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NOTATIONS UTILISEES

A1) : La section transversale d'un élément i

Ai(nﬂ,B): Les coefficients‘ d'influences sur la matrice de

‘ rigidité dus au sol et l'effort normal.

(Cxi,Cyi) : Les cosinus directégrs de 1'élément it.

D{N) :Le deplacement correspondant A un effort de compression N..

D(0}=Do :Le deplacement di a un effort de compression nul.

E : Le module d'Young . _

Y : L'inclinaison d'un élémént par rapporﬁ a l'axe ox.

I(1): Le moment d'inertie de la section ~transversale de
1"6lément (i)

L{1) : Longueur de 1'élément i.

k : Le coefficient de’compression uniforme du sol [N/m°1.

K : Le modiule de fondation du sol [N/m?1.

m : Le nombre d'éléments.

n': Le nombre de degrés de liberté.

n_: Le nombre des noeuds. .

n : Le nombre de directions bioquées.

N(1): L'effort normal danz 1'élément i.

NC: L'effort de compression critique.

NE: L'effort normal critique d'REuler.

Q(x): L'effort tranchant &4 l'abscisse x.

M(x): Le moment fléchissant & 1'abscisse x.

g(x}: La densité de la charge répartie. ‘

x * Translation horizontale du noeud j;

Y. : Translation verticale du noeud 7.

@ : Rotation du noeud j par rapport a 1'axe oz.

v : Le coefficient de poisson.

{Al : Le vecteur charges nodales.

{Aé} : Le vecteur charges nodales combinédes.

iAp}l : Le vecteur force dans la structure réelle correspondant

aux deplacements inconnus.

{AE}

'

Le vecteur charges nodales équivalentes.




{AM} LeéKactions aux extrémités de 1'élément 1.
1

{AML}i: Les actions aux extrémités de 1'élément 1 dues aux
charges. 7

{ArRL} : Le vecteur réactions des appuis dues aux charges.

{D} : Le vecteur deplacements inconnus.

{Di} : Le vecteur deplacements possibles (totales).

{Dn}i: Le vecteur deplacements des extrémités de 1'élément 1.

[5]: La matrice de rigidité correspondante aux ddl (dim n*n).
[Sj]: La matrice de rigidité globale.
[Skp]: Sous matrice de [Sj]'représentant les actions . dans la
structure bloguée dues aux valeurys unitaires des d4l
(dim n*ng. |
[SDRJ:[SRD]T: Sous matrice de [S] représentant_lés actions dans
la structu;e dues a des deplacements unitaires des
directions bloquées. | .
[Srr]: Sous matrice de [Sjl représentant lés actions dans les
noeuds de la structure causées par des, deplacements

unitaires des des directions bloquées.
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODIICTION GENERALE

L'hypoth2se couramment utilisée dans le
calcul des structures, selon lagquelle les supports des
structures hyperstatiques peuvent s'adapter avec une facilité
infinie aux déformations du sol, conduit a des conclusions
gui s'écartent de la réalité, car la continuité entre ces
différents membres donne A une structure réelle .une -rigidité
considérable et en conségquence les tassements différentiels et
les éfforts dans la structure deviennent plgs faibles que

ceux calculés selon 1'hypotheése ”mentionnée ci~dessus [71].

L'autre hypothese utilisée par"les bureaux
d'études dans le calcul des structures hyperstatiques et selon
laquelle les supports de celles-ci sont congidérés comme
parféitement encastrés dans le sol conduit également a dés
résultats tout 3 fait différents A ce que la structure sera en
réalité. |

La négligence de 1'effet de 1l'interaction
sol-gtructure dans le calcul d'une structure hyperstatique ménent
3 des conclusions qui s'éloignent de la réalité, et elle peut méme
atteindre un état d'insécurité si cette structure ne présente pas
des conditions favorables a la redistribution des contraintes.

_ Cependant, le choix d'un modedle de calcul
adéquat qui tient conpte des conditions d'appuls. et de
1'interaction sol-structure devient 1"une des étapes
éssentielles en vu de calculer avec toute sécurité = une
construction donnée, ce modele ou schéma de calcul ne présentera
par la suite qu'uné approche aussi précise que possible de la
réalité du fait qu'on ne prend en considération que les facteurs

les plus éssentiels, seule la concordance des résultas obtenus sur
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-

la base du schéma de calcul avec les données de 1'expérience peut

fournir une garantie suffisante de la justesse du modéle choisgit.

Lorsqu'une structure rigide‘ repose sur un sol, ce
dernier tend a se déformer de fagon non uniforme et la fondation
ne peut pas s'adapter entidrement, une redistribution des
réactions des supports a eu lieu et cette redistributioq donne la

valeur de l'interaction sol-structurel7].

Essayons de faire une courte analyse ‘de guelques cas

qu'on peut rencontrer dans la pratique:

X Un exemple qui n'existe pas en réalité, et fourni par
une structure infiniment rigide. Une telle structure ne présente
aucun tassement différentiel; elle setasse uniformément comme

un ensemble.

‘A cause de la tendance du sol 3 se déformer plus au
centre qu'a la périphérie, la distribution de la pression de
contact P, change pendant le tassement en décroissant vers le
centre Aet en éugmentant vers la 'périphérie (fig.l-a}).La
distribution de la pression de contact ressemble 2 celle du cas
trés connu d'une plaque infiniment rigide appuyée sur un milieu
élastique. | '

Des batiments trés élevés avec plusieurs murs massifs
peuvent &tre assimilés A ce cas et l¢urs tassements différentiels

peuvent étre négligés dans les calculs.

X Le cas opposé 3 celui de rigidité infinie est le cas de
rigidité nulle, wune telle structure s'adapte avec une facilité -
infinie & la déformation du s0l et présente 'les tassements
différentiels les plus grands- possibles, la @istribution de
pression de contact P, ne se modifie pas pendant 1la progression

des tassements (fig.l-d).
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1l

Des structures isostatiques et des structures peu élevées et treés
longues peuvent étre assimilées A ce cas.
Tous les cas réels se trouvent entre ces deux cas extrémes de

rigidité infinie et nulle (fig.l) [71].

X Une structure parfaitement élastique offrira une
rigidité gqui ne dépehdra pas de Jla vitesse de progression des
tassements différentiels, ces tassements peuvent se produire
lentement ou tr&s rapidement; le résultat guelque éoit’la vitesse
sera le nmémne. | ’

Les tassements différentiels ‘Seront plus petits que ceux de
rigidité nulle et la distribution de la pression de contact P,
changera beaucoup moins pendant le processus de tassement mais
toujours‘ dans le méme sens que celui’ de rigidité infinie
(£fig.1-b). ' '

Des structures -‘en aciers soudés qui travailleht en régime

é¢lastique peuvent &tre assimilées A ce cas.

X Une structure vizco-élastique comme celle en béton armé
offrira une rigidité qui dépendra de la vitesse de progression des
tassements différentiels ,si ces tassements se produisent tout .
d'un coup la structure visco-élastique se comportera
‘élastiquement et on se trouvera dans le cas précaddent de la
(fig.1-b). '

Si par contre la vitesse de - proéression des tassements
différentiels est trés faible et tend vers zéro ,la structure
visco-élastique se comporteré comme un liquide visqueux et tendra.
-vers le cas de la (fig.1-d), on peut placer ce cas A coté de celui

de rigidité nulle (fig.l-c).
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(c):Vis¢0aélastique

{b):Elastique (d):R =0

. T R
w

\L—}t—\’ . p A A

al

(fig.1):L"'"influence de la rigidité de la ‘structure
sur la deformation du sol

Pouf_une structure visco-élastique il y a une différence déns
l'effet du fluage sur les contraintes exercées par la charge et
sur les centraintes exercées par les tassements . '

Dans lesg structures hyperétatiques constituées de matériaux
visco-élastiques, la distribution des contraintes occasionnéeg par
la charge est pratiquement indépendante de la déformation lente il
n'y a pas de redistribution considérable des contraintes par suite
de déformation permanente et le résultat du. calcul élastique et
donc vwvalable en dépit du comportement non élastique de ces
structures. ' ' ‘

Les contraintes provoquées par les tassements différentiels par
contre vont décroitre progressivement a cause de l'effet de-
relaxation.

Pour le méme sol ét la méme structure, celle construite avec un
matériau visco-élastique présentera des tassements différentiels
plus importants que ceux de la structure élastique, mais les

contraintes dans la structure seront beaucoup plus faibles, cela
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est expligqué dans la (fig.2) o2 1l'on montre le rapport entre le
tasgsement différentiel {A) et le moment fléchissant (M)

(élastique et visco-élastique)(7].

donc en tenant compte du
comportement visco-élast- (M)
igue du béton armé et
la vitesse de progression
des tassements différent- M — -
iels, on obtiendra non

seulement les valeurs M

réelles des tassements,
mais ausst Jles effets

réels dans la structure.

B b= - = - —

t

i

I
A

Les tassements différenti- 3 (A)
els seront plus importants o EL vis
que ceux btenus en consi- ‘ (Fig.2)

derant la structure élastique (mais plus® faible que ceux
obtenus en considerant la structure de rigidité nulle),mais les
moments fléchissants qui en résulteront & la fin d’'un temps (t)

seront beaucoup plus faibles que ceux de la structure élastique

‘ 7 L'étude de 1'interaction sol-~structure est
bien entendu plus ou moins importante suivant la nature du sol,
- les caractéristiques de l'ouvrage,et son mode de fondation .Pour
certains ouvrages fondés superficiellement, elle peut étre
pratiquement négligeable, par contre la nécessité d'étudier le
‘comportement ou la réponse d'un ouvrage en ne le considé;ant pas
isolément mais comme partie intégrante d'un ensemble comprenant le
sol et les structures avoisinantes rend les analyses d'interaction
sol-structure impérieuses pour une part grandissante d'ouvrages
importants {Barrages - Centrales nucléaires - Biliments importants

- Réservoirs de gaz naturel liquéfié (GNL) ...] [48].
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L'abondance de la° littérature concernant
1'interaction sol-structure traduit a4 la fois la complexité du
phénon2ne et 1'intéré&t qu'y ont porté nombre de chercheurs .

Trois synthéses généfales ont entrepris une classificétion des
méthodes d'étude de 1'interaction sol-structure [LYSMER(4D)1981
—IDRISS-KENNEDY ‘?7’1980 -M.I:GORBUNOV-PASSADOV, 1986 1.

Ces publications mettent en évidence le fait que l'étude des
phénomeénes d'interaction est éssentiellement limitée au cas des
problénes linéaires, l'approche du probléme purement non linéaire

.

reste l'exception.

A 1'état actuel 1l existe peu de méthodes de
calcul des structures . qui tiennent compte = de l'effet de
1'interaction sol-structure.

En effet, le but principal de ce mémoire et l1'élaboration d'une
méthode de calcul des structures Par la formulation d'une matrice
de rigidité exacte, élaboré pour un modale qui met en évidence le
phénoméne de 1'interaction statique sol-structure, ainsi que de
1'influence de l'effort normal sur la rigidité des éléments de 1la
structure, ‘'qui sera pris en compte dans l'étude de Jla stabilité

élastique de celle-ci.
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CHAPITRE  1:APERCU GENERAL SUR LES METH DE - CALCUL AUTOMATIQUE =

Apercu général sur les méthodes

d'analyse automatiques des structures

Les cadres ou portiques sont d'un emploi trés répondu dans
les Dbureaux d'études, et sont presque toujours des
constructions hyperstatiques présentant un grand nombre

d'inconnues.
Cependant, le «calcul des structures par les ‘méthodes
classiques devient trés épuisant et consommant beaucoup de
‘temps pouf l"ingénieur d'étude et peut méme aboutir Aa des
résultats incorrects a la fin de son c¢alcul.
La nécessité d'introduire l'ordinateur dans les calculs des
structures hyperstatiques devient 4 notre epoque inévitable on
peut méme dire obligatoire vu les avantages guli peut fournir
aux ingénieurs d'études a savoir 1'économie du temps et
la précision des résultas de calcul.
" Les deux méthodes principales utilisées dans le  calcul
automatique des structures hyperstatiques sont : ‘

1.1 - La méthode des forces :

Dans cette méthode on retient comme inconnues les efforts dui
remplacent l'action des liaisons rejetées surabondantes. - Ces
liaisons sont superflues du point de vu de 1'assurance de la
fixité de la barre comme d'un tout rigide..

Dans le plan, la fixité d'une barre peut &tre assurée par
trois liaisons imposées de la facgon correspondante, les
liaisons de cette sorte sont dites nécessaires, les liaisons
AMPOoSERS au corps en plus de celles qui sont nécessaires sont

dites complémentaires ou superflues (surabondantes).
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Dans 1l'espace, la fixité d'une barre et assurée par six
liaisons .

' Voici 1'ordre de calcul des systemes hyperstatiques d'aprés la

méthode des forces

a\—

b\ -

c\=

d\-

e\ -

Déterminer le degré d'hyperstaticité en calculant le

nombre de liaisons surabondantes .

Choisir le systeéme principal de base en fonction du
systeéme donné, les liaisons éliminées sont remplacées par

les efforts inconnus superflus .

Composer les équations des déformations f{ou des

déplacements) qui éxpriment ' les .conditions de
compatibilité des déplacements du systéme principal avec
le systéme hyperstatique donné, si dans le systéme
principal les déplacements dans la directibn des Jliaisons
rejetées sont nuls les égquations expriment 1'annulation de

ces deplacements .
Résoudre le systeéme d'équations cbtenu .

Apreés 1'&tablissement des inconnues surabondantes trouver
les efforts intérieurs dans les éléments de la structure
{moments fléchissants - efforts tranchants ...), ceci se
fait sans difficulté sur la base de la méthode des sections
Si le systéme hyperstatigue donné pos;éde n inconnues
surabbndantes, le systéme de n équations canonigues qui -

agsure leurs calcul s8'écrit sous la forme générale suivante
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r o -t -
D, FiaFaz Fin A,
D F_F A
2 21 22 2n 2
= . . *
__Dn_ _Fn‘anB'..anJ _An__
ou encore: {D} = [Fl.{Al
Avec :
{Dl! = Le vecteur déplacement d'ordre (n * 1).
{A}l! = Le vecteur charge - d'ordre {n * 1).
[F] = La matrice de flexibilité d'ordre (n*n).

1.2 - La méthode des déformations

Par différence avec la méthode des efforts qui est une méthode
'générale, applicable A toutes les structures hyperstatiques,
la méthode des déformations a un domaine d'application
limité, cette méthode a été congue pour le calcul des
structures hyperstatiques formées de barres généralement
droites encastrées dans les noeuds et qu'on désigne
habituellement du nom de cadres ou portiques .

Pour un cadre, la position déformée est définie si on connait
les déplacements (rotations et translations) de chaque  noeud
et l'interaépendance qui existe entre les gfforts et " les
déformations pour les structures hyperstatiques nous pefmet de
trouver les efforts inconnus dans chagque barre et donc trager
les diagrammes des efforts. _
La méthode des déformations prend comme inconnus ces
deplacements et se propose de trouver les moyens de les

déterminer.
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Pour arriver A ce but la méthode des déformations{ou des
rigidi£és) part du principe de remplacer .la structure initiale
par une autre structure appelée "systéme statique de basge”
provenant de la premigre, qui a la caractéristique de
permettre le calcul des efforts engendrés dans ces Dbarres
pour n'importe quel déplacement (translation ou rotation)
donné a un noeud guelcongue. A la fin soﬁs l'action des forces
exterieures données et sous 1'action des efforts engendrés par
les déplacements inconnus (en valeurs) des noeuds, l'ensemble

et chaque partie de la structure doivent é&tre en équilibre .
1.2.1\ La matrice de rigidité d'un élément poutre:

Pour illﬁstrer le concept de la méthode des défprmations dans
sa forme la plus simple, considérant un élément d’une poutre
continue limité par les appuis "j" et "k" comme le montre la
figure (fig.1-1).

Pour cet élément, il existe Yy

quatre types de déplacements , ' l

significatifs qu'on peut T
rencontrer & ces éxtrémités ; é‘k

ces déplacements sont

représentés sur la (fig.1-2) (fig.1-1)
par les vecteurs numérotés de )

(1L a 4, la matrice de

e

rigidité correspondante de cet
élénent et de 1'ordre (4*4),et
dont les éléments sont obtenus
en déterminant les actions aux
éxtrémités g et "k" j
produites par des déplacements {fig.1-2)

P -
[y%)

: L W
»

«/E ’

Q

et rotations unitaires en ces
éxtrémités (£ig.1-3).
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DE CALCUL AUTOMATIQUE

2 2
jje BEI/L BET/L \31] 4E1/L ‘
x b
_{[ 5—\ E) m {’-\ L:\ m
2

A~ 3 k ’ 3 jj 2 k d
12EI/L -12E1/1L 6EI/L -6EI/L
Y, Y
'SE““ 2E1/L \fﬂ 4EI/1
-6EI/L
X
/ Tj ; kf[:\ m
/7 T2
-12EI/L T 1261/1° T7‘\\“\\_ﬂ_ﬁ;ﬂ_f~”/ -6EI/L
1 C _ 6E1/L°
{(fig.1-3)
La matrice de rigidité élémentaire utilisée dans l'analyse
d'une poutre continue sans tenir compte d'aucune interaction
s'écrit done comme suit
- 3 2 ' 2 2
12E1/L 6EI/L -12ET/L 6EI/L Yj
6EI/L° 4EI/L ~6EI/L” 2ET/L |6,
I:Sm:] = a , R R {mat.1-1)
-12FT/L° -6EI/L 12EI/L -6EI/L yk .
6ET/L°  2EI/L  -6EI/L®  4EI/L |0,

L'ordre de calcul des systémes_hypefstatiques par la

des déformations consiste a :
a\- Etablir la matrice de rigidité

chaque élément de la structure
b\- Assembler les matrices trouvées
la matrice de rigidité giobale [S]j

structure.

11
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c\- Introduction des conditions d'appuis

d\- Réarrangement de la matrice de rigidité globale [s],
tenant compte des conditions 3°, de maniére & ce gque. les
éléments porrespondant aux degrés de liberté inconnus seront
placées dans les premiéres colonnes et ceux correspondant aux

(ddl) connus dans les colonnes qui suivent, (mat.1-2).

r-— ) p—

L% ) LS |
[:S;:Iz e —— (mat.1-2)
SRD SRR '
L '_ - _

e\- Calcul des déplacements, des réactiong et des efforts aux
éxtrémités des éléments :

La sous matrice [S] est une matrice carrée symétriqué servant
au calcul des déplacements inconnus movennant le syst2me

d'équations suivant:

[S].{D}={AD- AL, } (1.1)

d'ou :

-1

iD= [S] {AD- A 1 o (1.2)

DL

La sous mqtrice {SRD] est une matrice rectangulaire, contenant
les actions correspondant aux appuils produites par les
déplacements unitaires des degrés de .liberté inconnus.Cette
matrice est utilisée pour le calcul des réactions d'appuis en

effectuant 1'opération donnée par 1'équation ci-dessous.-

{AR} = {ARL} + [SEUI.{D} “(1.3)

12
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La sous matrice [Snp] définie les actions aux noeuds appuis
produites par des déplacements unitaires de ceux-ci selon
leurs sens bloqués, on peut remarquer que cette matrice est la

transpogsée de la matrice [SRD].

La sous matrice [SRR] est une matrice carrée symétrique, dont
les termes représentent les actions aux noeuds appuis dues a
des déplacements unitaires de ces noeuds suivant leurs sens

bloqués. : : ‘

Les deux matrices [Son] et [Snp] peuvent &tre utilisdes dans
le calcul des réactions d'appuis lorsque ces derniers
présentent des déplacements connus non nuls ou des tassements

différentiels connus.

Nous allons illustrer ces étapes de calcﬁi par 1l'exemple
suivant:

Pour simplifier le raisonnement, considérons uné poutre droite
3 deux éléments avec seulement deux degrés de liberté par
noeud {(une translation verticale et une rotation) avec le 'cas

de chargé schématisé sur la {fig.1-4).

YT 91=2P
| | P,*P.  P_=p
M=pL l
§A ‘ £ BN ‘ c X
3 EI Y EI Q. ’
L L
4 i
t ? R
(fig.1-4)

13
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I) 2 134 IDF

{fig.1-5): Numérotation des
degrés de liberté

1°\ -constitution de la matrice de rigidité [Sj] '

Le systéme de base cinématiquement déterminé ,est constitué

par deux poutres encastrées aux deux extrémités, (AB) et (BC)
(fig.1-5).

{a B} {5 el
1 T 1 5

(fig.1-5)

La matrice de rigidité de 1'élément (AB) est donnde par

[ 12e1/87 6EI/L®  -12E1/1°  6EI/L® Ty
6EL/L®  4EI/L ~6EI/L%® ' 2RI/L 0

A
[Sm] - 3 2 3 2
a8 |[-12E1/1° _6EI/L 1281/1°  -6EI/L® |y

6EI/L° 2RI/L - -6EI/LZ 4ET /T, _Je

On obtiendra une matrice analogue {i1dentique dans 1'exemple

. présent ) pour 1'élément {(BC).

14
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*

2°\~ Assemblage :

On assemble les deux matrices obtenues ,en écrivant que les

efforts en B proviennent de 1'élément (AB) et de  1'élément

"(BC),on obtient ainsi la matrice de rigildité globale [Sj] de

toute la poutre.

r ' : -
1281/1° 681/L% -12EI/1° 6EI/LZ 0 ) Ya
6EI/L° 4EI/L -6EI/L> 2EI/L + O 0 o,
[sj ]Z ~12E1/1°-6E1/1°  24EI/L 0 -1261/17  6ET/L? |y,
6EI/L® 2EI/L 0 8EI/L -6EI/L 2 2EI/L o, -
0 0  -12e1/L° -6EI/L® 12E1/L® _6EI/L Y,
0 0 6E1/L°  2EI/L -6EI/L?  4BI/L |6©

3°\- Réarrangement de la matrice de rigidité [Sj]

Ensuite on dolt réarranger la matrice [Sj] selon la forme

donnée par (mat.l1-2). Pour se faire nous allons introduire

les conditions aux appuis, qui sont Pour l'exemple étudié:

Au noeud A y,= 0 et 8A= 0
Au nceud B : Y= 0
Au noeud C Y.= 0
Les inconnues du probléme sont les rotations ?] et @ qui

B c
correspondent au 4°Z%et 6°2° ligne de la matricel[Sj].

51 on effectue une permutation des lignes de sorte que la

4%t 1a 6°me lignes viennent en 1€I° ot 297° lignes .Ensuite
on permute la 4%7° ot la 6°"° colonnes avec la 1°Z%t  1a

2°2° colonnes respectivement, on obtient ainsi la matrice {s 1
. J .

partitionée selon la forme donnée par (mat.1-2).

15
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Cette matrice peut étre réécrite selon cette partitionnement

comme suit

[ 8EI/L  2BI/L  6EI/L? 2EI/L 0 -6EI/L% 8,
2EI/L  4EI/L - 0 0 6EI/L? —6EI/L 0,
6ET1/L® 0 . 12E1/L° 6EI/L® -12R1/1° o Y,
ES ]z 2EI/L 0  6EI/L® 4RI/L -6EI/LZ 0 e,
j 2: 3 2 3 3
0 68I/L%: -1281/L° -6E1/1% 24E1/L° -1281/L v,
~6ET/L? ~6EI/LZ 0 0 ~12E1/L° 12EI/L iJYC
Ef “ ] ] L . - ]
DEPLACEMENTS DEPLACEMENTS
LIBRES BLOQUES

La matrice ' de rigiditél [S] est donc bien définie . (bloc
supérieur a gauche ),ainsi que la matrice {Sénl {bloc inférieur
& gauche) qui servent aux calculs des déplacements et des

réactions d'appuis.

4°\- Etude des cas de charges
Il sera convenable de séparer 1'étude des charges appliquées

sur 1'élément de celles appliquées directement sur les noeuds.

v

A\~ Les charges concentrées : -

Les charges appliquées directement sur les noeuds de 1a
structure seront listées dans un vecteur noté {A}.

Pour l'exemple de la poutre étudiée ce vecteur est donnée

selon la numérotation choisie (fig.1-5) comme suit

A} =40, 0, 0, PL, P, 0 (1.4)

16
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B\- Les charges nodales égquivalentes:

Les charges appliquées sur l'élément. geront transférées

aux noeuds de la structure en "calculant en premier les

réactions dans chaque élément en le considérant comme encastfé

A ces éxtrénités (fig.l-5) puis on aséemble les réactions

trouvées pour obtenir en fin les réactions globales dans les

noeuds . ' '

Ces réactions seront ensuite renversées en sens pour donner les

charges nodales équivalentes (fig.1-6).

PI=2P pep
pl/ 8 ‘ p.1/ 8 p l/ 8 2 p 1/ 8
1 2 2
N o D o
3 F i i
P1} 2 pi/ 2 pz/ 2 p2/ 2
(fig.1-5
(p_+p )/ 2

- 1 )
3 'f\ : ’t) '
g f’ pzl/ 8
P1l/ 8
{fig.1-6)

Les actions aux encastrements des éléments dues aux charges
directement appliquées sur ceux-ci, pourront &tre classgées
dans une matrice [d'ordre (m*4) pour une poutre ,{(m*6}) pour un

portigue plan ! notée [AHL]. Leg éléments de cette matrice

17
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seront utilisés par la suite pour le calcul des actions aux
extrémités des éléments. Pour notre exemple cette matrice est

donnée par

p,/2 p,1/8 /2 -p]1/8 A},
[A j - (1.5)
ML
p,/2 p1/8 p /2 -p1/8 (a,l,
Soit:
r.p pl/4 P -pl/4
Al =l /2 p1s8 p/2 ~pl/8

Lorsque ces actions seront renversées en sSens elles constitues
les charges nodales équivalentes .Ces charges seront classées
dans un vecteur noté par {AE} ayant. la méme  forme dque le

vecteur {Al.
Pour notre exemple le vecteur {AE} s'écrit :

{AE } = {i-p , -pl/4 , -3p/2 , pl/8 , -p/2 , pl/81} (1.6)"
C\—- Les charges nodales combinées
En édditionnant Le vecteur cha;ges nodales {A} et le vecteur
charges nodales équivalentes {AE} on obtient le vecteur’

charges nodales combinées noté {AC}.

Soit : , {AC}= {A}L + {AE} (1.7)

18
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Pour notre exemple

A = t-p , -pl/4 , -3p/2 , 9p1/8 , p/2 , pl/8 } (1.8)
Ce vecteur sera ensuite divisé en deux blocs, _ le premier
contient les valeurs des charges correspondantes aux

déplacements inconnus {listées dans un vecteur noté {AD} l.1le
second bloc représente les charges combinées correspondantes
aux sens bloqués des noeuds appuis; le 'signe inverse des
éléments de cette partie constituent le vecteur réaction de
la structure due aux charges exterieures ce vecteur est

noté {-ARL} .

Soit :
{AD}
{AC } = . . & * &0 " . (1‘9)
{~ARL}
La fermation des vecteurs {AD} et {ARLI servent aux calculs

des déplacements et des réactions d'appuis regspectivement.

Pour l'exemple étudié on obtient :

a1 { 9pL/8 , 1/8 } {(1.10)

i

. _ {ARL}

1

ip, p}/ » 3p/2 , -p/2 } (1.11)
* Calcul. des déplacements
En utilisant 1'équation (1.2) on obtient:

{mztsl".mnx
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Avec

(s1=EL 5 [8] =-E

|r
L | 14EI [__

I
Y

{AD} est donné par le vecteur (1.10}, d'ol :

17
PL
112E71 -5

ID}=

* ‘calcul des réactions d'appuis:

En utilisant l'équation (1.3) et les résultats donnés par
1'éguation (1.11) on obtient:

P ] T 6EI/L: 0 B 107
PL/4 2EI/L 0 17 31L
PLZ p :
tAgt= 1 3p/2 * 0 6EI/L" = — 69
: s | 11281 56
-p/2 -6E1/L% -6B1I/L° -64
—_ —) - — L s

* Calcul des actions aux extrémités des éléments :

Ceg actions sont calculées en utilisaﬁ% la méthode de
superpositicn des deux d&états d'équilibres (la structure
chargée non déformée et la structure déformée non chargée ),°

traduits par 1'éguation suivante
favt = {A .} + [Sml]l .{D_ }. (1.12)
i ML i M i

1

Pour 1'exemple étudié on a
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A ' ={P, PL/4 , P, -PL/4}

A b= tp/2, PL/ , P/2, -PL/8 1}

L 2
: 17 PL?
i}, =t 0,0,0, =——
112ET
2
{Dn}z = {0 ,_EZ_EEL , 0 '__EEE__}
112EY 112ET

Les deux matrices [Sm] sont identiques a celle donnée par
matrice (mat.l-1).

ce gqui donne
*

_ - _ — —
P . 0 1107
PL/4 0] PL2 p 31L
{AM }1= + [Sm]i. =
p 0 112EY 56 5
-PL/4 17 20L
P/2 0 64
PL/8 17 b2 o 36L
{An }2= + [Sm]z. B =
p/2 0 112EX 56. -8
~PL/8 . -5 , 0
L _.J - J ' - _

21
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1.2.2\- Matrice de rigidité d'une barre oblique:

En examinant l'effet de variation unitaire de longueur

1
% (fig.1-7).
| |
‘ 1 o1
. COMPRESSION . . TRACTION .
3 k 3 ™k
L4 k { |k
I 3 i fR
NJ=EA/L‘ Nk=—EA/L Nj=—EA/L ‘ N, =EA/L
QJ:MJ:O Qk:Mk:O QJ:MJ :0 Qk:Mk:O

(fig.1-7)

Cette matrice peut s'écrire comme suit :

EA/L 0 0 -EA/L 0 0 X,
0 121/ 6EI/LZ 0  ~12EI/L° 6EI/L2 Y,
0 6EI/L® 4EI/L 0  -6EI/L® 2BI/L o) _ 1
ESml=)_pa/1, 0 0 BA/L 0 0 X, (mat.1-3)
0 -1281/1° -6EI/L® 0 1281/1° -GEI/Lzryk
0 6EI/L® 2BEI/L O -6EI/L” 4BI/L _Jo,

La matrice (mat.1-3) étant rapportée au repeére local (xno yM) de
1'élément tandis que les déplacements sont rapportéas au repére
global de la structure (XOY) (Fig.l1-8).

Pour homogénéisé le systéme on doit effectuer une
transformation de la matrice du repgre local au repere global,
cette transformation étant effectuer moyennant' l'bpération

suivante: ' T
ISmJG = [RT] . [Sm]k.[RT] (1.13)
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Yz\

(f1g9.1-8)

ol {RT] egt la matrice de transformation donnée par :

{R] [0] : cosy siny 0
[RT]= avec [R]l=|-siny cosy 0 {mat.,1-4)
(01 (R1 | 0 0 1

et [RT]T est la matrice transpose de [RT]

1.3\~ Comparaison des deux méthodes :

La méthode, des déformations se préte si bien au calcul
automatique que la méthode des forces, car la constitution du
systéme Jlinéaire est simple, la structure cinématiquement
déterminée est unique, la matrice de rigidité est constitude
en additionnant les rigidités des diverses barres; 1'analyse
logigue étant simple, on arrive A des Programmes généraux
pouvant englober tous les cas se présentant dans. la pratique.

Par contre dans la méthode des forces, il faut choisir un

systéme de coupure tel que le travail numérique solt
minimim.On congoit dés lors qué“ cette méthode se préte

lus aux cas articuliers u'aux cas énéraux.
- g
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D'une maniére gualitative ceci peut &tre illustré par le
diagramme ci-dessous (fig.1-9) [35].

D'autre part pour les grandes structures, on ‘voit que la
méthode des déformations conduit toujours A des matrices
bandes ce qui permet avec la mise en oeuvre de méthodes de
résolution appropriées d'économiser de la place ' et par

conséquent de traiter des structures plus importantes .

COMPLEXITE .,

" Méthode des
déformations
POSSIBILITE

5
3 -

(fig.1-9)
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Notions générales sur les méthodes prenant

en compte l'interaction scl-structure

une analyse complete d'interaction doit prendre en compte :

- La variation des caractéristiques du sol avec la
. profondeur.

- Le comportement non linéaire du sol .

- Le caractére tridimensionnel du probléme .

- L'interacticn avec les structures avoisinantes .

En l'état actuwel des connaissances, des simplifications
doivent é&tre effectudes pour permettre le traitement du
probléme, elles concernent la schématisation du sol de

fondation .

Parmi les méthodes de prise en compte de 1'interaction
sol-structure, on peut distinguer les néthodes glébales, les
méthodes de sous-structures et les méthodes hybrides. Chacune
d'elles correspond a une schématisation du modé]e

gol-gtructure.

2.1\-Les méthodes globales :

Les méthodes globales sont celles qui
conduisent 3 une détermination simultanée du mouvement dans le
sol et dans la structure .

En théorie les méthodes globales peuvent é&tre étendues aux cas
tridimensionnels et sont susceptibles d'appréhender les
comportementé non lindaires dig A la loi de comportement d'un

des matériaux (sol le plus souvent ) ou aux interfaces
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sol-structure (décollement ow glissement d'ouvrages sur leurs

fondations ).

En pratigue, le coiit de résolution des problémes'
tridimensionnels est nettement prohibitif et on doit se
réstreindre aux problémes bidimensionnels. Il faut cependant
garder A& l'esprit que si. les méthodes globalesg gont
généralement coliteugses du point de wvu ordinateur, elles
reguiérent souvent moins de temps humain gue d'autres méthodes
approchées exigeant une grande réflexion, ce temps de
réflexion. représente également un cofit non négligeable
(wicaT ‘®%’1977 1.

Un des’avantages principaux des méthodes globales est leur
capacité a prendre en compte les hétérogénéités résultant soit
des variations des facies, ‘soit des variations des
caractéristiques de sol provenant de non linéarité plus
prononcées pour, certaines zones {( angle des radiers ..)}. 'Par
ailleurs, l'expérience montre qu'elles sont générélement mieux
adaptées et plus faciles 4 la mise en oeuvre pour 1'étude

d'ouvrages enterrés [48].

2.2\-Les méthodes de sous structures :

Cette catégorie de méthode fait l'appel au principe de
superposition. L'idée de base est dfanalyger le probléme.
d'interaction sol-structure en plusieurs 'étapes successives,
chacune de ces étapes est réputée plus facile a résoudre du.
point de vu de la modélisation ou du traitement gue le probléme
global . 7

Cette méthode est particuliérement puissante quand une
partie du systéme (la fendation par exemplé) a une géométrie
simple alors que la structure_ requiert une analyse

tridimensionnelle. Elle peut également‘présenter des avantages
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pour identifier la part relative de chaque composant
(interaction c¢inématique ou inertielle) contribuant au
phénon2ne global d'interaction .

Les différentes méthodes de sous 'struéture se
différentient par la‘décomposition en sous modéle global, on
distingue les méthodes dites de, frontiére et -les méthodes de

volune .
2.2.1V- Les méthodes de frontiere

Ces méthodes ont été développées par
(cHOPRA-GUTIERREZ ' *’1973 .GUTIERREZ'**’1976.KAUSEL et
a1¢%°%'1978 -sIMVOULIDI, 1981, . 1983, 19881 le modele global
sol-structure est divisé.en deux sous modéles représentant la
gtructure et le sol (fig.2-1). la compatibilité des efforts et
déplacements est écrite le long de la frontiere séparant les

deux sous structures [48].

p
b

\\pb . D

L]

/]
NJ—p
|

(fig.2-1):méthode de frontiére
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2.2.2\- Les méthodes de volume

La méthode de volume permet d'éviter la résolution du
probleéme de diffraction, 1'interacticn entre le sol et la
gtructure * est prise en compte non seulement al'interface
gol-structure, mais a tous les noeuds de la structure éous la
surface du sol [LYSMER et al‘*?’
la division‘en gsous structures définies sur la ffig.2—2) f481].

1981 },comme cela apparait par

{fondation)

£ .
/\

YT
TR

LY &

S YL 6

R LR PR
Jelia]h, \

0 v

] N EREKKR P
{interface)

Systéme global Fondation Fondation moins

sol excavé

{fig.2-2):méthode de volume

2.3\-La méthode hybride :

GUPTA et Al1‘%?7[1980] ont développé une - méthode
"hybride”, dont le principe congiste a séparer Jle 80l en un
champs libre et un champs lointain (fig.2-3) le champs lointain
est modélisé A4 1'aide d'une matrice d'impédance, en d'autré'
termes, le concept de sous structure est “étendu de -fagon a
inclure le champs proche dans le modeéle de structure. Le
probleéme consiste alors A définir les coefficients de la

matrice d'impédance du champs lointain.
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GUPTA et Al ‘%3’

d'identification permettant de s'assurer que le modéle hybride

ont résolu ce probleéme 3 l'aide d'une méthode

redonne les impédances connues d'un disque circulaire en
surface d'ﬁn gemi espace .

La difficulté de la méthode réside dans l'obtention le long de
la frontidre séparant le champs proche du champs lointain la
solution du probleéme de diffraction du champs incident.

‘23 ont négligé cet aspect en admettant un mouvement

GUPTA et Al
uniforme égal a celui du champs libre en surface, tout le long
de la frontiere .

De toute évidence, cette hypothese constitue une

approximation trds grossi2re ‘qui limite considérablement

1'intérét de la méthode [48].

\

\ ANE
N /Ar

N

.. e

- L~

(fig.2-3):Méthode hybride

2.4\~ Comparaison des différentes méthodes:
Un des arguments ma‘jeurs avancés pour l'utilisation des
méthodes de sous structures, de préférence aux méthodes

globales est leurs facilités d'emploi allié a un coiit moindre.

Cela est certainement vrai pour les  ouvrages fondés en
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surface, les méthodes de sous structures présentent aussi

1'avantage de permettre certaines modifications sans qﬁ'il-
soit nécessaire de reprendre toute l'analyse; une modification

des caractéristicues de la structure ne requiert qu'une

nouvelle analyse de.celle—ci.

Dés que l'ouvrage A étudier est partiellement ou totalehent

enterré la résolution du probléme de diffraction devient

complexe, la solution rigoureuse est aussl délicate a obtenir

que la solution globale du probl2me. Des méthodes simplifiées

pour prendre en compte cette interaction cinématique ont

cependant été proposées dans le cas de fondations figideé

[(KAUSEL et A1°°°’1978 - HALL J.R et KISSENPFENNIG J.R‘2%’1975].
I! n'en reste pas moins vral que dans le cas le plus général

les méthodes de sous structures deviennent moins compétitives

que les méthodes. globales, ces derniéres permettent en outre

de traiter les problémes non linéaires; elles restent

cependant limitées aux géométries bidimensionnelles.

Bien que le probléme de 1'interaction sol~structure
s'intéresse généralement A 1'étude du comportement d"une
structure soumise d une sollicitation dynamique, on peut aussi
parler du méme probléme dans une étude statique lorsque le sol
et la structure sont suprosés avoir les mémes déplacements et

forment un seul systéme par le choix d'une modélisation bien
appropride.

Dans ce dernier cas, Ja méthode globale, devient plus
compétitive pour résoudre Lle probléme d'interactiqn“;

sol-structure.
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CHAPITRE 23:MODELES DE COMPORTEMENT DU SOL

Modeles de comportement du sol

La maniére la plus simple de prendre le :Sol en compte’
est de le réprésenter par des ressorts reliant un ou plusieurs
‘noeuds & une base rigide (6],

Dans le cas d'un modéle plan, une semelle sous point " d'appui
1s0lé est représentée par deux ressorts agissant a la
translation et un ressort A la rotation, sous un radier ou une
semelle continue le g0l est modelisé par un ressort horizontal

et un ressort vertical en chagque noeud (Fig.3-1)

g

- o ~~ ] = TR
L] ] B\ : L ran
P 3 § L
F 3

¥

b3
_w“
vy
AL
<At
P
AR

(fig.3—1):Modélisation.par des ressorts

La raideur de ces ressorts est calculée d'apras la valeur du
céefficient de Ballast qu'il convient de déterminer par une
étude du terrain de fondation.

Les'propriétés dynamiques des sols. étant en général mal.
connues, on pourra employer des hypothéses simplificatrices
pour évaluer les coefficients de Ballast A partir des -données

expérimentales [61].
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3.1\-Modele du semi espace élastique infini:

On peut ainsi assimiler le

infini

caractérisé par un

coefficient de poisson v, et la

rigide de rayon

en translation oun

Ballast pour la

en rotation,

direction

sol

module

puis

horizontale et

R , on peut alors calculer la raideur du

A un milieu élastique
d'élasticité E et un
construction a un disque
sol

les coefficients de
verticale, en

divisant la raideur correspondante par la surface du disque.

I.e tableau (tab.3-1) suivant donne les
Ballast

raideurs est les

translation [481}.

coefficients de

formules

donnant

correspondant

les

€n

{tab.3-1):Les raideurs des ressorts et les coefficients

de Ballast correspondant en translation

Direction Raideur statique Coefficient de Ballast
2 E
Verticale > E .R 0.64 . >
(1L - v7) R (1 - v™)
16.(1-v) E (1-v)
Horizontale E.R 5.1
(7-8v) (1+v) R (7-8v)(l+v)
. 4 E.R®
Rotation >
3 (1 - v°)
Des valeurs approximatives de E pour différents types de sols
ont été établies par plusieurs cherche u rs [371. Elles
constituent des indications utiles, mals peuvent dtre
inexactes dans certains cas. Cecli est spécialement wvrai pour
les sables, pour lesquels E varie avec la pression de

confinement. E ainsi déterminé sera une valeur

moyenne

la

ﬁrofondeur d'action du ressort. Il dépendra de 1'importance de

la fondation et de la valeur de la charge.
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Le tableau (tab.3-2) donne des valeurs moyennes approximatives
[37]. Le coefficient de Poisson varie de 0,3 &4 0,35 pour des

sables et de 0,4 A 0.5 pour des argiles. Les valeurs de G

varient avec E, approximativement suivant la loi
théorique: . E
A G -
2 1+ w)
(tab.3-2): Valeurs moyennes du module d'élagticité

longitudinale (E) pour guelgques groupes de sols

Groupe de sol " E {bar) v
Granite Sain ..........| 300 000 & 600 000.. 0.15 a 0.24
Granite partiellement '
décomposSé cceiieeaaanen 70 000 a 150 000
Calcaire .eoeeeeen. -...] 200 000 & 500 000..| 0.16 a 0.23
Grés cesseessseaaay 150 000 & 300 000.. 0.17
Sable dense et gravier. "1 000 a4 2 000
Sable dense ....ceeeean.| 500 a 800..7 "0.30 & 0.36
Sable 13che .eveeven... 100 a 200 '
Argile semi-solide..... 70 a 14¢ ‘

Argile plastique raide. 40 & 80.. 0.40 & 0.45
Argile plastique molle. 14 a 40
VaSe tiiiscecineans 5 a 35

3.2\~ Mod2le de déformation local du sol :
Ce modéle est basé sur 1'hypothese de proportionnalité
entre la déformation locale (au point d'application de la .
charge) de la fondation avec la réaction du sol, ce modele est i
connu sous le nom de WINKLER [58].
Le modéle de Winkler consiste 2 représenté} le sol par une
infinité de ressorts verticaux étroitement espacés et non
connectés, caractérisés par- le coefficient de proportionnalité

(réaction-déformation) appelé "module de fondation" noté K.
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Y 4+
La réaction: _du sol a
1'abascisse x est donnée par
'é t‘ 3-1 : ) T T T
Feation B4 SITIEERISERLIE I
X ‘ |
. ri{x) = - K . y(x) (3.1? ’ |
l v
Avec : Y(XZ[ :
EEEERIEEEEREEAN
r{x): la rédaction du sol R e e e e o T et o S
4 1'abscisse x . L orix)
y(x): la déformation de la fondation

a l1'abscisse (x) (déplacement vertical).

* Détermination du module de fondation K:
Le module de fondation K est défini comme étant la réaction

du 801l ‘par unité de  longueur par unité de

tassement (ou déplacement vertical) c¢'est donc une raideur par
unité de lbngueur.

son unité est le [N/n°! dans le systéme MKSA .

* Mesure expérimentale: )
En tragcant la droite P=f(y) pour le sol

de fondation a étudier (correspondant au domaine é&lastique ),
onn en déduit ainsi la pente de cette droite qu'on la note (k).
solt b la largeur de la poutre de 1'expérience.

le module de fondation K est donné par :

- -

K=k .b (3.2) + P IN/m°]
Avec : ‘ k= tg vy [N/m> ] Copl I elaiutieg
pour une largeur de la poutre de . é ' P\.iil]l] :I;
(1 m ) on aura / E |
K = k [N/m” ] '\i xm
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Le tableau (tab.3-3) donne les valeurs du coefficient de

proportionnalité (k) pour quelques groupes de sols [52]

(tab.3-3): Les valeurs du coefficient de proportionnalité (k)

pour guelques grouﬁes-de sols.

Charge statique

Groupe de sol admissible k

Catégorie

de sol N/cm2 N/cm3

Sol mou:Argile-argile
silteuse contenant du
sable-les sols des

catégories IXetIII - 15 30
avec mélange du silt ‘
organique et de tourbe

moins de moins de

sol moyen:Argile et
Argile silteuse a base .

du sable & sa limite 15 a 35 30 é' 50
plastigue -~ sable

1T

s0l dur: Argile et
Argile silteuse
IryY contenant du sable a 35 a 50 50 a 100
forte consistance -
graviers— sable grenu

v gol rocheux > 50 : > 100

3.3\~ Modeles combinés du sol élastique
' On peut citer & titre bibliographique les travaux des
auteurs suivant : ~ )
* p.L PASTERNAK :I1 tient compte dans son travail de .-
1'influence de la résistance du sol au glissement (déformation
‘horizontale) ainsl qu'a sa. résistance au tassement:
(déformation verticale). '
* M.M FILONENKO-BORODICH: Utilise le modéle combiné issu de la

combinaison du modele de Winkler avec le mode2le de membrane .
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* J.I-CHERKASOV et G.K.KLEIN :Ont - proposé' un modele
considérant le sol comme une couche compressible de capacité
finie reposant sur une surface d'un semi espace élastique.

Toutes ces méthodes demandent des calculs long et complexes-

qui sont peu pratique en engineering.

Conclusion :

Pour le travail rapporté dans cette thése on a opté au
nodale de Winkler (58], vu la simplicité qu'il porte du point
de vu applications, et les résultats qu‘il donne pour 1'étude
‘de 1'interaction sol-structure dans ;e cas statique qui sont

trés satisfaisantes.

Les déformations statiques dans le sol | sont
généralemént limitées a des valeurs tras petites, dans ce cas
le module de fondation K aura une variation presque linéaire
pendant le processus de déformation, et le sol peut é&tre
supposé avoir un comportement élastique linéaire. Cette
supposition restera valable pour une étude 'statique, .l‘étude

dynamique reste a l'exception.
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CHAPITRE 4 (FORMULATION DU PROBLEME

Formulation mathématigque du probléme

Dans les années récentes, nombreux auteurs ont proéosé
des solutions pour le probléme de poutre continue sur fondation
élagtique en utilisant la méthode des éléments finis
(Y.G.CHEUNG et D.K.NAG ©’ 1968 - F .MIYAHARA et
J.G.ERGATOUDTS? %’ 1976 -G.A.MOHR'*?’1979 - BING Y.r'*’1982],
et dont la plupart utilisent le mod2le de Winkler avec un
gsystéme de ressorts discrets attachés aux‘noeuds.

Les fonctions de- formes utilisées dans ce cas sont celles
d'une poutre libre, la precision des'.fésultats est fonction’

du nombre des éléments pris en compte dans 1'étude; ces

résultats restent toujours approximatifs.

Actuellement une matrice de rigidité exacte d'un élément
poutre reéosant sur une fondation élastique A été établie en
utilisant le modéle de Winkler continue {M.EISENBERGER et
D.Z.YANKELEVSKY “©’1985 1,et qul mene 3 des solutions exactes

en prenant un nombre minimun d'éléments lon prend comme
exemple d'éléments les trongons A charges différentes ou a

inerties différentes ].

Dans ce chapitre on eséaye d'établir les équations
différentielles de la déformée d'une poutre colonne sur une
fondation élastique et leurs solutions pour différents cas.
Ces équations servironk par la suite dans %'établissement de

la matrice de rigidité de la poutre considerée.
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CHAPITRE 4 :FORMULATION DU PROBLEME

4.1\- L’équation différentielle de la ligne déformée d’une
poutre colonne de longueur finie reposant sur unsa

fondation élastigque:

La convention de signe adoptée pour 1'établissement des

équations est celle de la figure (fig.4—15.

M+dM

-
——

(fig.4-1)

En écrivant 1'équilibre des forces et des moments on obtient :

dQ
—_—= K y(x) - g(x) (4.1)
. dx
dm dy
! = N- - Q{x) (4.2)
dx dx :

L'équation différentielle de la déformée donnée par la théorie

de poutre dans le asystéme d'axe choisit est:

2
. d'v
M{(x) = EI > (4.3)
| dx
Ces équatibns nous donne:

dy . a’y S

Q{x) = N - Bl ———— T (4.4)
dx dx
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CHAPITRE 4 :FORMULATION DU PROBLEME

Apreés substitution de 1'éguation (4.1) dans 1'équation (4.4)
on obtient L'équation différentielle de  la ligne déformée:

4 2

d'y d'y
EI - N

dx* dx*

+ Ky = gi(x) (4.5)

4.1.1\- Solution de VPéguation différentielle (4.5>:

En posant: N o= 4

La solution de 1'égquation différentielle (4.5) sans second

i menmbre est donnée par:
|

yh(x) = Cicosﬁx.coshax +Czcosﬁx.sinhax +Casinﬁx.coshdx +
| ) +C‘sinﬁx.sinhax ' {4.6)

| Cette solution est valable pour N < 2[ K.EI .

cette restriction n'a toujours pas d'importance dans les cas
pratiques car, presque tous ces cas \rgmplissent cette
condition d'Apres 1'étude menée par [M.HETENYI' ~°’1964].

La solution particulieéere yp(x) de 1'équation (4.5) peut &tre
obtenue connaissant la fonction de charge gq(x). .
La somme des deux solutions yh(x) et yp(x) donne la solution
générale de 1'équation (4.5),s0it:

' vyix) = yh(x) + yp(x) {(4.7)
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L)

c.,c.,c.,cC sont les constantes
4 2 k| rs

d'intégration

gqui

obtenues par 1'introduction des condition aux !imites.

4.1.2\- Influence de Yeffort normal de compression:

‘Considérons une  poutre
de portée 1 reposant
sur une fondation
élastique et soumlsge

a l'action d'une paire
de forces axiales agissant
au {(cdg) de sa section

transversale (fig.4-2).

1'équation différentielle de la déformée de cette pouktre est

la suivante:

dy d'y
EI " + N 5 Ky =0 (4.8)
dx dx
trois cas peuvent se présenter dans
de 1’égquation(4.8}:
* premier cas d N<2[ K.ET
La solution de 1'éguation (4.8) est la suivante:
Y (x)} = C cosax.cosh3x +Czcoamx.sinhﬁx‘+Casinax.coshﬁx +

+ C;sinax.sinhﬁx

Avec les mémes parametres o« et 2 donnés précédemnent.

En introduisant les conditions aux !imites gui sont:

Y &

N

—_— |

=

EI

I T i e

K

——
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2

dy
pour x = 0 ..... vy (0) = — (0) =0
dx= (4.10)
dzy
pour x =1 ..... y (1) = — (1) =0
. dx

On constate gue toutes les constantes q}tmu4> sont nulles,
donc la déformée dans ce cas ne peut exister, et le flambement

est impossgible.

* Deuxidme ca=s : . N =2 K.EI

La solution de l'égquation (4.8) esf de la forme
yi(x) = (Ax + B) coswx + (Cx + D) sinbx (4.11)

Avec:

En introduisant les conditions aux limites données par (4.10),
on nmontre gque (B = C = 0), et que les constaﬁtes A et D ne
* "peuvent étre nulles simultanément, ce qui correspond 2

certains cas particuliers de déformation

* troixiéme cas N_> 2} K.EI

La solution de 1l'équation (4.8) est de la forme
y(x) = A coswx + B sinwx + C cosw™x + D sinw™x (4.12)

En introduisant les conditions aux limites données par (4.10)
on obtient, A = C = 0 et:
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D=0 et B = ( 851 wl = nm

D = et B =0 s1 wl = nm
D = et B # 0 ai wl = w1 = nn

Supposons dque wl=nn, étant donné que T est solution de
1'équation caractéristique de 1'équation différentielle (4.8)

on aura cependant

nn nmw 7
" EI -~ N + K =0 . {(4.13)
) T

4

K . K 1 :
NC: = — EX n + "—'2——-—:‘—* (4.14)
1 n 7 EI '

La force critique minimale est. obtenue pour le minimum de
l'expression en (n) donnée par (4.14)  ce qui conduit a Ia

valeur

1 K : o .
n = : (4.15)
c ; 4+ .
Eas EI
N ]

(on prend une valeur entiare pb?r nc)
Les deux valeurs extrémes de la force Nc gsont les suivantes
[34]:

* Pour K petit (=zol tras mou) on trouve:

2

o .
n =1 et N = [: ] EI ... (force critique d'EULER)
1
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* Pour K grand (=ol dwur > on trouve :

N =~ 2| K.ET ...... (guli est la limite déja menticnnée)

» ~ Nous pouvons illustrer 1'influence de l'effort normal de

compression sur l'exemple simple suivant
Considérons une poutre simplement appuyée et soumise a

l'action simultarde d'un effort normal N et d'une force

concentrée P agissant au milieu de la poutre {(fig4-3)

N L}

‘ o o
: El 4
La déflexion de la poutre dans ' “+
: ANEEEESEXEREN N Y
ce cas est donnée par ) , vK---
1'expression trés connue [461]: { 1 }
D(0) | _ (fig.4-3)
D(N) = . (4.16) :
1 - N/N

Avec N_ est la charge critique d'EULER de la poutre.

La courbe représentative de 1'équation (4.16) est donnée par
la figqre {fig.4-4) (pour n=0). '

Lorsque cette poutre repose sur une fondation élastique, la
courbe représentative dépond du péramétre non dimensionnel

{n) [46] donné par:
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[
L =1
Gt el g1

’,0 /
e r——— 'I'l'.
00 —TTT T T I I T [ TT T Iy rirn)
: 0.0 0.9 0.5 X 1.0 1.3

. (N/N¢)
Fig.4—4 : L'influence de lu rigidite du sol
(Fig i sur le flambemaent

1

On remarque d’'Aprés la courbe donnée sur la figure (fig.4-4)

que l'effet de l'effort normal N devient trés limité lorsque
le paramétre 7 devient grand. '

Conclusion:

La stabilité vis & vis du flambement d'une poutre
sur fondation élastique est assurée dés gque 1'effort axial N
est inférieur a la valeur limite (m;24x.51), dépassant cette

valeur le -risque de flambement de <cette poutre
préjudiciable.

est

La plupart des constructions vérifient cette condition de non
flambement d'Apreés 1'étude entreprise par [M.HETENYI‘'®“®’1964].
Notre étude se limitera donc aux structures vérifiant la

condition précedente, 1'étude de la stabilité élastique sera
entanée ultérieurement.
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CHAPITRE 5 .ETARLISSEMENT DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Etablissement de la matrice de rigiditeé
d’un éléement de poutre colonne reposant

sur une fondation élastique

5.1\ - Coanvention de =zignes:

Nous allons adopter une convention de signe plus pratique pour

le calcul automatique. Cette convention est la suivante:

* La st}ucture étant rapportée a un systéme d'axes
rectangulaires direct, les charges et les déformations sont
cbmptées ﬁositivément suivant ces axes.

D'autre part un élément est rapporté a un ‘systéme d'axes
propre xoy tel qué (ox) soit dirigé sﬁivant 1'axe orienté de

l'origine vers ‘l'extrémité, 1'axe {oy) s'en déduit par une

rotation de (+l;-).
* L'effort normal; 1‘effort tranchant; et le moment
fléchissant sont définis dans le systéme (xoy) conformement aux

figures suivantes:

Yo Effort norrmal Y
' x>0
x>0 (
[ X X
6] \\\\.\.\\.\\‘ﬁ — o A A T A T T e e e, —
— D —— —

+N -N - N + N



CHAPITRE 5 ETABLISSEMENT DE LA MATRICE DE RIJGILDITE

Effort tranchant

Yo - YAT.

Mamant flédchismsant

830 )\ +0Q ‘ ‘ : A+Q . e8>0
. o
wm SR \'} » X
'g 3
y L ] l"'l‘ L) l"f_Q

Les directions positives des degrés de liberté et les forces

nodales correspondantes sont montrées sur la figure/fig.5-1).

y !P. Y ﬂP
Y yk Q A Qk
J A - J
a j -k a8 M. j k
34\3 . \\k X J‘\J ‘ %c X
\\.M-.jl.\\\\\\ﬁ-\\&\.\\\\::)‘-. » \\-ufxx\\\\\\'n\ﬁ.\\.\\t}\ ';
1 ' 1
i | i |
| ! i |
Laea dearda de Libertd Les forees nodalos
nodads correapondantas
(fig.5-1)
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Le vecteur forces nodales (A} est lié au vecteur déplacement

{D} par la matrice de rigidité [(s], tel que:

[(S1.{D}t = {A} (5.1)

Avec:
{D} = | YJ : 83 Py, d 8, !
{A}={QJ:MJ.;QE;M‘(‘} '
[S] est la matrice de rigidité & calculer ,elle est de
dimension(4*4),symétrique, et dont les termes expriment les
actions aux extrémités de 1'élément produités par des |

déplacements unitaires des degrés de liberté{(fig.5-2).

1
j s k| 4 o
Z:L“ T‘\ , X
-t v

o
Numérotation des degrés
de liberté
Y,
S
. 5 : 43
N 21 .
: s P
[ Tisid DN e Y Piti L
1 : : 3 ¥ X
i 1 % R0 2 2 N € Tt ? >
\\\\\n\\\.\\\\\\\\\\‘;\\\\\ \\\\\\RM\T\-\\
> S
o (a) 24 (c) Saa
Y Y
h T ,
1 S22 Sez 'S, 1 Sea
N Y1 .
. z $ i1 N N N
I YR 0 N N A RS A 2 O - 3 g
) I ¥ 33
312 {b) Saz ) TS (d) TS
4131 43
(fig.5-2)
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5.2\~ Détermination des rigidités (SU)

les'termes‘sw peuvent é&tre déterminés en introdulisant les
conditions aux limites déduites des cas, (a),(b),(c),(d) de la
figure(fig.5~2) dans les équations (4.3),(4.4) et (4.6).

Prenant le cas (c) de la (fig.5-2) comme exemple:

Les conditions aux limites pour ce cas sont les suivantes:

, dy
pour X =0 tiianneas ¥{0) = 0 et (0) =0
o dx
dy {5.2)
pour X =1 cesienaaa y(l) =1 et (1) = 0
dx

En utiliﬁant 1"équation (4.6) et =sa dérivée premiére, avec
1'introduction des équations données par (5.2). On obtient

comme constantes d'intégrations les expréssions sulivantes:

c =0
1 .
a.s81inf?l.coshal + 3.cosf?l.sinhxl
C =p
2 B;Binhzal - azsinzﬁl
. . ‘ (5.3)
a.8in?l..coshal + ff.cosfl.sinhal
C = ~a
3 7% sinh®al - a’sin’f3l
2 2 sin?l.sinhal
C“:(a ) F 2 2 2
3 sinh al - a"sin 31

Connaigsant les constantes C 1'équation de la ligne

L {i=g 4>
élastique de la poutre de la {(fig.5-2¢) .est donc bien définie.
Les rigidités correspondantes pour ce cas de figure seront
déterminées en utilisant les équations (4.3) et (4.4) donnant,

l'effort tranchant et le moment fléchissant, en effet:
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: d vy -
S = -M(0) = -EI. (0)
23
dx
d’'on: (5.4)
2 sin?l.sinhal
Sza =—4 oA LEI z Sz 2 F
2 sinh al - a"sin /31 B
day
= —Q{0) = El, — (0} ]
i3 3
dx
d'ohh : \ {5.5)
‘ 2 o812l .coshal + ff.cos/?l.ginhal
52 =74 af . LEI 2 2 z z
3" sinh"al - a”"s8in" 21
. a’y _
S, = M(1l) = EI. (1)
43 2
dx .
d'ou . 2 ) (5.6)
. o gin 2l + %sinh al
S-l.a = ~2 A .EI z 2 z z
[ ginh al - " 8in 31 |
_ day _ o
5 = @Q(1) = -EI. (1)
IFa a3
dx '
| o (5.7)
2 f2.8inhalcoshal + a.sin®)l.cossl o
7 sinh al - a”"sin 21
. . _

»

De la méme maniére on peut déterminer les autres termes én
utilisant les cas (a),(b) et (d) de la (fig.5-2),0on peut

en déduire les résultats suivants:
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s, =8
11 ag
S:I.Z = —849 = SZ.I. - _834
s _ g  (5.8)
13 as
S, =-S,_ =8,  =-8
> 14 23 44 3z

Le cas (d) de la (fig.5-2) nous permet de déterminer les

rigidités 3 et S . on trouve ainsi:
24 44

?.s8inhal.cos3l - a.coshal.sing?l

524 = =2 aff .ET . ~ - ; . _ » - (5.9)
7 sinh"al - o sin 31
f?+.sinhal.coshal - a.sin?l.cos?l
544 = 2 af.EI e 3 — (5.10)
3 sinh"al - o sin" 31
On en déduit : S_ =8 et S _ ="8§ (5.11)

5.3\~ Determination des actions aux extrémits de l'élément
dues aux charges: |
Connaissant  la fonction de ., charge q(x),on peut
déterminer la solution particuliere yp(x) de 1'éguation
différentielle donnée par (4.5). )
L"équation géﬁérale de la ligne déformée déns ce cas sera

donnée par 1'équation (4.7) [y(x) = yh(x) + yé(x)].
Les actions aux extrémités de'l'élément peuvent étre calculées

comme précédemment en utilisant les équations (4.3),(4.4) et
(4.6)
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5.3.1\- Cas d’une charge uniformément répartie:

y

Supposons gque la poutre est qglx)=g
‘soumise a 1'action d'une p T T T T T T T .
charge uniformément répartie q x
(f1g9.5-3). M. _ :
N ML e M N
— N
N 7 v .
USEEEAEEEELE:
Dans ce cas la fonction de A T+
charge egt donnée par Qj (fig.5-3) Qk
1'égquation suivante
. q(x) = q = C&° (5.12)

L'équation différentielle de la ligne déformée s'écrit:

d*y dzy
- N

" + Ky =g (5.13)
dx dx

EI

z

La solution particuliere de 1'équation (3.13) est la'suivante:

q . .
y (x) = . (5.14)
F ) K"' .

La solution générale de l'équation'(5.13)'est la somme des
.équations (4.6) et (5.14), soit: .

yix} = Cicosﬁg.coshmx + Czcosﬁx.sinhax + C;sinﬁxicoshax +
+ C‘sinﬁx.sinhax + q/K (5.15)

Les constantes d'intégrations 9ﬁ;14; seront déterminées en

introduisant les conditions aux limites, qui sont pour le cas

d'une poutre encastrée'(fig;5—3):
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dy
Pour x = 0 ..... y{0) = (0) =0
dx (5.16)
. dy
Pour x = 1 ..... y{l) = (1) = 0
dx

Ces quatres conditions nous donne:

q
C’-: —_—————
K 2
q (coshal - cosgBl) (/3" sinhal - of.sin?l)
Cc =
z K ﬁzsinhzal - azsinzﬁl‘
o g (coshal - cosil) (A  sinhal - ofF.sin3l)
g = - :
3 B K- #*sinh®al - a®sin’ 1l
2 z z .z . ;
q ley3lcosh al - cog Al)—(a” 43" }(sinRl.sinhal) ]
¢ = - -
4

2 sinh*al - a®sin®Al

(5.17)

L'équation de la ligne déformée y(x} est donc bien définie.

Les actions aﬁx extrémité de 1'élément seront déterminées en

utilisant les équations (4.3) et (4.4):

2 —_—
. ad y
Mj = -M{(0) = -EI ps (0)
dx (5.18)
d’y
Q = -Q(0) = EI———?——(O)
J dx
Ce qui nous donne:
, o 9-EI (3.sinhal - a.sinzl)?
M= —la+37) 2 z z 2
! K R sinh al - a " sin 21

q.EI (coshal—cosﬁl)(stinhal-aﬁ.sinﬁl)

Qj =—2a{a’ +ﬁz )

K f*ginh’al = o« sin’g1
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on en déduit :
Qk = Q. et M], = -M

Les actions Qj, MJ, Q. . Mk' représentent les é&léments du

- vecteur action A }.
ML

5.3.2V- Cas d’une charge concentrée P;

Dans le cas d'une poutre scumise A Y p

l1'action d'une charge concentrée P

(fig.5-4), nous pouvons utiliser Cox
l'opérateur de DIRAC, . pour la :E !E WM ié
‘résolution de. 1"éguation ) a ‘
différentielle de la ligne déformée. ]l

Nous savons gu'il n'existe' pas $ : +
en réalité une charge concentrée

rigoureusement : ponctuelle. (fig.5-4)

Nous assimilons dans ce cas P A T f(x)

une charge répartie sur un T &

‘trangon ;nfiniment petit, ayant par 1 o

exemple une densité égale a4 (P/e). ;_ T T

Définissons une fonction f{x) telle X

»

que représentée ci-contre’ - a

£
™0 si x < a - _
2
1 £ £
fix)= —_— 81 a - £ x =.a + ’
= 5 2 (5.20}
=
0 si X > a +
L. 2 |
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On appelle fonction de DIRAC au point (x=a) la limite de la

fonction f{x} lorsque (¢ —————— 0).0n note:

0 sl X £
S(x-a) = lim £(x) = | w si x = (5.21)
g— 0 0 s1 X > a

6(x~a):‘est appelée fonction de DIRAC au peint d'apﬁlication
de la charge P et f(x) la densité de charge correspondante a P

A la limite nous pouvong écrire:

g({x) = P.5(x-a) (5.22)
Avec: 7 v x1< a x2> a ét Y &(x) on a
X
2
J &(x).5(x~a).dx = &(a) . (5.23)
X
4
<
2 ) .
J c&{x-a).dx = 1 (5.24)
X
ES
X X
2 . 2

j P.5{x).dx = P.j 5(x-0).dx = P (5.25)

X X
1 1

REMARQUE: Afin d'éviter tous ces calculs mathématiques pour le
cas d'une charge concentrée, nous considérons le point
d'application de cette charge comme un noeud lors des calculs.

et la charge concentrée sera prise comme charge nodale.
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'5.4\- Résultats: _ _
Les résultats obtenus peuvent étre exprimés en
fonction de ceux obtenus pour le cas d'une poutre libre (chap:1)

Ces résultats sont résumés dans le tableau (tab.5-1) suivant:

(Tab.5-1): Les iactions aux extrémités. de 1'élément dues ~aux

charges et aux déformations unitaires.

Efforts ;
Q. M " Q
Schéma de charge ’ ] : k Mk
. q.1 q.1” q.1 q.1”
]iq J T T T T T k l? _A;I. — _Az —A1 Az
) “‘““‘i‘“““‘ " 2 12 2. 12
: é '
N i . . |
3 . 12.EI 6.EI 12,81 6.EI y
1} %\ \k hj Aa 13 A-s 12 _As 1° Aa 12 )
’ z\t?\?‘\!-;?\:\{t:\\ )
\}:j . 6.E1 4.E1 6.ET 2.EI

k N i

i 12.E1  6.EI . 12.EI 6.E1
N JH . $11 x ‘“A'S 3 “Acs z Aa 3 -A | Y,
v eTirigl 1 1 1 T

Y
Ny

N ! ¥ N 6.E1 2.EI 6.ET 1. 4.F1
% 3 3 A 8

AiJ%,....,AH: Coefficients d'influences du sol et de

1'effort axial N donnés comme suit:
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L]

2o {coshal - cosﬁl)(ﬁzsinhal - aﬁ.sinﬁl)
A =
* | ﬁzsinhzal - azsinzﬁl
6 ( 2.sinhal - a.sing?l )2
A =
2 N b stinhzml - azsinzﬁl
o.A” .17 (.sinhal.coshal + a.sing?l.cosBl)
A = -
3 3 ﬁzsinhzal - azsinzﬁl
2?17 (a®.sin®pl + p%.sinb’al)
A -
4 2 .. z 2 . 2
3 7 sinh al - a" sin A1 7 (5.20)
aﬁ.lz.lg (ﬁ.sinﬁl.coshml + 3.cos83l.8inhal)
A = ' :
= 3 ﬁzsinhzal - mzsinzﬁl
200307017 s8in3l.sinhal
A =
e 3 stinhzal - mzsinzﬁl
oy, 1 {(?.sinhal.coshal - a.sinf3l.cog’])
A, = : ‘ :
? 2 % sinh’al - o sin’fl
(a.gin3]l.coshal - B.cosRl.sinhal)
Aa = aﬁfl 2 2 z z
3 sinh"al - a"sin" 71
) K 2 2
Avec: PN = ; o = AT+ & ;7 o= AT - &
4 EI
N
S =
4 EI

La matrice de rigidité élémentaire d'une poutre colonne

reposant sur une fondation élastique s'écrit donc: -
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-

12ET 6ET 12E1 6ET
Aa a A4 2 '_A!'l E] ACS 2
L L L L
6ET 4ET 6EL 2E1
A‘ Lz A'? 1, —Ad LZ AE L
[S“‘] - 12E1 6ET 12E1 6ET (mat.5-1)
-A5 a _AG 2 Ag 3 _AJ‘. 4
S L L
6£1 2ET 6EL 4RI
ACS 2 AE _A4 2 A'?
L L L L
— -

REMARQUE :
Dans le cas od l'effort normal est une compression, on
obtient les mémes résultats en permutant - simplement les

paramétres o et /3 [ou de remplacer (N) par (~N)I.

5.5\~ Résultats dex cas particuliers :

.

Premier ca=s : N =0 et K= 0

. ,
. Dans ce cas on obtient: a =% =X

Si on pose:

-\l.r——_I{—
4.ET

Les coefficients de la matrice (mat.5-1) peuvent se mnettre

gsous les formes suivantes:
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¢°  sinhd.coshe + sing.cosg
A = ‘
s sinh2¢ - sin2¢_
¢2 'sinhz¢ + sin2¢
A = -
4 3 sinhz¢ - sin2¢
¢a sing .coshy + cosg.sinhg
A5 = ' 5 P : . (5.21)
' 3 sinh ¢ - sin ¢
2.¢° sing.sinhg
A e
N 3 sinh“¢ - sin®¢
@ gsinh¢ .cosh¢ - sing.cos®
A =
? 2 sinh2¢ - sin2¢
s1ng .coshy¢ - cosg.sinhe
An = @ z ‘2
sinh ¢ - sin ¢ B
Deuxigdme cas: N =0 et K =2 0

Dans ce cas =0 et on montre, en utilisant les
développement limités au voisinage de zéro des fonctions
(sing,cos¢,sinhg,coshg),que tous les coefficients A sont
égaux a l'unité et la matrice (mat.5-1) .tend vers la matrice
{(mat.1-1} caractérisant la matrice de rigidité d'une poutre

libre,

Troisidme cas: N=20 et K =20

a\— N est une traction (N > 0):

Les coefficients AL dans ce cas sont donnés comme suit:
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(w 1)? .sinhw 1
1 LS

A, = A = .
- 12.pt
(mil)z.(coshwil - 1)
A, =B, _ ,
6.pL (5.22)
{w 1).(w l.coshw 1 - sinhw 1)
ES i i 1
A? =
4.pt
{w 1).(sinhw 1 - w 1)
1 i B 1
AB =
2.pL o
‘ N :
Avec: w = : et, p, = 2- 2.coshw 1 + w l.sinhw 1
1 EI L .. i 1 i

by - N e=st une compression (N < 0):
On obtient comme coefficients d'influences les expréssioné

suivantes:

(w_1)? ,ginw 1 ]
2 2
AEI = A5 =
lZ.pc
(w.1)%.(1 - cosw_1)
2 2
A‘* = Aﬁ =
6.pc
(@ 1).(sinw_1 - w_1l.cosw_ 1) (5.23)
. 2 2 2. 2
A7 =
4.p¢
{w 1).{w 1 - gimnee 1)
A = 2 2 . 2
© m 5 ;
<P J
Avec: & = -N et, .P =2 - 2.cosw ]l — w l.sine 1
z EI . < 2 2 2
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CHAPITRE 6 :ANALYSE D’UNE POUTRE CONTINUE SUR FOND- ELASTIQUE

Analfse d'une poutre continue

gur fondation élastique

6.1V- Prégentation:

La poutre objet de notre étude est supposée’
constituer par des éléments prismatiques rigidement liés
reposant sur un sol ayant un comporteménf élastique linéaire.
Cétte poutre peut reposée librement sur le sol, comme elle
peut &tre fixée A celui-ci par des appuis rigidés ou

élastiques.

La matrice de rigidité qu'on vient d'établir au chapitre
précédent pour un élément de poutre, est une matricé exacte,
dans ce cas un nombre minimum d'éléments peut nous fournir un
résultat exacte. .

En effet, les noeuds seront choisit aux points d'appuis;. aux

poihts de variation de chargement; aux points d'applicatibns

des charges concentrées; aux points de variations des seétions

transversales; ainsi qu'aux extrémités libres de la poutre.

La figure (fig.6-1) représente une poutre continue sur une

fondation élastique, avec un choix approprié des noeuds.

’

' b .
: 4
(1) (2) TEST’T’A €4) (5) (6) SER.
1

Y - » a ) . +
Ty ¥ rrYrrrryrYsrYOYOFRORNYYYYSYRYOYYNYNTYTYYNYYTIYRYYYYTOYINY KNOTOYOY V., , 3. 07

1 2 3- 4 5 6 7 8

(fi1g.6-1)
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* Les chiffres de dessus représentent les numéros des é&léments

* Les chiffres de dessous représentent les numéros des noeuds

6.2\~ Systéme d'indexation:

Considérant une poutre continue a (m)
éléments et (nj) noeuds (fig.6-2.a), et soit x-y le plan de
flexion de cette poutre. On peut remarquer pour cette poutre
que le nombre total des noeuds (nj) et généralement augmenté

de 1 par rapport au nombre d'éléments (m), soit:
n =m+ 1 (6.1)

Les deplacements sont diis principalement & la flexion, ce sont
donc une translation selon la direction (y) et une rotation

par rapport a la direction (z).

Le systéme de numérotation des déplacements possibles des
noeuds est’ indiqué sur la figure (fig.6-2.b), en allant de 1la

gauche vers la droite.

Le numéro représentant une translation pour un noeud est égal
A deux fois le numéro de ce noceud diminué de 1, et le numéro
représentant la rotation est égal a deux fois le numéro du
noeud. o '

Soit pour un noeud (j):

25 - 1
23

i

* Le numéro de translation

H

* Le numéro de rotation
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Y
(1), 2y G (i) Gel) oy m=l) gy X
[ 3
[ ~=~=~~= -»\\A'N--: lllllAl’I"l’l’l’llllll'lllll"ll‘ llllé‘ll!ll‘lll'—-")
1 2 | k ‘m m+1
(a)

’ 2j-1 2u-1 2m-1 2m+ 1

3 _ ,
1T ﬂl\J ! zil\ (i) ztl\ o 2al\ zm+31\ x
2N L W R

¥ o1 + <+
(b) ‘
: . k

1 1 )
{1)
. ‘ N
Jz(%S ;%) 2
7 (c) .
(fig 6-2)

On peut remarquer que le nombre de deplacements posgibles
des noeuds'est deux fois le nombre total de ces noeuds (nj),
soit (2nj).Cependant, gl le nombre de déplacements blogués est
(nr), alors le nombre de degrés de liberté est:

n = 2nj -n = Zm. + 2 - n_ (6.2)

L'analyse de la poutre considérée consiste a déterminer
ces déplacements (translations et rotations),ainsi que les
réactions et les efforts aux extrémitésl des é&léments
constituant cette poutre. 7 '

La méthode utilisée est la méthode des déformations dont on
a d&ja fait l'exposé au (chapitre :1). La matrice de rigidité
utilisée est celle établie au (chapitre:S)‘ et donnée par
(mat.5-1).
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6.3\ -Méthode de calcul: .
La méthode consiste a établir la matrice
de rigidité globale [Sj] de toute la ' poutre, de la
- partitionnée selon la forme donnée par f{mat.l1-2) ensuite

former et résoudre les systémes linéaires suivants (donnés au

chap:1): -
IAD} = {ADL} + [s]1.{D} (1.1)
IAR} = {ARL} + [SRD}i{D} (1.3)
{AM}i: {AML}i+ [Sm]i.{DM}i (1.12)

6.3.1\- Généralisation de la matrice de rigidité:

L'étape la plus importante dans l'analyse, c¢'est la
formation de la matrice de rigidité globale de tous les noeuds
de la structure [Si]' tenant compte de la contribution des

matrices de rigidité élémentaires [Sm]i établies au chapitre

précédent.,
La matrice de rigidité [Sm]i d'un élément (1) de longueur (1)
et de rigidité en flexion (EI) reposant sur une fondation

élastique est donnée par (mat.5-1)

Pour généraliser la matrice de rigidité pour tous les
éléments, considérant un élément type (1) délimité par les
noeuds j et k aux extrémités gauche et droite respectivement
(fig.6-2.c) les quatres déplacements des extrémités de

1'élément (1) sont notés j1' 3, pour ]l'extrémité gauche; kl,

2
kz' pour l'extrémité droite. . Ces guatres - déplacements
d'extrémités sont liés aux déplacements des noeuds
correspondant par les expréssions suivantes [comparer les

figures (fig.6-2.b) et (fig.6-2.c}l:
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j, =23 -1 J 23

(6.3)

1

k =2k -1 k 2k

et comme les numéros des noeuds j et k sont é&gaux a (i) et

(i+l1) respectivement on obtient également:

. j1 = 21 -1 I P 21
) {(6.4)
' k1 =21 + 1 k2 = 21 + 2
Les équations (6.3) et (6.4) serviront aux notations

indicielles des déplacements possibles des noeuds de gauche et
de droite d'un élément (i). '

Comme il vient d'étre mentionné, la matrice de rigidité
globale de tous les noeuds sera obtenue en considérant les

contributions individuelles des, éléments des matrices [Sm]ih

Cependant, il sera convenable d'étudier le processus de
contribution pour un élément type (i), et repéter ensuite le

méme processus pour tous les éléments de (1) jusqu'a (m) .

La figure (fig.6-3) représente un élément type (i) et les
éléments adjacents (i-1) et (i+1),ainsi que et les actions aux
extrémités de 1'élément (i) produites par les déplacements

unitaires de ces extrémités.

64



CHAPITRE 6 I1ANALYSE D’UNE POUTRE CONTINUE SUR FOND- ELASTIQUE

(i+1), .
. Ld
|
'l
y " .
(Sj)j1,12 (Sj)ki.Jz
(s ) J (i)
(i-1) ] er-}zx (1"'1)' X
i-
- kfffﬂf1—¥_;ﬁyﬁ~\f*\ S
gyrs———C TR R SRTTER N

T III!'IIUIIIII'IIII'IIIIIIIIIIIF"II

77

T a— (SJ_)k ‘
. (s )) 27 2 .
(1-1) i3,k . \XT f A1+l
(1)
| ‘\ S * + 3 T

X SEERREE

TTIrryr vy Ry ey s rYrrYrrrrvrrrY L}

(d)

(flg 6-3) Les rigidités des noeuds d'une
poutre continue

-

Ak
YIvY

L'étape suivante consiste A exprimer les rigidités mentionnées -
sur la figure (fig.6-3), en fonction des différentes rigidités

des éléments contribuants avec les noeuds de 1'élément (1).
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Par exemple pour obtenir la rigidité (SJ},

ELASTIQUE

on

constate

1'élément (i-1) co

(i) contribue avec

gseront notées (Sm33

i, r}
1771
ntribue avec =sa rigidité (Sm)33
(Sm)11

respectivement.

et 1'élément

sa rigidité deux rigidités
) et (Sm ).
i=1 11 i

ces

En utlllsant les données de la figure (fig.6-3) on montre que
(Sj)j ;= (Sm33)i_ + (Sm“)i
1771
(SJ_)J T (Sm43)__ + (Sm21)i |
2774
(s) = (sm ) ¢ 16D
J ,1:.11 .1
(S‘)k .= (Sm41),
] 21),1 " 1
Ces éguations représentent le transfert des éiéﬁents de. la

1°L%colonne de la matrice de rigidité élémentalre de 1'élément

(i) dans les cases

Les autres termes

correspondantes de la matrice glcbale [Sjl.

seront obtenus comme suit:

* Le transfert de
[Sm]
1

unitaire du degré

g'effectue

cas:

la 2°7° de 1la
considérant le

(fig.6-3.b),on obtient dans ce

colonne matrice &lémentaire

en déplacement (rotation)

de liberté j2

(Sj)jisz = (Sm34)i-1_ (Sm12)i
(S ) . = {(Sm ) + (8m__).
I P 44" i-1 227§
2"z
{5 ). .= (Sm32 . (6.6)
ok, e, i
S = s
¢ J k2;j2 ( m42)i J

66



CHAPITRE 6 :ANALYSE D’UNE POUTRE CONTINUE SUR FOND-

ELASTIQUE

* TLe transfert de la 3éﬂecolonne de la matrice

s'effectue en considérant un deplacement.unitaire
(fig.6-2.c).

suivant

direction y du noeud k (soit ka)

(Sj)jl,k1 - (Sm13)i

(Sj)ié'kl = (sza)i

(Sj)k1'k1 = (Smag)i + (Smii)i+1 {6.7)
(Sj)kz'k1 = (Sm43)i + (szl)i+1

* Finalement le transfert de la 4émeet derniére colonne de

matrice [Sm]j, dans la matrice globale [Sj] s'effectune

[Sm]i

r

la

la
en
de

considérant un deplacement(rotation) unitaire du degré
liberté (kz).
(s) . = (sm ) ]
3 .]1’ 2 1
(s = (8
j)jz'kz ( m24)i |
(Sj)ki'kz = (Sm34)i + (Smm)i+1 (6,8?
(SJ_)k K (Sm“)i + (szz)g+1
272 ]
EXEMPLE :
Pour bien illustrer le processus d'assenblage,

considérant la poutre de la figure (fig.6-4).

T 3 5 7 9 11 13

] (1) 4 I {2) T (3) I (4} 10[ (5) 12T {s) 14I X

Ll N ““\ “N 4T AT ar

T}.\\n\\s\f.}-\\\\\\- )-.A-. \\\\\ $}nns\\~.\\$} \\\\\ \«*}.ss \\\\\ U. "

1 2 4 5 6 d
(fig.6-4)
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.Le nombre de noeuds pour cette poutre est de (7Y, le nombre de
deplacements possibles est de (14), donc la matrice de

rigidité globale est de l'ordre, (14*14}.

Selon le systéme de numérotation choisit, cette matrice aura

la forme donnée par le tableau (tab.6-1%

1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14

1 *| x| =% 1,
2 x| x| =% *
2 * *V*'V*’ * 2*

////z/
4

777 i uia
5 .
* */4*/ /*4 % x
7 * * */j/r/ * x|
(s 1= 7 ‘ £ ”f/yf 73
j * *%j/{/:/ * *.

: A

=V el %l %
TALES
*

777
47
1a * * //*;‘//f/l * *
x

11 §/Q’ i 6,
* r_/fg%/*/ *
12 )
Se * x x4 x| %
. // ////
13 * * * *
14

{tab.6-1)

Les blocs hachurés sont de 1'ordre (2 * 2},et représentent les
éléments de la matrice globale [Sj] recevant la contribution
des éléments adjacents; les blocs numérotés de (1 a 6)

représentent les contributions individuelles des termes des

matrices élémentaires des éléments de la‘poutre.
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6.3.2\- Réarrangement de la matrice de rlgldlté [S I
t'2 3 4 §5:6 7 [a_ 8 10 31 12 13 14

s ) K ! H . ) o
: i Suppésons qué lgupguére de nétrédg&emgig_1£;g¢§*4)'est,
P [N P R S A A IR O ¥ 1r - 8
simple m@nt appuyée en tous| cegsxjinoeuds, comm&pi%«gamrr‘nggtfre la
1 T ; b ’ I .
fl&u; (flg 6‘501 E L f *{ 2L tibree |}
1 ' -; s} *: gﬂ ! ] ». # J_ ! etk
5 : RS _ 5 P
}’___‘f _ #E LS : i L ®) My X
B i j 1 ' wl o . i o xl x
7 JB ; _):'_ ‘_ 4 g "_:_V A 1 0 VJ.\ 1'1 N . l‘lz ~ 1 3 . N 1 4
i A'£!2% —+- Zij!‘* 4 T ;‘Jﬂ . i
ATNRG ol AN D AT a %) r\j’ i TN ) o,
4' LU TR AW, O Ty A' LR WAL l Fr egyvw LI LTI L] } [ LB "'\\ T vy v
9“%‘* » R{An| :  ox] o= v\éﬂ 5&!{“ ném ] y «é«\
2 A ! B ; ' .
10. niowl o, "f?ig-:ﬁi—%*) J Déplncemn‘:ts‘;
HE i oal N F ‘wiosl o= } biogquéw ¢
T v v ¥ ¥
2 . xJ ,; 'k! w| ] = - .
Poﬁgjle‘partitiénhemént del la mat;%ce 4e“£;gld1té [S}] _selon
i " :
la formg d%n&ée{pgrt(mat 1+=2), éous ahlonsjpermuter les lignes’

?et les cobonnes:denla m;trlcesrdemrlgldlté [S ] de telle sorte
é
que les degrés-deiimberté sofgﬁfieﬁ-tete‘du vecteur suivies par
les llgnes et les!colonnes des deplacements bloqués.-
: | {Tab.§-2} .
3
" Pour notre exemple, et selon la numérotatlon ch0131e dans 'la

Fary ous matrices (Si:[S
f 1gure£7£1:'<‘3 6% 5 )c cl% na]:'l;,t'n;i‘i %r'ér}se%%r}t}:'ej's%%ngda%terg a{’l’i degrés de

b : : lenl dea déplacements et des
labegtéetsé;gné'qgl qng1rﬁgggaulca c?ldﬁes et lgs celonnes

?&%ﬂ%&ées de (1 A 7) suivie par les rlgldltés Correspondantes

aux dcplacements bloqués (tab.6- 2). :
H.3.3 - Détﬁrmxnatlon des vecteurs charges:

$.3.3,1V~ Formation du vecteur charges nodales [A}: ‘

-, , Ce ‘vgcteur conﬁient 2nj é{émenta cdrreapﬁn@ant
chacun & une des déplacements porsibles (fig.6-2.h).Chaque
noeud peut gubir l'action de: deux charqes distinctes (une
force su;vant la dlrectlon de 1'axe ov et un moment suivant la
direction or ).

Pour un nceud nunéroté k, les: chargea nbdales seront notdey

(A, ) et (A. ) Tomm; ie montrp la figurﬂ (flg 6-6) S

+
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o]
i

-~

(fig.6-6)

Leg indices utilisés pour identifier ées actions sgront les
‘mémes que ceux utilisés pour la numérota;ion deé deﬁlacements
possibles des noeuds (fig.6-2.b).

Cependant, le vecteur charges. nodales {Al’ ' aura la forme
suivante:

Po(6.9)

{Al= {Al' Az"""A r A sesee, A

A
2%-1 2k 2m+1’ T 2m+2

Les éléments de ce vecteur seront connues immédiatement ‘A

partir des charges concentrées données sur la poutre.

6.3.3.2\- Formation de la matrice [AML] des actions aux
extrémités des élénments dues aux charges appliguées

directement sur ces é&léments:
Considérant un élément type (i) de la poutre continue chargé

latéralement sur toute sa 1oﬂgueur comme le montre la figure
(fig-ﬁ-—?-b) .
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' (A_)
(AE)ZJ_1 TEl2K-1
1 qgix)

(A, I )
. ML i 4 : (A}
; E’ 2k
:P— - TmmﬂT N
i T, K
(1)

(h) i . ()

; AML)i,B
(fig.6-7)
Les actions aux extrémités bloquées de 1'élément (i) sont

notées comme suit:
(AML)i,i =
(AML
(AML
(A
ML

la force suivant 5? a l'extrémité gauche.
= le moment suivant ¢z A l'extrémité gauche,
la

= Je

)

1,2
)i'3 = force suivant 5? a 1'extrémité droite.
}

o moment suivant 6z A 1'extrémité droite.

En général,

le second indice

le premier indice indique le numéro de 1'élément,

indigque le numéro de l'action correspondante
comme le montre la figure (fig.6-7.b). ' |
actions

le

Pour l'ensemble des éléments on peut regrouper ces

d'ordre (m*4) on est

dans une matrice notée [AML] (m)

nombre d'éléments.

» -

ML

(A )

ML (A )

ML (a

2 ]

ML m,1

1,2

(AML)

(AML )m,z

i,z

1.3

- 5 ® 8.

(AML?i,B

(AHL )m,a

72

(A )

ML i,4

» %" v em

.(AML)m,d_

1,4

(6.10)
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Pour le cas d'un élément (i)} d'une poutre sur fondation
élastique uniformément chargé par une force de densité (q),
ces actions sont déia établies au (chapitre:5), et sont

données par les équations suivantes:

q.l
(AML)i,I = (AML)i,z = _A1' o
‘ (6.11)
q.1? )
(AHL{i,S: _(AML)i,d n ’Az.-__]:;d_

Les coefficients d'influences A1 et A sont donnés par les

équations données en (5.20).

“ ¢.3.3.3\- Formation du vecteur charges nodales équivalentes

.iAE}: '

Le vecteur charges nodales équivalentes pgut étre
congtruit a partir des é&léments de la matrice [AML]. Le
processus peut &tre expliqué en ce referant a la
figure(fig.6~7), 1'élément choisit dans la partie (b)) de la
figure contribue avec ces charges équivalentes par
l'intermédiaire de ces noeunds extrémités j et k.

‘Les charges équivalentes en ces noeuds sunt représentées sur
les figures (fig.6-7.a) et (fig.6-7.c) -munies des ménmes
indices utilisés pour la numérotation des deplacements

possibles (fig.6-2.b).
- Cependant la forme générale du vecteur EAE} est la suivante:

{AE} = {(AE)1'(AE)2""'(AE)Zj-l'(AE)Zj'....'(AE)2m+2} (6.12)
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Les éléments individuels du vecteur {AE} consistent en la
contribution de deux éléments adjacents, ces actions ne sont
que la somme des valeurs négatives ‘des actions (AML)

concourants au méme noeugd.

Pour les noeuds (j) et (k), nous pouvons exprimer les charges

‘nodales 'équivalentes en considérant les  trois éléments

adjacents (i-1); (1) et (1+1)

-
Ap)oy A, 7 ~ Ay 5 ™ (B s,

(AE)Zj AL, T A e T B,

(AE)Zk-lz(AE)21;1: ‘ - By B Byt (-3
ALY, =), Lot - (AML)i,4 - (AML)1+1,2

Les éléments (AML)p’q, sont déduits de-la matrice [AML].

6.3.3.4\- Formation du vecteur charges nodales combinées {Aé}:

_ » En additionnant le vecteur charges nodales {A} avec
le vecteur charges nodales équivalentes {AE}, nous obtenons le
vecteur des charges nodales combinédes noté {AC},donné par
1'équation (1.7). )

' {AC} = {A}l + {AE} : (1.7)

Ce vecteur peut étre réarrangé en respectant le
partitionnement effectué pour la matrice de rigidité globale
[SJ], de telle sorte que les éléments de la preﬁiére partie du
vecteur {AC} constituent le vecteur charges nodales combinées

relatives aux déplacements libres, et la seconde partie du
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vecteur {AC} constitue le vecteur {—ARL}_qui correspond aux
charges nodales combinées relatives aux deplacements bloqués,

égquation (1.9).

— —
{AD} Deplacemente libres
{Ac} = e I .. (1.9)
{_AR.L} Deplacements bloqués
e -

6.3.4\~Ré§ultats finaux:
6.3.4.1\- Calcul des déplacements:

Aprés avoir constitué la matrice de rigidifé globale
[Sj]‘ et le vecteur charges nodales {AC}, nous pouvong
déterminer les déplacements des noeuds par une gimple
résolution du systéme linéaire donné en (1.1) en utilisant une

méthode numérique appropriée (la méthode de GAUSS par exemple}.
{AD} = [8).1D} (1.1)
{D} = [31‘1.{AD} (1.2)

Les deplacements ainsi calculés peuvent &tre classés dans' le
vecteur {Dj} correspoendant aux déplacements de Fous lés noeuds
de la structure. _ '
Le vecteur {Dj} est de dimension (2nj*l); et contient les
€léments du vecteur {D} correspondant aux déplacements - libres
(inconhus), et les autres &léments: du vecteur iD }
correspondent aux déplacements bloqués (connus) de valeu;s
nulles. .
Selon la nuﬁérotation choisit (fig.6-2.b) le vecteur {DJ} aura
la forme suivante:

iD = ’ e ey ¥ r---'r -
j} {(DJ,)1 (Dj)2 (Dj)zj_-‘1 (DJ_)2j (Dj)2m+z } (6.14)
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6.3.4.2\- Calcul desg réactions d'appuis:

‘ Les réactions d'appuils seront déterminéeé en
appliguant la méthode de superposition des deux états
d'équilibres (structure chargée non déformée et structure
‘déformée non chargée), dans ce cas le vecteur réactions sera

obtenu en effectuant l'opération suivante donnée en (1.3):

{AR} = {ARL} + [SED].{D} (1.3)

6.3.4.3\- Caicﬁl des actionsg aux extrémités des éléments:

Ces actions seront détermindes en appliquant aussi
la méthode de superposition, en répéﬁant autant de fois
qu'il'y a d'éléments dans la structure, l'opération donnée en
(1.12): |

A} = (A} + [Sml . (D} (1.12)

i

Cette opération sera appliquée pour chagque élément de la

structure, soit:

r Y [ S — - or 3

(An)i,a (AML)i’I Sm11 Sm12 Sm13 Sm14 (DM)1

(An)i,z . (AML)i,Z Sm21 szz sza Smé4‘ (Dn)z

< > =< - + *
f . : ¢ (6.15)
(An)i,a (AML)i'3 Sm31 Sm32 Sm33 Sm34 (DM)3
L (AM}i,4 (AML)1,4 Sm Sm Sm Sm - {D )

. JIRN ) T a2 43 44“i LY
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w
m

matrice [hML] donnée en (6.10), la matrice [Sm]i

Le vecteur {AHL}i est obtenu & partir de la (1%2°) ligne de la

est ‘la

matrice de rigidité é€lémentaire donnée par (mat.5-1), et le

vecteur {DM}i se déduit du vecteur déplacements

exprimé par (6.14). En général les

nodaux {Dj}

déplacements

(DM)i'{DM)Z'(DM)S'(DM)d de 1'équation (6.15) correspondent aux
deplacements(Dj)jl,(Dj)ja,(Dj)H,(Dj)kz (relatlﬁs a"l élément

(i ) du vecteur {Dj}.

On obtient Aprés substitution les expréssions

12.EI -
(Aﬁiﬂ:(Am)h1+__;T'E¥'”%)u -ASJDj“1_+
6.ET -
+ 2 [%4.(Dj)j2 + AB.(Dj)kz_i
6.E1 —
(A )1'2? (Am)“2 2 [%4.(Dj)jl - AG.(Dj)kl__+
4.EI ‘ T
+ - [%7.(Dj)j2 + (AB/2).(Dj)k2:]
12.E1 .
(AM)i'B: (AML)i,E-T E&S.(Dj)ji - AB.(DJ_)“]—
6.EI : )
- -2 [éﬁ'tpj)jz + A#‘(Dj)kz
6.ET .
(Ann,dz‘Am)iﬂ+__23_[}6JDjH1 —A4.U%)k1]+

(A8/2).(Dj)J2 + A?'(Dj)kzl

+
E-Y
t-' -
tt]
b=
o 1
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6.3.5\-La technique de prise en compte des appuis élastiques:

Il est nécessaire pour prendre en compte 1'influence
des appuis élastiques, d'ajouter aux termes diagonaux de la
matrice de rigidité de la structure la valeur (s)

correspondante & la raideur de 1'appui.

Soit pour le noeud (3j) représenté par la figure (fig.6-8)

- (s )
_ R jz_
751,50 7 S5 T Sy : .
' (6.17) b
(S)i2,52 7 804,55 + (S0, éﬁsk)yl

(fig.6-8)

S

On remargque également gque lors ‘de 1la prise en compte des
conditions aux limites, il ne faudra pas supprimer leg degrés
de liberté liés a 1'appui élastique mais bien en calculer les
deplacements. _

Les réactions aux appuis élastiques seront égales aux actions
dans les ressorts élastiques, et peuvent &tre calculées comme
le produit négatif de la constante du ressort. par le

‘deplacement correspondante, soit:

AR = - SR.l'Dj + {6.18)
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CHAPITRE T ANALYSE D'UNE STRUCT EN PORTIQUE SUR FOND- ELAST

Analyze d’une structure en portigue plan

sor fondaiion élastigue

7.1\ Introduction:

Le but de ce chapitre est d'exposer une méthode
pratique, permettant par des calcuis'simples, de déterminer
d'une maniére rigoureuse les efforts et les deplacements dans
une structure en portique engendrés par dés forces verticales
et horizontales, tenant compte de 1'influence de 1'interaction

sol~structure.

- De tels systémes sont rencontrés d'une manigre
courante dans les ossatures d'immeubles, de Dbdtiments
industriels ou de ponts. Les éléments constituants ces
systémes peuvent étre des poutres droites ou courbes, de

* - gections constantes ou variables, et les charges auxquelles 1ls

sont soumis peuvent é&tre fixes ou mobiles.

Pour simplifier les raisonnements, on éonsidére-
gque les éléments constituants la structure sont formés 'de,
poutre droites encastrées les unes sur les-autres, de rigidité
constantes, et les charges auxquelles 1ils sont soumis sont

fixes.

7.2\~ Etablizcement de la matrice de rigidité d’un élément de

portigue plan, reposant sur une fondation élastique:

On représente sur le schéma de¢ la figqure
(fig.7-1) un exemple de portique‘qui fait l'objet de notre
étude, et le modele de supports choisit pour prendre en compte

1'influence de 1'interaction sol-structure.
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(1)

PP O O O e A

«;g
L
<Frofe—

e
v
Lo,

lr—

whaar

(a)

z (b) -  (e)
(Fig.7-1)

Les noeuds extrémités de 1'élément type (i) sont notés J et k

comme pour le cas d'une poutre continue (fig.7-l.a), les axes
de référence sont les axes orthonormés'si,_aﬁ,_gg, le portiﬁue
est 1ié au plan (xoy) supposé comme plén principal de flexion
de tous les éléments du portique, les déplacements
significatifs.des noeuds sont deux translations suivant les
axes ox et_3§ et une rotation autour de 1'axe oz.

Les déplacements possibles des noeuds extrémes j et k d'un
élément type (i) par rapport au repére local 'SEMIEQMIEEM lié
a 1'élément sont indiqués sur la figure (fig.7-1.b) par les
numéros (1,2,...,6). L

Ces axes sont tournés d'un angle (») par rapport au systéme

d'axes global. - .

AN
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.

' Les six déplacements des extrémités 3 et k sont supposés

orientés positivement, il s'agit des deux translations selon
le=s directioné—aiu,_3§u, et une rotation autocur de l'axe—EEM
(ou oz )

Les actions aux extrémités j, k de )'élément (i) engendrées
par des déplacements unitaires, par rapport au systénme local,'
constituent la matrice de rigidité élémeqtaire [Sm]L, cette

matrice et de l'ordre (6 * 6) donnée comme Suit:

—

EA/L 0 0 -EA/L 0 "0 x,
12E1 6ET 12ET 6ET
0 A A 0 -A A Y.
3 La 4 L? [] LB & Lz 3
6ET . 4181 6EI 2EI
4] Aa > A7 0 —AG 3 AB =
[: L L L L !
&n] =
U l-BA/L . 0 0 EA/L 0 0 |x (mat-7-1)
12ET 6ET 12EY 6ET
0 -A -A . 0 A -A v,
5 le [ Lz ] L3 P Lz k
6EI 2EY 6EI 4ET
0 AG z An - 0 _A-a. 2 A? T ek
L L ) L L
Les coefficients d'influences (Al) sont données par les

équations(5.20).

7.2.1\~ transformation de la matrice [Sm] du repére lsocal au
‘repére global: .

La figure (fig. 7—1 ¢) représente .les six
deplacements possibles aux extrémités de 1'élément (i) dans
les directions du systéme d'axes global (ox, 6;, Gz) .

La transformation de la matrice de rigidité
[Sm]L du repére local au repere global s'effectue moyennant

1'opération de transformation suivante:

— T '
(Sm] = (R 1 .[Sm] .IR_} (7.1)
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ol [RTI est la matrice de transformation donnée par (mat.l-4).

'En effectuant cette opération, on obtieht comme éléments de la

matrice [Sm], les expressions suivantes:

= |
Sm Sm Sm Sm Sm Sm
14 12 . 13 144 15 18
Sm Sm Sm Sm Sm Sm
21 22 23 24 %5 2
[Sm]= Sm:-m Sma‘.a Smaa Sm34 Sma:s Smacs {mat.7-2)
| Sm Sm Sm Sm Sm Sm
41 42 43 & 4 [ 33 45
S5m Sm Sm Sm Sm Sm
.71 52 53 LY 5 56
Sm Sm.  Sm Sm Sm Sm
L o1 o2 [a: | oo GG_J
Avec:
EA 2 12EkT 2
Smu = Sm“ { Cx + Ag 3..C )
L L Y
EA 12E1
Sm = 8 = - A —).CC
12 21 L a LQ ¥y
6EI
S“hg = Smgiz —(A4. Lz .Cy}
EA 2 12ET 2
Sm = 8Sm = -{ C" + A c
1 a4 I u La y)
. EA C12E1
Sm = 8m = (- + A i c
L5 51 L 5 L2 )C_"‘ v
- 6EI .
Sm_i6 = Sm_ = _(Aa 2 Cy)
EA 2 12ET
Sm = 8 = .
22 m55 ( 1L Cy * Aa L3 Cx
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6ET
Sm = Sm__= (A Cc )
23 a2 1 2 M
L
EA 12ET
Sm = Sm_= (- + A ——)C C
24 L L Y
_ EA 12EX
szs = Sm52= - { C + AS -—-—--?Cx )
L Y L
6ET
Sn&d = Sngzw (Aﬁ > Cx )
L
4ET
Sm = 8m = (A )
33 oS0 7
L
Sm = Sm _= — Sm
34 43 16
Sm = 8Sm_ = -~ Sm
as 53 246
2EY
Sm = Sm_ = (A )
3 3 <]
L
Sm = Sm_ = Sm
415 [~ 78 12
6FT
Sm = 8m = (A Cc )
45 (2] a4 2 v
L
SHEG = SHB5= - Sn&a

"'I' .3V~ Systéme d’indexation:

Dans cette partie, on présente une
procédure permettant une analyse complette d'un portique,
comme celui de la figure (fig.7-1l.a).

Les actions appliqﬁées sur une telle structure sont supposées
gtre des forces dans le plan (xoy}, ou des moments dont les
vecteurs sont normaux au plan (xoy).‘

La premiere tiche A effectuer dans , 1'Analyse, est 1la
nunérotation des éléments et des noeuds choisis dans la

structure.

a1
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Les noeuds seront numérotés successivemrent de (1 A nj ), et
les éléments seront numérotés de (1 A m ). Cette numérotation
étant arbitraire & condition gque chagque noeud et. chagque
élénent soit numéroté.

Les déformations dues a la flexion et celles dues A l'effort
axial seront prisent en compte dang 1'analyse d'un portique
plan Cependant, trois possibilités de déplacements sont a

considérer en chaque noeud de la structure:

- Une translation suivant l'axe ox
.
- Une translation suivant 1'axe oy

- Une rotation autour de 1'axe oz

Pour un noeud {3) ces déplacements seront affectés

succegsivement des numéros suivants:

(33 - 2) :Indice de translation selon la direcﬁion ox.
(33 - 1) :Indice de translation selon la direction oy.
(37 :Indice de la rotation par rapport i, la direction .oz

Le nombre de degrés de libertés (n) dans un portique rlan est
calculé A partir du nombre des noeuds (nj} et le nombre de

déplacements blogqués (nr), soit:

n =3n - n (7.2)
] r
Les . noeuds extrémes d'un €lément type . (i) dans un portique
rlan sont numérotésv(de gauche & droite) par (j) et (k),
(fig.7-2)

(fig.7-2)
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Les indices des déplacements relatifs aux noeuds j et k sont

donnés par les expressions suivantes:

Noeud:j Noeud:k —
j =3 -2 k, = 3k ~ 2
(7.3)
j, =3 -1 ; k, =3k -1
Jg = 33 ; k, = 3k

7.4\ Ordre de calcul:
7.4.1\- Formation de 1a matrice de r:.gldxt.é globale [S I:

La matrice de rigidité élémentaire [Sm] donnée par
(mat.7-2) étant établie pour chaque élément (i) de longueur L.,
de section transversale A, et de rigidité en flexion EI, cet
élément contribue aux rigidités des noeuds J et k par les

actions a ces extrémités gauche et droite.

Cependant, les termes de la matrice de rigidité [Sm]
relatifs 'A 1'élément (i), peuvent étre transférés dans la
matrice de rigidité globale moyennant un systéme d'indice

approprié.

Par exemple, la premieére colonne de la matrice {Sm]
représentant les actions aux extrénités j et k engendréés par
une translaﬁion unitaire suivant l'axe (ox) du noeud 3
(fig.7-3) (indice ji),peut &tre transférée dans la matrice

[Sj] comme suit:
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(5.), =% Sm + (Sm )
iT, 144
{S) . =% Sm + (Sm_ ) !
Jodg el 24 L ! (i)
(S) _ =% Sm + (Sm_ ) | * A
P gy 7. R §
(s), . = (Sm ) | ' ! /*’ | g
Jkl,Ji as{ ,(-.—]_-—->
(S) .= (Sm_ ), !
. sz,Jl . . -1 N |
(S.)k .= (Sm&ih _ ' '
i a’ly | (fig.7-3)

Dans les équations (7.4), les trois premiers coefficients de
rigidité consihteﬁt_en la somme des contributions de tous les
éléments concourants au noeud (ji, avec inclusion de . la
contribution de 1'élément (1), les autres coefficients

représentent les contributiong de l'élémént (i) seulement.

Des expressions similaires peuvent é&tre obtenues pour ‘une
translation unitaire suivant 1Taxe (oy) du noeud: (3j)

{fig.7-4) (indice jz):

{(S.}). . =X Sm + (Sm ). NRRTEN
3 31 lrJ2 12 1
() . =X Sm + (Sm_ )
J JZ,J2 2z i
(§,), ., = 3 BSm + {(Sm 1},
J JE‘:J‘2 az i
) (7.5)
(S} .= (S _ ).
Jk 4 4z i
12 '
(), . = . (sm__ ),
J 2:,;2 pard 1 .,
(s) - (sm ) < (fig.7-4)
L R ‘ 52 i

De m&me pour une rotation unitaire par rapport a l'axe (oz) du

noeud (3) (fig.7-5) (indice ja):
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(Sj)ji'Jg = £ Sm + (Smm).L
(S.). . =Z Sm + (Sm__)
] Jthg 23 L *
(S.), = Z Sm + (Sm__).
3 Jngg 33 (7.6)
(Sj)ki'jﬂ = (Sm‘a)L
{(s.) .= (Sm__)
. sz,Ja 53 1.
(5) .= {(Sm )
T - (fig.7-5)
e lg' -

. Les expressions utilisées pour le transfert de la 4d?° colonne
de la matrice [Sml, dans la matrice'[sj] sont similaires aux
équations ci-dessus a l'exception que les trols premlers
coefficients consistent en la contribution de 1'élément (1)
seulement, tandis que les trois derniers représentent les
sommes des contributions de tous  les éléments concourant au
noeud (k).

Alors, pour un deplacement unitaire du noeud (k) suivant la

direction (ox), (indice kl) on obtient:

{8 ). = (Sm 1} .
Jd. «k 14 1
PR
(S.). = (Sm_ )
bl .k 24 1
21
S e, T (Smy i
. : {7.7)
{5), ., =Z Sm + (Sm ) X
Ik Lk ad i
11
= T -
(Sj)k e £ Sm + (5“34)L
2’1 ‘
(Sj)ka,lc_' =X Sm + (Smcu .

Pour une translation du noeud (k) suivant la direction (oy)

(indice kz),on cbtient:

87



CHAPITRE 7 ANALYSE DNUNE STRUCT EN PORTIGQUE SUR FOND- RLAST

-
(s.) - (Sm,__)

J Jl,kz 5oL
(s.) = (Sm__ ).

b ‘]z'kz -3 N
(), , = (sm__)

J Jgr 2 ~

(7.8)
(SJ)k1'k2= Z Sm + (Sm'm)L
(Sj)l..- T X Sm + (Smﬁs)i_
2 z )

(Sj)kg’%: £ Sm + (Sm__) |

La derniére colonne de la matrice [Sm] sera transférée dans la
matrice {%] en considérant une rotation unitaife du noeud (k)

par rapport a l'axe (oz), {(indice ka) :

(SJ)J e = (Sm:.a)n.
1 3
(Sj)j ,k': (Snga)i
) 4 3
(8), L = (Smgd)i_ 1o
Y lart ' (7.9)
(Sj)lc e = X Sm + (Sm46)L .
4 a
(SJ,)k_ R = X Sm + (SmSG)L
2 3
(S_i)lc L =% Sm + (Smaa)L
g 3 e

La formation pomplete de la matrice de rigidité glcbhale [Sjl.
congiste a transférer les termes des matrices de rigidités
élémentaires [Sm]i pour tous les éléments de la structure
ti:varie de 1 am ). _

La matrice de rigqidité globale sera ensuite réarrangée selon
la forme donnée par (mat.l-2), en effectuant un changement
approprié de indices.(voir 1'algorithme donneé a la fin du
chapitre).
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¥

7.4.2\~ Formation dex vecteurs charges:

7.4.2.1\- Formation du vecteur charges nodales {A}:

Les actions extérieures appliquées directement sur
les noeuds, seront affectées des indices utilisés pour la
" numérotation des deplacements possibles pour un noeud, et

classées dans un vecteur noté {Al,soit pour un noeud k.(fig.7—6).

4

-

O
. Y
z _ (fig.7-6)

'Le vecteur {A}, peut se m2tre sous la forme suivante:

{A}ﬁ{Ai,Az,Aa, ee A 2,1-\

3% — 'Aak""A

ak-1

A A Fo(7.10)
BY‘j—Z an -4 Bf'vJ_ . )

7.4.2.2\~ Les vecteurs des actions aux extrémités blogquées des

éléements dues aux'charges:

Les actions aux extrémités bloquées d'un élément (1)
dues aux charges appliquées le long de cet élément, peuvent
tre obtenues ajisément connaissant la ‘fonctibn de charge
g(x),en appliquant les équations, de la ligne déformée y(x),
du moment .fléchissant M(x) et de 1'effort ;ranchant Q{x),

données au chapitre (5.

Ces actions sont calculées par rapport au systéme d'axes

loéal(xm,ym,zu) (fig.7-7.b) et sont notées:
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(A, ). , = Action (force) suivant 1l'axe (ox)) a l'extrémité (3)
(A- ) _ = Action (force) suivant 1’axe (oy ) A l'extrémité (3j)
ML i ,2 M
(A} = Action (moment)suivant l1'axe (o0z ) & l'extrémité (3j)
ML 1,3 M .
(Am,)i. . = Action (force) suivant l'axe (ox ) a I'extrémité (k)
(AML)L . = Action (force) suivant 1l'axe (oyu) a 1'extrémité (k)
(A ). = Action {(moment)suivant l'axe (oz_} a l'extrémité (k)
ML 1,0 M
(A
(A
ML
(b)
A(AE)SJ-i {AE)EH(-:I.
, Ay, o, L‘Aa’ak
) (m > ' - :-h 3
} :L j - TRy ¢
r-: 3J :
(a) N (c)
(fig.7-7)
Nous pouvons rassembler les vecteurs actions {AML'}L des

éléments constituants la structure,dans une matrice d"ordre
{m * 6) notée {AML], dont les lignes représentent les éléments

du vecteur A 1} {avec i=1,..,m),s0it:
) ML 1.
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(AML)i,I. (AML)i,Z (AML):&,H (AML)!.,A. -(AML):I.,S AMI. 1,6
[AuL]= (AML)i't (AML).L'2 (AML)irg {AML)1,4 t‘.Z-\m_')i_’5 (AML>L,5 (7.11)
(AML m 1 ('ML n 2 (A'M':l.. T ,3 ML e, 4 (AML. 5 ML Y, 5
7.4.2.3\- Formation du vecteur charges nodales
égquivalentes, {AE Pe
Le vecteur charges nodales éguivalentes doit @&tre
‘exprimé dans le systéme d'axes global (x,y.z).
Cependant, les vecteurs des actions aux extrémités bloquées
des éléments {J’-\ML}‘L seront transformés des reperes locaux au
repere g¢global,en wutilisant la matrice de transformation
[RT].L relative 4 chaque élément.
'L'opération réalisant cette transformation est comme suit:
_ : r 3
c. . 0 0 0 61 (A .
¥l YLl ML 1,1
S S0 0o o0 o |[(a )
ML L ,2
|0 0 1 0 0 0} |(A ) :
T ML L ,3
[RT]i.{AML}i = 4 Lo (7.12)
0 0 0 c. -¢c. 0 (A .
M1 A ML L ,4
0 0 0 c. ¢. 0 (A )
YL 48 ML i+ ,5

0 0 0 g 0 1 (A )

ML . ,&
L )

Les figures (fig.7-7.a) et (fig.7-7.c) représentent les

charges équivalentes aux extrénités (j) et (k) résultantes de
la contribution de 1'élément (i), et dont les valeurs sont

obtenues par l'opération (7.12).
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Le signe 1inverse des résultats obtenus par (7.12},
représentent les incréments des charges nodales, résultants de

la contribution de 1'élément (i), soit:

—

- - * , *
(AE)aj—z =z (AML.) (AM.L)L,!. Coo * (AML)"L,Z Cyi.
(A ) _. = (A ) -(A_) *cC - (A 1} *C.
E 3)~1 ML ML 1,1 YL ML 1,2 L 4N
(A_E)aj == (AML) - (AML)L,B (7.13)
. — — * * ’
(Am)ak-z =x {AML)_ (Aun)i.,-a. Co ¥ (Am_ )1’. 5 Cyi.
(A_) =¥ (A ) -(n ) *c. - (pn ) *C
E 3k-1 ML ML i ,4 Yi ML L,5 ®i
(A),, = L An, ) - Ay )L,a |

7.4.2.4\~- Formation du vecteur charges nodales combinées {Ac b
, En additionnant le vecteur charges nodales {A}l, donné

par (7.10),et le vecteur charges nodales équivalentes {AE}

résultants de (7.13), on obtient le vecteur des charges

nodales résultantes ou combinées, noté {Ac}, goit:
fA 1 = {A} + {A_} ‘ (7.14)
o E .

Le vecteur résultant {Ac}, sera réurrangé par la suite

conformément au partitionnement de la matrice de rigidité

globalelsj].soit:
ta_t = ...‘3,. ’ (7.15)

7.4.3\- Calcul des déplacements et des réactionzs d’appuis:

Apr&s avolr établis et partitionnerr la matrice de
rigidité globale [Sj], et le vecteur charges nodales combinées
{Ac},conformément aux formes données par (mat.l-2), et (7.15),

on aura a résoudre le systéme suivant:

ISJ. 1.{D} = {i?:} + {%‘1 - {7.16.a)
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Soit:

(s8] [s ﬂ ‘ '
' iD} (Al {0}
* — = e + N (7.16.0)

{0} —{ARL} {AR}

(s__1i [S _1

RD RR

Les déplacements seront calculés en résolvant le systéme:

[S1.{D} = {AD} — {D} = 7?7 = (7.17)

Les réactions d'appuis seront calculées, en utilisant la
méthode de superposition des états d'équilibres (structure
chargée non déformée, et structure déformée non -chargéé),
goit: _

Al = {AhL} +_[SHD].{D} (7.18)

7:.4.4\-— Calcul des actions aux extrémités des éléments:

" Les actions aux extrémités des éléments peuvent étre
calculées en utilisant aussi la néthode de  superposition,
cette fois appliquée pour chaque élément independamment des

autres, ce gui peut se traduire par l'éguation suivante:
(A} =1{Aa_ 1t + [Sml .I{D 1} (7.19)
M, ML 1 M L

Le vecteur déplacement {DM}L dans 1'équation (7.19) est
exprimé dans le systeéme d'axes local 1lié a 1'élément étudié,
il peut &tre déduit a partir du Qeéteur déplacement {Dj} de
tous les noeuds de la structure, gqui est exprimé dans le

systéme.d'akes global.

En utilisant la transformation des axes on obtient:
{DM}. = {Rr}‘ . iD.}. (7.20)

d'ol:
fA + = {A 1} + [Sm] .IR 1 .iD } (7.21)
M ML 1 T 1 J o
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Avec:
[R 1 est la matrice de rotation relative a 1'élément (i).
{Am_}.L se, 1it A partir de la linge (i) de la matrice donnée
en (7.11).
{Dﬂt.sont les éléments successifs du vecteur {Dj} relatifs .

aux'déplacements des noeuds extrémes de 1'élément (i).
‘[Sm],L est la matrice de rigidité local ‘relative a
1'élément (i}, donné par (mat.7-1).
Apreés substitution des vecteurs actions et déplacements ainsi
que la matrice de rigidité, relatifs a 1'élément {1), on

ocbtient les expressions suivantes:

EA [— -
(Au)i,az(AuL)i,1+'f;'{[:0(31)_0(k11 .CxL+__D(32)fP(k2{J.Cy£}
12ET ‘
(A L=(A, ) o+ > {i__—ASD(ji)H&sD(ki‘ﬂ.CYL*r
o Aachz)TAsD(kz[J'CxL} + by L;A4D(33>+A6D(k3)

6EX
(AM)LIH=(AML)1,3+ = {[}A‘D(31)+Adn(k1£].CYL+
: . 4ET . A
. . -
+[A4D(32)—Aco(kz£|'cxt} + [A7D(jg)+ " D(ka):l

'(Ausi'¢=(auh>;'4+ Ei {[}D(j1>+o<k1£]ch;+[}n(j2>+o(k2{].cy;}

1

' 12EI [ o (7.22)
(B, =(A, ) o* = {AED(J1)_-AQD(k1):|.CYL+ :
6EL
+[—A5D(jz.)+AsD(k2)].CxL} ST [AGD(j3)+A4D(k3)]
6ETL
<Au)i,6:(AM1.?L ,d+‘ 2 {E—AdD(Js)+A4D(k1)]'CyL+
4F1 A :
. a .
+E\§D_(jz)—A4D(k2)].CxL} + , [—2— D(JBHA?D(}(Q)].

Les indices 3., 3,,» 3., k., k. ka" sont les indices des

deplacements relatifs aux noeuds (j) et (k) de 1'élément (1).
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7.4.5\~ La technique de prise en compte des appuis élastiques:

Supposons gu‘un noeud (j)'du portique & étudier, est
élastiquement encastré dans le s=ol. Cet‘encastrement peut
atre modélisé par un systéeme de trois, ressorts élastigues,
dont les raideurs par rapport aux trois directions (x, y, Z)
gont respectivement (Sn)j1 ‘ (Sn)ﬁ~ ' (SR)J.B ,conformément a

la figure (fig.7-8).

Y

Al

) (Sn)ﬁ
e j
vl
7z ; . ) . (S_). ﬂi\L‘(S)
2

R jz2
(fig.7-8) -2
La matrice ‘de rigidité globale [Sj], sera dans ce cas nodifiée
A cause de la présence des supports élastiques.

Seulement les termes diagonaux de la matrice [SJ] gubiszent
cette modification, en leurs ajoutants les raideurs des
supports élastiques correspondants aux degrés de liberté, soit
pour le noeud' (j) de la figure (fig.7-8), .on affecté aux
termes diagonaux correspondant aux degrés de liberté du noeud

{j),les rigidités suivantes:

5,03,.3,0 = 8,63,,3,) *+ (s, |’
5,(3,03,) = 8,500 + (S, (7.23)
53,09, = 8,Ui,.3) + (S0,

Les déplacements et les réactions d'appuis se calculent en
atilisant la méme méthode que précédemment a l'exception de
remplacer la matrice de rigidité [%J par la matrice de

rigidité a termes diagonaux modifiés.
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Les réactions dans les supports élastigues se calculent en
multipliant la raideur du ressort par le déplacgment lui

‘correspondant affecté d'un signe négatif, soit:

- "" - -—1
nj(31) = - (Sn)ja'D(J;)
ﬁﬁ(jz) = - (Sn)p‘n(jz)‘ (7.24)
Ahj(ja) = - (Sn)ja.D(ja)
7.5\~ Ftude de la stabilité élastique:

7.5.1\~ Présentation:

Lorsque, les efforts normaux de compression dans
certaines poutres de la structure sont ipportants, il'peut &tre
nécessaire de vériflier si la structure est
élastiquenent atable. ' )

Proposons nous d'étudier la stabilité élastique d'une
structure a plan moyen, composée de poutres droites de section
constante, sollicitée par un systeéme de forces appliquées aux
solides iiés -aux noeuds de la structure. Pour cela nous
devrons tenir compte de 1'influence de 1'effort normal sur la

figidité'é la flexion d'une poutre:

% Un effort de compression diminue la rigidité a la
flexion. .
% Un effort de traction augmente la rigidité a.la

flexion.

La matrice de rigidité d4'un élément de poutre libre ou
repogsant sur une fondation élastique tenant compte de
Y'influence de l'effort normal, est déja "établie {chap.5 ) en

fonctioh deg coefficients d'influences { AL:i = 3,4.,8 ).
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7.5.2\~ Calcul par appraximation successives:

Supposons l'état de sollicitation de la structure
défini par une matrice colonne [A].

Pour calculer les matrices de rigidité des poutres de
la structgfe 11 faut connaitre les efforts normaux dans ces
poutres. Il faut donc procéder par approximations successives.

Dans un premier calcul, on néglige 1'influence des
efforts normaux sur les matrices de rigidité des poutres;
on détermine ainsi l'état de deplacement iDt* de la structure
et les efforts normaux (N} dans les poutres. Ces efforts
normaux (N} permettent de recalculer les matrices de rigidité
des poutres; un second calcul donne 1l'état de deplacement {p}*
et les efforts normaux {N} .

Un troisiéme. calcul, prenant en compte les efforts
normaux {N}Z pour é&valuer les matrices de rigidité des
poutres, donne 1'état ‘de deplacement {pi® et les efforts

normaux {N}", et ainsi de suite.
.

Si la suite des états de deplacement {p}*, {D¥*, ipi%..
tend vers un état de deplacement limite fini, la structure est
élastiquement stable, s'il n'en est pas ainsi, la structure

s'éffondrera brusquement par instabilité élastique;

* CONCLUSION

* T.a méthode de calcul ‘gu'on vient d"établir est une
méthode générale pour l'analyse et 1'étude de la stabilité
élastique des structures qui peut s'appliquer:

1°\~ A 1'’analyse des structures ordinaires.
' (K =0 et N = 0).

2°V~ A 1'analyse des structures reposant sur deg
fondations élastiques (interaction statigue sol-structure).
A{K# 0 et N = 0).
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3°\- A 1l'étude de la stabilité . élastique des

gtructures ordinaires.
' (K =0 et N# 0).

4°\- A 1'étude de la stabilité "élastique des
structures reposants sur des fondations élastiques

(interaction statique sol-structure).
(K= 0 etN= 0)..

* Le programme de calcul que nous avons élaboré; met en
évidence les gunatres cas mentionnés ci-dessus. On a exclu de
ce Programme la possibilité d'avoir des tassements
différentiels (déplacements relatifs d'appuis) ce qui nous

évitera de générer une partie de la matrice de rigidité,.
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ALGORITHME

ALBORITHME

Formation de la matrice de rigidité de la =tructure

1°\- La matrice de rigidité de la structure est composée des
matrices de rigidité de chaque élément.La méthode de

déformation conduisant 3 calculer les déplacements de chaque

noeud, il importe, dans la matrice de rigidité, de séparer les

termes relatifs aux appuis. '
Nouzs allons exposer un algorithme permettant d'assembler

directement la matrice de rigidité en fonction des degrés de

liberté de la structure.

* Cons;dérons l‘éxemple de la poutre suivante:

1 . . s
3

(ex) (1) (ex) (2)

§

e R R AN TN N N N AR N R NN RN RARRTY R e T T e s e

A K B K c

- L L
L - ! |
I 1 i
(fig.l)
Nous allons décrire les degrés de liberté de la structure a
1'aide d'un tableau noté {RL}, soit:

i

0 | .Noeud A libre en déplacement vertical, (suivant oy).

0 |.Noeud A libre en rotation {(euivant oé). '

1 .ﬁoeud B bloqué en déplacement vertical(suivant oy).
ERL}= 0 | .Neeud B libre en rotation {suivant oz}.

1 | .Noceud C bloqué en déplacement vertical(suivant oy).

1 | .Noeud C blogué en rotation (suivant.oz).
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Considérant le tableau {CRL} déduit du tableau {RL} par cumul

des composants:

Soit n le nombre de degrés de liberté de la
struéture, ici: n = 2nJ -n = 6 - 3 = 3.

{CRL!}= )
Ce tableau {CRL} va nous servir 3 modifier la

1a numérotation des degrés de liberté.

W K = O O

Les degrés de liberté sont initialement numérotés dans 1'ordre

naturel indiqué sur la figure (fig.l) , soit:
{7} = {1 2 3 4 5 6 t.

Nous allons modifier ce tableau de la fagon suivante:
Pour i = 1, pas de 1 jusqu'a 6, faire:
si RL{i) = 0 , alors J{(i) = J(i)-CRL(1)

g1 non J{(i) = n + CRL{1)

Cette instruction éxamine les éléments du tableau {J! les uns
aprés les autres, et les modifies de facon telle gue les
numéros correspondants aux appuis soient placés a’la fin du
tableau, et dans l'ordre ol ils apparaissent.

En fait, cette nmodification ne sera pas effectuée globalement,

mais pas a pas, au fur et a mesure de 1'examen de chaque
élément .

Soit (j) et (k) les numéros qui définissent 1'élément (1i).

* pDans . le cas d'une poutre continue; les nombres
définissant les degrés de liberté sont reliés au numéro de
1'élément (i) par:
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-

Noeua (3) (3,? 2i-1....Déplacement vertical du noeud (j).
1 (3,

2i  ....Rotation du noeud (3},

)
r

(k)
1

o 2i+l....Déplacement vertical du noeud (k).
Noeud (k)
1 (k,)

2i+2....rotation du noeud (k).

2°\ = APPLICATION:

Pour 1'exemple de la poutre de la figure (fig.l)

noug avong:

h

{RL} {f¢ 0 1 O 1 1t
fCRL}= {0 0 1 1 2 31

-

Le nombre des degrés de liberté (n = 3).

lér élément

Avant modification | Apres modification
(ji) = (ji) =1
(3,) = 2 (jz)=2
(k1)= (k1)=4
.(kz) = (kz) =3
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2""me élément:

Avant modification Apres modification
- 3,) = 3 (3,) = 4
(1, } = (jz) =-3
(kl) =5 (k, ) =
(kz) = (kz) =

La matrice de rigidité de la poutre avant_réarréngement est de

la forme suivante:

— ! 7
12ET 6EY 12EY 6EI !
Aa 5 Z\‘ > —A5 3 Aa > ! 0 0 1
L L L L !
6EI 4ET. 6EL 2EI !
A“ > A_? —A6—-—£— AB ! 0 0 2
LT L L L i
T..Illlll......'I.---r......--...l‘..lll
12EI 6EI ,  24EX ; 12EI 6ET
[Sj]: _As a —Aa z EAa 3 0 E‘Aﬁ a Aﬁ P 3
L L® L ] L L
6EI 2EIX : 8E1 ! ) 6ET  2E1
Aa z Ae E 0 A‘? l_Aa P Aa - 4
R S S S - L L
1 12ET 6ET . 12ET 6E1
0 0 l_As a _Aa 2 Aa 3 _A4 2 5
! L L L L
¢ 6ETI 2EI 6ET 48X
0 0 ! Aa 2 AE . 7A4 2’ A7 6
B ! L L - L L
l ieeveensnscesseanssasnnnnssnsnsssoonsess,

Apres modification des numéros des degrés de liberté cette

matrice se met sous la forme suivante:
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— ! -
{
1281 6ET 6EI |, 12EI
A A - A T-A 0 0 1
a LS I L2 [ Lz : 21 LB .
© 6EI ARI 2EI 6EI
A A A T-A 0 0 2
4 LZ d L =} L ; o L2
6ET 2EI 8ET ! ‘ 6ET 2ET
(s.1=|A A A ! 0 -A A 4
J [~ LZ a L 7 L I & L2 a L .
” 8 - 89 ® & ¥ & 8 8 58 T 08" " e « & 4 & & & 8 v ® = 8 9 ¢ & ¢ % & & & & & " 8 8 "= ® 8 9 P & 5 85 B ® - . e
12ET 6ET T 24EX 12EI 6ET |,
—AS .2 .-'AG z O E A’? a _AS 2 Aﬁ 4
L L ; ? L L
6ET !  12EI 12ET 6EL |
0 0 —Ad 2 1 —A" 3 AE A3 _A4 2
L ! 7L LT L
2EI ! 6ET 6ET 4ET |
0 0 As — ! Acs 2 _A4 2 A?
L L L L

En fait, seule les colonnes de (1 a n) de la um;rice [SH

modifiée sont utilisdées dans les calculs.

3°\—- Caz d’un portigque:

Pour former La matrice de rigidité d'un
portique, nous procéderons de manieére identique avec toutefois

les deux modifications suivantes:

* Introduction d'un degré de liberté supplémentaire par

noeud.

* Introduction de deux tableaux donnant le numéro du noeud
origine et le numéro du noeud extrémité de chaque.
élément. Les nombres (j), (k), (3 ), (3,),....,deviennent

des  variables indicées, soit:
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§3j(i): Indice de l'extrémité gauche de 1'élément (i)

j =

k = jk(i): Indice de 1l'extrémité droite de 1'élément (1)
(ja)= 3j33(i)-2 ...Déplacement suivant (ox)} du noeud (j}
(jz)'= 333(i)-1 ...Déplacement suivant (oy) du noeud (3)

(ja)= 333(1) ....Rotation par rapport a {(oz) du noeud(3)

(ki); 3jk(i)~-2 ...Déplacenment suivant (ox) du noeud (k)

(k&)= 3jk(i)-1 ...Péplacement suivant (oy) du noeud (k)
(ka)= 3ik{i) ...Rotation par rapport & (oz) du nceud(k)
Conclusion:

La matrice de rigidité 4Tune structure est de

" 1'ordre (2%x2§ﬁ pour une poutre, et (3%x3mj pour un
portigue plan, ol %.est le nombre de noeuds Qe la structure.

On congoit que la numérotation des noeuds conditionne la forme

de cette matrice.

Il est particulidrement intéressant d'avoir une matrice bande

.aussl étroite que possible, pour ne pas. avoir A stocker ‘en
mémoire un grand nombre de zéros. On aura donc intérét a
rechercher une numérotation telle que le maximum, pour
l'ensémble des éléments de la structure, de la différence en
valeur absolue entre l‘indice du noeud origine et l1'indice du
noeud extrémité, soit le plus petit possible. comme ¢a la
régolution du systéme linéaire (en pratigue, on n'inverse
jamais une matrice) doit étre rapide et précise, (la méthode
'de CHOLESKY est souvent utilisée).
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PRESENTATION DU PROGRAMME

PRESENTATION DES PROGRAMMES
"Poutre” ET "PorTIOQUE”

Le probléme général d'analyse des structures tenant compte de

:1'interaction de celles-ci avec le gol, constitue une tiche

numérigque relativement lourde, notamment loraque la -

configuration de la construction et la structure du sol sont
complexes.r

Les suppositions gsimplificatrices que nous avong optées lors de
notre étude a savoir le conportement linéaire du sol de

fondation, et l'absence des tassements différentielé, rendent

-1'architecture des deux programmes simples et souples aux

extensions possibles. _

Les deux programmes sont transcrits en langage FORTRAN 77 et
déveldbpés sur micro Olivetti M290, 1l'architecture des deux
programmes est organisée en (10) modules distincts, & savoir le

programme principal et (9) sous-programmes qui sont:

X Subroutine "DATSTR": Ce module permet de lire et écrire les

données nécessaires relatives A la structure et au sol.

X Subroutine "CODAPP": Ce module permet de lire et écrire les
codes des appuils et la création des tableaux RL et CRL (RL
cunulé) . )

RL(' ) = 0 ...gi la direction et libre au déplacement.

RL( ) =1 ...81 la direction et bloguée.

X Subroutine "ASSMAT": Ce module permét le calcul des éléments
de la matrice élémentaire relative a chague membre de la
structure, ensulite le transfert de ces éléments dang la

matrice globale (5] (Voir Algorithme).
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X Subroutine "DATLOA": Il permet la lecture des charges nodales
et 1l'évaluation des actions aux extrémités des éléments, dues
aux charges appligquées sur les éléments, et création du vecteur

charge {A}l et la matrice charge [AmL].

% Subroutine"EQJOLO": Il permet la création du vecteur charges
nodales équivalentes {Ae! A partir des éléments de la matrice

charge [AmLl.

¥ Subroutine”"COJOLO": Ce module permet l'évaluation des
éléments du vecteur charges nodales combinées {Ac} a partir des

vecteurs (A}l et {Ag}.

X Subroutine"RESOLV": Ce module permet la résolution du systéme
linéaire [S]1*{D}={Ac} en utilisant une méthode numérique
appropriéde’ {(L'algorithme de Gauss est utilisé dans notre

programnme) .
X Subroutine"DEPREA": Ce module permet le calcul des réactions
d'appuis et l'impression des valeurs des déplacements et de ces

réactions.

X Subroutine”EFFEXT":IL permet le calcul et 1'impression des

valeurs deg actions aux extrémités des éléments.
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STRUCTURE DU PROGRAMME POUTRE ‘ET PORTIQUE

DECLARATION DES VARIABLES
ET DE LEURS DIMENTIONS

OUVERTURE DES FICHIERS DE
. DONNEES ET DE RESULTATS

l LIRE ET IMPRIMER
LES DONNEES RLATIVES
A LA STRUCTURE ET AU

APPEL DU MODULE “DATSTR”

l SOL
\
. ] LIRE ET IMPRIMER LES
APPEL DU‘MODULE » CODAPP~” CODES DES APPUIS EN
SPECIFIANT LEURS

POSSIBILITES DE DEPLACEMENT.
RL()= O DEPL- LIBRE
RL(})= 1 DEPL- BLOQUE

(CALCUL DES MATRICES DE -
RIGIDITES ELEMENTAIRES.
TRANSFERT DES ELEMENTS
APPEL DU MODULE *ASSMAT?” DE CES MATRICES DANS LA
! MATRICE ) GLOBALE, EN
DETERMINANT AINSI LES

SOUS MATRICES S t [8
L : [Slet [ RD]

v (LECTURE DES CHARGES
NODALES ET CALCUL DES
ACTIONS AUX EXTREMITES
BLOQUEES DES ELEMENTS,
ET CREATION DU VECTEUR
{AYET DE LA MATRICE [A

‘ APPEL DU MODULE ~”DATLOA”

ML]

r .
hd CREATIQON DU VECTEUR CHARGES
<NODALES EQUIVALENTES (AE} A
PARTIR DE LA MATRICE CHARGE

[a 1.
L\ ML

APPEL DU MODULE *EQJOLO”

(B)
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(B)

!

APPEL DU MODULE

”»CoOJoLO”

APPEL DU MODULE

"RESOLV”?

L 4

APPEL DU MODULE »DEPREA™

AFPPEL DU MCDULE

“EFFEXT”

l

CLOSBE DES FICHIERS DE
"RESULTATS?>

ET

»DONNEES”

FIN
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rCALCUL DU VECTEUR CHARGES
NODALES COMBINEES {A },ET
PARTITIONNEMENT DE CE
VECTEUR CONFORMEMENT A LA
MATRICE PE RIGIDITE [S 1
EN UTILISANT LES TABLEAUX
L RL() ET CRL().

rRESOLUTION DI SYSTEME
LINEAIRE [S]-(ni;{ac}

EN UTILISANT L’ ALGORITHME
\DE GAUSS.

(CALCUL DES REACTIONS

D'APPUIS.-{A_}, ET
IMPRESSION DES VALEURS
DES DEPLACEMENTS ET DE
CES REACTICNS.

—

f .
CALCUL ET IMPRESSION DES
ACTIONS ,AUX EXTREMITES DES
ELEMENTS (AM}.

\

.
FERMETURE DES
{ FICHIERS”RESULTATS?
ET ”DONNEES”»




PRESENTATION DU PROGRAMME

ETUDE DE LA STABILITE ELASTIQUE

L = 1,, M >

N(1,I)= O.

l

-Impression des efforts normaux

-Execution du programme
»PORTIQUE” ‘

AM(T,1)

|
¥

< 1= 2,20 D¢

‘————+€f' I =1, M >

N(J,I) = =AM (1,1)

T

-Appel du programme 7"PORTIQUE”

~Impression des efforts normaux

AMC(I,1)

+1 = 1,M

-6
eps{I)= 10

X

diff(I)eN(I,1)-N(I-1,1)

diff(l)=eps (1

¥

Imprimer:

Portique élastiquement stable

r

4

Stop
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EXEMPLES

EXEMPLES

I- ExeMPLES "PouTres”

Exemple.I.1 une‘poﬁtre partiellement chargée

Données EI = 45000. KN.m" L =5. m
K = 10° KN / m° q = 1.XKN / nl
q
VIII‘IIG{V’I&
L 3 [ [] s 2 [
I'I"l'l'l"illl‘!ll'zl'liii!fal'!l‘lll'l“fll'llli'lsl"Il’ll‘fclflilli
L 1 1 17 | 1¥n 1 1n | 1vn !
s l 7 T 1 !
Résultats: C ‘
. L- Déplacements nodaux :
' Y.deplac »Z.deplac
Noeud P trdh)
1 -0.6690E~08 0.3014E-07
2 0.2403E-07 0.2672E-07
3 -0.2571E-07 -0.2067E-06
4 -0.5051E-06 -0.6168E~06
5 ~0.5175E-06 0.6260E-06
6 0.1580E-06 0.6508E-06

2- Les actions aux extrémités des élénents

- . AM Amz Ama Ama
Elément RN (RN om) CEND (KN .m)
i 0.0000 0.0000 0.0087 -0.0018
2 -0.0087 0.0018 0.0266 -0.0229
3 -0.0266 ¢.0229 -0.1981 0.0219
4 0.1981 | -0.0219 0.1764 0.0315
5 -0.1764 {-0.0315 0.0000 0.0000
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Pour une poutre partiellement chargée. Une solution sous forme

d'une série trigonométrique infinie a été proposéé par Hetenyi [26]

tel que : , .
nrnC nrrC : nrx
< .._...._...—..-...i.- - _'._._._2.......... ) _Bin_—._.__.__
e(x) = 2qL : (cos T cos T, T
o batr § 4
& 'EI n.(n" + _KL )-
n* JEI

En prenant leés (20) premiers termes de la série Betenyil26] a
trouvé les résultats suivants pour les abscisses ( x = 3.m et x
= 4.m ) correspondant aux noeuds (4) et (5} pour notre étude:

y( x = 3 ) = 0.4978E-06

y( x = 4 ) = 0.5187E-06

Exemple.l.2:Poutre uniformément chargée parfaitement encastrée i ces

extrémités avec un appul intermédialre simple

Données : ET = 7.5E08 lb.in° N = 1000. 1b
K = 750. psi L = 100. in
3 g (b / 1in) .
'N:&&JJ-&iiii\i&J&J&L{_Li\N
_"Arltlrrltrr |E|v|lill!ill\lllllltovlnlic,"‘
ao i.'n% 7O in |

{ ! |

La poutre est divisée en (10) éléments égaux de (10 in } de longueur
Les résultats trouvés en utilisant notre - méthode sont réprésentés

sur les diagrammes ci-desgsous:

La réaction de l'appui B est égale a
| R, = 57.4334 g .
K.T Sundara Raja.and S.Anantharamu [541 ont trouvé, R, = 59,3048 g
les diagrammes des moments fléchissants et dé la déformée présentent
une meilleure épproximation avec ceux trouvés par les deux auteurs. '
= -33.7323 g Q = 4.1350 g

M
M= -293.1800 g -9 = -25.9537 q QS = 31.4797. g
M_ = -434.5549 g Q. = -35.6518 g
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Les diagrammes ci-dessous résument les résultats daps les différents

points de la poutre.

' 0.0001 —
— -
3] =
K -
i 0.0000 — T
&

3 -
vy & ]
N P 7
=3 ~0.0001 — S~ ]
S 0
m o :

=0.0002 T T 1 ™T T T T T T T T7
R 0.0 - 26.0 0.0 6.0 100.0
s x(in)
&0.0

& |
b I\‘\
& .
& 0.0 o~ T~
< R

=50.0

22ULLO
Q(q.16)
IZERNERAN] !IIi!]JIl JIiIIELED

o
©
2o
&
°
@
5
o
2
@
o
-y
©
s
©

LY
&
L,
E{ ~100.0 T T T T T ™TT
8,0 26.0 b0 . 75.¢ 160.0
g' afin)
) §00.0 -
1 : — I ‘
: : //K\\\x
T ey
& ? 010 :M// . -
g ﬁv E l\.‘_—d—/
E S
~ :5 =-&00.0 -
s S~
- -
—, -
|l -—
P ~1000.0
S . T T 7 T T 1 T T T
&
8
3
e
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Exemple I.3 :Une poutre avec appuil élastiéue intermédiaire.

0.03 t - 4d 0.01 t 0.02 t
e e ' Ty
_—_—bi;\ B | B [N AR Jk A S i mn Aut [N S N N A SN SN N g\c.
2™ 8r
EI1, Ki, L1 T EIz’Kz' L2
Données: 5 EIi= 200 t.om ‘EIZ = 100 t.cm
K, = 0.0002 t / cm K, = 0.0003 t / em’
L1 = 100 cm L& = 100 cm
Se = 0.003 t / cm g = 0.0002 t / cm

La poutre est divisée en (10) éléments égaux de longqueur
(20 cm ) chacun. Les valeurs des déplacements et des efforts dans

leg noeud sont données par les diagrammes ci-dessous.

Les valeurs particuliéres sont:

Y, = - 0.4016 cm vy, = ¢.0000

e, = - 9.4832E-03 rd 8, = -1.1747E-03 rd _
M= ~-0.1984 t.cm Moo= 0.0758 t.cm L = ¢.0000
Q. = 0.0094 t Q, = -0.0033 t Q. = -0.0003

Les valeurs des déplacements obtenus par Lee S.L et Wang T.M [36] au
. noeud B sont:  y_ = ~0.3975 cm et 8 = -0.00925 rd
au, noeud C : 8_= -0.00171 rd.
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1.0
e
=
0.0 = S —
™ =
bt = .
-1.0 5
~2.0 F—r—r-17 T T T T T T T T
0.0 50.0 100.0 1580.0 200.0
: z{em) '
(Ex.1-8) Diagromme de la ligne deformee
0.2 —
- -. R
E i \*\\‘.—'//
i - |
hes p
= -0.2 ”
~0.4 T

b
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Exemple I.4: Une poutre reposant directement sur le sol:

Données: EI = 7.50E08 lb.in" P = 5000 lbs
K = 750 psi g = 100 1b / in”
. .
J' q
I { 1 1 1 i I 1 | I i 1
A B C D E
yBX(10Lny ) Zxi143 &y A Lno

lzu(!.())
I

{ T ! 1

La poutre est divisée en (13) éléments distinbfs commé il est
indiqué sur la figure.
Les résultats particuliers donnés par le programme "Poutre” sont les

suivants:

Noeud Y.Deplac Z.Deplac | M - Q
¢ins cxrds ¢1lb.im « 1bs
-A -0.1162 ~-0.7672E-03 0.0000. 0.0000
‘ ‘ 2856.5193.
B -0.1352 ~0.2187E-03 41735.7809 | 5143 4807
C -0.1303 0.5539E~-03 19077.5786 -69.4885
D ~7.4980E-02 0.1648E-02 13537,4844' -§71.3874
E -4.1010E-02 0.1714E-02 0.0000 0.0000
Les valeurs des efforts et des déplacements dans les autres

de la poutre sont représentés sur les diagrammes ci-dessous.
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a.o e
-0.1 ,,,—‘:‘"'JMr
- :\-.“1%——*-——-4-—-*”‘/
L0 3
ity -
~ 7]
-0.2 -
~0.8 ~—p—r—— T T T T T T I T T T T T
00 26.0 &50.¢ 75.¢0 100.0 1268.0
. z(in) |
(Ex.1-4) Diagramme de la ligne deformee
20000 —
0 -
l\ :
g -20000: \ / T—
5 -
= —
\a;'--:oooo_ \,,.
~80000—
=80000 “———1—1— T T T T T T T T T T T
0.0 26.0 §0.0 75.0 100.0 125.0
z(in)

' (Ex.1-4) Diagrarmme du moment Jleohissant

’
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II- ExemMpPLES "PORTIQUES _ PLAN"

Exemple'II.l :Portique en forme de cadre reposant sur une fondation.

élastique. , d
2 N EWR T BTN PEN RPN
Données; E = 2.9E10 N / m Fy (z 4
b= 1. m° h = 0.30 m ol Cas - .
H= 4. m L =4.5 m .
g = 2.5E04 N / m° ' 4 2 4

4 [ 5]
BUREEEE N i
L L |
{ . [

(=

1 cas : Sol mou +..... K = 4.E06 N / m

1- Les déplacements des noeuds :

Noeud X.Deplac Y.Deplac ZiDeplac
 {m) (m) (rd)

1 0.0000 -0.6963E-02 0.6715E-03

2 0.0000 -0.6963E-02 -0.6715E-03

3 0.5403E-07 -0.6989E-02 ~-0.6800E-03

4 -0.5403E-07 -0.6989E-02 | 0.6800E-03

2- Les réactions d*appuis :

Ruf:208'9349 N R, = -208.9349 N

&
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3- Les actions aux extrémiilés des éléments ¢

Ama Amz Am3 .
Elément
Ana (N) Ams (N) Ao (N.m)
l- 56250.0000 -208.9349 21629.7084
~56250.0000 208.9349 -22465.4478
5 208.9349 56250.0000 22465.4478
~208.9349 56250.0000 -22465.4478
3 56250.0000 208.9349 22465.4478
-56250.0000 ~208.9349. {-21629.7084
4 0.0000 {-56250.0000 |-21629.7084
o 0.0000 |-56250.0000 -21629.7084
2°™® cas Sol moyen K = 32.E06 N / m°
1- Les déplacements des noeuds :
X.Deplac Y.Deplac Z.deplac
Noeud (m) (m) (rd)
1 0.00000E00 | -0.13920E-02 0:59644E-03
2 0.00C00E00 | -0.13920E-02 {-0.59644E-03
3 0.36417E-06|-0.14178E-02 {-0.65417E-03
4 -0.36417E-06]-0.14178E~02 0.65417E-03

2- Les réactions dfappuis

R =
AX

s

1408.1348 N

2%
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3- Les actions aux extrémités des &léments:

Elément .AVE] Am2 Dma
Ana (N) A (N) AMa (N.m)
1 - 56250.0000 -1408.1348 17584.1574
~-56250.0000 1408.1348 ~23216.6966
5 1408.1348 56250.0000 23216.6966
~1408.1348 56250.0000 -23216.6966
3 56250.0000 1408.1348 23216.6966
-56250.0000 -1408.1348 -17584.1574
4 0.0000 -56250.0000 -17584.1574
0.0000 ~56250.0000 17584.1574
3™ cas : Sol dur K = 80.E06 N / m
1- Les dénlacements des noeuds
X.Deplac Y.Deplac Zz.deplac
Noeud (m) (m) (rd)
1 0.00000EQO0 | -0.80635E-03 0.51089E-03
2 0.00000E00 |-0.80635E-03 {~0.51089E-03
3 0.71761E-06!-0.83221E-03 |-0.62464E-03
4 -0.71761E~06 ~0.83221E-03 0.62464E-03
2- Les réactions d'appuls :
R = 2774.7482 N R = -2774.7482 N
ix 2%
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»
L

3- Les actipnﬁ aux extréemités des éléments :

Elément AMa Amz Ama
Ana {N) Antr (N) Amo (N.m)
1 56250.0000 -2774.7482 12973.8302
-56250.0000 2774.7482 | -24072.8230
2 2774 .7482 56250.0000 24072.8230-
-2774.7482 56250.0000 ~24072.8230
3 56250.0000 2774.7482 24072.8230
-56250.0000 -2774.7482 ~12973.8302
4 0.0000 -56250.0000 -12973.8302
0.0000 -56250.00600 12973.8302

Les résultats des moments aux extrémités des é&léments obtenus par

SIMVOULIDI [53] en considérant le sol comme un semi-espace infini, po

le méme exemple avec un scol moyen ( K = 32.E06 N / m ), sont les
suivants : ,
Elément A3 Ama
(N o (N a2
1 13440 -23544
2 23544 ~23544
3 23544 -13440
4 -13440 13440

Exemple I1I.2 :Le méme portique précédent ' avec une charge

concentrée.

P
Données ; 0.6 L 0.4 L1
Les mémes données que 3 22 4 (a3 5
l’exemple II.1 avec : XS Ca H
H=L=4.5m , . e
P = 12.E04 N ;H}fﬁ?iff?\i}\ff“
L

| H
i 1
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1

(=14

cas

Sol mou

K

4.EQ06 N / m

1- Les déplacements dex noeuds :

Noeud x.?i?lac Y.?§€lac Z.?gg}ac
1 0.00000E00 | -0.34951E-02 |-0.98165E-03
2 0.00000E00 |~0.11551E-01 |-0.26705E-02
3 0.78677E-02|-0.35194E-02 | -0.26968E-02
4 0;78666E-02 ~0.10269E-01 ;| ~0.14275E-02
5 | 0.78659E-02|-0.11589E-01 ' -0.64373E~-03

. 2- Les réactions d’appuis

R
ix

3512.0977 N

R
2x

-3512.0977 N

3- Les actionﬁ Aux extrémités des éléments

Elément YR Amz AM S
Ana {N) Am (N) A (N.m)
1 46995 ,5627 -3512.0977 16966.7227
~46995.5627 3512.0977 -32771.1626
'2 3512.0997 46995.5627 32771.1626
-3512.0997 -46995.5627 94116.8566
3 3512.0977 -73004.4373 1-94116.8566
-3512.0977 73004.4373 ~37291.1305
4 73004.4373 3512.0977 37291.1305
-73004.4373 -3512.0977 -21486.6907
5 0.0000 -46995.5627 -16966.7227
0.0000 -73004.4373 21486.6907
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o e

| 2

cas : Sol moyen

K =

32.E06 N / m°

1- Les déplacements des noesuds :

Noeud X.?i?lac Y.?i?lac Z.?ig}ac
1" | 0.00000E00 |-0.10368E-02 | 0.48089E-03
2 ~ 0.00000E00 |-0,20907E-02 | ~0.10183E-02
3 0.86235E-03|-0.10611E-02 |-0.11090E-02
4 0.86089E-03!-0.35750E-02 | 0.12212E-03
5 ~0.21285E-02 |. 0.88096E-03

0.85991E-03

2- Les reactions d"appuis :

3~ Les actions aux extrémités

Rax

4733.1995 N

R

22X

des éléments

-4733.1995 N

Flément Ami Amz FAVET
Anta {(N) Ams (N) Aris {N.m)
1 47002.9817 -4733.1995 12403.2663
. -47002.9817 4733.1995 -33702.6641
9 4732.1995 47002.9817 33702.6641
-4733.1995 ~-47002.9817 93205.3865
3 4733.19295 -72997.0183 ~-93205.3865
. —4733.1995 72997.0183 —-38189.2465
4 72997.0183 4733.1995 38189.2465
-72997.0183 -4733.1995 -16889.8486
5 0.0000 -47002.9817 -12403.2663
0.0000 -72997.0183 16889.8486
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ama

K = 80.E06 N / m

3 Sol dur

cas

1- Les déplacements des noeuds :

X.Deplac Y.Deplac Z.deplac
Noeud (m) (m) (rd)
1 0.00000E00 |-0.69694E-03 0.510C0E-03
2 0.00000E00 |-0.11475E-02 |-0.77515E-03
3 0.25406E-03!-0.72126E-03 |-0.93%01E-03
4 0.25217E-03:{-~0.28347E-02 0.24894E-03.
5 0.25090E-03|-0.11853E~02 .| 0.97973E-03
2- Les réactions d’appuls @
"R _ = 6111.1081 N R = -6111.1081 N
1X 2X

3- Les actions aux extrémités des &léments

Elément AM1 Amz Ama
. (O e (0 e (Nem)
1 47014.3776 -6111.1081 7260.6015
-47014.3776 6111.1081 ~34760.5880
) 6111.1081 47014.3776 34760.5880 .
-6111.1081 |-47014.3776 92178.2314
3 6111.1081 |-72985.6224. |~92178.2314
-6111.1081 72985.6224 -39195.8890
4 72985 .6224 £§111.1081 39195.8890
~72985.6224 -6111.1081 -11695.9024
. 0.0000 |-47014.3776 -7260.6015
0.0000 1-72985.6224 11695.9024

123




EXEMPLES

Les résultats des moments aux extrémités des éléments obtenus par

SIMVOULIDI {531 pour le méme exemple et pour le cas d'un sol mqyeh

( K = 32.E06 N / m" ) sont reprégsentés

dang le tablean suivant :

Elément ?:im) (if:)
1 6888.53 -36908.89
Co- | 2 36908.89 93306.45
' 3 ~93306.45 | -36666.70
4 36666.38 ~6646.97
5 -6888.53 6644.42

Exemple II.3 :Un portique sur semelles isolées

Données
dimensiong des semelles: l P
A=B= 1-m _ S = lcmz g -
3 (2 -3
donce le rayon égquivalent q E%“’ H
des semelles est: : S EE .
L 1
: i—ANm&:qb\_zgggh
SR — M x
s Vv;i“
R = = = 0.32 m
, L/2
' T
Groupe de 'sol : sable dense ..... E = B80.E06 N / m

c
i

Les raideurs des ressorts égquivalents
comme élastigue sont
_ C16.(1 - v )
SR!= E .R
( 7 -8 )( 1 + 2 )
2

g
]
B

2 =

Y (1 -v% )
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4 ,Es

Sk =

R

= 3 (

Dchnées relatives a la structure

1 -w

2

)

= 03.9E06 N / m

F =3,1El0N/n b = 1.m h = 0.3.m H=1
P = 8.E04 N g =1.5E04 N/ m
1- Les déplacementzs des noeuds:
X.Dbeplac Y.Deplac Z.deélac
Noeud (m) (m) (rd)

1 0.78438E-03|-0.25920E-03 |-0.24120E-02

2 0.47878E-03|-0.11433E-02 |-0.24952E-02

3 0.81076E~02!-0.26556E-03 | -0.97209E-03

4 0.81027E-02! ~0.13644E-02 | 0.14552E-04

5 0.80978E-02|-0.11714E-02 | 0.44485E-03

2- Les réartions des ressorts:

R, = -37257.9137 N
R, = 14784.5459 N
R_ = 9406.9213 N.m

[ 8-4

3~ Les actions aux extrémités des

R =
M

R =
2y

R =
22

-22742.0863 N
65215.4541 N
9731.2624 N

eléments:
Eiément AM1 Amz i AMg
An4 (N) A (N) . AMG (N.m)
1 14784.5459 37257.9137 9406.9213
-14784.5459 22742.0863 19624.7334
é 22742.0863 14784.5459 -19624.7334
~-22742.0863 | -14784.5459 49193.8252
3 22742.0863 | -65215.4541 -49193.8252
-22742.0863 65215.454] -81237.08295
4 65215.4541 22742.0863 81237.0829
-65215.4541 1 -22742,0863 9731.2624
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Les résultats obtenus par la méthode de CROSS qui considére le

portique comme parfaitement encastré A la base gont les 'suilvants:

Elément AM3 (N .m3 AMS (N .om
1 42035.85 -12615.66
2 12635.28 456142.13
3 -49142.13 -46244.34
4 46244134 42065.28

Exenple 11.4

Analyse d'un portigque & fondation mixte(semelle

igsolée et semelle filante) reposant sur une fondation élastique.

q

F 1
1 R SO S N S A T S M T
7 7 a t|s o
(23 {4} [ -]
qz' qz‘ 3-m
F
PSR A A P T A A A A
4 (o) 5 ctos )
Spa (1) Soa Sn 1 €3 e (5 Gps 3.m
§\ Pi /'E § A .2 . é: .3 \
‘SRR‘/—%—- m@&é‘i\r&%ﬁ&“\
. 4.m - 3.m L,
¥ 1 *
Données
F, = 8000.N F, = 4000.N
g = 10°:N / m q, = 3.10° N /
- Argile plastique.

Groupe de sol :.

A.E06 N / m°

- Raideurs des appuis élastiques

- Module de fondation K =

Spe = 2.3E06 N / m
, Sz = 3.1E06 N /'m
' Sra = 0.2E06 N /' m
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Dimensions des colonnes {30 x 30) cm’

Dimensions des poutres : (30 x 40) cm’

Module d'Young pour la structure E = 3.1E10 N / o

Les résultats donnés par le programme "Portique™ sont listés dans

les tableaux gqui suivent

1- Les valeurs des déplacements des noeuds

Noeud X.Dep;ac Y.Deplac 7 .Deplac
£ tm {rdd

1 —0.78542E~03| -0.27890E-01 0.16668E-02
2 0.15018E-02|-0.20577E-01 0.32913E-02
3 0.14996E-02|-0.12569E-01 0.19248E-02
4 -0.54725E-02| -0.27983E-01 0.13285E-02
5 ~0.54623E-02] -0.20697E-01 | 0.23354E-02
"6 ~0.54489E(02{ -0.12657E-01 0.27133E-02
7 -0.11653E-01]-0.28011E-01 0.17274E-02
8 ~0.11678E-01|~0.20715E-01 | 0.23118E-02
9 -0.11692E-01|-0.12687E~01 0.25832E-02

2~ Lag réactions des ressort=

1806.4596 N

‘R _.= R _ = -3454.1400 N
1X zZX . .

R = 86460.2374 N R = -344%.0800 N
1y 2x

R _ = -350.0207 N.m .

17
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3- Les actions aux extrémités des éléments :

Pod AMm2 AM9
Elément At (N A <g) A (N ot}
1 B6460.2374 -1806.4596 -350.0207
- -86460.2374 1806.4596 -5069.3581
2 26132.5983 -14845.0766 -25050.3513
' -26132.5983 14845.0766 -19483.8786
3 112101.7246 13727.1865 27257.8440
-112101.7246 -13727.1865 13923,.7156
4 16120.4001 7018.2656 10692.6071
-16120.4001 -7018.2656 10362.1896
5 81438.0380 79.2731 5618.8071
-81438.0380 -79.2731 -5380.9878
6 27747.0017 15826.8f11 22833.3010
-27747.0017 -15826.8111 24647.1322
7 22845.0766 26132.5983 1%484.8786
-22845.0766 13867.4017 5045.5144
15826.8111 2252.9983 -15407.7040
. 8 -15826.8111 27747.0017 -22833.3010
-5038.6170 60327.6319 30116.7094
9 9038.6170 59672.3609 -28809.1530
-15747.5380 36308.9637 4192.8303
10 15747.5380 53691.0363 -30265.9393
6818.8975 7112101.7246 ~27257.8440
11 -6818.38975 -81438.0380 5380.9878"
Vérification=s @
-Equilibre du noeud (5) : I M 0. . soit:

A (3)-+ Ama (4) + Ams (9) + Ama (10) = 0.

13923.7156 + 10692.6071 -28809.1530 + 4192.8303 = 0.
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-Equilibre du noeud (6) :

Ama (5) + Ams (6) + Ams (10) = O. en effet,
5618.8071 + 24647.1322 - 30265.9393 = 0. {ok)
—Eéuilibre du noeud (2)

Ama (3) + Ama (11) = 0. en effet,

27257.8440 - 27257.8440 = 0. (ok)

—L;équilibre des korces horizontales : -

Pour <la premidre étage : Q(2) + Q(4) + Q(6) = I forces
horizontales au-dessus du premier étage soit :

Amz (2) + Amz (4) + Aus (6) = F, = 8000. N en effet,

~14845.0766 + 7018.2656 + 15826.8111 = 8000. (ok)

-L'équilibre des forces verticales

On peut vérifier pour le méme étage gque > N = Z forces
verticales agisszant au-dessus du premier‘étage, soit:

Ama (2) + Ama (4) + Ams (6) = g .L = 70000. N en effet,

26132.5983 + 16120.4001 + 27747.0017 = 70000.0001 # 70000. N {ok)
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Exemple IIT.1

1]

it

III-"ExeMPLES “STABILITE ELASTIQUE ~

ci~dessous.

10. t

1 t/m

Dimensions des poteaux

dimensions des poutres

F
2

EN

4.m

Soit & étudier la stabilité élastique du portigque
F B
1 N A A S0 R
5 <5 o
(23 qz (3 I
F 3
2 b vk bl
3 (&) <
SR1 {4) (d) ('Sni
X " (7 2
s ~eR

8. .t

2.t/m

( 40 x 40 ) cm

( 40 x 50 ) cm

Module d'Young de la structure : E =
Données relatives au sol de fondation
- Srt = 2.E07 N/m

- Module de fondation

K =
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Le premier calcul se fait sans tenir compte de l'effet de

Résultats @

Caleul par approximation successive

-

" l'effort

nornal c-a-d tous les efforts normaux dans les_éléments sont nuls.

Les résultats du premier calcul sont les suivants:

*-Résultats du premiére itération

est le nombre des éléments.

Nti

iy =

0. (i = 1,m) odt (m)

Effort nofmal (N) Valeurs des déplacements
Elem Nt Noeud X.depl m Y.depl ¢m>y- Z.depl «rd>
0. 1 0.2249E-02 0.9173-03 ~-0.1604E-02

2 0. 2 0.2251E-02 | -0.1516E-02 -0.1834E-02
3 0. 3 0.1257E-01 0.9882E-03 -0.2310E-02
4 0. 4 0.1253E-01 |-0.1694E-02 | —0.1958E-02
5 0. 5 0.2033E-01 CY,1008E-02 -0,.,1433E-0G2
6 0. 6 0.2026E-01 |-0.1750E-02 ~-0.1268E-02]
7 0.

Résultats du deuxiéme itération N 211y = -an. 1t L1

Effort normal {(N) I Valeurs des déplacements

Elem N’ Noeud X.depl ¢m) Y.depl cm Z.depl «rd>
1 79404.1235 1 0.2249E~02 0.9199E403 ~-0.1609E-02
2 "23344.2419 2 0.2251E-02 [-0.1518E-02 -0.1837E-02
3 -63344.2419 3 0.1260E-01 0.9911E-03 -0.2315E-02
4 -199404.1256 4 0.1256E-01 |-0.1697E-02 -0.1963E-02
5 -57420.5090 5 0.2037E-01 0.1012E-02 -0.1435E-02]
6 -33988.5456 6 0.2030E-01 |-0.1753E-02 ~0.1270E-02
7 1376.2860
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*- Résultats du troisidme itération 1) = -1, 1)
Effort normal (N) Valeurs des déplﬁcements
Elem N’ Noeud X.&epl cmo. Y.depl ¢m> Z.depl ¢rd>
7965Z2.84860 1 0.2249E-02 0.9199-03 ~-0.1609E-02
2 23435.1327 2 0.2251E-02 {-0.1518E-02 -0,1837E-02
3 ~63435.1327 3 0,1260E-01 0.9911E-03 -0.2315E-02
4 -199692.848¢0 4 0.1256E-01 [-0.1697E-02 -0.1963E-02
5 -57309.6921 5 0.2037E~01 0.1012E-02 ~0.1435E~-02
6 ~-33605.8824 6 0.2030E~01 |-=0,1753E-02 -0.1270E-02
7 894.2824
*- Résultats du quatriéme itération : N “Uliy = -ax Cli, 1)
Effort normal (N) Valeurs des déplacements
Elem N’ Noeud X.depl ¢m> Y.depl «m Z.depl ¢rds
1 79692.5237 1 0.2249E-02 0.9199E-03 -0.1609E-02
2° 23435.0487 2 0.2251E-02 j-0.1518E-D2 -0.1837E-02
3 -63435.0487 3 0.1260E~01 0.9911E-03 -0.2315E-02
4 -199692.5237 4 0.1256E-01 (~-0.1697E-02 ~0.1963E-02]
5 ~57309.4489 5 0.2037E~01 0.1012E-02 ~-0.1435E-02
6, -33605.0874 6 0.2030E-01 [-0.1753E-02 -0.1270E-02
7 893.2624
Conclusion @
D'apres les résultats des gquatres premiéres 1itérations, nous
pouvons constater la convergence des vecteurs déplacements et
forces vers des valeurs constantes ce gqui nous pérmet de conclure

que le portique est élastiguement stable.

Les résultats finaux & 1'état gstable sont les suivants
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1- Valeurs des déplacements nodaux:

Noeud X.depl ¢m» Y.depl <m> Z.depl (rd

1 0.22495E-02 0.91998E-03 -0.16086E-02

2 0.22505E-02 | -0.15184%-02 -0.,18370E-02

3 0.12600E-01 0.99113E-03" -0.23146E-02

4 0.12560E-01 {-0.16967E-02 -0.19625E-02

5 0.20369E-01 0.10121E-02 -0.14352E-02

6 0.20301FE-01 |-0.17533E-02 -0.12703E-02

2- Les réactions des ressorts:
Noeud (1)} Noeud (2)
R = -44990. N R = =45010¢. N
1 X 2
R = -73598.4 N R = 121472. N
1y 2y
3- Les actions aux extrémités des éléments

Elén‘ient AA:: (N AA:; (N3 AAﬁi EN. v
i -79692.5231 89085.4625 - 143756.0234
79692.5231 -89085H.4625 122675.4659
2 -23435.0486 42690.5508 508?7.3042
. 23435.0486 -42690.5508 77062.2839
s 63435.0486 57309.4492 96519.4294
-63435.0486 -57309.4492 75899.9481
4 168692.5221 90914.5375 135536.8563
-199692.5231 -90914.5475 T 139256.5745
s 57309.4492 | -23435.0486 ~77062.2839
-57309.4492 . 63435.0486 -96519.429{
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6 33605.0883 -56257.4745 -173502.7702
-33605.0883 136257.4745 ~211436.8044

7 -893.2692 -67504.3575 ~143756.0234
893.2692 43245.3245 -139265.5745

Exemple IIT.2 : Etude de la stabilité .élastique "d'un portique

toiture oblique.

q, '
R R R
[ . % o¥
(-] [9-] _
T a P o
PR IR (4
L 4 .m
" - g, (%)
e ] ] IEINACS
| EREERE I NI A 3
L s b S R RT T L S b o S L S S e A i e e e S
K
I .M I om
I I 4
¥ * \
Donnéesg : |
* Les densités de charges:
<+
q, = 10°. N / nl ’
q, = 3.10° N / ml
q, = 4.10° N / ml
* Lexs caracteristiques géométriques de la structure:
-Le moment d'inertie des poteaux: T = 0.00212 m
~La section des poteaux: Ax = 0.16 i
-Le moment d'inertie des traverses: I = 0.00426 m®
~La gection des traverses : Ax = 0.19 o
-Le moment d'inertie de la poutre de fondation: I = 0.00426 m®
-La section de la poutre de fondation: A, = 0.19 o
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* Les caracteristigques mécaniques du sol de fondation:

80.E06 N / m

-Le module de fondation: K =
~La raideur horizontale du sol de fondation : k = 40.E96 N/ m
*~Premiére itération: ﬁ“(i) = 0.

Effort normal (N) Valeurs des déplacements

Elem Nt Noeud X.depl <m» Y.depl ¢m Z.depl trd>
1 0. 1 0.2513FE-03 | -0.1476E-02 0.4284E-03
2 0. 2 0.2487E-03 |-~0.2207E-02 -0.1319E-02
3 g. 3 0.2192E-02 | -0.1572E~02 ~0.1286E-02
4 0. 4 0.3675E-02 | -0.2315E-02 0.6858E-03
5 0. 5 0.3059E-02 | ~0.4279E-02 ~-0.3583E-04

* Déuxiéme itération (2 —AMu>(i,i)

N (i) =

Effort normal (N) Valeurs des déplacements_

Elem N’ Noeud X.depl ¢m Y.depl tm: Z.depl ¢rd>
1 ~80394.2733 1 6.2513E—03 —Q.i475E—02 0.4271E-03
2 -42605.7689 2 0.2487E-03 |-0.2210E-02 -0.1323E-02
3 -45759.0194 3 0.2207E-02 |-0.1571E-02 -0,1299E-02
4 -90365.7267 4 0.3693E-02 |-0.2318E-02 0.6855E-03
5 -1780.5656 5 0.3076E-02 ;-0.4284E-02 -0.3583E~04
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* Trolsieéme itération :

N (1) =

-AM{

2ei,1)

Effort normal {(N) Valeurs des déplacements
Elen N Noeud X.depl «m> Y.depl tm) Z.depl «(rd>
1 -80352.1207 1 0.2513E-03 |-0.1475E-02 0.4271E-03
2 -42591.7946 2 0.2487E-03 {-0.2210E-02 -0.,1323E-02
3 -45771.7047 3 0.2207E-02 | ~0.1571E-02 -0,1290E~02
4 -90407.8793 4 0.3693E-02 {-0.2318E-02 0.6855E-03
5 ~1781.2065 5 0.3076E-02 | ~0.4284E-02 -0.3583E-04
Conclucion:
Les vecteurs forces et déplacements convergent vers un
état stable, ce qui explique la dtabilité élastique
du portique. '
Les résultats finaux des déplacements et des efforts a 1'état

stable dans le portique, sont listés dans les tableaux suivants:

1- Valeurs des déplacements nodaux:

Noeud X.depl ¢m> Y.depl tm: Z.depl «(rd
i 0.25134E-03 |-0.14751E-02 0.42711E-03
- 2 0.24866E-03 | -0.22103E~02 ~0.13226E-02
3 0.22071E-02 | -0.15708E-02 -0.12900E-02
4 0.36930E-02 | -0.23179E-02 0.68545E-=03
5 0.30759E-02 | -0.42840F-02 -0.35831E~-04
2- Lec rdactions des recssorts:
Noeud ( 1 ) Noeud ( 2 )
R = -10053.60 N | R = ~9946.40
1 X 2X
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3- Las actions aux

extrémités des &léments:

] DM s Amz AM 3

Elément i, And (M A (N Ao (M. Y
1 80352.1334 21888.3737 '36344.2615
. -80352.1334 18111.6263 -28633.6192.

) 42591.7730 70501.3278 28633.6192
-42591.7730 19497.0945 52132.4873
3 45771 .6751 9957.3882 -52132.4873
-45771.6751 80041.0340 -58773.7910

s 90407.8666 18111.6263 58773.7910
-90407.8666 -18111.6263 13984.1111
5 1781.2319 -80352.1334 -36344.,2615
-1781.2319 -90407.8666 ~13984.1111
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CONCLUSIOR ET RECOMMANDATIONS

Conclusion et Recommandations

-

A \- Problématique:

Lez hypothéses couramment utilisdes | dans
l'analyse des strctures hyperstatiques, gui ne prennent pas en
considération. l'effet de l'interaction sol-structure,
conduisent généralement A des conclusions qui s'écartent de la
‘réalité. En effet, 1la négligence de ce phénoméne, riscjue
d'avoir de graves conséquences sur la sécurité de 1'ouvrage a
étudier et sur 1l'économie (sous ou sur-dimensionnement de
1'ouvrage).

Le calcul d'un ouvrage et 1'analyse de - sa
stabilité ténént compte de l1'influence de. I'interaction
sol-structure nécessite le choix ‘d'un modele adéguat qui
représente d'une maniéré aussi proche que possible @ le
comportement de la structure et du sol vis A vigs de l'action

des charges extérieures.

Un bon modele doit prendre en compte:
- Le comportement non linéaire du sol de_fondétion.
- Les conditions des liaisons a l'interface sol-structure.
- Le comportement de la structure (rigide, élastique, ou

visco-élastique), sous 1'action des charges extérieures.

Tenant compte de ces conditions, le probléme est difficile a

résoudre par les méthodes classiques, il faut faire appel aux

méthodes d'analyse modérne telles que .la méthode des é&léments |
finis ou de différences finis.

Pour l'étude du probléme d'interaction statique sol-structure,

la maniére la plus simple de prendre le sol en compte, est

de le représenter par des ressorts reliant .un ou plusieur§

noeuds a une base rigide {(comme celul utilisé dans cette these),
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ce moddle rend l'analyse du phénoméne sinple, pratique, et
éouple pour un calcul moderne, et permet de résoudre le
probléﬁe d'interaction sol-structure d'une manieére globale,
sans faire recours aux néthodes de sous structures. Le ‘seul
probléme dans ce modele, réside dans  1'évaluation des
‘propriétés physiques du.sol de fondation gui sont généralement
mal connues. Cependant, des hypotheses simplificatrices ont
été employé pour évaluer les coefficients de Ballast & partir
des données expérimentalés afin de déterminer les raideurs des

ressorts représentants le sol.
B \~- Principaux résultats:

* I,'effet de 1l'interaction statique sol structure pour le
mod&le choisi, étant évalué Aa partir des coefficients
d'influences établis Ai“ﬁi,ﬁf

* 1a matrice de rigidité que nous avons élaborée est une
matrice exacte et complette, donc le choix d'un nombre
minimum d'éléments est suffisant pour avoir une meilleure

précision,

*. L‘qtablissement des coefficients d'influences A . nous a
permis-d'élaborer un programme de calcul général gu'on pourra
l'utiliser dans: o

1*-L'analyse des structures ordinaires,

{ K =0 et N=0).

2°-L'analyse et 1'étude de la stabilité élastique des

structures ordinaires, . : ( K = 0 et N #£0).
3°-L'analyse des structures ol 1l'on ‘tient compte . de

1'influence de l'interaction sol-structure,
{ K#0 et N = 0).
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4°-L'analyse et 1l'étude de la stabilité élastique
desstructures tenant compte de 1l'interaction sol-structure

({ K# 0 et N£0 ).

* Les différents calculs effectués par les programmes

A{Poutre et Portique) daﬁs le cadre de cette étude ont donné
des résultats qui refleétent mieux le cémportement de la
structure considérée. .
Pour les exemples des poutres continues traités dans cette
étude on a obtenu des résultats gui sont comparables a ceux
trouvés par d'autres auteurs en utilisant des méthodes de
calcul classigues [26],[54],[36].

"Pour les exemples de portiques (exemple : bitiments courants)
les méthodes de H.Cross et de Simvoulidi donnent des
résultats comparables & ceux ob%ehus par la méthode que nous
avons exposée dans le cas des sols durs c-a-d pour
(K = 80.10° N/m”. ). '
par contre dans le cas des sols moyens et des sols mous
K < 80.10° N/r_n2 il sera préférable d'utiliser la. méthode gque
nous avons établi ou celle de Simvoulidi, mais pour les
systémes 3 plusieurs étages, la méthode de ce dernier devient
longue, et peu pratique. Dans c¢e cas il sera plus intéressant

d'utiliser la méthode qué nous avons exposée.

Sur la base des résultats obtenis on a pu tirer les
constatations suivantes:

a)- Les efforts dans l'infra-structure (éléments de
l'interface sol-structure) sont beauccoup plus importants pour
le cas d'un sol mou que pour un sol dar, tandis gque les
efforts dans la super-structure sont beaucoup plus 1importants
pour le cas d'un sol dur que pou un sol mou, doné un calcul
slir et économique doit  prendre en considération le

comportement du sol de fondation, en effet, la méthode qu'on a
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éxposée peu fournir des résultats trés satisfaisants par

rapport aux méthodes classiques utilisées.

h)- En effet,les hypothéses simplificatrices employées par
les bureaux d'études, et selon lesquelles, les supports des
structures hyperstatiques sont parfaitemént encastrés a la
base, peuvent &tre acceptables pour le calcul des éléments de
la super-structure (cas 'défavorablel), tandis qgu'elles sous
estime les efforts dans les éléments de l'iﬁframstructure, ce
gqui sous dimentionne ces é€léments. Donc pour le calcul de ces
dérniers, la prise en compte de l'interaction du sol est
necéssaire pour la sécurité de la structure.

¢)-TL'effort normal dans les éléments de 1'infra-structure

est pour.tous les cas étudiés, est inferieur a la limite

(NLzZ K.E1), méme si les charges exterieures gqu'on a supposé
appliguées sur la structure, ont des valeurs qui dépassent les
nornes. Cependant, le flambement de ces éléments est

impossible, et l1'étude des éffets du second ordre est inutile.

* La méthode de calcul que nous avons exposée qui par

rapport aux méthodes connues, offre les avantages suivants:

1°=- La prise en compte de 1'influence de. l1'interaction
gol-structure, des déformations des seﬁelles, de ’la
rigidité des noeuds. ‘ '

2°—- Elle permet le calcul des structures sur’ fondationr de
types semelles continues ou semelles isolées ainsl gue les
structures a fondations mixtes (semelles -~ continues et
isolées).

3°- Elle permet d'analyser la stabilité élastique d'une
structure tenant compte de 1'influence de I'interaction

sol-structure.
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* gur la base des résultats obtenus on est amené a penser que la
méthode d'évaluation de l'interaction sol-structure conduit a
des prédictions tout 4 fait valables et donc d'une grande’
utilité pratique pour les ingénieurs.

D'autres exemples analogues seraient cependant nécessaires
pour confirmer cette affirmation. Il ne faut, par ailleurs,
pas perdre de vue que les méthodes d'interaction sol-structure
ne valent éue par la rigueur et le soin apportés a leur mise
en oeuvre et encore plus par la valeur et la représentativité.

des caractéristiques introduites dans le modele.

C\- Recommandations :

Pour les recherches futurs on recommande : .
* T,'utilisation d'un autre modele du sol dqui .refléte
miecux son comportement réel. Nous pouvons . suggérer a
titre dfexemple les modeles suivants: '
1° - En modélisant la résistance horizontale du sol par
des ressorts horizontaux gqui travail en par&llélé avec les

ressorts verticaux utilisés dans notre modéle.

2° - Un modeéle qui tient compte du compoftement

non-linéaire ,du scol en utilisant une méthode d'analyse
pas A pas.
3° - Un modéle permettant 1'analyse des structures

reposant sur un sol multi-couches.

* L'extension de la méthode :

1® - A un probléme tridimensionnel.

2® - A wun probléme non-lindaire’ en utilisant une
procédure 1térative pas a pas.

3° - A un calcul dynamique.
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