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SUJTET:

Détermination de l'etat de contraintes et de déjformations

dans un scol par la méthode des elements finis. }
|

RESUME :
Le présent projet consiste en l'élaboration de programmes bas-
és sur la méthode des éléments finis en vue de la détermination de

l1'etat de contraintes et de déformations au sein d'un sol,charcé
statiquement a sa surface.

SUBJTECT:
Determination of the states of stress and strain L1n a

soill using the finiLte element method.

ABSTRACT :
The present project consi1sts essentially in the developement
of finite element computer programmes for evaluation of states of

stress and strain within a soil loaded statically.
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INTRODUCTION

I.1) INTRODUCTION A LA METHODE DES ELEMENTS FINISJ

L'évolution actuelle de 1la technologie améne 1'ingénieur a
réaliser des projets de plus en plus complexes, couteux et soumis
A des contraintes de sécurité de plus en plus sévéres.

Nous pensons bien sur aux projets spatiaux aéronautiques et
nucléaires dans lesquels la sécurité est vitale.

Pour dominer ces projets 1'ingénieur a besoin de modéles qui 1lui
permettent de simuler le comportement de systémes physiques
complexes.

Dans les problémes relevant de la mécanique de structure
1'ingénieur recherche 1la répartition des contraintes et de
déplacements qui régnent dans la stucture étudiée afin de
s'assurer que la résistance de celleci est vérifiée et les
spécifications des fléches sont réspectees.

Le champ des contraintes calculé doit atre l'image d'un gysteéme de
forces extérieures et intérieures se trouvant partout enéquilibre
avec la condition supplémentaire que les déplacements doivent
rester continus (ce sont les notions d'équilibre et de
compatibilité).Pour un probléme donné deux étapes dans la
détérmination du systéme des contraintes et des déplacements sont
établies.

La premiére consiste & définir des équations régissant la golution
et satisfaisant des conditons d'équilibre et de compatibilité. La
geconde consiste a résoudre ces équations.

Une difficulté majeure mise A part la résolution des eéquations
choisies réside dans leur aptitude & représenter fidelement Iles
conditions réelles c'est a dire toutes les compléxités pouvant
intervenir dans la géometrie , le chargement et les propriétés
intrinséques des matériauxconstituant la structure.

Conservant a 1'ésprit cette premiére difficulté et les
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approximationa ¢uil ne mancueront paa d'en découler:; on  padae & la
gseconde étape avec la résolution des équations aux dérivées
partielles.

La #blution de ces équations n'est pas toujours facile a
établir en effet pour la plupart des problémes rencontrés dans
la nature ( cas de problémes bi ou tridimmentionnels )les solutions
éxactes ne sont pas connues.

Il est & peine plus fréquent que la construction d'une
golution 1litérale adéguate sous la forme d'un développement
comprenant un certain nombre de ces termes pour obtenir ' une
solution preécise.

Heureusement avecl'aveénement des ordinateurs les possibilitéa de
résolution se sont multipliées. Plusieurs méthodes numériques ont
été élaborées dans ce sens.Parmi elles:LA METHODE DES ELEMENTS
FPINIS.

L'idée debase de la M.E.F loragu'elle est appliquée & des problémes
d'analyse des structures est la guivante: on peut représenter de
maniéreanalytique un milieu continu en le subdivisant en domaines
possédant chacun ces propres fonctions pour décrire les contraintes
et les déplacements.

La forme & supposer est souvant choisie de maniére a assurer la
continuité du comportement de 1l'ensemble du milieu.

la M.E.F qui constitue une extension de la méthode des déplacenents
{ pour avoir été utilisée dans l'analyse des stuctures ) revet une
importance considérable quand il s'agit de résoudre des problémes
concernant les structures hétérogenea. De plus elle g'applique
aux problémes stationnaires ou non stationnaires linéaires ou
non linéaires.

En effet elle est "en mesure de:

-décrire 1les équations différentielles régissant chaque
domaine de la structure.

-d'offrir une aisance quant a la formation automatique de ces
équations.

- de représenter les compléxités de problémes réels ( de type
chargement et structure ).
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approximation simple des variables inconnues pour transformer les
équations aux dérivées partielles en équations algébriques.Elle
fait appel au trois domaines suivants:

-sciences de 1'ingénieur pour construire les équations aux
dérivées partielles

-méthodes numériques pour construire et résoudre les éguations

algébriques.
-programmat ion et informatique pour exécuter efficacement les

calculg sur ordinateurs.

1.2 JPRESENTATION DU SUJET

Dans la présente étude nous traitons le cas d'un sol semi-infini
chargé & sa surface ( charges réparties, charges concentrees ).

Nous noue emploirons & détérminer 1'état de contraintee et 1'etat
de déformations y régnant.

Nous étudions d'abord un sol semi-ifini élaggﬁagﬁéggPiiwgﬁgﬁc&%ﬁgt
(¥) soumis & une charge concentrée appliquée & saYde déformations
planes ayant des caractéristiques mécaniques définies ( module ae
YOUNG E et coefficient de POISSON ).

Ce sol est suppose avoir déja tassé sous son propre poids.

Une solution exacte a été élaborée pour ce type de probléme:
golution proposée par BOUSSINESQ basée sur les hypot heses
suivantes:

-gol élastique homogéne isotrope gemi-infini obéissant la loil de
HOOKE . .

-g0l non pesant

-gsol non contraint a l'état neutre

_la distribution des contraintes est indépendante de la nature du

matériau étudié



-la variation relative de volume du aol eat suppoadée négligée
-continuité des contraintes dans le sol

-distribution symétrique des contraintes par rapport a 1l'axe
suivant la profondeur du sol lorsque le chargement est
symétrique.

Le but de notre travail est de détérminer le champ de contraintes
et de déformations au gsein du s0l en essayant d'approcher au mieux
les hypothéses citées précédemment avec l'utilisation d'une méthode
numérique de calcul:LA METHODE DES ELEMENTS FINIS.

Nous procédons alors par subdivision du so0l en éléments
rectangulaires A& quatres noeuds ayant deux degrés de liberté par
noeud. Deux types de maillage sont & envisager:

un maillge régulier et un maillage non régulier et cecidans le but
de comparer les résultats obtenus avec la solution exacte.

Il arrive qgue l'ingénieur soit confronté a l'etude de certains sols
comportant des cavités ou des trous.

Ces cavités qui peuvent etre naturelles { grottes ) ou
artificielles ( tunnels) gont considérées comme des zones
dangereuses c'est a dire de faiblesse pour le sol dans la mesur~ ou
il y'a apparition d'un excédent de contraintes au voisinage de
celle ci.

11 serait intéressant de détérminer 1'état de contraintes et

de déformation d'un tel sol en vue de vérifier la résistance a la
rupture ( effondrement ) sous l'action d'un chargement extérieur.
Nous étudions le cas d'un sol présentant un tunnel circulaire
goumis A& un chargement réparti suivant une distance égale au
diamétre du tunnel.

Ce probléme est traité par la méthode des éléments finis en
utilisant 1'élément isoparamétrique a quatre noeuds avec deux
degrés de liberté par noeud.

Ce choix d'élément a été fait de maniére & approcher au mieux la
géométrie du tunnel.

En vue de résoudre les problémes précédement énoncés noug avons
élaboré des programmes informatiques qui traitent 1'élément
rectangulaire et 1'élément isoparamétrique.
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THEORIE DE L’ELASTICITE PLANE

I1.13 INTRODUCTION ':

N
=

Généralement les matériaux ont a l'état solide un comportement
complexe. Nous comprendrong a cet égard gu'il est impossible de
mettre au point une équation ni méme un systéme d'éguations
décrivant le comportement du matériau en tenant comptce de tous les

paramétres intervenant.

En pratique, on procéde & une formulation séparée d'équations
décrivant différentes catégories de réponses du matériau idéal.
Chacune de ces équations est une formulation mathématique ayant
pour but, l'approximation d'observations physiques de la répor~e
d'un matériau réel dans un domaine déterminé.

Comme exemple de matériaux idéaux, nous citerons:

- Solide élastique hookien 1déal.

- fluide visqueux newtonien.

La théorie d'élasticité est une méthode directe de formulation des
équations forces-déplacements.

Pour un solide soumis A un chargement donné, cette théorie a [~ r
but 1'étude des contraintes et des déformations qui ~n résultent

avec pour hypothéses:
- Les déformations sont supposées petites.

-La loi de comportement reliant contraintes et déformations est

linéaire. 5 %

- le solide est élastique, homogéne, 1sotrope.



II. 2) EQUATIONS GOUVERNANTES DE L’ELASTICITE

La theorie de l'elasticite consiste a formuler 3 types d'équations

gui sont :

* LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE L'EQUILIBRE
* LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS

* LES LOIS INTRINSEQUES DES MATERIAUX

I1.2> EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE L’EQUILIBRE

Les forces de volume

L'etat de contrainte dans le corps chargé varie d'un point a

un autre et les composantes des contraintes sont donc des

fonctions des coordonnées du point :

ox = ox{x,y,z) et oxy = oxyl(x,y,z)

L

4 Figure . A1

soit X,y.,z Les composantes de la force volumigque par unité de

volume, les éguations d'équilibre obtenues en faigsant le bilan des

forces élastiques agissant sur 1'élément prennent la forme

suivante :



.o @ox Orxy ITuz N
2X1—0 o & By ¥ +x=0

zyi=0 6Txyt day. 2Ty +y=0 (I1.1)

[ " dy dz

. BTwz  B8Tyz Jdoz B
221—0 i’ 4 By ok = +z=0

avec

ox : contrainte normale suivant x
oy : contrainte normale suivant y
oz : contrainte normale suivant z
Twy, Txz, Tyz :les contraintes tangentielles réapectivement dans

le plan xy, xz, yz.

11.2.2) EQUATIONS DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS ET COMPATIBILITE

11.2.2.1) EQUATIONS DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS

Oon traite d'abord le probléme A deux dimensions, puis 1l sern
généralisé A trois dimensions. Considerons un élément de coté
dx, dy, dz d'un corps élastique. Si le corps subit une déforr.ic . on
et que u, v sont les composantes du déplacement du point A ( les
déplacements sont des infiniments petits et varient d'une maniére

continue dans le volume du corps ), le déplacement dans Ia

direction x d'un point voisin B sur l'axe a une distancCe Ga da
point A sera :
au
+
- u ax .dx

Définissons les coordonnées des points de 1'élément

x . [x*dx . x+dx) | X
Ay F By i Clyrdy) 7 Ply+dy



y
Way -7
9y D -~ ¢
h——o-},’ /
 » (S > c /
" 1 7 ’Bl
s dy+Zdy | A~ Iié".dx
ay A'b:-“'—d —---ax
e - . dx . du
- - T ax &
-
X

Soit £x 1'allongement par unité de longeur suivant Xx.

., - _A'B'-AB)
AB

sachant que
(A'B")? = (APa)® + (PaB')? (I1.2)
ol
APA‘:JQE-.dX + dx
ax
PA'B'=-:-—X‘-’.dx
On obtient A'B' = (l+&x)dx (I1.3)

En élevant 1'équation (II.3) au carré et en !'identifiant A

1'équation (II.2), puls en divisant le tout par (dx)? on a
2 2
2 du du av
2.ex + £» = 2.—B—Xﬂ+ [ax] + [—5;;] (II.4)

Les termes d'ordre superieurs gont A éliminer en raison de

1'hypothése des petites déformations.

I1 en découle
an (TT1.5)




De la méme manidre, l'allongement par unité de longueur siuvart y

g'écrira:
~ av
- £x == ay (]‘:Ioﬁ)

La déformation tangentielle »xy est définie comme la diminution

d'un angle qui est droit avant déformation (Fig.II.3).
AY

Il en vient gue yxy s8'écrira comme étant la somme des angles 91 et
82 :
yry = 61 + B2 '
_ 8v du
YRy = ax * ay (II-?)

L'ensemble des équations citées précédement ( II.5,11.6,11.7 )
constitue trois égquations déformations-déplacements ~e problénmes
plans.

e B L s DY

b = ax r Y 6y

_ ou |, av (11.8)
ruy © 8y ax

Dans le cas ol l1'élément est A trois dimensions, en procédant de

la méme mani2dre que precédement on obtient, les équations

géometriques suivantes



au av . w

£ = . —;’-? H £y = —a—y— H Lz = —:3-2—
: (171.9)
¥ _ fu _ av . _ 8w | Ov
V3 ay ax * sz ay dz

£z représente l'allongement par unité de longueur guivant z.

yxy, ¥yz représentent les déformations transversales entre

les plans (yx) , (yz) et les plans (xy) , (xz).

11 .2.2.2> EQUATIONS OU CONDITIONS DE COMPATIBILITES

11 existe des relations qui expriment les restrictions sur la
forme des déformations pour que le systéme d'équations goit
intégrable.

Ces conditions d'intégrabilité sont appelées conditions de
compatibilité de déformations.

Les conditions de compatibilité relatives aux

probleémes plans, peuvent s'écrire de la maniére la plus élémentaire

qui soit: il suffit de dériver yxy par rapport a x et y .

vy a* 8 u a’ a v 2ex Ocy

= + = +

ax. 8y A3x.8y 8y adx.9y 8 x ay’ ax

2

Si on généralise cette condition a trois dimensions, on parvier

ensemble de six égquations qui sont:

10



9 £x a a8 yxy 8 yuz 8 yyz

2. = ( + - )
dy. 8z a x a z 4y 4 x
b 2
9 gy a 8 yyz A yxy 8 yuz
2. - ‘ ' B ’ 10
ax. 8z a8y d X 3 z ay (II. )
8% ca a @ yuzm & yyz g ywuy
2- = ( + — )
ax. 8y 4 z gy a x a z
dzyxy 3% e sty
= +
ax.ay a yz a x°
azyyz 62£y a £z
= +
dy.dz a z° a yz
62}'22 3’ ex 8’ez
= 4
ax.9z a z° a x°

La solution qui satisfait A toutes les conditions d'équilibre
et de compatibilité au sein dun corps et sur ces frontiéres,
constitue la solution unique. Il est trés important en analysc par
é&léments finis de conserver l'unicité de la solution, car si une
représentation par éléments finis parvenait a vérifier les
conditions d'équilibre et de compatibilité, alors on aurait
acceder a la Bolut_ion exacte.Et par conséquent tout affinage du

maillage serait unitile.

11.2.3) EQUATIONS INTRINSEQUES DU MATERIAU

Les équations intrinseque caracterisent les proprietes  du

materiau. Elle prennent forme de ox = E.ex dans le cas d'un état

de contrainte uniaxiale.

11



pans le cas d'un élément cubique soumis a des contraintes
normales ox, oy, oz et a des contraintes tangentiélles Txy, Tyz et
rwz alors les déformations s'éxpriment en fonction des contraintes

§

de la“faqon suivante : T B A

£x = % (oxw - v.loy + oz2) ) : yuy = T:;y

£y = ..%':_ (oy - v.lox + oz)) ; ¥Yyz = Téz (I1.11)
]. TZH

£z = (cz = v.loy + ox)) ; Yz = G

avec G représentant le module de cisaillement: G :_T_T%TET—

En exprimant les contraintes en fonctions des déformations, HOuUs

forme matriciéle on a :

(orx T A +2u X A 0 0 0 —] (£ ‘]

oy A AN+2u A 0 0 0 £y

oz A A A+2u O 0 0 £z

= 2

*Txy 0 0 0 n 0 0 4Ynyr (Ir.12)

Txz 0 0 0 0 M 0 yxz

lry= o 0o 0o o 0 u | by
avec :

A,u : coefficients de LAME définis par les expréssicns
suivantes:

v.E
o = (1-2.2) (1+v)
B E
H == 73 1+wn)
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I1.3> ELASTICITE PLANE EN COORDONNEES CARTESIENNES

Ce s8ont deux cas particuliers de problémes plans ou  les
équations sont trés simplifiées: ce sont 1'état de déformations
plan et ['état de contraintes plan.Dans ces deux cas, les

contraintes et les déformations sont indépendantes de la directinn

Z-

I1.3.1> ETAT DE DEFORMATIONS PLAN

Dans un etat de déformations plan, la dimension de la
structure dans une direction par exemple 7 est supposée | réy
grande par rapport aux deux autres directions (les directions x, y
). les forces appliquées agissent dans le plan xy, et sont

uniformément réparties dans la direction 7.

Les analyses de barrages, sol, murs de soutainement et autrew
ouvrages géotechniques en sont parmi1 les applications les plus

importantes.

11.3.1.1) DEFINITION

Un état de déformation plan est définit par:

u =u ( x,y )
v = v ( x,y )
w =.0

Dangs ce cas on définit trois composantes du tenseur de

déformations nulles



- a w —
£2= 5 = 0
R a w g a u -0
8 x a z -
- — a w a v -0
. a yx g z

Et trois composantes de déformation en fonction de x et y qui sont

o - d u
T8 x
E“av
Y
) Jy
1 8 v 8 u
hy = W 3 x T ay

ILS .1.2) EQUATIONS CONTRAINTES-DEFORMATIONS

Les contraintes s'éxpriment en fonction des déformations par le

biais de la relation matricielle guivante:

ox } 1-v v 0 £
g E ) e
ov t = Ty (| Y Y0 1
1-2v
Txy 0 0 ——2-—-—- EXY
oz = v.lox + oy) est indépendante de la direction z.

Et inversement les déformations s'éxpriment en fonction des

contraintes par les relations suivantes

(1+v)

RS [(1-2).o0x - v.oyl

Ey = .Ll%ﬁl (1) .oy - v.ox]
TuyY

WY = WG

A



avec:
v : coifficirent de PO SSON.

E : module de YOUNG.

11.9.1.3) EQUATION D’EQU ILIBRE

Les éguations d‘éguilibre obtenues pour un cas tidimensi1onnel

se réduisent a deus équatrons:

8 ox AT wy
+ + X ]

a x ay

8 ov p (1I7T.13)
* + Y =0

ay a X

11.3.1.4> EQUATIONS DE COMPATIBILITE

Dans un cas bidimensionnel, les six équations de compatibilibLé
ge réduisent a une seule et s'écrit comme suit ¢

3 ex 32£v 62£xy
+ =2 e (11.14)

ay a x au. By

Cette équation peut g'éxprimer de fagon simple en fonctaion dersy
contraintes.

Dérivons a cet effet, les ¢équatlions d'équilibre, la premiére par
rapport a x la seconde par rapport a 'y et additionant les membre a

membre afin d'obtenir 1'égquation en terme de contraintes suivantes

2 2 2
5 8 Txy - 3 X X Y. a8 ox , a oy
' ax ay 2
ax. 8y

De plus en substituant les exXpresslons de &£x, £y, £x¥ ' dans

1'équation (11.14) on obtient

5.5
N



2

a* a
——-—z— [G'R ot .Oy] + 3
ay ax
A partir de ces deux égalités
ox 8 ox 8oy
(== =)l
Gyz ax’ ax’
c'est a dire :
62 a2

P (ox + oy)

pans le cas ou X Y et sont

reduit a :

Vz (ox

11.3.1.5) EXEMPLE DE DEFORMATION

+ oy)

[cry —-u.au] - 2.(1w0).

on trouve :

a’ oy

)

ay

- (1+v)[ a

ax
a
- (l+v)[ Fx

X

+ oy)

X ., 8 XY

ay

+

nuls ou constants,

0

S PLANES

Ccag d'un mur de barrage

propre poids et la pression d'eau

& X
‘““’[“ﬁ“'

2
a THYy

ax.8y

a X

——

+ BY

)

ay

)

cette condition s8e

)

(11.15)

de section constante goumls a son

(Fig.11.4).

y

Figure 4
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Remarque

Une déformation plane n'entraine pas une contrainte plane car
en exprimant les contraintes en fonction des déformations selon la

loi intrinséque du materiau on obtient :

pour <z = 0 : oz = N.lox + oy)

II 3.2) ETAT DE CONTRAINTES PLANES

L'état de contraintes plan concerne les problémes de
gstructures ou la dimension suivant 27 est treés négligeable par
rapport a la dimension en plan . De plus le chargement est lataral

et paralleéle au plan moyen de la artucture.Exemple: le cas d*'une

plaque (Fig.II.5).

Mot L

Figure 5

11.8.2.1> DEFINITION

L'état de contraintes planes est dafini par :

rzx = Ttay = oz = 0

£z = g2y = 0

1¢



11.3.2.2) EQUATIONS CONTRAINTES- DEFGRMATIONS

Dang le cas d'un matériau homogene et 1sotrope, les déformat rons

g'expriment en fonction des contraintes telles que :

1

£x = —p (ox - v oy)
_ 1
£y = — oy — v ox)

Txy

1
oy = gAY Sme
De la méme manieére on exprime les contraintes en fonction des

déformations :

ox E 1 v £x

oy = - L 1 AEY
1 - v 1-v

TXY 0 0 ) Exy

11.3.2.3) EQUATION D’EQU ILIBRE

Les équations d'equilibre dans ce cas sont identiques a celles

obtenues dans 1'état de déformation plan (11.13).

11.8.2.4> EQUATIONS DE COMPATIBILITE

Les équations de compatibilité dans le cas de contraynt:

planes sont :

021:‘1( &a..ry Bzcxy
= + = =2.
D L Bxey (I1.16)
az.l:z 6252 8 £z
5 = 0 : = = 0 H = U
a x ay ayax



pDans le cas ou les forces volumigue sont nulles ou congtantes, aia

condition de compatibilité s'écrit comme suit :

P (ox + oy) = 0

Remarque :

A partir du systéme d'équations (IT1.12) reliant les
contraintes aux déformations on obtient pour oz=0 1'expression de

la déformation suivant z.

v
£z = Aex + £y)

L'ensemble des équations de compatibilité (II1.16) ne peut étre
gatisfait que si le probléme est vraiment bidimensionnel c'est a
dire que les contraintes ox,oy,Txy sont indépendantes de Z, ce qul
implique la nécéssité d'avolr les trois conditicun de

compatibilité citées précédement a savolr :

3 ez ez 3 ez
= = 0 ; = = 0 ; = 0
a x ay ayax

Ces équations ne sont vraies que si les contraintes sont une
fonction linéaire de x et y, mals en général ces équations ne sont
pas vérifiées par des contraintes planes indépendantes de 7.

En général les conditions aux limites, les conditions d'équilibre
et les conditions de compatibilités suffisent pour déterminev

complétement un prebléme en contraintes planes.

Lorsque les forces volumiques X, Y sont nulles ou constantes
on peut passer ailsément des formules relatives aux contraintes

planes, aux formules relatives aux déformations planes de la
en assumant le module de YOUNG a i E e et le coeiicient 4=
v

poisson a i

-
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II 4) RESOLUTION

la résolution des problémes bidimensionnels peut se se faire
par le biais des méthodes numériques ou par des méthodes

analytiques.

I1.4.4) METHODES ANALYTIQUES

Une solution pratique pour définir un champ de contraintes qui

gatisfait aux équations de 1'équilibre, congiste en l'utilisation
de fonctions de contraintes.
Ces fonctions sont des expréssions qui dérivées selon certaines
réglesn donnent des composantes de contraintes satisfaisant aux
condltlonﬂ de 1'équilibre. En labscence de forces volumiques,
1'état de contraintes admet une solution de ces fonctions appelées
fonctions d'AIRY notées @.

Elles s'éxpriment sous la forme d'un polynome en x et y .

[0 o] oo
= z E Cran. xm.yn
m=0 n=0

Les équations d'équilibre gsont identiquement satisfaites, g1 les
contraintes sont reliées a une fonction acalaire ¢(x,y) par les

équations suivantes :

) ‘e 3’y
oy = 5 H Ty ==
ay ax dxady

q

x
I

-e

La satisfaction de 1l'équation de compatibilité entraine :

V‘¢ (x,y) = 0 équation biharmonique

De plus cette fonction doit satisfaire les conditions aux limites.

20



Remarque

Comme les contraintes sont des dérivées secondes de ¢, celle
ci doit étre au moins d'ordre deux. Les polynomes d'ordre
supérieﬁr ( >3 ) peuvent étre utilisés mais les coéfficienrﬁ
doivent &tre ajustés pour que 1'équation biharmonique soit

gsatisfaite.

II 4.2) METHODES NUMERIQUES

Parmi les méthodes numériques de résolution nous énnongons le

principe de quelque unes .

** Methode des différences finies

Dans cette méthode, le domaine de variation continue des

arguments est remplacé par un ensemble fini de points obtenus par

quadrillage de la structure, par une série de droites paralléles

aux axes de coordonées.
les dérivées figurant dans 1'équation différencielle et ler
conditions aux limites sont remplacées par des combinaisons

linéaires de valeurs prises par la fonction déplacement on

certainps noeuds.

** Méthode des bandes finies

le principe de cetfe méthode repose sur sur la subdivision de la
structure en sous domaines bidimensionnels ( bandes), ou
tridimensionnels ( prismes ou couches ) dont deux éxtrémités (~as
de bandes) ou deux faces ( cas de prismes, couches ), oppo=zées
coincident avec les cdtés de la structure.

Cette méthode est applicable pour les structures avec deux

2



éxtrémités opposées simplement appuiyées, pour lesquelles un choix
judicieux des fonctions de déplacements simplific considérablement
le systéme d'équations a résoudre.Et ceci car elle utilise de=s

fonctiqns qui a priori satisfont les conditions aux limites .

** Méthode des éléments frontiéres

Cette méthode est la technique 1la plus puissante pour la
résolution de probleémes présentants certaines difficultés
surgissent quand le domaine a étudier est infini, et ooand

apparaissent des singularités en des points.

** Méthode des éléments finis

C'est une méthode universelle et puissante applicable pour des
atructures de formes diverses avec des conditions trées variées.
Elle consiste A subdiviser le milieu continu en un nombre finis
d'éléments assemblés aux noeuds, et A approximer les déplacements

en des points déterminés.

Remargue

Nous devons noter que les méthodes analytiques restent a
application limitée, en effet elle ne se préte pas o la
formulation d'éléments complexes, d'ol la nécéssité de recourir a

des méthodes numériques.

\

!

Dang ce gqui va suivre, nous allons étudié la méthodc des

é&léments finis dans le détail.
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REPRESENTATION GENERALE DE LA METHODE DER
ELEMENTS FINIJ

II1.1) INTRODUCTION

La méthode des é&léments finis est une méthode extrérement
puissante dans 1l'analyse des structures continues telles: les
plaques, cogues, poutres épaisses, mlre de barrage,tunnel ... et<
Des approximations simples des variables inconnues permettrort de
transformer les équations aux dérivées partiellea en équztions
algébriques que l'on résoud par des méthodes numérigues

I11.2) _HISTORIQUR :

La méthode des éléments finis a été développée sur la basc de
fondements physiques reposant d'une part sur la formulation

enérgétique de la mécanique des structures, et d'autres pa'’ 2ur
les méthodes d'approximations
C'est au professeur Courant (1940) que revient 1'idee 16

résolution, des problémes de milieux continus par la discrétisartion
en éléments a 1'aide de méthodes d'approximations adéquates .

La fin de la 2éme guerre mondiale marque un tournant décisif dans
l'apparition de la M.E.F, 1'évolution de 1'industrie aéronaut riue
entraine le développement des méthodes matricielles De
contributions trés importantes voient le jour, telles celle de
LEVY(1947), GARVEY (1951) pour la méthode des forces puis de
nouveau LEVY en 1953 pour la méthode des déplacements

En 1955 ARGYRIS présente une approche unifiée des méthodes dJes
déplacements et .1'année durante Turner et Clough publient une
présentation systématique de la méthode des déplacements ces deux
publications représentent véritablement le début de la M.E.F
En 1960, avec 1l'avenement des premiers ordinateurs, la M.E.F
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connait un essort congidérable dans plusieurs directions telles:

- Reformulation & partir de considérations énergétiques et
variationnelles sous la forme des residus pondérés.

- Création d'éléments de haute précision (éléments- & cote
curviligne, isoparamétriques ).

- Utilisation de la M.E.F dans la résolution de problémes non
linéaires et non stationnaires (déplacements independants du temps
auggi bien dans le domaine des structures que celui de la mécanique
des fluides ,thermiques ...etc

- Construction d'une base mathématique de la M.E.F a partir de
l'analyse variationnelle (fonctionnelle).

A partir de 1967, de nombreux livres sont publiés sur la M.E.F en
particulier: le livre de ZIENKIEWICZ, de GALLAGHER de Rockey ainsi
que les ouvrages de ABSI et IMBERT. D'autre part, plusieurs revues
gsont consacrées principalement a la M.E.F.

La M.E.F est maintenant trés répandue dans les industries, en
particulier en construction aéronautique, aérospatiale navale et
nucléaire elle se développe en ce moment dans les applications de
la mécanique des fluides

De nombreux programmes généraux de calcul sont disponibles pour
utiliser industriellement la M.E.F, principalement dans la
mécanique des solides, citons par exemple NASTRAN, ASKA, SAP, MARC,
ANSYS, TITUS, ADINA.Pour gque la M.E.F soit efficace dans les
applications industielles il faut utiliser des programmes
d'assistance & la préparation des données et a 1'interprétation des
résultats
Des micro-ordinatgurs ont permis le développement de nouvsaux
programmes adaptés & ces machines utilisées par les entreprises et
les bureaux d'études SAP 80, SUPERSAP, ROBOCAD.

24



SYMOPTIQUN DES PRINCIPAUX DEVELOPPRMENTS DES METHOLZE
MODERNES D’'ANALYSE DES STRUCTURES JUSQU'E.” 1556

Structures hyperstatiques ............. ..o nunnn NAVIER (1819);.
Théoréme de 1'énergie .......... .. iiiiniunenns MAXWELL (1864}
CASTGLIANO (1878)
1900
Méthodes d'approximations........................ RITZ (1908)
GALERKINE (1915)
Approche DAY E:P .cosossmsmivnamensinsosansaswesws COURANT (1940)
Méthodes matricielles ............. ... ivirnenenn.. LEVY (1947)
GARVEY (1951)
1955 Concept d'éléments finis
MEthode Ae8 fOXCeB . . v v ittt et e e ARCY TS (1955}
Méthode des déplacements. . ........ ..o vuennene s TURNER (1956)

1960 Ordinateur

- Reformulation & partir de considération énergitique sous les

formes de résidug ponderés.
- Création d’éléments de haute précision.

IIT.3) CONCEPTS D'ELEMENTS FINIS
La M.E.F étudie le comportement d'un milieu continu supposé composé
d'éléments indépendants reliés uniguement par des noeuas 4d1Cs
*virtuels*. C'est gimplement par cette représentation que la
méthode différe des méthodes matricielles (méthode de 17rce,

méthode des déplacements , méthodes mixtes ).
Pour mieux comprendre 1'établissement des étapes de 1~ M.E.F, nous
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ponaona gu'il aeralt utile de dommer un aporgu  aur doa méathodod
matricielles

Celles ci traitent des problémes de structure dites a “treillis*
composées naturellement d'une réunion de parties indépendantes
reliées entres elles par des points ou noeuds .Comme exemples
citons: poutres continues, cadre a plusieurs etages.

L'analyse de telles structures requiert dans un premier temps
L'élaboration d'une matrice de rigidité élémentaire décrivar: le
comportement du matériau en s'appuyant sur les hypothéses de R.D.M.
Puis 1'assemblage de ces différentes matrices élémentalres en vue
de la formation d'une matrice de rigidité globale avec laquelle
nous établissons un systéme d'équations algébriques en utilisant
des conditions de continuités des déplacements et d'equilibre Jes
forces aux noeuds.

Ensuite nous passons a la détermination des déplacements de tous
les noeuds par résolution du systéme d'équations. En fin
1'obtention des contraintes par substitution des valeurs de.
déplacements obtenues dans les relations reliant contrairtes
déplacements.

Pour sa part la M.E.F passera pour les étapes citées précédemment
A condition d'idéaliser d'abord la structure totale continue, ouis
de 1la discrétiser rartificiellement" au moyen d'un assemblage
d'éléments finis connectés aux noeuds ,et pour lesquels les
déplacements nodaux seraient les inconnues.

Outre le caractdre continu des structures étudiées par la K.e.F,
cette derniére différe de 1l’analyse des structures (a4 base
d'éléments barres et d'éléments poutres ) par le fait que les
matrice de rigidité exactes (exacte dans le contexte d'une théorie
bien précise) sont disponibles dans les méthodes metricielles, A
1'inverse de la M.E F ou le choix de fonctions de formes ne mene
pas & la solution exacte, mais tente de s'en approcher.

II1.4) CONNAISSANCES FONDAMENTALES NECESSAIRES

Trois conditions de base doivent &tre vérifides dans une structhre.
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1- L'équilibre des forces
2- La compatibilité des déplacements
3- Les lois de comportement des matériaux

La premiére exprime que les forces 1Intérieures contre-balancent

l'action de la charge extérieure appligquée

La seconde exprime que la structure est convenablement déformée
dans son ensemble

La troisiéme exprime la relation entre charge et défcrmation pour
chaque composante de la structure (loi de HOOKE dans les problemes
d'élasticité linéaire )

IIT.5) MODPELISATION PAR ELEMENTS FINIS

Cette méthode consiste & rattacher la structure réelle & un modele
connu qgui décrira fidélement les conditions réeliee
(géometrie, charge), l'établissement d'un tel modele poul un
probléme réel est base sur les trois aspects suivants

1- Compréhension de la nature du probléme
2- Connaissance approfondie des principes fondamentaux mécanigues
3- Connaissance des procédures d'analyse de la M.E.F

III 6) IDEALISATION PAR ELEMENTS PINIS

I1 serait interessant afin de mieux definir 1'esprit commun aux
nombreuses approches posgibles de la formulation des équations des
elements finis de gomparer au phénoméne réel un modéle mathémat ‘cue

simple du comportement d'un element
Une structure réelle connait généralement des contraintes réparties

sur 1'ensemble de ses différentes régions, un modéle mathématigue
consisterait en fait & représenter l'état de contrainte dar. les
différents elements finis correspondant par des efforts focrces
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généralliades supposées locallsées aux noeuds. Les déplacements de
ces mémes noeuds suivant les degrés de liberty suffircont a
caractériser 1'état des déplacements de tous les elements.

Pour “mieux 1illustrer ces hypothéses simplificatrices prenons
1'exemple de la fig n°l

Contraintes nommales Contraintes idéalisées Déscription simplificalrice
reelios par reduction en quelkguss
points

Allure génerale ldéalisation fondamentale Representation finale
(1-a) (1-b) (1-¢)
Fiqure -1

Nous voyons & travers cet exemple gque dans un premier temps
(Fig:1-a) les hypothéses simplificatrices portent sur les étatz de
contrainteg, de déformations et de déplacements (uniformité) puis
tendent A& rendre l'élement plus aisement manipulable (r#lduzt_o des
contraintes superficielles en nombre finie de forces généralisces
concentrées aux noeuds ).

Le processus de formulation d'un élément fini consisterait a
définir 1'état correspondant A& la (fig:1-b), puis a éffectuer
quelques manipulations algébriques pour parvenir « des modéles
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semblable & celui de la (fig: 1l-c) L'idéalisation doit &tre faite
de maniére & ce, que la représentation tende vers la solution
éxacte, a mesure que 1l'on réduit la taille de 1'élément , ce qui se
traduit par un état de déformation constant '

I1 est & noter que l'affinage du maillage ne constitue pas la zseule
maniére de s'approcher de la solution exacte on peut également
arffiner les hypothéses de constructions de ces éléments:
construction de formulations élaborées correspondant & des éléments
dite " d'ordre superieur".

III.7) RIFFERENTES FORMULATIONS DE LA M.E.F

Trols formulations possible sont développées pour résoudre un,
probléme en éléments finis

1- formulation en déplacements
2- formulation en contraintes
3- formulation hybride

Le traitement de téchniques de formulation des équations relativeo
4 chaque grande classe de méthode peut &tre éxaminé par 1'une des
méthodes distinctes de formulation

1- La méthode directe
2- La méthode des résidus pondérés
3- La méthode variationnelle

Dang ce qui suit, nous énoncerons dans une premiére &tape les
principes des trofs grandes classes de méthode pour la conatruction
d'égquations algébriques, puis dans une seconde ét>pe nous nous
intéresserons aux méthodes relatives aux traitements techniques
pour chacune de ces classes
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PREMIERE ETAPE

1) Pormulation déplacements
Dans cette formulation on se donne une approximation du <hamp de
déplacements,le critére variationnel étant celui de 1'énergie
potentielle total

2) Pormulatlion contrainte

Dans cette formulation, on se donne une approximation soit sous,
forme d'un champ des contraintes en équilibre ou soit sous la
forme, d'une fonction contrainte, le critére variationnel utilisé
est celul de l'energie potentielle complémentaire

3) Pormulation hybride

Dans cette formulation on définit le plus souvent la golution en
termes d'approximation d‘une part du champ de contraintes internes
en équilibre, d'autre part des déplacements sur la frontiere Ze
1'élément, le criteére variationnel utilisé est une variante de
1'énergie complémentaire
Nous retiendrons pour notre étude la méthode des déplacements, Vvu
que, c'est une méthode puissante qui présente en plus certaines
facilités, par rapport a la méthode des forces, on cite par exemple
qu'il est plus facile d'approcher un champ déplacement Jqu'u . Aamp
de contraintes,de plus elle offre une aisance du point de vue
programmation
La méthode des forces est aujourd'hui partiquement abandonnée pour
la résolution des structures complexes parceque d'une part son
efficacité numérique est moindre par rapport a celle Jde la mét hode
des déplacements, et d'autre part, la méthode des déplacements 28t
plus universelle en permettant plus aisement la résolution de
problémes dynamiques ou non linéaires
La méthode directe est a application limitée, elle s'applique pour
les éléments directs, et il est difficile, volr méme impossibiz de
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l'appliquer & des éléments complexes ou A des phénoménes spéclaux
En revanche, la méthode des résidus pondérés présence un éventail
d'application virtuellement illimité

La méthode des résidus pondérés suppose que l'on a choisi & priori
une fonction d'approximation par éxemple un polynome, cette
fonction ne satisfalt généralement pas 1l'équaticn differentielle du
probléme [L{u)+F(v)], et 1la substituer dans cette éguation
differentielle entrainerait l'apparition d'un résidu noté R. Afin
de déterminer une solution meilleure, on s'éfforcera de minimiser
l'intégrale des résidus portant sur le domaine concerné,
minimisation,que 1l'on peut symboliser comme suit

LRdV=mmMNn

On peut augmenter les chances de succés de cette méthouce en
aagociant de maniére fonction de pondération ¢ & la fonction résidu
de maniére & obtenir un minimum nul. La forme générale ci dessus
devient

fRoav=0

Cette dérniére égquation résume la méthode des résidus pondere:s elle
fournit selon 1le choix des fonctions de pondérations tout un
ensemble de type Galerkine ou de Ritz 8i l'on utilise la notion de

fonctionnelle.
En effet dans certains cas la méthode des résidus pondérés éqvivaut

a rendre stationnaire une fonctionnelle, ce qui parmet d'optenir
une formulation intégrale directement & partir des conditinn. des
gtationnarité, de fonctionnelle, ce qui est utile Jloracu= la
fonctionnelle est plus simple & éxprimer gque les équations .. ux
dérivées partielles

DREUXIEKMME RETAPE

La formulation déplacement étant retenue , nous 1'éxposerons de
maniére, succinte & patir des deux premieres mét ndes (mathode
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diroote ot méthode doa réaidug ponddrda) on mettant on dvidenoo
l'importance et l'aisance relative & la méthode variationnelle qui
sera l'objet du prochain chapitre

Dans la méthode directe on combine directement les trois' systémes
d'équations d'élasticité a savoir: les équations de 1'é&tuilibre,
les équations déformation-déplacement et les équations intrinréque
du matériau, avec 1l'équation relation entre forces et contraintes.

1- {F}=1[0K] {01} équation d'équilibre
2- { 0 ) [ D] { &) équation intrinseque
3- (g} [ L] {0} équation déformation déplacement
4- ( F )

[A] { o} équation force contraintes

1]

d'ou (F})=[A].[D].[L1.{(0) (K] =(A].[D].[L]).

vecteur de forces nadales,
: matrice de rigidité,
vecteur des déplacents nodaux,

avec

vecteur contraintes
matrice d'élasticité,
matrice operateur differentiel,

oo g Mo xm

}
]
}
} : vecteur déformations,
}
]
]
]

matrice relation contrainte force,

III.8) CHOIX DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE

Les méthodes variationnelles ou de l’énergie constituent en
mécanigque des structures une approche puisgante utilisée pour
formuler les équations des élements.

Pour sa part la méthode directe présente des limites sévéres quand
il s’agit de traiter des structures présentant des complexités de
chargement et de géometrie (charges réparties).

On congoit 1l’utilisation de la méthodes des résidus pondérés qui
est une approche génerale de 1la formulation des équat ions
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d'élementg loraque la méthode des olementg finle g applique av Asla
de la mécanique des structures

g

III.5) PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

Le principe des travaux virtuels constitue le fondement des
principes variationnels. Il congtitue en lui méme un moyen de
formulation des équations d’élements finis. Il apparait sous <deux
formes courantes: déplacement virtuels et forces virtuelles, menant
respectivement au principe de 1l’énergie potentielle gtationnaire et
de l’energie complementaire stationnaire.

Sous sa forme de déplacement virtuel, 1le principe des travaux
virtuel stipule que 1’équilibre du milieu nécessite pour tout
champs de déplacement virtuel infinitesimal compatible gsatisfaisant
les conditions aux limites essentiellles (de type déplacements)
imposées au milieu, il y’ait égalité des travaux exterieurs et

interieurs.
Exprimé en termes concrets, le phénoméne établit 1’équilibre -ntre

ce qui entre dans la structure, ce qui en sort, et ce qu'elle

conserve

s0dV = JUT;{'dV + | U""s%as + T UVTF

v (1)
energic interne travail des forces exterieures

Avec
u': Vecteur des déplacements virtuels

fB:Forces volumigues
fs:forces surfaciques
F': force concentrée

£ déformation correspondant au déplacement virtuel U
o0 :Vecteur contrainte



Remargue:

Le champs de déplacement virtuel est décrit par des composantes {(§u
dv, &w) définies en chaque point. Il faut noter que ce' champs de
déplacement doit &tre cinematiquement admissible, c’est 2 dire
exprimable par des fonctiona continues des coordonnées de 1‘espace
et qui satisfait aux conditions cinématiques de frontidre la ou de
telles conditions existent.

La figure (2) montre des déplacements admissibles pour une barre
en flexion (poutrelle): chacune réspécte les conditions aux
extrémités et présente une variation de pente dans la partie
inferieur. La figure (3) montre par contre une lacune au niveau du
champs de déplacement choisi. T1 manque soit la gatisfaction des
conditions d’appui, soit la continuité de la pente. Ils sont donc
inadmissibles.

Le principe des travaux virtuels étant établi, nous passons 4 la
construction de la matrice de rigidité d’un élement fini
La formulation en élements finis, transforme l’intégrale sur tout
le volume en une somme d’intégrales sur des volumes & ementaires.

L’équation ( 1 ) s’écrira donc

& | #av- f-]ﬁﬂf'd\ﬂ zif U745 + T uTp
¥ °
o g®

'0

represente le nombre d’élements
1,2,3.4,5,....,.%k

ou e

€]
H

3 4y



Les différentes intégrales de volumes et de sgsurface ont lieu au
niveau de chaque élement en reférence au systéme de coordonnées
correspondant & cet élement, ainsi le calcul integral se fera de
maniére efficace. '

Nous choisissons sur le domaine étudié V un ensemble de n noeuds
d’interpolation de coordonnées Xy. Sur chaque élément Vi/e)

utilisons une approximation nodale de la fonction exacte Uex(x).

La fonction d’approximation choisie doit respecter certaines
conditions qui sont un guide pour choisir la forme de 1’élement
fini, le nombre, la position des noeuds ainsi que le champs des
déplacements doit étre:

- Continu, dérivable au sein de 1l’élement ainsl qu’au passage des
frontiéres inter-élementa lorsque les élements adjacents sont de
méme type ou posseédent les mémes fonctions d’interpolation notées
Ni sur les frontiéres en contact.

- cinématiquement admigsible (conditions d’appuis)

- les équations forces déplacements doivent refleter une énergie ue
déformation nulle lorsque 1’élément subit un déplacement de corps
rigide )

- doit coincider avec la valeur exacte U(X) en n points appelés

noeuds .

Notons que ces conditions seront détaillées ulterieurement o=re le
chapitre traitant de la convergence.
La fonction approchées’écrit

G(x) = N{x}p1+ Néx)u2+ i 5 Ni{x)pl -

ol Ni(x): fonction d’interpolation sur 1’élément
Ui parémétres nodaux ou variables nodales de
1’approximation
L’éxpression (3) s’ecrit sous forme matricielle comme suit:

U= N©[{U}
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Remarque:

- Les fonctions d’interpolations Ni(x} sont indépendantes aqes
déplacements nodaux U, -
Comme O(xi) = U; aux noeuds

Ces fonctions vérifient
0 8i itj

1 81 1=3
L’erreur d’appproximation définie par

e(x) = 0(x) - U(x) s’annule en fait en tout les noeuds xi
donc : e(xi) =0

- Malgrés que le vecteur dT renferme tous les déplacements nodaux,

seul les déplacements aux noeuds de 1'élément affectent les
déformations.

L’'éxpression des déformations € ey’rxy dans un cas bidimenticnnel

s8’écrivent en fonction des déplacements nodaux comme guit:

BZ Niﬁi ad e

Ex = Ui
ax E:ax
a3 N,U; o
By 52—2 z aNlU{
ay ay
Y a 4 2 3 9.2
o= (—+—X 2 NUD=3 (—+—INU;
. ax ay al ay (‘ )

Le systéme d’'équation (4 )s’écrit sous la forme matricielle:

EX

ey _ B(e} 0)
=y
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u B(e) : represente la matrice déformation-déplacement

Les lignes de 'B(e) gsont le résultats de différentiation de.

combinaisons des lignes Ni(e).

Conformement aux relations contraintes déformations déja établ ies
dans le chapitre de 1l’élasticité, on peut éxprimer les contraintes
des noeuds de chaque élement en fonction des déplacement nodaux
comme suit:

(e)

o = p.e=p'® gl ¢

ouU D(e): Matrice d’élasticité élémentaire

Compte tenu de toutes les relations précédentes 1’équation( 2 )
8’écrira comme suit

3 b B TD®B®qV ﬂzﬁ,l b3 NT® fnm dv(e)}+{ )3 j N-“""fs“”ds‘e’}m
¢ Jvw ¢ Jvew ¢ Jsw

(5)

La iéme compogsante de F esat une force nodale concentrée.
L’équation (5) pourra &tre simplifiée en attribuant au vecteur
déplacement virtuel les composantes suivantes:

1] [ oo ] o |
0 1 0
u= puis ;
0 0 1

On obtient 1’éxpression suivante

K]1.{0} = (R)
ol
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{0) représente le vecteur déplacements nodaux de toute la

structure
[K] représente la matrice de rigidité globale i
{R)} = {RB}+[RS}+{RC} : représente la résultante de toutes les

charges éxterieures

K = ZJVGB(G)TD(G)B(G)CIV(G)

K 8’écrit comme la somme de matrices de rigidité élém:zntaires
(e) — (e)Th(e)ple) gqyle)
K = | veB (SIS ay

RE . résultante de toutes les forces volumiques de la structure
RB - E'[V(e) NB(e) (Ble) gyfe)

RB(®) . vecteur force volumique élémentaire

RB(G) =

BT(e) (B(e) (e)
=N (e) N f av

RS: résultante de toutes les forces surfaciques de la
structure

RS - ZfS(e) NST(e) fS(e) ggle)

R®(®). vecteur force surfacique élémentaire

S(e)_ T(e) (S(e) (e)
rS(e) - Lm N°® f as

RC: résultante des forces concentrées appliquées a toute la
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Qrruoturo
RC= 2 p(®
pl®) . yvecteur force élémentaire

I111.11)§
TOTALR

Le principe de minimisation de 1’énergie potentielle totale
constitue un fondement variationnel de la formulaticn directe des
équations de rigidité des élements

PRINCIPE

parmi tous les déplacements de formes admissibles qui vérifient les
conditions de compatibilité, ceux qui satisfont 1’équilibre donnent
a 1’énergie potentielle totale T une valeur gtat ionnaire

En un point de stationnarité nous avons

d ﬂ(Ao) A : vecteur déplacement
LTAI- 5 o

d A A% extremum recherché

on reconnait la condition de pente nulle au point de stationnaricé
qui est donc un extrémum

La nature de 1l’extrémum est donnée par le signe de la courpure
c’est & dire de la dérivée seconde

Pour un minimum la courbure est positive



>0

'

La méthode des éléments finis lorsqu’elle est basée . r l'appro.ne
variationnelle, est considérée comme une minimisation de 1’'enérgie
potentielle totale; le procéssus des éléments finis consistera donc
A chercher un minimum dans la limite d’un type de champs de
déplacements imposés. Ceci fait intervenir la notion de converg-=ac®
vera la solution exacte qui est celle qui assure l1'’équilibre avec
la condition que les déplacements tendent vers les valeurs réellee
La solution approchée obtenue par la M.E.F a partir de la
formulation en déplacements fournira toujours une valeur apnrvochée
de T supérieur a la valeur éxacte. On parle alors de convergence
par le haut (borne supérieure de la valeur de l'’énergie =)

- T < *

N
avec 7»:energlie potentielle totale correspondant a la solutio.
éxacte
x*N:energie potentielle totale correspondant 4 la solutioc.
approcheée

Puisque la fonctionnelle (m) est minimale pour un certain nomore d-
paramétres, on peut traduire ce minimum par la stationnariteé 1w
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U,
- é!-u lz 0
oU
ox
dUn J

Systéme d’équation (6)

Parmi les processus d’‘approximation de la fonctionnelle (w), i1l
existe la méthode de  RAYLEIGH-RITZ, des moindres carrés,
GALERKINE, collocation par points et par intervalles.

La méthode de R.RITZ est identique & la M.E.F dans le sens ou elle
discrétise la fonctionnelle (R) en utilisant la meilleure
approximation appartenant au sous-espace de dimension fini N e
fonctions cinématiquement admissibles engendrées par les fonctions

de base ¢i(M).

OmM) =X a, ¢, (M)

on forme ensuite un systéme d’équations simultannées éxprimant la
minimisation de ® par rapport & ces parameétres

La différence résiderait dans le fait que la méthode de RITZ, les
déplacements sont définis sur tout le domaine congsidéré. On est
conduit alors & un systéme ol la notion de bande n’intervient pas
(matrice de rigidité peuplée).

Cependant dans la.M.E.F du fait gque chaque paramétre nodal (Ui) n a

d’influence que sur les éléments qui lul sont adjacents.On obt'ent
une matrice de rigidité peu peuplée ayant une structure bande.

Cela d’une part , d’autre part la méthode de RITZ est limite 4 den
formes géomeétriques relativement simples; en effet il n’es" pas
toujours possible de trouver des fonctions de base qui convi mnent



a4 des géomeétries complexes.

Par contre la M.E.F se limite au choix de 1l’élément uniquement,
puis par assemblage d’éléments de formes gsimples,on peut
représenter des configurations complexes et proches de la réalité
En plus de ces différences, il faut noter que pour la M.E.F le:z
paramétres 1indéterminés sont pris comme etant les déplacements
nodaux, ce qui simplifie l’interprétation physique.

La méthode de RITZ conduit A& des modéles approchés de structures
qui sont plus rigide que ne 1l’est la structure reelle.

En effet puisque. o+ < m*

avec Rw=*==-172Pdexact

ns, =-12P 8 approché

d’ou d approché < & exact

Cette suréstimation de rigidité peut étre compenser dans le cas de
la M.E.F par 1l’utilisation de 1l’intégration réduite qui a pour
effet de ne pas prendre en compte dans le calcul de 1'énergie ce
déformation de certains modes de déformation, donc de diminuer la

rigidité
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- PRESENTATION DE L'ELEMENT RECTANCULAIRE
POUR L'ELASTICITE PLANE

IV .1) INTRODUCTION

Les problémes d'élasticité plane peuvent 8tre divisés en e
groupes distincts, les problémes de contraintes planes et

problemes de déformations planes. Comme déja vu dans Ye
chapitre Elasticité, dans les premiers cas 1la structure a une
petite épaisseur par rapport a ses autres dimensions et fes

1
L

contraintes normales au plan sont négligées tandis que dans
deuxiéme cas la structure a une dimension trés grande par rapHor.

1

a s8es autres dimensions et la déformation normale au plan ;

chargement est nulle.

« DEPLACEMENT ET FORCES MODALES ©

La forme la plus simple des éléments utilisés pour l'analyse Qe
gtructures bidimensionnelles soumises a des charges dont 1ag
lignes d'action sont dans le plan est un triangle ou un recta:?le

avec des noeuds aux coins.

TI




g1 1'&lémeont oot wsupposé dans lo plan (Xy) chague nooud AL a
deux composantes ui et vi suivant lea directions x €0 Y
respect ivement . pour 1'élément rectangulaire a quatres noeuds les
composantes du verteur deplacements nodaux {Q}. )

est representé par:

T
0y = (Oi v, ﬂj vj 0k Vi 01 Vi)

si on suppose gu'en chaque noeud, ou a une force dont leg
composantes sont Fx et Fy guivant les direction x et Y

respect ivement alors le recteur forces nodales g'ecrira comme i

TV Al Al
(F} = [in Fyi ij Pyj ka Fyk le FylJ

avec (F}=[K]1 {0}
ou (k] : matrice de rigidité élémentaire

v .2) QAL&EULJﬂl_LA_EAIBIQE_DE_BIQIDIIE_QE_L;ELBMEHI
RECTANGULAIRE EN ELASTICITE PLANE

L'élément utilisé dans notre cas est 1'élément rectangulal:cc a
guatres noeuds avec deux degrés de liberté par noeud. L’'élaborat in
de la matrice de rigidité en &lasticité plane passe par .ep’

etapes:

« ETAPE 1

Cette étape consiste a choisir un gsystéme de coordonnee convelr-ole
avec numérotation des noeuds de 1'élément de référence.L'élénment
rectangulaire est de cdté 2a et 2b.

Dans notre cas le repére est pris au centre de 1'élémen. la
numérotation se fait dans le sens trigonométrique en commengant par
le noeud inferieur gauche



Remarque :

Le choix du repére local au centre de 1'élément a été fait de fagon
4 simplifier le calcul de 1'intégrale de la matrice de réglditcé par
la méthode numérique de gauss 1'integrale sera simplement
multiplieé par le déterminant du jacobien (axb)

,. ¥

4 3
2t// X
! 2
22 I

5

i

b

- - —
forces nodales déplacements nodaux
1
) k
1
Vv, Fy
2
U, Fx
~ } v : k
o) =1 : {F} = { O
\ U, Fx
V3 F%
%
5 o

0 : déplacements nodaux

Fe: forces nodales



+ETAPE 2

Elle “concerne le choix de la fonction de déplacement f(x,y) Jqui
définit le déplacement U,V en chaque point de 1'élément. Toul
déplacement U(x,y) peut 8tre représenté par ses deux composantes

v - (2]

L'élément a huit degrés de libertés ( 2 d.d.L par noeud donc huit
coefficients inconnus dans le polynome) représente le modele

de déplacement:

U = 0 +0,X+0y+0, XY gystéme (1)
\%

O +0L X+0L Y +OLXY

Ces deux déplacements varient linéairement le long de chague <core
de 1'élément de référence rectangulaire. La fonction choisie
assure la continuité des déplacements

Oon peut écrire le gystéme (1) sous forme matricielle.

(U(x,y))} = [fix,y)]{a} equation (1)
ETAPE 3 .

Elle consiste a établir 1'éxpression de 1’état de déplaczm=nt
(U(x,y)} en un point quelconque de 1'élément en foncticn des
déplacements nodeaux en substituant x et y par le: coordeonnées
des quatres noeuds dans ltequation (1) de 1'é&lément, on obtient

alors:



]f(xx,yu \
f(x20y2) .‘a

Ul =
Rt }
f(x3,y3) !
) f(x4’y4)
()
_a +a
tb +b
Ll &
- — 4]
=B -b
v (1 .2 b ab 0 0 0 0 |[ o
Vi 0 0 o O 1 -a -b ab oy
Us 1 a -b -ab 0 0 0 0 Oy
V2 ‘ - 0 0 0 O ]. a -b -ab J a4
u3 {‘ 1 a b ab o 0 o0 0 ‘ o
Vs 0 0 0 0 1 -a -b ab e
" 1 -a b -ab 0o 0 o0 o o
ve J._o 0 0 0 1 -a -b -ab || o
Ce qul se reduit a :
(0)=(A] (o} equat ion (2)

(o) : vecteur des coefficients inconnus des polynomes de 1’équation.

46



A partir de 1l'équation (2) on obtient:

{a) = {A]_I{O} equation (3)

L'invergse de la matrice [A] peut etre obtenue algebriguement

numériquement .
[ab 0 ab 0 ab 0 ab 0]
b 0Ob 0O b 0 b 0
-a 0 -a0 a 0 a 0
_ 10-1010-1 0
[A'=2Ll 0 a 0 ab 0 ab 0 ab
0O -b 0Ob 0 b 0 -b
0 -a 0-a 0 a 0 a
041 0-1 0 1 0 -1]
Remarque

On peut vérifier le resultat de [A] en calculant le produit
(A tra) - 14

En substituant {o} dans 1’équation (2) on optient:

(U(x,y)} = [£(x,y)](A] L(0)
Le produit (£(x,y)][A] 7Y = Nx,y)

N : matrice de fonctions de formes ou fonction d'interpolation.

Pour 1le systéme de numérotation adoptée, on a sous forme

matricielle:

[hﬂ: Nixy) 0O Nyxy) 0 Nixy) 0 Ngxy 0
0 Nixy) 0 Naxy 0 Nixy) 0 Nyny)

aprés avoir éffectué le produit [f(x,y)][A] ! on aura



f 7
ab-bx-ay 0 ab+bx-ay 0 ab+bx+ay 0 ab-bx+ay 0
+xy -Xy +Xy -Xy
[N]= L.
4ab 0 ab-bx-ay 0 ab+bx-ay 0 ab+bx+ay 0 ab-bx+ay
+Xy -Xy +Xy Xy
+ ETAPE 4 .

Elle consiste a établir 1'éxpression des déformations e(x,y) en
chagque point en fonction des déplacements (U(x,y)) et donc des
déplacements nodaux {0}

- Comme déjd etablies dans un probléme d'élasticité plane les
déformations s'écrivent comme suit

f

jg, af\:a» a:YS*
¥y

o

En remplacant U et V par leurs valeurs A partir de 1'équation (1)
on obtient 1l'expression des déformations en tout point de-
1'élément .

f &P%(almzxmaymym-&my

eﬁ%(asmmwwm)mﬂaax

e,q;%(a,+a3ma3y+a4xy)+%(as+aa+aw+asxy)=as+aa+ao+aw

Sous une forme matricielle on a :



oL
. _|oroyoooo o
(XY = 0000001 x|t
- 001x010Yy
| Ol
Soit {e(x, y)}=[c{a} (4)
en remplacant (3) dans (4) on trouve :
{e(x, y)}=[c)(A] {0}
ou bien {e(x, y)}=[B{O} (5)
avec [B]:[C‘][A]"1 . matrice déformations déplacements.

L'éguation (5) permet de relier les déformations dans n'imparte
quel point de 1'élément en fonction des déplacements nodaux.

+ ETAPE 5 .

Elle consiste a trouver la relation exprimant les contraint<z

internes (OG(x,y)} en fonction des déformations (€(x,y). cdonc an
fonction des déplacements nodaux.
D'aprés la loi de Hooke les contraintes sont liées aux déforma' n-

par une matrice d'élasticite (D] telle que :

{Ol'x;y)} = [Dl{e(x,y)} (6)

avec

dj1dy2 O l
D} =| dy1 dyp 0
00 d33J
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d11 = d?_:2 = E{(1l-av)/{((1-v)(l-v-av})
d12 = d21 = dll /({1-av)
d33 = E/2(1+V)

E : module de YOUNG

v coefficient de POISSON

a - o érat de contraintes planes

o - 1 : état de déformations planes

ETAPE 6

*

cette étape permet de trouver une relation entre leg f.1cea
nodales et les déplacements modaux (0} en subsituan. les
contraintes internes (CG(x,y)} par des forces nodales stal igquemen!

équivalentes {Fe}. D'ou l'obtention de la matrice de rigidite rx*
d'un élément '

L'équation (K®1.(u®) = (F®)  déja établie  en appliquan: !.
principe des travaux virtuels a donné l'expression de la ma'rice

élémentaire [Ke].

(K®] = HL (81T (D] (B] avol
Pour un élément d'épaisseur constante H on a:

(dv) = H.dx.dy
(k€1 = "1 " ,” c)1Tipjc) ax ay  [(A)”

L'integrale J:[[C [D) [Cldxdy peut 8&tre obtenue numér igquement
(integrale de GAUSS) ou analytigquement.



[K®] est appelée matrice de rigidite ou des raideurs.

Les éxpressions de [B] et de [D] sont connues |, d'ou on tire la
matrice des raideurs élémentairesg suivant la numérotation , adoplée
(voir figure 3).

Le produit analytique des matrices [C]T{D].[C] = G est donne par
la matrice suivante (figure 1)

) 0 0 0 0 0 0 0 |
0 dn 0 ydiu O 0 dj  xdp
0 0 das xdaj 0 das 0 yds3
yxdiy xydj?2
d d d
G=| 0 Yiu X Ly, O X33 Y412 yyds,
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 das xdiz 0 daa 0 ydas
0 dyn 0 ydy O 0 dp  xdy
IYG'zl y2d33 l
| 0 xdy yd Ly 0 ydn xdp +x2d22——|
(figure 1)

L'integrale analytigue de G est obtenue en intégrant chaque trerue
de la matrice G, et soit G, cette matrice (voir figure 2).

G, =[] 6 ax ay



0 0 0 0 0 0 0 0
0 4abd;; 0 0 0 0 4abd;; O
0 0 4abds; 0 0 4abdyz O 0
4ab .2
0 0 0o “;@&hir o o 0 0
G = b7dss
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 4dabdys O 0 4abdy; O 0
0 4abdy, 0 0 0 0 4abdy;, O
2
0 0 0 0 o o0 0 321’(32“22*
b'das
(figure 2)
+ ETAPE 7 .

Lors de cette étape, on etablie la matrice [H] reliant les
contraintes et les deplacements nodaux :

(D) (B) (O}

1

{(c(x,y)}
d'ou

[H] (0} (8)

{(o(x,y)}

avec [H] = [D] [B]



- (d“ + du) (— 10355* byf;}

2 3 ‘a
dsy + du a'dy- 2b d, ca -dy ~(a'dy + 5 d") T3z = 2
4 Gab 4 Gob I 6ab 4
2 2 : 2 2 !
bd&a +a'dn dp - da . Cdn-2bdy  -(dyy+cln) - (ot 4 bey,) Fra- oy, . 5y - 20%d,
3ab N 6ab & Gab L Gah
2 1 1 2 P
bd.+a d;a -(ds+dn) -2d 4 K drz -y -{a'dy + 5dy) dsy + T4
’ bab [J- Gab "1 cab ) o
v d bl } 1 1 & 1 I TR
Scn+don CJ”_.__-*H ":"C'u'*:di:) '-""33"‘51"1 '(‘Qd“" 2333,
3ab D Cab 2 éa:
(4 ! 1 | 3 ' '
o =32 .:'Jﬁ (=F 1 +dn C’ICJJJ'«- o Cqz - "-:'53
3cb ~ Gab &
4 3 2 - 1
STDC'JJ"'GC'}:: T3 - Con - 25
3ab I €as
12, |
O a, + 522&’3 - 33 +oN2
3a3
(fiiere 3 blosy - 2 ha



[H] matrice des contraintes déplacements
(voir figure 4)

IV 3) PETERMINATION DU VECTEUR ELEMENTAIRE DES FORCES
NODALES

Comme précédemment établie dans 1le chapitre “Représentation
générale de la méthode des éléments finis",lors de 1l'etablissement
du principe des travaux virtuels ,on a pu exprimer le vecteur
élémentaire des forces nodales obtenues a partir des charges
réparties appliquées a 1'élément rectangulaire.

on a :RB(e):JNJE‘e) fp'e) gyle)

Cette relation exprime que le vecteur forces nodales est détermine
pour l'integrale sur le volume élémentairedu produit de la matrice
des fonctions de forme par le vecteur chargement reparti.

8i le chargement est surfacique ou linéaire ,on remplace dans <ce

cags le terme (dv) par (ds) ou par (dl).

1%F CAS:

Le chargement agit suivant x (le c8té chargé est i,1).
on a alors(voir figure 5 )

_ T
(Q)=(Q, (y),0 )

Avec Qx(y):Qxi+{Qxl+Qxi).y/b

Dans ce cas on aura:

R(e):INT{Q}dy

54



Qg
K
-
Ck(x) X
J
Qy !

Fig 5

dans le cas ou le coté jK est chargé on substitue l'indice (i) gar
1'indice (j) et (1) par (k)

Zim!;ghﬁ_s
Le chargement agit suivant y le coté chargé est kl (voir figure 6).

Oon aura dans ce cas Q)= {Qy(x),O }T

Avec Qy(x):le+(ka+le).x/a

Q
3
% T Towal |

| ' Kk

Fig 6

De méme que pour le premier cas . Si c'est le coté (ij) qui est



chargé alors dans ce cas

ou reurplace 1'indice (k) par 1'indice
(J) et (1) par (i)

Remargue :

81 les quatres c8tés de 1'élément sout chargés on

peut superposer
les cas de charges précédentes.

P e CI

Dans ce cas on est en présence d'un

chargement en densité
volumique qui s'ecrit comme suit

=/0|_ 0
(Q={21=! l

0
Fol | pxyt|
Remarque :

Ce chargement n'intervient que pour les structures dont |e poelda
propre ( ou une de ces composantes) agit dans leurs plans.
Aprés les opérations du produit matricielle et
obltient 1'expression du vecteur forces

suivant :

integrations onn
nodeles élémentaire

(2Qxi+Qe)b/3
(4Qyi-Qya3
~(2Qni+Q))b/3
(Ro)= (4Qyi+Qy)a/3
~(4Qy;-Quob/3 [
“(2Qy+Qyp)a/3
. (4Qui-Qub/3
(@QurQuas |

Ce vecteur correspond au cas de chargement comme indiqué sur i
figure 7.

Dans le cas off le Chargement est réparti unifomément le long du

51‘)



cdté (lk) seulement le vecteur de forces nodales devient:

[H]=;§5
| dnxa)  dpyd) -duixsd) duby) dxie) dybay) dufax)

-

[ o
0
0
mep=l 0
0 |
aQ,
0
Q|
4 y
I3
Q
= kx
(e)
. . J (%x — -
Q,,
Fig 7

[ dyyd)  dp(xd)  diby) -difxea) dybey)  difx+a) dybey)

duly-b) dp(x-a) dyby) -dyfxta) dyfbty) dylx+a) dyybry)

Fig 4

5%

dpfa-x)
thfa-x)

|

dbty) |
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PRESENTATION DE L’ELEMENT ISOPARAMETRIQUE

wia

V 1> INTRODUCTION

La représentation par éléments isoparamétriques est des plus
nécégsaire  quand il a'agit de représenter une structure A
géometrie compléxe. En effet le cas d'un sol présentant un tunnel
nécéssite l'utilisation de |'élément 1soparamétrique capable de
décrire les frontiéres courbes et les déplacements en tout point

de la stLructure.

V.2> PRINCIPES ET PROPRIETES

Dans le cas des éléments 1goaramétriques lee mode de
représentat ion du comportement en déformation est conservé pour
représenter la géometrie de |'élément. Construire un élément

isoparametrique revient a définir une application d'un élément

rectanqulaire adimensionnel (élément de réference) comportant un

certain nombre de noeuds, sur |'élément réel a frontiéres courbes

ou 1nclinées (Fig.V.l) comportant le méme nombre de rn-:uds

L'élément 1soparamétrique est  basé  sur les interpolat 1ons

ident iques pour sa géometrie et son champ de déplacement.

11 n'est pas essentiel d'utiliser exactement les méme fonction

de représentation pour les déplacements et pour la qgéomelrie.

Lorsgue l'interpolation géometrique est de degré inferieur a cclu

de l1'interpolation de déplacement, 1'élément est dit

"subparameétrigque”,* s1 elle est de degré plus elevé il est dit

"superparamétrique”.

5 B
/)/,_,,—- ’T b ; e S :
b .
r | |
[ '*T 27 ’
L [ J ,'
R |
1 > ‘J—‘!——"HL
1 2 3
Fig + V.1



V.2.2)_PROPRIETES DES ELEMENTS

V.2.2.1) CONTINUITE INTER-ELEMENTS

Si les fonctions d'interpolation satisfont les conditions de
continuité requises pour 1'élément de réference, alors cesd
conditions sont également satisfaites pour 1'élément

1soparametrique.

V.2.2.2> COMPLETUDE

Les états de déformation constants sont correc! ement
représenter dans les éléments isoparamélrique si1 la condit on

suivante est respectée : ¥ N 1.

V.3) CALCUL DES ELEMENTS ISOPARAMETRIQUE

Pour décrire la méthode de formulation isoparamé¢trique, on
introduit la notion d'élément de référence de forme trés simple
(Fig.V.2) gqui peut étre transformé en chaque élément réel par une
transformation géometrique L S
Cette transformation définit les coordonnées Xx“ de chaque poin! de
1'élément réel a partir des coordonnées (Z,n) du po i nt

correspondant de 1'élément de réference.

TG:{ SRS T. ', Xﬁ(f)

° depend de la forme et de la position de 1'élément réel,donc des

coordonnées des noeuds géometriques qui le définissent
Tazfﬂ—a X" - Xo(f, Xt, Xj, Xk, ee.)

xi, xj, xk... sont les coordonnées des noeuds géometriqucn de
- : i
1'élément réel. La transformation 7 est choisie de wmo S

presenter les propriétes suivantes



-birjectivité en tout point [ de 1'élément. de réference ou sur

ga frontiére.

-Les noeuds géometriques de 1'élément de réference

correspondent aux noeuds géometriques de 1'élément réel.

portion de frontidre de 1'é1é6ment  de référence

définie par

~Chaque
correspond a la portion frontidre de 1'élément réel,

ses noeuds.

Notre cas d'étude est celui d'un élément quadrilatere a qualbre

noeuds (2 degrés de liberté par noeud) .

Oon a donc la transformation T qui s'ecrit comme suit :

T F ——— X{(F) = IN(Z)].1Xnl
Y(£) = [N(F)1.1¥Yn}
Eo= .n)

{XntT= {xi1,x2,%x3,xel; {Yni' = {yt,yz,ya,ys«! i | N ] = [Ni,Nz,N3a Nal

Les fonctions Ni sont appelées fonctions de transformation

géometriques. {Xnl, 1¥Ynl sont les cooordonnées géometrique de

1'élément réel.

F Ul d 4
o
(.4,1)1* T (1)
Xe ‘Xh
ra
X‘
(-1.-1) (4.-1) -
1 2 Y
¢ lement de refer Tz
élément reel
. M7 ;
8_4%7( Fig.V.2 x__(l_ﬁj)

ST8



V.3.1) EXPRESSION DE LA FONCTION APPROCHEE U

=

Sur chagque élément réel, on utilise une approximation nodale

ll‘}
U(x)

fit,....,00n sont les valeurs de Usx aux noeuds d'interpolation de

de la fonction Usx(x)

Uex (x) =~ U(x)

IR

on : U(x) = <Ne(x), 0, N2(x), 0, Na(x), O, N4(x).0...>.{

(N(x)>.!lan|

L'élément ou variables nodales.
N(x) est la fonctiron d'interpolation sur |'élément réel.

L'approximation sur 1'élément de réference est donc :

Uaw () ~ U(Z) = ¢ N(E) >.lanl

T: F —mw— 5 X(F) = | N(E) J.ixnl

Remarque :

En général les fonctions N(x) ne sont utilisées que pour des
éléments simples. Elles sont le plus souvent remplacées par les
fonctions N(¥f) ol X et ¥ sont liés par la transformation bijecoiv:
T,

N(¥) sont indépendantes de la géometrie de 1'élément réel, don
elles pourront &tre utilisées pour tous les éléments récla
possedant le méme élément de réference.

1

V.3.2) PROPRIETES FONDAMENTALES DE L’APPROXIMATION NODALE

Les proprietes de |'approximation nodale sont :

- La fonction approchée U(x) coincide avec la fonction
exacte Uox en tous les noeuds d'interpolation de 1'élément de

coordonnées x..
Use (x+) = U(xv)

1
UCxr) = <Ni(xi), Nz(xr),.....>. .
an

=)



. 0 81 1#)
d'on Nj(xi) =

1 s1 1=]j
De méme pour 1'élément. de reférence.

- La fonction approchée U(x) est continue sur 1'élément

gi les fonctions Nu(x) utilisées le sont aussi.

V.3.3) CONSTRUCTION DES FONCTIONS NC(Z) ET_N(?_')

l.es étapes de construction des fonctions N(F) et ﬁ(f) sont les
suivantes

V.3.3.1) CHOIX DE LA BASE POLYNOMIALE < PCF) >

La relation U(F) = < P(F) »>.lal définit 1'approximation

généralisée par opposition a l'approximation nodale donnée par

U(E)=< N(E) >.tonl!

Exprimons en chaque noeud d'interpolation de coordonnées {Fut

la fonction U(¥) prend la valeur G = uex(Z.)
on a

funt = [Pnl.lal
d'ou : lal = (Pn]7" fon)

Vv.3.3.2) EXPRESSIONS DES FONCTIONS N et TVUAUX POINTS F DESIRES

Dans le cas des fonctions N on a
UE) - < P(E)D>.IPnl . {idn}
U(F) = <NI(F )>.ihnt

alors,
CN(E)> =<P(F)> .(pn]"

6L



Dans le cas des fonctions N on a

X(F) = <N(E)>.xnl
Y(F) = <N(F)>.{ynl
CN(E)> = <P(E)>.Ipn) "

Pour construire la matrice de rigidité d'un élément, il faut
éxprimer les déformations qui sont les dérivées des déplacements
pPar rapport a x,y. Etant donné que les déplacements sont fonction
des coordonnées [ et n il nous faut trouver une relation entre les
dérivées par rapport A x et y d'une part, et par rapport a [ et
d'autre part.

Cela peut se faire a 1'aide des régles classiques de +dérivatiun

suivantes :

a x a8y
an a x a 7 a vy an
d'ou sous forme matricielle la dérivation par rapport A [ et &

s'écrit comme suit :

a 3 x a y 8
@ | ar rERa a x
a B a x ay | 2]
a an a a

n

- {ar"n} S0 l.{ax'y}

on [ J ] est la matrice Jjacobienne de la transtormation

géometrique. De la méme maniere, les dérivées en (x,y)

s'obtirennent a partair des dérivées (r ,n).

(3



ou L 531 =143

La transformation T etant bijéctive, l'inverse de [J] existle en
tout point de 1'élément de réference. L'inverse de [J] est en fait
trés sensible a certain types de distorsions du rectangle de base.
Cecli est da au fait que la matrice [J] peut devenir singuliére.

Les situations pathologiques suivantes (Fig.V.3) correspondent a

un jacobien singulier donc a la transformation 7 non bijéctive.

Fig.v.3

Oon peut calculer la matrice Jjacobienne en wutilisant Ila

relation d'interpolation géometrique suivante

Cx y > =<CN(E) > ix~1 Hy-} 1



“La malrice | J | 8'écrit

a
| @7
[(Jl = { 3 } Lx Yy D
a
N'f
a1 = - '[;xn; lymi]
N,

n

I1 est donc possible d'écrire la formule conventionnelle de 1la

matrice de rigidité d'un élément de la fagon suivante

(K°1= H. | (B1Z(D].IB].dx dy
s

+441 +1
I -8 [ [ (BITI(DI.IBl.det(Jl w.w .df dn  (V.1)

-1 -1

TS

ol wi,wj sont des coéfficients de pondératlon.

Cette matrice de rigidité est calculée par intégration numérique
dans le domaine ([ ,n) en utilisant 1'intégration de GAUSS.

On peut maintenant exprimer les équations déformations-

déplacements de la fagon suivante :

8 N 0 7
ex 8 x N fal
s 4 "8 N da N

9y | a x | |

~

£ X

{al
ey » = [BIl. .
{71 ,

Exy
oS

Les équations contraintes et déformations s'expriment pair la
relation suivante :

it = IDI.[B]l.is}




V 4> CALCUL DE L’ELEMENT ISOPARAMETRIQUE A QUATRES NOEUDS |
L’ETUDE DES CONTRAINTES AU NIVEAU D’UN TUNNEL

V.4.1> CALCUL DE LLA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE IK"1

Le calcul de la matrice de rigidité élémentaire passe par les

étapes siuvantes

Y.4.1.1> DETERMINATION DES FONCTIONS N

Quatres fonctions d'interpolation sont définies

¢ N> =< Nt Nz Na Ne > =< P >.(pPn) !

CN D> == ¢ (1) (1=n); (1) (1=n); (1+0)(14n); (1=C)(1+n) >

4

L'élément etant 1soparamétrique on a

X2
X(L,n) = < Nt N2 N3 Na ).{ xa}
X4-
y1
yz

Y( ,n) = ¢ Nt Nz N3 N& >.
r o {w}
y4

V.4.1.2) DETERMINATION DE LA MATRICE JACOBIENNE

L'expression de [J] dans le cas bidimensionnel s'écrit comm:

suit : Jia Jiz
[aJl - -
Jz21 Jz22
5 S a3 N
avec T Jaa - z W—" N. Xt Jma - _an X+
= T e |
4 4
v a
Jiz -Z g[, N yu Jzz = anNL Yy
L= a4 L= i



e 78 - - X1 y1
el = 1 (1-n) (1-n) (1+n) (1+n) x2 ye
ol —aw ey -y
X4 Ya
d'on :
- X1 + X2 + X3 - Xe - y1 + yz + y3a - ya
J = 1 (X1 — X2 + X3 — X4 nlyr — y2 + ya — ya)
= g -
- X1 — X2 + X3 + X4 - Y1 — y2 + ya + Ya
+L (x4 — x2 + Xxa - X4) +{ (yr — y2 + ya - ya)

V.4.1.3) DETERMINATION DE L’INVERSE DE LA MATRICE JACOBIENNE

L'expression de la matrice inverse etant de la forme

. 1 [Jzz ~J1z
% ) -
det |_~Jz1 Ji1
Le calcul du déterminant donne dans le cas particulier o

1'élément est réctangulaire de cdétés
X2-X1 - 2a ;X1-Xea ;Xz-Xa
Y«-Y1 = 2b 1 Yi=Yz :Ya=Yae
det = a.b

V.4.1.4> DETERMINATION DE LA MATRICE IB]

La matrice [B] qui lie les déformations aux déplacement
définie ci-dessous est déterminée en dérivant les fonctions d

formes par rapport aux coordonnées de ]'élément réel x,y.

N1, x 0 Nz, x 0 Na, 0 Na , x 0
[B] = 0 N1,y 0 Nz .,y 0 Na,y O Ne.y
Ni,y Ni,x Nz,y Nz,» Na,y Nax Ne, y Nax



ol : Nu,x = F
. : By Yy = Vysew;d
Ly = ay

Etant donné que les dérivées pPar rapport a x et y sont difficiles

4 exprimer, on écrira la matrice [Bl dans le repere (I,n) en
utilisant la relation

3(x,y) = [JI"*. (8( ,n)}

d'ol la nouvelle expression de la matrice [B] :

N1 r 0 l'ﬂ]z',r 0 Na,{: 0 Nt,r 0 )
(Bl = 0 N1, 0 Nz, 0 Na 0 N+ LA
N1 N1 r N:e,’7 Nz,r Na,r} Na r N4 # Na
8 N.
()l) . NL,{, ‘a‘?:——
. 8 N. ¥ = 1,...,4
L =
n an

Remarque :

Dang le calcul de la matrice de rigidité [K°] (V.1) les termes
L et m qui expriment la matrice [B] seront remplacés par les

points de GAUSS.

V.4.2> CALCUL DES CONTRAINTES AUX NOEUDS DE L’ELEMENT Rg:=L

-

L'expression de la matrice [B] pour le calcul des contraintes
est identique A celle calculée lors de l'élaboration de la matrice
locale [K®1] sauf que le calcul se fait aux noeuds de 1'élément
réel.

L'expression de la contrainte o s'écrit
fort [DI.IB). I}
ou 0}l sont les déplacements nodaux de chaque é&lément .




Chapitre 6'




CRITERES DE CONVERGENCE
NOTION D'ERREUR ET TAUX DE CONVERGENCE

VI 1) INTRODUCTION,

Il y a des propriétés qui sont nécessaires ou tout au  moine
souhaitables au niveau de 1'élément afin d'obtenir de bonnes
solutions
La convergence de la solution éléments finis wvers 1la solution
exacte au fur et A mesure que le nombre d'éléments augmente peut se
faire soit de maniére monotone soit de maniére non monotone.

VI 2.1) CONDITIQNS DE CONVERGENCE ET TAUX DE CONVERGRNCF
VI 2.1) CONDITIONS DE CONVERGENCE MONOTONE,

VI 2.1.1) COMPLETUDE,

Un élément fini est dit complet s'il satisfait les deux critares

suivants:
Reaprdsentat fon de acdes rig/des

Quand on préscrit aux déplacements nodaux des valeurs correspondant
un déplacement d'ensemble on doit trouver un état de déformations
nulles dans 1'élément.,

-

Raprdsantat fon da /' 'dtat de d8foreat ions conatont,

Quand on préscrit aux déplacements nodaux des valeurs correspo»iar: A
un état de déformations constant on doit trouver effectivement et
état de déformations & 1'intérieur de 1'élément.



VI 2.1.2) COMPATIBILITE,

Un élément est dit compatible s8'il permet 1la définition RRTY
champs compatible, c'est & dire une continuité de type déplacement.
pour les d'élasticité et une continuité de type déplacementc e
leurs dérivées premiéres pour les problemes de flexion
Cette condition de continuité s'applique & 1'intérieur et a.
interfaces des éléments.

Les éléments finis de type déplacements convergent en énérgie s'il:
satisfont aux conditions de complétude et de compatibilité.

De tels éléments sont appelés ELEMENTS CONFORMES.

Les déplacements obtenus par la M.E.F,dans le <cas d'element:
conformes convergent vers la solution exacte a mesure qv'e ] Vo
augmente le nombre d'éléments comme indiqué sur la figure 1
Cependant 8i les hypothéses de la solution par éléments finis et
celles de la solution exacte sont differentes alors la convergenr:
peut se présenter comme indiqué sur la figure 2.

A titre d'exemple lors d'un calcul de poutres en R.D.i ayant pou
hypothéses celles de BERNOUILLI les déformations dues au cisaillemen
n'apparaissent dans la poutre ce qui n'est pas 1le cas lore~ 'i
s'agit d'un calcul par éléments finis.

Certains ¢éléments ne gatisfont pas toutes 1les conditions A
complétude et de compatibilité. De tels éléments sont appelés ¢14émen
non conformes

La tendance actuelle en matiére d'éléments non conformes consiste
garder la propriété de complitude en condition essentielle m»'r
remplacer la compatibilité par un autre critére de complétude sur u
groupe d'éléments. Ce test de complétude collective est aorel
“Patch test” ou “test de rapiécgage”.

On constate que les éléments complets et incompatibles qui saticfon
ce test convergent. ' '

-



Exemple de convergence non monotone: convergence en “dent de
scie", (voir fig:3),

VI 2.2) “BRREUR ET TAUX DE CONVERGENCE

on sait que la solution obtenue par éléments finis pour une taille
(h) des éléments converge vers la aolution exacte 1lorsque (h)
diminue jusqu'a tendre vers zéro.,
Dans le cas ou l'on peut toujours écrire la gsolution eaact:: «au
voisinage d'un noeud (i) sous la forme d'un developpement polynomial:
Et si ce developpement est d'ordre (p) alors l'erreur commigse sur (U)
gera de 1'ordre du polynome O(h) qui est (p+1)
Pour ce gqui est des déformations et des contraintes supposees
correspondre aux dérivées des déplacements d'ordre (m) l'erreur e
convergence est de l'ordre (p+l+m).
Le fait de connaitre l'ordre de convergence a un interét consideérable
pour la détérmination de la solution exacte
par exemple 81 1l'on sait que les déplacements convergent a l'ordre 2
et s8i on a obtenu deux solutions approchées Ul et U2
correspondants respectivement a (h) et (h/2) on peut obtenir ia
solution exacte par extrapolation de RICHARDSON telle que:

Ul-U - o(h%) = 4
U2-U  O(h/2)°

avec U la solution exacte

Cette solution "exacte" est en fait trés proche de la solution
réelle. On remarque a travers cet exemple que l'erreur commise surles
déplacements serait réduite au quart pour une diminution de la moitié
de la taille(h) de ?'élément.



Ta"
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Ad'élémencs finis

N: nombre
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Nj
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PRESENTATION DU PROGRAMME B M A T
- CORRESPONDANT A L’ELEMENT RECTANGULAIRE

VII.1> INTRODUCTION

La résolution d'un probleme par la méthode des éléments finis
ou autres méthodes, nécéssite la manipulation de matrices vecteurs
de graﬁae taille et la résolution de systéme d'equations
important.Ceci rend 1'utilisation de l'ordinateur essentielle a

1'application de ces méthodes .
Mathématiquement, la M E F revient a posér le prol'léme en terme de

résolution d'un gystéme d'équations simultané ecrit sous la forme
EIREIERES

[ K ] . vecteur de rigidité global.
{ u } . vecteur deplacements inconnus .
{ ¥ } . vecteur force global.

VI1.2> PRESENTATION DU PROGRAMME

Ce programme copstitue la premiere partie de notre travail 1l
permet la modélisation d'un sol goumis a une charge concentrée et
gemi-infini, par la methode des éléments finis. Ce sol sera subdi-
visé en éléments rectangulaires a gquatres noeuds (2 degré de libe-

rté par noeud).

#




Le programme B.M.A.T est établi d'une maniere structuiée, -1

est constitue de plusieurs sous programmes ou le passage des
paramdtres ne sa'effectue pas lors de 1'appel du sous progranue,
mais par le biais de blocs communs (COMMON), ce qul rend la
programation souple et facile car on ne serait pas =Zontraint a
chercher les parameétres gqul doivent passer d'une subroutine a

l'antre. On peut distinguer deux parties essentielles

*LLa génération et la lecture des données.

*La résolution et l'exploitation des résultats.

Les données sont constituées principalement d'informations sur
les noeuds (nombre de noeuds total, nombre de noeuds restreints,
numéro des noeuds restreints, conditions de chargement, conditions
d'appuis...) et sur les éléments (nombre d'éléments suivant les

directions x et y, la taille de 1'element, caractérist iques

géomet riques du metériau uti1ligé).

Vii.2.1) ENTREE DES DONNEES

L'entrée des données se fait en stockant toutes les
informations concernant la structure A modéliser dans un fichier
d'entrée.

Les données sont donc les suivantes :

- Nombre de noeuds total de toute la structure.

- Nombre d'éléments total de la structure.

. Propriété§ du materiau des sol (E ,»).

- Les abscisses des lignes nodales dans le sens X ct les
ordonnées des lignes nodales dans le sens y.

- Le sens et la valeur des charges exterieures appliquées

ainsi que les conditions d'appuis.

Ny



Ce fichier sera utilisé par un sous-programme lecture appelé

InputgG.

-

Debut :

Introduction des

données
1

Génération automatique
de la table de localisation

!

[ Formation de la matrice
locale

1

Assemblage des matrices
de rigidité élémentaires

! ;

r

L 4

Introduction des conditions
aux limites
+

Résolution du systéme
[K1 (4t = {(F}

!

calgul des contraintes
aux noeuds

!

Impressions des
résultats

!

FIN
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VIL.2.2) LECTURE DES DONNEES

Cette partie consiste a saisir toutes les donné. : concerndan:

la structure d'une subroutine INPUTG.

Ce sous programme peut acceder a

plusieurs blocs communs ou 1l

stocke les données lues afin qu'elles puissent étre exploitées par

d'autres sous-programmes.

Les blocs commun sont les suivants

* COMMON /NFE/ pour les données concernant les noeuds et les

elements :

Nombre de noeuds total : NN

Nombre d'éléments total : NE
Connectivités des noeuds : NNS(IE,4)
Numéro de 1'élément : 1E

* COMMON/DIO/ pour les paraméetres mecaniques du matériau.

* COMMON/COORD/

structure.

Module de young : E
Coéfficient de poisson : CP
Epaisseur de la section du sol : H.

pour les coordonnées de chaque roeud de la

Vecteurs x et y.

* COMMON/UE/ pour.le numéro de l1'unité d'entrée et de sortie

NiN, Nout.

Lors de la lecture, le sous programme INPUTG fait appel a

subroutines GENERATION et COODS, qui forment respectivener:

deunx



1) La table de. connectivité ( NNS (IE1,4) ) pour la seciinn
du sol discretisée en plusicurs éléments réliés entre eux par des
noeuds numérotés séquentiellement de 1 A NN globalement, gachant

gue chaque élément est numéroté dans son propre repeéere.

Le sous programme "GENFERATION" permet de détérminer d'ine
manidre automatique la table de connectivité par simple lecture de

certaines données

Lx : Pas de connectiveté suivant x
Ly : Pas de connectivité suivant y
NEY: Nombre d'éléments suivant y
NEX: Nombre d'éléments suivant X
L'algorithme du sous programme "générationautomatique”™ passe par

les étapes suivantes

- Détermination des connectivités du premier élément de o la

gstructure.

- Détermination de la table de connectivité des éléments

guivant x assurée par incrémentation grace a Lx.

- Par incrémentation suivant Ly, on détérmine les connectivites

des premier éléments de la deuxiéme rangée.

De nouveau, par incrémentation suivant x, on obtient les
connectivités des. éléments de la seconde rangée.
Cette opération sera menée de la méme facon que précedement

jusqu'a la numérotation totale de toute la structure.

X
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Exemple

E
1\
y 4 3
5 (=3
2 = >
4 o > N

1

’ »
2 "X 1 2
ta» numérotation dans le repére (6) numérotation dans le
global repere local
Fig.VI.l1

REMARQUES

a) La numérotation des noeuds de la structure se fait suivant
le sens qui présente le moins d'éléments et de fagon a minimiser
la largeur de bande de la matrice globale (Fig.VII.la).

b) La convention prise pour le sens de parcours lors de la
numérotation locale, est le sens trigonométrique (Fig.VII.lb)

c), Chaque élément de la structure est isolé et les numéros

gont lus dans la liste des connectivités (Tavleau 1)

N0 du noeud
N® element 1IE 1 2 3 4
1 1 2 4 3
-2 3 4 6 5
Tabl. 1



2) Les coordonnées x et y de chaque noeud de la structure
définis par les tableaux x(NN), y(NN). Thet
ol NN est le nombre de noeuds total de toute la structure
Le sous-programme coordonnées permet le calcul de ses coordonnées

par

= Recupération de certaines données communes avec le

sous-programme GENERATION (NEX,NEY,NN).

- Lecture des abscigses des lignes nodales suivan! X
(DIMX(K) ,K=1,NEX) et des coordonnées des lignes nodales suivant y
(DIMY(K) ,K=1,NEY)

Ce sous programme tient compte de la numérotation se faisant dans
le sens du plus petit nombre d'éléments, en effet g1 le poihee
d'éléments suivant X est superieur au nombre d'éléments suivant Y

alors,dans une premiére étape

-on affecte la valeur 2zéro aux coordonées (X,Y) - -Au - ..-0d 1
puis par 1incrémentation de 1'ordonnée précédente (DIMY(K)) on
obtient toutes les ordonées de la premiére ligne nodale par.'iéle

a Y, pour une valeur fixée de 1'abscisse (Dans le ler cas x-0j.

La seconde étape consiste a incrémenter 1'abscisse du noeud
suivant en vue de déterminer 1'abscisse du premier noeud Jde¢ ia
deuxiéme ligne nodale (suivant Y) pour Y=0 puis on repét. les
opérations citées dans la premiére étape; on obtient ains: 1. s
ordonnées de la 2eme ligne nodales.

Ce processus est reitére jusqu'a détérmination des coordonnfs. = de

tous les noeuds de la structure.

Ces coordonnées gseront stockées dans deux vectures X(NN) et Y (NN).



VI1.2.3> DETERMINATION ET EVALUATION DES MATRICES DE RIGIGO1i1C

Aprés lecture des données et formation des tables de
connectivités nécéssaires a la modelisation, on procéde )

I1'élaboration de matrices de rigidité élémentaires.

Le principe des travaux virtuels utilisé dans les paragrap“es
précédents a permis d'exprimer la matrice de rigidité élémentaire

sons la forme suivante :

T

uou (BISID).(B).dV H.IA] " U u:lfiul.lcl.dv].mf’ (VI1.1)

v v

La matrice de rigidité [K] est déterminée dans notre cas de deux

facons

1°) calcul de l'intégrale d'une fagon aualytique.
2®) calcul de 1'intégqrale par une méthode numérique qh]'.pi La

méthode d'intégration de GAUSS.

Cette deuxiéme méthode consiste a choisir un certain nomhre de
points puis a integrer le produit (B12ID1.IB] par ranport au coor-
données 1ntrinseques de 1'élément rectangulaire uae réference
(-1,+1), aprés avoir éffectué le changement de variable addéqu.t

permettant la transposition de |'integrale sur 1'élément réel.

l1"integrale (VII.1) devient

[K] *H.JIB(C,n)IT.IDI.IB(K,n)I det (J(L ,n)) dVr (VL T )

vr
Cette 1ntégrale se réduira donc a une double somme du produr!
(B12ID1.(B] multiplié par les coefficients de pondération .. ¢t

w. L'éléments rectanqulaire de réference (-1,+1), aprés .avorr



effectué le changement de variables adéquat permettart la transpo

sition de l'integrale de GAUSS sur !'élément réel.

ri r2
lKl:-E: E:[B(E,n)ITlD].IB(E.D)I.det(J(C.n)).dVr (VIT.3)
L=1 =1
rt+ : nombre de points de Gauss suivant la direction [ .

rz : nombre de points de gauss suivant la direction 7.
Dans notre cas, nous avons utilisé la méthode "produnit”™ de

GAUSS a r = 2x2 points pour integrer l'expression (VII1.2) de [K]|.

VIL.2.3.1> CALCUL DE LA MATRICE INVERSE [Al '(SUBROUTINE IVFRS)

Lors de l'etablissement de la matrice de rigidite élémentarve,
11 est nécessaire de calculer 1'inverse de la matrice [A]l non
symetrique et non singulier. Un sous programme appelé subroutine
Invers a été elaboré en consegquence.
L'inversion se base sur l'algorithme qui satisfait la relation
suivante

1 -1

(Al "1A] =1A] [A] "= 1

Le calcul de linverse de la matrice carré d'ordre n, [A] revient A
chercher un certain vecteur X dont les composantes seraient les
colonnes respectives de la -matrice inverse A "en résolvant un
systeme lineaire A.X = B.

pour cela on proceéde comme suit



a A _esasesssacess A
11 12 in
—4 . :
A = . .
a a ....l.l...ll.d
ni na nn
-y
0
- On se donne un premier vecteur B tel que B .
1

-On determine le vecteur X

Dans ce cas les composantes du vecteur X correspondent. aux termes
de la premiere colonne de la matrice 1nverse.

¥

On determine ensulte ce vecteur X par résolution du systeme A. Hu,
cette opération sera éxecutée n fois, le vecteur B prenant
repectivement pour composantes les termes des colonnes de 1A
matrice identité .

Enfin de compte, on obtient la matrice inverse [A1 .

VIL.2.8.2) CALCUL DE LA LARGEUR DE LA BANDE (SUBROUTINE LARE;“?E?,

L'objet de ce sous programme est de rechercher pour une
certaine numérotation des noecuds de la structure la largeur de la
matrice bande. L'algorithme stipule que pour chaque élément  on
recherche la différence entre le maximum et le minimum des numéros
de ces noeuds (numérotation globale), puils on calcule le ma cimum

de ces différences pour tountes la structure.

)} 72
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soil
-R 'la plus grande différence entre les numéros d'un é1ément .

-NDJ le nombre de degrés de liberté par noeud (2).
La largeur de la bande (diagonale comprise) s'exprime comme suil :

By - (R+1).NDJ

Remarque

Suivanlt la numérotation adoptée, la largeur de la band- 1w
prend plusieures valeurs. On recherche la numérotaticn qui donne a

Bve la plus petite valeur en vue de diminuer la taille de la

matrice globale.

VI1.2.4> ASSEMBLAGE DES MATRICES DE RIGIDITE

VIi.2.4.1> DIFFERENTES METHODES D’ASSEMBLAGES

Compte tenu de certaines propriletés des matrices glcbales
(structure bande,symétrie), plusieurs méthodes de atockage ont &té

élaborées en vue de réduire la taille des matrices calcu!leq.

Parmi elles on citera :

* MATRICE PLEINE NON SYMETRIQUE:

-

. . . - . £
Une matrice pleine ,non symetrique de dimension (n x n), occupe n

nombres réels dana la mémoire de l'ordinateur.

Bl



* MATRICE PLEINE SYMETRIQUE

I1 suffit de stocker le triangle supérieur de la matrice dans

une table Vk, par exemple par colonnes descendantes

K K K
11 12 13
K = Kiz K22 Kz3 ; Vk = < Ki1;Kiz;Kzz;Ki13;Kza;%aaa >
K K K
13 23 a3
K = VK g1 1 = JiJ=1) + I
L) L
J =1
1]l faut stocker o fnrl) termes réels
2

* MATRICE BANDE NON SYMETRIQUE :

Nous stockons la matrice (< redressée>> dans une table rectargula-

ire Vk de dimensions n.(2b + 1)

b b
~ T 0
N N 0 b/

[K]= L n

(=]
/!
/

’

K”“S
=]

——

o

1-

=
Ba



11 faut stocker ‘n(2b+1) réels, incluant b(b+1) wvaleurs nulles

inutilés

* MATRICE BANDE SYMETRIQUE

dans ce cas on a

Vk :| K1z n Ko = VK. s1 j=J-1+1

11 faut stocker n.(b+l) valeurs réelles incluant b.(b+1)/2 valeurs

nulles 1nutiles.

* MATRICE A LIGNE DE CIEL NON SYMETRIQUE

La méthode de stockage la plus ef ficace pour les matrices globales

est la méthode de la "ligne de ciel”. Elle consiste a stocker les

termes de [K] par lignes et colonnes de longueurs variables.

Nous choisissons d'utiliser trois tables de stockage.

VKGD : contient les termes diaganaux.

VKGS : contient les termes du triangle superieur de [KI organtscs
par colonnes descendantes (sans les termes diragonaux) .

VKGI : contient les termes du triangle inferieur de (K] organisé

par lignes de gauche a droite ( sans les termes diagonaux ).

46



N [ K11 Kiz2 0 Kia 0 |
- K21 K22 | ”Kz-s Kz+ 0

[ K |- 0 Kaz Kan Kee Kas
: K-u Ke2 Kea Kaa 0

0 0 Kea 0 Ke=

VKGS = < Kit;:;K23;Kia ;K24 ;Kaa;Kas;0 >
VKGI = ¢ K21;:;Kaz;Kas;Kaz;Kea;Ksa;0 >
VKGD = < Ki1;Kz22;Kaa;Kee ;Kss O

* MATRICE A LIGNE DE CIEL SYMETRIQUE

Le stockage est identique a celuil d'une matrice non symetrran
pour la diagonale du triangle superieur. La table VKGI n'est ;.

utilisée dans ce cas.

REMARQUE :
Dansg le cas de matrice bande symetrique on stocke n.{(b<1)

incluant b.(b+1)/2 valeurs nulles inutiles alors que la mal o

ligne de clel non symetrique ne stocke pas de valeurs 1nutiles.

* MATRICE A LIGNE DE CIEL SEGMENTEE SUR DISQUE

On a recours a cette méthode lorsque la matrice [K] esl .re:
volumineuse ou lorggu' on utilise un ordinateur o capac.
réduite. Il est nécéssaire de décomposer les tables VKGS &l VET’
en blocs stockés sur disque. Il suffit de conserver en mémolre
un instant donné un ou deux blocs de chacune des deux tables.

Pour notre étude nous avons opté pour l'assemblage en wat i

bande compte tenue de la simplicité de la programation.



VI1.Z.4.2> SUBROUTINE ASSBH

La subroutine ASSB assemble les matrices élémentaires au fur
et A mesure de leur formation réspective, en utilisant le ﬁtbvkdqv

en matrice bande symetrique.

L'assemblage se fait en deux étapes
Extension des matrices de rigidité élémentaires.
Sommation des matrices élémentaires.
Il est A noter que ces deux étapes sont éffectuées simultanement
lors de la programmation.
L'algorithme général de 1'assemblage se presente de la facon
suivante
Pour chaque élément IE on définit
-Les indices relatifs au repére local : TITL, JJL.
~-Les 1ndices relatifs au repére global : 111G, JJG.
L'assemblage apreés extension des matrices locales s'obtaienl :rr

a la relation suivante :

A(TIG,JJG) = A(I1IG,JJG) + VLK(IITL,JJL)

avece les conditions
JJG > 116G
JJIG £ Bw -1 + 116G
Ces conditions traduisent le fai1ll que nous stockons la partie

superieure de la matrice bande symetrique.

VII.2.5) INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES

Il est 1important de s'assurer que la structure est bico
conditionnée avant de procéder a la resolution. N'étant soumis a
aucune condition d'appul, la structure peut subir des translatiors

et rotations sans qu'il y ait déformations internes. Ce sort les

ge



déplacements de corps rigides correspondant a une energile ¢
déformations nulle, ce qui signifie que la matrice de rﬂqiditﬁ
glohalé est singulieére.

Donc il faut imposer les conditions d'appuis en nombre suffjcc
pour avolr un systeéme d'équations algébriques plausible a rezoudrs

(systéme non singulier).

Le traitement des conditions d'appuis qul est assuré pa )+
sous-programme CONDB, se traduit par les opérations sulvantes
-Rendre la matrice de rigidité globale [ K ] non singuliére,
-Les valeurs imposées doivent étre prises en cocapte ‘o0 &
la résolution.
Il existe divers téchnique pour la prise en compte des conditins

aux limites.

VII.2.5.1) METHODE DU TERME DIAGONAL DOMINANT

Les étapes de cette téchnique sont les suilvantes

~La matrice | K | est assemblée sans tenmir complte  d0s

conditions aux limites.

-On repére les degrés de liberté imposés, soit 1 ce degré
tel que Ui1=U1 .

-On remplace le terme Kii de la matrice globale pa-
terme (Kii+a) ol o est un nombre trés grand. Dans nobtre <©as
a=10".

-On remplace dans le vecteur forces nodales, le torme i

par alUl.

Le systéme devient alors A matrice non sing. 1ére

résolvable.



On schématise ce qui précede par:

[ Kaa K12 eoooeaKiti coeeeKin 1 4 s
K21 K22 eseasecnsnasassK2n 0z fz
RL:I.............KLLH:l....Ku*‘ 3 ﬁ\.’ aun
Knl----.-l--oolcunu.no---Knr\ ﬁﬁ f“J

e sl .- o "

L'équation (1) s'ecrit

Kuy.ly = a.w
1

oLin ¢t

ISR

)

En divisant les termes de |'équation par o qui est trés qgr:

devant E Ki;. v on en deduit que v = w

Remarque :
Cette méthode est trés simple a programner, 11 fo lva
néanmoins s'assurer que le térme infiniment grand choisi, l& soa!

suffisament par rapport aux termes diagonaux de la maty .o e

rigidité.

VIL.2.5.2) METHODE DU TERME UNITE SUR LA DIAGONALE

CetlLe téchnique consiste a remplacer le terme de ric dité
diagonal correspondant au degré de liberté imposé (1) par l'uaxité
(1), et d'annuler tous les termes de la ligne et de la co'uoac
(i), puils de remplacer le terme fi dans le vecteur force p.r ok
(valeur imposée au.degré de liberté 1) et les autres termes  var

1f; - Kp cuc .



K11 Ki12 oooooe-KiteoooooKan 1 1) [ F1 =K. v
\

= K21 K22 e veeecossoansnsshan 0z

i s :
4 ¥ = 4

RileeeosnoansessKit taossKin i U r
L Kot s s &% 6 6 & @ @ win e e e w5 TS Lﬁh fri—Krio o !

=3 .

l'équation (1) devient alors

N

0- 0} + ﬁl
1=T, )&

U

Remarque
pour ces deux méthodes, du fait que la matrice de rviqu té
]

globale soit stockée en bande, les substitutions se fon: ..» !

premiére colonne de la matrice qui represente la diagonale.

vII.2.5.3) METHODE DE SUPPRESSION DES LIGNES ET COLONNES

CetlLe méthode consiste a restructurer le systéme d'équal o
({ K l.1 u t+ = t F I, de facon a supprimer les Aque Tons

correspondantes aux degrés de liberté 1MpoSés.

Remarque

Cette méthode a 1'avantage de travailler dans un sy:teme
d'équations reduit. Dans notre cas, nous avons opté po.r o
méthode du terme diagonal, a4 cause de sa smmplici'  Ade
programmation.

Le sous programme CONDB utilise la méthode pour respect Ve
conditions aux limites; il forme aussi le vecteur forces nodales

qui agit sur le sol etudié.



L'algorithme se presente comme suit
1) Formalion du vecteur forces nodales
Pour chaque noeud chargé et pour chaque direction

chargement dont le vecteur est connu on a :

KK = 2xN-2+K
GP(KK,1) = GP(KK,1) + P(K,1)
avec :
N numéro du noeud chargé.

K : direction du chargement.

e

K-1 : chargement suivant x.
K-=2 : chargement suivant y

p :vecteur forces élémentalrre.

GP : vecteur forces globale.

2) Introduction des conditions aux limites

de

Pour chaque noeud blogué et pour chaque nature de déplacenent

on Jd
KK 2xN-21K
GD(KK,1) = D(K,1)
LN 107
A(KK,1) ~ A(KK,1) + LN

GP(KK, 1) GD(KK,1).LN

avec

A :matrice bande redressée.

GD : vecteur déplacements nodaux dans le repére globai.

D : vecteur déplacements nodaux dans le repere local



VII.2.6> RESOLUTION DU SYSTEME D’EQUATIONS

war

Les méthodes de résolution utilisés doivent étre adaptées aux
differents type de problémes, en tirant profit de la symetrie des
matrices de rigidité et généralement de leur faible densité de
peuplement. En outre de telles méthodes doivent permettre la
résolution la plus économique poss 1ble-.

Il existe plusieurs méthodes de résolution en analyse
statique. Elles peuvent étre classer de la fagon sulvantes

- Méthodes 1teratives :telles la méthode de GAUSS-SEIDEL
- Methodes directes : telles que celle de CHOLESKY et la
méthode d'élimination de GAUSS.

Ces differentes méthodes doirvent étre performantes pour une
précision donné de |'ordinateur et doivent permettre la détecltion
des singularités ou des situations de mauvalrs condit ronnement .

Les méthodes 1teratives sont simples a programmer, elles
demandent un espace mémoire moindre par rapport aux méthodes
directes. Malgré cet avantage, elles ne sont pratiquement pas
utilisées dans les logiciels d'analyse des structures vu le nombre
important et inconnu d'opérations a effectuer pour une précision
donnée.

Les méthodes directes possedent une éxcelente fiabilité et
une performance superieure a celle des méthodes 1tLératives dans la
majorité des cas. Elles se basent sur l'algorithme d'élimination
de GAUSS ou ses variantes (factorisation de CROUT) ou sur
l1'algorithme de factorisation de CHOLESKY.

Nous avons opté pour la méthode de GAUSS modifirée car la
matrice de rigidité globale a une structure bande. Le sous
programme concernant cette méthode s'appelle RESOLB. 11 est obtenu
en modifiant le sous programme RESOL qui utilise lui, la méthode

d'élimination de GAUSS.

a2



VII.2.6.1> MEHODES D’ELIMINATION DE GAUSS POUR LES MATLICES

Les differentes étapes de 1'algorithme de résoluty-n  se

présentent comme suit

-Triangularisation : elle consiste a éliminer succéssivement

les inconnues s, 8-1,...,(n-1), dans les équations (s'1}) .. n,
c'est A dire on exprime 0Oz en fonction de Qs+, ...,0n et [« en
utilisant 1'éguation s, puls on le reporte dans les équations

(8+1),4e00.,n.

Aprés élimination des 1nconnues us des zéros apparalssenl sous la
diagonale de la matrice. L'élimination de chaque 1nconnu -,
modifie la matrice [ K | et le vecteur forces | F }.

Les relations suivantes 1llustrent cette trianguicsisalbion.

(s-1) K(H—I)
K‘?’ = K(s_l) SR .. L) < P gl e el
1) 1] K(s—l)

58

(a-1) f(s—l)

: )=s8+l,...,n

K . .

f (s)_ r_(s-l)_ 18 s : 81, 000.,ntl

1 1 (s-1)
K
ss

(s8-1) : °

ol KSS représente le pivobl N° s.
-Résolution du systéme triangulaire supérieur : elie =~ -l

A partir de la dernidre équation, en calculant guccégsgivenen! 08
-

déplacements an, Grn-1,. .. tels que

= 1 ’

un - S . fn

R 1 ) N R o

. = — . (f1 _ZKL]-U.]) z 1= n-1,....,1
Ku

lZL'Ol

O
_L:-



VvI1.2.6.2> METHODE DE RESOLUTION DE GAUSS POUR LES MATRICES BANDES

Le sous programme RESOLB est une variante du sous programme
RESOL dans la mesure ou 1l triangularise la matrice de rigidité K

d'ordre (Bw.NV).

on Bv la demi largeur de la bande avec diagonale comprise .

NV le nombre de degrés de liberté de toute la structure.
11 résout un systéme d'équations triangulaire supérieur par
remontée ( back substitution ),c'est a dire on en calculant les

inconnues n de la derniére A la premiéere.

VIL2.7) CALCUL DES CONTRAINTES

Les contraintes sont liées aux deplacements nodaux par ley
matrices contraintes élémentaires et sont calculées en chaque

noeud de |'élément IE gselon la relation suivante

ot - LDI.IB).lGet

od [D] : Matrice d'élasticité.
(Bl : Matrice déformat ion-déplacement de chaque noeud .
ifie | : vecteur déplacements nodaux de chaque élémenc TI0.

o} : vecteur contraintes de chaque noeud.

-

Un sous programme MOYENNE est envisagé pour le calcul des
contraintes moyennes au milieu de 1'élément.

Remarque

Le vecteur deplacements | el est exprimé dans le repére local .

Le passage du repere global au repére local s'opére comme suit .
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DO J=1,4
po 1=1,7,2
- N=NNS(IE,J) .
DO K=1,2
KK = 2.N-2 + K
D(L+K-1,1) = GD(KK,1)
on iDI et IGD} représentent les vecteurs déplacements nodaux

locaux et globaux.

VIl 2.8> IMPRESSION DES RESULTATS

Les résultats obtenus apres calcul sont 1mprimés dans
fichier de sortie préalablement défini grace a un Sous-proqiamme
appelé OUTPUT. Les résultats gont les suivants :

-Les connectivitées des noeuds des éléments de la structure.
-Les coordonnées des noeuds de toute la structure.
-Les deplacements globaux des noeuds de la structure.

-Les contraintes de chaque noeud de la structure.
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PRESENTATION DU PROGRAMME TEORANDE CORRESPONDANT
A L’ELEMENT ISOPARAMETRIQUE

VIIL1) INTRODUCTION

La notion d'élément jsoparanét rique  a  été ant rodutte  de
maniere a simplifier la défanition analytigue des éléments e
formes complexes et a represcenter au mieux une géometrie Jd6licote

des frontiadres de certains éléments.

Le programme [SOBANDE construit 1'Alément 1soparamétrigue  on
définissant une application d'un élément réctangularre
addimensionnel définy dans  un repore (L ,n)  comporlant qual re
noeuds, sur un élément réel (origine) a frontiéres rectiligres
inclinés compertant le méme nombre de noeuds. Pour ce faire on i
recours A la détermination de fonct iong de formes N et de leurs

dérivées.

VIIL2) PRESENTATION DES ETAPES DE CALCUL DE LA

MATRICE LOCALE ELL‘MENTA__I_R_E

Comme 11 a ét2 deja ennoncé dans le chapitre VII1 , les termes
présents dans le ca leu! de la matrice de rigidi t clémenta ve
cont1ennent des dérivations par rapport Aux coordoandes
cartesiennes x et y. Les dérivations peuvent étre exprimées  en
fonction des coordonnées addimensionnelles (L ,n) (élément de
réference). L'utilisation gystématique de 1'élément de réference a
permis de remplacer 1'emploi de fonctions compliquées <(N(X)> par

(N(E) . -

Dans ce qui suit, nous allons énnoncer les differentes é apes

necéssaire a la format ion de la matrice locale.
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VIIL.Z.1) FORMATION DE FONCTIONS DE FORME ET DE LEURS DERIVEES
PREMIERES PAR RAPPORT AUX COORDONNEES ADIMENSIONNELLES [ EI 7

Dans cette étape nous utilisons la forme explicite de (ML 7.2
pour un élément de réference. Nous dérivons manuel lement co©«s
expressions et les evaluons en chaque point d'integration

(point de GAUSS).

Remarque

Les expressions des fonctions de forme et de leurs dérivées ne
dependent pas de la géometrie de 1'élément réel, elles nc sonb
fonction que des caracteristiques de l'élément de reference (I, ).
Par consequent, ces fonctions et leurs dérivées ne sont évaluées

qu'une fois pour chaque type d'élément .

VIIL.2.2D F:ORMATION DE LA MATRICE JAC(_)_RIENNE,DE SON DETERMINANT _ET
DE SON INVERSE

La matrice Jacobienne | J(Z:) | et son determinant ut 1l iseant

: . CAN(F >
les expressions des dérivées premiéres E—égr)

Aalngl que s
coordonnées des noeuds géometriques de 1'¢lément. réel; Ce aqu
revient a4 les calculer pour chaque élément réel (extraction des
noeuds des coordonnées de 1'élément réel). Il est A noter que les
termes de la matrice Jacobienne et de son déterminant sont définis
dans le programme de facon implicite et évalués aux points

d'intégrat ion de GAUSS.
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ViiI.2.3) FORMATION . DES DERIVEES DES FONCTIONS DE FOKME Fiar
- RAPPORT AUX COORDONNEES CARTESIENNES X ET Y

Grace a la relation (VIII.1) qui relie les cdarivées d-s
fonct ions de forme dans le repeére cartesien A celles exprimées
dans le repere de réference, nous pouvons evaluer les differents
termes de la matrice B des dérivées premiéres des fonctbions

d'interpolation en chaque point d'integration.

AN aN
ax | 187 (VILL.1)
aN [ o ] aN
_5_‘{— BT,J

Aprés avolr déterminé la matrice dérivées [Bl on forme sa
t ransposée puls le¢ produrl (Bl .Inl.IBl; ob IDl représente Lo
. N : i T

matrice d'elasticité. Par sommat ion des prodults (Bl .Inl.tBl
obtenus en chaque point d'intégration, on obtient finalement Lo
mat rice de rigidité élémentalre.

vy r2 "
it K Zzwtw].ll!([\,ul)l .||)I.IH(?'_\,773)|.dl'| JU )

L= 1=1
ot ri et rz sonl le nombre de poinlts d'intégration de GALISS

guivant le sens [ ,7. La figure (VITT.1) montre l'nrqaniﬁdllnn'dns

calculs de <N>, LJI, rK" 1
Informations nécéssalres

Element de refere%f[\_;;s,r__\ -{ F1 } noeuds d'interpolation
CN CZe ) o ‘_f’,4_. -{ Fr | polnts d'integrat ion
¢ AN( Fr ) X
ar 4J CNe = (1+L0)) (L)
L

oo



f 3 Boucle sur les éléments

Calcul pour un élément réel

aNI(F
JE) 1<-Eé?il->l.l (e 11

[ (e ) [T

Det J det (.J)

K z E Wi W)« ELENEL I Dy o emsi s 5sw [ L) 1)det. J
r 2

1

Fig.VIIT.1

Les matrices élémentaires etant déterminées, on procedra A
|*assemblage de celles ci1, a 1'int roduction des conditions aux
limites et a la résolution du systéme d'équations linéaires cn vue
de calculer les déplacements nodaux de la structure.Ces opéral 1..n4

Y5a

gont effectuées de la méme maniére que dans le progranme BMAT.
détermination des contraintes aux noeuds de la structure se fait
par 1'intermédiaire d'un sous programme appelé CONTISO.

compte tenue de la relation jrt - ID).IB} . tal  reliant . os
contraintes aux déplacements nodaux de 1'élément, la matrice [ 4]
sera calculée en suivant les méme étapes citées précedement dans
la détermination de la matrice é&lémentaire avec pour seule
difference, 1'évaluation des fonctions de forme alnsi que leuars

dérivées, non plus aux points d'integration mais aux nocuds

d'interpolation de-1'élément de réference.
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STRUCTURE DU PROGRAMME ISOBANDE

Définition de certains blocs fonctionnels

ISOBANDE : programme pricipal.

JACOINV : sous programme calculant la matrice jacobienne.

MATB : sous programme calculant la matrice [IBl et sa

transposdée.

PRODUIT : sous programme calculant le produil IB12ID).IB]

programme  Ca lenlant  les contraintes  aux

1'élément .

CONTISO s0us
noeuds de

0?
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APPLICATIONS

X 1 APPLICATION DE L’ELEMENT RECTANGULAIRE

-

IX 1.1> 1°"EMEMPLE

pans cet exemple nous traitons le cas d'une plaque minrce
goumise a un chargement agissant dans son plan moyen, se t rouvant
dans un état de contraintes planes. '
Nous nous Pproposons de comparer les résultas obtenus par notre
programme, a ceux déja &laborés dans l'ouvrage "ANALYSIS OF

STRUCTURE" .

La plague en traction est subdivisée en qguatres éléments
réctangulailires (Fig.1X.1), par raison de gymétrie (chargemant <1

géometrie), on étudie le quart de la plagque.

— —im .,
100KN 100KN
* —_ 1 Y 1 00KN
\ 1m A
T [

| N
e N

100KN 100K
Fig.I[X.1l Plaque mince en traction.

caractéristiques de la plaque

h = 0-01 l'll
G - 182 GN/m
» = 0.3
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Nous obtenons les déplacements nodaux suivants

DEPLACEMENTS (m)
NOEUDS Ux Vy
) 0 0
2 -2.23E-05 0
3 13.22E-05 -5.03E-05
4 0 1.73E-05

Tabl.l1 : Déplacements

CONTRAINTES (N7m )
NOEUDS ox oy Txy
X ~34.3E+105 21.3E+05 0
2 -74.9E+05 | -114.0E+05 [108.2E+05
3 234.3E+05 -21.3E+05 | -60.9E+05
.4 274.9E+05 114.0E+05| -47.3E+05
Tabl.2 : Contraintes aux noeuds

Les contraintes moyennes normales ox et oy, tangentielles Ty
gont .

4
EOV.L
L

=1

ox - —t - 10.000KN/m
. 4

Iy TxyL

N

-

] g [ 3

(Jy'—-—-————:() 3 Txy‘—————:(]

F-9
=3
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Ces résultals sont  conformes a  ceux  donnés  par | "ouvrage
précédemment ci1té, qui a uti1l1sé des éléments triangulalres.
un moyen supplémentaire pour vérifier la validité des résullals

obtenus par notre programme consiste a :

- Remplacer les constantes ( E,» ,a b ) dans | 'éxpréssion e la

matrice élémentaire obtenue analytiquement par leurs valeurs.

- Tenir compte des conditions aux limites, en effet la résolutl :on
du systeéme d'équations K.U = F de huit équations a huit 1nconnues
se réduit a quatre égquations a guatre 1nconnues en supprimant les
lignes et les colonnes correspondant aux degrés de liberté

empéchés ( dans notre cas Ut - V& = Us = V2 = 0 ).

- Déterminer les contraintes en utilisant la matrice contra:'ntes
IH] obtenue analytiquement et le vecteur déplacements nodaux .|
calculés précédement. Les contraintes sonl obtenues grace o la

relation suivante :

Les résultats déplacements et contraintes obtenus par le procédé
analytique sont identiques a ceux donnés par le programme M.E.F
( BMAT) .

Remarque

Nous obtenons les mémes valeurs du vecteur contraintes moy naes
(ox o0y ,Txy) en subdivisant le gquart de la plagie en feux

éléments.

X 1.2> 2° EXEMPLE

Le second exemple est celur d'une poutre (Fig.IX.1la)
rectangulaire encastrée et chargée .

On se propose d'étudier la convergence des solutions en

déplacements et en contraintes obtenues par le programme BMAT ' -rs



y,u

8 1000
’/
. m
i o
e - 1000
10m
- (a)
/, - 1000
N N— 1 000
(h)
B 100
j\ - 1 OO0
(C)
A n 1000
7
/
A
/ (
ﬂ> P 1000
(d)
looo
/) —
y, e
j\ - looo
&)
Figure 2
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a-Test de 1a poutre encastrée
b-Poutre discrétisée en S élements
c-Poutre discrétisée en 10 éléments

d-Poutre discrétisée en 20 élements
e-Poutre discrétisée en 40 elements
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la solution exacte donnée par la théorie des poutres ,et cec) en
affinant le maillage.

Les résultats obtenus sont les suivants

-

Théorie Depéazimint Cﬂgfriin;e
des 2 :
poutres 100 3000
:?g?gients M.E.F.
3 68.18 2181.82
10 70.56 2188.24
20 89.55 2766.78
40 90.87 2776.12
80 97.67 2963.56
160 99 3018.55

Tabl.3 :Déplacements et contraintes
cas d'une d'une poutre

CONCLUSION
A mesure que l1'on affine le mairllage, 11 y'a convergence a ta
solut.ion en déplacements et en contraintes vers la solution

exacte. Il est A noter que le nombre d'éléments nécéssaire a la
convergence est trés important, d'ou la nécéssité de recour:r a
des éléments plus performants (exemple: élément cubique ou

quadratique ).

IX.1.3) APPLICATION AU SOL

L'étude porte sur un sol semi-infini de dimension (12‘12)m3 3e
trouvant dans un état de déformations planes.
Ce sol est soumis A une charge concentrée dans le plan ( x, Z) ot

répartie le long de 1'axe) .
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Par raison de symétrie de la structure et du chargement nous avons
congidéré la moitié du sol, discrétisée en 160 éléments
réctangulaires selon deux maillages :maillage régulier et malllage

non régulier.

Pour tenir compte des conditions aux limites, nous avons
supposé qu'a partir d'une certaine profondeur, les déplacements
causés par le chargement extérieur deviennent négligeables, ce qui

se traduit par un encastrement a la profondeur 12m de la surface

du sol.

De la méme maniére, a partir d'une certaine distance x uLuos
avons supposé que la charge P ne provoque pas de déplacement s
horizontaux, d'ou la présence d'appuls simples a 1'éxtrémité

droite du sol.

Etant donné que la gstructure et le chargement sont
symétriques, les noeuds situés sur la verticale en dessous de la
charge P ne se déplacent pas horizontalement, par conséquent lors
de 1'étude de la moitié de la structure, nous placons des appulis
gimples au niveau de chacun de ses noeuds.Ces conditions  eux

limites sont représentés sur la figure ( I1X.2a, IX.2b ).

Les résultats obtenus par notre programme, nous ont permis de

tracer les courbes suvantes:

- La variation du déplacement vertical V en fonction de 1l'abscisse

x A différentes profondeurs 72 ( Fig 1X.3 ).

- La variation de.la contrainte verticale oz en fonction de la

profondeur 7 pour différentes abscisses x (Fig.1X.4a,Fi1g.1X.4b ).

- Les bulbes des contraintes tracés grace aux valeurs données par
la méthode des éléments finis, sont comparés a ceux obtenus par

la théorie de boussinesq (Fig.IX.b5a, Fig.1X.5b )



I1X.3.1> INTERPRETATION DES COURBES

**  Casg de maillage régulier

1) variation du déplacement vertical V en fonction de l*abacigse x

por différentes profondeurs

On constate que le déplacement verticale diminue A mesure que

1'on s'éloigne de la charge (Fi1ig.3) Les courbes reprégentant la
variation du déplacement V le long de 1'axe des abscisse x
s'applatissent a mesure qgue l'on s'enfonce dans le so0l, par

consequent nous pouvons détérminer la profondeur a partir dc

laguelle le tassement inst antanné devient négligeable.

2) variation de la contrainte verticale oz en fonction de la

profondeur z pour différentes abscisses.

Les courbes représentées sur les figures (Fig.I1X.4a ! ~t
(Fig.I%.4b )
montrent la variation de la contrainte oz pou: deux abscisses
x1 - Om. (sous la charge) et xz - 0.3m.

On remarque que le contraintes diminuent a mesure Jue ['&¥
g'eloigne de la surface du sol, et que les courbes obtenues par la

M.E.F. s'approchent des courbes données par la golution exacte.

3) Tragé des bulbes de contraintes oz

Les bulbes de contraintes délimitent les lignes oa les
contraintes sont constantes. Les bulbes tracés a partair clec
résultats donnés par la M.E.F. et ceux donnés par la solu' 'on

éxacte (théorie de ROUSSINESQ) sont comparables (Fig.!1X.5%a )



x** Ccag de Maillage non régulier

Nous avons également utilisé un maillage non régulier pour
lequel “ les dimensions des mailles situées au voiginage de la
charge sont réduites par rapport aux mailles gituées plus loin
(Fig.IX.5b ).

Les bulbes de contraintes obtenus par la M.E.F correspondant a ce
maillage se rapprochent des bulbes donnés par la solution exacte.
Par conséquent, 1l est intéréssant d'utiliser une subdivision
graduelle en éléments pour permettre une étude plus détaillée dans
les régions o on attend une grande concentration de contraintes

( ouvertures ou prés des charges concentrées) .

CONCLUSION

Vu gque les résultats obtenus par la méthode des éléments finis
gont trés proches de ceux de la théorie. On peut conclure que le
maillage choisi est guf fisamment affiné pour représenter

correctement le comportement de ce sol.

1X.2> APPLICATION DE L’ELEMENT ISOPARAMETRIQUE

Avant d'étudier 1'exemple d'un sol présentant un tunnel ,nous
nous sommes assuré de la validité du programme "ISOBANDE", é&n
exécutant les exemples précedement cités. Les résultats oblenus
par le programme "1SOBANDE" et "BMAT" sont identiques.

@r

IX.z21> 1 EXEMPLE

Dans cet exemple, on étudie un sol semi-infini présentant un
tunnel de 20m de diamétre, soumis a une préssion uniforme del5N/m’

{(répartie sur la circonférence et le long de l'axe Z7) (Fig.IX.6a).

'] &



On se propose de déterminer les déplacements dans le sens
radial.Le sol étudié est subdivisé en éléments i1soparamétrigques a
quatre noeuds ( 2 d d | par noeud ). Nous avons opté pour une
ﬂubdivi;ion graduelle qui consiste a affiner le maillage au
voisinage du trou, dans le but d'obtenir le plus de renseignement «
possible concernant les points se trouvant dans la zone de
faiblesse.

Cet exemple a été traité par la méthode des 1intégrales de
frontiéres ( voir MESSAFER PHD THESIS 1990; Fig.4-43 ).

D'aprés le graphe (Fig.IX.6b) on constate que les déplacements
obtenus par la méthode des 1intégrales de frontiéres convergent
vers la solution exacte a mesure que 1'on augmente le nombre de
noeuds de la circonférence du tunnel de 16 a 72 noeuds . Le

déplacement radial obtenu par la méthode des éléments finis a une

valeur de 7.5mm.

CONCLUSION

L'obtention de la solution exacte a nécéssité l'utilisation do
72 noeuds sur la circonférence dans le cas de la méthode des
intégrales de frontieres, et 196 noeuds répartis sur toute o
atreture dans le cas de la méthode des éléments fini..
conséquent la méthode des 1ntégrales de frontiéres estL mieux
adaptée a la résolution des problémes de grande dimension, Cai On

ne discrétise que la surface du probléme.
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1x.2.2> 2°™ EXEMPLE

On analyse le cas d'un sol gsemi-infini presentant un tunnel
circulaire de deux metres de diametre, soumis a sa surfacé a un
chargement reparti de 1 N/mz, sur une distance égale au diamétre
et le long de l'axeY . (Fig 7)

pans le but de déterminer les contraintes et les déplacements
au sein de ce sol, nous |*avond discretisé en éléments
igoparamdtrigques puls en éléments réctangulaires.

Les courbes tracées représentent la variation de la contrainte
normale oz le long de :

-la profondeur =z, pour tous les points situés sur la
verticale (x=0), (Fig.IX.7a)
-la distance X, pour tous les points situés sur

l1'horizontale (z=0), (Fig.IX.7b)

INTERPRETATION DES COURBES

1- Courbes ¢z en fonction de z/a

Cette courbe (Fig.IX.7a) représente la wvariation de la
contrainte oz pour les différentes ordonnées (z/a). La contrainte’
croit au fur et a mesure gque i'on g'approche de la charge P. Les
courbes obtenues dans le cas du maillage rectangulaire et

isoparamétrique sont pratiquement conffondues.

2- Courbes oz en fonction de x/a :

Les courbes (Fig.IX.7b) montrent gue la contrainte oz croit
progressivement pour les points dont les abscisses sont comprises
entre 1.8m et 6.5m puis augmentent brusquement au volsinage du

tunnel jusqu'a atteindre une valeur maximale.



De la méme manieére, les courbes tracées dans les cas de malllage
réctangulaire et igoparamétrique sont pratiquement confondues. Une
légere différence apparait cependant, A la surface du tunnel.
cette difference est de 1'ordre de 12.5 %. On peut neanm@ins IA

diminuer en augmentant le nombre d'éléménts réctangulalires.

En 1'abscence de solution éxacte, nous opterons pour la
gsolution donnée par les éléments isoparamétriques car la frontiare

du tunnel est mieux représentée.
Remarque :

Les courbes tracées pour les maillages réctangulaires ol
isoparamétriques sont pratiquement identiques. I1 est a noter
gqu'il a fallu discretiser la structure en X% éléments
réctangulaires pour se rapprocher de la solution donnée par 160

éléments isoparametriques

Par consequent les éléments igoparametriques paraissent LU
adaptés pour ce genre de probléme car ils représentent mieux l!es
gurfaces courbes et sont utilisées en un nombre moindic¢ Dar

rapport aux éléments(isoparamétr;ques>pour la méme précision.
Tekandnf oty
vV
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Fig.3 Variation du deplacement V en fonction
de l'abscisse x a differentes profondeurs.
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CONCLUSION GENER A LE

Notre travail nous a permis de déteminer les champs  «o¢
contraintes et de déplacements au sein d'un milieu continu, hargd

supposé homogéne, linéaire, 1sotrope.

Nous avons traité le cas d'un gol simplement chargé a sa
surface. Il existe cependant dans la nature des sols présentants
des cavités correspondants a desa zones de faibl :sse. C'est

pourquoi nous nous sommes penchés sur 1'étude de ce cas.

Notre étude a pu étre mené A bien grace a l'utilisation de la
méthode des éléments finis qul présente une grande sour:lruse
d'adaptation aux problémes pratiques ,en tenant compte de o la
compléxité de la topologie de la gt ructure ainsi que cclle dJdu

comportement du matériau.

En effet cette méthode est en nesure de représented
correctement les conditions réelles de la structure, aussl b1 a
géométrie simple ( cas de sol semi infini chargé a sa surface V.,
qu'a géométrie complexe ( cas de sol présentant une cavité ), e
en utilisant 1'élément réctangulaire et 1'é1lément 1soparametrigue.
Ces éléments choisis ont donné de bons résultats pour les
problémes d'élasticité plane et ont permi d'approcher au mieus la

solution exacte.

SUGGESTIONS

Oon suggeére de reformuler le probléme d'analyse de la struct re
sol, en utilisant 1'élément 1soparamétrique 2 huit noeuds cn 1 ok
réduire le nombre d'éléments nécéssalres pour obtenir des

résultats avec une précision donnée.
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11 est a noter.en outre, que notre étude a porté sur l'analyse
d'une _structure idéale ( nous avons supposé le sol hormeoadne,
linéaire, isotrope, a caractéristiques mécanique constantes ) , or
il est clair que la plupart des problémes rencontrés dans la

nature ne présentent pas toutes ces simplifications.

11 geralt intéréssant donc, par amélioration de notre
programme, de traiter le cas de sol ou les caractéristiques
mécaniques telles que le module de YOUNG, varierait linéairement
en fonction de la profondeur. La simulation du comportement d'un
tel sol serait possible s1 nous consgidérons la stlructure comm® .an
assemblage de parties ayant chacune un module de YOUNG constant.
De la méme maniére, il serait possible de traiter le cas d'un snol

hétérogéne (bicouches ou multicouches).

Néanmoins les résultats obtenus seront approximatifs car on

n'aura pas tenu compte de |'interaction entre les differentes

couches aux 1nterfaces.
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