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Taux de restitution d’énergie critique
Vecteurs dé&alerkin

Module de cisaillement
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Incréments de propagation
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Gradient
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Notations

R, Z Coordonnées du point source
r.z Coordonnées de la variable champ
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10



G s LB ) palia€ Gy s Jid ol oSay Leliall cilinlal) 8 53 ga sall jualiall (e € 2ae
5 sl e agiedle (e Gl el Calle jal) CalSH Gl JUERY (saady aeilh cagiln 320 Al agiliy
Lot S bl (& Aripad) AV 48 jiaal) Jol sudl 5 A0 5l S 68 Ax 5o i guall (358 il gal) iR
¢ il Alatinl G Saal) (gad ¢ AT L B gl sdgd B8 @B gal) aad Y L ) Adla) ¢ AL
ald cpad )l L g€l 35k e e slaall 238 JBladud &5 1) 5 ASalin ol ASla cilalga) f Al a3l
A8y L Gl gl #8003y aaad (S

Gigny skl LA (e o Aiis laad Al JSLl) (8 & 5 ) apaay Higd Al " Sl JSLEN" Jiad
apoail Allad Al skt N Jeall 138 Caagy cladl 13a 3 agaall pualie A8yl Jleiuly Lals 5 46K
da dal e 3l peaial = oo 3all Cuslu) aladial oy Cus (g saall lalal) ld JSLel) (8 & 5l Cana i
slacly mans Laa ¢ (Simplex) osShasdl 40535 ¢« (SQA) S sdie and Judud )8 23 3 bl AUlsdl)
el oo« SQA -Simplex OlBY) (e Jaad Lale Jeasiall dandiall i) 4 55 Ails 5l Aall Lol dagdl)
A g 3all 20l ualic 48yl Jleaiuly & 5l CalaSiuly Lalall Jiluall Lalai Zuuliall zaliall

11



12



Résumé

Un nombre important de composants, présents darapfdications industrielles, peuvent étre
simulés en tant que domaines axisymétriques. Danss lenvironnements, pendant leur
utilisation, ils subissent des essais non destsupgrmettant de détecter d’éventuels défauts
ou fissures. Les ultrasons, le courant de Fouckegltfluides pénétrants ou les rayons X sont
des méthodes relativement cheres et lourdes. E3) plles ne donnent pas I'emplacement
exact de ces défauts. Le principe de ces méthmmlesste a appliquer un champ (vibration,
champs électromagnétique, rayonnement...) au compesae lire les réponses en certains
points « capteurs » judicieusement sélectionnés.

Dans d'autres techniques, il est possible de mesdareéponse statique, stationnaire ou
transitoire, ainsi que les fréquences propres. eftiecinformation est employée dans une
technique numérique, une identité plus précise peudéfaut pourrait étre produite. Le
probleme, ainsi abordé, appartient a la classepodsdemes inverses d’identification. Sur le
plan de la simulation numérique, les problemesrsa d’identification de fissures dans les
structures mécaniques sont de véritables défisoetiuisent a des activités de recherche
importantes et notamment par éléments de frontiere.

Dans ce contexte, le présent travail a pour olbjexiiéveloppement d’'une méthode robuste
pour l'identification et la caractérisation de fisss dans des structures axisymétriques. La
méthode des éléments de frontiére duale est atijm@ir la résolution du probléme direct.
Ensuite, un couplage d'ursquence quasi-aléatoiSQA) et de l'algorithme dgimplex
permet la minimisation de la fonction-colt. Cetterniere est exprimée par la norme
quadratique des erreurs entre les déformationsuléals et celles mesurées aux points
capteurs. Les mesures sont aléatoirement pertugbdsorme résiduelle est régularisée afin
de produire un algorithme efficace et numériquenstatile.

La qualité des résultats obtenus et les perfornsaimtéressantes en temps de calcul font du
couplage SQA-simplex, une approche bien adaptéppiemes d’identification de fissures

axisymetriques.

Mots-clés : Elasticité axisymétrique, éléments de frontiérssudre, rupture, algorithme du Simplex,
séquence quasi-aléatoire.
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Abstract

Many components used in industrial applications lmasimulated as axisymmetric media. In
situ, and throughout their lifespan, they underga destructive tests to detect any flaws or
cracks. Ultrasonic, Eddy current, flux leakage @Bay tests are quite expensive and resources
intensive, yet they don’t yield an exact locatidntlte defects. In these methods a specific
field is applied to the component in question andea of sensors, meticulously placed,
measure the response. In other techniques, itgsilgle to measure static response, steady
state or transient response and eigenfrequendidisislinformation is used in a numerical
technique, a more accurate identity for the defecidd be produced. Problems dealing with
this information are known as inverse identificattechniques. Prolific research activity has
seen the light dealing with the numerical simulatiof inverse problems of cracks
identification especially in mechanical structubgshe means of boundary elements.

In this context, the present work aims at the dgwelent of a robust method for the
identification and the characterization of cracks axisymmetric structures. The dual
boundary element method is used to solve the dmexttlem followed by a coupled quasi-
random sequence and the simplex algorithm. Thigwallthe minimization of the cost
function, which is expressed as the difference betwstrains at the boundary sensor points,
in the guessed crack shape, and the ones measutesl actual crack identity. A closed loop
process that uses the initial measures that aonally disturbed and the residual norm is
regularized to provide an efficient and numericaligble algorithm that leads to a stabilized
solution.

The quality of the results and the interesting @enfances in terms of computing time make
the coupled SQA-simplex algorithm, a well adaptg@praach to axisymmetric crack

identification problems.

Keywords: Axisymmetric elasticity, boundary elements, cratdjure, Simplex algorithm, quasi-
random sequence.
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Introduction genérale

Les constructions, dont la forme présente une syenéé révolution, sont omniprésentes dans notre
quotidien (cylindres, conduites, blindages, tours,et occupent une partie non-négligeable dans les
structures et les machines, que le génie de 'homeneesse d’améliorer, afin de leur conférer une
bonne intégrité structurale le long de leurs cydesvie diverses. La connaissance et la maitrise de
phénoménes pouvant altérer le bon fonctionnementede structures (dégradation, fragilisation,
ruine...) est d'une importance capitale pour I'hommepeut engendrer des conséquences tragiques
aussi bien sur le plan humain qu’économique ourenmemental. Le contrdle périodique des
structures a toujours été un outil trés efficacairpparer a d’éventuelles défaillances, et plus
particulierement, les techniques deontrble non destructi (CND) y occupent une place de choix.

Le développement des procédés de CND a été imtie s années 1960-70 pour répondre aux
demandes de secteurs comme celui du nucléaireradapbrt en général et de I'aéronautique en
particulier, de I'extraction (plateformes off-shpet du transport de fluides (oléoducs, gazodues) d
produits énergétiques et enfin du secteur sp&igdervées initialement a des branches de l'in@ustri
pour lesquelles la sécurité est un souci essen#sltechniques ont progressivement évolué poer étr
appliguées au contréle de fabrication d’objetseepiabduits de masse.

Sur un autre plan, celui de la physique mathémetilps modéles théoriques appliqués aux problemes
d’identification ont longtemps été ignorés, en t@msidérant soit dénués de sens physique, soit
reflétant une modélisation inadéquate. La réalituadle est toute autre : le caractere
fondamentalement mal posé de certains problemees@stinu et motive de nombreuses recherches en
mathématiques. Quelques exemples d’application colastruction de méthodes de contrdle non
destructif (détection de fissures), l'identificatide caractéristiques physiques ( parametres raajeri
parties de structures inaccessibles a la mesuleumiextrémes ou la mesure est impossible, le
recalage de modeles avec des données expérimeliidéedification de sources de bruit, de pollatio

a partir de mesures éparses dans l'environnerigragérie (médicale, sismique, ..), la restauratien
signaux bruités ou détériorés, I'extraction de aignfaibles dans un signal bruité, le contréle @u |
pilotage d'installations industrielles et la réénadiion de leurs durées de vie a partir d'examehs...
tous ces problemes, on réserve généralement érafitte le qualificatif de « probléme inverse »
('existence, l'unicité et/ou la continuité de lalstion par rapport aux mesures ne sont pas toutes
vérifiées) pour les distinguer des problemes biesép résolus, de maniere exacte ou approchée, par
des méthodes classiques. Depuis une trentaineéd'sntes problémes inverses ont acquis le droit
d’étre cités, car leur utilité pratique est incatable. Les progres réalisés dans leur régulasati
permettent aujourd’hui de présenter un cadre ¢'smalohérent et rigoureux, méme si les difficultés
pratiques de mise en ceuvre demeurent réelles.

D’un point de vue physique ou expérimental, onglésipar probléme inverse, toute situation ou I'on
souhaite évaluer une certaine grandeunaccessible a I'expérience, a partir de la neslune autre
grandeuru directement accessible a I'expérience, connaiggamhodéle mathématique du probleme
direct, qui donne explicitement a partir dex. Dans cette optique, notre travail de rechercpersé

sur le développement d’'une méthode robuste pembettiaentifier des fissures macroscopiques dans
des structures a géométries axisymétriques, esamilla méthode des équations intégrales duales
(MEID) pour la résolution du probléme direct et afgorithme itératif d’optimisation pour le
probléme inverse.

En premiére étape, nous avons implémenté la fotinolaxisymétrique de la MEID dans le code de
calcul KSP, développé a I'UTC [1], dont une premiérersion permettant la simulation de la
propagation des fissures bidimensionnelles en mxliélastiques, plastiques ou viscoplastiques, est
utilisée par les étudiants chercheurs du départed® Génie des Systemes Mécaniques de I'UTC.
Cette partie nous a permis de caractériser et dg@ager des fissures sous un chargement
axisymétrique de la structure.

Dans la deuxieme phase de nos travaux, hous naunedntéressés a l'identification de fissures au
moyen d’un couplage faisant intervenir une séquenesi-aléatoire et un algorithme de minimisation

17
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de la fonction-colt, donnée par la norme quadratidel I'erreur entre les mesures expérimentales et
théoriques des déformations, en certains pointieaeq) sur une partie de la frontiere du domaine.

Et sur ce, nous avons décomposé notre mémoiresde #n cing chapitres :

Dans le chapitre I, et aprés avoir introduit le CDmme outil de surveillance de l'intégrité
structurale, nous passons en revu les mécanismesiskance, croissance et propagation des fissures
par fatigue. Ensuite nous présentons les méthedgduis couramment utilisées dans les problemes de
minimisation de fonctions non linéaires. Enfia,téchnique de régularisation de Tikhonov pour les
problémes inverses mal-posés est introduite conutikestabilisateur de I'algorithme d’optimisation.

Le chapitre Il est consacré au développement déordaulation en équations intégrales duales
appliguée a ['élasticité linéaire axisymétrique. sLeéquations intégrales pour ['élasticité
tridimensionnelle sont intégrées suivant la dimctirconférentielle en exploitant la symétrie &xiet

en réduisant la dimension du probleme d'une ubég.techniques d’intégration de noyaux singuliers
sont utilisées pour évaluer les intégrales singediénhérentes a la formulation. Enfin, des exemple
de calculs, illustrant les subtilités de la méthadeaiter des cas académiques de problémes élestiq

axisymétriques sont présentés

L’adaptation de la MEID au traitement des disourités de la matiére (fissures) et au calcul des
facteurs d'intensité de contraintes, dans le cddria mécanique linéaire de la rupture, est letsly
chapitre Ill. Pour améliorer la précision de I'apgie, un élément singulier, adapté aux fonds de la
fissure, est introduit. Afin d'illustrer la perénce de la méthode, plusieurs exemples sont traités
les résultats confrontés a ceux obtenus analytigaeou par la méthode des éléments finis.

Le chapitre IV traite de la propagation des fissudans des structures a géométrie et a chargement
axisymétrique par la MEID. Les tests présentés danchapitre, montrent une parfaite cohérence du
chemin de propagation en fonction du chargementatéent particulier est mis sur la simplicité de
mise en ceuvre de I'algorithme de propagation quipeint de vue numérique, présente un avantage
considérable di au non-remaillage de la structerelant la phase de propagation, ce qui représente
un gain substantiel en temps machine et en volereatkage.

Le dernier chapitre est consacré a la mise en aglevfalgorithme d’identification. La technique est
basée sur le couplage d’'une méthode aléatoire (29@¢ un algorithme d’optimisation (Simplex),
pour lidentification de fissures axisymétriguesind des structures a géométrie et a chargement
axisymétriqgues. Comme le simplex est un algoritenvergence lente, et peut ne pas converger
vers la solution recherchée (présence de minimoc®uk), nous avons introduit une génération de
solutions par une séquence quasi-aléatoire pembedta donner une identité a la fissure dans le
voisinage de la solution recherchée. L'efficacitécette démarche est illustrée au travers de rtagtip
tests sur des domaines a géométries et chargediffétents. Enfin, nous avons étudié la stabiliéé d
I'algorithme vis-a-vis du bruit des mesures, enmadtisant une perturbation aléatoire des mesures au
points capteurs.
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures
endommagées

1.1 Introduction

L'identification des fissures dans les structusdd'en des objectifs du contrdle non destructil [},
auquel sont soumis les composants mécaniques darphase d'élaboration ou pendant leurs durées
de vie. Dans ce contexte, la simulation du CND joneble croissant pour concevoir et démontrer les
performances a moindre colt des méthodes de centrdl

La simulation est un facteur crucial d'augmentatiena fiabilité d’'un contrdle, dans la mesure té e
permet de maitriser les paramétres mis en ceuvrapttiinspection. En mécanique du solide, les
problemes d'identification font parti de la clagbas générale des problémes inverses: identificati
expérimentale des lois de comportement, identificatles singularités en mécanique de la rupture
utilisant les informations accessibles expérimemtaint, détermination des contraintes résiduelles,
optimisation de forme, etc.

1.2 Procédés non destructifs de controle de pieces mécaniques

Le CND consiste a mettre en ceuvre des méthodegestigation pour permettre d'apprécier sans
destruction, I'état d'endommagement des piécesniggrs et de formuler un avis sur leur aptitude a
remplir la fonction a laquelle elles sont destiné@snsidérée sous cet aspect d'aptitude au bon
fonctionnement, la définition suppose une bonnenamsance de tous les phénomenes mis en jeu, en
particulier de la nocivité des défauts, de leurldmon dans le temps et des lois générales de la
mécanique de la rupture.
L'exécution de cette tache nécessite une bonneasmamce des techniques d'investigation mises en
ceuvre, de leur limite et surtout, une adéquatiafiappea entre le pouvoir de détection de chaque
technique et les critéres appliqués pour la miseeawre.
Les techniques de CND les plus couramment emplopéesent étre classées en deux familles
principales, étroitement liées a la localisatior'aleomalie sur la piece en cours d'examen [2]:
- Les méthodes de surfaces: pour lesquelles le désadbcalisé en surface extérieure et parmi
elles: I'examen visuel, le ressuage, la magnétosaaple courant de Foucault.
- Les méthodes volumiques: pour lesquelles le défsulocalisé dans le volume de la piece et
parmi elles: les ultrasons, les rayonnements iotésala thermographie ou I'émission
acoustique.

L'application de chaque méthode fait interveniistédéments distincts (Fid.1):
e L'élément excitateubien souvent caractérisé par un rayonnementréteagnétique, ou une
vibration et un champ magnétique.
« L'élément perturbateudéfini par la piece et éventuellement par le dééa'elle contient.
« L'élément révélateurassuré soit par I'ceil, soit par un systéme déeoap traduisant sous
forme de signaux électriques la réaction de lagpiec
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées

[ Elément excitateur }

e LLALLLLLL

[Elément perturbatel}r B e S

oo [T

[ Elément révélateur }

Fig. 1.1 Les trois éléments de base mis en jeu dadNIih

Pour chague méthode et conformément aux réglesskufance qualité, il faut mettre en place une
procédure ayant pour objectif d'assurer la fiabikt la reproductibilité de I'examen, ainsi que la
localisation, l'identification et la caractérisatien taille et en nature des défauts, leur classente
présentation, enfin la décision quant a l'affeotatdu produit avec archivage des résultats et des
conditions dans lesquelles a été effectué I'exa@ela passe, dans chaque cas, par I'élaboration d'u
mode opératoire précisant les opérations d'étagmrde calibrage, d'acquisition et de traitemest de
données.

1.3 Surl'origine des fissures par fatigue

L'expérience industrielle montre que les rupturessdmposants ou de structures en fonctionnement
normal sont le plus souvent dues a la fatigue.e@@llest particulierement insidieuse du fait de son
caractére progressif masqué. L'examen de piécgauesnassocié a des essais interrompus permettant
de suivre l'évolution de I'endommagement, conduia@alyse de la rupture par fatigue suivant le
processus suivant (cas d'un matériau polycrisjallin

» développement de modifications microstructuraléseqgendrent un dommage irréversible;

e apparition de microfissures;

e croissance et coalescence de défauts microscogiguesormer des fissures principales;

» propagation stable d'une fissure principale;

e rupture finale.

1.3.1 Modifications microstructurales induites par la déformation cyclique

Le mécanisme le plus représentatif décrit par W@pest illustré par la Figl.2. Dans un matériau
polycristallin, lors d'une traction monotone, digmés de glissement cristallographique émergeat a |
surface libre du matériau dans les grains favonadie orientés pour le glissement, et ce méme si la
contrainte macroscopique est inférieure a la lidiéasticité (Figl.2.a).
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées

Lorsque la direction de sollicitation est inversée,non-réversibilité du glissement engendre la
formation de reliefs a la surface du matériau (Eig.b). La répétition de ce processus (Hig.c)
conduit a la formation d'intrusions (en retraitd&xtrusions (en relief par rapport a la surfataie,
Fig. 1.2.d). Les intrusions constituent des zones decazdration de contrainte locale favorisant
l'apparition de microfissures.

1.3.2 Amorcage des fissures

Dans les polycristaux, la fissure apparait générate au sein des bandes persistantes de glissement,
sites préférentiels d'amorcage. Dans les alliagdssiriels, d'autres processus d'amorcage peuvent
intervenir en fonction de la microstructure et desditions de sollicitations. La figure (Fid.3)
illustre les différents sites potentiels d'amorgage

Emergence de plans Formation de reliefs Création de nouveaux Formation d'intrusions
de glissement plans de glissement et d’extrusions

*

N\
N

v
a b c d

Fig. 1.2 Lignes de glissement cristallographique dan:
matériau polycristallin en chargement cyclique

amorcage a l'intersection
de joints de grain

défaut de surface/' inclusion interne

microvide interne
aux joints de grain
intergranulaire -
en surface

transgranulaire/

Fig. 1.3 Différents sites d'amorcage de fissures
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées

1.3.3 Progression de la fissure

Aprés amorcage, les microfissures peuvent se gespsous l'action de sollicitations cycliques, le
long de plans de glissement favorables a l'intérams grains (Figl.4) [4], pour éventuellement
changer de sens a l'interface de deux grains 15y [5]:

* Lors de la phase de traction, la concentrationadeohtrainte en téte de fissure produit un
glissement le long du plan de la contrainte maxéna&@ cisaillement (Fid..6.b);

» L'écrouissage active d'autres plans de glisserfréntl(.6.c), la fissure évolue;

» Des zones de déformations plastiques en tractiogose créées en pointe de fissure et se
retrouvent comprimées lorsque le chargement estséy des déformations plastiques inverses
se produisent alors, et referment partiellemefistaire (Fig.l1.6.d).

Au cours des cycles suivants, certaines de sesrdissvont se propager suivant ces bandes de
glissement jusqu'a ce qu'une fissure principal@égmge. Cette fissure principale change alors de
direction suivant un plan macroscopiquement disti@ette transition d'un régime cristallographique,
dit de stade I, a un mode non cristallographiqueelpstade 1l se fait a travers quelques grairng (Fi
1.7).

Fig. 1.4Fissure de fatigue dans un alliage de Titane TAGMissure
se propage le long de lignes de glissement.

) f_.“i I

Fig. 1.5 Fissure de fatigue dans un alliage de Nickel NI
température ambiante. La fissure se propage aserneint de det
plans de glissement.
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées

Au stade |, la taille de la fissure est de I'ordeequelques dizaines de microns suivant la taile d
grain. Cette taille est du méme ordre que la dimende la zone des déformations plastiques. Om n'es
donc pas en mesure de négliger cette zone, ebhalitions d'application de la théorie de I'élasdici
linéaire ne sont pas encore réunies. La modélisatéel'évolution de la fissure a ce stade reste tre
difficile. Le stade I, correspond a I'évolutiomdé fissure au dela du millimétre. La zone plagtjgn
premiére approximation, est négligeable et la fbéde la mécanique linéaire de la rupture est
applicable pour accéder au champ des contraintesisinage de la pointe de la fissure [3].

Pour les structures axisymétriques, les expressonsoordonnées polaires des contraintes [6], en
théorie de déformation plane, restent valides.

Pour la suite, ldentification des fissures vatposur celles ayant subi la transition vers leestd, et

qui sont considérées comme étant suffisamment Egour que le champ des déplacements a la
frontiére de la structure s'en trouve perturbé.

1.3.4 Rupture de la structure

La rupture brutale de la structure par extensienladlongueur de la fissure survient lorsque les
conditions de chargement vérifient le critére dptute considéré. Le plus utilisé fait référence au
facteur d'intensité de contraintes critique K erdend La rupture se produit lorsque la valeur de K
atteint une valeur critique Kcaractéristigue du matériau et déterminée expétatament (K est
aussi appelé ténacité du matériau). D'autres esitéant intervenir I'énergie critique, @écessaire a
l'avancée de la fissure. Tant que I'énergie fouaniematériau est inférieure a la valeur critiqae, |
fissure est considérée comme stable. Au-dela daldaur critique, la fissure commence a se propager,
théoriquement, sans pouvoir s'arréter puisque Bavec la taille de la fissure.

Pour notre étude, nous utiliserons un critéreuié facteurs d'intensité de contraintes dont legligts
sont satisfaisants pour les matériaux a faibleilitéct
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Fig. 1.6 Mécanismes d'ouverture-fermeture
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées
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1.4 Différentes approches en dimensionnement

Fig. 1.7 Passage du stade | au stade Il

L'objectif d'un dimensionnement d'une structurdigtide en fatigue est de prédire de facon la plus
réaliste sa durée de vie totale, exprimée en nodibg/cles jusqu'a rupturg.N
Cette durée de vie est la somme du nombre de cgelssllicitation N nécessaires pour amorcer une
fissure (vie a I'amorgage) et du nombre de cyclepdurr atteindre une taille critique préalablement
définie (vie en propagation):

N, =N_+ Np (1.1)
Pour l'ingénieur, la durée de vie a I'amorcagedééinie, pour une amplitude de contrainte ou de
déformation donnée, comme le nombre de cycles squpir faire naitre une microfissure détectable
par les techniques de contrble non-destructifs.sDa@n cas le stade dit "d'amorcage” implique une
phase de propagation de fissure de petite dimenkioa fois la fissure amorcée, la fissuration sera
décrite par une loi de propagation utilisant lemoapts de la mécanique de la rupture afin de
déterminer .

1.4.1 Approche en durée de vie

Dans cette approche, le nombre de cycles a rupsirééterminé sur des éprouvettes initialement non
fissurées et avec un état de surface contrblé. &errdine alors le nombre de cycles nécessaire a
I'’émergence d'une fissure principale (qui peutiradte 90% de la durée de vie totale) et pour faire
propager ce défaut jusqu'a la rupture finale, ei ea considérant les différents facteurs pouvant
affecter la durée de vie (contrainte moyenne, enviement, chargement multiaxial,...). Deux
concepts principaux se distinguent dans cette appro

* Le concept Safe Life (vie siire)

Développé durant les années 1950, ce concept regmgement sur le temps d'amorcage des
fissures. La durée de vie est déterminée en agpitqun coefficient de sécurité soit a une durée de
vie moyenne, soit & une résistance en fatigue rd@tée expérimentalement ou par calcul. Au
terme de cette durée de vie, I'élément doit étrplaceé, qu'il soit fissuré ou non. Outre la nédéssi
de réaliser des essais couteux, ce concept ngaiaiévoluer l'esprit et les modalités des opération
de maintenance, mais cette idée plus précise dkrirde de fonctionnement réelle de chaque
élément vital, conduit a une augmentation génélala fiabilité structurelle.
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Chapitre 1 Identification des fissures dans les structures endommagées

* Le concept Fail Safe (redondance ou sureté intégrée)

Introduit dans les années 1960, ce concept impliguiane défaillance partielle d'un élément
n'‘engendre pas la ruine de la structure, et quie-celdoit pouvoir supporter le niveau de

chargement correspondant, amplifi€ par un coefficide sécurité, a des conditions rudes
d'utilisation. D'un point de vue maintenance, degbose de détecter d'éventuelles ruptures et
conduit donc a I'élaboration de programmes d'ingpes périodiques.

La figure (Fig.1.8) illustre les différences de conceptions irekipar la prise en compte de ces deux
concepts.

vF

Fig. 1.8 Conception§afe Lifeet Fail Safe

1.4.2 Approche en tolérance aux dommages

Le concept de tolérance aux dommages appliqgué stameture consiste a garantir, au moyen d'un
programme d'inspection spécifique, que tout domnsege détecté avant qu'il ne devienne critique
pour lintégrité structurelle. En effet, l'applicat du conceptfail Safe a fait apparaitre certaines
limitations quant au niveau de lI'endommagemeng eturée de vie de la structure aprés rupture du
premier chemin d'efforts (Fid..8). Dans ce type d'approche, introduit au délestannées 1970, on
suppose que tout matériau contient potentiellermerdéfaut de type fissure, soit préexistant s@ié cr
en service (Figl.9.a). La durée de vie est alors définie commsolabre de cycles requis pour faire
propager ce défaut jusqu'a une taille critique .(Ei§.b) qui dépend de plusieurs criteres tels que la
ténacité du matériau, la contrainte limite, la défation admissible etc. On détermine ainsi, soit la
durée de vie résiduelle, soit des périodes d'ingpeen liaison avec les techniques de contrdle non
destructifs. Le calcul de la durée de vie en prapag se fait au moyen de lois, plus ou moins
empiriques, utilisant la Mécanique Elastique Linéale la rupture (MELR) en condition de plasticité
confinée (i.e. la taille de la zone plastifiée die réduite par rapport aux dimensions caratitfuiss

de la piéce et de la fissure) et le chargementglkedtalement élastique. Ce type d'approche est
largement utilisé dans des applications critiquegaint de vue de la fatigue comme la construction
aéronautique ou le nucléaire.

1.5 Calcul de la durée de vie en propagation

Pour calculer la durée de vie en propagation,ut tisposer d'une loi de propagation permettant de
prédire les cinétiques de croissance des fissurdsnetion de I'amplitude du chargement appliqué et
des facteurs affectant la propagation. Ces derpewsent étres d'ordre intrinséques tels que maztule
limite d'élasticité, propriétés cycliques et mgtracture, ou extrinséques tels que le rappochdege

R, la température, l'environnement, etc. Une loipdepagation se doit donc de relier la vitesse de
propagation a tous ces parametres.
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U U;

a- Détection de la fissure b- Taille critique de la fissure

Fig. 1.9 Concept de tolérance aux dommages

On distingue principalement deux types de lois:

* Les lois théoriques développées a partir de modsgliessi elles intégrent généralement des
effets intrinséques, ont l'inconvénient de raremamindre en compte l'effet des différents
facteurs extrinséques

» Les lois phénoménologiques (empiriques) dont leestide décrire le plus simplement possible
les variations observées expérimentalement eniéndtun certain nombre de paramétres.

Dans ce paragraphe on présentera quelques loisigugsi qui sont d'un usage courant en simulation
numérique. Une description détaillée des différetés de fissuration par fatigue est donnée dans |
référence [7].

A rapport de chargementR=o, /0, constant, la vitesse de propagation est reliee a

AK =K, __—K . parla courbe illustrée par la Fi).10. Cette courbe fait apparaitre trois régimes de
vitesses:

a. Le regime du seuil de fissuratidrk <AK_. Dans cet intervalle la fissure ne se propage pas

(vitesse trés faible).
b. Un régime linéaire, approximé par la loi de Paris.
c. Un régime de propagation accélérée conduisant arwptere brutale du matériau quand la

valeur deAK _ approche la valeur critiqué, .

1.5.1 Loi de Paris

Proposé en 1963 par Paris et Erdogan [8], cettedionet un calcul simple de prédiction de temps de
propagation, mais ne précise pas linfluence desnpetres intrinséques ou extrinseque sur la
propagation. C'est la loi la plus utilisée en ppadi, elle est donnée par la formule suivante:

92 _cakn (1.2)
dN

Ou AK =K . —K .., Cetmsontdes coefficients dépendant du matéria

min ?

1.5.2 Loi de Walker

Cette loi est une tentative d'extension de la &iPdris pour rendre compte de I'effet du rapport de
charge sur les vitesses de propagation. Elle estédopar la formule suivante [9]:
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da

— =c(aKka-R™)’ pour R< 0
dN
da (1.3)
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Fig. 1.10 Variation de la vitesse de propagation d'issufe
(a): faible vitesse de fissuration (seuil),
(b): région linéaire (relation de Paris),
(c): haute vitesse de fissurationdK

1.5.3 Loi de Forman
La loi de Forman[10] constitue une améliorationladoi de Walker puisqu'elle rend compte de
I'évolution asymptotique de la partie supérieuréadmurbe de propagation lorsqugaktend vers Ig:
da AK"
—=C
dN  ((1-R)K,-AK)
Une autre loi de MacEvily-Forman, tente quant & di rendre compte de I'ensemble de la courbe de
propagation en incorporant la valeur se\ls;

9 cfarc-anc) EE0

(1.4)

N (1.5)

1.5.4 Loi NASGRO

Développée par Forman et Newman pour le comte deASA, elle est utilisée dans le code de
prédiction de durée de vie de la NASA (NASGRO [1L8 loi est de la forme:
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m(l_Aij"
& cf(Etjo] 2
[1_ Kmaxj

KC

1-R
Ou C, m, p et g sont des paramétres dépendantaiduiau et ajustés aux résultats expérimentaux. La
fonction f qui rend compte des effets de fermeture est dopage

(1.6)

K maxR,A+ AR+ AR+ AR) siR= 0
f= K°’°‘ = A +AR si-2< R<0 (1.7)
mX A -2A siR<-2

Les coefficients sont:

A =(0,825- 0,34+ 0,052)( co"s%]

20,
A =(0,415- o,om)% (1.8)
A=1-A-A-A
A=2A+A-1

a représente le rapport de confinement entre comérglane et déformation plane %/Uyest le

rapport entre la contrainte maximale appliquédaestntrainte d'écoulement du matériau.
Cette loi rend compte des comportements asymptsicgt integre l'influence du rapport R par
l'intermédiaire de la fonctiof .

La formule (1.6) integre la valeur du seuil pourdpport R considére en la valeur A&, :

1- f -(1+CgR)
AK, =AK, |2 (1.9)
ata((1-A)I-R)

- AK,: valeur du seuil pour R=0;

- a:longueur de la fissure;

- @,: longueur intrinseque de la fissure (3,8T.1@cycle);
- Cy: coefficient de seuil;

Enfin, la loi NASGRO intégre également l'influende I'épaisseur sur la valeur critique du facteur
d'intensité de contrainte critique Kc:

(At
& =1+ Bk e ( to )
IC
- K :ténacité en mode | en contraintes planes;
A et B, paramétres a ajuster aux résultats expérimentaux;
t: épaisseur;
- to: épaisseur de référence en déformations planes;

(1.10)

L'intérét majeur de cette loi c'est qu'elle couendt le domaine de propagation, depuis le seuilds
la rupture et intégre, sur la base de phénomengsiquies, l'influence du rapport de charge R.
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Néanmoins, l'identification de I'ensemble des pataes nécessite un nombre important d'essais, y
compris dans le domaine des basses vitesses. @oresisouvent amené a faire des approximations
pour obtenir les valeurs des coefficients désirés.

1.6 Analyse inverse et algorithmes d'optimisation

En simulation numérique, le traitement des probkui@entification de fissures reléve de l'analyse
inverse [12]. Ce terme est utilisé pour décrire pleblémes posés avec une information (nécessaire a
la résolution d'un probleme directe) incompléteriarp Le probleme inverse est exprimé sous une
forme relaxée, et lI'on cherche juste a minimisamrdur entre les données issues de la simulation
numérique et les mesures expérimentales.

Les premiers travaux sur les problemes inversanéranique des solides datent de la fin des années
1980, A. Friedman et M. Vogelius [13] ont utilisg hotion de dualité pour résoudre le probleme
d'identification d'une fissure par des mesures atentiel électrostatique sur la frontiére du doraain

En France, H.D. Bui fut le premier a comprendragdrtance de la dualité dans les problémes directe
et inverse, et a la mettre en pratique [14]. Stéré pour les problémes inverses fut motivé péaite

que les opérations de maintenance des composadiiaines par EDF nécessitaient, et nécessite
encore, beaucoup de recherches et de développesnemts méthodes de CND.

Pour bien poser un probléme d'identification, ihdgent tout d'abord d'analyser le probleme et @e fa

un certain nombre de choix:

Sur les variables a optimiser
Avant de procéder a une analyse inverse, il faudesmander quels sont les parametres a
optimiser.

Sur le domaine d'intérét

Une fois les variables sélectionnées, il faut lader & chacune un intervalle de définition. Cette
condition fait appel a I'expérience de lingéni@aur donner des ordres de grandeurs des
valeurs des parametres.

Sur la fonction-colt

Il s'agit de définir une fonction rendant compte laepertinence des solutions potentielles a
partir des grandeurs a optimiser. C'est la fonetiofit encore appelée fonction Erreur ou
fonction d'adaptation. Elle dépend des objectiftaindre. La qualité de la solution dépend en
partie de la convenance de sa définition.

Sur l'algorithme d'optimisation

Une fois définie la fonction-codt, reste le choixrd algorithme de minimisation adapté au
probléme posé. Il existe, dans la littérature, wand nombre d'algorithmes itératifs de
minimisation de la fonction-co(t qu'il est possitikeclasser dans deux catégories: les méthodes
d'ordre zéro et les méthodes a direction de descent

1.6.1 Définition de la fonction-coiit

Soit U un vecteur deR" contenant n mesures d'un systéme physique ahe application deR "
dans R" obtenue a partir d'une modélisation du systéemeigphgsLe probléme inverse consiste a
trouver le vecteur de parametrgs(i=1, m) tel que:

L(X)=u (1.11)

Par opposition au probleme inverse, le calcullde) est appelé probleme direct et peut étre, par
exemple, issu de la résolution d'un systéme d'é&msaalgébriques (Fid..11).
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La résolution du probléme inverse tel que défird@ssus implique que I'applicatidn soit bijective,
donc nécessairement: m=n. Alors que dans tousdegratiques d'identification de fissures, on a
plutét: m<<n. Une reformulation en termes de migiamtion s'impose alors et la nouvelle forme du
probleme a résoudre est la suivante:

F (™) =min[F(x)]

xR , (1.12)
F(x) =L -]
[Fest la fonction-codt, définie comme le carré dadame quadratique des écarts entre les données
observées et les données correspondantes calculées.

Calculerx*™ OR ™tel que

- ~ Probléme direct N

Parametres d'entrée Observations de sortie

X L(x)

\ y, \ y,
e \ e \

Parametres identifiés Données expérimentales

X; U,
y,

J

. . \
Probléeme inverse

Fig.1.11 Probléme directe et probleme inverse

1.6.2 Méthodes d'ordre zéro

Les méthodes d'ordre zéro sont des algorithmeseuiécessitent pas le calcul du gradient de la
fonction-colt. Leur implémentation ne requiert pascément une bonne connaissance du modele
direct, mais elles sont parfois difficiles a par&ne€ Par contre, elles peuvent s'avérer utiles fou
recherche de minima local ou méme pour la rechetetrainima global.

1.6.2.1 L'algorithme du simplex

L'algorithme du simplex, introduit par Nelder et &deen 1965 [15], est une méthode d'optimisation
non-linéaire qui minimise une fonction dans un espa plusieurs variables. Cette méthode utilise le
concept desimplexqui est un polyédre a N+1 sommets dans un espldadirhensions.

Soit N la dimension de l'espace ou la fonction grees valeurs. On démarre avec un simplex de cet
espace. La premiere étape consiste a enlever e goisimplex ou la fonction est maximale et a le
remplacer par la réflexion de ce point par rappartentre de gravité des N points restants. Soirg p
est meilleur, on étire le simplex dans cette dioectSinon, on est dans une vallée, et on réduit le
simplex par une similitude centrée sur le poinsplex ou la fonction est minimale. Cette méthode
n'utilise que des valeurs ponctuelles de la fonetiodt et ne nécessite pas le calcul du gradient d
celle-ci par rapport aux parametres a identifierniéthode est détaillée au chapitre V.

1.6.2.2 Les algorithmes évolutionnaires

Les algorithmes évolutionnaires ont été dévelogmese basant sur les théories de I'évolution & de
génétique [16]. Le vocabulaire associé a cettelfamée méthodes est en partie emprunté a ces deux
disciplines. Les méthodes génétiques sont desitlgas stochastiques, dont l'objectif est de génére
une suite de groupes de parameétres (populatiom®rta d'une solution aléatoire choisie dans le
domaine d'étude et dont les éléments (chromosaeednt vers ceux du groupe optimal.
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L'évolution des éléments vers la solution optimalst réalisée par l'application d'opérateurs
génétiquessélection, mutation et croisemepar analogie aux processus géenétiques d'évolddda
nature [17]. Les algorithmes génétiques classiquesent seulement sur des chaines binaires, avec
des mutations et des croisements simples. Cecadape pas bien aux problémes d'identification de
fissures qui nécessitent des approches plus feilidans cet objectif, des algorithmes génétiques
modifiés ont été développés (appelés aussi: afgoeis évolutionnaires [18]). lls utilisent des
opérateurs de croisements modifiés (simple, aritigmé et heuristiqgue) et de mutations modifiés
(uniforme, non-uniforme, dans les bornes). La s&pest effectuée par classement et la probabilité
des opérateurs est variable. Les évolutions réaligar les différents opérateurs sont résumées ci-
dessous.

Soit chle chromosome représentant le vecteur des mblasia optimiser:

={ %, %, X, ) (1.13)
Avec des contraintes introduites sur les variafijéses) sous la forme:
X S X< X% (1.14)

On noteG" :{Cf],...,dg} une population de k chromosomes a I'étape n d@iithme, générée a

partir d'une série d'évolutions opérées sur unelptipn initialeG°, choisie aléatoirement.

A l'étape n+1, la populatios"" est générée en utilisant les opérateurs de sélectioisement et
mutation.
Sélection :

Deux chromosomes (parentsj et ch, sont tirés aléatoirement dan&" avec une loi de

probabilité M (ch) proportionnelle & une fonction 'fitned$' (équation(1.12)), qui est d'autant

plus importante que la valeur de la fonction-caitfaible. Certains auteurs proposent pour la
loi de probabilité I'expression:
1 k
N(c )——Z]F( h) (1.15)
h)=
Croisement simple:

Cet opérateur produit deux chromosomes (enfantsarér des deux chromosomes parents
sélectionnés, et pour éviter que la solution enfensorte du domaine d'étude, un coefficient

aD[O,]] est introduit de maniere a générer aléatoiremepadametre i de la fagcon suivante:

Chromosomes parents:

{cn ={% Ko X0 ) 1)
ch ={ Vi Yoroous YooV}
Chromosomes enfants:

ch ={ X,... x(a y,+ (1-a ay+ (Fa

N ={ X X (@ Yo+ @ a@)%) (@ y+ Ea )x)} w1

ch, {yl, SY(axat@a)y,) (o x+ Fa )M)}
Croisement arithmétique

Cet opérateur produit deux chromosomes enfants qmmnbinaison linéaire des deux
chromosomes parents:

{ch* =ach+(1-a)ch

. (1.18)
ch,=ach+(1-a)ch
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Croisement heuristique
Cet opérateur produit un chromosome unique a miatdeux chromosomes parents:

ch=p(ch - ch)+ ck (1.19)
OuB est un nombre aléatoire compris dans I'inter\,{é)l,é] et F(ch)<F(ch)

Les mutations sont des opérateurs qui transforrmanthromosomechen un nouveawch de la
maniere suivante:
Mutation uniforme

La valeur du parametrex; du chromosome originathest modifiée par une autre valeur

aléatoire comprise dans l'intervalle de définitio({*'nD[ X >ﬁD]

ch={x, %,... X,..%} - CFI:{ X g(leg} (1.20)
Mutation dans les bornes
La valeur du parametrex, du chromosome originathpeut prendre uniquement les valeurs
limites de son intervalle de définitiork’ = x_, ou x = x, . A I'évidence, cet opérateur n'a
d'intérét et d’efficacité que si la solution esbphhe des bornes de I'espace de recherche.

Mutation non-uniforme
Cet opérateur de mutation dépend de la valeur dobre aléatoire généré pour choisir le
parametrex’ dans lintervalle de définition de . Il est utilisé pour ajuster les valeurs des
parameétres lorsque la valeur aléatoire générée @astl:

X, +A[t, Xo )d si la valeur aléatoire vaut

At X — X si la valeur aléatoire vaut
X -btx %] a21)

Aft,y] = y{ﬁ(l—tiﬂb (1.22)

max

Ou B est un nombre aléatoire compris dans I'inter‘{'@l,lﬂ, t la génération courante,.f le
nombre maximal de générationg3ain parameétre déterminant le degré de non-uniférmit

La figure (Fig.1.12) représente l'organigramme général d'un dlgoa évolutionnaire d'identification
de fissure.

1.6.3 Méthodes de descente

Les méthodes de descente ou méthodes de gradimtiofment bien pour des problemes simples
mais pas pour des probléemes complexes avec de aamperametres [19]. Elles évoluent pas a pas
selon une direction plus ou moins proche de cellgrdient négatif. L'algorithme peut évoluer trés
vite ou trés lentement selon la valeur du pas. Beensi la courbure n'est pas la méme dans toute les
directions, I'évolution est lente. Ces méthodessgtent que la fonction-colt soit au moins uns foi
différentiable. Parmi toutes les méthodes de dessegossibles, certaines sont plus performantes qu
d'autres [20]. Les plus utilisées pour les problenmeverses d'identification de défauts sont les
méthodes de : Newton, Quasi-Newton, Levenberg-Madfuet de la sécante [21].

Direction de descente: On dit que d est une direction de descente denletiftm-coGt[F si:

—IFd >0 (2.23)
Si d est une direction de descente, il est évideatpour toutx suffisamment petit, on a:
F(x+ad) <F(x) (1.24)
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Introduction des données pour la
modélisation de la structure

\ 4

Choix d'une position de la fissure

Identification évolutionnaire

Y Nouvelle position
/ Opérateurs : i N
/ - Sélections :
> - Croisements MEFD
- Mutations

A\ 4

\ Non . . 3
' Solution optimale /!

Fig.1.12 Algorithme de l'identification évolutionnaire

1.6.3.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton, appelée aussi méthode deoNdvaphson, linéarise la fonction-colt (1.12)
en la valeur approchég, courante du zéro. Sa convergence est rapide ainage de la solution
recherchée. Malheureusement, cette méthode imposaldul de la matrice hessienne a chaque pas
d'itération, ce qui est trés pénalisant en tempsatizil.

Par un développement limité au second ordre, ppeogimation de la fonction-colt (1.12) peut étre
définie par:

1
B, (x+P)=F(x)+G(x)" p+r PE( ) r (1.25)
Ou:
oF _ .
G, (XC) :6_ est le gradient de la fonctic
X
O°F (1.26)
H, (xc) = est la matrice hessienne
00X,

La méthode de Newton est une procédure itérativapplique I'algorithme suivant:
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k=0, initialiserx,
CalculerG, =G(x,)et H, =H(x,)
Résoudret, p, = -G,

Réactualiserx ,, = X + P,
Répéter les étapes 2 a 5 jusqu'a vérification dérerde convergence

a bk w NP

L'avantage majeur de cette approche est que laogence est quadratique:

2
%o =% = Gl x =% (1.27)
Si le gradient et le hessien ne peuvent étre ccplar dérivation de la fonction-codt, une
approximation par différences finies est possibkcdes relations suivantes:
F +he)-F - h
G,(x,) = (x 'PT)h (x "e), erreurthf (1.28)
2 6

F h he)-F( x- hg-F( x hg+F
H, (X,) = (X°+ A ”e) ()C(hhe (3( "é+ (°)) erreursgyh (1.29)

]

Il est intéressant de remarquer que le choix dements pour le calcul des expressions (1.28) et
(1.29), minimise le nombre d'évaluationlietout en conservant les propriétés de convergdada
méthode.

1.6.3.2 Méthodes de Quasi-Newton

L'application de la méthode de Newton loin de ldutbon optimale, peut amener le modéle
quadratique (1.25) & ne pas représenter, fidélemanton-linéarité déf, ou méme engendrer une
matrice hessienne non définie positive, et de @eréad le modele quadratique convexe inadapté,
puisque l'étape 3 de l'algorithmey = -H'G,, donnerait une estimation erronée de la valeur de
X, =X * p.. Pour faire face a ces obstacles, deux famillagyafithmes (appelés méthodes de

Newton modifiées ou de Quasi-Newton) ont été dépmdes dans l'objectif de forcer la convergence a
partir de n'importe quel point de départ (la cogeece vers un minimum global n'est pas assurée).
Elles sont résumeées ci-dessous :

e Méthodes de recherche linéaire

L'idée dans cette famille d'algorithme est de sando une direction de descedie et
d'appliquer l'algorithme de Newton dans cette dimacpour produire une solution acceptable
X, = % tAd . Le pas retenit est obtenu pamacktracking“en remplagant successivemant
par 1,1, %, T°, T°,..., ol T est un paramétre inférieur a 1 fixé. Il n'est pésessaire qué
minimise la fonctiont (1) =F(x, +Ad, ), mais il faut juste vérifier que:

r(A)<r(0)+air (0) (1.30)

r(A)zpr(0),8>a (1.31)
Ou o etp sont des paramétres correctement choisis. Lestmom(1.30) et (1.31) garantissent
que les deux séquences soient descendantes ergamyveers un minimum. Cette méthode a
avantage d'étre simple, mais l'inconvénient d'éente. On peut trouver dans la littérature
plusieurs évaluations d'algorithmes qui utilisemé imodélisation linéaire (Armijo et Goldstein)

ou quadratique (Fletcher) de la ligne, quant estrpas une bissection (Golden section search)
ou une autre technique unidimensionnelle [22, 23].
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e Méthodes a région de confiance

Le principe des méthodes a région de confiancelesemplacer le probleme d’optimisation
initial par une suite de sous-problemes d’optintsatplus simples a résoudre. Dans chaque

sous-probléme, la fonction-colt est remplacéeuparfonction modélg, (1.25), a une valeur

courantX.. La region de confiance est définie comme la mégiol'intérieur de laquelle la

confiance est donnée a la fonction modéle quaatgualité a fournir une bonne approximation
de la fonction-codt.

Le probleme devient une minimisation sous contegjntisque le saut en dehors de cette région
n'est pas permis:

minF, (x+ p) =F (1) +G (1) pr— FH() |

[pl, <@

Le probléeme de minimisation sous contrainte ci-dessst transformé en minimisation sans
contrainte en augmentant la matrice hessiennetefore supplémentaire:

ming (x.+ p) =F(x) +G(x)' pr— BlE(x) 4] ¢ (1.33)

(1.32)

Dont la solution est p(x) =-[H(x )+ u1]" G(x) (1.34)
Ou x>0 esttel que:

o)) =4, (1.35)
Pour le cadip(0)| < J,, p(0) =—H(x )" G(x) estle pas approprié.

Les approches pour résoudre I'équation (1.35)uetonnent les différentes variantes des
méthodes des régions de confiance [22].

1.6.3.3 Méthodes de la sécante

L'utilisation des méthodes de Newton, nécessitaleul du hessien de la fonction-colt non-linéaire.
Dans les problémes inverses d'identification, léaton du hessien est difficile, voir trés couepsir
différences finies. Les méthodes de la sécantewsuntlasse d'algorithmes qui approximent le hessie
pour une étape donnée et qui le réactualisentlf@ape suivante. La meilleure méthode pour réalise
ceci, appelée méthode BFGH (obtenue indépendanpaemroyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno en
1970, [23]), utilise I'actualisation suivante:

g oeg o+ e, HePo BHL
k k-1
YerPo  Peli Py

(1.36)

Avec y,, =G, -G, ,etp,_, = X - %_,;G,=0OF( x) est le gradient de la fonction-codt.

L'algorithme est initialisé en calculant le hessign=0°F(x,), par différences finies ou tout

simplement, si le calcul est difficile, en posalt; =1 .

A part cette étape de réactualisation du hessisnalitres étapes de l'algorithme de Newton restent
inchangées, de méme que pour les propriétés degmnce.

D'autres méthodes de la sécante permettent desa€aktte actualisation du hessien, telles que la
méthode de Powell-Broyden, la méthode de Davidetckér-Powell, ou encore la méthode de la

sécante définie positive inverse. Mais I'expérieamoaontré que la méthode de BFGH est I'algorithme,

dérivé de la méthode quasi-Newton, le plus perfotrf4].
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1.6.4 Problémes de moindres carrés non-linéaires

Les méthodes de newton et de la sécante peuvergéieralisées aux problemes de moindres carrés
non-linéaires, en exploitants leur structure spéclze probléme est défini par:

rEHLpF(x)zéRT(@Rg (1.37)

Ou R:R" - R"est la fonction résiduelle, et(x) les n composantes &€¢x) . Le Jacobien de R est
donné par 3J = (ar, /ox,) , et donc :

OF (x)=G (x)= 3" (x) R( % (1.38)

O°F (x)=H (x) = 37 (%) 3( Q-+ 2 1(30° 1} (1.39)

1.6.4.1 La méthode de Gauss-Newton
Dans cette méthode, le hessien Iﬁ’j(ex) est approximé pam, = J;J,, ce qui revient a négliger la

contribution deS( X = Zi I (X)Dzri (X), ensuite on applique l'algorithme de la secfid3.1.

L'explication logique a cette approximation, esé dg termeS( x) est négligeable lorsque la solution

est a faible résidu, ou si la fonction résidueldt & non-linéarité faible. Dans ces cas l'algoréhm
converge linéairement et parfois de facon quadratigPar contre, la convergence n'est pas,
nécessairement, globale et I'algorithme n'est asd#fini si J n'est pas a colonnes toutes pleines

On démontre que le pas de Gauss—NeV\ppFF,—(JI Jk)_l J' R, est une direction de descente. Dans

ce cas les madifications globales de convergeniéesc en sectionl.6.3.2, sont applicables,
conduisant aux variantes de Gauss-Newton amortle dtevenberg-Marquardt.

1.6.4.2 Méthode de Gauss-Newton amortie
Dans cette méthode, la valeur itéré a I'étlgelest calculée par la relation:
-1
%w=%-A(33) TR (1.40)
Ou A est obtenu par une méthode de recherche linéaidimensionnelle. Cette méthode est
globalement convergente, bien qu'elle soit tregelen outre, la méthode n'est pas bien définie
pour un Jacobierd (x) a colonnes non toutes pleines.
1.6.4.3 Méthode de Levenberg-Marquardt

Cette méthode correspond a l'algorithme de Gausgedwemodifiée par I'approche en région de
confiance. La valeur itérée a I'étake lest calculée par la relation:

X1 = %+ R(H)

p (1) ==(3 3+ 1) JR (1.41)
Ou =20 est obtenu par résolution de I'équatjgn (4)||—J, = 0sauf pour le cagp, (0)| < J,
quanty =0.

Cette modification améliore la convergence de datgme méme siJ n'est pas a colonnes
toutes pleines, et que le tern® X dans le hessien est grand. Selon la stratégie éelpour le
calcul dey, plusieurs variantes de l'algorithme de Leveniagguardt ont été développées.
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1.7 Régularisation du probléme inverse d’identification

1.7.1 Problémes inverses mal-posés

En mécanique, les problémes inverses d'identificatieuvent étre répartis en deux classes. Ceux qui,
pour toute mesure, admettent une solution uniguwecontinue par rapport &, sont dits «bien
posés». lls sont généralement résolus par des méthodssiques. Ceux du deuxiéme type sont
qualifies de 4mal posés> du fait que I'existence, l'unicité et/ou la tiowité de la solution par
rapport aux mesures ne sont pas toutes vérifiéespdnt de vue physique, cela signifie qu’une
mesureu, compte tenu des incertitudes qui 'accompagnaeit correspondre a un grand nombre de
valeurs dexfort éloignées les unes des autres.

La sensibilité des problémes inverses aux inoceki induit un changement de vision vis-a-vis du
concept de solution, car la recherche des solutansens stricassociées par le modele aux mesures
u n'est plus un objectif suffisant. En effet, touui reproduit aux incertitudes prés, via le modéle
physique, la mesure est une réponse a priori possible au probléme sevddn probléme inverse,
pour un modele physique et une mesure donnés,ntir aucune solution au sens strict mais
beaucoup de solutions & un niveau d’incertitudes.pr

La régularisation des problemes mal posés, duialantent a Tikhonov [25], cherche a redéfinir les
notions d'inversion et de solution (quasi-solutisnlution approchée,...), de facon que Isotution
régularisée» obtenue par iaversion régularisée dépende continlment des données et soit proche
de la solution exacte (supposant que celle-ci exjgour des données proches des valeurs
effectivement obtenues par la mesure). En d’adémses, on remplace le probleme initial mal posé
par un autre, « proche » du premier et bien posé.

1.7.2 Régularisation au sens de Tikhonov
Le concept de régularisation, développé initialemmar Tikhonov et Arsénine [25], a un double
objectif [26]:

i. définir un cadre permettant d’introduire toutes ieformations supplémentaires dont on
dispose et qui proviennent nécessairement de cmasiohs physiques ou qualitatives
extérieures aux mathématiques.

ii. Faire en sorte que la solution obtenue, compte dences informations supplémentaires, soit
stable par rapport aux mesures.

Nous supposons que les ensembles de « paramédiergtifier » X et de donnéesl sont des espaces
de Hilbert (respectivemenX et U ), ce qui est le cas pour nous, puisqu’il s’agifRié et R" .

Le probleme direct (1.11) est supposé modélis@idd’d’'un opératedic: X — U .
Le probléme inverse s'écrit :

Trouver xd Xtel quel( X =u @ U donr (1.42)
Soit un couple(xo, uo) choisi, tel que :
L(X,) =, (1.43)
X, N'étant pas nécessairement unique.

Un opérateurR(u,0) dépendant du parametre réel positif est dit régularisant pour I'équation
(1.42) au voisinage deg=u, s'il posséde les propriétés suivantes :

« Il existe 3, > Otel queR(u) soit défini pour toutr > 0 et pour toutu [J U vérifiant :
TR a4
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« Il existe une fonctionr = a(J) de la variabled telle que pour tout > il existe O(£) <9,
tel que :

Ju-up| <S(€)=|R(ua @) - x|<e (1.45)
Autrement dit, un tel opérateRr(u,0) indexé par le parametee agit sur un voisinage dg et, par un
choix judicieux dex , transforme touts [J U « voisin » dau,en X = R(u,a) « voisin » de,dansX

La construction d’'opérateurs régularisants essiptisau moyen du principe de sélection Tikhonov-
Arsénine. En effet, supposant que le second memdmnenotre possession soit entaché, par rapport au

second membre exatt, ..., d'un écart ne dépassant pas une certaine \@leur

|u-ted|, <0 (1.46)

On va chercher donc une solution au probléme ievéts42) dans le sous ensemiXg L1 X des
élémentsX vérifiant :

JL(x)-ul, <o (1.47)
Mais il ne suffit pas de prendre pour solution(fiet2) un élément quelconque di&; : une telle

solution n'est en général pas continue par rappdrt Il faut donc adopter un «rincipe de
sélection »qui permette, pour toud suffisamment petit, de choisir un élémepdeX ;de telle sorte

queX sdépende continlment de Pour cela, la méthode proposée dans [25] exetbe sélection par

I'intermédiaire d’undonctionnelle stabilisatric€ qui doit posséder les propriétés suivantes :
1. Q est définie sur une partie denXedeX .

2. Q est non-négative continue.
3. Toute solution de (1.42) appartienXa

4. Pour toutd >0, 'ensembleX , des éléments d&,tels queQ(x) < d est compact suk,.

Il existe une infinité de maniére de choi§k ; ce choix traduira de fagon mathématique le reritée
sélection que I'on souhaite utiliser pour limiterdhamp des solutions approchées de(1.42). Une fois

Q choisie, on prend pour solution régularisée de2)ldn élémentX qui minimise Q(X) sur

X, MNX,;. La propriété de toute solution régulariséeest donc de minimise®(x) sous la contrainte
(1.47). Cela revient donc a minimiserdgrangien

1
S, ()= a[;\\m( X +Q(x)} =JL(X) 4’ +aQ () (1.48)
OU% est le multiplicateur de Lagrange associé a laraome (1.47).

Une maniére de choisr consiste a imposer la condition (critere de Moro&) :
[L(x)-ulf =0 (1.49)
U .
dans laquelle la valeur numérique dest fixée « empiriguement » a partie de l'idée guse fait de

la qualité des mesureset du modeld. . En pratique, on pourra se contenter de chaisite fagon
intuitive en se rappelant sa signification deakametre de compromis

En résumé, la résolution de (1.42) par la méthogleédjularisation de Tikhonov suit les étapes
suivantes :
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+ Choix de la fonctionnelle stabilisatric® (qui traduit mathématiquement des informations a
priori et des considérations qualitatives) et camsion de la famille de fonctionnelles

S, (x,u)poura >0.

¢ Choix du parametre de régularisation qui doit étre strictement positif.

« Recherche par minimisation 8g(x,u)par rapport X, deX,, qui sera une solution
régularisée du probleme inverse (1.42).

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le conidiedestructif comme outil de surveillance de
l'intégrité structurelle, suivi d’une revu des maisames de naissance, de croissance et de propagatio
de fissures par fatigue. Ensuite nous avons resumi&hodes les plus couramment utilisées dans les
problémes de minimisation de fonctions non lirgaiToutes les techniques citées, a part la méthode
du simplex, ont déja fait I'objet de travaux dehexche utilisant les éléments finies ou les équati
intégrales pour la résolution du probleme direas Lméthodes d'ordre zéro ont l'avantage de la
simplicité de mise en ceuvre mais l'inconvénientadeonvergence lente, et permettent d'atteindre le
minimum global sans avoir a évaluer le gradientlaefonction-colt, ce qui est pour certains
problemes directs difficile, voir impossible, aadkr. Enfin, nous avons présenté, sommairemant, |
technique de régularisation de Tikhonov pour leslgmes inverses mal-posés, et qui sera introduite
dans le code de calcul d’identification de fagore d@ solution régularisée obtenue, par inversion
régularisée, dépende continlment des donnéeg ptache de la solution exacte.
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontieres pour I'élasticité
axisymétrique

2.1 Introduction

Un corps axisymétrique ou de révolution est obtpauune rotation compléte d’'une surface plane
autour d’'un axe (appelé axe de révolution). En doonées cylindriques, (6, 2, I'axe z est I'axe de
révolution et les directions et 6 sont, respectivement, les directions radiale agdatielle ou
circonférentielle (Fig2.1). Dans la formulation qui va suivre, les promds considérés sont purement
axisymeétriqgues (géométrie et variables). Ces tyges problemes peuvent étre completement
représentés en analysant n’importe quel plan médiadavantage de la symétrie axiale réduit une
analyse tridimensionnelle en deux problemes platouplés, I'un avec deux degrés de liberté par
point (radial et axial) et I'autre avec un seul idede liberté par point (tangentiel). Les varialdest
considérées constantes suivant la direction ciégentielle. De nombreuses structures industrielles
composants mécaniques sont a géométries axisyoedray peuvent étre correctement représentés en
tant que telles, les réservoirs a pression, ledutes ou les bagues cylindriques par exemple.
Certaines structures axisymétriques peuvent s@sirctiargements non-axisymétriques et nécessitent
donc une décomposition en série de Fourier destalalition circonférentielle des champs élastiques.

Fig.2.1 Génération d'un volume axisymétrique a paltine surface plane

Les premiers travaux consacrés a la formulationédestions intégrales de frontieres pour I'élastici
axisymétrique ont été publiés en 1975 [28, 29].aAbhse, on a utilisé l'identité dgomigliana,
obtenue par I'application du théoreme de récipéod@Maxwell-Bettientre le probleme axisymétrique
actuel et la solution fondamentale, correspondamh &hargement annulaire radial et un autre axial
pour une partie du probléme, et un chargementmiécentiel annulaire (torsion) pour l'autre padie
probleme (Fig2.2).

La seconde approche consiste a intégrer les aontutiu probleme tridimensionnel selon la direction
circonférentielle. Les deux approches donnent dkgisns identiques et ont été détaillées par Becke
[30]. Dans ce chapitre, nous détaillerons la deugi@approche pour sa relative simplicité.
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| el ~
dPIGPINE,
o \\N”/ |

Fig. 2.2 Cas de chargements annulaires

2.2 Formulation élastostatique tridimensionnelle

2.2.1 Hypothéses

Les relations utilisées pour aboutir a une fornmofaintégrale tridimensionnelle sont :

o N lep
e L’équation d’équilibre : —+f =0 (2.1)
0X;
. _2uv
* Laloi de comportement : g; —Edjemm + 2/, (2.2)
. , . , 1( 0u, Oy,
* Larelation deéformations - déplacements : & =_—| —+— (2.3)
2\ 0x; 0x

Par substitution de I'équation (2.3) dans (2.Blysnobtenons la relation entre les contraintegst |

déplacements:
20V ou du, 0u,
0, =4 (—mj+ﬂ(—'+—’] (2.4)
1-2v "\ 0x, 0x, 0%
L'équation différentielle en déplacement appeléeéquation de Navier " est obtenue en injectant
I'équation (2.4) dans I'équation d'équilibre (2.1):

%, ( 1 j 0’u, _—f
— + =— (2.5)
ox0x \1-2v)oxox U
Laquelle se met sous la forme vectorielle :
0% + D(D.u)=i (2.6)
- H

L'équation de Navier (2.6) est I'équation de basarda formulation intégrale directe. Sa résolution
analytique sous cette forme est difficile. Néanmapile vecteur déplacement peut étre exprimé, en

fonction du vecteur d&alerkin Gi , par la relation :
2 2
uizaGi —( 1)‘36' (2.7)
0x;0x \1-2v )0x0x

L’injection de I'équation (2.7) dans (2.6) nous denune équation bi-harmonique dont la solution
analytique est possible :

0‘G, =0%(0%G) :% (2.8)
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

2.2.2 Solution fondamentale au probléme de Kelvin

Considérant le cas d’'une charge ponctuelle unitgiquée en un poift a l'intérieur d’'un domaine
infini. Nous voulons connaitre I'effet de cette ai@en n'importe quel autre poiQta la frontiere du
domaine du probléme a résoudre (R@).En d’autres termes, nous voulons savoir ddeqoeniere
le pointQ "subit" I'effet de la charge dn

La solution doit satisfaire aux deux conditions:

1. Toutes les contraintes doivent tendre vers zésgle la distance entre les poiRtet Q
tend vers l'infini.

2. Les contraintes sont singulieres au point P (eadeént vers l'infini lorsque la distance
H PQ‘ tend vers zéro).

Fig. 2.3 Probléme de Kelvi

Cruise [31] a montré que le vecteur @alerkin suivant, est une solution de I'équation (2.8)&il q
satisfait aux deux conditions physiques su-citées:

1
G=———7r1PQ (2.9)
' 8m(l-v) (P.Q)
La fonction r(P, Q) est la distance entre les poiftset Q. Le point P est communément appelé:
"Point source" dont les coordonnées cartésienned sEprésentées par des lettres capitales:

{XP,YP, ZP} et le point Q est le "point champs d'intégratiorprésenté par ses coordonnées:

{xQ, Yoo ZQ} . Le vecteur déplacement est alors obtenu en amed®quation (2.9) dans I'équation
2.7):

1 1
u = 3-)J +r, +. 2.10
' 167T(1—V){H‘(P,Q)}[( ) i W"] (2.10)
Les dérivées partielles sont définies par:
O X=X (2.11)
0X, T

Le vecteur déplacement, équation(2.10), est laisalau probléme de Kelvin et constitue le point de
départ pour la formulation des éléments de froesigrour 'élasticité linéaire.

Au moyen de la relation (2.4), il est possible éevkr une forme similaire pour les tensions, satha
que :

t =o;n (2.12)
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Il en découle que:

1-2)

t :WW[%}[Q—@)@ +3r,iw,j]—m[qu sl (2.13)
La dérivée normale est définie par:
@ =mn (2.14)
on
Les vecteurs déplacements et tensions sont décéspagenseurs du second ordre comme suit:
u =U; (P,Q)% (2.15)
t=T,(P.Q)% (2.16)

Ou &, est le vecteur unitaire dans la direction cartésgnCes fonctions tensorielles sont connues

sous les noms de "Noyaux des déplacements” et (Mogias tensions". Le premier indice du noyau
indique la direction de déplacement du pditcausé par une charge unitaire appliquée au point
intérieurP selon la direction donnée par le second indice.

Il y a neuf noyaux en déplacements pour la fornmatridimensionnelle:

Ui (P, Q)_167T(1—V)L(P,Q)}[(3 v)g +W’j] @40
Et neuf autres noyaux en tensions:
_ "1 o, _ (1-2) _
T = 8rr(1-v )r? {an}[(l 230+ 31, &7 (1-v )2 [0 =r0 ] (219

2.2.3 Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

Le théoreme de réciprocité stipule que le travaié @fforts extérieurs réels dans un champ de
déplacements virtuel, est égal au travail des &sfiextérieurs virtuels dans le champ des déplacesmen
réels.

Considérant un corps, de volurtie et de frontiere S, en équilibre sous deux étatshd@gement
différents (Fig2.4):

t(2)

u®

t(l)

Etat 1: (u®,t%) Etat 2: (u®,t®)
Fig. 2.4 Deux états d'équilibre pour le méme dom:

Le principe de réciprocité des travaux virtuelstreeluit pour les deux états par la forme intégrale
suivante:
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Iq}”a‘i(z’dQ J. aPe mdQ (2.19)

Remplagons les déformatlons par les déplacement®qglation (2.3):
oW a” @ 94"
j — dQ= j g?—-dQ (2.20)
0
Le premier terme de quuatlon ci-dessus peutd&veloppé comme suit:
ou® Lo
j o0 dQ = J (Ui_a)u(z)) - y@ a0 (2.21)
5 | 0x X+ 0x

L'équation d'équilibre (2.1) est mtrodwte poumpdacer le dernier terme de I'équation (2.21) par |
terme des forces de volume

[o 8 s ([ ) s 1 =
Q Q

Le théoreme de la dlvergenc'éh(eoreme de Gregmst alors appliqué au premier terme a droite dans
I'équation ci-dessus comme suit:

o (1)6; do = j[(a—m @)n Jds+[ 1 @ (2.23)

1

Ou bien encore en utlllsant la def|n|t|on des tensj équation (2.12), nous pouvons supprimer les
contraintes du terme de droite:

ou®
Jo Gae =[] as+[ 4 @ (2.24)
5 0X,
Si I'on revient & I'équatlon (2.19), la méme demlarpeut étre envisagée pour le terme de droite, pou
aboutir au résultat final qui traduit le théorémhe réciprocité en fonction des tensions et des

déplacements:
[lt@]dse[ P @=[[ 0] s ] P ¢ @ @225
Q Q

S
En I'absence de forces de volume, I'équation (Z@5%§duit a:

[ty ]as=[[ £4] de (2.20

Cette derniére équation permet de relier deux proes, I'un connu et l'autre inconnu, par des
intégrales sur les frontieres du domaine considéré.

2.2.4 Identités intégrales pour les déplacements et les contraintes

Afin d'aboutir & une équation intégrale applicabléa frontiére, et reliant les déplacements et les
tensions du probleme actuel (a résoudre) a ceyprahleme deKelvin, équations (2.17) et (2.18), on
opeére les substitutions suivantes dans I'équaBi@b):

u? =y (Q, 7 =1(Q
u?=U;(P.Qe, ?=T(RQe

Avant d'écrire la forme intégrale finale, il ne fauas oublier que la solution de Kelvin est singndi
lorsque la distance entre les points P et Q ter&laéro. Ceci peut étre contourné en entourartilg p

P par une sphére de raysnet de surfaces, et en examinant la limite de l'intégrale quasd- O.

[U,(P.QLQdSH| Y(PQHQds [ ;T PRGREY, (T,AQAu) Q
S-g $ S S

(2.27)
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Cruse [31] a montré que les intégrales de surfaceont pour limites:

lim [U, (P, Qt(Q ds=0 (2.28)
Sé‘
im [T,(P,Qy(Qds= y P (2.29)
Sé‘
Ce qui réduit I'équation intégrale de frontieredéplacement a I'expression suivante:
UP+[T(PQu(QAdS| X PR Ro (2.30)
S S

Cette équation est connue sous l'appellaimentité de Somiglianpour les déplacements.
Une forme intégrale similaire pour les contrairdespointP est obtenue en différentiant I'équation en
déplacement (2.30) et en substituant dans I'équé?i@) pour la loi délookecomme suit:

2,UV 0Tk oT, . 9Ty _
P) + =
o, (P)+ j{l 24 ox,, +'U{axj * X 4(QdS

- 0U,
,[ 2uy 5 0Umk+/J 6U|k+ kLt (Q)ds
<|1-2v ° ox, ox;  0x

Ou sous une forme plus compacte par l'introduat@snoyaux du troisiéme ordpe ets,,
g(P+[S(RQu(Qds| P(PRE R (232)
S S

Les noyauxD,, et S, sont donnés par les relations:

(2.31)

Dy = ﬁ( 1)[(1 2I/)(5Jk1r +O, T él'jrk)+3ri1rj1rk}
n[vrn +@-2)3, [+n[Irn + (= 2§ |

S, Z#—u)(%) +n[30-2yr, - (- 4 3 | (2.33)
+3%[(1_ YY1 +v (G, + Gy ) - By ‘rk]

2.3 Formulation élastostatique axisymétrique

Les équations intégrales de frontiéres pour leblpmes d'élasticité tridimensionnelle, peuvent étre
transformées en équations intégrales pour I'éiEstxisymétrique, par un passage aux coordonnées
cylindriques (Fig2.5) ensuite, une intégration de chaque terme sulaadirection circonférentielle,
réduit la dimension du probléme a résoudre d'uité.uBnfin I'intégration des noyaux est faite sor u
contour curviligne moyennant le changement de fabke d'intégration suivant :

dS=rdd.d (2.34)

Les variables présentes dans la formulation axigygoué sont:
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u,u,t ett: Déplacements et tensions selon les directioadiale et circonférentielle.

g,,0,,: Contraintes selon les directions, radiale elaxi

&, Déformations selon les directions, radialexatla.

0,,&,: Contrainte et déeformation de cisaillement axigngue.
Og01Egp - Contrainte et déformation selon la directiorcanférentielle.
M Frontiére curviligne.

Fig. 2.5Représentation du domaine en coordonnées cylireh

Les contraintes et déformations efet z@ sont toutes nulles du fait que les champs des
déplacements et des tensions induits, ne sontmasy@triques.
Les vecteurs déplacements et tensions sont prajekés les directions radiale et axiale en conaiatér

I'angle 8, comme origine de la circonférence (@e=0):
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u(P)] [(u(Pcosd,] [y (P) t(P)] [t(P)coss,] [t (P)
u,(P) =1 u(Psing, =5 0 ¢; t,(P); =4t (P)sind ;=5 0 (2.35)
u,(P) u,(P) u( P t,(P) t,(P) t,(P)
u(Q| [u(Qcoss, Q)| [t (Qcoss,
u,(Qr=44(Qsing, ;; t,(Q) =1t (Qsing, (2.36)
u,(Q u(Q t,(Q) £,(Q)

L'équation intégrale de frontiére (2.30) s'écritralsous la forme développée suivante:
Uy onl T Ty Tie|| UCOSE,

0p+[ [Ty Ty Tof usind,|reded (Q=

u | "°T, T, T, u

z

U, U, U,]|t.cosd,

2 XX
[[|Uy, U, U, [tsin6,|rgdo4r Q)
"olu, U, U t

zy 2z z

(2.37)

Les indices en lettres capitales font référencpant P et ceux en lettres minuscules font référence au
pointQ.
L'équation intégrale ci-dessus est simplifiée paoduction des noyaux axisymétriques:

{uR(P>}+2”an<P, Q T(R QM I Q}r ir Q)
Q

u, (P) (| T.(PQ T(RQJ uQ 238)
oV (P.Q U, (PO 1(Q '
=27 {u L(P.Q) U (P Q)M t Q)}er "Q
Avec:
U, (P,Q) =%TI{UXX(P, Qcosd, + U, (P,Q)sid,} @,
urZ(P,Q)=%Tj U.(P, Qd,
0 (2.39)

U, (P.Q)= [{U.(P.Qoost+ U,, (P.QsiB] &

UZZ(P,Q):%TJ. U(P.Qd,

Les noyaux des déplacements sont transcrits eml@ooées cartésiennes. Pour effectuer un passage
aux coordonnées cylindriques, on utilise les refatisuivantes:

X,=Rycosf, =R, Y= Rsig,= 0, 4= :
X, = rcost,, Yo =T sing, , z =1z (2.40)

T =\/(R+ r?+(Z- 2?-4Rrcos (e—gj
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En plus, il faut faire un changement de la variatilgégration et introduire de nouveaux parameétres

6,=m-2a
z=(Z-2
C=\(R+ 1)+ (2.41)
Am_ L
167 u(1-v)
_2JRr
C

Les noyaux (2.39) s'écrivent alors:
(3-4) (1~ 2coda ) (R-r)’A-2coda ) Rr cosa

: + : da
| C@A-nfsina)* C (- nf sirfa ¥
[(R-r+2rcoda ¥ &
| C*(l-n?sin’a )"
(R-r-2Rcoda )z &
| C*(-nPsinfa )

7
U, (P,Q)=2A]

%
U,(P,Q)=2A]
° (2.42)

%
U, (P.Q =24

_onf[(3-9) z
UZZ(P’Q)‘ZAQ_C(l—nfsinZa)“Z "Cunsiia Ada

Les intégrales contenant le terrfle- n sin” a )sont transformées en intégrales elliptiques coraplét
du premier typ&(m) et du second tyde(m), moyennant les relations suivantes:

% cosg a

_ 1 e

J; @-m?sin’a ) = [E(m) - = nf)K(m]
%

1_ dg = E(m)
) A-m?sinfa )? 1-m?
i iy ) (2.43)

co _ 1 _

{(l—mzsinzayyzda_mZ[K(m) E(m]
% coda

I A-m?sin’a ) da :F%‘[(Z_ ) E(m)= 2(1- nf)K(m)]

On abouti alors, a la forme axisymeétrique des neydes déplacements en fonction des intégrales
elliptiques:
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(38— )(R* +7°) + 401 v)2*| K (m)

U, (P,Q)

e =2
RrC |+|-(3 - 4v)C* = Z (R +1* +7°)
r

QWQreﬁﬂmm—ﬁlgizﬂm%

RO T (2.44)
@m@f%%mwigﬁimﬁ

U_(P,Q)= %{(3 4K (m) + i—zE(m)}

Les techniques utilisées pour I'évaluation degyiatés elliptiques sont détaillées en annexe A.

Les noyaux des tensions sont calculés a partirndgaux (2.44) en utilisant une approche par la
relation déformation — déplacement (2.3) et ladeHooke.L'approche par les noyaux des tensions
tridimensionnels nécessite des manipulations aigébs ardues pour faire sortir les intégrales
elliptiques.

Une transcription de la loi de Hooke en fonctios déplacements se traduit par les relations swsant
pour les noyaux des tensions:

1 1—v |0U v U oU 110U oU
_T P7 — (A + _rm + T2 n +_ (A + TZ n
20 (P Q) 1-2v| Or 1—2v| r 0z 2| 0z ar | °
1 110U oU 1—v |0U v U oU
_T P’ J— rr + 7z ‘ + Tz + rr + T
2u ”( Q) 2| 0z or K [1 —2v| 0z 1-2v| r or s (2.45)
1 1—v |0U v (U 9U 10U U '
T (P,Q) = o LS Al
244 ”( Q) [1 —2v| Or 1-2v| r 0z K 2| 0z or i
oU oU — oU U oU
LT (P, Q) — 1 2r + 22 1 v 22 v 2r _|_ 21 n
2u 7 2| 0z or | ' 1-2v) 0z 1-2v| r or ‘

Par substitution des noyaux des déplacements @asngduations ci-dessus, on arrive a la forme
axisymétrique des noyaux des tensions en fonctsrirdégrales elliptiques:

57 TP = T + T,
5 TP = T+ T,
5. TP = Tn, +Tn
2 TP = Tn + T,

(2.46)

Avec les termes qTa Tg définis en annexe B.
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2.4 Formulation intégrale axisymétrique hyper-singuliére et soustraction
des singularités

Dans cette section, nous allons voir de plus peésgdifférentes singularités inhérentes aux tous:
intégrales axisymétriqgues en déplacements et siotes) ainsi que leur traitement [32-39].
Reprenons I'équation intégrale en déplacementgpeauis'écrire sous la forme suivante:

4P =[a(QU(RQUQd-[a(Q;I( P @y QW (2.47)

Ou:a(Q)=2mr(Q)eti,j=r,z.
La charge annulaire unitaire est appliquée au psmirce"P, Q le point "champ" d'intégratiom(Q)
la distance radiale du poifit & I'axe de symétriay, etu, les déplacements radial et axialett, les
tensions radiale et axiale, dtet T sont les solutions fondamentales axisymétriquedéplacements
et en tensions exprimées en fonction des intégedlipiques complétes K et E.
Les singularités présentes dans un noyau sontéelgsar niveau de difficultés rencontrées lors de
l'intégration numérique. Plus le degré de singtdamugmente, plus lourde est la technique
d'intégration numérique appropriée.
Un noyau de l'ordre de™" est dit

e A singularité faible, sO<n<1

« Asingularité forte, sn=1

« Hyper-singulier, sin>1
Notons qu'un noyau de l'ordre deogr, présente une singularité faible. Une décompasities
noyauxU et T nous permet de séparer les différents ordresndelsirités:

U, (P,Q =Uj(P,Q+Y"(PQ
T, (P, Q)= -l;R(P’ Q+ JW( P Q+ iﬂs( PQ

Les indices supérieurs définissent les ordres idgsilarité:
* R Terme régulier.
e W:Terme a singularité faible€)(In r)

(2.48)

« S Terme a singularité fort€)(r ™)
Quand P est sur l'axe de symétrie z, la chargelainnaevient une charge ponctuelle et la résudtant

selon la direction radiale est nulle. Ce qui sduitapar des noyaux: }JU,,, T, et T, nuls. Les noyaux
restants: b, U,,, T, et T,, se réduisent aux solutions fondamentales tridimanslles:

U,(P,Q =U(P.Q, o)
T,(P.Q=T" (R Q, Q™)

Avec la présence du tern@(Q) dans l'intégrale et comme (P)=0, l'intégration des noyaux (2.49)

est bornée.
Lorsque le point P approche la fronti@reen dehors de l'axe de symétrie, I'équation iatégi2.47)
s'écrit pour une normale continue a la frontiére:

(2.49)

Su(P=[a(QU (P QYQd-[a(a] F(P o+ F(PQ u R
r r (2.50)
~fa@T3(P.Qy(Qd

La premiére et la deuxieme intégrale du terme déedde I'équation ci-dessus contiennent un terme
régulier et un autre de singularité faible. Leuégration est directe moyennant un changement de la
variable d’'intégration. Le signe sur la troisiemggrale de droite indique une évaluation au serla d
valeur principale de Cauchy.

51



Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

Une différentiation de I'équation en déplacemeftgd7) par rapport aux directior® et Z de la
variable P, et une substitution dans la loi ddooke (2.45) nous donne l'équation intégrale en
contraintes pour les points intérieurs:

0,(P)=[a(QD (PAHQd -[a(Q & ( P QU R (2.51)

Avec i, j, k=r, z, Ok et S« sont des fonctions des dérivésUlet T, et par conséquence, des fonctions
elliptiquesK etE.

L'équation intégrale en contraintes contient dameas hyper-singuliers lorsque le point P approehe |
frontiere. En effet, une décomposition des noyayxeD S fait apparaitre les singularités suivantes:

D, (P,Q) =Dg(P,Q+ OY(P.Q+ ¥ (R Q @)
Sjk(P’ Q= ﬁ( P Q+ ﬁ( P % ile( PR ijk’-$ ,P)Q )

Les derniers termes, avec I'exposant H, sont hgipguliers et sont reportés en annexe B.

Lorsque le point P approche la frontidteen dehors de I'axe de symétrie, I'équation iatégi2.51)
s'écrit pour une normale continue a la frontiéere:

(2.52)

Z0,(P)=[a(@Q[ D} (P.Q+ B(RQJH(Q a+fa(Q R(P QL QB
~[a@Q[Si(PQ+ (P Q u Q@
{2 QS (P QU(Q d-$a( @ $( PRY R

(2.53)

Le premier et le troisieme terme de I'équationessilis sont des intégrales du type Riemann. Le
deuxieme et le quatriéme terme sont fortement fiemguet doivent étre évalués au sens de la valeur
principale de Cauchy. Le dernier terme de droitauge intégrale impropre et son évaluation ese fait
au sens des parties finies d'Hadamard.

Une multiplication des deux parties de I'équati®’m3) par les composantes de la normale au point P
nous donne I'équation intégrale en tensions:

(2.54)

%ti(P):nj][a(() D (PQHQd - pfa(Q S( PRY R

Et pour le point P sur I'axe de symétrie € 0,n, =*1), 'équation ci-dessus se simplifie en:

L (P)=0
L) =nfa(QDRAYQT- fa(QSL PRY RE

2.5 Traitement numérique des équations intégrales axisymétriques

La solution analytique des équations intégraleg pélasticité axisymétrique n'est possible querpou
des cas académiques a géométries simples (cylimddg sphérique). Pour des géométries réelles, le
traitement numérique est une démarche incontougrdanit la précision dépend généralement de:

» L'erreur sur I'approximation de la géométrie.

* Le nombre d'éléments utilisés (un grand nombretmiéhts n'implique pas, forcément une

convergence sdre).
» Lareprésentation des champs élastiques.
» La pertinence des techniques d'intégration numéridilisées.
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

2.5.1 Discrétisation de la géométrie

La frontiere est discrétisée e, segments de droitE , (m=1, N,,)(Fig. 2.6). Chaque élément
est deéfini par les noeuds de ses deux extrémitéadjdques: N* etN 2. Les coordonnées d'un point

guelconque Q de I'élément sont déterminées pdodesons de forme linéaires:
19() = 1o Nu(9+ 1. Ny (9

(2.56)
Z(9=7, N(3+ 2 D)
r. N2
y4
L’r
N T,
Fig. 2.6 Discrétisation de la frontiere du doma
Avec:
S S
N, (s) =1_L— N, (9 =T (2.57)

m

L, étant la longueur de I'élémdnt, .

Fig. 2.7 Représentation de I'élément linéaire dans sonedpeal.

L'élément linéaire (Fig2.7) est choisi pour sa simplicité (Jacobien caristdne fonction d'ordre
plus élevé (quadratique ou cubigue) peut étresagde.
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

2.5.2 Discrétisation des champs élastiques

La formulation des équations intégrales en déplaocésnn'impose aucune condition sur les fonctions
approximant les champs des déplacements et désrtenklais comme notre objectif est d'utiliser une
formulation duale en tension lors du prochain capiune variation quadratique des champs
élastiques et nécessaire. En plus, les points liecation des deux extrémités ont été déplacés vers
l'intérieur de I'élément (Fi®.8). Cette procédure nous assure:

» L'existence des valeurs propres de Cauchy et désgéinies d' Hadamard pour les intégrales

singulieres.
» Dréviter les problemes de singularités du champcdatraintes en fond de fissure.

Les champs des déplacements et des tensions guokapes par:
3

u(9=3 4(M) N(3 H3=3 O N» 2.58)

i=1
Ou M!(I =1,3)sont les points de collocation de I'élémdntet N,(S) les fonctions de forme
correspondantes (Fig.9):

15 6 9 5 9 9 3 3 9
N(S=—-—st—§, =——+— g ? S-——-— +s— ? (2.59
1()8Ln 22 NS 4 L, LGs SN)8|_n a2 (2:59)
rm
N M2 M 2 M2 N2 N,(s Ns(s)
] Na(s)
L/§| L3 | L3 |L/e T
Lm
. 0
m Nceuds de géométrie
e Points de collocation 1
/ \
Fig. 2.8 Elément quadratiqgue non conforme 0 L, L, 5L, L,
6 2 6

Fig. 2.9 Fonctions de forme de I'élément
guadratique non conforme

2.5.3 Discrétisation de I'équation intégrale

L'équation intégrale axisymétrique en déplacemd@ts0) appliquée au point de collocation
(P=M,) de I'élémenf  s'écrit:

UM =[a(QU, (M, Q5 (Qd -[a(QT(M. Qu Q8 (50

En faisant une intégration sur chaque élément dtoool,,,(m=1,N,,) on a:
SuM) =Y. [a(@QU,(MEQEQd, - [a(QT(M. Qu(Q &, @6y

m=lp m=1rm

Et en remplagant les variables par leurs fonctagproximation (2.58), on obtient:
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

UM = Zja(Q)U.,(Mn,Q)(Z N(s)p(w,ln)j

m=1r
(2.62)

elt

3 Ja@T, (42,0 3 N3 y(W))

m=lrm

Ou sous une forme plus développée en remplacaatnte a(Q) par 27 (Q):

elt

Su(M)= anzzf nk,S)N(S)r(S)J],t(M)

m=1 [=1

211 ii[] My, )N (919 J] (M) (2.63)

En faisant varier le point de collocation ¥ pour tous les éléments du contour=1,N_,), en
chaque point de collocation k (=1, 3) et suivant les deux directiongt z, nous obtenons un systéeme
de (6% N,,)équations §12x N, )variables de la forme:

[Al{d =[B{} (2.64)

2.5.4 Evaluation numérique des intégrales

L'évaluation numérique des intégrales des noyaubagsocédure qui consomme la majeure partie du
temps de calcul dans une simulation par élémenfsodéere. Les coefficients des matricbé] et

[B’] doivent étre évalués avec précision si I'on veoiraune solution correcte au probléeme posé. Le

nombre de coefficients (intégrales) a calculedes?x (6x N, X 6x N, ), soit 72x N2, coefficients.
Dans certains cas, il est possible de les évahaytiqguement (formulation 2-D [40]), mais en régle
générale, le passage par l'intégration numérigumévitable.

La démarche pour l'intégration numérique est laasue:

« Pour les termes réguliers des noyaux, une intégratirecte par quadrature de Gauss est
suffisante.

» Pour les termes a singularité faible, un changenwmat de la variable d'intégration [41-43]
est nécessaire, pour une meilleure précision, akeplication de la quadrature de Gauss
(Annexe C.1).

e Pour les termes a singularité forte et hyper-siegal la technique de soustraction de la
singularité est utilisée pour I'évaluation de l#eva principale de Cauchy et des parties finies
d'Hadamard [34, 35, 38, 39, 44-46] (Annexe C.2.8).C

2.5.5 Constitution du systéme a résoudre

Une fois le systéme d'équations a résoudre (284amstitué, il faut le conditionner avant de kEmnc
la procédure de résolution. En effet, les coeffitieq, et B, ne sont pas du méme ordre de grandeur.

Pour bien conditionner le systeme, nous devonsipliattles coefficients de la matric{B] par2G (G

étant le module de cisaillement).
Le systeme final & résoudre est donc:

[Al{d} = 20)] B]{ f :%} (2.65)
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

Le systeme d'équations est (8% N,,)équations a(12x N, )variables. Donc,(6%N,,)de ces

variables sont données comme conditions aux limites
En transposant les variables connues a gauchdle= teonnues a droite, nous obtenons un systéme

de (6x N, ) équations §6x N, ) inconnues de la forme;

[KI{X} ={Y} (2.66)

Aprés résolution, les valeurs des tensions calsusd&at multipliées pa2G pour avoir les valeurs
réelles.

elt

2.5.6 Calcul des déplacements des points intérieurs
Le champ des déplacements des points intérieucgilsal par une simple intégration de I'équation
(2.47) discrétisée:

Ne

u(M,) =27 i

m=1 I=1 j

M

Ly
UUij(M,'f,S)N($r(S) dfj M)

1\ o

ZZ[J (Mnk,s)N(sr(ser u( M)

(2.67)

Z

el

%:I

11=1 j=1

2.5.7 Calcul des contraintes des points intérieurs
Le tenseur des contraintes d'un point intérie@sPcalculé par une simple sommation. L'équation
(2.51) discrétisée nous donne:

elt

0;(P) = ZHZZZU (PN (3 cﬂjkt( M)

m=1 I=1 k=1

(2.68)

Z

el

%El

3 2 I'm
ZZUSJK(MN(NMJ M)
11=1 k=1\ o

2.5.8 Calcul des contraintes des points du contour

Le tenseur des contraintes d'un point P sur leocontest calculé par une simple sommation.
L'équation (2.53) nous donne:

Z

el

21 ii[fo.,k(P SN(319 cr] (M)

1 1=1 k=1

3
Tl

o;(P)=2 (2.69)

Nell

21 ii{f%msm(s(w] Ta)

m=1 I=1 k=1
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2.5.9 Organigramme du module BEM-AXI

du domaine

!

Maillage du contour

|

Intégration des noyaux et rempliss
des matrice%ﬁ] et[ B]

AJ{u}=[B]{}
!

Introduction des conditions aux limit
et résolution du system d'équations

K} =1y}
l

Post-traitement
Calcul des déplacements des points intérieurs
Calcul des contraintes des points intérieurs
Calcul des contraintes sur le contour
Affichage des résultats

[ Introduction de la frontiere ]

Fig. 2.10 Organigramme du moduBEM-AXIdans le
cas de ['élasticité axisymétrique
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Chapitre 2 La méthode des éléments de frontiéres pour [élasticité axisymétrique

2.6 Validation numérique

Dans cette section, trois exemples académiquestréint la régularité des résultats numériques face
aux solutions analytiques.

2.6.1 Evaluation de la convergence

On considére dans cet exemple le cas d'un cylicrénex, a paroi épaisse, de rayon interneeXterne
Re et de hauteur H, sous une pression interne P ZHid).
La solution analytique du probleme est donnée pao3henko et Goodier [47]:

u, :Clr+%, o, :Ca—% (2.70)

Les constantes,;@ G, dépendent de la géométrie et du chargement.

Les valeurs numériques considérées sh&3.0,R, =6.0,H =1.0 ,P=1.0, E=1.0etv =0.3.

Les constantes valent alors=0.1733, G=15.6, G=0.3333 et =12.0

Différents raffinements du maillage sont utilisésup évaluer la convergence de la méthode des

éléments de frontieres (BEM), comparée aux élénfaniss(MEF) et a la solution analytique (2.70).
Les tableaux 1 et 2 regroupent les valeurs calsulée

Z

| >e e e ° ° ° 9

| P

I —> ¢ H
|

I >e *—=o . . . $

i Ri S

| Re -

v

Fig. 2.11 Maillage d'un cylindre a paroi épaisse

Les valeurs reportées dans les tableaux ci-dessogent une meilleure convergence de la méthode
des éléments de frontieres, méme pour un maillaggsigr (BEM 6 éléments), I'erreur est trés faible

(inférieure a 0.2%), aussi bien pour le calcul déslacements que pour celui des contraintes. Ceci
représente un avantage considérable en gain de t@aghine, lorsqu'on a besoin d'intégrer un calcul
par éléments de frontieres dans un algorithmetitérécessitant un grand nombre d'itérations. Le

graphe de la Fig2.12 est une superposition des valeurs numériguiesla solution analytique.

Tableau 1. Calcul du déplacement radjan fonction du nombre d'éléments du maillage

r BEM 6 Elts BEM 10 Elts | BEM 20Elts BEM 24 Elts BEM 30 Elts MEF 38 Elts Analytique
3,0 5,7211 5,7202 5,7200 5,7200 5,7200 5,7200 5,7200
3,6 4,9578 4,9575 4,9574 4,9574 4,9573 4,9574 4,9573
4,2 4,4428 4,4425 4,4423 4,4423 4,4423 4,4423 4,4423
4,8 4,0830 4,0822 4,0820 4,0820 4,0820 4,0820 4,0820
5,4 3,8258 3,8251 3,8249 3,8249 3,8249 3,8249 3,8249
6,0 3,6407 3,6402 3,6400 3,6400 3,6400 3,6400 3,6400
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Tableau 2. Calcul de la contrainte radi@len fonction du nombre d'éléments du maillage

r BEM 6 elts | BEM 10 Elts BEM 20 Elts BEM 24 Elts BEM 30 Elts MEF 38 Elts Analytique
3,0 -1,0000 -1,0010 -1,0002 -1,0002 -1,0001 -0,9944 -1,0000
3,6 -0,5926 -0,5926 -0,5926 -0,5926 -0,5926 -0,5886 -0,5926
4,2 -0,3469 -0,3468 -0,3469 -0,3469 -0,3469 -0,3451 -0,3469
4,8 -0,1875 -0,1875 -0,1875 -0,1875 -0,1875 -0,1865 -0,1875
5,4 -0,0782 -0,0782 -0,0782 -0,0782 -0,0782 -0,0775 -0,0782
6,0 -0,0002 -0,0001 -0,0001 0,0000 0,0000 -0,0005 0,0000

7,0
6,0
¢
5,0 -
4,0
D
3,0

Solution analytique

2,0 O Déplacement radial par BEM

1,0 0O Contrainte radiale par BEM

0,0
1o BWH
-2,0 T T T T T T T T T

30 3,3 36 39 42 45 48 51 54 5,7 6,0
Position sur l'axe r

Fig. 2.12 Superposition des résultats Analytidtiéments d
frontieres pour le cas du maillage a 10 éléments

2.6.2 Cavité sphérique dans une barre cylindrique

Dans cet exemple, la concentration de contraind@ii@ par une cavité sphérique dans une barre
cylindrique en traction, est calculée par la mééhdds équations intégrales, et les résultats c@n@ar

la solution analytique.

Considérons un cylindre plein de rayBp et de hauteuH, avec une cavité sphérique de rayan

Y

centrée sur son axe. Les faces, supérieure etiemférdu cylindre, sont soumises a une tension
uniforme go. Les valeurs numériques considérées sdR=1.0,H =4.0,R;=0.25,0,=1.0,
E=1.0 et v =0.3. La solution analytique pour la distribution rddide la contrainte axiale dans le
plan médiaw,(z=0), est donnée par une formule asymptotique, poucylindre de longueur
infinie, par Timoshenko et Goodier [47] :
3 5

&:1+M(&j +L{Ej (2.71)

g, 2(7-)\r 2(- v \r
La Fig.2.13 montre les détails du maillage utilisé poue omoitié du domaine en considérant le plan
de symétrie z=0. Le graphe de la FidL4 donne la répartition de la contrainte axialele plan z=0.
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a- Représentation 3-D b- Maillage axisymétrique

Fig. 2.13 Maillage en éléments de frontiere du probldmé&
cavité sphérique dans une barre cylindrique

La contrainte axiale maximale a lieu au point derdonnéesr =R, et z=0, et a pour valeur, d'apres
la formule (2.71):

(0,)max = 2.0454%7
La valeur calculée par extrapolation sur les valexadales de I'élément non conforme est :

(0,) max = 2.0465%7

2,1 *
1,9 1
\ ¢ Calcul BEM
17 Solution analytique
5 3
<, 15 3
b 3]
1,3
1,1 3
0,9 3
0,25 0,35 0,45 0,59 0,79 0,99

Position sur I'axe radial

Fig. 2.14 Contrainte axiale sur le plan (z=0) pour l'exemdels
cavité sphérique dans une barre cylindrique
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2.6.3 Barre cylindrique entaillée

Dans cet exemple, la concentration de contraindeii@ par une entaille creusée sur une barre
cylindrique en traction, est calculée par la méehdds équations intégrales, et les résultats c@m@ar
ceux obtenus par éléments finis (code ABAQUS 6L8.barre est de rayon, Rt de hauteur H, avec
une entaille de rayon Rt R pour le collet (Fig2.15 ). Les propriétés mécaniques du matériau:sont

E=70000 MPa et=0.3.
: Oo

zZ.

Al

H
2

JI

Re

j‘/ | r
: - Ro

P | |y

Fig. 2.15Maillage en éléments de frontiére de la barre dylque
entaillée

Trois configurations géomeétriques sont traitéekegtrésultats pour les contraintes, axiale et ladia
normaliséesq / o, ), reportés sur les figures F@16,Fig.2.17, Fig.2.18.

Les données géométriques pour les trois cas sont:

* Cas(a): &:2.0, &: 0.5, i: 3.(
R. R R

e Cas (b): &:2 0, R_ 0.2, H_ 3.(
R R R

e Cas(c): &:2.5, E= 0.2, i: 3.(
R R R

Les résultats obtenus au moyen de la MEI (BEM) sarttés bonne corrélation avec ceux obtenus par
éléments finis (Elément quadrilatéral, 8 nceudsdigatique CAX8).

Les concentrations maximales de la contrainte utsds par éléments de frontiéres, sont: 7.26 pour
le cas (a); 10.50 pour le cas (b) et 16.86 pouate(c).
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8,0
¢ BEM - Contrainte axiale e
7,0 ® BEM - Contrainte tangentielle /
MEF
6,0 /
5,0
o
o 4,0
b ’
3,0
4
* ._._._._._._._..._-—-—l—l—l—."""—._-j
1,0
0,0 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
o0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
r/Rc
Fig. 2.16 Distribution des contraintes dans la barraitbée (a).
12,0
11,0
p
10,0 - :
& BEM - Contrainte axiale
2,0 m  BEM - Contrainte tangentielle I
8,0
MEF
o
o
S~~~
@)

r/Rc

Fig. 2.17 Distribution des contraintes dans la barraittée (b).
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18,0

& BEM - Contrainte axiale ¢
16,0

m BEM- Contrainte tangentielle
14,0 MIEF /

12,0 /
10,0

B /
~ 3§,0
° /

6,0

4,0

2,0

0’0 T T 1 1 1 T T T T T 1 1 1 1 T T T 1 1

o0 01 02 03 04 O5 06 07 08 09 1,0
r/Rc

Fig. 2.18 Distribution des contraintes dans la barraikée (c).

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une formulati équations intégrales de frontiere appliquée a
I'élasticité linéaire axisymétrique. En exploitdat symétrie axiale, les équations intégrales pour
I'élasticité tridimensionnelle ont été intégréewant la direction circonférentielle réduisant aina
dimension du probléme d'une unité. Les noyaux axédsiques, ainsi obtenus, ont été intégrés
numériqguement, chacun selon son degré de singul&dtur la discrétisation des champs élastiques,
nous avons opté pour un élément quadratique noforco@, assurant aussi bien une continuité de la
normale sur la frontiére que I'existence des valpuopres de Cauchy et des parties finies d'Haadhmar
pour les intégrales singulieres. Enfin, des exemgke calcul, illustrant les subtilités de la mé#had
traiter des cas académiques de problemes élastgissnétriques, ont montré que I'on pouvait avoir
des résultats, en tres bon accord avec des sdutionlytiques ou par éléments finis, avec des
maillages relativement grossiers.
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Chapitre 3 Simulation de structures axisymétriques fissurées

3.1 Introduction

Le calcul des structures fissurées utilise les epts de la mécanique de la rupture et
particulierement, la mécanique linéaire de la rigoans le cas de la rupture fragile. Une fissat:
considérée commene entaille dont le rayon de courbure est tredefadeci engendre des contrair
infinies au voisinage immédiat du fond de fisslr théorie de la mécanique de la rupture n'a ¢
de se développer depuis que Griffi[48] expliqua la rupture fragile par des considérat
énergétiques. Le facteur d'intensité de contrs, K, a été introduit par Irwir[49] comme une
caractéristiquele la fissure. n utilisant le développement en variable complex&\testergaar[6], il
a pudéduire des expressions pour les cps des déplacements et des contraintes au voistha
fond de fissure. Les méthodes analytiques, néaassigénéralement des développem
mathématiques laborieux, ont été développées poulange éventail de problemes par plusi
chercheurs dont les trava{x0-52] sont considérés comme des références incontoumgbkmnt il
s'agit de valider des techniques numérs. Ainsi, certain auteurs ont regroupé les solstianx
différentes configurations de fissures dans legas] dans des recueils mis a la disposition
ingénieurs et permettant d'estimer I'état de eorttr au voisinage du fond de fissi[53, 54].
Cependant, les méthodes analytigues sont resgeirndes cas dont la géométrie et le chargemer
relativement simples, non représentatifs de la ritgjales cas réels complexes. En revanche
méthodes expérimentales restent de mise en ceuveuse, en temps et en financern

3.2 Equations intégrales pour les structures axisymétriques fissurées

Les équations intégrales de frontis (2.50) et (2.54%0nt valables pour une structuresymeétrique
non fissurée. La présence d'une fissure confinée débouchante, introduit de nouve:
développements, prenant en charge l'effet de leodiguité du domaine comme une fronti
additionnelle. Et comme le maillage de la géométade sur leplan médian, la fissure est représel
par ses deux lévres, supérieure et inférieure daales opposéc

Le domaine élastique consid¢Q est borné par sa frontiere S. Une fis§urgest représentée par ses
deux levred * et [, géométriquement confondues et libres de toutgeimaent, et de normal n” et

N opposéeschoisies de sorte qun’pointe versl ™ et vis versa (Fig3.1.. Ceci pour respecter
convention d'orientation de la normi

S+

a- Représentation d'une fisst b- Séparation du domair

Fig. 3.1 Structure fissurée (Cas oé P)
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3.2.1 Equation intégrale en déplacement pour les points de la fissure

Décomposons le domaiigg en deux sous domain€x etQ séparés par la fissufeet le contour C
(Fig. 3.1.b). Nous pouvons écrire pour un poihtaPpartenant a la levie" de la fissure, I'équation
intégrale en déplacement:

(-
SUP)= [ a(QU(P,QHQds [ a(QT P RURC @Y
ST+C+TT St+CTHY
De méme, pour un point Be la lévre inférieur€’, I'équation intégrale en déplacement s'écrit:
1 _
SuP)= [ a(QU(P.QNQds [ a(QT R QU RC (2
S+C+” S+CHT
L'addition membre a membre des deux égalités €.13.2), pour un méme point P=P, en tenant
compte des orientations des normales sur la pantie contour, donne:

LuP)+yP)= | «(QU(RQHQds | a( T PRE R @3
2 B, }
Ou encore, sachant qlie=T" +T":
LuP)+y(P)= [#(QU(RQHQds [a( QT PRER (4
2

S+I S+I
L'équation (3.4) représente |'équation intégralééplacement pour les points de la fissure.

3.2.2 Equation intégrale en tension pour les points de la fissure

Un raisonnement analogue a celui de la sectiorl 3rihus permet d'écrire I'équation intégrale en
contraintes pour un point P=FP  sur les lévres de la fissure en reprenant I'émuatour les
contraintes (2.51):

%("ii(P+)+“u(F"))= [ a(QB (P Q(Qds
T (3.5)
- [ a(@s,(PQu(Q d

S+I
La multiplication des deux membres de I'équatiaB)(Bar la normale*ndu point P ou ri du point P
nous donne I'équation intégrale en tension:

S(LP)+4(P)) = (P) [ a(Q R(RQX(Q ds
S+r (3.6)
-n(P) [ @(QS(RQu(Qd

S+l
Pour une fissure non chargée @i.6P) =0), I'équation intégrale en tension se réduit a:

n(P) [ a(QD(RQLQds (P [a( RS PRANR (3.7)
S+I S+
3.2.3 Equation intégrale en déplacement pour les points du contour

Si le point P n'appartient pas aux lévres de kufis (Fig.3.2), mais plutét au contour"$ar exemple,
I'équation intégrale en déplacement (2.50) s'écrit:

1

Su(P)= | a(QU(RQHQds [ a(QT PRY R (38)

2 S'+CHHrt St+C+rt
D'un autre coté, et comme P n'appartient p&, & théoreme de réciprocité (équation 2.26) nous
permet d'écrire une relation intégrale sur le domfi, comme suit:
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[ a@QU(PQ1(Qds | a(QT(PQU R (39)
SHCHT S+CH”
L'addition membre a membre des deux égalités €.83.9), en tenant compte des orientations des
normales sur la partie C du contour, donne:

“u(P= [ a(QU(ROHQds [ a( QT PR R 310

S+ SHr
Ce qui représente, I'équation intégrale en déplanepour un point du contour du domaine.

n n
P S P
<
s»

Fig. 3.2 Structure fissurée (Cas oé P)

3.2.4 Equation intégrale en tension pour les points du contour

Un raisonnement analogue a celui de la sectiorégedte, nous permet d'écrire I'équation intégrale e
contraintes pour un point P du contour :

1
50(P)= [ aQD(P.O{(Qds [ a(QF( PRU R (3.12)
S+ S+r
Ensuite, une multiplication des deux parties dgalié ci-dessus par les composantes de la normale
point P, nous donne I'équation intégrale en tengour un point du contour:

StP=n(P ] QR (RQKQds f P al RS PRUR (12

S+ S+l

3.2.5 Déplacements et contraintes des points intérieurs

Considérant le point P dans la paié du domaine, l'identité de Somigliana (2.30) #duour ce
point:

uP= | a(QU(RQL(Qds [ a(QT PRY R« (3.13)
S++C++|—+ S++C++|—+
D'autre part, le théoréme de réciprocité (équai@b), se traduit pour la partie du domaine par la
relation:

[ a@QU;(PQ1(Qds | a(QT(PQU R (3.14)
S +C+I S+C T
L'addition membre a membre des deux égalités (2183.14) nous donne l'identité de Somigliana
pour une structure fissurée:

u(P)= [ a(QU(RQH(Qds [a( QT PRY R ¢ (3.15)
S+ S+
Le tenseur des contraintes est obtenu, par diffiétemn de I'équation ci-dessus par rapport a P et
utilisation de la loi de comportement de Hookd$2. ce qui donne:
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g,(P)= [ a(QD(PQL(Qds [ a( QS PRY R ¢ (3.16)

3.2.6 Contraintes des points du contour

Le tenseur des contraintes d'un point P du corfpuest calculé directement a partir de I'équation
intégrale en contraintes pour une structure figs(BélL1):

aij(P>:2{ [ a(@QD, (P.Q1(Qds [ a(QB( PRU R %s

S+l S+I

3.3 Traitement numérique des équations intégrales duales

3.3.1 Discrétisation de la géométrie

Fig. 3.3 Discrétisation de la géométrie

Le contour de la structure, est discrétisénef) segments de droite ¢ (m =1, NS, ). Chaque élément
est défini par deux nceuds de géomeéni¥ et N2° (Fig. 3.3). La fissure est discrétisée g N,
segments de droit¢ | (m=1,2x N ), les lévresl"" et I'"contenantN | éléments chacune. Les
etr),, (i =0,N/, —1) sont géométriquement confondus et de normalessges:

AT 5,0 = —A(T 5,5, (3.17)
Les éléments de la fissure sont définis par deuxdsade géométrigy:" etN 2" . La position du point
d'intégration Q sur I'élément de frontiére* (k= f,g) est donnée en fonction des nceuds de

élémentsr ]

géométrie par des fonctions de forme linéaig$s) etN, (9):
Xo(9= X N(3+ %0 NCB

:f, .
Yo(9= Yo N(3+ Yo NCF (x=1.9) (319
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3.3.2 Discrétisation des champs élastiques

Les vecteurs, déplacemetd{Q) et tensiorf(Q) pour n'importe quel point de la géométrie ou de la

fissure, sont approximés par des fonctions de fajuagratiques (2.58). Les points de collocation de
deux extrémités de I'élément sont décalés verceotmie comme au chapitre précédent. En premiere
approche, le fond de la fissure est discrétisélgpaméme type d'élément (élément quadratique non
conforme). Un deuxieme type, d'élément singulierasadapté en fond de fissure par la suite (Section
3.4.5).

3.3.3 Discrétisation des équations intégrales duales
3.3.3.1 Discrétisation de I'équation intégrale en déplacements pour un point de la fissure

L'équation intégrale en déplacements (3.4), apgéga un point de coIIocatioéP= Mnfk)de

I'élément de fissur€ | situé sur la lévrd " s'écrit:

%(ui(MJk)+u(MJff‘”))= [ aQU(M* Q1(Qds
S+l (3.19)
- [ a@T, (M, Qy(Q d

En discrétisant le contour S en?, élémentsr ¢ (m=1, N§,) et la fissurel” en 2x N |, éléments |

elt
(m=1,2x N}, ), les intégrales sur le COﬂtOL(rS+r)S€ transforment en des sommations des
intégrales sur les éléments:

UM+ u M) = ZJa(@ (M, Q1(Qds

m=1 rg

2xNgy

+ 3 [a@QU; (M, Q) (Q ds

m=1 rf
(3.20)

elt

-2 [a@QT, (M, Qu(Qds

m=1 rg

2xN/f

elt

- [a@T, (M Qu(Qds

m=L

Et en remplacant les variables(Q) ett, (Q) par leurs approximations respectives (2.58), orenbt

%(ui(wk)w(wffk) ZJa(Q) (M:k,Q)(Z N(9 K l\/rﬁ')j de

+ Zih _[ a(Q)Uij (Mnfk'Q)(Z N (9]:( Mr:l)J ds

(3.21)

eII

- [a@T( Jk,Q)(i MEXT w)j ds

m=1 rg

2xN/f

elt

-3 @ 2.0 3N 9y (M) | e

m=1 rt
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Soit, en faisant une sommation sur les deux doastradiale et axiale :

(aMB M) = X3 [a(QU ML N3 d (1)

+ Z 3 if(a(Q)U.,(M SN(9 d$ i M)
e '2:%0 (3.22)
S>3 [(a@T(MF 9 N(3 df 1 M)

-2 ZZI(a(Q) *N(Sd$ Y M)

m=1 I=1 j=1 ¢
Ou L¢ et L' sont, respectivement, les longueurs des élémentsrtour et de la fissure.

L'équation (3.22) est éle NS, + 24x Neflt) variables.

3.3.3.2 Discrétisation de I'équation intégrale en tensions pour un point de la fissure

L'équation intégrale en tensions (3.6), appliquéa @oint de coIIocatior(P = Mnﬂ‘) de I'élément de

fissurer ! situé sur la levrd " s'écrit:

%(txwk)ﬂi(Mnl‘f‘” )= | 2D, (M Qt,(Qds
S+ (3.23)
- [ a@S.(M*, Qu(Q d

S+
Une démarche similaire a celle suivie pour la diisation de I'équation en déplacements nous
conduit au résultat suivant:

a8+ ,5) = z eizzn,(mfk) j (a(Q) D (M, 9 N(9 db 1 M)

j=1 m=1 I=1a=1 g (324)
_Z_: iIIZZnI(Mnfk j(a(Q)§ (NLfk 3 N( $ dﬁl (Mgl
-3 i"ZZn,(Mfk)j(a(Q)s (M*, 3 NC3 ds (W)
Dans le cas d'une fissure non chargee I'équatideresions ci-dessus se réduit a:
Zi"ZZn (Mfk)j(a(Q)Sm( M, § NC S db WD)
35S S (M) f (a(@S.(M 9 N3 db 4 M) (3.25)

j=1 m=1 I=1a=1

3 n, (M fk)j (a(Q D, (M 9 N(3 d} 1 M)

j=lm=1 I=1 a=1
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3.3.3.3 Discrétisation de I'équation intégrale en déplacements pour un point du contour

L'équation intégrale en déplacements (3.10) ap@dga un point de coIIocatio(lP: Mr?k)de
I'élément de contour s'écrit:

—u(Mgk)- [ a@QUM*Qt(Qds [ a(QT( M, QU Q¢ (3.26)
S+ SHr
Discrétisée, I'équation ci-dessus prend la fornneaste:

Loz 333 (a@u, (93 o i w

i [ (a@U, (M*, 9N (9 d§ 1 M)
Sto (3.27)

=2 20 [(aQT (M7, 9 N(3 dhu; (M)
C'est une équation (é.2>< Ng, + 24x Nef,t) variables.

3.3.3.4 Constitution du systéme d'équations

La discrétisation des champs élastiques a prc(dlﬁk Ng, + 24x Neflt)varlables dont la moitié est
imposée comme  conditions aux limites. La résotutidu probléme posé, nécessite donc
(6>< Ng, +12x Nef,t)équations indépendantes. Et comme la fissure esstitgge d'éléments

géométriquement superposés, appartenant aux dexes;ld'écriture de I'équation en déplacements
pour un point Pconduit au méme résultat que pour une équatidtegmur un point P, et de ce fait,
le systeme a résoudre n'aura pas de solution uripue surmonter ce probleme, I'équation intégrale
en déplacement (3.22) est écrite pour les pointsedévre de la fissure, et celle en tensions (émua
duale) (3.25) pour les points de l'autre lévre.qdenous donne deux équations indépendantes pour
deux points géométriquement confondus.
La constitution du systéme d'équations a résoudresiste a écrire:
» |'équation intégrale en déplacements discrétisé&7)3Jpour les trois points de collocation
M %(k =1,3) de chaque élément du contdug (n =1, Ng, ) suivant les deux directiong et
€.
» I'équation intégrale en déplacements discrétisé&2)3 pour les trois points de collocation
M ™ (k =1,3) de chaque élément d'une méme lévre de la fisslig = 2a -1, = 1,N/,)
suivant les deux directiori et €,.
e ['équation intégrale en tensions discrétisée (3.28)r les trois points de collocation
M *(k =1,3) de chaque élément, de l'autre lévre de la fissufgn = 2a,a = 1,N/,)

suivant les deux directior et €, .

Ce qui nous donne un systéme Iinéairé(id@l\lgIt +6x N/, +6x N;t) équations 412>< N, + 24x Nef,t)
variables de la forme:
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[Al{d =[B{} (3.28)

Les coefficients des matric{eé’] et[B] ne sont pas du méme ordre de grandeur.
En effet, A, estdu méme ordre de grandeur que r, alorsBjuest du méme ordre de grandeur que

é (G étant le module de cisaillement). Pour bien @@rther le systéme nous devons multiplier les

coefficients de la matric[aB’] par2G. Le systéme final & résoudre est donc:

[Al{d} = 20)] B]{ f :%} (3.29)

En transférant les variables connues (imposées eooamditions aux limites, et qui sont au nombre
de(6>< Ng, +12x Nef,t)) d'un coté, et celles inconnues de l'autre, nbtsnons un systeme linéaire de

elt
(6>< NS, +12x N/ )équations é(6>< NS, +12x N§,

) ) [K[{% ={ ¥} (3.30)

Aprés résolution du systéme, les valeurs des teagialculées sont multipliées par 2G pour retrouver
les valeurs correspondantes au probleme posé.

) inconnues de la forme:

3.4 Evaluation des facteurs d'intensité de contraintes

La théorie de la mécanique de la rupture admetaolesaintes infinies au voisinage immédiat du fond
de la fissure (Fig3.4). Donc, le comportement du matériau n'est plastique dans cette région, et
une loi de comportement plastique serait plus gppfe. La théorie de la mécanique linéaire de la
rupture, par contre, suppose que cette zone péset confinée a la pointe de la fissure est gerra
faible comparé aux dimensions de la fissure.

Les techniques utilisées, pour I'évaluation detetas d'intensité de contraintes, peuvent étresékss
selon I'approche considérée. A ce titre, trois wdls sont largement utilisées:

* Méthode en déplacements
* Méthode en contraintes
* Méthodes énergétiques

3.4.1 Méthode en déplacements

Fond de fissure 4 p

LA

Fig. 3.4 Fond de fissure

Les champs des déplacements et des contraintesisinage du fond de fissure sont définis, pour un
point M(p,a), par les relations suivantes [49]:
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:i/ {K| (2k —1)cos— cos—}+ lﬁ{ (+ 3)sip-+ smaﬂ}
m
ﬂ (3.31)
=i,/ 'O{K, (2K+1)SII’1——SII’]—} Kl[(z(— 3)cos-+ cosaz}}
8u\ m
_ K, a a . 3a| K, _.a a 3
g, = C0S—| I~ sin— sin— |— sin-| 2 coS ces-
L2 2 2 2] Jop 2 2 2
_ K, a _a 3a. K, 30'[ a 351
g, = Sin— cos— cos—+ cos—| 1 st s
J2mp 2 2 2 «/2710 2 2 2 (3.32)
_ K, a{ . a Sa} K, _a a
o,,= CoS—| I+ sin— sif— |+——= SiA- CO0S Ces-
22 2 2 Jap 2 2 2
aao/ = I/(a.rr +Uzz)

Oup eta sont les coordonnées polaires du point M danepére centré sur la pointe de la fissure. Le
paramétrex est défini par

(3 - 4V) endéformation plane

k=1(3-v) _ (3.33)
encontrainte plane
(1+v)

v est le coefficient de Poissoniete module de cisaillement. Les paramétrestk, sont les facteurs
d'intensité de contraintes en mode | et Il respenient. Les termes d'ordres supérieurp €ans les

relations (3.31) et (3.32) ont été négligés.

Le saut en déplacement, d'un poif{@a=m) d'une lévre de la fissure a un poiffpfx=m) sur l'autre

lévre est calculé a partir des relations (3.3Bngprenant pour l'axisymétrie le coefficient 3— 4y :

wa=n-y@=-n="2" [P (334)
7] 2T

uz(a:n)—uz(a:—n) :MKI ﬁ (3.35)
Y7 \/277

Les relations ci-dessus permettent le calcul dege@irs d'intensité de contraintes & K,
connaissant les déplacements des noeuds des leveefisture.

Apres résolution du probléme élastique axisymégrjides déplacements sont connus en chaque point
de collocation des éléments de la fissure y comgmisx des deux éléments de la pointe. Il faut noter
que, puisque les résultats pour des valeurs tiBledadep devraient étre moins fiables du fait de la
difficulté a modéliser la singularité du comportereans cette zone, I'expérience a montré que
I'extrapolation sur des valeurs assez larggs diennait de meilleurs résultats.

Les relations (3.34) et (3.35) écrites pour lesamele la Fig3.5 nous donnent:

K, (M) =, (M) ~u,(M;) :ﬁ\/zf
(3.36)

Ky (M,) =y (M3) -y (M3) =

2(1-v)\L
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Kl(M3):uz(M;)—UZ(M;):2(1’L_[V)\/%T
(3.37)

K, (Mg) =4 (M3) =y (M) = 2(1‘_’”\/%’

m Noeud de géométrie

® Noeud de collocation Fond de fissure

M3 Mz M

[ L 2 L 2 L 2

. o o & I
Ms Mz M1

L

m

Fig. 3.5 Les nceuds de collocation des deux élémentsritlide fissure

Une extrapolation lin€aire, des valeurs des fastelintensité de contraintes, des points ¥l Vs
vers le fond de la fissure donne:

K, {S(uz(wl;) —uz(M;))—@(uz( M;) - ug M;))}Lﬁf

5 4(1_V)
M (3.38)
K, {5(4(M2)-u(Mé))‘T(”(Mg)_”(Mg))}“(%‘”)\ﬁ{

3.4.2 Méthode en contraintes

Cette méthode est similaire a celle en déplacemsatg qu'elle utilise les équations en contraintes
(3.32) pour évaluer ket K;.

Aprés résolution du probleme, les tenseurs desaiotes sont calculés en certains points sur feelig
en prolongement de la fissue=0°). Des relations(3.32), nous pouvons déduire:

KI = “2”0-2210% (3 39)
KII = “27T0-rz 10%

Une extrapolation des courb@gz\/,; etJrZ\/,Z , jJusqu'au fond de la fissure permet d'approxiresr |
valeurs intrinséques, ket K.

3.4.3 Méthodes énergétiques

Les méthodes énergétiques sont basées sur I'éualaiat taux de restitution d'énergie G. Ce dernier
est utilisé pour caractériser le comportementedfissure. Il est défini comme le taux de variatiten
I'énergie de déformation pour un accroissemante la longueur de la fissure:
6=
oa
Ou U est I'énergie de déformation accumulée agmglication des efforts extérieurs.

(3.40)
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Irwin identifia une relation entre G et K commetsui

G, =Xz M =1, 11 (3.41)

8u

Ou G et G, sont, respectivement, les taux de restitutionedfie pour les deux modes | et llet
défini par les relations (3.33). L'avancée du frdaffissure est alors prédite en comparant la valeu
K (G), pour une géométrie et un chargement donnéeavaleur critique K(G.) définie comme la
ténacité du matériau et dont la valeur est déteren@xpérimentalement.
En pratique, la différentielle (3.40) est approxénp@r une différence finie comme suit:

_AU _U,-U,
Aa a,—-3

Ou U, et U, sont les énergies de déformation associées axxldegueurs de la fissure at . Deux
ou plusieurs calculs sont effectués pour le méroblpme avec une Iégére variation de la longueur de
la fissure d'un calcul & l'autre.
Le principal avantage de cette méthode énergétiegteljé au fait que le champ des contraintes, en
fond de fissure, apporte une contribution minewesde calcul de I'énergie de déformation totale de
la structure. Donc, un maillage grossier peut étitesé a cause de la faible dépendance de la métho
des champs des déplacements et des contrainteacedd fissure [55]. Malheureusement, la précision
de la méthode est dépendante de l'incertitudeldari®ix de I'incrémentA@) de la fissure, en plus, au
moins deux itérations de calcul sont nécessaieequcrend les temps d'exécution relativement longs
Une autre méthode énergétique, utilisée pour Lléwmn des facteurs dlintensité de contraintes,
consiste a calculer une intégrale de contour (iedéante du choix du contour) dans le domaine
considéré. Cette intégrale a été définie par Rigggomme suit:

J ZI(er-W,k) d’ (3.43)

Ou W est la densité de I'énergie élastiqlieest un contour, orienté et ouvert, entourant e fde
fissure, et dont les extrémités reposent sur lessede la fissure; ta composante du vecteur des
tensions selon la direction définie le long du contour ef fa normale au contour suivant la direction
Xk. L'intégrale J est égale au taux de restitutiénafgie G. Le fait que le calcul de J soit indépend
du choix du contour, cette méthode est largeméligée en élasticité bidimensionnelle pour calculer
K, [56, 57]. Cependant, en élasticité axisymétriduggegrale J est dépendante du contour [58], sauf
pour des régions tres proches de la pointe dedar, ou le champ des contraintes est assimiable
cas des déformations planes.

(3.42)

3.4.4 Intégrale de contour modifiée

La technique a été développée, pour le calcul @eelirs d'intensité de contraintes, en élémernits fin
par Rybicki et Kanninen [59] , ensuite une extengiax éléments de frontiére fut introduite par Chen
et Farris [60].
Le taux de restitution d'énergie G, pour un acemigent du front de la fissul@, est défini cette
fois-ci, comme le travail produit par le champ destraintes le long du front de fissure, et estndon
par les formules suivantes:

G = Iimi an(u;—q;)da

ha-02/\q YLa (344)

e 1 .
G, —AL@OE Aaq (‘-{ ~4 )da

75



Chapitre 3 Simulation de structures axisymétriques fissurées

Ou G et G, sont les taux de restitution d'énergie pour lesxdmodes | et Il, Aaest la surface
produite par I'avancée du front de fiSSl(l’G‘; - u;) et (uf - u[_) sont les déplacements en ouverture

et en glissement respectivement,®et g, sont les contraintes normales et tangentiellesvantale
la fissure.

Fond de fissure

Points intérieurs

- A

Eléments de fissure Ala

Fig. 3.6 Localisation des points pour le calcul dedgrale de contour modifiée

Sur laFig. 3.6, nous avons représenté une localisation des pointseront pris les valeurs des
contraintes et des déplacements. Dans les forr(Blé&4), les contraintes utilisées sont celles déaé&s

a droite du font de fissures (points 5, 6 et 7)nayaopagation, et les déplacements sont pris aux
mémes points apres propagation. Ceci nécessite deung calculs pour deux longueurs différentes de
la fissure. En réalité, les déplacements a gauatferdi de fissure (points 1, 2 et 3) sont pratigeeim
égaux avant et aprés une faible extension, etdaaténs (3.44) sont approximées en utilisant les
contraintes et les déplacements d'un seul calcetteCapproximation est connue sous le nom
d'intégrale de contour modifiée. En introduisarg fenctions de forme (2.58), pour interpoler les
déplacements et les contraintes aux différents tpoites intégrales (3.44) sont approximées
analytiqguement et les facteurs d'intensité de aorirs directement évalués au moyen de la relation
(3.41). De Lacerda et Wrobel [61] ont montré quéecéechnique permettait d'avoir une bonne
approximation des facteurs d'intensité de congairgn élasticité axisymétrique en expérimentant
plusieurs formes de fonctions d'interpolation. Aem@ue I'application de la technique, lorsqueola f

de la fissure est proche d'un bord libre, restéicdd et pourrait donner des résultats erronés dee
calcul des contraintes entre le fond de la fissdife bord de la structure. En plus, et sachantiepe

1
contraintes évoluent proportionnellement & au voisinage du font la fissure, une fonction d'un
telle singularité ne peut étre utilisée dans lésgrales (3.44).
3.4.5 Un élément singulier pour le fond de fissure

Bien que la technique de l'intégrale de contourifits] présentée dans la secti.4, donne de trés
bonnes évaluations des facteurs d'intensité deaintes pour des fissures confinées, elle rest@snoi
performante, voir inutilisable dans le cas oudadire est proche du bord de la structure @id).
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Frontiére de la structure

e
e

Fond de fissure

N

Fig. 3.7 Fissure au voisinage du bord de la structure

Calculer les facteurs d'intensité de contraintgsréir des déplacements des nceuds de collocat®n d
éléments du front de fissure, serait une appratdede. La précision sur les valeurs des déplactmen
en fond de fissure reste faible (erreur >8%) dearéléments quadratiques non conformes, quelque
soit le degré de raffinement utilisé. Ceci est dua forme polynomiale de deuxiéme ordre, utilisée
comme fonction d'approximation des champs des déplants, alors que ces derniers évoluent en

\/Fen fond de fissure. L'idée donc est d'inclure ce¢edans une fonction spécifique a I'élément du
font de fissure. Nous allons adapté, dans ce quunae, les fonctions de forme développées par
Kebir et al [57] pour I'élasticité bidimensionnelid'élasticité axisymétrique (Fig.8).

L'élément singulier contient trois nceuds de coliocaaux mémes positions que pour I'élément
quadratique et dont les fonctions de forme onbifené suivante:

N(9=a+bsto/s  (¥L3 (3.45)

Les valeurs des fonctions aux nosuds sont;

N ) nf b= (S0
6 2 6

N, (L—é"j =0, N, (L—;J =1, NZ(%’") =0 (3.46)

L L 5L
N, ™ |=0, NJ-m|=0, N|2m|=1
)0 ()0 v

Ce qui donne les expressions des fonctions de fapris résolution du systéme:

- 3 1 s _ s , |2
Nl(s)—\/1_5+\/_3_ 6(2(JE 5)+ (3 ﬁS)gjL\/L:J

%(5@—«/1_5)+ 3@/?5\/_3)5— G%SJ (3.47)

m

-t
A AN T 6{

1 S 2s
LA (-9 L_J

m

-3
NS(S)_\/1_5+\/73— 6(
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Fig. 3.8 Fonctions de forme pour I'élément singulier

Les déplacements et les tensions sur |'élémerdrdede fissure sont alors:

W= uMING et (RS (M) NS (312 @49

Ou M ™ (k =1,3) sont les trois naeuds de collocation de I'élémieguer.

Avec les nouvelles fonctions de forme, introduiesir I'élément singulier, nous avons bien une
singularité des déformations en fond de fissure.
En effet:

ou, oN, (9

— a : fk fk

2|, as[;U.(Mn )Nk(S)l ) Z WM — 4~ _
L'intégration numérique des noyaux singuliers, athnen dans les équations intégrales en
déplacements que dans les équations intégralessjet pratiquée de la méme maniére que pour les
éléments quadratiques. L'introduction des nouvétiastions de forme ne modifie en rien l'ordre des
singularités déja présentes.
Apres résolution du systeme d'équations et réctipardes déplacements aux nceuds de collocation
des deux éléments constituant le fond de la fissie® facteurs d'intensité de contraintes sont
explicitement calculés par les formules (3.38).

(3.49)

3.5 Validation numérique

Dans un premier temps, nous présentons deux déaerapadémiques simples afin de comparer les
valeurs du facteur d’intensité de contraintes erdenb (K) aux valeurs théoriques. Ensuite, un
exemple réel est présenté avec une comparaisoreaultats issus de la méthode des éléments finis
(Code Abaqus).

3.5.1 Fissure extérieure débouchante dans un cylindre creux a paroi épaisse

Considérons un cylindre creux a paroi €paisse genrantérieur Ret extérieur R et de hauteur H
(Fig. 3.9), sous une contrainte de traciior100MPa. Les propriétés du matériau sont E=70000
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MPa ev =0.3. Le cylindre contient une fissure circonférengadiébouchante vers I'extérieur dont le
fond a pour rayon Ra, perpendiculaire a I'axe de symétrie et & mitdwawu du cylindre. Pour cet
exemple et le suivant, la conditidd = 2.5 (t=R--R;) a été vérifiée comme une condition suffisante
pour considérer que le cylindre est de longueunimfet pouvoir comparer les résultats avec ceux de
Tada et al [54]. La valeur de Kst évaluée pour différents rapportdRR

(0)

| prrtr

| R

LR

A

%

oI 1111

Fig. 3.9 Fissure circonférentielle extérieure débouchantes dia
cylindre creux a paroi épaisse

Le graphe de la Fi®.10 regroupe les résultats obtenus a l'aide daloul par éléments de frontiéres
(BEM) et ceux donnés par la référence [54], pourmaillage de 36 éléments quadratiques non
conformes sur la frontiére et 10 éléments quadrasicsur chaque levre de la fissure, et ceci poar de
valeurs du rapport iR, égales a 0.2, 0.4 et 0.6.

Les résultats obtenus par la méthode d’extrapolates déplacements de I'élément singulier en fond
de fissure sont tres précis. En effet le plus gracart obtenu par I'élément singulier et ceux de la
référence [54] ne dépasse pas 2 % et ceci malgnéaillage grossier de la fissure.

La Fig. 3.11 représente la forme initiale et la forme d@&k@e (2-D et 3-D) du cylindre pour les
rapports RR.=a/t=0.4.
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Fig. 3.10 Facteur d’intensité de contraintey pour le cas d'un
fissure extérieu débouchante dans un cylindre creux
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Fig. 3.11 Forme initiale et déformée du cylindre creux avissuire
extérieure débouchai
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3.5.2 Fissure intérieure débouchante dans un cylindre creux a paroi épaisse

Considérons un cylindre creux a paroi épaisse genrintérieur Ret extérieur R et de hauteur H
(Fig. 3.12) sous une contrainte de tractior=1.0MPa. Les propriétés du matériau sont E=70000

MPa etV =0.3. Le cylindre contient une fissure circonférenéelébouchante vers l'intérieur dont le
fond a pour rayon Ra, perpendiculaire a I'axe de symétrie et a mitdau du cylindre. La valeur de
K, est évaluée pour différents rapportéR

| -

IR,

i Ri

ol

Fig. 3.12 Fissure circonférentielle interne débouchante dar
cylindre creux a paroi épaisse

Le graphe de la Fi.13 regroupe les résultats obtenus a l'aide daloul par éléments de frontiéres
(BEM) et ceux donnés par la référence [54], poumaillage identique a celui de I'exemple de la
section précédente3(5.1) et aussi pour les mémes valeurs du rapp@tt R

Pour ce cas aussi, les résultats obtenus par lroaed’extrapolation des déplacements de I'élément
singulier en fond de fissure sont tres précis. it & plus grand écart obtenu par I'élément sliegu

et ceux de la référence [54] ne dépasse pas 2égietnalgré un maillage grossier de la fissure.

2,50
225 A Ri/Re=0.2 4
E Ri/Re=0.4

2,00 & Ri/Re=0.6 / W
1,75 Tada et.al /

¥ /
%\ J
E 1,50 )
L
> /
£ 1,25

1,00

0,75

0,50 T T T T T T T T T T T T T T T T

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

aft

Fig. 3.13 Facteur d’intensité de contraintesgéur le cas d’'un
fissure intérieure débouchante dans un cylindrexcre
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La Fig. 3.14 représente la forme initiale et la forme d@&k@e (2-D et 3-D) du cylindre pour les
rapports RR.=a/t=0.4.

Fig. 3.14Forme initiale et déformée du cylindre creux avesure
intérieure débouchante

3.5.3 Fissure circonférentielle extérieure sur un cylindre entaillé

Nous considérons dans cet exemple, un cylindren @eec une entaille circulaire et contenant une
fissure circonférentielle débouchante (R3dl5). Les dimensions sont paramétrées par le rRydn
cylindre. Les propriétés du matériau sont E=7000®aMt  =0.3 . Le calcul du facteur d’intensité
de contraintes en mode | a été réalisé pour diffésevaleurs de a/t avec H/R=2.0 et r/R=0.2.

Le graphe de la Fig.3.16 est une superpositionvdiesirs de Kl obtenues par éléments de frontiéres
(BEM) et par le logiciel éléments finis Abaqus @3ément quadrilatére 8 noeuds CAX8), sachant que
ce dernier utilise l'intégrale de contour pour Béyation du facteur d'intensité de contrainte.

Comme, il n'y a pas d'approche analytique a ce tgpeprobléme et en l'absence de résultats
expérimentaux, nous pouvons déja affirmer que pourméme degré de précision, I'approche
éléments de frontiére est la moins gourmande epgenachine et en espace mémoire.
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Fig. 3.15 Cylindre plein entaillé avec une fissure anféoentielle débouchante
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Fig. 3.16 Facteur d'intensité de contraintespi§ur le cas d'u
cylindre plein entaillé et contenant une fissurdarl d’'entaille
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le traiteiohes structures axisymetriques fissurées est
possible au moyen de la méthode des éléments ief®duale. Apres avoir détaillé la procédure de
mise en ceuvre de la méthode pour I'adapter auomliswités de la matiere (fissures), nous avons
revu les approches utilisées pour évaluer les Rt de cadre de la mécanique linéaire de la rupture
et nous avons opté pour la méthode d’extrapolatemdéplacements en fond de fissure, laquelle est
plus adaptée lorsque la fissure est proche du tberih structure. Et pour améliorer la précision de
I'approche, nous avons introduit un éléments siegdapté aux fonds de la fissure et qui permet
d’'approcher la singularité du champ des contrairea ces zones d'une meilleure fagon. Afin
d'illustrer la pertinence de la méthode, nous avtafié deux exemples académiques dont les
solutions asymptotiques existent pour Kl, et utisieone exemple dont les résultats sont confrontés a
ceux obtenus par €léments finis.

Les résultats obtenus pour les trois exemples @édgyques (évaluation de Kl), démontrent la
précision de la méthode des éléments de fronttrake a traiter les fissures axisymétrigues avec de
maillages grossiers, ce qui sera pour nous un agantonsidérable lors de I'application de
I'algorithme itératif d’identification (réductionudtemps machine).
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structures axisymétriques

4.1 Introduction

Les fissures dans les structures, dont les comgmiprincipales varient spatialement, se propagent
généralement le long d'une courbe dessinée peaoriede la fissure, & la recherche de son chemin de
moindre résistance. La prédiction, non seulemergad®ir quand et a quel niveau une fissure va se
propager mais de son chemin de propagation, esbriamie dans l'analyse des défaillances
potentielles. En axisymétrie (géométrie et chargandes techniques numériques utilisées pour le
traitement des fissures sont similaires au casddésmations planes. A chaque étape de calcul, les
facteurs d'intensité de contraintes & K, sont évalués et la direction de propagation cééwu
moyen d'un critere (qui dépend généralement duorap/K,). Le front de la fissure est ensuite
augmenté selon la direction calculée et I'avaneda fissure correspond a une distance suffisamment
grande afin d'éviter les probléemes, d’instabilit@amériques pouvant étres engendrées par un neillag
trop fin. Les techniques se distinguent cependanmt @ maniére d'exécuter chaque étape. Pour
I'évaluation des facteurs d'intensité de contraintes éléments finis et les éléments de frontiéres
offrent de multiples voies. Pour le chemin de pgaion, les critéres se distinguent par ceux qui
donnent l'angle de bifurcation et ceux qui donneolarbure du trajet futur. Et enfin, pour l'avandar
front, on doit faire le choix entre un maillage dbou global avec transfert de champs pour les
éléments finis, ou simplement une avancée sandllageapour le cas des éléments de frontiere. Dans
la méthode des équations intégrales duales, téeadu front de fissure se traduit, numériquement,
par I'ajout de deux éléments singuliers, géomégmagent confondus, au prolongement du fond de la
fissure.

4.2 Criteres pour la direction de propagation en mode mixte

La théorie de la rupture en mode mixte (combinadesdeux modes | et Il, voir Fig.1) regroupe, le
critere de la contrainte tangentielle maximale [6@]critere du taux de restitution d'énergie maatim
[63], le critére de la densité d'énergie de défdiomaminimale [64] et le critére de la symétriedte
[65]. Dans cette section, seuls le premier et lexigene critere, sont présentés.

4.2.1 Critére de la contrainte tangentielle maximale

Le critere de la contrainte circonférentielle maxienstipule que la fissure se propage suivant la
direction de la contrainte circonférentiedfg, , ce qui se traduit par:

2
9 —g ot 2% cq (4.1)
oa oa

Une dérivation de l'expression @g,, (r,a) dans les équations (3.32) et un arrangement dewser

nous donne pour l'angle de bifurcation
K,sina” +K, (3cosa’ — 1)= C (4.2)

Ou sous une autre expression:

a =2g™ E(kiﬁ” : L (4.3)

KII
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Fig. 4.1 Fissure sous chargement mixte, la direction
de propagation est indiquée par l'angle

La comparaison de cette théorie avec les résdigidrimentaux, a montré que ce critéere donne une
bonne estimation de l'angle de bifurcation et siomplémentation dans les codes de calcul reste
relativement simple.

4.2.2 Critére du taux de restitution d'énergie maximal

Le critere lié au taux de restitution d'énergipdt que la fissure se propage de maniere a mseimi
I'énergie restituée. Ceci revient a dire que laufis se propage de maniére a réduire au minimum

ouU M
I'énergie potentielle du corps, puis@eta—=—a—, traduisant ainsi l'idée thermodynamique
a a

selon laquelle les systémes en équilibre sont aimmim de I'énergie potentielle.
Wu [63] étudia ce probleme pour les fissures 2-Dsschargement mixte et formula le critére selon
lidée que la fissure aura tendance a bifurquemseh anglex” si les trois conditions suivantes sont
reunies:
. 0,
aG(a)ZO’ 0G (czz')<
oa oa
G(a) =lim(M, -M)

0, et GE@ )=z G 4.4)

Ou & est le taux de restitution d'énergie critiqud, I'énergie potentielle de la fissure apres
bifurcation et I'énergie potentielle de la fissure linéaire.
G(a) ne peut étre calculé par des formules analytiqueticiies, mais de bonnes approximations

peuvent étre formulées.
Hussain et al [66] présentérent en 1974 une fortionlale G en utilisant les invariants intégraux. La
direction de bifurcationc est donnée par la formule de G suivante:

_(1—V2)( 4 Jz(l—gjgf (K, cosa +2 K, sina)’

G(a) (4.5)

E 3+cosa Ba

s

+(K, cosa -1 K, sina)’

L'implémentation de ce critere dans un code deutalgour des résultats comparables, reste
relativement difficile par rapport au critere de dantrainte tangentielle maximale. La principale
contrainte reste la minimisation de oj(Donc, et pour la suite de notre étude, nous tedops le
premier critére.
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4.3 Incrément de propagation
Le calcul de l'incrément de propagati@ams'effectue de deux fagons:

* L'incrémentation pas a pas : La longueur de laifesgst incrémentée par pas successifs de
longueur Qa), constants ou variables. Le nombre de cycles sporedant a I'avancéad),
se calcule a partir de sa vitesse de propagagion, ) :

(Aa),
(AN); =7———=
Ce]

La vitesse de propagatiaf(K) est obtenue par une des lois de fissuration @dParis, loi de Forman
ou la loi expérimentale (point par point) et la waissance du facteur d'intensité de contraintes

effectif: K, = K?+2K? .

* L'incrémentation par nombre de cycles: L'avancéladissure est suivie par sauts de cycles
de valeurs(AN), . La taille de l'incrément de propagatidwa) est donnée par:

(4.6)

(Aa), =|v(K )| (AN), 4.7)

Le pilotage de l'avancée du front de fissure panbire de cycle peut étre la source de problémes
numériques. En effet, la vitesse de propagatioerohéhe la taille de l'incrément, qui peut varier
énormément entre deux étapes, rendant ainsi ldageilocal fortement irrégulier et induisant des
imprécisions d'ordre numérique; un remaillage Isesh alors indispensable.

4.4 Mise en ceuvre numérique de la propagation

A chaque étape de propagatibrdu front de la fissure, et aprés avoir calculégla de bifurcation
a*, la longueur de la fissure est incrémentée/dd,(ce qui se traduit numériguement par un ajout de
deux éléments singuliers confondus a I'extrémétéadissure, orientés selax* (Fig. 4.2).

Les coordonnées des deux nceuds de géomﬁgﬂe ., et N:Nf ,,de I'élément singulieF2Nf ,,dans
elt elt elt
le repere local sont:
1 — 1
X( N2Nefh+1) - X( NzNef,t)
(4.8)
1 — 1
y( N2Neflt+l) B y( NZNefn)
2 — L *
(Niv) = { Ny ) +(29) cosa
(4.9
2 — 1 . *
y( NzNefh+1) - y( NzNef,t ) + (A a)i sina

N/ étant le nombre d'éléments par lévre de la fisaungasi .
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Fig. 4.2 Incrémentation numérique de la fissure

4.5 Systeme d'équations incrémenté

Un premier calcul élastique est effectué avant ggagion afin de calculer les facteurs d'intenséé d
contraintes et I'angle de bifurcation. Le systéimésdlire initial a résoudre et de la forme:

[Al{uw} =[B){ t}
Les matrices[ A]] et [B,] regroupent les intégrales des noyaux et les vecta} et{t,} les

déplacements et les tensions aux nceuds de catincati

A chaque pas de propagation, la fissure est inaréfaede deux éléments singuliers qui viennent
augmenter le nouveau systéeme a résoudr2>d@degrés de liberté supplémentaires. Si I'on consider
que les lévres de la fissure ne sont pas chargéeles 6 équations sont ajoutées:

» L'équation intégrale en déplacement discrétisé2]3our les trois points de collocation de
I'élément singulieli'(ZNefIt +l) suivant les deux directions.

» L'équation intégrale en tension discrétisée (3@4)r les trois points de collocation de
I'élément singulied’(ZNefIt + 2) suivant les deux directions.

Seuls les coefficients liés aux deux éléments éfgbnt calculés, les autres coefficients sont les
mémes qu'a I'étape précédente (Big) a I'exception de ceux des éléments du forfisslere a I'étape

i qui redeviennent des éléments quadratiques @d'étd. Donc, le calcul des coefficients touchera
les anciens et les nouveaux éléments singulietgiament.
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Ao Uo Bo
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 MOMIM

Coefficients de la géométrie initiale Deuxieme extension de la fissure
@ Premiere extension de la fissure .1 Troisieme extension de la fissure
Fig. 4.3 Constitution du systeme d'équations aprés propat
de la fissure

4.6 Résolution du systeme d'équations incrémenté

La constitution du systéme d'équations a résousitiey| des intégrales des noyaux) est la partie la
plus longue dans un code de calcul par élémentodgeres. Ceci nous améne a optimiser le temps
de calcul, a chaque étape de propagation, en welaal que les nouveaux coefficients dus aux

éléments ajoutés. Sachant que la taille du systenoesse d'augmenter au fur et & mesure de |'a/ancé
du front de la fissure (Fig..4).

|:| Coefficients de I'étapieapres triangularisation

Nouveaux coefficients de |'étapel

Fig. 4.4 Architecture du systeme d'équations a I'étepeavant triangularisation
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La démarche adoptée est la suivante:
A l'étape i:

Sauvegarder la matrice triangularis[éé] ;

Sauvegarder les valeurs des pivots;
Sauvegarder la ligne et la colonne de chaque piesimum;

A l'étape i+1:

Calculer les nouveaux coefficients de la matricgésibudre (les coefficients correspondants
aux éléments singuliers de I'étape i+1 ainsi qu cerrespondants aux éléments singuliers
a l'étape i qui redeviennent des éléments quadeig |'étape i+1);

Réarranger les lignes des nouveaux coefficientg@ssaire;

Recalculer les valeurs des nouvelles colonnes memtecompte de la triangularisation de

K]
Réarranger les colonnes des nouvelles lignes;

Triangulariser les nouvelles lignes;
Calculer les valeurs des inconnus en remontantighess.

4.7 Algorithme de propagation d'une fissure axisymétrique

Ce qui suit est une présentation de l'algorithme nedule « AxiPropagation » implémenté dans le
code KSP:

1.

2.

Y

Procéder a un premier calcul élastique de la strecfiissurée pour récupérer les
déplacements aux nceuds de collocation;

Calculer les facteurs d'intensité de contraintesekK, avec les formules (3.38) et les
déplacements des nceuds de collocation des deugrékesinguliers en fond de fissure.
Calculer l'angle de bifurcation en utilisant let@ré de la contrainte tangentielle maximale
(4.3).

Incrémenté la fissure par un segment de droiteodguleurAa, orienté suivant I'angle de
bifurcation calculé a I'étape 3. Ceci se traduitlsuplan numérique par I'addition de deux
segments singuliers.

Calculer les coefficients dus aux nouveaux éléments

Calculer les coefficients des anciens élémentsuierg qui deviennent des éléments
quadratiques.

Résoudre le nouveau systéme d'équations en ngutaisant que les nouvelles lignes.
Répéter les étapes 2 a 7 jusqu'a atteindre le momaximum d'incréments.
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Chapitre 4 Simulation de la propagation des fissures

4.8 Exemples de propagations de fissures axisymétriques

4.8.1 Fissure circonférentielle dans un cylindre plein en traction

Comme premier test, nous considérons un cylindgim gle rayon R en traction. Le cylindre comporte
une fissure circonférentielle de rayon intérieusgRavec g=R/3. La longueur de la portion considérer
est 2H=3R. Les propriétés mécaniques du matériaiu E&70000 MPa er =0, 3. La discrétisation

du contour extérieur est réalisée a l'aide de #néhts quadratiques non conformes et I'entaille
initiale en 6 éléments quadratiques non conformegschaque lévre. La taille de lincrément de
propagation est égal a la taille d’'un élément dsufie, soit #. La Fig.4.5.a est une représentation
du maillage de la portion du cylindre considérédiethargement. La Fig.5.b montre I'ouverture
de la fissure avant propagation et les figures &ig.c et Fig.4.5.d, la longueur finale de la fissure
apres propagation par 10 incréments.

.
|

(a) (b) (c) (d)

Fig. 4.5 Propagation d’'une fissure axisymétrique damstige cylindrique

4.8.2 Fissure circonférentielle intérieure dans un cylindre creux en traction

La structure considérée dans cet exemple est imdoylcreux de rayon intérieur B extérieur Ren
traction. Le cylindre comporte une fissure intéree de rayon extérieur Ry, avec g=R/3. La
longueur de la portion considérer est 2H=3R3. Les propriétés mécaniques du matériau sont
E=70000 MPa et =0, 3. La discrétisation du contour extérieur est réalia I'aide de 40 éléments

guadratiques non conformes et I'entaille initiahe8eéléments quadratiques non conformes sur chaque
levre. La taille de I'incrément de propagation &gl & la taille d'un élément de fissure, sgiBalLa

Fig. 4.6.a est une représentation du maillage de l#opadiu cylindre considérée et du chargement. La
Fig. 4.6.b montre I'ouverture de la fissure avant prepan et les figures Figl.6.c et Fig4.6.d, la
longueur finale de la fissure aprés propagationlfaincréments. Enfin, une représentation 3-D de la
déformée de la structure en fin de propagationlestrée par la Fig4.6.e.
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Chapitre 4 Simulation de la propagation des fissures

4.8.3 Fissure conique dans un cylindre creux

Dans ce test, nous examinerons l'influence de tacton du chargement sur la trajectoire de
propagation d’une fissure confinée dans la pana dylindre creux [67].

Considérons une fissure de longuegrlainclinée a 45° et centrée dans la paroi d’dmdge creux
de rayon intérieur R40a, d'épaisseur t=24aet de hauteur H=1gales propriétés mécaniques du
matériau sont E=70000 MPa &t=0,3. La discrétisation de la paroi emploi, 40 élérment

guadratiques non conformes sur le contour extérietu8 éléments quadratiques non conformes sur
chaque lévre de la fissure initiale. Trois typesckhargement statique sont expérimentés : (a)dract
radiale, (b) traction axiale et (c) les deux chargets combinés. La trajectoire obtenue pour chaque
type de chargement est montrée sur la &ig, pour un total de 40 incréments de la fissérehaque

pas de calcul, la taille de la fissure est augneed&édeux éléments (un a chaque extrémité) dedaill
identiques a ceux utilisés pour mailler la fissinigale. Des résultats similaires sont introuvabdians

la bibliographie pour une comparaison objectivepeelant, il est clair que les trajectoires obtenues
sont cohérentes avec les chargements appliqués.

4.8.4 Cas d’un tube a paroi épaisse entaillé avec une fissure débouchante

Nous considérons dans cet exemple un tube a paaiEse de rayon intérieur & d’épaisseur t=R,
chargé par une pression radiale Ige tube comporte une rainure extérieure circeldi rayon r=t/5.
Une fissure axisymétrique est placée perpendiaitant a I'axe du tube partant du fond de la gorge
et pénétrant le tube jusqu'a une profondegnr.aLa longueur du tube est 2H=8t (Fi4.8). Les
propriétés mécaniques du matériaux sont E=7000@,MP=0,3. La discrétisation du contour

extérieur est réalisée a l'aide de 46 éléments ratigdes non conformes et I'entaille initiale en 6
éléments quadratiques non conformes sur chaque. IBartaille de lI'incrément de propagation est
égal a la taille d’'un élément de fissure, sgi6.a La Fig.4.8.a est une représentation du maillage du
tube, du chargement et des conditions aux limitedes deux bords du tube. La Fg8.b montre
I'ouverture de la fissure avant propagation efigsres Fig.4.8.c et Fig4.8.d, la longueur finale de la
fissure apres propagation par 10 incréments. Euafia,représentation 3-D de la déformée du tube en
fin de propagation est illustrée par la H¢g.e.

4.8.5 Cas d’'une bague a section en U comportant une fissure débouchante

Ce dernier test, concerne la propagation d'unaifisslans une bague a section en U. Exploitant la
symétrie de la piece, seule une moitié de la seaioconsidérée en imposant des conditions de
déplacement libre sur le plan z=0 (Mg9.a). Une fissure axisymétrique orientée a 4%sfedongueur
a=1.0 est placée de facon que l'une de ses extrémifiacide avec le coin intérieur du U. Le rayon
intérieur de la bague est-R0a, le rayon extérieur R40R, I'épaisseur de la bague t= 35t les
hauteurs : K258 et H=15a,

Le contour extérieur est discrétisé a l'aide deéinents quadratiques non conformes et I'entaille
initiale en 5 éléments quadratiques non conformeschaque lévre. La taille de l'incrément de
propagation est égal a la taille d’'un élément dsuiie, soit @5. La Fig.4.9.a est une représentation
du maillage de la moitié de la bague et du chargeegapliqué. La Figd.9.b montre I'ouverture de la
fissure avant propagation et les figures Hid.c et Fig4.9.d, la longueur finale de la fissure aprés
propagation par 10 incréments. Enfin, une représient 3-D de la déformée de la structure en fin de
propagation est illustrée par la FHg9.e.
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Fig. 4.6 Propagation d’une fissure axisymétrique intégedans un cylindre creux
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Traction radiale

Fissure initiale

Chargement combiné

/
P
/

\ Traction axiale

.......

»R

Fig. 4.7 Propagation d’'une fissure conique dans un d@sgdicreux

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la prapagdes fissures axisymétriques, dans des

structures a géométrie et a chargement axisymeésjgest possible au moyen de la méthode des
éléments de frontieres duale. En effet, tous Ists tgrésentés dans ce chapitre, montrent une tparfai

cohérence du chemin de propagation en fonction hdwgement appliqué, méme si les maillages

utilisés restent relativement grossiers. Un auti@ntage a mettre au compte de la méthode, c’est la
simplicité de mise en ceuvre de 'algorithme de pggtion qui, du point de vu numérique, présente un
avantage considérable dd au non-remaillage dedetste pendant la phase de propagation.
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(a) (b) (c) (d)

(e)

Fig. 4.8 Propagation d’'une fissure axisymétrique dans ua &uparoi épaisse enta
par une gorge de rayonr.
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Fig.4.9 Propagation d’une fissure axisymétrique damshague a section en U
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Chapitre 5 Localisation des fissures dans les structures
axisymétriques

5.1 Introduction

On se propose de présenter, dans ce chapitre, @marche pour la localisation d'une fissure
macroscopique dans une structure axisymétriquehyestheses de départ sont:
e La fissure est considérée a géométrie axisymétrigee qui est en soit un cas limite
d'endommagement.
« Le chargement est axisymétrique.
« Le matériau isotrope, élastique linéaire.

Y

La localisation de la fissure consiste a appliquee méthode d'optimisation multi-variables, qui
consiste @ minimiser une fonction-codt (fonctiofe)dl(x) dansR". La solution{)g}, I=1n

regroupe les parametres géomeétriques de la fissure.

Les méthodes d'optimisation multi-variables ont l&t§ement appliquées dans différents domaines,
afin d'améliorer la conception ainsi que pour lesbfemes inverses d'optimisation de formes.
Néanmoins, parmi les algorithmes connus, ceux guvent étre utilisés dans des conditions réalistes
sont limités a cause de la spécificité de cesrithgoes, de leur temps de calcul et surtout desleur
performances en présence du bruit. Depuis les ar6@eon s'accorde a affirmer que les variantes de
la méthode du simplex sont robustes au bruit et résultats théoriques sur la convergence et
I'efficacité de ces algorithmes ont pu étre étgbiés73].

Globalement, les méthodes d'optimisation sont éksselon l'ordre du gradient de la fonction-codt
nécessaire a l'optimisation. Les méthodes dépessiaht premier gradient de la fonctionnelle sont
dites du premier ordre (méthodes du gradient)ebes dépendantes du gradient du deuxieme ordre
sont dites du deuxiéme ordre (Méthode de Newtorepample). Dans certains problemes pratiques,
la fonctionnelle & minimiser n'est pas, ou estidiément différentiable. La seule information
disponible concerne certaines valeurs de la fonctlans certains intervalles. Les méthodes qui
utilisent uniguement ce type d'information sonesliti'ordre zéro, et l'algorithme du simplex en fait
partie.

5.2 Forme générale de I'algorithme du simplex

Nous présentons, dans ce qui va suivre, la degrige la méthode originale du simplex de Nelder et
Mead [15]. L'algorithme consiste a déplacer un #m@ n dimensions danR" en utilisant une
succession d'opérations élémentaires. )$di[ﬂR”, i =1,n les sommets d'un simplex, dans une

by

position générale, a litération k, et sdi(x) la fonction scalaire & minimiser ddR$. Quatre

opérations élémentaires sont utilisées pour déplécesimplex dans I'hyper-plan: la réflexion,
I'expansion, la contraction et la contraction nplgti(Fig.5.1).
L'algorithme procéde de la maniére suivante:

A chaque itération, le sommex pour lequelF(x) = max{]F ()qk} est identifié, il représente la

solution la plus défavorable a éliminer. Le cemteoX des sommets restants est calculé, et le nouveau
sommetX, est calculé par réflexion:

x =(+a)x-ax (4.10)
a>0 est le coefficient de réflexion (pris égale a 1§ltb]), X, est I'image réfléchie (le symétrique

pouroa=1) dex,':1 a travers le centroid¥ dans la partie opposée du simplex.
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Xy, _ .
Position initiale du simple
k
<X
a- Réflexior b- Expansion
,—:5:'.
oi‘f\:::’ % 7
c- Contractiol d- Contractions multiples

Fig. 5.1 Evolution du simplex darR *

Simin{]F()gk)} <F(x)<F(X), xest remplacé pax, et I'opération de réflexion est appliquée a

nouveau au nouveau simplex. Maisiix ) < min{]F()gk )} , on regarde sk peut étre déplacé dans

la méme direction. Cette opération donne une expandu simplex dans la méme direction de
réflexion, dont le nouveau sommet est calculé par:

X =YX +(1-p)X (4.11)
y>1 est le coefficient d'expansion (pris égale a@sd15]). SiF(X,) < min{IF(x.k )} , le sommetx’
est remplacé pak,, sinon l'expansion a échoué et le sommet redeepdsition X, . Maintenant si la
réflexion de X nous donne un nouveau sommet dont la solutiosgsérieure & toutes les autres,
alors on contracte le simplex suivant la ligneartiles sommets, et x‘ :

X, = B +(1- ) (4.12)
Ou 0< B <1 est le coefficient de contraction (pris égale B dans [15]).X, : est alors le nouveau

sommet a moins qu&(x.) >F(X ), auquel cas, le simplex est réduit de moitié pe contraction
multiple centrée au sommet ou la fonction est maém
1 _ X X

2
ou F(x)= min{]F(xk)} . La démarche est ainsi répétée jusqu'a satisfactio critére de

X (4.13)

convergence, lequel peut étre défini comme uneuvgieédéfinie d&. Mais nous verrons, par la

suite, qu'un critére de convergence basé sur lle saleur minimale d&', n'est pas suffisant pour
stopper l'algorithme en cas de convergence surinimom local.
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5.3 Détermination de la fonction-coitit

5.3.1 Forme discréete de la fonction-coiit

Identifier un défaut dans une structure sollicit'emaniere statique ou dynamique, revient a ifienti
une partie de la frontiere de la structure. Doacfrbntiere doit, forcément, satisfaire a certaines
conditions en déplacements ou en contraintes, pong& au chargement imposé. La présence du
défaut entrainera une perturbation des champs éplaments et des contraintes mesurables en
certains points capteurs a la frontiere extéri€kig. 5.2). La fonction-co(t est définie alors, comme
une minimisation de la norme quadratique des esremregistrées entre les valeurs des champs
mesurées expérimentalement et celles calculéesmalation numérique.

= Capteur

Fig. 5.2 Localisation des capteurs pour les déplacementsr(détions)

Dans le cas ou le champ mesuré est celui des @@ptants, la fonction-colt s'écrit:
Nc

1 2
F(x) == (- (4.14)
IFo n=1
Ou X, est le vecteur regroupant les paramétres géomésidu défaut a I'étape i, le vecteur des
déplacements mesurés (réels) aux capteﬁﬂsx vecteur des déplacements calculés par simulatign

mémes points capteurs a I'étapeNk, le nombre de capteurs Ef une valeur de référence permettant

de normaliser la fonction-co(t.
L'équation (4.14) s'écrit alors:

(4.15)
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5.3.2 Constitution du vecteur a optimiser

La frontiere a identifier est une surface dontpasametres géomeétriques sont choisis de maniére a
minimiser la fonction-coQt. Dans le cas de I'étastiaxisymétrique, la fissure est représentéeupar
segment de droite. Donc, les paramétres & optire@dr soit les coordonnées géométriques des deux
extrémités du segment, soit les coordonnées géionesr du centre du segment, sa longueur et son
angle d'orientation dans le plan (r,z) (Fig3). Toute fois, nous pouvons diminuer le hombee d
parametres en fixant, par exemple, l'angle d'axtéont ou la longueur de la fissure.

r le Iz

Fig. 5.3Paramétres géométriques de la fissure

5.3.3 Fonction-coiit en déformations

Expérimentalement parlant, il est plus pratiquentisurer les déformations sur la peau extérieure
d'une structure axisymétriqgue que de mesurer lpkadegments. De ce fait il est plus commode de
transcrire I'équation (4.15) pour les déformations.

Aprés résolution du probléme au moyen de la méthtateéléments de frontiéres, les champs des
déplacements et des tensions sont déterminés audsrae collocation du maillage. Les déformations

s'écrivent en fonction des déplacements au moyela delation déformation-déplacement pour un

probléeme axisymétrique sans torsion:

oy, _yY _9y
==, =X, == 4.16
5” ar 566 r gzz aZ ( )
1(du. , ou,
= | T4 _2Z
g 2( 0z Or ] (417

Une différentiation de I'équation intégrale en dépment (3.26) pour un point de collocation du
contour donne:

U (M3 =2 a(QU,,(M¥*Qt(Qds-2[ a(QT, (M, Qu( Qc  (418)

Les différentielles des noyaux des déplacemb.l}'@ et ceux des tensionﬁ « sont évalués en post

traitement pour le calcul des contraintes sur lgauar, le calcul des déformations s'en suit derfaco
directe. La déformation circonférentielle (4.16) @sculée directement a partir du déplacemenafadi
Comme, les seules valeurs accessibles a la memuirées déformationses et €,,, La fonction-codt en
déformation s'écrit alors:

Fk:%i{[‘gﬂ“ _[‘E"kli}z’ F, :i(gnex)“z i=6,z (4.19)

0 n=1
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5.4 Algorithme d'identification par simplex

1. Introduction des données de la structure étudiéentgtrie, conditions aux limites, propriétés
mécaniques du matériau.
2. A deéfaut dinformations expérimentales du champ dé®rmations aux points capteurs,

supposer I'existence d'une fissi® pour un premier calcul.

3. Maillage de la géométrie et des deux lévres dissaffe.

4. Faire une premiére simulation par €éléments de iffreg et calculer les champs des
déplacements et des déformations sur le contolar steucture.

CalculerF, (Xex) , équation(4.19).
6. Faire un nouveau calcul, en conservant la géoméfriles conditions aux limites, et en

proposant une nouvelle position aléatoire de kufix’ .
7. Perturber les quatre paramétres de position dedaré pour créer quatre nouvelles positions:

Xt ={r1°+5r,zf,r2°,z§}
1.2’ +32 17, 2)

I

(4.20)

,zf,r2°+5r,z§}
0,200, 20+ 5

{
{

XZ
X3
X4

8. Lancer l'algorithme de minimisation d[@(xk)en utilisant le simplex constitué des quatre

positions générées et de la solution initidle
9. Stopper le processus itératif si l'une des conwtguivantes est vérifiée:

a- La différence entre les valeurs @€ pour deux itérations successives est inférieure a
une tolérance fixée:

‘IE‘(X"“) -F( xk)‘ <e (4.21)

b- Le nombre maximal d'itérations, fixé, est atteint.

c- Lavaleur del est inférieure a la tolérance fixée.
F(X)<e (4.22)

La convergence de l'algorithme vers la solutioti est satisfaite avec la derniére condition (c). Une
sortie avec les deux autres conditions est inte¥prgar une divergence pour la condition (b),net u
convergence vers un minimum local pour la condiiep On doit alors relancer l'algorithme du
simplex avec une nouvelle solution initiale.

5.4.1 Validation numérique de I'algorithme d’identification

Afin de montrer le fonctionnement de I'algorithme simplex, nous reprenons I'exemple du cylindre
creux avec une fissure interne inclinée (fissur@egbsection 4.8.3). Nous supposons que les
déformations, axiales et circonférentielles, oré étesurées en certains points capteurs sur la
circonférence extérieure de la portion du cylindomsidérée (Fig5.4). Une solution initiale est
proposée (au voisinage de la solution exacte peoiteréun minima local) puis perturbée pour
initialiser le simplex. La Fig5.4.a, donne une description de la géométrie, deditions aux limites

et de la position des capteurs. La position aaudd! la fissure est la position a identifier. SuFig.
5.4.b est illustrée I'évolution de I'algorithme dimplex a partir de la solution initiale proposée.

La convergence vers la solution actuelle s’esefail terme de 102 itérations pour une valeur de la
fonction-codt normalisée inférieure a0
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HENEERERERER

Fissure actuelle

/ = Point capteur

LR R R R R R
R (@)

T N

\ 4

Position finale

Solution initiale

(b)

Fig. 5.4Identification d’'une fissure conique dans un cyfendreux

Les graphes des figures Fig5 et Fig.5.6 donnent, respectivement, I'évolution de la fmrecolt
(fonction erreur) avec I'avancée du simplex, amse la convergence des coordonnées des fissures
générées vers la solution actuelle recherchéetéx qoe l'allure, en dents de scie, des graphisee

les étapes du simplex a la recherche de la solaptimale.
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Fig. 5.5Evolution de la fonction-codt dans l'identification
d’une fissure conique dans un cylindre creux.
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Fig. 5.6 Convergence des coordonnées d
fissure conique dans un cylindre creux.
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5.4.2 Influence de la taille et de la position de la solution initiale sur I'évolution du
simplex

L'algorithme du simplex évolue (avance) lorsquedéeur de la fonction-coldt change d’une itération a
l'autre, ce qui se traduit par une variation desumes aux points capteurs a chaque modificatida de
taille ou de la position de la fissure. Ceci n’pas le cas pour les situations suivantes, ou nourssa
une convergence sur un minimum local:
1. La taille de la fissure est suffisamment faible pawoir un effet mesurable aux points
capteurs a la frontiere de la structure (5id).
2. La position de la fissure est proche de la froaet@e la structure en une zone non couverte par
les capteurs (Ficgh.8).
3. Présence d'une partie de la frontiere de la stracfdomaine non-convexe) entre la fissure
actuelle et la solution initiale (Fi§.9).

Position finale— "%

Fissure actuelle

\ Solution initiale

= Point capteur

Fig. 5.7 Influence de la taille de la fissure

Position finale

Solution initiale

ﬁFissure actuelle

Fig. 5.8 Influence de la position defiasure
par rapport a la position des points capteurs
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Fig. 5.9Présence d’une partie de la frontiere sur la ttajexde la fissur

Afin d’'améliorer la convergence du simplex, nousvalépperons dans la section suivante une
nouvelle démarche pour le choix de la solutionatet En effet, la taille et la position de la s@n
initiale sont deux paramétres qui influencent deeent le mode de convergence du simplex et dont
le choix doit répondre a un certain nombre detraintes.

5.5 Laséquence quasi-aléatoire (SQA)

L'idée envisagée pour la génération de la solutioiiale (identité initiale), dont dépend la
convergence du simplex, est de générer un éclemtl vecteurs identités pour la fissure recherchée
(identité actuelle), et d’en garder le vecteur mumimise la fonction-codt (4.19). Le vecteur, ainsi
obtenu, servira pour 'amorgcage du simplex. La g@pale condition a laquelle doit se conformer la
génération aléatoire de vecteurs identités, estcalevrir uniformément la totalité du domaine
considéré, pour s'assurer un minimum local proahenthimum global.

Pour satisfaire cette condition, nous avons choisi séquence quasi-aléatoire qui possede une grande
vitesse de convergence, méme si l'indépendancéhadtique des vecteurs générés d'une méme
variable n’est pas respectée. L'indépendance deables étant la principale condition & respecter.
Ces types de séquences sont dites « quasi-aléatoingour les distinguer des séquences « pseudo-
aléatoires ». Les tirages d'une séquence pseudtak® vérifient tous les tests statistiques
d’'indépendance stochastiqug, (Fisher, Kolmogorov-Smirnov...), alors que ceux @uséquence
quasi-aléatoire en vérifient seulement quelques uns

La séquence est générée par la suje @onnée par I'expression suivante [40]:

x,=n/p- Int( r\/_p) 0< x<1 (4.23)

Ou n est une succession de valeurs entieres positiveprises entre 1 et le nombre de tirages
souhaités. Le parametpeest un nombre premier et s'appelle « noyau » dédaence aléatoire. C'est

le parametre & changer si on veut générer plusiearsables aléatoires stochastiguement
indépendantes. kat » désigne la partie entiére du nombre réel mieqrarentheses.
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La Fig. 5.10 illustre I'hnomogénéité de la distribution déchantillon généré par la SQA sur un
domaine convexe pour différentes valeurs de noas rpouvons constater qu’'un nombre de tirages
réduit (n=40 par exemple) est suffisant pour caumiformément la quasi-totalité du domaine. Le
méme constat est fait pour un domaine non-convegef.11 ).

5.6 Couplage SQA-Simplex

Nous avons montré en sectibrt.2, que I'algorithme du simplex ne converge y&s le minimum
global de la fonction-co(t, et qu'une convergeneeswn minimum local est toujours possible dans
'une des situations mentionnées plus haut, cedgmne une identité erronée pour la fissure a
localiser. La démarche adoptée, pour amélioreotev@rgence de 'algorithme d’identification, est de
coupler les deux méthodeSQA-Simpleselon I'algorithme suivant :

Algorithme d'identification par SQA-Simplex

1. Introduction des données de la structure étudiéeme@trie, conditions aux limites, propriétés
mécaniques du matériau.
2. A défaut d'informations expérimentales du champ dé®rmations aux points capteurs,

supposer I'existence d'une fissi® pour un premier calcul.

3. Maillage de la géométrie et des deux levres dissaife.

4. Faire une premiére simulation par éléments de ifg et calculer les champs des
déplacements et des déformations sur le contolar steucture.

5. Calculerf, (Xex) , équation(4.19).

6. Utiliser la SQA pour générer un échantillon d'id&e x*(1< k< n) couvrant uniformément

le domaine étudié, et calculer pour chacune Iamde]F(Xk) .
7. Conserver l'identitéx’ qui correspond amin]F(Xk) .

Perturber les quatre parametres de position dedaré pour créer quatre nouvelles positions:
x ={r’+or,2, 1,2}

2 0 50 0

X ={r’.20+3z 1, 2}
x® :{ r°, z, r2°+5r,z§}
x* :{ .z, ), 20+ 52}

9. Lancer l'algorithme de minimisation d]E(x)en utilisant le simplex constitué des quatre

(4.24)

positions générées et deslalution aléatoire optimalg® .
10. Stopper le processus itératif si la valeurlti@st inférieure a la tolérance fixée.

5.7 Validation numérique du couplage SQA-Simplex

5.7.1 Cas d’une fissure axisymétrique confinée dans une bague a section en U

Nous reprenons dans ce test I'exemple de la58).La structure considérée est une bague a sectio
en U avec une fissure conique confinée dans lai.pheo Fig. 5.12.a donne une description du
chargement et de la position des capteurs. La s la section par rapport au plam)(rnous
permet de considérer une seule moitié de la seeti@e des conditions de fixation qui assurent un
déplacement axial nul sur le plan z=0. La SQA estiguée en premier avec un échantillon de 50
identités (Fig.5.12.b). La position aléatoire optimale est ensuitiisée pour lancer la minimisation
par le simplex (Fig5.12.c), et la convergence est obtenue au boud@ddrations avec une valeur de
la fonction-codt inférieure a
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Les graphes des figures Fi§13 et Fig5.14 donnent, respectivement, les évolutions derletion-
colt et des valeurs du vecteur identité de lafesdurant la phase du simplex.

L7 AT
. W¥ﬁ/i/¥(\

Fig.5.10 Répartition des identités générées par la
sur un domaine convexe pour différents échantillons
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Fig.5.11 Répartition des identités générées par la SQA
sur un domaine nocenvexe pour différents échantillc
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Fig. 5.12 Identification d'une fissure dans une bagt
section en U par SC-Simplex.
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fissure dans une bague a section en U par SQA-8xmpl
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5.7.2 Cas d’une fissure annulaire aplatie dans un cylindre creux entaillé

Dans ce second test, nous considérons une fornmdidgle d'un usage courant en construction
mécanique. La piece étudiée est de forme cylindrigreuse, contenant une rainure circonférentielle
(gorge) en forme de U. Une fissure axisymétrigmeusaire et aplatie, est placée au milieu de laipar
comme indiqué sur la Fig.15.a. Le cylindre est en traction axiale. La S€3Aappliquée en premier
avec un échantillon de 50 identités (Figl5.b). La position aléatoire optimale est ensuttksée
pour lancer la minimisation de la fonction-coOtg(F.15.c), et la convergence est obtenue au bout de
284 itérations avec une valeur de la fonction-cimiérieure & 19. Nous remarquons que, comparé au
premier exemple5;7.1), le nombre d’itérations jusqu’a convergeaqaus que doublé. Ceci est di a
la présence de l'entaille qui vient amplifier larfurbation des champs, des contraintes et des
déformations, déja fortement perturbés par la mesde la fissure.

Les graphes des figures Fi§16 et Fig5.17 donnent, respectivement, les évolutions deretion-

colt et des valeurs du vecteur identité de lafesdurant la phase du simplex.

5.7.3 Cas d’une fissure conique confinée dans un anneau [74]

Dans ce troisieme test, la forme considérée esinmeau a diametre extérieur variable, de facon a
avoir une gorge a grand rayon de courbure par ragposecond exemple (Fi§.18). Une fissure
conique est placée au milieu de la paroi au nivEaliétranglement. L’anneau est en traction axiale.
La SQA est appliqguée en premier avec un échantitlen50 identités (Fig5.18.a). La position
aléatoire optimale est ensuite utilisée pour lataeminimisation par le simplex (Fi¢.18.b), et la
convergence est atteinte au terme de 225 itésasivec une valeur inférieure &*Bour la fonction-
codt. A noter que dans cet exemple, le nombrerdtitins a convergence est inférieur a celui de
I'exemple précédant et ceci s’explique par le dié, les champs des contraintes et des déformations
sont moins perturbés par un étranglement a gramhrde courbure que par une gorge a faible rayon
intérieur. Les graphes des figures FBdLl9 et Fig5.20 donnent, respectivement, les évolutions de la
fonction-colt et des valeurs du vecteur identitdadfissure, durant la phase du simplex.
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Fig. 5.15ldentification d’'une fissure dans un cylin
creux et entaillé par SC-Simplex.
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Fig. 5.17 Convergence des coordonnées pour le cas de lidatibn d’'une
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Fig. 5.18 Identification d’une fissure dans un anneau
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115



Chapitre 5 Localisation des fissures dans les structures axisymétriques

5.8 Stabilité de I'algorithme au bruit des mesures

Un algorithme d’identification de fissures, dong lonnées ont une origine expérimentale, ne saurait
étre fiable s'il ne tient pas compte de I'effetyr sa convergence et sa stabilité, des incerstads
mesures.
Les origines de ces incertitudes sont nombreuses :
* Les données ont une origine expérimentale, cengpligue I'existence d’erreurs de mesure.
» Elles sont collectées en nombre fini, méme si, dansodele mathématique, elles sont
décrites par des fonctions.
» L’algorithme d’inversion peut parfois créer uneégdttion des données : discrétisation et
interpolation de données initialement continues.
* Le modele lui-méme découle d'une idéalisation dedalité physique et repose sur des
hypotheses simplificatrices, il est donc égalenueiet source d’incertitudes.
Les incertitudes des mesures sont introduites, Bansede de calcul, sous forme de bruit généré par
une loi aléatoire, dont I'écart type est fixé selmnniveau qui rend compte de la qualité des nessur

5.8.1 Génération des variables gaussiennes

Une méthode classique pour simuler les variabléataires gaussiennes repose sur la constatation
que, s(q, %) sont deux variables aléatoires indépendantes fetromés su[O,]] :

X =,/-2log(s) cos(Zrs | (4.25)

suit une loi gaussienne centrée et réduite [75].
Pour simuler une gaussienne de moyemnet d’écart type, il suffit de poser

X=m+o0.9g (4.26)
Ougest une gaussienne centrée et réduite.

D’une maniére plus générale, on peut générer ummaissienneX en résolvant I'équation :

N(X) = P( X< »zi éé% (4.27)

Ou X est une variable aléatoire gaussienne centrésleite.

Une approximation B0’ prés de la fonction de répartition (4.27) est denper la formule [76]:
Six=0

_x

N(x)::l—\/;_ﬂez(l;H bt+ Qt+ Qt+ lgf) (4.28)
avec :
-_1 p=0.231641¢
1+ px

b = 0.319381530
b, = -0.356563782
b,= 1.781477937
b, = -1.821255978
b, = 1.330274429

Le code de calcul KSP utilise la séquence quasit@ité& (4.23) comme loi uniforme, et la résolution
de I'équation (4.28) pour générer la loi gaussienne
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5.8.2 Application au cas de I'identification d’'une fissure conique

Comme test illustrant I'effet du bruit des meswesla qualité des résultats, nous reprenons I'gi&m
relatif & I'identification d’'une fissure coniqueraun cylindre creuxs(4.1). Les mesures, aux points
capteurs, sont bruitées par des incertitudes géaérér une loi gaussienne (4.28) selon différents
écart-types. Les nuages obtenus pour les idem#iesiliées sont tous concentrés autour des valeurs
exactes (Fig5.21), ce qui est un bon indicateur de la stabiléd’algorithme. Les graphes de la Fig.
5.22 montrent la convergence de l'identité pertarimdyenne pour un échantillon de 225 simulations.
Notons que les écarts moyens a convergence peoufee de coordonnées , X,) restent du méme

ordre que ceux imposés aux mesures, alors quedteaguple(Y,, ;) sont deux fois plus importants

(Tableau 3). Ceci s’explique par une plus grandeibédité des résultats a la direction du charggme
(le chargement utilisé pour notre exemple est pargraxial). Cependant, et vu que la solution ilgtia
est imposée par la SQA, la convergence de l'idemibyenne est tres rapide et un échantillon d'une
cinquantaine de simulations suffit (Fig22).

Ecart-types des X1 Y1 X2 Y2
perturbations
1% IPM 1,00023 | 1,00057 | 1,00021 | 1,00143
o 0,01049 | 0,02245 | 0,00965 0,02223
20 IPM 1,00254 | 1,00198 | 1,00232 1,00554
(o) 0,02318 | 0,04661 | 0,02157 0,04809
50 IPM 1,01769 | 0,99907 | 1,01797 1,01816
(o) 0,06306 | 0,11741 | 0,05818 0,11886

Tableau 3 Identité Perturbée Moyenne (IPM) et éyaes pour différents
niveaux de perturbations

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une taahri@sée sur le couplage d’une méthode aléatoire
(SQA) avec un algorithme de minimisation d’'une fimc-colt (Simplex), pour l'identification de
fissures axisymétriqgues dans des structures a géemaé a chargement axisymeétriques. Le choix du
simplex, comme algorithme d’ordre zéro, nous a edféviter la dérivation des noyaux singuliers
présents dans la formulation intégrale du probléinect. Comme le simplex est un algorithme a
convergence lente, et peut ne pas converger sgollgion recherchée (présence de minimums
locaux), nous avons introduit une génération dietisns par une séquence quasi-aléatoire permettant
de donner une position dans le voisinage de laisnluecherchée. La position optimale obtenue est
ensuite reprise par le simplex pour raffiner lavaygence. L'efficacité de cette démarche a été
prouvée au travers de multiples tests sur des dmma géométrie et chargement différents. Enfin,
nous avons étudié la stabilité de I'algorithme &4gis des bruits des mesures, en introduisant wibh br
de mesure aux points capteurs. Nous avons comgiaida convergence de l'identité moyenne de la
fissure est rapide (50 simulations au plus), et lggeécart-types moyens sur les solutions générées
sont du méme ordre que ceux imposés aux pertansatCes résultats viennent conforter I'idée de la
stabilité du simplex au bruit [70].
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Fig.5.21 Position des identités pour des mesures pégaraléatoirement.
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Conclusions et perspectives

Dans cette étude, une méthode robuste pour liiEation et la caractérisation des fissures est
proposeée pour les structures axisymétriques. Rorésiolution du probleme directe de la modélisation
mathématique, la méthode des équations intégradedrahtieres est adaptée pour I'élasticité
axisymétrique. L'intérét de recourir & une telletinoéle est dicté d’'une part par I'aptitude qu'ortt le
éléments de frontieres a s’'adapter aux structusssirfes et a rendre compte, avec une grande
précision, du déplacement en fond de fissure,aite part, elle permet de simuler la propagaten d
fissures sans avoir recours au remaillage de l&ctstie et au transfert de champs. Ce qui est un
avantage considérable lorsqu’'on a recours aux itlgues itératifs. Méme si la formulation des
équations intégrales de frontiéres, pour I'élaticixisymétrigue, a nécessité des développements

analytiques laborieux, elle reste de mise en asimple par rapport a une formulation 3-D.

La résolution du probleme axisymétrique direct anpe I'évaluation des facteurs d’intensité de
contraintes (FIC) pour différentes configuratiorsfsures, et de simuler la propagation de fissure
axisymétriques. Les exemples traités, aussi biem [@s cas de fissures débouchantes ou confinées,
ont montré qu’il est possible d’avoir de tres banragproximations des FIC par des maillages
relativement grossiers, ainsi qu’'une bonne cohérates chemins de propagation par rapport aux
chargements appliqués.

La résolution du probleme inverse d’identificatian nécessité le choix d'un algorithme de
minimisation de la fonction-colt, exprimée commadame quadratique des erreurs entre les mesures
expérimentales des déformations et les valeuraulégls. Le choix d'un algorithme d’ordre zéro
(simplex) a permis d’éviter la dérivation des noyawper-singuliers inhérents & la formulation
intégrale duale. Le degré de complexité de ces wowst tel, que toute tentative de dérivation
entrainerait, inévitablement, des erreurs algélesg(annexe B). L'algorithme du simplex posséde
'avantage d’étre stable au bruit des mesures stineonvénients d’étre & convergence lente et
converge souvent sur un minimum local lorsque lat&m initiale proposée est relativement éloignée
de la solution recherchée (Ce qui est aussi Ipeoasles algorithmes de gradient). La difficultésge
était de trouver une autre approche qui donnerataolution optimale, avec un minimum d’effort de
calcul, pouvant servir de point de départ pouritepex afin qu’il converge vers la solution locale
(expérimentale). Le couplage de la méthode du sixnplec une autre méthode aléatoire était une
alternative sensée.

Parmi les lois aléatoires permettant de généreraléables stochastiques, la séquence quasi-akéatoi
(SQA) s’est avérée tres performante. L'uniformité th répartition de I'échantillon, produit
aléatoirement, permet de couvrir la quasi-totatittn domaine non-convexe, et c’est I'objectif
recherché. L'identité aléatoire optimale est emsuitilisée pour amorcer le simplex. Le couplage
Simplex-SQA est testé pour identifier des fissugsymétriques sur des domaines convexes et non-
convexes et les résultats obtenus sont trés erg=ames.

Ensuite, la sensibilité des résultats au bruit esures est examinée, en perturbant les données par
des incertitudes aléatoires, selon une loi gaussierdont I'écart-type reflete les conditions
expérimentales. Les résultats obtenus sont veonferter I'idée de la stabilité du simplex au brui

par des écart-types moyens a convergence, suroleBoas générées, du méme ordre que ceux
imposeés sur les perturbations.
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Ce qui a précéde, a mis en évidence les avantagd@ldorithme d'identification, il comporte
cependant des limitations que I'on peut divisedenx classes : les limitations des hypothésesset le
limitations de formulation. Concernant la premiel&sse, la méthode est valable pour des cas limites
de mono-fissure axisymétrique. Dans les cas trd@éissure identifiée représente le défaut majeur
i.e. soit la structure n’en comporte pas d’autsedt, que leur effet sur les mesures est négliggaiole
détectable). Une extension de la méthode aux cadighires courbes et aux multi-fissures est une
premiere perspective.

La formulation axisymétrique ne tient pas comptel'dfet d'un chargement non-axisymétrique.
L’idée de décomposer le chargement est a exclute faid de la complexité de la formulation
axisymétrique duale. L'algorithme d’identificatiorgtant indépendant du probléme direct, son

application & une formulation en équations intéggatle frontieres tridimensionnelle est une
alternative faisable. Le cas 2-D a déja été formtikesté avec succes [74].

Enfin, une validation expérimentale de I'algorithrd&dentification peut étre envisagée sur un
dispositif comportant une fissure interne, et égup jauges d’extensometrie.
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Annexe A

A.1 Intégrale elliptique compléte du premier type Km)
L’intégrale elliptique compléte du premier type @éfinit par :
K(m) = (1-nfsin@)) * dr 0< e 1 (A1)
0
Cette intégrale est singuliere, lorsqua - 1, K(m) - o,

Une approximation B0® de l'intégrale (A.1), au voisinage de 1, peut émanée par I'expression
suivante [77]:

K(m) =k -k Lod m) (A2)
Avec :
m=1-nf, k=3 am k=3 bip
i=0 i=0
a,=Log(4.) R =0.5
a,=0.096578619622 b =0.1249992959
a,=0.031559431627 ,b =0.0701487577
a,=0.023761224857 ;b =0.0449838755:
a,=0.025962888452 ,b =0.0187516602
a, =0.006639801146 R =0.00184723416:
En dehors du voisinage de 1, I'intégrale K est liégeiet est approximée par I'expression :
77- n
K(m)=— +1 A3

(m=>1[] (k+1) (A.3)

Avec k=—2 -1 k=— 2 1 Ppouriz 2 etK (OFZ K (Lo
1+/1-m? 1+ 1- K, - 2

L'ordre n est fixé en fonction de la précision weil(n=5 est suffisant pour avoir une précision de

I'ordre del0™?). La partie logarithmique de K(m) est intégrée emmyant un changement de la
variable (voir Annexe C).

A.2 Intégrale elliptique complete du second type E(m)
L'intégrale elliptique compléte du second typedssinie par :

E(m) :j(l— ntsin@))’ dr 0< nx 1 (A.4)

Cette intégrale est réguliere quelque soit la valleun, et peut étre approximée par I'expression :
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Annexe A Les intégrales elliptiques complétes

E(m) =g{|‘l| ( K+1)}{1-%(1+%(1+%( 1+§2 } (A5)
Avec k=— 2 -1 k=— 2 1 pouiz2 etEQOFZ E@F .
1+41-m? 1+ 1- K, 2

L’ordre n est fixé en fonction de la précision wil(n=5 est suffisant pour avoir une précision de
I'ordre del0™?).
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ANNEXE B

B.1 Dérivation des noyaux Uij et Tij pour I'élasticité axisymétrique

En coordonnées cylindriques, le vecteuGigerkin solution de I'’équation de Navier est donné par les
équations :

-t

0°0°G, =0 Forces de volume nulles. (B.1)
, 0° 10 097
=R S S
o> roa a’
La solution de (B.1):
Q)
G =+VRr -1—-2
. =VRIY e~
QW
G, =VRn/y  -1—2—

u : Module de cisaillement. (B.2)

(Z -2+ (R—-r) :R2—|—7’2+(Z—z)2

B.3
2Rr 2Rr (8.3)

v=1+

Le vecteur déplacement résultant du chargemen) @tRobtenu par introduction de (B.2) dans les
équations suivantes :

’ . ,
20—v)U, = (1-2v)(V? — )G, + IG,

r?T 927

2
21— ). = — 0°G, 190G,
ordz r 0z (B.4)
0*G
20—-v)U,, = ——=
0roz
2
21—, = (1—2w)viG, + LG LOC
or r Or

Les déplacements Uij sont donnés en termes detidoaclliptiques du premier et du second type :
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Annexe B Dérivation et décomposition des noyaux singuliers

U (P,Q) = i 0 —op 19
1672u(1 — v) ol Rr\/ﬂ 2
75|, )
U,(P,Q)= 167””_”{ };Qé(v) (v=%) dv]
= 10, (B.5)
Z— x| T
U.(P.Q)= 167””_”{ }5Q;(v)+(v 7 va
1 3 — dv (2 —2p 49,
U (P,Q) = () =22
59 167T2u(1—V)[ JRr %) RrJRr dv ’
Q% et Q_% sont les fonctions deegendredéfinies par :
2
Q,(v) =7 (7+1)K(m)_ (v + DE(m)
9 ___1 lK m)— E(m)}
dry 2(v+1) v—1
4°Q, (v’ +3)E(m)— 1(y — DK(m)
dy’ 20" = 1"2(y +1)
2
Q,(v)= ﬁK (m) (B.6)
aQ, 1 2 B(m)
dy 2y =D\ +1
a’Q, 2 y-1
S T e e = T K
2
m =
(v+1)

Les fonctions K(m) et E(m) sont les fonctions ditipes completes du premier et du second type.
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Annexe B Dérivation et décomposition des noyaux singuliers

Les tensions sont obtenues a partir de (B.5) ffrentiation et introduction de la loi de Hooke :

1 1—-v\0U v U oU ou,. 0U

_Tw P’ — rr i T2 H+ + T2

24 - (P.Q) [1—21/] or 1—2v 0z ]n, [ 0z or s

1 oU ouU 1-v)\oU v U oU

— T P7 — 1|~ + rz . + [ ] rz [ o 7‘7'] .
2% +(PQ) 2[ 9z | or ]" 1—2) 9z  1-20 or )" -
1., (PQ)_[1—y]aUﬂ, v Q+3Uu]n+ [8U LoUL), '
o2n T 1-2v) or  1-2vlr 0z )|’ 0z or )~

1 oU oU 1—-v)\oU v (U oU

— T P, — 1 ay 2z +[ ] 2z [i_i_ zr]

2u =(£.Q) 2[ 0z or ]n, 1-2v) 0z 1—-2v r or i

B.2 Dérivation des différents termes pour le calcul des noyaux Tj

oU,, _ 1 (3 42) —Q 9y dQ, 7 -3 dQ, 1 9y d’Q,
or 167°u(l — v)NRr 2r  Or d7 2Rr d7 Rr Or dv’
dQ, _ dQ, d*Q,
oU,, _ : 1 (3_4]/)@ Q.  (Z-2) 9 Q5+(Z—z)@ Q2
0z 167" (1 — v)V Rr 0z dvy Rr dvy 0z dvy
oU . (Z - 2) -30, r)dQ, rY d'Q,
E — > 5 2 + 2,.}/ o 2 + ,.y I . 22
or 16m°u(l —v)r*NRr | 4 R) dv R) dvy
U, _ 1 _Q5+[ _1_(2_2)@]61@;_( _Z)[ _L]@da%
0z 167°u(l —v)rJRr | 2 K R 2 0z)dy K R) 0z dv?
' —Q, 9ydQ, —3 dQ, Q.
e (-t 24 DI (g BT L VTN
or 167" (1 —v)VRr ~ 2r ar dv 2Rr* dy  Rr Or dy
' Q. , _»l dq, d*Q,
0z 167 (1 — v)VRr 0z dv Rr dvy (92 d~*
oU (Z —2) 3Q r)d@Q . rY dQQ,_L
rz - - Z 4 27 _ 2 y——. 21
or 1670 u(l—v)r*~Rr | 4 R) dv R) dv
Q. - dQ , Q.
o, T L TR NAL T2
0z 167" (1 — v)r<Rr R 2 0z) dvy R)0z dv
(B.8)
Avec :
oy _7-:
0z Rr (B.9)
Oy R —r—(Z-2)
OR 2R*r
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Sil'on pose :
R =1 +s,cost

=1, +scosf

., B.10) | >

=(R—r) +7° ‘
Alors :

NI

(R —1r*) = (s, —s) 0089[27’1 + cos(s, + s)} = (s, —s)cosO(R + )
(R*+1*)+72° =5 + As + B; A=4Rcos—2s;  B=4rR+s
(R*+7r*)=5s"cos’0+Cs+ D C=2rcos D=r’+R
(RP—1r") -2 = (s, —s) [27’1 cos 6 + cos’ O(s, +s)— (s, —9) sin® 0}
=(s, — s)[(R +r)cost — (s, —s) sin® 0} (B.11)

(RP—r)+72° = (s, —s) [27’1 cos ) + cos’ (s, +s)+ (s, —s) sin” 0}
= (s, — s)[(R +7)cos + (s, —s)sin’ 0}
zZl = (s, — s)’ sin® 0
(R—r) = (s, — 5)’ cos® 0
En introduisant les fonctions elliptiques, les édmres (B.5) s’écrivent :

[(3 —4)(R* +r*) + 401 — V)ZQ] K(m)

A
U (P,Q)= 72
SR +|—<3 — )0 = T (R 40 +2)| E(m)
Az r’ — R* + 72
U.(P,Q) = E{K(m) TE(m)j»
U, (P,Q)= r;{ K(m) +WE(m)} (B.12)
U.(P.Q) = 23 - )R+ Z5 |
B 1
C167°u(1—v)

C=JR+r)+7

En introduisant les différentes dérivées (B.8)RiTY, les tensions s’écrivent :
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ifT’r‘r(P762) = Tlnr + ];nz
2p
2LTM(P7 Q) = T3nz + ﬂnr
1“ (B.13)
_,I’zr(P7 Q) = TSnr + T;inz
2p
ij—;z (P’ Q) = T?”z + 1-'8/”'7'
20
A BFz
T =2 loun — 3N+ PEE g
RreC 2 2DC
A ) 3,5 2 2B*F —2
+—; RS+ZV+T +—(RF+2M)———z |E(m)
RrC D ~ DC
Az B 2 Az —2 4B? —2
T = D2v —-3)+—2z | K(m)+ 3z — B(2v —3)— z | E(m
?  RrCD ( ) C? (m) RrCD ( ) DC*? (m)
A H — A | 8FR* 2
T =——\-D1—-2v)+—2z |K(m)+——|—2 + H(1—-2v)+ 2 |E(m
SRCDI( )C ()RCD ( )D2 (m)
I,=1, ~
Az | D 2 2 Az B 8B —2
I.=— |5+ m)+—41+v)——— z |E(m
s =ople T o ()CD( )TQDC2 (m)
A -2 2 4BF —2
T D1—-2v)——2z m) —+ 3z +F(1—-2v)+ z |E(m
\= 25 D) (m) +~ (1—20)+ 22| B(m)
24z| 2 24z 4B —
T = m)+——I(1—2v)+ z | E(m
" op| ¢ (m) CD( ) Cc? (m)
T, =T
(B.14)
Avec les différentes constantes : A, B, C, D, FIMHIN, S et V définies par :
- B=R'+r"+7"
167 u(1 —v)
—2
C=yJR+7r7+7 D= :(R—r)2+z2
F=R—1r+7° H=r-R+7° (B.15)
M =2R* +r* +22° N =2R* + 32°
S =2R* —3r* +47° V =3r’ 4+ 227
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B.3 Décomposition des Noyaux Dijk

Drrr Drrz, Drzr Drzz, DzrR DzR7, Dz7R D277, am \/_r[ 1 2(R+ r)}
Données préliminaires : oR CLR c
_ 1 om_ -2z/Rr
167" (1-v 3z C°
z=(z-9° 9B _ R 9B _ 5
“R+ P+ R 0z
_ 7 =2 0C _ R+ oC_7z
C=v(Rrn+z R C 0z C
SVR-D+ 2 o T
H=r2-R?+ 72 oR 0Z
F=R*-r?+z2 aﬂ-4R aﬂ:4_2
. oR 0Z
Fd =— =(R+ r)cosd + r sirt 8 ON _ /R ON _
r oR 0Z
Hd = i _(R+ r)COSB+I’SIr7f9 §:4R 6_828—2
r oR 0Z
M =2RP + 12+ 277 av o
—=0 — =4z
N=2R+37 oR GZ
_ oK H
S=2R-37F+47 R E( )——K(n)
V =3R + 27 e 2RT
=2\/ﬁ ﬁ_—ZRCZ[ (m) = K(m]
C
i K _z|r
1-m’ =— — == —=K(m)-
= > F{Cz() am]
_ —4
=Z?V+(R- )%+ R( R- A+4R*Z 0z 02
W, = RF+Z M e oY,
i
% o
K(m = P+ BIn(l- Iﬁ)= P+ Pn &-2 an NTij j=1- Terme régulier

oK _ E(m _ K(m
om ml-nf) m
OE _ E(m)- K(m

om m

j=2 - Terme a singularité fortgll.(
r
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DRrRrr
A LB
Upe=—=1[(3-#)B+Z2 | K(m)-| (3- 4) C+ 7= | Em
RrC ;
| =terml+ tern?
U.=I.KM)+ Il E(m
" m) m) Il =term3+term4
ou al H H all H H
Drrr = —27 = AK(m)| ——— | el AE(M)| Z5+ I
RRR oR (m)|:aR S RC > Ré} ( )|:a R+ 2R_r2+ 5 RC}
tern= S~ 4)B oterml_ (3-4) o _ B( r, 1
_2 -
termp =2 dtern® _ 7( R ri
RrC /R RrC C
termg= - ¥)C oterm3_ (3- 4 ){ [ r]
Rr oR RrC | R
=2 _
RrCr oR RICT C T
2
NT1= 9 = B=)| o E{R+r+_1RJ _ c£R+r _g
dR  RrC ¢ RG &
H H
NT2:—| = - 3_4/ B+—22
RC - 2RO VBT
H H Z’B H _
NT3=-1I = 3- 4 = 3- 4 2 B rfe
2RC? 2R2rC3{( o+ rz} ZRZrC?[( C’*+ Bsirf ]
- 2 - _
NT4a=C=¥)C +S'”29[ R+ r)B—2R+E}+M=1: NT41+ NT42
RrIC | R Ric| ¢ R RIC 7
—_ 2 .
NT41= (3 4V) C__R_ r +Slr129{ (R+ r)B_2R+_B:|
RrC | R RrC ¢ R
NT42:M=1
r
NTS= |l —=—= [(3—4/)=B+7sin9} NT5% _ZHdzsmH
2Rr 2R rC r 2R?rC
NTsp= 8- @)BHI 1
2R°rC r
NT6=-NT3

Drer= A[NTL+ NT2+ NT3 (P+ PIn €)+ A NBI+ NBH¥ NB E
-2A[NT1+ NT2+ NTd PIn + A NT42+ NT52 H m)
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DRrrz
ou all Z Z
Drez = aZRR _AK(m)[_"' IF"’ I 2 }+AE(m)|: Z_ |r—2— Il CZ}
termL:w oterml_ (3- 4 )z 2__B
RrC 0Z RrC C
-2 — —
terma = dtermZ:_z(z__Zj
RrC 0Z RrC C
ternB:_(3_4V)C atermB:—(3— 4 )z
Rr OR RrC
=2  Rein? _
terma= 2.8 _ ~Bsin’ otermd__ 2 ( KA +22% B, 28]
RrCr RrC 0Z Rrcr\ C
Smg(ZBsmg—Zsine‘—E coéﬁ)
RrCl C r
ol 4 72
NT1=Z =2 |(3-w 2__ ~Z 42
37 RC{( ) =+ }
Z_ z
NT2=1-% = 3- 4B+ 7
o RrC3[( ) ]
NT3= 1% =—2 | (3- Z Bl 234X+ Bsifd]
c? RrC® 2| Rr C3
i NT412%K§— zj Sif6- (3 4 ﬂ
NT4="" = NT4L+ NT42 LA
NT42= - 2Bsing cosg 1
RrC r
- o,
NT5=—1-2 = NT51+ NT52 NT51= - 25in @
r RrC
NTSZ:_(3—4V)Bsm6’:1
RrC r
NT6=-NT3

Drez = A[NTL+ NT2+ NTJ (P+ PIn €)+ A NBI+ NBH NB Er
-2A[NTL1+ NT2+ NT§ PIn + 4 NT42+ N5} H )

Drzr

Ug, = sé{K(m)— E(m)} U, = A IILK(M)+ IV, E )]
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U, alll H H NI H H
Dpoyr = B2 = AK(M - — IV AE I IV
"R = TR ()[ aR ' 2RC ZRG}- (m)[a R ore V2 R"C}
Nleam __ ZC[RHJ’E}
oR R ¢ R
H ZH
NT2=-1Il =-
2RC* 2RC
12 S12
NT3= |V H _ ZH = ZH;
RC i 2RC
N\ z (R+2r)H 2(R— OH, H, o
R Rcr| C T R
smH (R+r)H (R+H cosﬁ)+H—
RC (o3 r R
sind[ (R+T1)H, Hd} 2sind 1
NT41= +—9 NT42= R+ H, cog)=
{ C R C( " )r
NT5 = HeSING NT6=~- NT3
2R2C

Dror = A[NTL+ NT2+ NT3 (P+ PIn €)+ A NBL+ NB+ N§ E ¢
-2A[NT1+ NT2+ NTd PIn » A N4 Hn)

DRrzz
_ U, olll z o1V Z Z
D =AK(m)| L+ mZ +1v + AE(m - M-V =
Rez = az ( )[ 0Z c? c} ( )[az i cz}
a1 72
NTl="—-=—-|1-=
% e e
=2
Z
NT2= 1112 =
c* RC
_ 52 _ )
NT3= [V 2 = ~Z H _-Hsin@

C? r¥ RC

_sinf@(H _
AV NT41=" (F 2}

NT4=" = NT4l+ NT4Z
NT42:i(2sirf 6- ])i
RC r

I
NT5 =il 2 =-SIN9
2~ RC

Drzz = A[NTL+ NT2+ NTJ (P+ PIn €)+ A NBI+ NB NB E i
-2A[NT1+ NT2+ NTJ PIn + A N4 Hn)

NT6=-NT3
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U = Af{ K(m)+—E(m)} U= AV K+ VIE 1]

V :—i VI = Z_F2
rC rCr
ou v H H oVl \, H H
D, = —2R = AK(M)| — -V - VI V. Vi
ZRR0R (m)[aR 2RC 2 Ré} AR n)[ IRY TS RE}
oV _(R+nz oV ___z |(R+nF 2(R-nF
- 3 =-—= > — -2R
aR rC OR rCr C r
(R+1nZ H zH
NT1= Y = NT2=-V =
oR rc? 2RC* 2RrC
NT3= -V H __ zHF_2 __H4Fsing
2RC 2RrC3r 2RrC
NTa=IY! = NTa1+ NTa2 NTaE—(RED) ':d Sing NT42 ZSIng( R Fco)t
oR rC rC r
NT5 = - HaSIN NT6= - NT3= " SIn¢
2RrC 2RrC

Dyre = A[NT1+ NT2+ NT3 (P+ PIn €)+ A NBL+ NB- N§ E¢
-2A[NTL1+ NT2+ NT§ PIn + 4 N4 Em

Dzrz
6U V 4 ~Z
ot S
ov _ 1|7 Z Vi
== ——=|=z" NT2=V— =—
e fC{CZ 1} c?  rC?
L, .
NT3=vI 2 = ZF - Fsind
rC3r rC
NT2=2Y = NTa1+ NTa2, NTaESD ‘9( 2 j NT423( 1 2sf)2
0z rc = C rC r
o,
NT5=-v 2 =S ¢ NT6=-NT3
r rc

Dy, = A[NTL+ NT2+ NT3 (P+ PIn €)+ A NBL+ NB+ N§ E ¢
-2A[NT1+ NT2+ NTd PIn + A N4 Hn)
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Dzzr
2A Z
Uz =2 (3= w)K (m)+= E(M) U, = 24 VILK(m+ VIILE(m)
r
3-a 72 sin?
v =-%) vi = 2_=Sn6 =z
Cr C GR
Vil H H Vil H H
D,, = 2AK (M) —— - VI - Vil 2AE il VIl ——
228 (m){ oR 2RC 2RC?}+ (m)[ oR 2R‘ﬁ+ 2 RC‘J
ovil _ _(R+1)(3-4v) ovill __Z* | R+ N, 2R-n|__ sinze[ R+ 1), 2co§}
R (o " 0R crll ¢ I C ¢ r
VIl (R+1)(3-4) H HE-4)
NT1= =- NT2=-VII =-
oR o 2RC* 2RC
H H sin* @
NT3=-VIIl =-
2RC? 2RC
. 2 .
NT41:—Sm39 (R+ 1) NT42:_25|n2¢90059:]
C C r
NT5=VII H_2 NTS1=0  NT52= oW 1
2Rr 2RC r
NT6=-NT3
D, = A[NTL+ NT2+ NTJ (P+ PIn €)+ A NBI+ NBH E ¢
-2A[NTL1+ NT2+ NT3 PIn = 4 NT42+ N5} H )
Dzzz
oU avil z z VIl z Z
Dyzp == 22 =2AK(m)[ > +VII?+VIIIF}+2AE(m)[W—VIIF—2—VIIIF}
—Y 7 53— > - —cin?
N ELALN Cnk SN} 7 PRV Ck ) JEY; £ SV RIS Ziz - &g
0Z (o C C C* % C
—_ . 2 - ’
NT4=9" = NT41+ NT42 NT41=_ZSiN°60 o, 2sind cod :
4 c’ C r
NT5=-VIl-Z = NT51+ NT5Z NT51= 0 NT52= B~ 4)sind 1
r r
NT6=-NT3

D,,, = A[NTL+ NT2+ NTJ (P+ PIn &)+ A NBH+ NB E
—2A[NT1+ NT2+ NT3 PIn + A NT42+ NT52 H m)
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B.4 Décomposition des Noyaux Sijk

Skrr SkR2: SRR, Srzz: SzRR SzRZ: Sz2R, S22,
Données préliminaires :

_ 1
A 1677 (1-v u

C=\(R+n?+7Z
D =2R*+3r?
H=r*-R*+Z°
|::R2—r?-’+22

Fd = —(R+ r)cos@ +z sind

=T “'|

Hd =— =—-(R+ r)cosf +Z sind

M =2R* + r*+ 2z°
N =2R +37
S=2R-3r+47
V =3r?+ 272
_2JRr
C

W=RS-ZWr
=Z°V+(R - )*+ R(R* - r?) +4R*Z*
W, =R F+Z M

K(m) =P+ RIn(l- m)

=P +PInC2 2BInr
@:ﬂ[g 2(Rr r)} am_-2z Rr
R C|R C 0Z ¢

K__Em _Km 0E Ko Kx
om nfl-m) m om m
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oK

ﬁ oRT E(m) - ZRC2 “(m

oE

—=——=|E(Mm-K

oR 2RC2[ (m) = K(m]

% e % _

oR 0Z

9C_Rer ac_z

oR C 0z C

N _ 4R N _ 65

OR 0Z

% _ e 25_g,

oR 0Z

a_V: a_V:47

oR 0Z

oK

— K m) —

7 { (m) E(rT)]

oE

— =—|K(m

37 CZ[ (m) - E(m)]

or _(R-1) o _z

oR T Z T

OM_4R a_M:4—

oR 0Z
_0T;

Sjk_axj

NTij j=1- Terme régulier

j =2 - Terme a singularité fo@(lj
r

j =3 » Terme hyper-singulie® (12}
r
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SRRR
oT, oT,
I n+—=
SQRRz aR r aR nZ
Calcul deﬂ :
oR
2
T =2 lowmr - 35+ B g
RT C 27,, C?
2
+ A RS 43 )+ S weF M) - 22 2 g
RT C r r 02
T, = (termi+ tem2+ tern3) K nw (_terdt terBt terf) €

aT, H H ol H H
—L=AK — 1l + AE(m)| 2+ | +
oR () IR 2Rc2 2 RC (m)aR ZR;Z 2R€:
m NT2 NT3 NT4
term.= 2V2|\/| oterml_ 2 | M R, g
Rr’C AR RP
term2 =N gterm2 _ -3 [, N[ r, g
2Rr?C R 2RF 6
2 =2
- BFz = BFS|2n 3«9
2Rr?Cer 2Rr°C
dtern3 _ sin @ 3(R+ r)BF B j
= R(F+B)-———-—-——-(F+2RE co¥
R RFC?( ( ) 2C 2R( d )
_=2
termd z _82
RrCr
-2 [pz2 2zt +(R- #)'+ R( R- 1)
Rr2Cr’
—_ 2
S {Dsm 6+ 2z% sif @+ R+ rY cosg+ R (R+_r)cos€}
Rr’C
_D(R+1NZ* 2D(R- r)_22+8‘22_ DZ 2(R Y% 4R Y%
RCT RCT cr RBrcC Rr G RCr
dermd _ - | 27 _(Re n(R- fy (R )(R- F)2+ 4(R- P
oR | rRCr RCT RCr cr
(R-1)? RR+ )R- 2RR y( R- N, 2R R-r
RZCr cr cr' c:r2 cr’
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D(R+ r)sin26?+ 2D sirf 6 co® 8sih€+ D sitg
RC RCr C RC
2R+ Nz’ sin26?+ 4(R- r)sif @
otermd _ v RC RC
R r +2225in29+ (R+ ry co§6?+ 2R+ rj co¥) 4R+ r )cdd
RC RC RCr Cr
R+ r)zco§6’+ R(R+ ry co¥, RR r)ccd R _(R+r)cosd
R°C Cr cr’ cr’ Cr
Nous décomposons ce dernier terme pour facilitetirsggration :
MK _ Stermal+ Dterma2+ Dtermiz
- 2 . 2 -
N D(R+rzsln O g o+ Dsirg, 2R+ rc);i sig | 4R-1)sit 6
Dtermd1=—= C R
Rr’C +272 S|n26?+ (R+ 1)’ co§6’+ R+ r¥ codéd
R c R
H 2
Dtermi2= 221/ 2D sirt @ cod 2R+r1) CO@—S(R+r)cos€+ RR+r") cas| 1
r’c R R C r
4Ry 1
Dterm43= Jos {(R+ r)cos 8- R}F_Z
ternb = 3_2 (RF+Z M= 3_2( R P22 R+ H+279)
Rr’Cr Rr’Cr
2
= 3; RF s Mmsinze
RrrCl r
dtermb

= Dternbl+ Dternb2+ Dternb3

Dternb1= 33"2'29{4R— A(R- n)sirt - M( R+ r)+_1j}
Rr’C (o R

1
r

Dternb2=

2
{ng —%— 22R + £)sirtd coﬁ}

r’C

Dtem53:${ R-E cosﬁ}é
rC r
—2B°Fz* _ -2B°F, siéd

termg = — = —
Rr2Cr" Rr’C’r
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dtermb

= Dtermb2+ Dternb3

Dterme2 =

2BF, S|r2129 3(R+2r)B+E_4R 1
RCr C R r

4B? sin’ @

RCr?

8R|/—Z/M(R+2r+ij—6R+3—N( R r+—1j
c 'R 2 ¢ 'R

Dternm63= { 2F, cog- I%é
r

NT1=

Rr°C| sin’@
+

CZ

3R+ r)BF
2C?
H { 3N BFsinZH}

[R(F+ B) - —2—1(F+2R|§cos€)}

NT2=—

rerce | YM T

2 2C?
[ (Vv +4R)Hsi 6+ (R+ 1} Hcod6+ R (R 1)H cod |
3BF,H, sin @

CZ

NT3=——=
2Rr°C” | _3R?F, H, - 3MH sin’ 6+
NT4= NT41+ NT42+ NT43

NT41= Dtermdl+ Dternbl

NT42= Dterm42+ Dternb2+ Dternb:
NT43= Dtermd3+ Dternb3+ Dternb:

NTS= | H - NT51+ NT52

—2

2Rr

]
nT51= BFaHasin & NT52= 4 ( v M—ﬁji
2R2I2C 2REIPC 2 )t
NT6=-NT3

ﬂ=A[NT1+ NT2+ NT3 (P+ PIn &)+ A NB+ NBF NB E

—2A[NTL1+ NT2+ NTd PIn # A NT42+ NTB} Eny [ANBB E1

Calcul deﬂ :
OR
Az |2 B _ Az |, _ 4B° _
T, = —|r (2V—3)—|—EZQ K(m)+ - 322—3(2V—3)—_2 z” | E(m)
RrCr RrCr r C?
T, = (term7 + tern8) K( M+ (terr@+ terdD+ terfil) E |
\—ﬁf——J
1l v
oT, ol H H av H H
—= = AK(m =1l =VI + AE + 11l +VI
dR ()QB 2RC 2 RC (m d R T 2 RC
NT1 NT2 NT3 NT4 T NT6

NT5
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NT4= NT41+ NT42+ NT43

=2 2
NT41=3" 0( R+ r+C_RJ

RC?
NT42= —(1—2/)((R+ NH, +mJ+ 2sirf @ co¥ _ 24(R+ r)RE sir129+ 8F, sirf g U
c R RC ¢ ¢ r
_[16R?sifd 2+ Z) 21-V)H, co¥ 3RF, sihd ckd| 1
NT43= — - - - =
C C RC c ;
NT5=V H_z = NT51+ NT52
2Rr
2 ain2 — —
NT51= s SN & NT52= —Ha = )1
2R°C 2RC r
NT6=-NT3
oT,

—2 =A[NTL+ NT2+ NT (P+ Pin €)+ p NBH NB¥ N§ €

—2A[NT1+ NT2+ NTJ PIn = A N2+ NGB} Hrny [ANBB E

Srzz
0T, oT,
+
Skez- 55 37 n nr
T4,=T, donc on dérive uniguemen. T
0T,
Calcul de— :
0Z
— 2
T =4 a-w)+ L k) +—A |2 1 - 2) + 22 )
RCr ¢ RCr rC®
T3 = (terml2+ termi3) K(m+ (terri4+ terrhS  terrh6) K i
\Y VI
0T, ov oVl 7z Z
— = AK(m —+V—+VI— + A - V= - Vi
0Z (m) 0Z c? C? €M 5z 0Z 2 C
—_  —_— - —_ .
NT1 NT2 NT3 NT4  \T5 NT6
terml2 = -1-2v) aterle: z(- )
RC 0Z RC
=2 )
terml3= Hz_2 _ Hsin 7]
RCr RC’
dterml3 _ sind : . 3z°H
= 2Zsin@+ 2H, — 2sif H, - d
0Z RC{ ’ ©c }
termild = 1- ZlizH _@- 2|/2Hd oterml4 _ - (1- @ )sirg H__=2+ Zid
RCr RCr 0Z RC C r 7

152



Annexe B Dérivation et décomposition des noyaux singuliers

-sin* g dterml5_ sind( zsird  2cosd
terml5= = -
RC 0Z RC c
-3F, sin26?+ 2si’ @
. . 2 -
terme = SRF sin’ 6 dterml6 _ 8Rs3|n€ C oo
C°r 0Z C |, 2FR(-2sif8)
r
NT1= dternl2 4 oterni3
0Z 0Z
Z | Hsin’@
NT2=———-(01-2%
ze o)

2 H4
NT3_—;'ZH{H (1- 2 )- 7 sing + 2R Fa SO 9}

CZ
NT4= NT41+ NT42+ NT43
Zsin"@ (1-2)H, sind _ 2RF, siié

NT41=
RC? RC C
NT42= —2|/+sm26?+ Rsirfg 2sirg
RC RC C r
NT43= {SRE’ (1- 2sif0 ) (+ 2 )—}23'”9
NT5= NT51+ NT52
— i 3 - i
NT51= H,sin" 8 NT52= @ Z/)smé?:l
RC? r
NT6=-NT3
%:A[ NTL+ NT2+ NTJ (P+ Pin €)+ A NBH NB¥ NB E in
-2A[NT1+ NT2+ NT{ Pin # A N®2+ NB2 Hny [ANBB K1
Szrr
T,
SZRR: aR nz
oT,
Calculde— :
oR
—2
Az 2 Az B 8B
LA FEZ K(m) + |41+ v) = = — —2* | E(m)
cr | Cr r rC?

153



Annexe B Dérivation et décomposition des noyaux singuliers
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Annexe C

C.1 Intégration des noyaux a singularité faible (Logarithmique)

L'intégrale d’un noyau axisymétrique a singulat@garithmique est donnée par :
1
L, = [ fiE)In|s- g d (C.1)
-1

f,(s)est une fonction réguliere s{u'rl,]], donnée par le produit de la solution fondamentale
axisymétrique, une fonction de forme et le Jaaobie la transformation des coordonnées.

Johnson et Elliot et al. [78], ont défini utransformation monomialqui dessine I’intervall[i),]]sur
lui-méme, donnée par :

u, () =t (C.2)
En premier, I'intervalle original est scindé aueawu de la singularité :
S 1
L= [ fi(s)n|s- 5] dSFLp f(¥n| s $ (C.3)

Ensuite chaque partie subit une transformation pamnener les bornes d’intégratior[Oé\]] en
s'assurant que la singularité soit confondue a@dmlne inférieure :

|, = (1+sp)j:[ fr(s, —(1+s,)u)In| 5 - 1+ %)uﬂdu
+(1—sp)j:[ fo(s, + (- s,)u)In| 5+ (1—sp)uudu

Enfin, la transformation monomiale est introduittippousser les points d’'intégrations vers la borne
inférieure :

= @rs)f ] s, ~@+ g In| g - @+ §7||at ot
+ (1—sp)j:[ fi (s, +(1- sp)ta)ln‘ §+(1-s 1’ }ata—ldt

(C.4)

(C.5)

Cette derniére expression est évaluée par la métth@dsauss classique. L'ordre de la transformation
a, définit le degré de confinement des stations dess au voisinage de zéro.

C.2 Intégration des noyaux a singularité forte

L'intégrale d’un noyau & singularité fof(r ™) , est définie par I'expression suivante :
1 f-n(S)
| = -f'k—ds (C.6)
58-S

f. (s)est une fonction dérivable continue Eul,]] donnée par le produit de la solution

fondamentale axisymétrique, une fonction de formte ke Jacobien de la transformation des
coordonnées.

L'évaluation de lintégrale (C.6) est possible awyen de la technique de soustraction de la
singularité [56] qui permet d’isoler la partie mipale au sens de Cauchy.
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Annexe C Intégration singuliére et soustraction de la singularité

L'intégrale est transformée a I'aide du premiemterd’une expansion en série de Taylor de la fonctio
f. (s) au voisinage de la singularité :

1 1 n n
'J: "‘()ds:j « (5) k(p)d
257S -1 S 3 %

Le premier terme de droite est régulier puisqueilcomporte commMau voisinage dse, et

0s
peut étre évalué par la méthode Gauss classiqueedand terme de droite est évalué analytiquement :

fik”(Sp)j st = f.k(Sp)ln£1+S%] (C.8)

(C.7)

ik

C.3 Intégration des noyaux hyper-singuliers
L’intégrale d’'un noyau hyper-singulié)(r‘z) , est définie par I'expression suivante :
jL' guk(s)
(s- sp)
gi?k (9est une fonction continument dérivable [sul,]] donnée par le produit de la solution

fondamentale axisymétrique, une fonction de formte ke Jacobien de la transformation des

coordonnees.

L’évaluation de lintégrale (C.9) est possible awyen de la technique de soustraction de la
singularité [56] qui permet d’isoler les partiesidéis d’'Hadamard.

L'intégrale est transformée a I'aide des deux peesniermes d’'une expansion en série de Taylor de la

(C.9)

fonctiond (S au voisinage de la singularité :

; g|Tk(S) dS:Jl' q'll(g guk(sp) (S S )g](l)(%)

L(s-g) (s-3)°
1575 S” (C.10)
+05 (S,) + 05 (3)
jk SP J. Sp) jk SD I Sp
2¢n
Le premier terme de droite est régulier puisqueilcemporte commg% au voisinage de, et
S

peut étre évalué par une quadrature de Gaussqulassie second et le troisiéme terme de droite sont
évalués analytiquement :

g.,k(sp)j ) gmo( . 1+1%]

g.,“)(sp)f = g¥(s)In { %J
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