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Résume
L’analyse et a compréhension des phénomenes hydrologiques requiert des modeles
mathématiques qui prennent en charge la nature stochastique des variables hydrologiques ainsi que
leur variabilité temporelle. Dans ce contexte, 1’objectif du présent travail est la recherche d’un
modele stochastique pour la prévision des apports liquides des rivieres en Algérie. A cet effet, une
dizaine de stations hydrometriques ont été considérees et le recours aux processus de Box-Jenkins a
conduit a différents modéles paramétriques stationnaires de type ARIMA dont les résultats sont
acceptables. Dans le but de se libérer de la contrainte de stationnarité, le recours aux méthodes de
prédiction dynamique nous a orientés vers le filtre de Kalman qui est caractérisé par 1’optimalité de
ses résultats et par la nature dynamique du modele mathématique qui permet de rendre compte de
la variabilité temporelle du processus hydrologique étudié. Le résultat est une opération de
prédiction multi-site en ligne, ou I’opérateur n’est fixé ni par le temps ni par 1’espace, en revanche il
s’adapte automatiquement aux changements dans les conditions météorologiques du systeme
hydrologique en question. Ce dernier modele a permis 1’amélioration considérable des erreurs de
prédiction obtenues par les modeles ARIMA, et présente 1’avantage majeur de procurer avec
exactitude la covariance des erreurs de prédiction.

Mots clés : stochastique, ARIMA, filtre de Kalman, prédiction multi-site, apport des riviéres.

Abstract

The analysis and understanding of hydrological phenomenon requires mathematical models
which carry out the stochastic nature of the hydrological variables and their temporal variability. In
this context, the aim of the present work is to find a stochastic model for the prediction of
streamflows in Algeria. Hence, ten hydrometric stations have been considered and the utilization of
Box-Jenkins processes lead to different stationary ARIMA parametric models whose results are
acceptable. In order to be free of the stationarity condition, the utilization of dynamic prediction
methods conducts us to Kalman filter which is characterized by its results optimality and by the
dynamic nature of the mathematical model allowing to hold the studied hydrological process
temporal variability. The result is an online multi-site prediction operation where the operator is not
bound to time or space, but rather adapts automatically itself to the hydrological system
meteorological conditions changements. The latest model allows for a considerable assessement in
the prediction errors obtained by ARIMA models and presents a great advantage by providing with
the exact prediction covariance error.

Key words: stochastic, ARIMA, Kalman filter, multi-site prediction, streamflows.
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Entre les besoins en eau toujours croissants d’une société en plein développement socio-
économique et la nature semi-aride de son climat, I’Algérie est un pays qui souffre dés pénuries
d’eau qui deviennent de plus en plus spectaculaires. En effet, sur les 100 milliards de metres cubes
recus annuellement sur sa partie Nord, sous forme de précipitations, seulement 4,8 milliards de
meétres cubes sont actuellement mobilisables dans environ 130 barrages, actuellement en
exploitation (Kettab et al , 2008). Si en plus, 1’on retranche les pertes sous leurs différentes
formes, on se retrouve avec un chiffre beaucoup plus faible pour faire face aux besoins socio-
¢économiques, qui ne cessent de perturber la balance de I’offre et de la demande de cette ressource.
Pour un développement durable d’un tel pays, tout le monde s’accorde sur un point : le passage par
la mise en place d’un systéme de gestion rigoureuse de cette ressource rendant compte de toutes les
composantes (sociales, économiques et environnementales) est incontournable (Boukharouba et
Kettab, 2003b).

Dans cette perspective, la modélisation et la prédiction des processus hydrologiques tels que
procurés par la nature, jouent un réle primordial dans la planification et la gestion des ressources
hydriques, en plus elles permettent d’apporter des outils d’aide a la décision (Koutsoyiannis et al.,
2008). A cet effet, il est important de mettre en place des modéles dynamiques qui prennent en
charge la nature complexe, la non linéarité et les variations temporelles des processus hydrologiques
(Lettenmaier et Wood, 1993), ainsi que leurs inter-corrélations qui sont liées essentiellement aux
variations climatologiques et physiographiques des bassins en questions.

En effet, ’avénement des variables hydrologiques dans la nature est le résultat d’un certain
nombre d’éléments physiques interconnectés trés complexes, parmi lesquels les facteurs climatiques
et physiographiques jouent un réle prédominant. De telles variables, comme les précipitations, les
débits de rivieres qui en résultent ou encore les apports liquides, sont le produit de phénomeénes
complexes qui varient continuellement dans le temps et qui peuvent étre mesurés par un nombre fini
d’observations. Ces observations indiquent que les variables hydrologiques sont stochastiques dans
la nature (Yevjevich, 1971) et non linéaires (Amorcho & Orlob, 1961), ceci est une
conséquence de (1) la variabilité temporelle des processus d’érosion et, de dépdt (2) des
changements climatiques (3) I’incertitude de I’¢état dans le temps et (4) le transfert d’énergie
du cycle hydrologique dont le caractere est non linéaire.

Dans la pratique, les entrées et les sorties des systemes hydrologiques sont considérées
comme des variables aléatoires mesurables a des points fixes du temps, formant ainsi des séries
chronologiques au pas de temps journalier, hebdomadaire, mensuel ou annuel. Cependant, les
données obtenues incluent une composante bruitée dont les parametres statistiques peuvent étre
estimes a partir des mémes données (Von Storch et al., 2001).

D’une fagon générale, les variables aléatoires en hydrologie constituent des contraintes
pouvant affecter soit directement ou indirectement la performance finale de n’importe quel plan
d’action dans le domaine de ’eau, et limitent par leur nature les interventions des décideurs. En
effet, ces variables aléatoires peuvent entrainer un risque important lorsqu’il s’agit d’élaborer une
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stratégie dont la réalisation des objectifs dépend du comportement de ces dernieres. D’ou 1’idée
d’étudier et de comprendre le processus stochastique sous-jacent. En d’autres termes, 1’étude du
comportement passé moyennant des enregistrements chronologiques de ces variables pourrait nous
renseigner sur le comportement futur de ces dernieres. Par conséquent, une aide considérable est
mise a la disposition des décideurs du secteur afin qu’ils puissent élaborer leurs stratégies. Ceci est
fait en leur offrant une possibilité de prévoir le risque en partie et par conséquent la réduction de ses
effets.

La recherche de ces mécanismes revient a déterminer dans quelle mesure ces variables
aléatoires sont strictement aléatoires. C’est-a-dire dans quel sens sont-elles non prévisibles. En
d’autres termes, existe-t-il des parties structurelles reconnaissables au sein de ces variables?

Une étude détaillée des phénomenes hydrologiques requiert donc des modéles
mathématiques qui sauraient prendre en ligne de compte la nature stochastique des variables
hydrologiques ainsi que leur variabilité temporelle. Le planificateur pourrait ainsi procéder soit a la
simulation du mécanisme genérateur en question soit a sa prédiction.

Dans ce contexte les objectifs du présent travail peuvent étre résumes en quelques points
essentiels comme suit:

1. étudier dans quelle mesure les variables hydrologiques, considérés souvent comme variables

purement aléatoires, ne contiennent-elles pas des parties structurées pouvant étre

prévisibles.

mettre les séries chronologiques de ces variables en équation en vue de faire leur prévision.

3. etudier la possibilité d’application du Filtre de Kalman aux données hydrologiques de la rive
sud de la méditerranée, notamment le Nord d’Algérie.

4. proceder a la prédiction multi-site de ces donnees.

no

Pour mettre en application ces idées et concepts, un choix a été fait sur la variable
hydrologique des apports liquides des riviéres en raison, d’une part de I’intérét particulier qu’elle
présente en étant un facteur lié directement ou indirectement au développement du secteur socio-
économique du pays et d’autre part de la disponibilité relative de I’information en temps et en
espace. A cet effet, le tri et la sélection de la multitude de données disponibles au niveau de
I’Agence Nationale des Ressources Hydrauliques a ¢été fait selon des critéres qui répondent
principalement aux objectifs déja cités du présent travail. Le choix est alors fixé sur une dizaine de
stations hydrométriques qui sont réparties entre les hydro-systemes Est Ouest et centre du Nord
d’Algérie tel qu’illustré par la Fig. 0.1 suivante, dont cinq d’entre elles se trouvent sur des barrages
déja en exploitation.
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Fig. 0.1 Situation géographique des 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie.

Le Tableau 0.1 regroupe les informations relatives aux coordonnées de ces stations, selon
I’Agence Nationale des Ressources Hydrauliques. Le Tableau 0.2 résume les informations
concernant les barrages sur lesquels se trouvent cinq d’entre les stations hydrométriques

considérées.

Tableau 0.1 Nom et coordonnées des 10 stations hydrométriques au Nord d’ Algérie.

No Station Nom Latitude (N)  Longitude (E)  Elévation(m)
01 140501 Bouchegouf 40 50 60 05 9780 95
02 140601 Mirebeck 4082 20 06 04 00 10
03 140602 Ain Berda 40 7500 05 85 30 55
04 160703 Remchi 390035 0420 00 85
05 160801 Pierre du chat 39 04 62 04 20 62 52
06 160403 Beni-Bahdel 38 56 60 04 26 00 645
07 111504 Bouhanifia 39 24 80 02 65 10 295
08 31501 Cheffia 40 67 75 06 34 00 121
09 050902 Ksob 39 80 30 02 48 12 570
10 160701 Mefrouch 387280 04 03 25 1110

(Source : Agence Nationale des Ressources Hydrauliques)
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Tableau 0.2 Destination des barrages correspondant aux cing stations hydrométriques
considérées.

No. Barrage Wilaya Capacité  Volume Destination
estimée  régularisé
(Hm3) (Hm3/an)

01 Bénibahdel Tlemcen 55.5 48 AEP-Oran et IRR. périmétre de
Maghnia

02 Bouhanifia Mascara 48.4 Transfert Transfert Fergoug et AEP-Hacine

03  Chéffia El Tarf 167.1 95 AEP-Annaba,AEI-El Hadjar et
IRR. périmétre de Bounamoussa

04  Ksob M’sila 15.6 20 IRR. périmétre du Ksob

05 Mefrouch Tlemcen 14.5 17 AEP- Tlemcen

(Source : Agence Nationale des Barrages et Transferts)

Concernant le type de modeles utilisés pour la mise en équation des séries chronologiques
concerneées en vue de la prédiction, sujet de la deuxieme partie de cette thése, le choix a porté sur
les processus stochastiques de Box et Jenkins. Ce choix est & notre humble avis justifié par deux
raisons : la premiere est que ces derniers se prétent bien a la modélisation des variables
hydrologiques telles que les apports des riviéres qui sont géneralement caractérisés par une forte
dépendance temporelle entre les valeurs successives. Ceci est validé par les résultats de la multitude
d’applications faites dans le domaine de 1’eau, depuis I’introduction de cette méthode dans les
années soixante dix du siécle dernier jusqu’a ce jour, et ce dans toutes les régions du monde, il suffit
de se référer aux références bibliographiques pour le constater (Brillinger, 1976 ; Doornik &
Ooms, 2003 ; Droesbeke et al., 1989 ; Geweke & Porter-Hudak, 1983 ; Hipel & McLeod, 1994;
Koutsoyiannis, 2008) entre autres. La deuxieme raison est que la theéorie de ces modeles qui revient
a une trentaine d’années déja n’est pas assez vulgarisée en Algérie pour étre bien exploitée dans le
domaine de la modélisation hydrologique. Cela dit, 1’absence de cette théorie des programmes
pédagogiques nationaux de formation en hydraulique que se soit au niveau de la graduation ou de la
post-graduation, n’a fort heureusement pas empéché quelques applications ambitieuses de cette
théorie de voir le jour, malheureusement ceci reste toujours restreint et demande la multiplication
des contributions pour une meilleure exploitation de la méthode.

A cet effet, la méthode de Box et Jenkins pour la modélisation stochastique linéaire des
séries chronologiques a été exposée en détail dans le premier chapitre de la deuxiéme partie de
cette thése. L’accent a été mis sur les outils de base de la méthode ainsi que sur son algorithme, tout
en faisant ressortir son caractere itératif. Le second chapitre est consacré a 1’application de la
méthode aux données annuelles observées dans les dix stations hydrométriques. C’est un travail de
modélisation stochastique uni-variée de type ARIMA, dont le résultat escompté est la mise en
équation des différentes séries chronologiques ainsi que la prédiction de leurs valeurs futures. Dans
le troisieme chapitre, le pas de temps des séries chronologiques a été réduit et I’application de la
méthode de Box et Jenkins est réalisée sur les données mensuelles des dix stations précédentes. La
saisonnalit¢ introduite par les données mensuelles fera appel a [’usage des modeles non
stationnaires et saisonniers SARIMA multiplicatifs. Le résultat serait une série de 10 modéles de
prédiction saisonniers représentant chacun la structure de dépendance interne d’une série
chronologique.
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Les notions de base ainsi que les concepts et outils mathématiques nécessaires a la
compréhension des fondements théoriques de cette méthode ainsi que celle du filtre de Kalman,
abordé dans la troisieme partie de ce travail sont présentés dans la premiére partie de la thése.

Dans le but de se libérer de la contrainte de stationnarité qui est a la base de la méthode de
Box et Jenkins et dont le résultat est un modéle paramétrique dont les parameétres ne changent pas
dans le temps, le recours aux méthodes de prédiction dynamique nous a orientés vers le filtre de
Kalman. Ce choix est justifié par deux raisons : la premiére est ’optimalité de ses résultats, la
deuxiéme est la nature dynamique du modele mathématique qui permet de rendre compte de la
variabilité temporelle du processus hydrologique étudié.

En effet, le Filtre de Kalman discret linéaire est 1’un des outils les plus puissants et les plus
adaptés aux situations complexes ou tout change dans le temps (Boone, 2000). Il se base sur le
concept des moindres carrés et offre une méthode de filtrage qui jouit d’une propriété tres
importante, a savoir 1’optimisation séquentielle. Cette derniére est une conséquence directe de la
structure de feed-back que possede le filtre de Kalman, et qui fait que le modele est recalé au fur et
a mesure que les nouvelles mesures arrivent (Brown & Hwang, 1997). Ceci, est un grand avantage
puisque ca permet de prendre en considération les variations dans le temps des parameétres du
modele, ce qui est d'une importance primordiale en hydrologie ou I’on a souvent affaire a des
modeles non parfaitement stationnaires.

La fonction de base du filtre de Kalman est la procuration des estimations de 1’état courant
du systeme, mais il peut également servir a la prévision des valeurs futures de la variable décrite ou
a ’amélioration des estimations antérieures de la dite variable (Sen & Latif, 2002).

Dans le cadre du présent travail, nous allons investir et développer une approche par le FK
pour la modélisation stochastique et la prédiction multi-site des apports liquides annuels, en plus de
I’amélioration des erreurs associées. Le résultat serait une opération de prédiction multi-site en
ligne, ou I’opérateur ne sera pas fixé par le temps encore moins par I’espace, en revanche il
s’adaptera automatiquement aux changements dans les conditions météorologiques du systéme
hydrologique en question. C’est 1’objet de la troisieme partie de cette these.
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PREAMBULE |

Une série chronologique est définie comme une suite d’observations correspondant a la
méme variable, indexée par le temps. L’ordre dans lequel ces observations sont échantillonnées
importe peu en statistiques, car il s’agit d’apporter des jugements sur une population a partir d’un
échantillon de la méme population. Pour 1’analyse des séries chronologiques, particuliérement en
hydrologie, les choses sont différentes et 1’ordre des observations revét une importance primordiale.
La périodicité de la série n’importe en revanche pas : il peut s’agir de mesures quotidiennes,
mensuelles, trimestrielles, annuelles... voire méme sans périodicité.

Lorsqu’une série est stable autour de sa moyenne, on parle de série stationnaire, inversement
lorsqu’une série n’est pas stable autour de sa moyenne ou dont la moyenne n’est pas constante, on
parle de série non stationnaire : par exemple si la moyenne croit sur I’ensemble de 1’échantillon on
parle de tendance. Enfin lorsqu’on observe des phénoménes qui se reproduisent a des périodes
régulieres, on parle de phénomeéne saisonnier.

Tout comme en probabilités/statistiques, quand on parle de processus stochastique/série
chronologique, il faut bien comprendre la différence entre le processus théorique qui génere des
données, sa réalisation telle qu’on 1’observe sur les échantillons historiques a notre disposition
qu’on appelle séries chronologiques, les futures réalisations et le modele qu’on construit afin de
tacher de le représenter.

Pour approcher ce probleme, on est bien souvent amené a faire quelques hypothéses nous
permettant de recourir sans géne a des outils mathématiques particuliers. En pratique, on considére
que c’est impossible de connaitre la distribution d’une série chronologique {X.},t =0, on
s’intéresse par conséquent a la modélisation de la distribution conditionnelle (a priori constante
dans le temps) de {X.} via sa densité : f( X, |X,_1) conditionnée sur I’historique du processus :
Xi—1 = Xi—1, X¢—2, ..., Xp). Il s’agit donc d’exprimer X, en fonction de son passé. Le résultat de
cette approche conditionnelle fournit une décomposition en termes de prévision-erreur, selon
laquelle : X, = E[X; | X(_1] + & . OUE[X, | X,_1] est la composante de X; qui peut donner lieu a
une prévision, quand 1’historique du processus, X,_; est connu et ou g, représente les informations
imprévisibles. Dans ce cas, le processus stochastique est non paramétrique se définissant a partir de
la distribution jointe des observations ou de ses premiers moments. On peut de la méme fagon
définir un processus stochastique paramétrique se définissant au contraire a partir d’'un mécanisme
générateur qui est index¢é par des parameétres c’est le cas des processus ARMA.

L’objectif de cette premiere partie est I’introduction des concepts théoriques de base qui sont
indispensables a la compréhension des fondements théoriques de cette démarche. A cet effet, et
dans le but de pouvoir bien appréhender les séries temporelles en hydrologie et les processus
stochastiques linéaires pouvant leur étre associés, cette premiére partie débutera par un premier
chapitre qui introduira les notions et concepts mathématiques indispensables a la compréhension de
la partie deux et trois de ce travail. Le deuxiéme chapitre introduira le concept de processus
stochastique/ série chronologique en mettant I’accent sur le lien et la différence entre les deux
notions et en insistant sur la relation d’antériorité qui relie I’ensemble de toutes les observations.
Enfin, le troisiéme chapitre présentera comment une série chronologique peut étre générée par un
processus stochastique linéaire, ’accent sera particulierement mis sur les fondements et les
caractérisations théoriques des différents modéles ARMA qui seront préconisés, dans la deuxieme
partie  de ce travail, pour la  modélisation des  séries  chronologiques.
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Chapitre 1.1

NOTIONS DE BASE POUR ABORDER
LES MODELES ARIMA ET LE FILTRE DE
KALMAN

1.1.1 INTRODUCTION

D’une maniére évidente, le recours a la méthode de Box- Jenkins ou a celle du Filtre de Kalman en
vue d’une application a la prédiction hydrologique, comme dans n’importe quel domaine des
sciences de I’ingénieur, requiert la connaissance de quelques notions de bases sur lesquelles
reposent les fondements théoriques de ces derniéres. Dans ce sens un rappel au sujet de quelques
notions élémentaires de probabilités et des variables aléatoires s’avere indispensable et le passage
par les processus stochastiques et les systéemes linéaires introduisant des variables d’état est
incontournable.

Ce chapitre qui regroupe ces notions et ces concepts de base peut donc étre considéré
comme une introduction d’une part & la méthode de Box-Jenkins dont ’objectif est la modélisation
paramétrique linéaire des séries chronologiques dans un contexte stochastique, et d’autre part a la
méthode du filtre de Kalman discret dont 1’objectif est I’estimation optimale de I’état d’un systéme
linéaire, tout en restant dans un contexte stochastique.

A cet égard, nous allons d’abord rappeler les notions de probabilités et variables aléatoires.
Ceci sera fait d’une manicre assez simple pour en saisir les concepts sans pour autant nous alourdir
avec des formulations mathématiques qui sont parfois indigestes. Ensuite, nous allons rappeler
comment on caractérise mathématiquement (ou stochastiquement) les signaux aléatoires (ou

stochastiques). D’autres concepts tels que les bruits blancs gaussiens, les modéles espace-état, les
modeles boite noire, et le filtrage qui seront rencontrés plus tard sont également inclus.

.12 PROBABILITES ET VARIABLES ALEATOIRES

Les définitions sont extraites des références (Papoulis, 1991 ; Beran, 1994 et 1994a).

1.1.2.1 Probabilités

La plupart d’entre nous ont une notion sur ce qu’on appelle un évenement aléatoire, ou sur la
probabilité¢ de réalisation d’un événement dans un espace de probabilités. D’une manicre treés
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simple, la probabilité qu'un événement discret, tel le jet d’'une picce de monnaie par exemple,
favorisant un évenement particulier A est définit par :

P(A) — Nombre de cas favorables aA (I. 11)

Nombre de cas possibles
La probabilité de réalisation de A ou B est :
P(AUB) = P(A) + P(B) (1.1.2)

Dans le cas ou les évenements A et B sont indépendants, la réalisation de I’un n’influe pas
sur la réalisation de 1’autre et la probabilité de A et B

P(ANB) = P(A).P(B) (1.1.3)

La probabilité de réalisation de A , sachant que B est déja réalisé est appelée probabilité
conditionnelle :

P(ANB
P(4/p) = —;(B) ) (1.1.4)

Cette définition triviale de la notion de probabilité fait appel a d’autres notions telles que
I’espace de probabilité et les variables aléatoires, que nous allons reprendre d’une maniere assez
exhaustive.

1.1.2.2 L’espace de probabilité

Un espace de probabilités est un triplet (2, A, P) ou
— Qest I’ensemble des résultats possibles d’une expérience.
— A estune classe de sous-ensembles de Q (appelés événements) formant o- algébre, i.e.
i. Qel
i. Aeh=>A4€l
iii. U2, A4; €A, pour toute suite {44,4,,...} €A
— P: A+—>[01] est une fonction qui assigne a chaque événement A € A, un nombre P(A)
€ [0 1] appelé la probabilité de A ,telle que
i. P@)=1
ii.  Si {4} est une suite d’évenements disjoints, alors
P(UiZ1 4; )=2iZ1 P(4)

1.1.2.3 Variable aléatoire réelle (v.a.)

e Définition (heuristique)
Une variable aléatoire réelle X est une variable a valeurs réelles dont le comportement peut étre
décrit par une loi de probabilité. En général cette loi de probabilité est décrite par une fonction
de distribution de probabilité.

F(x) = P[X < x] (1.1.5)
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e Définition (formelle)
Une variable aléatoire X réelle est une fonction X:
X: Q—R ,telle que
X 1([~o,x])={w € Q:X(w) <x} €A Vx € R (fonction mesurable). La loi de distribution
de X est définie par :
F(x) = P[X"Y([—o0,x D] (1.1.6)

Une variable aléatoire peut étre continue ou discréte comme elle peut étre scalaire ou
vectorielle.

|.1.3 CARACTERISATION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE
SCALAIRE

1.1.3.1 Fonction de répartition et fonction de densité de probabilite

Soit X une v.a scalaire et continue, la probabilité des évenements se calcule sur des intervalles. Une
fonction trés connue pour repréesenter la probabilité des v.a est définie par la fonction de distribution
cumulative ou fonction de répartitionF (x)( Chatefield, 2001) . F(x) associe a tout réel, la
probabilité de I’événement (X < x) et on note

F(x) = P(X < x) (1.1.7)

Les propriétés de cette fonction sont les suivantes :

— limy e F(x) =1 et lim,,_,F(x) =0,

- Vx1, % ,P(xy SX<x)=F(x)—F(x;),

— F(x ) est monotone, non décroissante, discréte ou continue selon que la v.a X prenne des
valeurs discétes ou continues.

Si F(x ) est dérivable, alors sa dérivée est appelée fonction de densité de probabilité notée f(x ) tel
que :

dF(x)
dx

flx)= (1.1.8)
Soit
fx)dx= P(x <X<x +dx)

Elle posséde les propriétés suivantes :
— f(x ) est une fonction non négative

- [fx)dx =1

Il faut noter selon la 2eme propriété de F(x ) que la probabilité sur n’importe quel intervalle [a, b]
est définie par
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b
P(a SX<b)=ff(x)dx

Ce qui fait qu’au lieu de faire la somme des probabilités, tel qu’en équation (1.1.1) pour des
événements discrets, on procéde a I’intégration de f(x ) sur I’intervalle qui nous intéresse.

Cela étant, il faut savoir que pour caractériser et manipuler mathématiquement une v.a donnee,
on utilise également les moments de cette v.a. Ce qui nous intéressera dans le cadre de ce travail
c’est les deux premiers moments a savoir le moment d’ordre un qui est connu par la moyenne et le
moment centré d’ordre deux qui exprime la variance.

1.1.3.2 Moyenne et Variance
La notion de moyenne est familiere a nous tous. Par exemple pour une v.a X qui prend ses valeurs

dans un ensemble discret de N essai, x; ,i = 1: N, la moyenne de I’échantillon de N valeurs est
notée

= X tx3 +-+Xx
g=2 2 N

N
Sachant que la probabilité de x; ,P(x; ) =1/N =P;.

(1.1.9)

)?=P1X1 +P2X2 ++PNxN

N
i=1

2

Si on refait I’expérience un nombre infini de fois(N — o), on espére d’avoir (P; N) fois
I’événement x; . Cette notion d’essai un nombre infini de fois conduit a la définition
conventionnelle de la valeur espérée ou « Espérance mathématiques.

Ainsi, dans le cas discret 1’espérance mathématique d’une v.a X, notée E(X) coincide avec
sa moyenne X.

N
E(X) = Z P, x; (L1.11)
i=1

Avec
— x; (i =1:N) N réalisations possibles de,
— P,: leurs probabilités correspondantes. C’est la probabilit¢t que X =x;, notée

L

P(X=x;) =P,

D’une maniere similaire, pour les v.a continues

+o00
E(X)=f xf(x)dx (L.1.12)

On note que (15) et (16 ) peuvent étre appliquées a des fonctions de v.a, tel que
N
EGUO)) = ) Pigx) (1.113)
i=1
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o0
BOON = | 900 £Gx) dx (1.1.14)

Comme il a déja été mentionné, I’espérance d’une v.a est connue par le « moment d’ordre un ». En
général le moment d’ordre k d’un v.a est obtenu en choisissant la fonction g(x) = x* dans les
équations (1.1.13) et (1.1.14) selon le cas discret ou continu tel que

N

E(X¥y= > P, (x*) (1.1.15)
2
+o0

E(Xk)zf xk f(x ) dx (1.1.16)

Le « moment d’ordre deux » est obtenu en prenant k = 2, dans (1.1.15) et (1.1.16) on
obtient

N

EX*)= ) P (x*) (1.1.17)
2
+00

E(X2)=f x% f(x)dx (1.1.18)

Un moment d’un intérét particulier pour nous est le « moment centré d’ordre deux » ou
variance d’une v.a. Il est obtenu en prenant g(x) = x — E(x) et en appliquant (1.1.17) ou (1.1.18)
selon le cas discret ou continu tel que

Variance de X = E [(X — E(X))Z]
Var(X) = E(X?) — E(X)? (1.1.19)

La variance est une propriété statistique tres utile pour I’étude des événements aléatoires car
elle exprime la dispersion autour de leurs moyennes ou en d’autres termes a quel point ils sont
« bruités ». La racine carrée de la variance est appelée « déviation standard » son avantage c’est
qu’elle donne cette dispersion dans la méme unité de mesure de la v.a en question (Hosking, 1996).

1.1.3.3 Distribution Normale ou de Gauss

C’est une distribution de probabilité spéciale (Hirsch et al., 1993 ; Hendry, 1993 ). Elle a été
historiquement populaire dans la modélisation des événements aléatoires pour une variété de
raisons : d’une part, la plupart des v.a naturelles sont Normalement distribuées ou presque, d’autre
part sous certaines conditions modérées, il peut étre prouvé que la somme de v.a avec n’importe
quelle distribution de probabilité, tend vers une distribution Normale. Le théoreme central limite
établit formellement cette propriété.

L’intérét (mathématique) des v.a Gaussiennes c’est qu’elles sont entierement caractérisées par
leurs moments d’ordre un et deux.
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Etant donnée une v.a continue X qui est Normalement distribuée, avec une moyenne u et une
variance o2, notée X — N(u, 02). La fonction de densité de probabilité de X est donnée par :

< 1(x —p)?
exp| —s———

f&) =

> o2 ) X € |—o0, 400 (1.1.20)

2mo?

— Le premier moment : E(x) = u
—  Le deuxiéme moment centré: E[(x — p)?] = o2

Il est important a ce niveau de noter que n’importe quelle fonction linéaire d’une v.a
Normale est également une v.a Normale. Si X — N(u,0?) et Y=aX+b alors Y-
N(au, a®>c?) . La fonction de densité de probabilité de Y est la suivante :

fQy) =

_ 2
1o = (ap+b) ) (1.1.21)

1
V2ma?o? exp <_ 2 a’o?

Enfin si X; et X, sont deux v.a indépendantes et Normales avec des moyennes u, et u, et
des variances o2, et g%, respectivement, alors leur somme est complétement caractérisée.

Z=(X; +X;) » N +py, of +05)

Graphiquement la fonction de densité de probabilité est une cloche.

.14 CARACTERISATION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE
VECTORIELLE

1.1.4.1 Fonction de répartition et fonction de densité de probabilité

Soit une v.a vectorielle a g dimensions prenant ses valeurs dans R?
— Sa fonction de répartition est

F(x1, %2, .., %) = P(Xy < x1,Xp < xp, .., Xy < %) (1.1.22)

— Sa fonction de densité de probabilité est

aqF(xl, X2, een) xq)
dx1 ...0x,

fx1, 2z, %) = (1.1.23)

1.1.4.2 Moyenne et Covariance

Pour les moments, ce qui nous intéresse c’est uniquement le vecteur des moments d’ordre un
(vecteur moyen) et la matrice des moments centrés d’ordre deux (matrice de covariance)
— Moyenne :
E(X) = E(E(x1), E(x2), ., E(x))" (1.1.24)
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— Covariance :
Cov, = E[(x — E(x))(x — E(x))"] (1.1.25)
L’¢lément Cov ,(i,j) de la ligne i et la colonne j de la matrice de covariance Cov , , Vérifie
Cov (i, ) = [42(x; — E(x;) (xj - E(xj)) dF (x;,x;) (1.1.26)

La matrice de covariance est définie, positive et symétrique.

1.1.4.3 Vecteur aléatoire de Gauss

Pour un vecteur aléatoire Gaussien X de dimension, de moyenne m et de covariance C,

flx) = exp(—% (x—m)TCc !t (x—m)) (1.1.27)

1
(2m)4/%2 \/det C

Avec :
— €~ !: matrice inverse de C,
— T :indice transposé,
— det : determinant.

On rappelle qu'un tel vecteur peut étre généré a partir d’un vecteur Gaussien Normalisé
(c'est-a-dire de moyenne nulle et de covariance unité) de la fagon suivante :

X=m+VN
V est choisie telle que : VVT =

Dans ce qui suit on parle de variable (resp. signal) aléatoire qu’il s’agisse de variable (resp. signal)
scalaire (g = 1) ou vectorielle a g composantes.

1.1.5 INDEPENDANCE ET PROBABILITE CONDITIONNELLE

A Dinstar des v.a discrétes et les équations (1.1.1) et (I.1.2), I’indépendance et la probabilité
conditionnelle peuvent étre définies pour les v.a continues.

Deux v.a continues sont dites statistiguement indépendantes si leur probabilité conjointe est
égale au produit de leurs probabilités individuelles :

fC,y) = fx).f(y) (1.1.28)

En plus la régle de Bayes découle de (1.1.8) offrant une maniére de spécifier la fonction de
densité de probabilité de la v.a x conditionnée par la réalisation a priori de la v.a y. La régle de
Bayes est la suivante :

f ("/y)-f (x)
X/ )= 21X
f( /y) o) (1.1.29)

Dans les paragraphes précedents, notre attention était focalisee sur les caractéristiques spatiales
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des v. a, comme il a déja été¢ mentionné, la magnitude de la variance d’une v.a nous donne une idée
sur sa dispersion autour de sa moyenne ou en d’autres termes : a quel point cette v.a est bruitée.
Cependant la variance ne nous apprend rien sur le taux ou la propagation de ce bruit au fil du temps.
Un rappel succinct des caractéristiques temporelles et par conséquent spectrales s’impose. Les
définitions sont tirées de (Yevjevich, 1972).

1.1.6 PROCESSUS STOCHASTIQUE ET BRUIT BLANC

Les processus stochastiques seront étudiés avec les détails nécessaires dans la deuxiéme partie de
cette theése, pour I’instant on se contente de leur définition qui est indispensable pour la
compréhension des prochains paragraphes.

1.1.6.1 Processus stochastique

On appelle processus stochastique une suite {X,}de variables aléatoires indicées par le temps (t). Il
faut bien noter que

— les X, ne sont pas forcément indépendants les uns des autres,

— laloide X; dépenddet

La notion de processus généralise celle de variable aléatoire : la réalisation d’un processus est
une série chronologique (trajectoire).

1.1.6.2 Bruit Blanc

Un processus X; est un bruit blanc s’il constitue un échantillon d’espérance nulle, non corrélé et de
méme variance.

On écrit :
X, ~ BB(0,0?) ou

X, ~» WN(0,0?) (de I’anglais white noise)

Un tel processus est I’exemple d’un processus stationnaire, il n’a ni tendance ni mémoire : la
connaissance de la valeur du processus a une date donnée n’apporte aucune information pour la
prédiction de sa valeur a une date ultérieure.

La fonction d’auto-corrélation d’un bruit blanc est donc nulle partout sauf quand (k = 0).
En d’autres termes :

p(k) = {Constante A sik=0 (1.1.30)

0 Ailleurs

Cette propriété temporelle qui fait d’un bruit blanc complétement non corrélé avec lui-méme
sauf dans le temps présent (k = 0) conduit a sa qualification d’indépendance. C’est une propriété
qui est trés importante dans la mesure ou elle fournit une premicre indication sur 1’indépendance
d’un processus.
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1.1.7 ESTIMATION STOCHASTIQUE LINEAIRE

En pratique, il existe plusieurs approches pour estimer 1’état inconnu d’un systéme linéaire a partir
d’un groupe de mesures. Plusieurs de ces méthodes ne prennent pas en compte la nature « bruitée »
des mesures, due a des origines diverses.

Sous I’hypothése de linéarité et d’un bruit Gaussien w , I’état x et la sortie y sont
également des signaux (vectoriels) Gaussiens, qui sont donc completement caractérisés par leurs
premiers et deuxiémes moments. Avant de procéder au calcul de ces caractéristiques stochastiques
proprement dit, ce qui fera I’objet du (FK) étudié dans la Partie Il de cette these, un rappel
concernant les modeles espace état et boite noire s’impose. L’introduction aux systémes linéaires
faisant intervenir des variables d’état sera faite dans le chapitre 111.2 concernant la méthode du filtre
de Kalman.

1.1.7.1 Modéles Espace-Etat

L’étude de systémes physiques, émettant au cours du temps des signaux déterminés par des états
internes non observés, a conduit a développer en traitement du signal (une branche des sciences de
I’ingénieur) les modeéles dits espace-état.
Les modeles espace-état integrent la distinction entre les variables observées (le signal) et
les variables cachées (1’état interne). Ils sont constitués :
— d’une ou plusieurs équation(s) d’état décrivant la maniére dont les variables cachées sont
générées a partir de leur retard et d’innovations.
— d’une ou plusieurs équation(s) de mesure décrivant la manicre dont les variables observées
sont génerées par les variables cachées et les résidus.

Dans leur version élémentaire, les modeéles espace-état reposent sur un certain nombre
d’hypothéses principales : les équations de mesure et d’état sont linéaires ; les bruits d’observation
et d’innovation sont des bruits blancs ; les variables cachées suivent a un instant initial donné une
loi gaussienne. A ces derniéres, se sont ajoutées des hypothéses secondaires permettant de
simplifier les procédures d’estimation telles que: 1’indépendance entre les bruits d’observation et
d’innovation (condition d’inversibilité ) et I’indépendance entre la variable cachée initiale et ces
bruits (condition de causalité) (Brown & Hwang, 1997).

Ces modeles sont une convenance notationnelle congue essentiellement pour des problemes
d’estimation et de controle en traitement de signal. Les applications pratiques dans d’autres
domaines, tel que 1’hydrologie, ont en fait un outil incontournable pour 1’obtention de bons
résultats d’estimation.

Les modeles espace-état peuvent s’écrire sous une forme dite développée qui implique, sous
certaines hypotheses, que la variable de mesure s’écrit sous la forme d’une moyenne mobile.

Considérons un systeme dynamique décrit par une équation de différence (ou différentielle
dans le cas continu) d’ordre n ayant la forme suivante :

Yi+1 = Qo Yit -+ Ap1iVin+1 T U avec =0 (1.1.31)

Ou {u;} est un processus de bruit aléatoire, de moyenne nulle et de fonction d’auto-corrélation telle
que :
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E(uj,w) = ¢y (t) = p(z) (1.1.32)

Avec des valeurs initiales {yq, y_1, ..., Y_n41 } Qui sont de v. a centrées (moyenne nulle) ayant une
matrice de covariance de dimension n X n telle que :

Po=E(y_;,y-x) jk € {0,n—1} (1.1.33)

Supposons en plus que les bruits wu; sont indépendants du processus a estimer, cette équation peut
étre réécrite dans la forme Espace —Etat comme suit :

[ Vit1 7 @1 G2 Anaqr Vi 1 1
Vi 10 0 o0 Yi-1 0
YVi—1 01 0 0 YVi-2 0
. =1. ... . . . +1. |y (I.1.34)

Yin+2d L0 0 1 0 1yiped Lo
qui conduit a un modele Espace-état

{xH_l = Axi + Gui
Vi = [1 00.. O]Xi

ou a sa forme générale

{xH_l = Axi + Gui (I 135)
Vi = Hx, (1.1.36)

L’équation (I.1.35) représente 1’état du systeme. Elle montre comment le nouvel état x;,q
est modélisé comme combinaison linéaire de 1’état précédent x; et du bruit u; . L’équation (1.1.36)
est I’équation de mesure. Elle montre comment les mesures ou les observations y; dérivent de 1’état
interne du systéme. Ces deux équations sont souvent référées comme modéle du systéme et modele
de mesure, elles servent de base pour toutes les méthodes d’estimation linéaire, et en particulier le
filtre de Kalman qui fait I’objet de toute cette démarche (Goodwin & Sign,1985).

1.1.7.2 Modéeles Boite Noire

Le probléme essentiel, dans ce cas, est d’estimer les états internes d’un systeme linéaire, en ayant
acces uniquement aux sorties du systeme qui sont représentées par les mesures (les entrées sont
également accessibles mais cet aspect sera omis pour nous car on travaillera sur des séries
chronologiques). C’est ce qu’on appelle un probléme « Boite noire » on accede a ses sorties par
voie de mesure mais on ne peut pas observer ce qu’il ya a I’intérieur (Chiu, 1978).

Les différentes approches a ce probléme sont typiquement basées sur les modeles espace
état. Un modeéle de systéme type est celui qui modélise la transformation de 1’état de ce systéme par
une équation de différence linéaire et stochastique similaire a (1.1.35) telle que :

X = Axk_l + Buk + Wi (I 137)
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en plus, il ya une forme similaire au modele de mesure (1.1.36) qui modélise la relation entre 1’état
du systéme et la mesure. Elle peut étre représentée par une expression linéaire de 1’équation (1.1.36)
tel que :

Zp = ka + (%% (I 138)
Les termes wy, et v, sont des v.a représentant respectivement les bruits de 1’état et de la mesure.
Note
Il est tout a fait rationnel d’insister a ce stade sur le fait que les mesures ne sont pas exprimées

uniquement en fonction de I’état mais peuvent étre exprimées par n’importe quelle combinaison
lineaire de ces états.

1.1.7.3 Caractérisation Stochastique

Sous I’hypothése d’un systéme linéaire et d’un bruit « Gaussien, 1’état x et la sortie y sont
également des processus (vectoriels) Gaussiens qui sont donc entierement caractérisés par leurs
moments d’ordre un et deux. Le calcul de ces caractéristiques stochastiques sont données par le
théoreme suivant pour les deux cas continu et discret :

e Dans le cas continu

Théoréme :
Soit le systeme linéaire continu :

x(t) = Ax(t) + Mw(t)
w(t) est un bruit blanc Gaussien stationnaire centré de densité spectrale de puissance W. On

note m(ty) et P(ty) la moyenne et la covariance de [’état initial x(ty) (lui aussi aléatoire).
Alors x(t) est un signal aléatoire gaussien de moyenne m(t) et de covariance P(t) tel que :

— m(t) = E[x(t)] = expA(t — ty) m(ty)
- P(t)=E [(x(t) — m(t))(x(t) — m(t))T] verifiant [’équation différentielle

P(t)=AP@t)+ P(AT + MWMT

Si le systéeme est stable( toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle négative) on tend
Vvers un régime permanent (stationnaire) :

P =0 et P(t) = P vérifie alors I’équation de LYAPUNOV continue
AP+PA" + MWM" =0

Si I'on considere ’équation de sortie . y(t) = Hx(t) alors la matrice de covariance P, (t) de
y(t) vérifie :
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P,(t) = HP(H)H"
(Si I’on considere un bruit blanc de mesure alors cette covariance est infinie).

e Dans le cas discret

Théoreme :
Soit un systeme linéaire discret :

x(k+1) = Ax(k) + Mw(k)

w(k) est un bruit pseudo-blanc gaussien centré de densité spectrale W (E[(w(k)w(k + )T] =
Wé&())) . Soit m(0)et P(0) la moyenne et la covariance de [’état initial x(k0) = x(0)(lui aussi
aléatoire gaussien et indépendant de w(k). On montre que x(k) est un signal aléatoire
gaussien de moyenne m(k)et de covariance P(k),tel que :

= m(k) = E[x(k)]

- P(k)=E [(x(k) — m(k))(x(k) — m(k))T] veérifiant [’équation récurrente de
LYAPUNOV

P(k+1) = AP(k)AT + MW MT
Si le systeme est stable (toutes les valeurs propres de A sont de module inférieur al) on tend
vers un régime permanent: P(k + 1) = P(k) = P vérifie alors [’équation de LYAPUNOV
discrete :
P = APAT + MW MT

1.1.8 LE FILTRAGE LINEAIRE

D’une maniére générale, le probléme du filtrage consiste a déterminer des estimateurs de variables
du systeme lorsque 1’environnement présente des perturbations aléatoires. Le but est de déterminer
un systeme (filtre) optimal au sens des moindres carrés (Brown & Hwang, 1997).

Si I’on dispose d’une série d’observations Z; qui sont les mesures d’une variable X;,
entachées d’erreurs de mesure e, d’origines diverses:

Zt = Xt + et (I. 1.39)

Si la variable X, est décrite par un modéle d’évolution, le probléme du filtrage est celui
d’obtenir des estimations optimales au sens de la minimisation de la variance d’erreur entre la

variable réelle et son estimation notées X, a partir des observations Z;, Z,, ..., Z;. En d’autres
termes, essayer de supprimer en quelque sorte la présence du bruit e, d’ou le nom : filtrage.

Si on considére un systéme dont on dispose de mesures jusqu’au temps t, On peut chercher a
estimer la valeur de 1’état X & un instant donné t sachant les valeurs des mesures précédentes, noté
(X, /Z1, Z5,...,Z, ). Suivant la valeur de 1 trois sortes de problémes de ’estimation de 1’état du
systeme X, au temps t sont intéressantes:
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sit<t il s’agit d’un probleme de lissage ;
sit=t il s’agit d’un probleme de filtrage ;
— sit>t il s’agit d’un probléme de prédiction.

Le probléme du filtrage optimal, au sens de Kalman, est le méme, il s’agit de trouver, pour
le systtme dynamique en question, la meilleure estimation X, /Z;, Z,, ...,Z, de I’état au sens du
critére de la variance conditionnelle minimum.

Le filtre de Kalman permet d’appréhender directement le cas d’un systéme non stationnaire
multivariable.

1.1.9 CONCLUSION

Ce premier chapitre a été une introduction aux modeles ARIMA et au filtrage de Kalman. Il nous a
permis d’introduire les concepts de base et de présenter les outils mathématiques pour analyser les
processus stochastiques (continus et discrets) et leur transmission dans les systéemes dynamiques
linéaires. Il nous a permis d’introduire la notion de bruit blanc qui présente 1’une des hypothéses de
base pour la méthode de Box-Jenkins et celle de bruit blanc gaussien, qui a I’avantage d’étre
entierement caractérisé par sa fonction d’auto-corrélation et qui présente 1’une des hypothéses de
base du Filtre de Kalman. Il nous a permis également, d’introduire les notions des modéles espace-
état, qui forment la base de la formulation du filtre de Kalman ainsi que 1’introduction de la notion
du filtrage de Kalman.
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Chapitre 1.2

LES SERIES CHRONOLOGIQUES ET LES
PROCESSUS STOCHASTIQUES
EN HYDROLOGIE

1.2.1 INTRODUCTION

Les phénoménes hydrologiques sont des processus qui évoluent dans le temps et dans I’espace tels
qu’ils soient en partie prédictibles (déterministiques) et en partie aléatoires (Chow, 1964). Quelques
fois, la variabilité aléatoire 1’emporte sur la variabilité déterministique, ce qui justifie I’hydrologie
dans le traitement de tels processus comme étant purement aléatoires (Hirsch et al., 1993).

Généralement, une variable X, pouvant étre quantifiée, est dite aléatoire quand sa valeur
dans le temps ou dans I’espace est incertaine (Bras & Rodriguez-Iturbe, 1993). L’ensemble de
toutes les variables aléatoires {X,}, t = 1,..T ouT est I’espace du temps, décrit le comportement
du processus stochastique étudié au temps t, et la valeur qu’elle prend et qu’on peut mesurer est
appelée « observation ». Une série temporelle mesure donc la variabilité d’un processus continu,
mesuré a des intervalles de temps discrets. Elle peut étre considérée comme un échantillon d’une
population générée par un mécanisme stochastique qui évolue selon certaines lois probabilistes tout
a fait inconnues (Bras & Rodriguez-Iturbe, 1985 ; Brockwell & Davis, 1990).

Faire référence a un processus stochastique lorsque I'on discute d'une variable hydrologique
signifie d'une part qu'il existe un mécanisme générateur de la variable en question (processus), et
que d'autre part cette variable est aléatoire (stochastique) (Papoulis, 1991). En pratique, on dispose
d'un ensemble de réalisations observées sur un espace de temps discrétisé noté {X,} t=1,...T etil
importe de comprendre que I'on ne connait alors gu'une réalisation particuliere du processus sur la
période de temps considérée (une trajectoire).

Ainsi pour pouvoir caractériser un (PS) par I’étude d’une série chronologique on est souvent
amenés a faire des hypothéses simplificatrices telles que la stationnarité, ou 1’ergodicité (Davidson ,
1994). Mais il se trouve, en observant les graphiques des séries temporelles, que celles ci ne sont
pas toujours stationnaires, c-a-d qu’elles sont dépendantes du temps. Dans ce cas, on est pousses a
les rendre stationnaires par des artifices mathématiques connus, afin de respecter les hypothéses de
travail.
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1.2.2 LES SERIES CHRONOLOGIQUES

En hydrology, les données constituent souvent des séries d’observations sur une ou plusieurs
variables faites a différents pas de temps réguliers, et présentent généralement des liaisons internes
entre elles (Fortin et al., 1997 ; Robinson, 1994a). L’objectif principal de 1’étude des séries
chronologiques est justement 1’étude de telles liaisons pour des fins d’applications différentes

( Koutsoyiannis & Georgakakos, 2006 ; Koutsoyiannis & Montanari, 2007 ; See et al., 2007;
Stedinger et al., 1993 ; Vaté, 1993).

1.2.2.1 Définition

Une série chronologique, appelée également « série temporelle » est une suite d’observations
répétées d’une variable X, (ou de plusieurs variables, c.a.d., un vecteur ( X2 , X2, ...)), {X,,t € T}
ou T est un intervalle de temps (Bloomfield, 1976).

1.2.2.2 Types importants de séries chronologiques

Il existe deux types de séries chronologiques selon que ’intervalle de temps T est discret ou
continu.

e Série discréte : Dans le cas ou ’intervalle de temps T est discret, c.ad.,t =1,2,...,T

ou T est le nombre (T < N : nombres entiers) d’observations équidistantes, répétées avec
une certaine frégquence, par exemple, une fois par an, par mois, par jour, etc., la série
chronologique est dite discreéte.

e Série continue : Dans le cas ou l’intervalle de temps T est continu, (T € R, R*:
nombres réels, réels positifs), comme c’est le cas du domaine de la physique par
exemple, ou la variable peut étre observée de fagon continue, la série chronologique est
dite continue.

1.2.2.3 Exemples de séries chronologiques

e Apports annuels en (Hm?) observés a la station hydrométrique BENI BAHDEL sur une
période de 68 ans (1925-1993).
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Fig. 1.2.1  Apports annuels observés a la station hydrométrique
BENI BAHDEL entre 1925 et 1993.

e Apports mensuels observés a la station hydrométriqgue AIN BERDA entre Septembre

1963 et Aout 1993.
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Fig. 1.2.2 Apports mensuels observés a la station hydrométrique
AIN BERDA entre 1963 et1993.

1.2.2.4 Comportements des séries chronologiques

Les séries chronologiques sont souvent caractérisées par des comportements qui traduisent
I’existence de relations particuliéres au sein d’elles qui sont décelables par simple inspection
visuelle (Salas, 1993). Puisque 1’objectif est de décrire et d’analyser ce genre de chroniques, il
devient impératif donc de proposer des modéles qui intégrent ces différentes caractéristiques (Cohn
& Lins, 2005 ; Cox, 1981 ; Muluye & Coulibaly, 2007).

Ces caractéristiques forment les composantes d’une série chronologique qu’il faudra analyser en
les dissociant les unes des autres, c.a.d. en considérant une série comme issue de la combinaison des
différentes composantes, tel que chacune d’elles ait une évolution simple.
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e La tendance (T; 1 < n) : Elle représente 1’évolution a long terme de la grandeur étudiée,
et traduit 1’aspect général de la série. C’est une fonction monotone, souvent polynomiale.

e Lesvariations saisonniéres (S; ,1 < n): Sont liees au rythme impose par les saisons
météorologiques, ou encore par des activités sociales ou économiques.

e Lescycles (¢; ,1 <n): Regroupent des variations a periode moins préecise autour de la
tendance, par exemple les phases météorologiques de sécheresse et d’humidité. Ces phases durent
généralement plusieurs années, mais n’ont pas de durée fixe. Sans informations spécifiques, il est
généralement tres difficile de dissocier la tendance du cycle, c’est pour cette raison que la
composante de tendance regroupe pour la plupart du temps aussi les cycles.

e Les fluctuations irrégulieres (ou bruit) (e; ,1 <n): Sont des variations de faible
intensité et de courte durée, et de nature aléatoire, ce qui signifie qu’elles ne sont pas complétement
explicables et donc impossible a prévoir. A cause de leur faible intensité, par rapport aux autres
composantes, elles ne sont pas clairement apercevables dans les graphiques. Elles sont apercevables
apres enlévement du signal et la question qui s’impose alors est de savoir si elles contiennent encore
du signal ou elles sont vraiment un bruit.

e Les variations accidentelles ou aberrantes: Sont des valeurs isolées anormalement
élevées ou faibles de courte durée. Ces observations brusques de la série sont généralement
explicables (inondations dues a une crue, erreur de transcription,...). La plupart de temps, ces
accidents sont intégrés dans la série de bruits (fluctuations irréguliéres).

e Les points de changement : Ce sont des points ou la série change complétement d’allure.
IIs sont normalement explicables et imposent une analyse séparée de la série, par trongons.

En résumé, nous considérons une série chronologique comme le résultat de trois composantes
principales :

T; la tendance (intégrant éventuellement un cycle)
S; les variations saisonniéres
e; les variations aléatoires

1.2.2.5 Quelques types de décomposition

Apres avoir détecté graphiquement les composantes présentes, il faut proposer un modéle
parmi les suivants, sachant que toutes les autres combinaisons sont egalement possibles:

e le modéle additif
X, =T, +S;+¢ ,1<i<n (1.2.1)
e le modele multiplicatif

Xi=Tl-><Si><ei ,ISLSTL (122)
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e le modele mixte : Il s'agit la des modeles ou addition et multiplication sont utilisées. On
peut supposer, par exemple, que la composante saisonniére agit de facon multiplicative,
alors que les fluctuations irréguliéres sont additives :

Enfin, la modélisation stochastique des séries temporelles commence en observant leur
graphique et en cherchant une décomposition additive ou multiplicative.

1.2.2.6 Objectifs de I’étude des séries chronologiques

Les séries chronologiques sont le plus simple exemple d’une thématique plus large : 1’estimation et
la prédiction des processus stochastiques, c.a.d. des familles des variables aléatoires X, (Yevjevich,
1972). Leur particularité, par rapport aux autres types de données statistiques, tient a la présence
d’une relation d’antériorité qui ordonne 1I’ensemble des observations.

On se propose d’estimer la valeur de la variable X; en un point t quelcongue connaissant les
valeurs X, aux points t;, pour i =1,...N. Le but principal est le choix d’un mode¢le raisonnable,
qui permettra a partir des valeurs connues la prédiction des valeurs inobservables (comme les
valeurs futures des séries chronologiques, ou moins accessibles physiquement, couteuses, etc.) avec
une ¢limination du bruit d’observation éventuel (Makridakis, 1998).

e Description et modélisation : Le but est ici de déterminer les différentes composantes
d’une série chronologique X, , en particulier, obtenir la série corrigée des variations saisonniéres
(dessaisonalisation). Pour les séries stationnaires, on peut aussi chercher a modéliser la série a I’aide
d’un modéle ARMA, par exemple dans le but de faire de la prédiction ou de la simulation.

e Prédiction : Sur la base des observations X, ..., X7 le but est de faire une prédiction, a la
date T, de la réalisation T + h , notée X(T + h), de maniére & ce que la somme des carrés des
erreurs de prédiction soit minimale. Dans le cas des modeles ARMA, de nombreuses relations
existent a fin de faire de la prédiction avec un intervalle de confiance.

e Filtrage : C’est un lissage qui consiste a transformer une série chronologique de fagon a
détecter (pour éliminer ou au contraire conserver) certaines caractéristiques (composante
saisonniére, observations aberrantes,...etc.). Cette méthode permet aussi de détecter les ruptures au
sein d’une série chronologique.

1.2.2.7 Types de modeles ajustés aux séries chronologiques

Il existe deux catégories de modeles pour rendre compte d'une série temporelle. Les premiers
considerent que les données sont une fonction du temps (y = f(t)). Cette catégorie de modele peut
étre ajustée par la méthode des moindres carrés, ou d'autres méthodes itératives. L'analyse des
modeles par transformée de Fourier est une version sophistiquée de ce type de modele (Bloomfield,
1976 ; Brillinger & Krishnaiah, 1983).

Une seconde catégorie de modéles cherche a déterminer chaque valeur de la série en fonction
des valeurs qui la précédent (X, = f(X;_1, X;_2, ...)). C'est le cas des modeles ARIMA (Auto-
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Regressive Integrated Moving Average). Cette catégorie de modeles a été popularisée et formalisée
par Box & Jenkins (1970).

A noter que le choix de lI'un ou l'autre type de modeéle est surtout théorique: est-il raisonnable de
penser que dans un phénomene donné, les points sont fondamentalement fonction des points
précédents et de leurs erreurs, plut6t qu'un signal, périodique ou non, entaché de bruit. On peu noter
cependant que souvent, on a recours a l'analyse de variance pour traiter les séries temporelles. Or
une des assomptions majeures de 'ANOVA est que les résidus des différentes mesures ne sont pas
auto-corrélés. Ce n'est évidemment pas le cas si la performance a l'essai t est liée a la performance
réalisée a I'essai t-1.

e Modeles deterministes : C’est des modeles ou la théorie des probabilités n’intervient pas.
La série chronologique peut étre considérée comme
— une fonction déterministe du temps : X, = f(t),
— ou une fonction de récurrence : X, = f(t, X;—1, Xi—1, )
Pourvue que la fonction f(.) et si nécessaire, les valeurs passées de X,soient connues, il
faut noter qu’un mod¢le déterministe permet une prédiction parfaite.

e Modeles stochastiques : C’est des modeéles ou les éléments X, de la série chronologique
sont considérés comme des variables aléatoires. Lorsqu’on considére une série (X;,t €
T)de variables aléatoires, on parle de processus stochastique (ou fonction aléatoire). La
théorie des processus stochastiques est la base théorique de 1’étude des modéeles
stochastiques. Il faut noter que c’est cette classe de modéles qui va étre préconisée pour la
modélisation des séries chronologiques abordées dans le contexte du présent travail.

1.2.3 LES PROCESSUS STOCHASTIQUES (PS)

1.2.3.1 Définition : Soit T un ensemble non vide. Un processus stochastique (PS) sur T est une
collection de v.a X;:02 — R telle qu’a chaque élément t € T est associée une v.a X;. Le
processus s’écrit alors
{X;:t €T}
Si T =R le processus est continu
Si T = 7 le processus est discret.

On appellera ici processus stochastique (a temps discret) une suite {X,} de variables aléatoires
indicée par le temps. Il faut bien noter que

- les X, ne sont pas forcément indépendants les uns des autres,
- la loi de X, dépend det

En bref, la notion de processus généralise celle de variable aléatoire : la réalisation d’un
processus est une série chronologique appelée également une trajectoire (Brockwell & Davis,
1996).
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1.2.3.2 Auto-corrélations totales et auto-corrélations partielles d’un processus
stochastique

Il s'agit d'apprécier les dépendances existant entre les observations constituant une trajectoire du
processus. L'emploi du coefficient de corrélation parait alors naturellement indiqué, d'ou l'intérét de
la fonction d'auto-corrélation. Cependant, la corrélation entre X, et X, résulte en partie de celles
existant éventuellement entre X, et X, ¢, X; et X;1o, ..., X; et X,4,_1 , d'ou l'intérét de la fonction
d'auto-corrélation partielle.

e Définition 1 : On étudie la « mémoire » d’un (PS) en calculant son auto-corrélation au pas
k ,notée py :

Cov (X, X
pi. = Corr( X, Xpsy) = (X K (1.2.4)
VVar(X)Var(X, )

qui mesure le lien entre les valeurs du processus a deux dates distantes de k.
Pour un processus stationnaire, p(k) prend une forme plus simple :

_ COV(Xt’XHk) _ )/_k
PE= "Varx) v

(1.2.5)

On note déja que la symétrie de la fonction d'auto-covariance entraine celle de la fonction d'auto-
corrélation: p, = p_;

Ainsi pour une série chronologique de N éléments, la suite de toutes les auto-corrélations
contient toutes les informations sur la mémoire de cette série (Koutsoyiannis, 2002). On I’estime
au moyen de I’auto-covariance comme sulit:

N
1 _ _
o= ) Ke=DKek =D (1.2:6)
t=k+1
1 N
X==) X (1.2.7)
.

o = Vi _ D=1 Xe = X)X — X) (1.2.8)

Yo 1tV=1 (X¢ _X)z
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Il faut noter que I’on utilise N observations pour calculer la moyenne et la variance, alors que 1’on
en utilise que N — k pour calculer y,. Donc quand k — N, I’estimateur de y,, tend vers zéro si le
processus est stationnaire en covariance. Si le processus des X est un bruit blanc, alors toutes les
observations sont des réalisations indépendantes d’un méme processus stochastique et les auto-
corrélation estimées p, sont asymptotiqguement normales.

VN p,, = N(0,1) (1.2.9)

si bien que [-1.96VN , 1.96v/N] forme un intervalle de confiance asymptotique a 5% des pj, autour
de zéro. Le graphique des auto-corrélations (auto-corréelogramme) accompagné de son intervalle de
confiance permet donc de juger si celles-ci sont nulles ou non. Maintenant on sait que si un
processus est non-stationnaire, 1’estimateur p, tend vers 1 quand N — co.

Dans la pratique, c-a-d, pour N fini, les autocorrélations d’une série non-stationnaire vont
décroitre lentement. Ce sera donc une indication pour différencier la série de maniére a la rendre
stationnaire.

Les auto-corrélations partielles permettent également de caractériser un processus
stochastique. Par partielle il faut entendre conditionnelle a une partie du passé.

o Définition 2 : On définit I’auto-corrélation partielle de retard k comme la corrélation entre
(X, — X)) et (X,_, —X;_,) ou X; désigne la régression de X, sur les k — 1 valeurs

{Xt—l»Xt—2: s Xe—kt1 }:

¢ = Corr( Xy — X/, Xe—p — X{_y)

Cov( Xy — X¢, Xeye — Xiy)

_ [.2.10
2 JVar(X, — X)Var(Xe—, — X;_;) ( )
Avec
k—1 k-1
X = z a X et X/ = Elgjxt—jﬂ
j=1 j=1

Ou les a; et B; sont les coefficients des régressions.

Cette quantité rend compte de I’intensité de la liaison entre X, et X,_, en supprimant les
liaisons induites par des variables intermédiaires {Xt_l,Xt_z, ey Xe—ke41 } . On peut ainsi remarquer
que pour tout processus, ¢; = p; puisque qu’il n’y a aucune variable intermédiaire entre X, et X;_;.

Les auto-corrélations partielles sont généralement estimées par récurrence car il n’existe pas
de forme simple des estimateurs des ¢, . Ainsi, on sait que ¢, vaut :
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_ Corr(Xy, Xy ) — Corr(Xy, X,_1)Corr(X;_p, X; 1)
© A= Corre XD (A — Corr(X,—, Xe—D)?)

et peut donc étre estimé, en utilisant la stationnarité, par :
P2 — i
¢y = —— (1.2.11)
1-pf
Note
Pour un processus stochastique Gaussien de moyenne nulle (E(X) = 0), la fonction d’auto-

corrélation est d’un intérét particulier car elle le caractérise complétement (Harvey, 1981).

1.2.3.3 Processus stochastique stationnaire

Lorsque chacune des variables X, vérifie E(X;) < oo la loi du processus est partiellement
résumée par I’espérance des différentes variables et par leurs covariances. Ces moments dépendent
en général du temps, ce qui est génant quand on veut tirer de I’information sur la loi sous-jacente de
ce processus a partir de 1’observation de réalisations de ce dernier. Pour pouvoir obtenir une
accumulation d’information on est amenés a considérer des processus dits stationnaires (Nerlove,
1979 ; Yevjevich, 1972).

e Définition : Un processus est stationnaire au second ordre si:
- vVt € Z, E(X;) =m(t) =m indépendant de t.
— Vvt €Z, E(X?) < o
- VtkeZ CovXyXerr) = y(k)
Ce type de stationnarité est aussi une propriété d’invariance des deux premiers moments par
translation dans le temps. Mais on ne dit rien sur les moments d’ordre supérieur.

Il existe un autre type de stationnarité appelée stationnarité stricte (Johnston, 1984) et qui
consiste a supposer que la distribution jointe de X, et X,,, ne dépend pas de t, mais seulement de
k. Ici, c’est la distribution jointe qui est invariante par translation. Cette propriété est plus forte que
la précédente car un processus stationnaire au second ordre peut posséder des moments d’ordre
supérieur qui ne sont pas invariants par translation. La notion de stationnarité stricte et de
stationnarité au second ordre se confondent par contre pour les processus Gaussiens car ceux-ci sont
entierement résumés par leurs deux premiers moments.

En fin, il convient de rappeler que la plupart des séries ne sont pas stationnaires, mais on
peut essayer quand-méme de se ramener a ce cas par des transformations (logarithmes, Box-Cox,
différenciations, etc.) (Gourieroux & Monfort, 1990).

Note
La variance d’un (PS) centré et stationnaire est la valeur de sa fonction d’auto-corrélation a
I’origine. Si k =0 alors Cov(X,,X,) = var(X,) = o}
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¢ Quel est ’intérét pratique de la stationnarité ?

Interpréter une série hydrologique de précipitations, d’apports ou de températures en termes de
processus stochastique sur les années 1960-1990 par exemple, signifie que si I'on pouvait remonter
le temps jusqu'en 1960 et rétablir les conditions initiales existant alors, nous obtiendrions une série
de réalisations jusqu'en 1990 (et au-deld) différentes de celles que I'on trouve aujourd’hui dans les
annuaires de 1’Agence Nationale des Ressources Hydrauliques mais toutes aussi « raisonnables ».
Cette maitrise du temps et de I'environnement nous échappant encore, en plus I'expérimentation
étant bien souvent impossible en hydrologie, ce qui rend la caractérisation complete d'un processus
stochastique particulier, a priori une tache impossible. Pour preuve, si ’on admet que X, est la
réalisation de la variable aléatoire X, et si nous nous limitons, par exemple aux deux seuls premiers
moments d'un processus que I'on suppose de plus gaussien, il nous faudrait donc estimer :

— d'une part: E(Xy),E(X;),..,E(Xy) soit N termes.

— D’autre part :

V(X1) = Cov(Xy, Xy)
: : soit N(N+1)/2
Cov(Xy,X1) - V(Xy)

Il est alors évident que cette tache est impossible si I'on se souvient que I'on ne dispose que
d'une seule trajectoire et donc de seulement N réalisations {X;, X5, ..., Xy }, d’ou l'importance du
concept de stationnarité, qui justifie I'estimation des modéles statistiques observables une seule fois,
ce qui est le cas souvent dans les séries temporelles hydrologiques. Dans ces conditions il est
nécessaire d'imposer des restrictions sur les propriétés des processus si I'on veut avancer.

L’objet de I'une de ses restrictions est justement I’hypothése de stationnarité dans laquelle nous
allons travailler pour mener a bien 1’analyse des séries chronologiques, il faut rappeler qu’elle nous
permet de prendre n'importe quelle origine de temps pour observer N réalisations successives du
processus, sans affecter leur distribution associée.

2eme

L’hypothese d’ergodicité présente 1’objet d’une restriction sur les propriétés des (PS).

1.2.3.4 Processus stochastique ergodique

Le probléeme central dans la théorie des processus stochastiques est 1’estimation de leurs diverses
statistiques. L’ergodicité est un moyen qui mene a ce but, elle consiste a admettre que la loi des
grands nombres est vérifiée méme sur un ensemble de réalisations non indépendantes (Priestley,
1981).

e Définition : On appelle ergodique, un (PS) stationnaire X, de R? dont les lois jointes
peuvent arbitrairement étre déterminées, avec précision, a partir d’un échantillon
{Xl, Xz o, Xy } suffisamment long. D’ une maniére formelle, X, est dit ergodique si pour

toute suite X de R? et toute fonction g intégrable sur la loi des trajectoires de X, la limite
suivante existe.
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T{igg(%)[g(X)+gov(X)+---+govN(X)] =L g dq (1.2.12)

Avec
v: R >RZ, fonction de translation dans le temps définie par:
vi(X,) = X,y (1.2.13)

q: la probabilité associée a X sur R? (loi de la trajectoire de ).

e Exemple

Si Ion veut déterminer le premier moment de X,, en prenant g = f(X{, X5, ..., X)), dans
I’hypothése que 1’espérance mathématique de f (X1, X, ..., X)) existe, alors:

1
llm (N) [f(Xl,Xz, ...,Xk) + f(Xz,X3, '"’Xk-f-l) + .- +f(Xn+1, "'!Xn+k)] = Ef(Xl,Xz, ...,Xk)

n—oo

le premier moment est ainsi déterminé. De méme si Ion veut déterminer la loi jointe de
X1, X5, ..., X, , il suffit de prendre f = I, (indicatrice de A, A: partie mesurable de R?), dans ce cas
on aura:

] 1
lim (ﬁ) [IA(XIJXZ' ...,Xk) +IA(X2,X3,...,Xk+1) + ”'+IA(Xn+1J "'PXn+k)] = P(Xl,Xz, ...,Xk)

n—oo
la loi jointe de X1, X5, ..., X}, est ainsi completement déterminée, quand N—oo par Xq, X5, ..., Xj.

On peut ainsi prendre n'importe quelle origine de temps pour observer k réalisations
successives du processus sans affecter la distribution associée a ces k réalisations.

1.2.3.5 Innovations d’un processus stochastique

Dans la littérature 1’appellation innovation correspond a la partie non prévisible du processus, elle
est proche de la notion de résidus (Vanmarcke, 1983).

e Définition : X, étant un processus stationnaire au second ordre, on appelle innovation du
processus a la date t la variable définie par:

X, — EX,1,—1) (1.2.14)

Ou I,_1 estl’ensemble d’information sur le processus disponible au temps t.
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L’ensemble d’information peut comprendre tout le passé du processus. L’espérance est prise
ici au sens d’espérance conditionnelle. Il s’agit de la meilleure prévision de X; conditionnellement a
un ensemble d’information.

.24 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons projeté la lumiére sur les séries chronologiques et les mécanismes
sous-jacents qui les géneérent. Nous avons montré 1’intérét et la particularit¢ des séries
chronologiques par rapport aux autres types de données statistiques et nous avons vu que cela tient
a la présence d’une relation d’antériorité qui ordonne I’ensemble des observations. Nous avons vu
également que cette meémoire qui est contenue dans les séries chronologiques fait appel aux
mécanismes générateurs sous-jacents qui sont de nature stochastique, d’ou leur appellation
« processus stochastiques ». La relation et la difference entre les séries chronologiques et processus
stochastiques a été mise en exergue par la méme occasion. Nous avons également introduit la
notion de stationnarité en montrant son intérét dans la caractérisation de ces processus générateurs
et présenté les artifices mathématiques pour 1’obtenir, dans le cas d’une série chronologique non
stationnaire. La notion d’ergodicité qui est a la base de la caractérisation stochastique a également
¢été abordée. L’introduction de ces notions forme D’arriére plan théorique indispensable a la
compréhension des parties suivantes.
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Chapitre 1.3

LES MODELES STOCHASTIQUES LINEAIRES
DES SERIES CHRONOLOGIQUES EN
HYDROLOGIE

1.3.1 LES PROCESSUS LINEAIRES

On appelle processus linéaire toute série temporelle qui puisse étre représentée par un modeéle
lineaire apreés transformation, par exemple log(X;) = a + bt + ;. En réalité, un modéle linéaire est
une approximation de modeles nettement plus complexes et ils ont la particularité d’étre tres
flexibles et estimables avec un faible nombre d’observations.

1.3.1.1 Opérateur de retard

On aura souvent a considérer une variable en fonction de son passé. Il est donc commode de définir
un opérateur qui transforme une variable X, en sa valeur passée. C’est ’opérateur retard désigné
par la lettre B ( de 1’anglais backward shift operator) et tel que pour toutk € N:

B¥X, = X,_, (1.3.1)

et pour a scalaire, Ba = a. On peut utiliser 1’opérateur B comme un chiffre, il peut multiplier et
diviser tel que : si BX, = X,_,, alors: X, = B~'X,_; ce qu’on note parfois : X, = FX,_, , ol F
est ’opérateur avancé ( de 1’anglais forward shift ).

L’opérateur B sera utilisé particuliérement a I’intérieur de polyndmes notés par exemple:

Y(B) =Yy + Y1B + P,B? + ...+ P B* (1.3.2)
Alors:

IP(B)Xt = lpoxt + l/)1Xt_1 + ¢2Xt—2 + -t 11l’kXt—k (I- 3-3)

Les opérations usuelles telles que 1’addition, multiplication, division et inverse sont
possibles sur I’ensemble des polynomes de retard avec les mémes propriétés que sur les séries
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entiéres. On retiendra en premier deux valeurs particuliéres des polynémes de retard (0) qui
donne la valeur du premier coefficient du polyndme, son terme constant a, et 1y(1) qui fournit lui
la somme des coefficients de ce méme polynome. Enfin, I’opérateur (1 — B) joue un role spécial
dans la mesure ou il permet de prendre la différence premiére d’une série chronologique :

(1-B)X, =X, — X,_, (1.3.4)

1.3.1.2 Opérateur de différence
L’opérateur de différence A est définit par :

AX, = X; — Xiq (1.3.5)
En introduisant I’opérateur de retard , on peut obtenir :

Ce qui fait que :
A=1-B (1.3.6)

Ce mode d'écriture sous forme de polynéme en B est en fait trés pratique mais totalement
formel. 1l ne faut garder en esprit que, quand on écrit (1 — B)X,, on définit a partir d'une série X,,
une nouvelle série qui a I’instant t , fait correspondre la différence entre la valeur de la série
observée a l'instant t et celle observée a l'instant t — 1. 1l est généralement utilisé pour éliminer la
tendance linéaire d’une série. Si cette tendance n’est pas linéaire, il peut étre répété d fois jusqu’a
disparition complete de la tendance, dans ce cas d est appelé «ordre de différenciation » et la
deme différence de X, peut étre définie comme suit :

AYX, = (1 - B)4X, vd €N (1.3.7)
D’une maniére similaire la différence saisonniére de la série est définie par :

ASXt = (1 - BS)Xt = Xt - Xt—S (1.3.8)
elle permet d’éliminer une saisonnalité de période s et peut également étre répétée d fois, d est
alors appelé «ordre de désaisonnalisation ». On utilise fréquemment les opérateurs A;, pour les
données mensuelles, A, pour les données journalieres, A,, pour les données horaires, etc.

ASX, = (1 —B5)4X 1.3.9

s At = ¢ (1.3.9)

Il faut bien noter que I’opérateur A4 raccourcit la série des X, de d valeurs puisque A%X,

n’est définit que pour t > d . La méme chose pour 1’opérateur A, qui raccourcit la série de s
valeurs, les s premiéres servant de références pour la saisonnalité.

1.3.1.3 Filtre linéaire

On appelle filtre linéaire une transformation d’une série entrée {X,}, en série sortie {Y,} par
application du polynéme retard ¥/ (B) :
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B=yp®Xo= | ) B |X= ) wXe (1.3.10)

j=n j==n
1.3.1.4 Processus linéaire

Un processus Y; est dit linéaire en ¢, , s’il existe une série entrée {&,}; ¢ g telle qu’il puisse
se mettre sous la forme suivante :

+0o0
Y, = p(B)e, = (Z ijf)et =D e (1.311)

OU & estun bruit blanc de moyenne nulle et de variance connue ¢? etol Y%, 1p]-2 < .

Il faut remarquer que beaucoup de processus stochastiques avec dépendance sont obtenus
par des transformations linéaires de bruits blancs comme nous allons voir dans les paragraphes
suivants.

1.3.2 REPRESENTATION DE WOLD

Un processus stochastique non paramétrique se définit a partir de la distribution jointe des
observations ou de ses premiers moments. Un processus stochastique paramétrique se définit au
contraire a partir d’'un mécanisme de génération qui est indexé par des parametres. Il est possible de
caractériser ce mécanisme de maniére trés générale au moyen du théoreme de Wold. Ce théoréme
montre que tout processus stationnaire peut étre representé de maniere unique par la somme de deux
composantes indépendantes, une composante réguliere parfaitement prévisible parfois appelée
déterministe et une composante stochastique:

Théoréme : tout processus stationnaire au sens faible et de moyenne zéro, {X,}, admet la
représentation suivante :

+00
Xt = le] gt—] + dt (1.3.12)
j=0

ou Zj-“;’% Y; &._; est la composante linéaire stochastique, d, est la composante déterministe
N _ 2
de X, etol po=1 et X, <oo.

Le terme g, est un bruit blanc qui représente I’erreur faite en prévoyant X, a partir d’une fonction
- Ve - - - [0}
linéaire de son historique X,_; = {Xt_]-}j_1 ;

Et = Xt - E(thxt_l) (I. 3.13)
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la variable d, est non-corrélée aux &, , pour tout j € N, bien que d. puisse étre prévue
arbitrairement bien a partir d’une fonction linéaire de X;_; :

dt = E(dtlxt_l) (I. 3.14‘)

Ce théoréme est a la base de la modélisation des séries temporelles stationnaires. La
composante stochastique est exprimée sous la forme de ce que 1’on appelle un processus moyenne
mobile infinie MA() et la série temporelle & modéliser est centrée c-a-d, de moyenne zéro. Un des
buts de la modélisation consiste a approximer cette moyenne mobile infinie par un processus ayant
un nombre fini de paramétres. C’est ce que 1’on va voir dans la prochaine section en étudiant les
processus AR, MA et ARMA. Les références sont nombreuses nous citons entre autres (Granger,
1977 ; Harvey, 1981 ; Pourahmadi, 2001 ; Papoulis, 1991 ; Hendry & Clements, 1998 ;
Yevjevich, 1971)

1.3.3 LES PROCESSUS STOCHASTIQUES LINEAIRES ARIMA

1.3.3.1 Modele moyenne mobile d’ordre infini MA ()

e Définition : On appelle processus MA(o) un processus linéaire X,,t € Z vérifiant une
relation :

X, = Z by & VEEZ (1.3.15)

i=—0c0

ol &, est un bruit blanc de variance o2 .

[0¢]

On peut montrer qu’a la limite pour Y% 1? < oo le processus X, constitué de la somme infinie
de chocs aléatoires converge.

Remarquons qu’en définissant : Y; = u + X, nous obtenons le processus linéaire
Yt = ‘Ll+ z i,l)l-st_i,VtEZ (1316)
[=—00
qui est également convergent pour Y52 ? < oo. u étant une constante.

En introduisant I’opérateur de retard B dans 1’équation précédente on obtient :

Y= u+ vB)eg = u+ ( Z Y; Bi>et (1.3.17)

e [Espérance et variance T
E(X) =0 ) (1.3.18)
Var(X,) = E(X,?) = o? Z P? (1.3.19)

1=—00
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e Auto-covariance et auto-corrélation

Yo = Cov(Xe, Xy ) = E(X Xeqp) = 0f Z Vi Yiyin (1.3.20)
[=—00
d’ou
oy = Zizze Vi Viein (1.3.21)
[=—00 l/)i

la série Y72 o, ;4 p < oo €tant convergente a la limite. Si Y, = u+ X, alors E(Y,) = u
Var(Y,) = Var(X,) et Cov(Y;, Yi14) = Cov(Xy, Xiin ).

e Stationnarité

Les deux processus X; :

Xt = Z l/)ist_i,VtEZ

[=—00
et Y;:

Yt: :u'+ Z lpiet—i'VtEZ

i=—00
sont stationnaires du second ordre, car E(X;) et Cov(X,, X.,,) et E(Y;) et Cov(Y;,Yiyp) ne
dépendent pas de t.
1.3.3.2 Processus moyenne mobile d’ordre fini MA(Q)

e Définition : On appelle processus MA(q) un processus linéaire centré X,,t € Z vérifiant une
relation :

q
X, = Z 0,¢_; VtEZ (1.3.22)
ou & est un bruit blanc de variaril:g o et ,=1.
L’introduction de 1’opérateur de retard B raméne (I. 3.22) a la forme :
X, = O(B)e, (1.3.23)

ol @(B)=X!,6,B" est un polyndme de degré q dont les coefficients sont
{1,-6,,—6,,...,—0, } et & estun bruit blanc de variance 2.

Il faut noter que ce processus est un cas spéecial du processus MA(o) avec

{lpozl,lpi:—gi 1SlSq
Y, =0 i<Ooui>gq
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dans un tel modele, on suppose de plus que I’influence des &; passés se manifeste au travers d’une
fonction linéaire. Un tel modele est appelé moyenne mobile d’ordre g car X, est une moyenne

mobile (en anglais moving average) appliquée aux chocs aléatoires &, &_1, ..., &—q-

e [Espérance variance et stationnarité
I1 est clair que ce processus est stationnaire d’ordre deux, avec
EX,))=0 (1.3.24)
Var(X,) = Var(g,) + 0 Var(g,—1) + -+ 02 Var(g,_,)
=df(1+67+-+62)
Var(X,) = a2(1+ X, 67) (1.3.25)

e Auto-covariance et auto-corrélation

Vo= 02 ) 6,00 (1.3.26)
En définissant 8, = —1 alors )
q—h
Yh = 0'52 _Gh + Z 01’ 9i+h (I 327)
i=1
Yh = 0'82(—6;1 + 910h+1 + -+ Hq_hﬁq) 1<h< q (1328)
(0 ,pour h=zq+1
Yo = {y_h pour h <0 (1.3.29)
La fonction d’auto-corrélation de X, peut alors étre déduite, elle est donc donnée par :
—0, + X" 6, 6,
B (—6n Zl_ql 121+h) | <h <gq
Pr = 1+ X/, 0; (1.3.30)
0 h>gq

qui est nulle pour h > q. Cette propriété est trés précieuse pour I’identification du modele et la
détermination de I’ordre ¢ d’un processus MA(Q).

— pour =1, le processus est un MA(1) sa fonction d’auto-corrélation est nulle pour h > 1:

-6,
M h =
pr =19 (1+63) (1.3.31)
0 h>1
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— Pour g = 2, le processus est un MA(2) et sa fonction d’auto-corrélation est nulle pour
h > 2:

{( 61 +6:6;)
[(1+ 91 + 922)

(1.3.32)

(1 + 91 + 62)

0 h>2

-
\

Les auto-corrélations partielles ¢, d’un processus moyenne mobile d’ordre g ont un
comportement semblable a celui des auto-corrélations p;, d’un processus autorégressif de méme
ordre : elle s’amortissent a vitesse exponentielle.

1.3.3.3 Processus autorégressif d’ordre fini AR(p)

Dans I’ ‘etude d’une série chronologique, il est naturel de penser que la valeur de la série a la
date t peut dépendre des valeurs prises aux dates précédentes. Généralement il n’est pas nécessaire
de prendre en compte tout le passé de la série et on peut le plus souvent se limiter a p valeurs :

Xy = f(Xt—l'Xt—z» ---»Xt—p)

De fagon générale, un processus autorégressif d’ordre p écrit AR(p) est un processus qui
dépend linéairement des p valeurs antérieures tel que :

Xe =1 Xea + P Xp o+ -+ P X, + &
Ou &, est un bruit blanc.

e Définition : Un processus stationnaire centré X, , t€Z sera appelé processus

autorégressif linéaire d'ordre p : AR(p) s'il existe un bruit blanc €, et des réels ¢;,i =
1,..,p tels qu'une relation de récurrence :
p

X, = z b X +e  VEEZ (1.3.33)
ou & estun br.u_it blanc de variance o?.
est vérifiée.
En introduisant le polynéme de retard (I. 3.33) peut étre exprimée comme suit :

@ (B)X, = ¢, (1.3.34)

ol @(B) = Y7_ ¢; B' est appelé « polyndme caractéristique » ou « symbole » du modéle. C’est un
polynéme de degré p dont les coefficients sont (1, —¢1, — @2, ..., —= ;).
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e Stationnarité
L’ensemble des parametres ¢, ¢y, ..., d, d’un AR(p) ou d’une maniére €quivalente les racines du
polyndme @ (B)doivent satisfaire un certain nombre de conditions pour que le processus AR(p) soit
stationnaire. Pour une meilleure compréhension considérons d’abord

— le processus AR(1) :

on peut 1’écrire
Xo= (1= :B) e = ) dla; =B (1.3.36)
i=0

d’ou

YB) =1 - @B = ) ¢l B
i=0

W(B) = @7 (B) = Z @i B! (1.3.37)
i=0

pour que X, soit fini et donc stationnaire, ) (B) doit converger. Ceci est équivalent a dire que le
polyndbme caractéristique @(B)=1 — ¢{B (ou de maniere équivalente 1’équation caractéristique
(@(B) = 0 ) doit avoir toutes ses racines a I’extérieur du cercle unité |[B| = 1.

pour AR(1) ceci implique

- 1
®B)=0 > 1-¢p;B=0 = B=—
$1
ou la racine |B| = |¢1—| >1 d’ou || < 1.
1
la solution stationnaire peut alors s’écrire :
X, = d(B) g
1
Xt = m & = lp(B)Et (I 338)

Si ¥(B) = @~ 1(B) doit étre convergent alors on doit avoir |¢,| < 1.

— Pour un AR(p) :
la condition de stationnarité est : si le polyndme caracteristique @(B) = 1—¢4B —--— ¢,BP a
toutes ses racines a I’extérieur du cercle unité alors 1’équation (I.3.33) posseéde une et une seule
solution.

Le polyndéme d’ordre p peut s’écrire :

@®(B) = (1 - G;B)(1 - G,B) ...(1 — G,B)
eta pour racines :
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La condition de stationnarité peut alors s’écrire :
p

1
Bi=7>12 IGI<1 ,i=1..p.

l
La solution stationnaire peut s’écrire :

X, = ®(B) g
p p o] p K
-1 - — G -1 - k k = L
0@y = [ [a-6s ﬂ(g 6t ) Y
i=1 i=1 \k=0 i=1
d’ou,
p
X —Z Ki
t=/1-GB "™
i=1
X = lek &k = P(B)g (1.3.39)
k=0
avec

p
Y = ZKi Gik
i=1

Siy(B) = @(B)~! doit étre convergent alors on doit avoir |G;| < 1,i =1, ...,p.
Pour p=1 et p =2 les conditions de stationnarité des processus AR(1) et AR(2) sont les
suivantes :

- AR(1): (1—-¢1B)X; =& = ¢4l <1

- AR(2): (1—-¢1B—¢B)X, =5, = 1+ ¢ <1
$2— ¢1 <1
1<¢, <1

e Espérance

p
Xe = G Xe—i + &
2,
p
EG) = ) $E() + (&)
i=1

p
EQX) = ) ¢ E(X,)
i=1

La stationnarité implique que Y7_; ¢; # 1 et que Pespérance ne dépend pas du temps, elle est
donc constante d’ou
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ce qui implique u = 0 donc

e Auto-covariance et auto-corrélation
p
X = Z b Xei + &
i=1

14
Xiyn = Z Gi Xepn—i + E4n

i=1
En prenant I’espérance mathématique

E(Xesn Xe) =

L

i E(Xppn—iXe) + E(ee4nXe)

p
=1

Nous obtenons la covariance

p
Yh = Z Gi Vi—i + E(ee4nXy)
i=1

2 i h=0
E ¥ = { of si
(&e+nXt) 0 si h>0
d’ou

p
Yh = Z ®¢iYn-i pour h>0
i=1

en divisant par y, nous obtenons 1’auto-corrélation p,

14
P = Zdn Pn—i pour h>0
i=1

(1. 3.40)

(1. 3.40)

(1.3.41)

(1.3.42)

On appelle ces équations les « équations de Yule-Walker ». Si on connait py, py, ..., pp—1 ON
peut aisément calculer p, pour h > p . En introduisant 1’opérateur de retard B les équations de

Yule-Walker peuvent s’écrire :

D(B)p, =0 pour p> h>0

(1.3.43)

ol ppB' = pn_;. Pour obtenir py,..,p,_; lorsque p > 1, il suffit de résoudre le systeme

d’équations :
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p1=¢1+Pp1 + .. + pPp-1
p2 =1p1 + 2 + .. + bppp—2

Pp-1 = P1Pp—2 + P2pp-3 + -+ pp1

Ou l’on se sert de I’identité p; = p_;. Les autres auto-corrélations sont ensuite obtenues par
I’équation de récurrence :

14
P = Z $ipn-i pour hz=p (1.3.44)
i=1

On peut montrer que les auto-corrélations tendent vers zéro d’une maniére exponentielle
quand h tend vers I’infini
h -0 p,—-0

Pour les auto-corrélations partielles, il faut rappeler que dans un tel processus, X, et X, 4
sont indépendants conditionnellement aux valeurs intermédiaires {Xt_l,Xt_z, v Xep } et donc

¢n =0,pour h>p (1. 3.45)

la valeur a la date t dépend des p dates précédentes et pas des autres. Cette propriété sert a
I’identification des modéles et a déterminer 1’ordre p d’un processus AR(p) au vu du
corrélogramme partiel.

les coefficients ¢, avec 1 < k < p du modeéle peuvent étre estimés & partir de I’estimation des pj,
en utilisant le systeme de Yule et Walker :

p
=) $ipn =123
i=1
en tenant compte du fait que p, = 1 et que p, = p_;, on trouve pour un processus AR(p) :
1 p1ocwpp g [P1] P17
pr 1 oeppa| (92| |P2
T =1 (1. 3.46)

L Pp—1 Pp—2-- 1 | -¢p- LOp
Ces coefficients ¢, peuvent alternativement étre estimés par les formules récurrentes de Durbin-

Levinson ou les méthodes classiques connues telle que celle des moindres carrés ou du maximum
de vraisemblance.

e Variance

Pour calculer la variance Var (X;) = vy, on résout 1’équation

p
Yo = Z b v—i + E(&Xy)
i=1
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P
Yo = Z¢i ¥i + o?
i=1

d’ou, comme y; = p;Yo

14
Yo (1_z¢ipi) = Usz
i=1

of

Vo= ——— (1.3.47)
71— X bip;
e Pourun AR(1): X; =X+ &
p1 =1
Pr = ¢1Pk51
p2 = ¢1p1 = P1
= ¢k k>1
Pk ¢1 =
o2
Yo= —— (1.3.48)
1-¢1
e Pourun AR(2): X; = ¢p1 X1 + P2Xi o + &
$1
P1=¢1+¢22,01=1_¢22 2
_ 1 _ pit+ P — @3
,02—¢1101+¢2—1_¢2+¢2— 1= o,
Pk = P1Pk-1+ P2Pk—2 k=2
of
Yo (1.3.49)

1= 1p1 + P2 p2

1.3.3.4 Les processus mixtes ARMA(p,q)

Les deux modeles précédents sont simples, mais ils nécessitent parfois un grand nombre de
parametres pour obtenir un ajustement correct aux données. Aussi il est intéressant de définir une
classe de processus mixtes dit processus ARMA au moyen de 1’équation:

Xe=p1Xeq+ o+ QpXep+ i+ & =016 — =064

Popularisés par Box and Jenkins (1976), ces processus jouent un trés grand réle dans la
modélisation des séries temporelles en permettant la représentation trés parcimonieuse de celles ci.
Intuitivement, un AR(1) résume un MA(e) et un MA(1) résume un AR(c). Un ARMA(1,1)
devrait donc au moyen de deux parameétres simplement représenter raisonnablement bien une large
classe de processus. On géneralise le modéle en considérant des polynémes d’ordre p et g pour
obtenir un processus ARMA(p,q).

o Définition : On appelle processus ARMA(p,q) un processus stationnaire X, t € Z veérifiant
une relation de récurrence :
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p q
ou les ¢; et 6, sont des réels et g estun bruit blanc de variance a?.

La notation des polyndémes de retard raméne 1’équation (1.3.50) a la forme :
®(B)X, = i+ 0(B)e, (1.3.51)

e Conditions de stationnarité

Si le polyndme @(B) = 1— ¢1B — -+ — ¢, BP a toutes ses racines a I’extérieur du cercle unité,
I’équation (1.3.51) possede une et une seule solution stationnaire qui peut s’écrire :
P IC) B N
t=ut @(B) & = U +Z'~/’i Et—i (1.3.52)
ou =
py= ——= —F (1.3.53)

®(B) 1-Y_ &

o) l
o5 = VB = ZzplB (1.3.54)

les coefficients ); sont obtenus en résolvant 1’ equatlon
@ (B)Y(B) = O0(B) (I1.3.55)

dans ce cas on a aussi
E(X,_jg)=0,Vi>1

et le calcul des coefficients ; se fait de la maniére suivante, si on définit 6, = —1:

(1 —i¢k3k> (id)iBi) =1 —zq:eiBi = —zq:eiBi
k=1 i=0 i=1 i=0

d’ou,

(-6 ,i=01,..,q
¢(B)¢i_{ 0 i>q+1
ou Y; =0 si i <0, par conséquent,
( p
| Z d)klpi—k 01 L= 011' »q
Y, = {";1 (1.3.56)
lz¢k¢i—k izq+1
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et Yy =1
Y1 = 1Py — 61
Yy = P11 + Phg — 67
= ¢f — ¢161+ ¢, — 0,

. p
Vo= ) b izq+1
k=1

Il faut noter que les coefficients 1; se comportent comme les auto-corrélations d’un AR(p) sauf
pour les coefficients initiaux ¥y, ..., g

e Auto-covariance et auto-corrélation

Supposons que

1) Le processus X, est stationnaire du second ordre avec YF_, ¢; # 1 ;

Par I’hypothese de stationnarite,

E(X,) = u,Vvt
d’ou
p _
_ U
p=pg+ Z ¢ =
=1 ' 1 _Zf’—1 ¢l
et
i
EX,))=pu= (1.3.57)
' 1- Zle d)i

La moyenne est la méme que dans le cas d’'un AR(p) pur. La partie MA(q) n’a pas d’effet sur la
moyenne. Si nous travaillons sur le processus centré X, tel que :

Xt = Xt - ‘Ll (I. 3.58)

nous pouvons par conséquent, 1’écrire sous la forme :
p q
X~l‘f = Z d)l Xt—i + gt - 2 91 gt_i V t E Z (I. 3.59)
i=1 i=1
p q

Xewn = Z Gi Kesn—i + Esn — Z Oi€rn—i VU EZ
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en prenant I’espérance

p q
E()?t)?t+h) = Z bi E(XtX~t+h—i ) + E(Xt5t+h) - Z 0, E(Xt€t+h—i)
i=1 i=1

ce qui donne I’auto-covariance

p q
Yh = Z bi Vhoi + Vg, — Z O Vh-ix,
i=1 i=1

ou
0 ,sih=>1
Vhyge = E(Xt£t+h)={0£2, sih=0
#=0 ,sih<0
d’oupourh>q+1
p
yhzz¢iyh—i , h=zqg+1
i=1

14
ph=Z¢i Ph—i » h=2q+1
i=1

La variance est donnée par

p q
Yo = Z¢i Yi + of _Eeiy—ixg
i=1 i=1

d’ou
vy = (o2 -], 06; V—iXe)
0=
1-Y0 . i pi

En introduisant I’opérateur de retard B I’autocovariance peut étre exprimée comme suit :
D(B)yr, = O(B)yny, h=0

ou

Yh= Y- B'Yin=Vr.i € B'VYhy, =Vn-iy. - Enparticulier,

@By, =0 ,h>qg+1

®B)p, =0 ,h=>q+1

(1.3.60)

(1.3.61)

(1.3.62)

(1.3.63)

(1. 3.64)

(1.3.65)

(1.3.66)

(1.3.67)

Pour calculer la suite des auto-covariances, on resout les équations (1. 3.60) pour h = 0,1, ..., p puis

on applique 1’équation (1. 3.62).

Enfin, il faut retenir que les auto-corrélations d’'un ARMA(p,q) se comportent comme celles

d’un AR(p), sauf que les valeurs initiales sont modifiées.
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— En particulier pour un ARMA(1,1) :
Si I’on travaille sur le processus centré X, = X, — u , ce processus peut étre écrit :

X — 01Xy = 60164 (1.3.68)
ou |¢dq| < 1, alors les covariances

Yo = ®1V1 + Yoy, — O1V-14,
Y1 = 1Yo + Vix.— 1Yoy,

et
leg =0
VOXS = 0-52
V-1xe = E(tht—l)
= q)lE(Xt—lgt—l) + E(gegi-1) - 91E(5t2—1)
= $1Yoy,—0107
= (p1—61)0?
Donc

Yo = 171 + 02— 0,(p1—01)07
= ¢1y1 + [1—-01(d1—6,) Jo?
V1= ¢1)’0—91052
= ¢1{d1y1 + [1—-0,(p1—6,) ]67}—0,07

v = (1—6,¢1) (1 —61)0?
. =
1 - ¢f
De méme en remplacant y; par sa valeur dans y,on obtient

_(1=20;¢; +67)0?

Yo — (1.3.69)
: 1-¢1 o2
1— 81¢p)($1 — 81)og
= - 11_(1)1% L7 (1.3.70)
Y= $¢1¥n-1 h=2 (1.3.71)

Les auto-corrélations partielles pour un ARMA(p,q) présentent un calcul plus complexe que
celui des deux processus précédents. On peut cependant montrer que ces auto-corrélations partielles
sont des fonctions amorties tendant vers zéro en valeur absolue & vitesses exponentielles. Elles ont
donc le méme comportement que les auto-corrélations du méme processus.

e Inversibilité des processus ARMA(p,Q)

Tout processus AR(p) stationnaire du second ordre peut se mettre sous la forme d’un
MA(c0). De méme, tout processus ARMA(p,q) stationnaire du second ordre peut aussi s’écrire sous
la forme MA(e0). Par analogie, on peut aussi se demander si un processus MA(q) ou ARMA(p,q)
peut se mettre sous la forme autorégressive.

Considérons le processus a moyenne mobile ARMA(0,1) ou MA(1) donné par 1’équation :
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Xt = Et - elgt_l ,t E Z (I. 3.72)
ou, & est un bruit blanc de variance ¢2. On voit aisément que

& = X¢ + 0161
Xe + 0;(Xe—q + 0183)

& = N0 01 X,y +07 e ny (1.3.73)
et la moyenne quadratique
n 2
(Z 6 Xei — st> =E[(01"" &y1)*] = 6" Vo? —0 (1.3.74)
i=0

pourvu que | 8,] < 1. Par conséquent, la série Y™, 6} X,_; converge en moyenne quadratique vers
& Si | 01| < 1. En d’autres termes, on peut écrire

g = Z 8l X,_; ,tEZ (1.3.75)

qui est I’écriture du processus MA(1) sous forme autorégressive.

D’une manicre équivalente, en introduisant 1’opérateur de retard B, le processus MA(1)
s’écrit

(1-6,B) X, =¢, ,t€Z (1.3.76)
ot (1— 0;B)™! =¥2,0} Bi. Lacondition | 8;| < 1 assure la convergence de la série Y5>, 0} B

, elle est équivalente a ce que les racines de 1’équation caractéristique 1— 6;B = 0 sortent du
cercle unité. Si 6, = 1 on aura la série X, = & &

1-6:B)x, = Zelxt i th i (1.3.77)
ne converge pas vers zéro quand i — oo De meme Si 91 = 1 lalasérie X, =& +¢&_4
(1- 037X, = Zelxt i Z( DX, _; (1.3.78)

ne converge pas non plus vers zéro quand i — oo.Ce sont des processus non inversibles.

Théoreme (Condition d’inversibilité d’un processus MA(q) : Soit {X,,t € Z}, un processus
stationnaire du second ordre, tel que :

X, = u+0(B)e, (1.3.79)

ou @(B)=1- 6,B—--— 6,B%. Alors le processus X, satisfait une équation de la forme :
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oo

z T X = i+ e, (1.3.80)
i=0

ssi les racines du polynéme @(B) sortent du cercle unité. De plus lorsque la représentation
(1.3.80) existe,ona:
n(B) = @(B)1 (1.3.81)

U

q
1- i=1 0;

g= 0B)tu= (1.3.82)

Corollaire (Condition d’inversibilit¢ d’un processus ARMA(p,q)) : Soit {X,,t € Z}, un
processus stationnaire du second ordre, tel que :

®(B)X, = u+ 0(B)g, (1.3.83)

ou ®(B)=1-¢B—--—¢,B? et OB)=1— 6,B—--— 6,B9. Alors le processus
X, satisfait une équation de la forme :

oo

Z T[iXt—i = ﬁ + &t (I 384‘)
i=0

ssi les racines du polyndme @(B) sortent du cercle unité. De plus lorsque la représentation
(I.3.84) existe,on a:

n(B) = O(B) 1®(B) (1.3.85)
= -1~ l’l
f=0B) "= —— (1.3.86)
1—-2i16i
Notes
A la fin de cette section, il importe de noter que dans les conditions d’inversibilité et de

stationnarité, les processus ARMA(p,q) peuvent avoir deux représentations équivalentes :

1. Celle d’'un MA(x) de X; en termes de &, (appelée représentation causale) obtenue par
inversion formelle, suivie par un développement de la fraction correspondante dans une série

des puissances :
@(B) 0 i o)
X = W‘gt = ZO YB' | & = ZO Vi & (1.3.87)

2. Celle d’un AR(x), de &, en termes de X, (appelée aussi représentation inverse) obtenue de

la méme maniére :
q)(B) 0 i [es)

i=0 i=0
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Il faut noter également que pour ces processus, 1’observation et [’analyse des
corrélogrammes et corrélogrammes partiels constituent un outil privilégié dans I’identification du
modele.

1.3.3.5 Les processus mixtes intégrés ARIMA(p,d,q)

Les series chronologiques en hydrologie ne sont pas toujours stationnaires. La condition de
stationnarité des processus présentés jusque la n’est évidemment pas toujours convenable. On peut
intégrer certains types de non-stationnarités en elargissant le processus ARMA. Ces élargissements
consistent en une série d’opérations préalables visant a éliminer les facteurs de non-stationnarités.
Le principe de ces modéles est de se ramener a un modele ARMA(p, ) en opérant des
différenciations sur la série .

e Définition : On appelle processus ARIMA(p,d,q) un processus X, pour le quel le processus

différencié d'ordre d, Y, =(1—B)?X, , t € Z vérife une relation de récurrence
ARMA(p,q) :

p q
Y, = Z@Yt_i—Zeiet_i VteZz (1.3.89)
i=1 i=0

ou les ¢; et ; sont des réels et &, est un bruit blanc de variance o.2.
La notation des polyndmes de retard raméne (I.3.89) a la forme :
®(B)Y, = d(B)(1 — B)¢X, = ®(B)X, = O(B)e, ,VteEZ (1.3.90)
ou @(B) et @(B) sont deux polynémes de degrés respectifs p et g et ou
®(B) = ®&(B)(1 — B)? (1.3.91)
Il faut noter que ces processus ont a peu pres la méme définition que les processus
ARMA(p,q), la seule différence étant qu'on permet au symbole autorégressif @(B) d'avoir la racine
1, c-a-d, qu’on relache I’hypothése de stationnarité et on travaille avec des séries non stationnaires.
La tendance est un premier facteur de non-stationnarité. Comme on a déja vu a la section des
opérateurs linéaires de différenciation, si un processus X, admet une tendance polynomiale de
degré d, le processus différencié d fois résultant est stationnaire :
Y, = A%, = (I - B)'X,

Le processus ARIMA appliqué a X, est équivalent au processus ARMA appliqué sur le
processus différencié Y;:

Y, = ARMA(p,q) <— X,=ARIMA(p,d,q)
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Le «1» de ARIMA signifie «integrated » comme réciproque de la différenciation.
Evidemment, le degré d n’est généralement pas connu. Pour le déterminer on peut agir par
tatonnements ou avoir recours a des tests de stationnarité: puisqu’un processus ARMA(p, q) est
stationnaire, on cherche d tel qu’on puisse accepter I’hypothése de stationnarité pour le processus
Y, = A?X,.Dans la pratique d = 1, et trés rarement d = 2.

1.3.3.6 Les processus mixtes saisonniers intégrés SARIMA(p,d,D,q)

La saisonnalité est un autre facteur de non-stationnarité (Langousis & Koutsoyiannis, 2006). Une
facon simple d’¢liminer une saisonnalité de période s consiste a appliquer 1I’opérateur Ag

V=40 X, == B)X, =X, — X
e Définition : On appelle processus SARIMA(p,d,D,q) un processus X, pour le quel le

processus obtenu en différenciant d fois et en enlevant une saisonnalité d'ordre D : Y, =
( o B )(1 — B)4X,,t E Z verifie une relation de récurrence ARMA(p,q) :

Z(ﬁlYtﬁZ@ &-i VUIEZ (1.3.92)

ou les ¢; et 8, sont des réels et &, est un bruit blanc de variance o2.

La notation des polynémes de retard ramene (1.3.92) a la forme :

D—-1
@ (B)Y, = &(B) (Z Bi> (1-B)¥X, = ®(B)X, = O(B)e, (1.3.93)

ou =
@(B) = ®(B) (X2 BH(1 - B)? (1.3.94)

D’une maniére similaire, et pratique on peut supposer que I’influence des chocs aléatoires se
transmet entre dates distantes d’un nombre entier de périodes selon un processus ARIMA(P, D, Q):

@, (B5)APX, = O,(B)E, (1.3.95)
et que ces chocs aléatoires eux-mémes suivent un modele ARIMA(p, d, q)
®(B)AYE, = O(B)e, (1.3.96)

ou & estun bruit blanc de variance o,2.

Un tel processus est noté SARIMA(p, d, q)x(P,D,Q)s et son équation générale est la
suivante :

®(B)P(B5)AAPX, = @(B)O4(B)e, (1.3.97)
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ou @, &g, 0 et O, sont des polyndmes de degrés respectifs p, P, g, Q.

Par exemple un modéle SARIMA(0,1,1)x(0,1,1)1, a pour objet d’éliminer 1’effet annuel
d’une série de données mensuelles par un modéle de la forme :

Alth =- leBlz)Et
puis a poser pour E, un modele ARIMA(p, d, q) tel que:

On obtient ainsi

AAY?X, = (I — 6,,B'*)(I — OB)¢, (1.3.98)
Soit
Xe—Xe1 —Xe—12 + Xp—13 = & — 01 — 012612 + 0120613 (1.3.99)

1.3.4. CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons d’abord introduit et explicité le lien entre série chronologiques et
processus linéaires, et en faisant intervenir les différents opérateurs linéaires, nous avons également
montré que beaucoup de processus stochastiques avec dépendance sont obtenus par des
transformations linéaires de bruits blancs.

Ensuite, nous avons introduit le théoreme de Wold qui est a la base de la modélisation
ARMA, abordée dans la deuxiéme partie de cette thése. A cet effet, alors que dans les sections
précedentes nous avons definit un processus stochastique non paramétrique se définissant a partir de
la distribution jointe des observations ou de ses premiers moments, dans ce chapitre on définit un
processus stochastique paramétrique se définissant au contraire a partir d’'un mécanisme générateur
qui est indexé par des parametres. Le théoréeme de Wold permet de caractériser ce mécanisme en
montrant que tout processus stationnaire peut étre représenté de maniere unique par la somme de
deux composantes indépendantes, une composante déterministe parfaitement prévisible et une
composante stochastique.

Enfin, nous présentons les différents modéles de ces processus stochastiques linéaires qui
seront préconisés pour la modélisation des séries chronologiques, dans la deuxieme partie de ce
travail. Les Modeles ARMA, ARIMA et SARIMA sont alors présentés avec leurs hypothéses et
leurs caractéristiques.
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CONCLUSION |

Cette premiere partie, avec ses trois chapitres, constitue un arriere plan théorique de la méthode de
modélisation stochastique de Box-Jenkins et celle du filtre de Kalman qui seront abordées
respectivement, dans la deuxieme et troisieme partie de cette these. Elle nous a permis d’introduire
les notions et les concepts essentiels & la compréhension des mécanismes et des fondements
mathématiques sur lesquels reposent les méthodes évoquées plus haut.

Dans le chapitre 1, nous avons introduit les notions mathématiques et les concepts de base
qui servent a la comprehension du principe de la modélisation des processus hydrologiques naturels
et présenté les instruments mathématiques qui servent a 1’analyse des processus stochastiques et
leur transmission dans les systemes linéaires. L’accent a été mis sur I’importance de la notion de
bruit blanc gaussien qui est completement caractérisé par sa fonction d’auto-corrélation et qui
présente 1’une des hypothéses de base aussi bien pour la méthode de Box-Jenkins que celle du Filtre
de Kalman. D’autres notions telles que les modéles Espace-état ou encore le filtrage linéaire ont
également été introduites et soulignées.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté le concept processus stochastique/série
chronologique. Dans ce contexte et dans un premier temps, nous avons abordé les séries
chronologiques et insisté sur la particularité et ’intérét de cet ordre temporel dans lequel elles ont
¢té observées. Nous avons montré que cet ordre n’était pas fortuit, mais qu’il était ’expression de la
présence d’une relation temporelle imposée par les lois de la nature. Par conséquent, cette relation
d’antériorité attribue aux séries chronologiques une sorte de mémoire qui fait appel a ces lois de la
nature qu’on appelle « mécanismes générateurs sous-jacents » et qui sont de nature stochastique.
L’établissement de ce lien nous a conduits, dans un deuxiéme temps a aborder les processus
stochastiques non paramétriques et montrer comment ces derniers peuvent étre caractérises. Cela
étant fait en insistant sur la notion de stationnarité¢ et d’ergodicité qui sont a la base de cette
caractérisation stochastique.

Dans le chapitre 3, nous avons accordé un intérét particulier a une classe de processus
stochastiques linéaires : les processus de Box-Jenkins, en raison de la qualité de leur représentation
des processus hydrologiques en général et des apports de riviéres en particulier.

Dans cette optique, nous avons d’abord introduit et explicité le lien entre série chronologiques et
processus linéaires, et en faisant intervenir les différents opérateurs linaires, nous avons montré
que beaucoup de processus stochastiques avec dépendance sont obtenus par des transformations
linaires de bruits blancs. Ensuite, nous avons introduit le théoreme de Wold qui est a la base de la
modélisation ARMA abordée dans la deuxiéeme partie de cette thése. A cet effet, on définit un
processus stochastique linéaire se définissant non pas par la distribution jointe des observations ou
de ses premiers moments, comme c¢’était le cas dans les chapitres précédents, mais a partir d’un
mécanisme générateur indexé par des parameétres. Ce théoreme permet la caractérisation du
mécanisme genérateur et stipule que tout processus stationnaire peut étre représenté, de maniere
unique, par la somme de deux composantes indépendantes: 1’une déterministe parfaitement
prévisible et ’autre stochastique. Enfin, nous presentons les difféerents modeles de ces processus
stochastiques linéaires, les modéeles ARMA, ARIMA et SARIMA sont alors présentés avec leurs
hypotheses et leurs caractéristiques respectives.
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PREAMBULE II

L’analyse des séries chronologiques ou temporelles touche énormément de domaines de la
vie professionnelle, et plus précisément celui du domaine de 1’eau ou les séries temporelles
constituent une branche de I’hydrologie dont 1'objet est 1'étude des variables hydrologiques au cours
du temps.

Le but de I’analyse des séries temporelles qui fait 1’objet de cette seconde partie est de
s’intéresser a la « dynamique » de la variable observée dans le temps. La dimension temporelle est
ici importante car il s’agit de I’analyse d’une chronique historique : des variations d’une méme
variable au cours du temps, afin de pouvoir comprendre la dynamique.

Parmi les multiples applications d’une telle analyse, il importe dans le contexte présent d’en
citer au moins une : la prévision. En effet, la fonction premiere pour laquelle il est intéressant
d’observer I’historique d’une variable est de pouvoir déceler certaines régularités pouvant étre
représentées par des modeles adéquats. Le but poursuivi est la formulation d’un modéle statistique
qui soit une représentation du processus stochastique (inconnu) qui a généré la série observée. On se
préoccupant de construire un modele pour la série temporelle, on veut acquérir de I’information sur
le processus théorique qui la génere, qui est de nature dynamique, et que I’on appelle Processus
Générateur. Le probleme est alors de trouver le modéle pratique qui approchera le plus possible le
processus theorique et ensuite de 1’estimer. Une fois cette étape franchie, la prévision de la variable
étudiée moyennant ce modéle devient une opération automatique.

Dans cette approche, les types de modeles que I’on peut considérer sont nombreux. Dans
cette partie, notre attention est particulierement focalisée sur les modeles stochastiques linéaires de
Box-Jenkins car ils se prétent bien a la représentation des apports de rivieres en général. Nous
allons nous intéresser a modéliser une dizaine de séries uni-variées au moyen d’un modele ARMA
et utiliser le modele retenu pour la prévision. La modélisation statistique usuelle suppose que les
séries sont stationnaires. Cependant la plupart des séries a traiter sont non stationnaires, c’est a dire
par exemple qu’elles croissent dans le temps en affichant une tendance lineaire traduisant une
augmentation dans le niveau de la moyenne, ou présentent des variations saisonniéres qui traduisent
une instabilité au niveau de la variance. Dans ce cas, il est en général toujours possible de trouver
une transformation ou un filtre qui puisse les rendre stationnaires, les modeles ARMA deviennent
alors ARIMA ou le «I» vient de I’anglais (Auto-Regressive Integrated Moving Average) ou
SARIMA qui est une ARIMA saisonniere.

La méthode préconisée est présentée dans le premier chapitre tandis que son application a la

variable hydrologique des apports liquides est présentée dans le deuxiéme chapitre, pour une
périodicité annuelle, et dans le troisieme chapitre, pour une périodicité mensuelle.
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Chapitre 11.1

LA METHODE DE BOX — JENKINS
ET LA MODELISATION STOCHASTIQUE
LINEAIRE DES SERIES CHRONOLOGIQUES

11.1.1 INTRODUCTION

Box et Jenkins (1970) ont proposé une procédure unifiée de traitement des processus stochastiques

station

naires et ergodiques qui sert toujours de référence. La méthodologie qu’ils ont promue

consiste a modéliser les séries temporelles uni-variées au moyen des processus ARMA (Anderson,

1976).

Ces processus sont parcimonieux et constituent une bonne approximation de processus plus

généraux pourvu que I’on se restreigne au cadre linéaire (Parzen, 1974 ; Pena et al., 2001 ; Salas,

1993).

Cette méthode de Box-Jenkins vise a formuler un modéle permettant de représenter une série

chronologique. Son idée principale est le concept de parcimonie ou de la minimisation du nombre
de parametres (Akaike, 1974). En pratique, ces derniers étant inconnus, ils sont remplaces par leur

valeur

estimée sachant que plus il y a de parametres plus nombreuses sont les chances de se

tromper. Dans cette approche une hypothése et quatre étapes sont considerées.

Hypothése

On suppose que la série chronologique X, est générée a partir d'une autre série &, qui suit
une loi de Gauss de moyenne nulle et d'écart-type a,, sous la forme:

Xe=pu+e+yPre4+ - (I.1.1)
avec &, qui Vvérifie les conditions suivantes :

g ~» N (0,02),
E(g) =0,V
g ,sih=0
0 sih#0

(I. 1.2)
Yn = Cov(e, & 4p) = {

La série & est donc un bruit blanc qui est I'exemple parfait d'une série stationnaire
puisque son espérance est toujours nulle, sa dispersion est stable et ses observations sont
indépendantes. La valeur u est la moyenne de la série X,. L'analyse des séries sous l'aspect
Box-Jenkins consiste justement a chercher la série &, et les coefficients 1;qui permettent de
passer de la série ¢, a X;.
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« Etapes

L’étape 1 cherche a obtenir la stationnarité des données en interprétant le graphique des
auto-covariances, sachant qu’un processus non-stationnaire a ses auto-covariances qui
décroissent trés lentement a l’inverse d’un processus stationnaire. L’étape 2 repose
également sur D’interprétation de graphiques pour choisir ’ordre des parties AR et MA.
L’¢étape 3 consiste a estimer les paramétres du modele choisi et 1’étape 4 est une analyse de
diagnostic consistant a vérifier si le modéle est bien spécifié au moyen de tests statistiques.
Dans le cas ou le modeéle n’est pas valable, il faut reprendre la procédure a partir de I’étape2.

11.1.2 STATIONARISATION ET DESAISONALISATION

11.1.2.1 Transformation et différenciation

Les modeles ARMA sont assez restrictifs dans la mesure ou ils supposent que les observations sont
stationnaires, que les parametres sont constants et que les erreurs sont de variance constante (Fuller,
1976 ; Hamilton, 1994). Supposer que les observations sont stationnaires signifie que la moyenne
de la série est constante dans le temps, ainsi que la variance. Si I’on se trouve devant une non-
stationnarité en termes de moyenne, la meilleure méthode pour se ramener a la stationnarité est la
différenciation, c'est-a-dire de remplacer la série originale par la série des différences adjacentes,
sachant qu’une série temporelle qui a besoin d'étre différenciée pour atteindre la stationnarité est
considérée comme une version intégrée d'une série stationnaire (d'ou le terme Integrated). D’autre
part, la correction d'une non-stationnarité en termes de variance peut étre réalisée par des
transformations (Droesbeke et al., 1989 ; Gourieroux et Monfort, 1990).

La transformation logarithmique par exemple permet de stabiliser la variance d’une série si
la variance de la serie originale croit avec les valeurs de celle-ci, si a I’inverse, la variance de la
série originale décroit avec le temps, une transformation exponentielle doit étre envisagée. Une
série non stationnaire est une serie qui en genéral croit avec le temps, on peut donc étre tenté de
retirer par régression une tendance temporelle de cette série. Il faut noter que ces transformations
doivent étre réalisees avant la différenciation.

L’autre solution consiste a utiliser un filtre du type (1 — B). On va alors différentier la série.
En revenant sur I’exemple précédent, si I’on a tout d’abord pris le logarithme, la série transformée

(1—-B)logX; = logX; —logX,;_1 (II. 1.3)
représentera les différences logarithmiques de la série. En posant Y, = logX, ,

e une différenciation d'ordre 1 suppose que la différence entre deux valeurs successives de Y;
est constante.

Y,—Y,_ = pu+e (I1. 1.4)

ou u est la constante du modeéle, et représente la différence moyenne en Y; . Un tel modeéle est un
ARIMA(0,1,0). Il peut étre représenté comme un accroissement linéaire en fonction du temps. Si u
est égal a 0, la série est stationnaire.

) Une différence d’ordre 2 signifie que I’on ne travaille pas sur les différences brutes, mais sur
les différences de différence. Ainsi, la seconde différence de Y; au moment t est égale a
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(Y, = Y,_1) — (Yo_1 — Y;_,), Cest-a dire a Y; — 2Y,_; + Y._,. Un tel modéle est un ARIMA(0,2,0).
I1 obéira a I’équation de prédiction suivante :

Vi -2V, 1 +Y, = u+¢g (II. 1.5)
Ou encore a
Y,=pu+ 2Y,_, Y p + ¢ (1. 1.6)

De méme, si une série présente une forte composante saisonniere, on peut éliminer celle-ci
en différenciant la série non pas a 1’ordre un, mais a 1’ordre de la saisonnalité. Ainsi pour des séries
mensuelles, on pourra utiliser (1 — B?) pour éliminer I’effet annuel.

Par exemple, pour une série de données mensuelles présentant une tendance apparemment
linaire, on combine les deux filtres A et A;, pour éliminer la tendance et une saisonnalité de
période 12. Cela revient a travailler sur la série

Y, =AM Xy = AKXy — Xe—12) = Xe — Xeog — Xe12 + Xi13

Vi =X — X1 — Xe—12 + Xio13 (IL. 1.7)

Dans ce cas, si la série X, comprend N valeurs, la série transformée Y; n’en contient plus que
N —13, c’est a dire que I’analyse du modéle ARMA(p, q) se fait sur une série raccourcie de plus
d’un an. Il faut toutefois étre prudent dans I'utilisation de ces transformations, car elles peuvent
avoir des conséquences sur le processus étudié et introduire artificiellement des caractéristiques qui
ne s’y trouvaient pas.

11.1.2.2 Détermination de I’ordre de différenciation

Une série stationnaire fluctue autour d'une valeur moyenne et sa fonction d'auto-corrélation
décline rapidement vers zéro. Si une série présente des auto-corrélations positives pour un grand
nombre de décalages (par exemple 10 ou plus), alors elle nécessite d'étre différenciée (King, 1987).
La différenciation tend a introduire des auto-corrélations négatives. Si l'auto-corrélation de décalage
1 est égale a 0 ou négative, la série n'a pas besoin d'étre différenciée. Si l'auto-corrélation de
décalage 1 est inférieure a —0.5, la série est sur-différenciée. L'ordre optimal de différenciation est
souvent celui pour lequel I'écart-type est minimal. Un accroissement de I'écart-type doit donc étre
considéré comme un symptdbme de sur-différenciation. Un troisieme symptobme de sur-
différenciation est un changement systématique de signe d’une observation a une autre.

11.1.3 DETERMINATION DU TYPE ET DE L’ORDRE DU
MODELE

Apres que la série ait été stationnarisée (la saisonnalité et la tendance ont été supprimées) on
s’intéresse a I’identification d’un processus stationnaire ARMA(p,q) et on tente de reconnaitre le
type de processus auquel on a affaire et d’identifier les termes AR et MA nécessaires pour corriger
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les auto-corrélations résiduelles. Cette analyse est basée sur I'examen des fonctions dauto-
corrélation et d'auto-corrélation partielle (Kottegoda, 1980 ; Thomas & Fiering, 1962). Rappelons
que l'auto-corrélation est la corrélation d'une série avec elle-méme, selon un décalage défini (appelé
aussi « pas »). L'auto-corrélation de décalage O est par définition égale a 1. La fonction d'auto-
corrélation (ACF) fait correspondre a chaque décalage h l'autocorrélation correspondante py, de
méme la fonction d'autocorrélation partielle (PACF) fait correspondre a chaque décalage l'auto-
corrélation partielle ¢, correspondante (Hipel & McLeod, 1994 ; Kendall & Ord, 1990).

A ce stade, il est essentiel d’établir une hypothése maximale du nombre de coefficients a
utiliser, c-a-d. des valeurs p.. et gmax & partir des quelles travailler sur le modéele ARMA(p,q).

Pour ce faire, on utilise les fonctions ACF (p,) et PACF (¢,) et on les observe
visuellement, sachant que leurs propriétes sont les suivantes :

MA@): pp =0 sih>q
AR(p) : py, tend graduellement vers 0
Et

AR(p): ¢, =0 sih>p

MA(q) : ¢, tend graduellement vers 0

11.1.3.1 Parametres AR

Ainsi pour un AR(p) pur, on observe un seuil de PACF pour h <p, ¢, est non nul et il
devient nul pour h > p.

Une extinction brutale de l'auto-corrélation partielle associée a un déclin plus progressif de
l'auto-corrélation constitue donc la signature caractéristique d'un processus autorégressif. Plus
particulierement, l'auto-corrélation partielle de décalage p est égale au coefficient AR(p) estimé
dans un modele contenant p termes AR.

Le décalage auquel l'auto-corrélation partielle disparait indique le nombre de termes
autorégressifs a inclure.

Généralement, ce schéma est associé a une auto-correlation de décalage 1 positive, signe que
la série demeure sous-différenciée. Une légere sous-différenciation peut donc étre compensee par
I'ajout d'un terme autorégressif.

11.1.3.2 Parametres MA

La fonction d'auto-corrélation ACF joue, pour les processus de moyenne mobile, le méme
réle que la fonction d'auto-corrélation partielle pour les processus autorégressifs. Si l'auto-
corrélation est significative au décalage g mais plus au décalage q + 1, ceci indique que g termes
de moyenne mobile doivent étre ajoutés au modele.

On voit bien que pour un MA(q) pur, le comportement est le méme que AR(p) pur , mais
cette fois-ci en utilisant ACF et g comme valeur de coupure.
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En général, une signature MA est associée a une auto-corrélation négative au décalage 1,
signe que la série est sur-différenciée. Une légére sur-différenciation peut donc étre compensée par
I'ajout d'un terme de moyenne mobile.

11.1.3.3 Parameétres ARIMA

Pour les ARMA, il faut malheureusement établir un diagnostic en observant séparément les
parties ACF et PACF.

11.1.3.4 Paramétres SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s

L'ARIMA saisonniere multiplicative est une généralisation et une extension de la méthode
ARIMA, pour des séries ou le méme phénomene se répéte au cours du temps, a chaque saison.
Outre les paramétres non saisonniers, des parametres saisonniers pour un décalage spécifié (repéré
lors de la stationnarisation) doivent étre estimeés.

Comme pour les paramétres de I'ARIMA simple, ce sont : les parametres autorégressifs
saisonniers (P), de différenciation saisonniere (D), et de moyenne mobile saisonniéere (Q). Par
exemple, le modele (0,1,2)(0,1,1)s décrit un modeéle sans parametre autorégressif, avec 2 parametres
de moyenne mobile normaux et 1 parametre de moyenne mobile saisonnier. Le calcul de ces
parametres intervient aprés différenciation une fois de 1 période, et une fois saisonniérement. Le
décalage saisonnier utilisé pour les parameétres saisonniers est souvent déterminé lors de la phase
d'identification et doit étre explicitement spécifie.

Les recommandations générales concernant la sélection des paramétres a estimer (basés sur
les ACF et PACF) s'appliquent également aux modéles saisonniers. La principale différence est que
dans les series saisonniéres, les ACF et PACF auront des coefficients assez importants pour de
nombreuses périodes saisonniéres (en plus de leur composante globale reflétant la composante non
saisonniére de la série).

En résumé, nous pouvons dire que les outils principaux utilisés lors de la phase
d'identification sont donc les tracés de la série, les corrélogrammes d'auto-corrélation (ACF), et
d'auto-corrélation partielle (PACF). La décision n'est pas simple et les cas les plus atypiques
requiérent, outre l'expérience, de nombreuses expérimentations avec des modéles différents (avec
divers parametres ARIMA) (Brillinger, 1975 ; Brillinger, 1976 ; WMO, 1994). Toutefois, les
composantes des séries chronologiques empiriques peuvent souvent étre assez bien approchées en
utilisant I'un des 5 modeles de base suivants, identifiables par la forme de la ACF et de la PACF.
Puisque le nombre de paramétres (a estimer) de chaque type dépasse rarement 2, il est souvent
judicieux d'essayer des modeles alternatifs sur les mémes données.

1. Un paramétre autorégressif (P) : ACF - décomposition exponentielle; PACF-pic a la
période 1, pas de corrélation pour les autres périodes.

2. Deux parametres autorégressifs (P): ACF - une composante de forme sinusoidale ou un
ensemble de décompositions exponentielles; PACF - pics aux périodes 1 et 2, aucune
corrélation pour les autres périodes.

3. Un parametre de moyenne mobile (q): ACF - pic a la période 1, aucune corrélation pour
les autres périodes; PACF - exponentielle amortie.

4. Deux parametres de moyenne mobile (q): ACF - pics aux périodes 1 et 2, aucune
corrélation pour les autres périodes; PACF - une composante de forme sinusoidale ou un
ensemble de décompositions exponentielles.
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5. Un paramétre autorégressif (P) et un de moyenne mobile (q): ACF - décomposition
exponentielle commencant a la période 1 ; PACF - décomposition exponentielle
commencant a la période 1.

Le tableau comparatif suivant résume I’information que nous avons accumulée jusque 1a, sur

le comportement des auto-corrélogrammes totaux et partiels des processus exposés.

Tableau 11.1.1 comportement des corrélogrammes et corrélogrammes partiels des processus

ARMA
Processus Auto-corrélations Auto-corrélations partielles
Ph bn
AR(p) Amortie Nulle pour h > p
MA(q) Nulle pour h > q Amortie
ARMA(p,q) Amortie Amortie

11.1.4 ESTIMATION DES PARAMETRES DU MODELE

L’estimation des paramétres d’un modele ARMA(p; q) lorsque les ordres p et g sont supposés
connus peut se réaliser par différentes méthodes dans le domaine temporel :

e Moindres Carrés Ordinaires (modele sans composante MA, g = 0). Dans ce cas, on retrouve
les équations de Yule-Walker. En remplacant les auto-corrélations théoriques par leurs
estimateurs, on peut retrouver les estimateurs des MCO des parametres du modeéle par la
résolution des équations de Yule Walker.

e Maximum de Vraisemblance approché (Box & Jenkins 1970)

e Maximum de Vraisemblance exacte (Newbold 1974, Harvey et Philips 1979, Harvey
(1981)

Nous allons présenter ici brievement la démarche de 1’estimation par le maximum de

vraissemblance, en nous contentant de montrer comment s’écrit le programme de maximisation de
la vraisemblance permettant d’estimer les paramétres d’un modéle ARMA(p, q).

11.1.4.1 Rappels : I’estimateur du maximum de vraisemblance

e Définition 1: soit X une variable aléatoire a valeur dans ( X , a), de loi Py. On note
f(x,0) la densité de Py et f(xq, ..., x,, , 6) la densité empirique correspondante. On appelle
vraisemblance du paramétre 8 !’application @ — R*définie par

VO €O - L(xq,..,x,,0)= 1% f(x,0) (11.1.8)

e Définition 2 : Soit L (x,0) la vraisemblance au point 6, 8 € R. On appelle estimateur du
maximum de vraisemblance pour 8 la statistique :
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6 :x" >R
(X1, rXp) = 0(xq, .., X)
Telle que
ve €0 ,L(x0) = L(x0) (11.1.9)

Le principe de la vraisemblance revient a déterminer la valeur du parametre 6 fonction des
observations (xq, ...,X,), qui assure la plus grande probabilité d’apparition de ces observations

(%1, s X))

e Corollaire : Lorsque l’'on suppose que (i) [’ensemble X est indépendant de 6 et que (ii) la
fonction de vraisemblance L(.) est deux fois continument différentiable par rapport a 6,
V0 € 0O alors l'estimateur du maximum de vraisemblance 8 est solution du systéme :

oL(x,60)\
(—ae )9=§ —0 (1. 1.10)
2L(x,0)\
<—aez )H =0 (IL.1.11)

e Théoreme : S’il existe un estimateur efficace du paramétre 8 (au sens de la borne de
Cramer Rao), alors cet estimateur est identique a celui du maximum de vraisemblance 6.

11.1.4.2 Application aux modeles ARMA(p,q)

On considére un processus stationnaire X, satisfaisant une représentation ARMA(p,q) telle que :
®(B)X, = u+ 0(B)e, (I11.1.12)

avec u €R, ®(B) =Y ¢;B',0(B) = X! ,0,B",Vi€ Z, g est un bruit blanc de variance
connue o,2.

En plus de la définition standard d’un processus ARMA on fait I’hypothése de la normalité des
résidus afin de spécifier une forme fonctionnelle a la vraisemblance du modele.

Hypothese : On suppose que la population des résidus &, peut étre décrite par un processus bruit
blanc gaussien N(0, ¢,2 ).

Alors la vraisemblance associée au vecteur de réalisation (xy, ..., x,,) est donnée par :

82



Partie Il _Chapitre 11.1  La méthode de Box-Jenkins et la modélisation stochastique linéaire des séries chronologiques

(2r0,2)"Z detl(0, $1 2 exp{~5— K10, 17x} (1.1.13)

20,2

11.1.5 VALIDATION

C’est la dernicre étape dans la procédure de modélisation, il s’agit de vérifier les hypotheses des
modeles ajustés et d’en sélectionner le plus parcimonieux. Le premier test concerne les parametres
estimés le second concerne les résidus des modéles. Les réféerences principales sont (Gourieroux &
Monfort, 1990 ; Pena et al., 2001; Salas, 1993).

11.1.5.1 Tests de signification des parametres

Sous 1’hypothése que le bruit blanc est gaussien, on peut montrer que les estimateurs ¢; et QA] sont
approximativement gaussiens. On peut donc effectuer des tests sur les parametres en utilisant la loi
de Student :

~

o
Q’Var( )

Dans le cadre d’'un modele ARMA(p, g), on peut remarquer que le test sur un parametre ¢, :
Hy:¢, =0 contre Hy: ¢, #0

ST (I1.1.14)

est équivalent au test sur les modéles

Hy,: ARMA(p, q) contre H;: ARMA(p—1,0)
puisque p est le parameétre du dernier terme de la partie autorégressive du modéle. On montre que

sous I’hypothése Hy, T suit une loi de Student a (n-1) degré de liberté. Au niveau a (en général
égal a5%et T, = 1.96) :

Si T < T onaccepte Hy = ¢, =0

Si T > T.onrejette Hy = ¢, #0

11.1.5.2 Tests de Bruit Blanc

Dans I’analyse des séries chronologiques par processus, le bruit blanc joue un réle particulier
puisque c’est un processus sans aucune structure. Quand, pour un processus X;, on a éliminé toute
tendance, toute saisonnalité et toute dépendance vis-a-vis du passeé, il reste un processus
g, complétement imprévisible sur lequel il n’y a plus grand chose a dire.
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Le test préliminaire concerne justement ce processus. Quand on étudie une serie X, la
premiére hypotheése testée est Hy: X, est un bruit blanc.

Si on accepte cette hypothése, 1’analyse de la série est virtuellement acheveée: la série étudiee
n’a aucune structure.

Si on rejette cette hypothese et que 1’on procede a la modélisation de la série, lorsque le
processus est bien estimé, les résidus entre les valeurs observées et les valeurs estimées par le
modele doivent se comporter comme un bruit blanc. On notera par la suite &, le résidu d’estimation
du modele. Ce que I'on cherche a savoir ici, c'est si les résidus ne sont pas distribués de facon
systématique dans la série (par exemple, systématiquement négatifs dans une premiéere partie de la
série puis proches de zéro dans une seconde) ou s'ils ne sont pas auto-corrélés ce qui tendrait a
montrer que le modéle ARIMA est inadéquat. L'analyse des résidus de I'ARIMA constitue un test
important du modele. La procédure d'estimation postule que les résidus ne sont pas auto-correlés et
qu'ils sont distribués normalement.

e Test de nullité de la moyenne

Soit T le nombre de données disponibles (aprés avoir enlevé les retards correspondant aux termes
AR et MA): Si le processus ¢, t € Z esti.i.d (0, ¢2), on doit avoir :

T
g = Zét — 0 (I 1.15)
t=1

~| =

Par application du théoréme central limite, on montre que :

& T — N(01) (1. 1.16)

&

De¢s lors, on peut tester la nullité de la moyenne des résidus en construisant ’intervalle de confiance
sur & au seuil standard de 95%.

—~1,966. +1,966.
NT ' T

P{Et € , }: 0.95 (I1.1.17)

e Test d’auto-corrélation

Si les résidus &, t € Z obéissent a un bruit blanc, il ne doit pas exister d’auto-corrélation dans la
série. On peut alors utiliser les différents tests suivants :

— Etude de la ACF et de la PACF : on doit vérifier qu’il n’existe aucune auto-corrélation ou
auto-corrélation partielle significativement non nulle pour le processus étudié. Cette étude est
prolongée par les tests du « porte-manteau ».

— Tests du « porte-manteau » : ils reposent sur I’idée que la ACF d’un bruit blanc ne doit pas
révéler d’auto-corrélations non nulles. En pratique, on utilise deux tests :
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> Test de Box et Pierce : On note p, I’auto-corrélation d’ordre h du processus
&,t € Z. Pour un ordre H, le test de Box et Pierce est le test de I’hypothése Hy: p; =
p; == py =0 contre Hy:3j € [1,H], tel que p; # 0. Pour un ARMA(p,q) la
statistique de ce test est :

H
Qsr =T ) P} — x*(H—p—0) (11.1.18)
h=1

L’hypothése H, est rejetée au seuil de 5% si Qpp est supérieure au quantile 0.95 de
la loi y? correspondant.

> Test de Ljung-Box : Ces statistiques, définies pour un ordre H; correspondent a
I’hypothése nulle Hy: p, = 0, V h < H et sont construites de la fagon suivante :

2
P 2(H=p—q) (IL 1.19)

H
=T(T+?2 Z
Qu =TT+ )h_lT_hT_m

e Test d’homoscédasticité

Ce test est fait pour tester 1’égalité des variances. L’hypothése d’homoscédasticité est :

Hy= ot = 04 == o} (11.1.20)

et se conduit de la fagon suivante:

e pour chaque sous-groupe i de la série des résidus, calculer la variance o? telle que :

m
of = Z(yij —yi)z/vl- (I1.1.21)
i=1

i=12,...,m;j=12,..,n;;n; eétant le nombre de valeurs dans le sous groupe i ;v; = n; —1
et y; = Xty /n; -

— calculer la variance

m
o? = Zvi of v (11.1.22)

~
_

avecv = Y,;v; etlaquantité Q donnée par :

0= vinog? — Zvi In o7 (I 1.23)

i
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Sous I’hypothése Hy, Q est approximativement distribuée selon la loi du Chi-deux a (m — 1)
degrés de liberté. Toute fois, I’approximation se voit améliorée si I’on divise Q par la constante C

telle que:
1 1 1
C=1+ (m) <Z V_l - ;) (H. 1.24)

pour donner Q tel que :

(1. 1.25)

Si Q < x245(m— 1), ’hypothése nulle H, d’homoscédasticité est acceptée a 95% de
confiance.

e Tests de normalité

Pour vérifier si le processus des résidus ¢, est gaussien, plusieurs tests peuvent étre utilisés mais le
test le plus simple est celui qui consiste a un ajustement a la loi Normale puis appliquer le test de
qualité d’adéquation de cet ajustement par le test du Chi-deux. Il ya aussi le test d’Anderson et le
test de Jarque et Bera.

— Test de Jarque et Bera: Ce dernier est fondé sur la notion de skewness (moment
d’ordre 3 et asymétrie) et de Kurtosis (moment d’ordre 4 et queue de distribution). Soit
Ui le moment empirique d’ordre k du processus &;,t € Z:

T
1
U = ?Z(et — &)k (I1. 1.26)

i=1

Les coefficients de la Skewness (Sk) et de la Kurtosis (Ku) sont alors définis par

1/2 _ Us
SV = 57 2 ~(0,4/6/T ) (I.1.27)
Ku = %T—> N (3,247 ) (IL1.28)
2 — 00

On construit alors les statistiques centrées réduites correspondantes & (Sk)/2 et Ku que
I’on compare aux seuils d’une loi normale centrée réduite.

1/2
SL N N(0,1) (11.1.29)

/6/’1" T > oo
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Ku-—3
— N(0,1) (1. 1.30)

\J24/TT=

Si la statistique centrée réduite de (Sk)/2 est inférieure au seuil 1.96 & 5%, on accepte
I’hypothése de symétrie et ’hypothése de normalité. Si la statistique centrée réduite de
Ku est inférieure au seuil 1.96 a 5%, on accepte I’hypothese de queue de distributions
plates et I’hypothése de normalité.

Le test de Jarque et Bera regroupe ces deux tests en un seul test. On construit la

statistique s, si s > x?_,(2) on rejette I’hypothése H,de normalité au seuil a%.

T T
—_ _ )2 2
s=7 Sk + >4 (Ku—3) o X (2) (I1. 1.31)

Test d’adéquation du Chi-deux : On commence par diviser la série des résidus en
intervalles d’égale fréquence, de fagon que chaque intervalle contienne en moyenne le
méme nombre de résidus. Le calcul du nombre d’intervalles se fait selon I’équation :

K =1+33logN (11.1.32)

Ou N est la taille de la série des résidus et K est le nombre de classes (ou d’intervalles).
Dans ce cas le nombre de résidus dans chacun des K intervalles sera y tel que :

Yy =N/K (11. 1.33)

Ceci n’est pas le cas en général, car le nombre de résidus est différent pour chaque
intervalle. Si n; est le nombre de résidus dans chaque intervalle i (i: 1 ... k) alors :

Yn=Yy=N (I1.1.34)

La variable aléatoire Chi-deux (x?) est définie par :
—)2
Xt =3 % (Chi — deux calculé)  (I.1.35)

Cette variable aléatoire est tabulée et ses valeurs théoriques sont données pour une
probabilité au dépassement g et un nombre de degrés de liberté u par :

X(zq,u) — Table (Chi— deux théorique) (II.1.36)
Avec :

p=K-p-1 (I1.1.37)
Ou p est le nombre de parametres définissant la fonction de densité de probabilité, qui
est égal a 2 dans ce cas car il s’agit de la loi Normale.
Si pour une probabilité au non dépassement g (=1 — q)

)((zg)calculé < )((zg) théorique (I.1.38)

Alors I’ajustement par la loi Normale est accepté a une probabilité g ( généralement
égale a 0.95) au non dépassement.
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11.1.5.3 Criteres de comparaison de modeéles

Ce test vérifie I’ordre du modele ajusté, relativement a d’autres modeles éventuels. Il est également
utilisé dans la sélection finale du modele et se base sur le critere de parcimonie.
Le meilleur des modéles ARMA(p, q) est le modéle qui minimise la statistique :

e Le critéere de Akaike ou AIC :

AIC(p,q) =T log(af) + 2(p + q) (I11.1.39)

e Le critere d’information bayésien BIC :

+
BIC(p,q) =T log((0?) — (n—p — q)log ll _ - Dl (0 + q)logT
2
-1 Ox
of — 1
e Lecritéere de Schwarz SC:
SC(p,q) = Tlog(c?) + (p + q)log T (I1.1.41)

11.1.6 PREDICTION

11.1.6.1 Transformation de la série

Lorsque pour identifier le processus étudié a un processus ARMA, on a appliqué différentes
transformations (exemple différenciation), il est nécessaire lors de la phase de prédiction de prendre
en compte la transformation retenue et de « recolorer la prévision ». Plusieurs cas sont possibles :

e Si le processus contient une tendance déterministe, on extrait cette derniére par régression
afin d’obtenir une série stationnaire lors de la phase d’estimation. Ensuite, lors de la phase
de prédiction, on adjoint aux prédictions réalisées sur la composante ARMA stationnaire, la
projection de la tendance.

e Si la transformation résulte de I’application d’un filtre linéaire (de type par exemple
différences premieres), on réalise les prédictions sur la série filtrée stationnaire et 1’on
reconstruit ensuite par inversion du filtre les prédictions sur la série initiale.

11.1.6.2 Prédicteur pour un processus ARMA

On considére un processus ARMA(p,q) tel que vu précédemment (Lachtermacher & Fuller,
1994 ; Pankratz, 1983) :
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Xt == ¢1Xt—1 + b + d)pXt_p + gt - 9181:_1 —_ e = qut_q

Ou les parametres ¢;,6;,i = 1...p;j = 1...q sont des réels et ,est un bruit blanc de variance a? .

Appliquons le théoréme de Wold au processus X; , t € Z et considérons la forme MA(c0)
correspondante :

X = lel Et—iy Yo =1 (I1.1.42)
i=0

Il s’ensuit que la meilleure prédiction que I’on peut faire de X;,; compte tenu de toute I’information
disponible jusqu’a la date t, notée X, (1) est donnée par :

Xe(1) = EXp1) X0, Xe—1, Xe—2, ., Xo)
= E()O(Ot+1|£tf€t—1f Et—2) ) €0)

X.(1) = Z Vi Er1—i (I1. 1.43)
i=1

Alors I’erreur de prédiction est donnée par la réalisation en t + 1 de I’innovation qui en t n’est pas
connue :
Xep1 — X (D) = &4 (I1. 1.44)

Plus généralement pour une prédiction a un horizon kona:

X (k) = Z Y&tk (II. 1.45)
i=k

d’ou

k—1
Xerie = 200 = ) ieaic (IL. 1.46)
i=0

Déterminons un intervalle de confiance sur la prédiction sous 1’hypothése de normalité des résidus
&:. On montre alors que :

Xeqp — X (k)
Var[Xt+k - X (k)]

k—1 2 k—1
E{[Xt+k - Xt(k)]z} =E <Z 1/’i5t+k—i) = Z Ebiz Usz
i=0 i=0

Xt+k - Xt (k)
_ 1/2 750
O¢ [Zfz()l lpiz] r

1/2 T - o0 N(O’ 1)

Or on sait que :

d’ou

N(0,1) (I1. 1.47)

On peut donc construire un intervalle de confiance sous la forme :
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2

k-1
IC = |%.(k) F /2 leiz o (11 1.48)
i=0

Avec a = 0.05.

11.1.7 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons présenté la méthodologie de Box-Jenkins pour la modélisation
stochastique des séries chronologiques en hydrologie sachant que la procédure est valable pour tout
autre domaine.

Dans ce contexte, nous avons mis la lumiére sur les étapes principales de cette méthode a
savoir la stationarisation si les données ne sont pas stationnaires, I’identification des parametres du
modele ajusté en se basant essentiellement sur la structure de dépendance interne des donnees,
I’estimation de ces parametres et enfin, la validation du modele. Nous avons également presenté les
outils mathématiques indispensables a 1’accomplissement de chacune de ces étapes et indiqué le
caractére itératif de la procédure en insistant particulierement sur la stationnarité des séries
concernees. Cette stationnarité étant en arriere plan de cette méthodologie, nous avons a cet effet
rappelé les quelques artifices mathématiques visant son obtention. Ces artifices qui ont déja été
introduits dans la premiere partie de cette these consistent généralement en des transformations
mais cette fois ci elles sont abordées avec des mises en gardes particulieres pour éviter les
problemes qui peuvent en résulter.

Enfin, nous avons exposé¢ comment le mod¢le ARMA résultant peut étre mis en ceuvre pour
faire de la prédiction tout en indiquant les intervalles de confiance de ces dernieres.
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Chapitre 11.2

MODELISATION ARIMA ET PREDICTION DES
APPORTS ANNUELS

11.2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre la méthode de Box-Jenkins (ARIMA) est appliquée aux apports annuels d’un
¢chantillon de 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie. A cet effet, il convient de rappeler
que 1’usage de cette dernieére exige la normalité et la stationnarité des séries chronologiques a
étudier. Cette derniere condition signifie que la moyenne de la série et sa variabilité doivent étre
constantes. En d’autres termes, si la série en question n’est pas stationnaire il faut la transformer
pour remplir cette condition. Il convient également a ce stade de rappeler que la méthode de Box-
Jenkins se base essentiellement sur la structure de dépendance interne des séries chronologiques. Il
va de soit que pour les series indépendantes le recours a la méthode se trouve complétement non
justifié.

11.2.2 MODELISATION ET DISCUSSION DES RESULTATS

La procédure de la méthode est itérative ce qui fait que le traitement reste identique pour les 10
stations concernées. Cependant, avant de passer au traitement propre des données, un bref apercu
statistique de la série considérée est fourni avec une représentation graphique de sa variabilité. Ceci
est fait dans le but de résumer I’information contenue dans ces données.

11.2.2.1 AIN BERDA

Le Tableau 11.2.1 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a AIN BERDA entre 1963 et 1993. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness (coefficient
d’asymétrie) et la Kkurtosis (coefficient d’applatissement) standardisées sont comprises dans
I’intervalle [—2, +2] ce qui indique que la distribution est trés probablement normale (Cox, 1981).
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Tableau 11.2.1 Statistiques des apports annuels
observés a AIN BERDA (1963-1993)

Paramétre valeur
Nombre d’observations 31
Moyenne 12.8748
Variance 119.08
Déviation Standard 10.9124
Minimum 0.119
Maximum 39.2679
Stnd. skewness 1,82264
Stnd. kurtosis -0.416708
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Fig. 11.2.1  Apports annuels originaux observés a AIN BERDA
(1963-1993)

11.2.2.1.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.1 ne semble présenter
aucun signe de non stationnarité. Pour le confirmer, nous avons procédé par le calcul des premiéres
et deuxiemes différences régulieres de la série ou le calcul de 1’écart-type permet de choisir 1’ordre
optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.2, tandis que les statistiques des séries différenciées pour 1I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.3.

Tableau 11.2.2 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N°  Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
1 17,85

5 24,8 6,95

3 2,26 -22,54 -29,49

4 4,4 2,14 24,68

5 28,74 24,34 22,2
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Tableau 11.2.3  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1924-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 31 12,87 119,08 10,91
DIFF(Apports’l) 30 -0,35 304 17,43
DIFF(ApportS 12) 29 -0,7 1007, 6 31,74

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Le minimum d’écart-type est observe pour la série des apports d’origine ce qui confirme la
these de sa stationnarité et rejette le recours a la différenciation. La série correspondante tel
qu’illustré dans la Fig. I1.2.1 est donc stationnaire et sa variance est de 119,08 est stable autour de sa
moyenne qui est de 12,87. La Fig. 11.2.2 quant a eclle montre 1’ajustement des données a une
distribution normale dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux (statistique
du test = 14,96, P = 0,2432) (Brockwell & Davis, 1990).

Apports (Hm3)

0 10 20 30 40
Distribution Normale

Fig. 11.2.2  Ajustement & la loi Normale des apports annuels observes a
AIN BERDA (1963-1993)

11.2.2.1.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de I’ACF et de celui de la PACF des apports considérés, tel que montré
par les Figures 11.2.3 et 4 ainsi que les Tableaux 11.2.4 et 5, indique 1 pic significatif au lag 2 pour
I’ACF et 1 pic significatif au lag 2 pour la PACF.

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 10 premieres auto-corrélations montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0,1 ce qui veut dire que I’hypothése nulle d’indépendance ne peut
pas étre rejetée a 90% de confiance ou plus (la statistique calculée du test est de 4,74 avec une
valeur de probabilité P de 0,90 qui est supérieure a 0,1). La série ne présentant aucune structure de
dépendance interne, peut donc étre considérée comme completement aléatoire, son traitement
s’arréte ici.
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Fig. 11.2.3 ACF des apports annuels observés a
AIN BERDA (1963-1993)
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Fig. 11.2. 4 PACF des apports annuels observés a

AIN BERDA (1963-1993)

Tableau 11.2.4 ACF des apports annuels observés a AIN BERDA (1963-1993)

Lag ACF Ecart-type -1C a2 95% IC a 95%
1 -0,242828 0,179605 -0,352021 0,352021
2 0,0387402 0,189901 -0,372199 0,372199
3 0,0133398 0,190155 -0,372699 0,372699
4 -0,0861318 0,190186 -0,372758 0,372758
5 -0,0741913 0,19144 -0,375216 0,375216
6 0,025745 0,192365 -0,377029 0,377029
7 -0,227489 0,192476 -0,377247 0,377247
8 0,108747 0,200962 -0,39388 0,39388
9 -0,00917072 0,202852 -0,397583 0,397583
10 -0,123073 0,202865 -0,397609 0,397609
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Tableau 11.2.5 PACF des apports annuels observés a AIN BERDA (1963-1993)

Lag ACF Ecart-type -1C 2 95% IC a 95%
1 -0,242828 0,179605 -0,352021 0,352021
2 -0,0214925 0,179605 -0,352021 0,352021
3 0,0188499 0,179605 -0,352021 0,352021
4 -0,0825294 0,179605 -0,352021 0,352021
5 -0,123277 0,179605 -0,352021 0,352021
6 -0,0221423 0,179605 -0,352021 0,352021
7 -0,241052 0,179605 -0,352021 0,352021
8 -0,0180999 0,179605 -0,352021 0,352021
9 -0,00601551 0,179605 -0,352021 0,352021
10 -0,16077 0,179605 -0,352021 0,352021

11.2.2.2 BENI BAHDEL

Le Tableau 11.2.6 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a BENI BAHDEL entre 1924 et 1992. 1l présente les mesures de la tendance centrale, de
la variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la kurtosis
standardisées sont d’un intérét particulier car ils sont utilisés pour déterminer si oui ou non la
distibution est gaussienne. Une valeur de ces paramétres en dehors de I’intervalle [—2, +2] indique
un éloignement significatif de la normalité. Dans notre cas, la kurtosis standard est comprise dans
I’intervalle tandis que la skewness ne I’est pas.

Tableau 11.2.6  Statistiques des apports annuels
observés 8 BENI BAHDEL (1924-1992)

Paramétre valeur
Nombre d’observations 69
Moyenne 65,6599
Variance 1502, 69
Déviation Standard 38,7645
Minimum 8,266
Maximum 177,69
Stnd. skewness 2,77406
Stnd. kurtosis 0,553211
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Fig. 11.2.5 Apports annuels originaux observés a BENI BAHDEL (1924-1992)
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11.2.2.2.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.5 présente une tendance
vers sa fin ce qui indique 1’existence d’une non stationnarité. Le calcul des premiéres ou deuxiemes
différences régulieres de la série permet d’obtenir cette stationnarité et le calcul de I’écart-type
permet de choisir I’ordre optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.7, tandis que les statistiques des séries différenciées pour 1I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.8.

Tableau 11.2.7 Calcul des séries différenciées
(données des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
26,878

1 38,631 11,753

2 125,258 86,627 74,874

3 123,925  -1,333 -87,96

g 135,425 11,5 12,833

Tableau 11.2.8  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1924-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 69 65,66 1502, 69 38,76
DIFF(Apports 1) 68 -0,17 1304,74 36,76
DIFF(Apports ’2) 67 -0,46 3099 55,66

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est obtenu par les premiéres
différences réguliéres (d=1). La série correspondante tel qu’illustré dans la Fig. 11.2.6 est plus stable
car sa variance est de 1304,74 au lieu de 1502,69 pour les données de départ, et la tendance est
éliminée de la série. Le résultat est une série stationnaire avec une variance a expliquer qui est de
1304,74. La Fig. 11.2.7 quant a elle montre I’ajustement des données différenciées a une
distribution normale dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux (statistique
du test = 18,4706, P = 0,42508).
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Fig. 11.2.6  Différences premiéres des apports annuels observés a
BENI BAHDEL (1924-1992)
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Fig. 11.2.7 Ajustement Normal des différences premieres des apports annuels observés
a BENI BAHDEL (1924-1992)

11.2.2.2.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) des apports différenciés, tel que montré par les Fig. 11.2.8 et 9 ainsi

que les Tableaux 11.2.9 et 10, indique 1 pic significatif au lag 2 pour I’ACF et 1 pic significatif au
lag 2 pour la PACF.
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Fig. 11.2.8 ACF des apports annuels différenciés observés a
BENI BAHDEL (1924-1992)
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Fig. 11.2.9 PACF des apports annuels différenciés observés a
BENI BAHDEL (1924-1992)
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Tableau 11.2.9 ACF des apports annuels stationnaires

Lag ACF Ecart-type -IC 2 95% IC a 95%
1 -0,172898 0,121268 -0,237681 0,237681
2 -0,290805 0,12484 -0,244683 0,244683
3 0,0498469 0,134434 -0,263486 0,263486
4 -0,0013474¢6 0,134705 -0,264018 0,264018
5 -0,121948 0,134705 -0,264018 0,264018
6 0,223973 0,136319 -0,267181 0,267181
7 -0,0242908 0,141627 -0,277585 0,277585
8 -0,0559708 0,141689 -0,277705 0,277705
9 -0,152282 0,142013 -0,278342 0,278342
10 0,0957206 0,144395 -0,283009 0,283009
11 -0,0248371 0,145325 -0,284832 0,284832
12 -0,117777 0,145387 -0,284955 0,284955
13 0,071692 0,146784 -0,287691 0,287691
14 0,230201 0,147298 -0,288699 0,288699
15 -0,277616 0,152497 -0,298889 0,298889
16 -0,0456503 0,159756 -0,313117 0,313117
17 0,09240641 0,159948 -0,313493 0,313493
18 0,00582414 0,160732 -0,31503 0,31503
19 -0,147837 0,160735 -0,315036 0,315036
20 0,24248 0,162722 -0,318931 0,318931
21 0,0607415 0,167952 -0,329181 0,329181
22 -0,107881 0,168275 -0,329813 0,329813

Tableau 11.2.10 PACF des apports annuels stationnaires

Lag PACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,172898 0,121268 -0,237681 0,237681
2 -0,330581 0,121268 -0,237681 0,237681
3 -0,0858835 0,121268 -0,237681 0,237681
4 -0,122645 0,121268 -0,237681 0,237681
5 -0,187145 0,121268 -0,237681 0,237681
6 0,140674 0,121268 -0,237681 0,237681
7 -0,0314734 0,121268 -0,237681 0,237681
8 0,0583464 0,121268 -0,237681 0,237681
9 -0,197826 0,121268 -0,237681 0,237681
10 0,0208234 0,121268 -0,237681 0,237681
11 -0,0973229 0,121268 -0,237681 0,237681
12 -0,209222 0,121268 -0,237681 0,237681
13 -0,0419165 0,121268 -0,237681 0,237681
14 0,137604 0,121268 -0,237681 0,237681
15 -0,15364 0,121268 -0,237681 0,237681
16 -0,0906374 0,121268 -0,237681 0,237681
17 -0,0843104 0,121268 -0,237681 0,237681
18 -0,0184088 0,121268 -0,237681 0,237681
19 -0,229417 0,121268 -0,237681 0,237681
20 0,0457429 0,121268 -0,237681 0,237681
21 0,11034 0,121268 -0,237681 0,237681
22 0,04904 0,121268 -0,237681 0,237681

Les résultats du test de Box-Pierce base sur les 22 premieres auto-corrélations montrent qu’a
90% de confiance la série n’est pas completement aléatoire (la statistique calculée du test est de
32,259 avec une valeur de probabilité P de 0,07qui est inférieure a4 0,1).

Les comportements de 1I’ACF et la PACF nous poussent a opter pour les modeles possibles

suivants :
(A) ARIMA(2,1,2) avec constante
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(B) ARIMA(2,1,1) avec constante
(C) ARIMA(2,1,0) avec constante
(D) ARIMA(1,1,2) avec constante
(E) ARIMA(0,1,2) avec constante

11.2.2.2.3 Estimation

La présente procédure va estimer les 12 valeurs futures de la série de 69 données. Un modele
ARIMA a été sélectionné. Ce modéle suppose que la meilleure prédiction des valeurs futures est
donnée par un modele paramétrique qui relie les valeurs de données les plus récentes aux valeurs de
données précédentes et au bruit précédent. Il convient de rappeler qu’avant que le modéle ne soit
ajuste, les différences régulicres d’ordre 1 ont été prises.

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 69 données ont été
utilisées dont les 20 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des modeéles ont alors été
estimés sur une période de 39 ans.

L’analyse et la comparaison des modéles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.2.11
montre que tous les modeéles ajustés produisent des résidus complétement indépendants avec une
moyenne et une variance qui sont stables entre la période d’estimation et celle de validation.
Cependant, le modele qui produit le minimum de variance des résidus est le modele (E) c’est lui qui
est donc retenu pour la prédiction.

Tableau 11.2.11 Comparaison des modeles ajustés.

Modele Variance des résidus AUTO MOY VAR
Période Période de
d’estimation validation
(A) 1287, 39 798, 677 OK OK OK
(B) 1267, 62 822,48 OK OK OK
(C) 1284,2 852,257 OK OK OK
(D) 1226, 28 884,77 OK OK OK
(E) 1170, 67 809,399 OK OK OK

Notation : AUTO :test d’indépendance des résidus; MOY : test d’égalité de la moyenne; VAR: test
d’homoscédasticité ; OK : le test est positif.

Les Tableaux 11.2.12 et 13 résument I’estimation des paramétres du modéle retenu
ARIMA(0,1,2) avec et sans constante ainsi que la signification statistique de ses termes. Les termes
correspondant a une valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a
95% de confiance.

100



Partie |1 Chapitre 1.2 Modélisation ARIMA et prédiction des apports annuels

Tableau 11.2.12  Estimation des paramétres du modele retenu ARIMA(0,1,2) avec constante

Parametre Estimation Ecart- type t P
MA(1) 0,459571 0,133983 3,43007 0,001053
MA(2) 0,462918 0,130167 3,55633 0,000708
Moyenne 0,199681 0,687542 0,290427 0,772414
Constante 0,199681

La variance estimée du bruit blanc = 1238,96 avec 65 DDL et 1’écart- type estimé du bruit
blanc = 35,19809.

Tableau 11.2.13  Estimation des paramétres du modele retenu ARIMA(0,1,2) sans constante

Parametre Estimation Ecart- type t P
MA(1) 0,466639 0,138751 3,36314 0,001286
MA(2) 0,472472 0,135975 3,47468 0,000909

La variance estimée du bruit blanc = 1220,21 avec 66 DDL et I’écart type estimé du bruit blanc =
34,9315.

La valeur de P pour les termes MA(1) et MA(2) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de confiance avec des valeurs différentes de un (1). La
valeur de P pour la moyenne (constante) est trés supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non
significativement différente de zéro et peut donc étre éliminée. L’estimation de 1’écart-type du bruit
blanc est de 34,9315 et I’estimation de la variance des résidus est de 1220,21.

Le Tableau 11.2.14 résume la performance du modele ARIMA(0,1,2) a ajuster les données
considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.2.14  Statistiques des erreurs du modéle ARIMA(0,1,2)

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQI\/I 1170,67 809,399

EAM 27,4819 23,7702

EM 3,58874 -21,5266

Nous y trouvons :
1) L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2) L’erreur absolue moyenne (EAM)
3) L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction une année a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le modele
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas différentes d’'une maniere considérable pour les deux
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périodes d’estimation et de validation, il s’ensuit que le modele ajusté peut étre considéré comme
performant et donc bon a faire des prévisions des valeurs futures.

11.2.2.1.4 Validation

11 s’agit de vérifier I’hypothése de la méthode a savoir que les résidus forment bien un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Pour cela, le test des auto-corrélogrammes (ACF et PACF) et
celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des résidus, le test t de
student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne et le test d’adéquation du Chi-deux a 95%
de confiance est utilisé pour tester leur normalité.

e Testdes ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré
dans la Fig. 11.2.10 et Fig. 11.2.11.
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Fig. 11.2.10  ACF des résidus du modele ARIMA(0,1,2)
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Fig. 11.2.11  PACEF des résidus du modele ARIMA(0,1,2)
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Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance
ce qui indique que ces derniers sont statistiquement non significatifs, d’ou leur indépendance. Leurs
valeurs sont reportées dans le Tableau 11.2.15 et Tableau 11.2.16.

Tableau 11.2.15 ACF des résidus du modele ARIMA(0,1,2)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,112425 0,121268 -0,237681 0,237681
2 0,160056 0,122791 -0,240666 0,240666
3 0,141545 0,125822 -0,246606 0,246606
4 0,154885 0,128142 -0,251154 0,251154
5 -0,0243581 0,130866 -0,256493 0,256493
6 0,20269 0,130933 -0,256624 0,256624
7 -0,0579734 0,135468 -0,265514 0,265514
8 -0,00781779 0,135833 -0,266228 0,266228
9 -0,194832 0,135839 -0,266241 0,266241
10 -0,00689348 0,139889 -0,274177 0,274177
11 -0,138411 0,139894 -0,274187 0,274187
12 -0,121359 0,141893 -0,278106 0,278106
13 -0,0927206 0,143411 -0,281082 0,281082
14 0,081839 0,14429 -0,282804 0,282804
15 -0,266396 0,144971 -0,284139 0,284139
16 -0,0502468 0,152 -0,297915 0,297915
17 -0,036957 0,152244 -0,298393 0,298393
18 0,0360405 0,152376 -0,298652 0,298652
19 -0,0871261 0,152501 -0,298897 0,298897
20 0,220584 0,153231 -0,300328 0,300328
21 0,087133 0,157832 -0,309346 0,309346
22 0,0578123 0,158538 -0,310729 0,310729

Tableau 11.2.16 PACF des résidus du modele ARIMA(0,1,2)

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,112425 0,121268 -0,237681 0,237681
2 0,149304 0,121268 -0,237681 0,237681
3 0,11338 0,121268 -0,237681 0,237681
4 0,11421 0,121268 -0,237681 0,237681
5 -0,0866041 0,121268 -0,237681 0,237681
6 0,169694 0,121268 -0,237681 0,237681
7 -0,11619 0,121268 -0,237681 0,237681
8 -0,0440805 0,121268 -0,237681 0,237681
9 -0,220218 0,121268 -0,237681 0,237681
10 0,00980342 0,121268 -0,237681 0,237681
11 -0,0557539 0,121268 -0,237681 0,237681
12 -0,103855 0,121268 -0,237681 0,237681
13 0,0283118 0,121268 -0,237681 0,237681
14 0,1387 0,121268 -0,237681 0,237681
15 -0,180125 0,121268 -0,237681 0,237681
16 -0,0402466 0,121268 -0,237681 0,237681
17 0,0217007 0,121268 -0,237681 0,237681
18 0,0821783 0,121268 -0,237681 0,237681
19 -0,0573294 0,121268 -0,237681 0,237681
20 0,167391 0,121268 -0,237681 0,237681
21 0,143541 0,121268 -0,237681 0,237681
22 -0,0281806 0,121268 -0,237681 0,237681
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e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 22 premiéres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothése nulle que les résidus
sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothese nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 24,3376
Valeur de P = 0.2279

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -3,79, leur médiane est de -11,59 et leur variance est de 1030,72
avec un écart-type de 32,10. Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,33 qui est
supérieure a 0.05 ce qui implique que 1I’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut
pas étre rejetée a 95% de confiance.

Test t

Hypothése nulle : moyenne = 0

Valeur calculée de la statistique t=-0,97
Valeur de P =0.33

e Test de Normalité

Afin de Vérifier si les résidus du modele ARIMA(0,1,2) appartiennent a une distribution
Normale, un ajustement a la loi de Gauss a été effectué tel que présenté dans la Fig. 11.2.12. Les
résultats du test du Chi-deux montrent une valeur de P supérieure a 0,01 donc I’hypothése nulle de
Normalité ne peut pas étre rejetée a 95% de confiance.

test du Chi-deux

Valeur de la statistique du test = 33,91.
Valeur de P =0,0129

Résidus (Hm3)

-60 -30 0 30 60 90
Distribution Normale

Fig. 11.2.12 Ajustement des résidus du modele ARIMA(0,1,2) a La loi de Gauss
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Les résultats des tests précédents appliqués aux résidus du modele ARIMA(0,1,2) ont
permis la vérification des hypotheses de la méthode de Box-Jenkins.

En fin, ce modele peut étre formulé de la maniére suivante :
(1- B)X, = (1 -0,466639 B — 0,472472B?%)¢,

Ou & est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 1220 ,21. Ainsi la variance
expliquée par le modéle peut étre estimée a seulement 6,5%. Ce pourcentage qui exprime la
contribution de la partie structurée au sein de la série étudiée reste insignifiant devant la
contribution de la partie aléatoire. Ce résultat concorde avec celui du test d’indépendance de Box-
Pierce déja effectué. La prépondérance de la variabilité aléatoire de la série considérée fait des
prédictions procurées par le modele dénudées de tous sens pratigue méme si sur le plan
mathématique elles sont tout a fait réalisables.

11.2.2.2.5 Prédiction

Les résultats des prédictions obtenues par le modele retenu ARIMA(0,1,2) sont regroupés dans le
Tableau 11.2.17 pour la période suivant la fin de la série chronologique de départ et dans le Tableau
11.2.18 pour la période ou les données sont disponibles avec les résidus correspondants. Pour cette
derniere période des intervalles de confiances a 95% ont été calculés pour les prédictions obtenues.
Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période déterminée dans le
future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en question. Ces prédictions
représentées dans la Fig. 11.2.13 en trait continu suivent I’allure générale des données observées
représentées en points carrés. Pour la période ou les données ne sont pas disponibles (apres 1’indice
69 sur I’axe des x) les prédictions obtenues pour les 12 ans futurs sont représentées avec leurs
limites de confiance tracées a 95%.

Tableau 11.2.17 Prédictions des apports annuels a
BENI BAHDEL pour les 12 ans futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
70,0 39,9893 -29,7539 109,732
71,0 52,7737 -26,2695 131,817
72,0 52,7737 -26,3835 131,931
73,0 52,7737 -26,4973 132,045
74,0 52,7737 -26,6011 132,158
75,0 52,7737 -26,7245 132,272
76,0 52,7737 -26,8378 132,385
77,0 52,7737 -26,951 132,498
78,0 52,7737 -27,064 132,611
79,0 52,7737 -27,1769 132,724
80,0 52,7737 -27,2896 132,837
81,0 52,7737 -27,4021 132,949

105



Partie |1 Chapitre 1.2 Modélisation ARIMA et prédiction des apports annuels

ARIMA(0,1,2)
210 F ' ' ' ' =
C Observation
e - 1 — Prédicti
1 — ICa9%s%

Apports (Hm3)

[E=Y
o
TT T T

0 20 40 60 80 100

ARIMA(01,2)

] —— Observation
1 — Prédiction
1 — IC a%%

120

90

60 | .

4

69 71 73 75 7 79 81

Apports (Hm3)

Fig. 11.2.13  Prédictions des apports annuels a BENI BAHDEL
obtenues par le modele ARIMA(0,1,2)
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Tableau 11.2.18 Prédictions avec ARIMA(0,1,2)

Période Donnée Prédiction Résidu
1,0 26,878

2,0 38,631 49,6806 -11,04906
3,0 125,258 62,6064 62,6516
4,0 123,925 101,243 22,6821
5,0 135,425 83,7395 51,6855
6,0 74,449 100,59 -26,1409
7,0 57,263 62,2274 -4,96445
8,0 110,844 71,9304 38,9136
9,0 166,39 95,031 71,359
10,0 87,607 114,706 -27,0986
11,0 97,046 66,5371 30,5089
12,0 66,543 95,6127 -29,0697
13,0 51,64 65,6935 -14,0535
14,0 59,77 71,9325 -12,1625
15,0 61,5 72,0854 -10,5854
16,0 85,11 72,186 12,924
17,0 59,55 84,0804 -24,5304
18,0 41,82 64,8906 -23,0706
19,0 56,531 64,1756 -7,64457
20,0 22,526 70,9985 -48,4725
21,0 36,363 48,757 -12,394
22,0 46,876 65,0484 -18,1724
23,0 78,218 61,2117 17,0063
24,0 52,114 78,8682 -26,7542
25,0 98,026 56,5636 41,4624
26,0 137,62 91,3186 46,3014
27,0 85,32 96,4241 -11,1041
28,0 46,172 68,6255 -22,4535
29,0 144,722 61,8961 82,8259
30,0 101,488 116,681 -15,1929
31,0 52,316 69,4447 -17,1287
32,0 46,239 67,4871 -21,2481
33,0 52,17 64,247 -12,077
34,0 39,906 67,8447 -27,9387
35,0 81,91 58,6493 23,2607
36,0 45,634 84,2559 -38,6219
37,0 68,346 52,6665 15,6795
38,0 56,005 79,2771 -23,2721
39,0 76,788 59,4565 17,3315
40,0 84,645 79,6959 4,94913
41,0 29,455 74,1469 -44,6919
42,0 37,706 47,9717 -10,2657
43,0 110,15 63,612 46,538
44,0 60,006 93,2838 -33,2778
45,0 61,899 53,5468 8,35216
46,0 95,018 73,7244 21,2936
47,0 82,911 81,1354 1,77559
48,0 118,497 72,0218 46,4752
49,0 177,69 95,971 81,719
50,0 127,378 117,599 V9, 7795
51,0 82,332 84,2046 v-1,87257
52,0 51,852 78,5853 V-26,7333
53,0 39,723 65,2115 V-25,4885
54,0 38,001 64,2477 V-26,2467
55,0 60,675 62,2913 V-1,61631
56,0 76,456 73,83 V2,62596
57,0 22,179 75,9943 V-53,8153
58,0 21,372 46,0506 V-24,6786
59,0 13,007 58,3142 Vv-45,3072
60,0 12,558 45,809 vV-33,251
61,0 12,581 49,4806 V-36,8996
62,0 35,128 45,51 V-10,382
63,0 52,56 57,4066 V-4,84665
64,0 11,517 59,7268 V-48,2098
65,0 16,4202 36,3035 vV-19,8833
66,0 8,266 48,4763 V-40,2103
67,0 46,454 36,424 v10,03
68,0 34,303 60,7718 V-26,4688
69,0 14,857 41,9155 v-27,0585

Notation : V : période de validation
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11.2.2.3 BOUCHEGOUF

Le Tableau 11.2.19 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a BOUCHEGOUF entre 1948 et 1993. Il présente les mesures de la tendance centrale, de
la variabilité¢ et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la kurtosis
standardisées sont comprises dans I’intervalle [—2, +2] ce qui indique une distribution normale.

Tableau 11.2.19 Statistiques des apports annuels observeés
a BOUCHEGOUF (1948-1993)

Paramétre valeur
Nombre d’observations 34
Moyenne 115.948
Variance 5016.59
Déviation Standard 70.8279
Minimum 18.494
Maximum 236.37
Stnd. skewness 1.00022
Stnd. kurtosis -1.43564
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Fig. 11.2.14  Apports annuels originaux observés a BOUCHEGOUF
(1948-1993)

11.2.2.3.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.18 ne semble présenter
aucun signe de non stationnarité. Pour le confirmer, nous avons procédé par le calcul des premiéres
et deuxiemes différences régulieres de la série ou le calcul de 1’écart-type permet de choisir 1’ordre
optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le

Tableau 11.2.20, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.21.
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Tableau 11.2.20 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
194,26

1 103,2 -91,06

2 50,31 -52,89 38,17

3 226,72 176,41 229,3

g 223,49 -3,23 -179,64

Tableau 11.2.21 Statistiques descriptives des séries différenciées
(1948-1993)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 34 115,95 5016,59 70,82
DlFF(AppOftS,l) 33 -4,1 8771 93,65
DlFF(AppOFtS 2) 32 1,08 24900, 3 157,79

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Le minimum d’écart-type est observé pour la série des apports d’origine ce qui confirme la
thése de sa stationnarité et rejette le recours a la différenciation. La série correspondante tel
qu’illustré dans la Fig. 11.2.18 est donc stationnaire et sa variance est de 5016,59 est stable autour de
sa moyenne qui est de 115,95. La Fig. 11.2.15 quant a elle montre I’ajustement des données a une
distribution normale dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux (statistique
du test = 15,88 ; P =0,2555).
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Fig. 11.2.15 Ajustement a la loi Normale des apports annuels observés a
BOUCHEGOUF (1948-1993)

11.2.2.3.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de I’ACF et de celui de la PACF des apports considérés, tel que montré
par les Fig. 16 et 17 ainsi que les Tableaux 22 et 23, indique 1 pic significatif au lag 2 pour I’ACF
et 1 pic significatif au lag 2 pour la PACF.
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Fig. 11.2.16  ACF des apports annuels observés a
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Fig. 11.2.17 PACF des apports annuels observés a
BOUCHEGOUF (1948-1993)

Tableau 11.2.22 ACF des apports annuels observés a BOUCHEGOUF (1948-1993)

Lag ACF Ecart-type -IC 2 95% IC a 95%
1 0,122196 0,171499 -0,336132 0,336132
2 -0,0259011 0,174041 -0,341114 0,341114
3 -0,178162 0,174154 -0,341336 0,341336
4 0,0029711 0,179434 -0,351686 0,351686
5 -0,0157582 0,179436 -0,351689 0,351689
6 0,0455102 0,179477 -0,351768 0,351768
7 0,0139426 0,179816 -0,352433 0,352433
8 0,030447 0,179848 -0,352495 0,352495
9 -0,151439 0,179999 -0,352792 0,352792
10 -0,144575 0,183708 -0,360062 0,360062
11 0,0982086 0,187025 -0,366562 0,366562
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Tableau 11.2.23 PACF des apports annuels observés a BOUCHEGOUF (1948-1993)

Lag PACF Ecart-type -1C a 95% IC a 95%
1 0,122196 0,171499 -0,336132 0,336132
2 -0,041452 0,171499 -0,336132 0,336132
3 -0,172671 0,171499 -0,336132 0,336132
4 0,0471296 0,171499 -0,336132 0,336132
5 -0,0313296 0,171499 -0,336132 0,336132
6 0,0219808 0,171499 -0,336132 0,336132
7 0,0144814 0,171499 -0,336132 0,336132
8 0,0205787 0,171499 -0,336132 0,336132
9 -0,15231 0,171499 -0,336132 0,336132
10 -0,110785 0,171499 -0,336132 0,336132
11 0,146753 0,171499 -0,336132 0,336132

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 11 premieres auto-corrélations montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0,1 ce qui veut dire que I’hypothése nulle d’indépendance ne peut
pas étre rejetée a 90% de confiance ou plus (la statistique calculée du test est de 3,54 avec une
valeur de probabilité P de 0,98 qui est supérieure a 0,1). La série ne présentant aucune structure de
dépendance interne peut donc étre considérée comme complétement aléatoire, son traitement
s’arréte ici.

11.2.2.4 BOUHNIFIA

Le Tableau 11.2.24 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a BOUHNIFIA entre 1934 et 1992. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la kurtosis
standardisées sont d’un intérét particulier car ils sont utilisés pour déterminer si oui ou non la
distibution est gaussienne. Une valeur de ces parametres en dehors de I’intervalle [—2, +2] indique
un eloignement significatif de la normalité. Dans notre cas, la kurtosis standard est comprise dans
I’intervalle tandis que la skewness ne I’est pas.

Tableau 11.2.24 Statistiques des apports annuels observés a
BOUNNIFIA (1934-1992)

Parameétre valeur
Nombre d’observations 59
Moyenne 121.23
Variance 4049.08
Déviation Standard 63.63
Minimum 22.05
Maximum 296.2
Stnd. skewness 2 .71
Stnd. kurtosis 0.72
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Fig. 11.2.18  Apports annuels originaux observés a BOUHNIFIA
(1934-1992)

11.2.2.4.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.18 présente une tendance
vers sa fin ce qui indique 1’existence d’une non stationnarité. Le calcul des premiéres ou deuxiemes
différences régulicres de la série permet d’obtenir cette stationnarité et le calcul de I’écart-type
permet de choisir I’ordre optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.25, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.26.

Tableau 11.2.25 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N ° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)

1 ﬁg; 21,6

2 89,3 -56 -77,6
3 100,7 11,4 67,4
‘51 114,5 13,8 2,4

Tableau 11.2.26  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1934-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 59 121,23 4049,08 63,63
DIFF(ApportS 1) 58 -1,75 4529,43 67,3
DlFF(AppOftS 2) 57 -0,68 14121,7 118,79

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est observé pour la série des apports
originaux avec une valeur de 63,63. La série correspondante est donc celle qui présente le plus de
stabilité, sa variance est de 4049,08 par rapport aux données différenciées, c’est la variance a
expliquer. La Fig. 11.2.19 montre 1’ajustement de ces données a la distribution Normale, la qualité
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d’adéquation de cet ajustement est confirmée par le test du Chi-deux (statistique du test = 17,94
avec une probabilité P =0,39).

300 |
250
200 E
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Distribution Normale

Fig. 11.2.19  Ajustement Normal des apports annuels originaux observes a
BOUHNIFIA (1934-1992)

11.2.2.4.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) des apports observes, tel que montré par les Fig. 11.2.20 et 21 ainsi
que les Tableaux 11.2.27 et 28, indique 1 pic significatif aux lag 1, 2 et 3 pour I’ACF et 1 pic
significatif aux lag 1 et 2 pour la PACF.
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Fig. 11.2.20 des apports annuels observeés a
BOUHNIFIA (1934-1992)
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Fig. 11.2.21 PACF des apports annuels observeés a
BOUHNIFIA (1934-1992)

Tableau 11.2.27 ACF des apports annuels stationnaires

Lag ACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,428994 0,130189 -0,255166 0,255166
2 0,44932 0,152275 -0,298454 0,298454
3 0,337302 0,173295 -0,339654 0,339654
4 0,177536 0,184087 -0,360805 0,360805
5 0,298533 0,186966 -0,366448 0,366448
[ 0,204271 0,194878 -0,381955 0,381955
7 0,274995 0,198474 -0,389003 0,389003
8 0,150355 0,20483 -0,401461 0,4014061
9 0,108797 0,206693 -0,405111 0,405111
10 0,0105907 0,207661 -0,407009 0,407009
11 -0,133548 0,20767 -0,407027 0,407027
12 0,0313 0,209121 -0,40987 0,40987
13 -0,0434745 0,2092 -0,410025 0,410025
14 0,0170809 0,209353 -0,410325 0,410325
15 -0,0485878 0,209377 -0,410372 0,410372
16 -0,0427228 0,209568 -0,410746 0,410746
17 -0,11014 0,209715 -0,411035 0,411035
18 -0,0370397 0,210693 -0,412952 0,412952
19 0,0116757 0,210804 -0,413169 0,413169

Tableau 11.2.28 PACF des apports annuels stationnaires

Lag PACF Ecart-type -1C a 95% IC a 95%
1 0,428994 0,130189 -0,255166 0,255166
2 0,325118 0,130189 -0,255166 0,255166
3 0,0928328 0,130189 -0,255166 0,255166
4 -0,115796 0,130189 -0,255166 0,255166
5 0,186077 0,130189 -0,255166 0,255166
6 0,0528543 0,130189 -0,255166 0,255166
7 0,108025 0,130189 -0,255166 0,255166
8 -0,116168 0,130189 -0,255166 0,255166
9 -0,0482019 0,130189 -0,255166 0,255166
10 -0,132301 0,130189 -0,255166 0,255166
11 -0,18514 0,130189 -0,255166 0,255166
12 0,13763 0,130189 -0,255166 0,255166
13 0,0432058 0,130189 -0,255166 0,255166
14 0,00344743 0,130189 -0,255166 0,255166
15 -0,115471 0,130189 -0,255166 0,255166
16 0,0848466 0,130189 -0,255166 0,255166
17 -0,0723164 0,130189 -0,255166 0,255166
18 0,146092 0,130189 -0,255166 0,255166
19 0,04605 0,130189 -0,255166 0,255166
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Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 19 premiéres auto-corrélations montrent qu’a
99% de confiance la série n’est pas completement aléatoire (la statistique calculée du test est de
47,85 avec une valeur de probabilité P de 0,0002 qui est inférieure a 0,01).

Les comportements de I’ACF et la PACF nous poussent a opter pour les modeles possibles
suivants :
(A) ARIMA(2,0,3) avec constante
(B) ARIMA(1,0,3) avec constante
(C) ARIMA(1,0,2) avec constante
(D) ARIMA(1,0,1) avec constante

11.2.2.4.3 Estimation

Pour I’estimation des parameétres de ces modeles, il faut rappeler que 59 données ont été
utilisées dont les 20 derniéres ont servi a la validation. Les paramétres des modéles ont alors été
estimeés sur une période de 39 ans.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.2.29
montre que tous les modeéles ajustés produisent des résidus completement indépendants avec une
moyenne et une variance qui sont stables entre la période d’estimation et celle de validation.
Cependant, le modeéle qui produit le minimum de variance des résidus est le modéle (A) mais en
contre partie sa performance est la plus médiocre et son coefficient AR(2) est statistiquement non
significatif. Le modéle (D) présente quant a lui la meilleure performance mais la aussi les
coefficients AR(1) et MA(1) sont statistiquement non significatifs et la variance de ses résidus est la
plus élevée. Le modele (C) présente une performance passable mais ses coefficients AR(1) et
MA(1) sont statistiquement non significatifs. Le modele (B) présente une performance passable et
présente 1’avantage d’avoir des coefficients significatifs avec une variance des résidus plus petite,
c’est lui qui est donc retenu pour la prédiction.

Tableau 11.2.29  Comparaison des modeéles ajustés

Modéle Variance des résidus AUTO MOY VAR
Periode Période de
d’estimation validation
(A) 3039,6 5352, 2 OK OK OK
(B) 3118, 6 4164,2 OK OK OK
©) 3122,4 4218, 5 oK OK OK
(D) 3615, 4 3798, 2 OK OK OK

Notation : AUTO :test d’indépendance des résidus; MOY : test d’égalité de la moyenne; VAR: test
d’homoscédasticité ; OK : le test est positif.

Les Tableaux 11.2.30 résume ’estimation des paramétres du mode¢le retenu ARIMA(1,0,3) avec
constante ainsi que la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une valeur
de P < 0.05 sont statistiguement significativement différents de zéro a 95% de confiance.
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Tableau 11.2.30  Estimation des parametres du modele ARIMA(1,0,3)

Parameétre Estimation Ecart- type t P
AR(1) -0,783491 0,167725 -4,67127 0,000020
MA(1) -1,12162 0,188258 -5,95787 0,000000
MA(2) -0,819156 0,18176 -4,50679 0,000036
MA(3) -0,675301 0,148436 -4,54945  0,000031
Moyenne 150,498 17,0929 8,8047 0,000000
Constante 268,411

La variance estimée du bruit blanc = 3031,81 avec 54 DDL et I’¢écart- type estimé du bruit blanc =
55,06.

La valeur de P pour tous les termes est inférieure & 0.01 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 99% de confiance avec des valeurs différentes de un (1).
L’estimation de 1’¢écart-type du bruit blanc est de 55,06 et I’estimation de la variance des résidus est

de 3031,81.

Le Tableau 11.2.31 résume la performance du modele ARIMA(1,0,3) a ajuster les données
considérées et ce par 1’ analyse des erreurs qu’il produit. La différence de ces statistiques d’erreurs
n’est pas trop importante entre la période d’estimation et celle de validation. Ces différences
expriment une performance moyenne du modéle méme si c’est la meilleure par rapport aux modéles
ajustés. Il s’ensuit que le modele ajusté peut €tre considéré comme moyennement performant et
donc les prévisions obtenues peuvent étre considérées en consequence.

Tableau 11.2.31  Statistiques des erreurs du modele ARIMA(1,0,3)

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 3118, 66 4164,25
EAM 42,054 56,5265
EM 31,5666 113,576

Notation : EQM : erreur quadratique moyenne ; EAM : erreur absolue moyenne ; EM:erreur moyenne.

11.2.2.4.4 Validation

Il s’agit de vérifier I’hypothése de la méthode a savoir que les résidus forment bien un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Pour cela, le test des auto-corrélogrames (ACF et PACF) et celui
du Portmanteau (Box-Pierce) sont utilisés pour tester 1’indépendance des résidus, le test t de student
est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne et le test d’adéquation du Chi-deux a 95% de
confiance est utilise pour tester leur normalité.

e Testdes ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modele ont été tracés tel que montré
dans la Fig. 11.2.22 et Fig. 11.2.23.
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Fig. 11.2.23  PACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Tous les coefficients de 1’ ACF sont inclus dans ’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de
confiance ce qui indique que ces derniers sont statistiquement non significatifs, d’ou leur

indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.2.32 et Tableau 11.2.33.

Tableau 11.2.32  ACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type  limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 -0,0349097 0,130189 -0,255166 0,255166
2 -0,0446435 0,130347 -0,255477 0,255477
3 0,085048 0,130606 -0,255984 0,255984
4 0,259332 0,131542 -0,257817 0,257817
5 -0,00108147 0,139939 -0,274276 0,274276
6 0,0916714 0,139939 -0,274277 0,274277
7 0,0545673 0,140953 -0,276264 0,276264
8 0,198588 0,141311 -0,276965 0,276965
9 0,0284394 0,145965 -0,286086 0,286086
10 -0,0195839 0,146059 -0,28627 0,28627
11 -0,192468 0,146103 -0,286357 0,286357
12 0,156885 0,150339 -0,29466 0,29466
13 -0,0109565 0,153089 -0,300049 0,300049
14 0,0261348 0,153102 -0,300075 0,300075
15 -0,0386056 0,153178 -0,300223 0,300223
16 0,00865435 0,153342 -0,300546 0,300546
17 -0,0859284 0,153351 -0,300562 0,300562
18 0,0392246 0,154165 -0,302158 0,302158
19 -0,0312941 0,154334 -0,302489 0,302489
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Tableau 11.2.33 PACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type  limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 -0,0349097 0,130189 -0,255166 0,255166
2 -0,0459182 0,130189 -0,255166 0,255166
3 0,0820879 0,130189 -0,255166 0,255166
4 0,265734 0,130189 -0,255166 0,255166
5 0,0316036 0,130189 -0,255166 0,255166
6 0,115062 0,130189 -0,255166 0,255166
7 0,024483 0,130189 -0,255166 0,255166
8 0,155855 0,130189 -0,255166 0,255166
9 0,0342717 0,130189 -0,255166 0,255166
10 -0,0587546 0,130189 -0,255166 0,255166
11 -0,277438 0,130189 -0,255166 0,255166
12 0,013473 0,130189 -0,255166 0,255166
13 -0,0623201 0,130189 -0,255166 0,255166
14 0,0621714 0,130189 -0,255166 0,255166
15 0,0368494 0,130189 -0,255166 0,255166
16 -0,0447658 0,130189 -0,255166 0,255166
17 -0,0491578 0,130189 -0,255166 0,255166
18 0,0487086 0,130189 -0,255166 0,255166
19 0,0627108 0,130189 -0,255166 0,255166

e Test du Portmanteau

Ce test est basé sur les 22 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése nulle que les résidus
sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypotheése nulle : résidus indépendants

Valeur calculée de la statistiqgue Q = 12,01

Valeur de P =0.6779

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -5,6336, leur médiane est de -12,59 et leur variance est de 3015,51
avec un écart-type de 54,9136. Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,33 qui est
supérieure a 0.05 ce qui implique que 1I’hypothése nulle de nullité¢ de la moyenne des résidus ne peut

pas étre rejetée a 95% de confiance.

Testt

Hypothése nulle : moyenne =0

Valeur calculée de la statistique t=-0,97
Valeur de P =0.33

e Testde Normalité

Afin de Vérifier si les résidus du modéle ARIMA(1,0,3) appartiennent a une distribution
Normale, un ajustement a la loi de Gauss a été effectué tel que présenté dans la Fig. 11.2.24. Les
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résultats du test du Chi-deux montrent une valeur de P supérieure a 0,05 donc I’hypothése nulle de
Normalité ne peut pas étre rejetée a 95% de confiance.

test du Chi-deux

Valeur de la statistique du test = 25,4068.
Valeur de P =0,085968
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Fig. 11.2.24  Ajustement des résidus du modele ARIMA(1,0,3) a
La loi de Gauss

Les résultats des tests précédents appliqués aux résidus du modele ARIMA(1,0,3) ont
permis la vérification des hypothéses de la méthode de Box-Jenkins.

En fin, ce modeéle peut étre formulé de la maniére suivante :
(1 + 0,783491B) (X, — 150,49) = (1 + 1,12162B + 0,819156B% — 0,675301B3%)¢, + 268,41

Ou &, est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 3015,51. Ainsi la variance
expliquée par le modele peut étre estimée a seulement 25,5%. Ce pourcentage qui exprime la
contribution de la partie structurée au sein de la série étudiée, représente le un quart de la
variabilité totale ce qui fait que la contribution de la partie aléatoire est trois fois plus importante.
Cette considération doit étre prise en compte lors de I’utilisation du mod¢le pour la prédiction.

11.2.2.4.5 Prédiction

Les résultats des prédictions obtenues par le modele retenu ARIMA(1,0,3) sont regroupés dans le
Tableau 11.2.34 pour la période suivant la fin de la série chronologique de départ et dans le Tableau
11.2.35 pour la période ou les données sont disponibles avec les résidus correspondants. Pour cette
derniére période des intervalles de confiances a 95% ont été calculés pour les prédictions obtenues.
Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période déterminée dans le
future, dans I’hypothése que le modéle ajusté est adéquat aux données en question. Ces predictions
représentées dans la Fig. 11.2.25 en trait continu suivent 1’allure générale des données observées
représentées en points carrés. Pour la période ou les données ne sont pas disponibles ( apres I’indice
59 sur ’axe des x) les prédictions obtenues pour les 12 ans futurs sont représentées avec leurs
limites de confiance tracées a 95% .
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Tableau 11.2.34  Prédictions des apports annuels a BOUHNIFIA
pour les 12 ans futurs

Période Donnée Prédiction Résidu
60,0 107,557 -2,8355 217,95
61,0 59,3599 -57,1727 175,892
62,0 164,534 32,9162 296,152
63,0 139,5 5,21922 273,782
64,0 159,114 23,2238 295,004
65,0 143,747 6,87834 280,016
66,0 155,787 18,3212 293,253
67,0 146,354 8,52272 284,185
68,0 153,745 15,6898 291,799
69,0 147,954 9,762 286,146
70,0 152,491 14,2148 290,767
71,0 148,936 10,6085 287,264
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Tableau 11.2.35 Prédictions avec ARIMA(1,0,3)

Période Donnée Prédiction Résidu
1,0 123,7 154,303 -30,6031
2,0 145,3 152,6 -7,2996
3,0 89,3 132,829 -43,5287
4,0 100,7 122,977 -22,2773
5,0 114,5 123,941 -9,44105
6,0 71,5 120,469 -48,9689
7,0 87,6 134,69 -47,0898
8,0 85,8 100,472 -14,6721
9,0 109,1 113,089 -3,98872
10,0 221,2 134,64 86,5598

11,0 91,4 179,015 -87,6148
12,0 197,8 166,742 31,0576
13,0 85,9 134,956 -49,0555
14,0 166, 6 112,363 54,2374

15,0 143,4 179,505 -36,10406
16,0 98,9 126,865 -27,9648
17,0 259,8 166,61 93,1904

18,0 228,0 122,095 105,905
19,0 247,9 266,013 -18,1127
20,0 204,1 203,552 0,547574
21,0 177,5 165,795 11,7045
22,0 147,2 130,687 16,5132

23,0 108,14 181,561 -73,1606
24,0 167,5 122,854 44,6463
25,0 102,1 138,474 -36,3743
26,0 165,3 134,786 30,5142

27,0 118, 2 173,479 -55,2792
28,0 86,7 114,233 -27,5329
29,0 99,6 144,925 -45,3254
30,0 106,7 79,6541 27,0459
31,0 199,3 159,427 39,8734

32,0 114,0 148,531 -34,531

33,0 281,9 191,29 90,6104

34,0 141,5 147,816 -6,31596
35,0 94,1 201,369 -107,269
36,0 149,14 130,386 19,0138

37,0 89,8 80,5493 9,25008

38,0 183,0 151,566 31,4337

39,0 296,2 180,707 115,493
40,0 148,5 197,877 V-49,3765
41,0 124,7 212,515 V-87,8154
42,0 114,2 109,76 V4,43965
43,0 117,4 78,6378 V38,7622

44,0 72,8 164,241 V-91,4408
45,0 62,6 143,562 v-80,9619
46,0 76,4 79,8284 V-3,4284

47,0 90,41 76,6368 V13,7732

48,0 59,7 155,542 V-95,8421
49,0 71,5 123,106 vV-51,6059
50,0 36,03 85,3011 V-49,2711
51,0 109,85 77,9232 V31,9268
52,0 41,86 142,944 Vv-101,084
53,0 43,5 115,117 V-71,6166
54,0 46,26 92,7595 V-46,4995
55,0 25,71 53,0849 V-27,3749
56,0 40,11 131,111 V-91,0005
57,0 108,72 81,0923 V27,6277

58,0 39,46 121,188 v-81,7281
59,0 22,052 107,006 Vv-84,9538

Notation : V : période de validation
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11.2.2.5 CHEFFIA

Le Tableau 11.2.36 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a CHEFFIA entre 1966 et 1992. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la kurtosis
standardisees sont comprises dans I’intervalle [—2, +2] ce qui indique une distribution normale.

Tableau 11.2.36 Statistiques des apports annuels observés a
CHEFFIA (1966-1992)

Parameétre valeur
Nombre d’observations 27
Moyenne 135, 661
Variance 8735, 7
Déviation Standard 93,465
Minimum 17,88
Maximum 368,75
Stnd. skewness 1,98532
Stnd. kurtosis 0,383692
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Fig. 11.2.26  Apports annuels originaux observés a CHEFFIA
(1966-1992)

11.2.2.5.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.26 ne semble présenter
aucun signe de non stationnarité. Pour le confirmer, nous avons procédeé par le calcul des premiéres
et deuxiémes différences réguliéres de la série ou le calcul de I’écart-type permet de choisir I’ordre
optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le

Tableau 11.2.37, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.20.
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Tableau 11.2.37 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N° Apport | DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
40,64

1 125, 61 84,97

2 54,58 -71,03 -156

3 173,44 118,86 189,89

‘51 219,97 46,53 -72,33

Tableau 11.2.38  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1966-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 27 135,66 8735,7 93,46
DlFF(AppOftS 1) 26 1,44 13956,5 118,13
DIFF(Apports 2) 25 -5,51 41733,8 204,28

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Le minimum d’écart-type est observé pour la série des apports d’origine. La série
correspondante est donc stationnaire et n’a pas besoin d’étre différenciée. Sa variance est de
8735,7est stable autour de sa moyenne qui est de 135,66. La Fig. 11.2.27 quant a elle montre
I’ajustement des données a une distribution normale dont la qualité d’adéquation est confirmée par
le test du Chi-deux (statistique du test = 10,85 ; P = 0,4557).

400 F
300 |
200 |

100 |

Apports (Hm3)

0 100 200 300 400
Distribution Normale

Fig. 11.2.27  Ajustement a la loi Normale des apports annuels observés a
CHEFFIA (1966-1992)

11.2.2.5.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de I’ACF et de celui de la PACF des apports considéres, tel que montré
par les Fig. 11.2.28 et 29 ainsi que les Tableaux 11.2.39 et 40, n’indique aucun pic significatif aussi
bien pour I’ACF que pour la PACF.
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Fig. 11.2.28  ACF des apports annuels observés a
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CHEFFIA (1966-1992)

PACF des apports annuels observés a

Tableau 11.2.39 ACF des apports annuels observés a CHEFFIA (1966-1992)

Lag ACF Ecart-type -IC 2 95% IC 2 95%
1 0,204649 0,19245 -0,377196 0,377196
2 0,150402 0,200348 -0,392676 0,392676
3 -0,042949 0,204487 -0,400788 0,400788
4 -0,207756 0,204821 -0,401442 0,401442
5 -0,309214 0,212483 -0,416459 0,416459
[ -0,252574 0,228542 -0,447934 0,447934
7 -0,0452135 0,238656 -0,467758 0,467758
8 -0,144967 0,238973 -0,46838 0,46838
9 -0,0502801 0,242208 -0,47472 0,47472
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Tableau 11.2.40 PACF des apports annuels observés a CHEFFIA (1966-1992)

Lag PACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,204649 0,19245 -0,377196 0,377196
2 0,113264 0,19245 -0,377196 0,377196
3 -0,0987725 0,19245 -0,377196 0,377196
4 -0,21247 0,19245 -0,377196 0,377196
5 -0,239888 0,19245 -0,377196 0,377196
[ -0,131788 0,19245 -0,377196 0,377196
7 0,0781151 0,19245 -0,377196 0,377196
8 -0,175783 0,19245 -0,377196 0,377196
9 -0,161128 0,19245 -0,377196 0,377196

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 10 premiéres auto-corrélations montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0,1 ce qui veut dire que 1’hypothése nulle d’indépendance ne peut
pas étre rejetée a 90% de confiance ou plus (la statistique calculée du test est de 7,95 avec une
valeur de probabilité P de 0,53 qui est supérieure a 0,1). La série ne présentant aucune structure de
dépendance interne peut donc étre considérée comme completement aléatoire, son traitement
s’arréte ici.

11.2.2.6 KSOB

Le Tableau 11.2.41 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a KSOB entre 1966 et 1992. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness standardisée est en
dehors de l’intervalle [—2,+2], tandis que la kurtosis y est comprise ce qui nécessite une
vérification de la normalité des données.

Tableau 11.2.41 Statistiques des apports annuels
observés a KSOB (1966-1992)

Parametre valeur
Nombre d’observations 27
Moyenne 32,986
Variance 509,51
Déviation Standard 22,5723
Minimum 22,5723
Maximum 87,671
Stnd. skewness 2,48647
Stnd. kurtosis 0,528756

11.2.2.6.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.30 présente une tendance
vers sa fin ce qui peut éventuellement indiquer 1’existence d’une non stationnarité. Si ¢’est bien le
cas, le calcul des premicres ou deuxiemes différences régulicres de la série permet d’obtenir cette
stationnarité et le calcul de 1’écart-type permet de choisir I’ordre optimal de la différenciation.
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Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.42, tandis que les statistiques des séries différenciées pour 1’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.43.
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Fig. 11.2.30  Apports annuels originaux observes a KSOB
(1966-1992)

Tableau 11.2.42 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)

27,682

1 66,527 38, 845

2 33,197 -33,33 -72,175
3 80,707 47,51 80,84
é 20,59 -60,117 -107, 627

Tableau 11.2.43 Statistiques descriptives des séries différenciees
(1966-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 27 32,98 509,51 22,57
DIFF(ApportS 1) 26 -0,42 1012,52 31,82
DIFF(Apports 2) 25 -2,43 3607,86 60,06

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est observé pour les apports
originaux malgré le décalage dans le niveau de la moyenne observé vers la fin de la série. La série
correspondante tel qu’illustré dans la Fig. 11.2.30 est donc plus stable avec une variance de 509,51.
La Fig. 11.2.31 quant a elle montre 1’ajustement de ces données a une distribution normale, dont la
qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux a plus de 90% de confiance (statistique
du test = 16,03 et P = 0,1397).
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Fig. 11.2.31  Ajustement Normal des apports annuels observés a
KSOB (1966-1992)

11.2.2.6.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) des apports observeés, tel que montré par les Fig. 11.2.32 et 33 ainsi
que les Tableaux 11.2.44 et 45, indique 1 pic significatif au lag 2 pour I’ACF et 1 pic significatif au
lag 2 egalement pour la PACF.
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Fig. 11.2.32  ACF des apports annuels observés a
KSOB (1966-1992)
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Fig. 11.2.33  PACF des apports annuels observés a
KSOB (1966-1992)

Tableau 11.2.44 ACF des apports annuels stationnaires

Lag ACF Ecart-type -1C 2 95% IC 2 95%
1 0,0331717 0,19245 -0,377196 0,377196
2 0,547012 0,192662 -0,377611 0,377611
3 0,0363886 0,243481 -0,477215 0,477215
4 0,443851 0,243683 -0,47761 0,47761
5 -0,0459988 0,271982 -0,533076 0,533076
[ 0,148651 0,27227 -0,53364 0,53364
7 0,0228451 0,275259 -0,539499 0,539499
8 -0,112891 0,275329 -0,539637 0,539637
9 -0,101005 0,277038 -0,542986 0,542986

Tableau 11.2.45 PACF des apports annuels stationnaires

Lag PACF Ecart-type -IC 295% IC 2 95%
1 0,0331717 0,19245 -0,377196 0,377196
2 0,546513 0,19245 -0,377196 0,377196
3 0,0143189 0,19245 -0,377196 0,377196
4 0,205997 0,19245 -0,377196 0,377196
5 -0,115597 0,19245 -0,377196 0,377196
[ -0,23371 0,19245 -0,377196 0,377196
7 0,1065 0,19245 -0,377196 0,377196
8 -0,303862 0,19245 -0,377196 0,377196
9 -0,124332 0,19245 -0,377196 0,377196

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 9 premiéres auto-corrélations montrent qu’a
90% de confiance la série n’est pas completement aléatoire (la statistique calculée du test est de
14,75 avec une valeur de probabilité P de 0,09 qui est inférieure a 0,1).

Les comportements de I’ACF et la PACF nous poussent a opter pour les modéles possibles
suivants :
(A) ARIMA(2,0,2) avec constante
(B) ARIMA(2,0,1) avec constante
(C) ARIMA(2,0,0) avec constante
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(D) ARIMA(1,0,1) avec constante
(E) ARIMA(1,0,2) avec constante

11.2.2.6.3 Estimation

La présente procédure va estimer les 12 valeurs futures de la série des données en question. Un
modele ARIMA a été sélectionné. Pour I’estimation des paramétres de ce modele, il faut rappeler
que 27 données ont été utilisées dont les 10 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des
modeles ont alors été estimés sur une période de 17 ans.

L’analyse et la comparaison des modéles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.2.46
montre que tous les modéles ajustés produisent des résidus complétement indépendants avec une
moyenne et une variance qui sont stables entre la période d’estimation et celle de validation.
Cependant, le modele qui produit le minimum de variance des résidus est le modele (C) c’est lui qui
est donc retenu pour la prédiction.

Tableau 11.2.46  Comparaison des modeéles ajustés

Modele Variance des résidus AUTO MOY VAR
Periode Période de
d’estimation validation
(A) 500,377 195,864 oK OK OK
(B) 491,412 219,965 OK oK OK
(C) 477,72 191,004 OK OK OK
(D) 693,204 385,861 OK oK OK
(E) 585,653 247,766 OK OK OK

Notation: AUTO :test d’indépendance des résidus; MOY : test d’égalité de la moyenne; VAR: test
d’homoscédasticité ; OK : le test est positif.

Les Tableaux 11.2.47 et 48 résument I’estimation des paramétres du modéle retenu
ARIMA(2,0,0) avec constante ainsi que la signification statistique de ses termes. Les termes
correspondant a une valeur de P < 0.05 sont statistiguement significativement différents de zéro a
95% de confiance.

Tableau 11.2.47  Estimation des parametres du modele retenu
ARIMA(2,0,0) avec constante

Parameétre Estimation Ecart- type t P
AR(1) -0,02248 0,210716 -0,106726 0,915894
AR(2) 0,656932 0,216353 3,03639 0,005691
Moyenne 36,185 13,168 2,74794 0,011201
Constante 13,2277

La variance estimée du bruit blanc = 487,318 avec 24 DDL et I’écart- type estimé du bruit blanc =
22,0753.

La valeur de P pour les termes AR(2) et la moyenne est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
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significativement différents de zéro a 95% de confiance avec une valeur du parametre autorégressif
différente de un (1). La valeur de P pour le terme AR(1) est tres supérieure a 0.1 donc elle est
statistiquement non significativement différente de zéro a 90% de confiance et plus et peut donc
étre ¢liminée. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc est de 22,0753et 1’estimation de la
variance des résidus est de 487,318.

Le Tableau 11.2.48 résume la performance du modele ARIMA(2,0,0) a ajuster les données
considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit. La différence de ces statistiques d’erreurs
n’est pas trop importante entre la période d’estimation et celle de validation. Ces différences
expriment une bonne performance du modéle. Ceci veut dire que le modéle ajusté peut étre
considéré comme assez performant pour la prédiction des données considérées.

Tableau 11.2.48  Statistiques des erreurs du modéle ARIMA(2,0,0)

Statistigue Période d’estimation Période de validation
EQM 477,72 191,004

EAM 13,878 12,4063

EM -0,977937 -3,46315

Notation : EQM : erreur quadratique moyenne ; EAM : erreur absolue moyenne ; EM: erreur moyenne.

11.2.2.6.4 Validation

Il s’agit de vérifier ’hypotheése de la méthode a savoir que les résidus forment bien un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Pour cela, le test des auto-corrélogrames (ACF et PACF) et celui
du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester 1’indépendance des résidus, le test t de
Student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne et le test d’adéquation du Chi-deux a 95%
de confiance est utilisé pour tester leur normalité.

e Testdes ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré
dans la Fig. 11.2.34 et Fig. 11.2.35.

130



Partie |1 Chapitre 1.2 Modélisation ARIMA et prédiction des apports annuels

ARIMA(20,0) with constant

2f —| [ ]
02 L] L L L]

-06 |

Autocorrelations

o
N
IN
o
©
=)

lag
Fig. 11.2.34  ACF des résidus du modele ARIMA(2,0,0)
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Fig. 11.2.35 PACF des résidus du modele ARIMA(2,0,0)

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance
ce qui indique que ces derniers sont statistiquement non significatifs, d’ou leur indépendance. Leurs

valeurs sont reportées dans le Tableau 11.2.49 et Tableau 11.2.50.

Tableau 11.2.49 ACF des résidus du modele ARIMA(2,0,0)

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure

IC 95% IC 95%
1 0,028253 0,19245 -0,377196 0,377196
2 -0,293916 0,192604 -0,377497 0,377497
3 0,134799 0,208555 -0,408761 0,408761
4 0,262736 0,211757 -0,415037 0,415037
5 -0,220014 0,223505 -0,438063 0,438063
6 0,00678004 0,231387 -0,453512 0,453512
7 0,230025 0,231395 -0,453526 0,453526
8 -0,252761 0,239714 -0,469832 0,469832
9 -0,229074 0,24939 -0,488796 0,488796
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Tableau 11.2.50 PACF des résidus du modéle ARIMA(2,0,0)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,028253 0,19245 -0,377196 0,377196
2 -0,29495 0,19245 -0,377196 0,377196
3 0,168683 0,19245 -0,377196 0,377196
4 0,178071 0,19245 -0,377196 0,377196
5 -0,188083 0,19245 -0,377196 0,377196
6 0,157468 0,19245 -0,377196 0,377196
7 0,0705785 0,19245 -0,377196 0,377196
8 -0,311212 0,19245 -0,377196 0,377196
9 -0,0260842 0,19245 -0,377196 0,377196

e Test du Portmanteau
Ce test est base sur les 9 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter I’hypotheése nulle que les résidus

sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothese nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistigue Q = 10,587
Valeur de P = 0,157674

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -1,98, leur médiane est de -2,27 et leur variance est de 307,92 avec
un écart-type de 17,54. Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,56 qui est
supérieure a 0.1 ce qui implique que 1’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut
pas étre rejetée a 90% de confiance et plus.

Test t

Hypothése nulle : moyenne = 0

Valeur calculée de la statistique t=-0,5875
Valeur de P = 0,56

e Test de Normalité

Afin de vérifier si les résidus du modele ARIMA(2,0,0) appartiennent & une distribution
Normale, un ajustement a la loi de Gauss a été effectué tel que présenté dans la Fig. 11.2.36. Les
résultats du test du Chi-deux montrent une valeur de P supéricure a 0,1 donc I’hypothése nulle de
Normalité ne peut pas étre rejetée a 90% de confiance ou plus.

test du Chi-deux

Valeur de la statistique du test = 8,77.
Valeur de P =0,642
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Les résultats des tests précédents appliqués aux résidus du modele ARIMA(2,0,0) ont
permis la vérification des hypotheses de la méthode de Box-Jenkins.

En fin, ce modele peut étre formulé de la maniére suivante :
(1 — 0,656932B%)(X, — 36,18) = &, + 13,22

Ou &, est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 307,92. Ainsi la variance
expliquée par le modéle peut étre estimée a seulement 39,5%. Ce pourcentage qui exprime la
contribution de la partie structurée au sein de la série étudiée est pratiquement inférieur a la
contribution de la partie aléatoire, cette considération doit étre prise en compte lors de 1’utilisation
du modeéle pour la prédiction.

Résidus (Hm3)

-61 -41 21 -1 19 39
Distribution Normale

Fig. 11.2.36  Ajustement des résidus du modele ARIMA(2,0,0) a
La loi de Gauss

11.2.2.6.5 Prédiction

Les résultats des prédictions obtenues par le modele retenu ARIMA(2,0,0) sont regroupés dans le
Tableau 11.2.51 pour la période ou les données sont disponibles avec les résidus correspondants et
dans le Tableau 11.2.52 pour la période suivant la fin de la série chronologique de départ. Pour cette
derniére période des intervalles de confiances a 95% ont été calculés pour les prédictions obtenues.
Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période déterminée dans le
future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en question. Ces prédictions
sont présentées dans la Fig. 11.2.37 en trait continu suivent I’allure générale des données observées
(en points carrés). Pour la période ou les données ne sont pas disponibles les prédictions obtenues
pour les 12 ans futurs sont présentées avec leurs limites de confiance tracées a 95%.

133



Partie |1 Chapitre 1.2 Modélisation ARIMA et prédiction des apports annuels

Tableau 11.2.51 Prédictions des apports annuels 8 KSOB
par le modele ARIMA(2,0,0)

Période Donnée Prédiction Résidu
1 27,682 31,7656 -4,08357
2 66,527 49,5962 16,9308
3 33,197 29,9167 3,28026
4 80,707 56,1848 24,5222
5 20,59 33,2208 -12,6308
6 74,605 65,7836 8,82136
7 37,156 25,0761 12,0799
8 61,01 61,4025 -0,392489
9 28,775 36,2646 -7,48959
10 87,671 52,66 35,011
11 35,04 30,1593 4,88074
12 10,759 70,0336 -59,27406
13 18,959 36,0046 -17,0456
14 14,849 19,8692 -5,02022
15 19,082 25,3485 -6,26649
16 8,481 22,5533 -14,0723
17 29,697 25,5725 4,12449
18 5,65 18,1312 v-12,4812
19 14,466 32,6095 V-18,1435
20 25,656 16,614 V9,042

21 35,258 22,1539 V13,1041
22 15,25 29,289 Vv-14,039
23 17,459 36,0468 v-18,5878
24 45,423 22,8532 V22,5698
25 21,538 23,6755 V-2,13752
26 38,572 42,5831 vV-4,01112
27 16,562 26,5092 v-9,9472

Notation : V : période de validation
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Fig. 11.2.37 Prédictions des apports annuels a KSOB
obtenues par le modéle ARIMA(2,0,0)

Tableau 11.2.52  Prédictions des apports annuels 8 KSOB
pour les 12 ans futurs

Période Prédiction - 1C 95% +I1C 95%
28 38,1944 -7,36685 83,7556
29 23,2488 -22,3239 68,8216
30 37,7959 -16,7394 92,3312
31 27,6506 -26,9014 82,2025
32 37,4352 -20,5675 95,4379
33 30,5503 -27,4676 88,5682
34 37,133 -22,3184 96,5844
35 32,4621 -27,0007 91,9249
36 36,8915 -23,183 96,9659
37 33,7234 -26,3587 93,8055
38 36,7045 -23,6417 97,0506
39 34,5562 -25,7946 94,907
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11.2.2.7 MEFROUCHE

Les statistiques de la série chronologique des apports annuels observés a MEFROUCHE entre 1943
et 1992 sont résumees dans le Tableau 11.2.53 suivant. Il présente les mesures de la tendance
centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la
kurtosis standardisées sont comprises dans I’intervalle [—2,+2] ce qui indique la normalité des
données en question.

Tableau 11.2.53 Statistiques des apports annuels observés a
MEFROUCHE (1943-1992)

Parameétre valeur
Nombre d’observations 50
Moyenne 13,4835
Variance 84,4757
Déviation Standard 9,19107
Minimum 0,0
Maximum 33,915
Stnd. skewness 1,43122
Stnd. kurtosis ~0,575731
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Fig. 11.2.38  Apports annuels originaux observés a MEFROUCHE
(1943-1992)

11.2.2.7.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.38 semble présenter une
tendance ce qui peut étre a 1’origine d’une non stationnarité. Le calcul des premiéres ou deuxi¢mes
différences réguli¢res de la série permet d’obtenir cette stationnarité et le calcul de 1’écart-type
permet de choisir I’ordre optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des series différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.54, tandis que les statistiques des séries différenciées pour 1’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.55.
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Tableau 11.2.54 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
20,176

1 5,771 -14,405

2 21,345 15,574 29,979

3 18,325 -3,02 -18,594

‘51 20,15 1,825 4,845

Tableau 11.2.55 Statistiques descriptives des séries différenciees
(1943-1992)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 50 13,48 84,47 9,19
DlFF(AppOftS 1) 49 -0,30 140,03 11,83
DIFF(Apports 2) 48 0,24 379,11 19,47

Notation :DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est observé pour les apports
originaux malgré le décalage dans le niveau de la moyenne observé dans le tracé chronologique des
données. La série correspondante tel qu’illustré dans la Fig. 11.2.38 est donc stable avec une
variance de 84,47. La Fig. 11.2.39 quant a elle montre I’ajustement de ces données a une distribution
normale, dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux a plus de 90% de
confiance (statistique du test = 17,68 et P = 0,2798).

Apports (Hm3)

0 10 20 30 40
Distribution Normale

Fig. 11.2.39  Ajustement Normal des apports annuels observeés a
MEFROUCHE (1943-1992)

11.2.2.7.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) des apports observés, tel que montré par les Fig. 11.2.40 et 41 ainsi
que les Tableaux 11.2.56 et 57, indique 2 pic significatifs au lag 3 et 4 pour I’ACF et 1 pic
significatif au lag 3 pour la PACF.
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Fig. 11.2.41 PACF des apports annuels observes a
MEFROUCHE (1943-1992)

Tableau 11.2.56 ACF des apports annuels stationnaires

Lag ACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,17426 0,141421 -0,277181 0,277181
2 -0,0692425 0,145653 -0,285474 0,285474
3 0,306392 0,146309 -0,286762 0,286762
4 0,339682 0,158624 -0,310897 0,310897
5 0,143968 0,17256 -0,338211 0,338211
[ 0,15202 0,174945 -0,342887 0,342887
7 0,0352232 0,177568 -0,348027 0,348027
8 -0,0401717 0,177707 -0,348301 0,348301
9 0,138477 0,177889 -0,348657 0,348657
10 0,220531 0,180032 -0,352857 0,352857
11 -0,210822 0,185356 -0,363292 0,363292
12 -0,145987 0,190091 -0,372573 0,372573
13 0,124836 0,192321 -0,376942 0,376942
14 0,126252 0,193934 -0,380105 0,380105
15 -0,119132 0,195571 -0,383314 0,383314
16 -0,0369632 0,197017 -0,386148 0,386148
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Tableau 11.2.57 PACF des apports annuels stationnaires

Lag PACF Ecart-type -1C 2 95% IC a 95%
1 0,17426 0,141421 -0,277181 0,277181
2 -0,102729 0,141421 -0,277181 0,277181
3 0,351886 0,141421 -0,277181 0,277181
4 0,233897 0,141421 -0,277181 0,277181
5 0,143801 0,141421 -0,277181 0,277181
6 0,112096 0,141421 -0,277181 0,277181
7 -0,167003 0,141421 -0,277181 0,277181
8 -0,201788 0,141421 -0,277181 0,277181
9 -0,0162297 0,141421 -0,277181 0,277181
10 0,162294 0,141421 -0,277181 0,277181
11 -0,206934 0,141421 -0,277181 0,277181
12 -0,0397957 0,141421 -0,277181 0,277181
13 -0,0091627 0,141421 -0,277181 0,277181
14 0,167124 0,141421 -0,277181 0,277181
15 -0,0101706 0,141421 -0,277181 0,277181
16 0,0773303 0,141421 -0,277181 0,277181

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 16 premieres auto-corrélations montrent qu’a

90% de confiance la série n’est pas completement aléatoire (la statistique calculée du test est de
23,58 avec une valeur de probabilité P de 0,09 qui est inférieure & 0,1).

Les comportements de I’ACF et la PACF nous poussent a opter pour les modéles possibles
suivants :
(A) ARIMA(3,0,4) avec constante
(B) ARIMA(3,0,3) avec constante
(C) ARIMA(2,0,3) avec constante
(D) ARIMAC(3,0,2) avec constante
(E) ARIMA(3,0,1) avec constante

11.2.2.7.3 Estimation

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 50 données ont été
utilisees dont les 20 derniéres ont servi a la validation. Les parameétres des modéles ont alors été
estimés sur une période de 30 ans.

L’analyse et la comparaison des modéles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.2.58
montre que tous les modeéles ajustés sont plus ou moins performants en produisant des erreurs
quadratiques moyennes pas tres différentes entre la période de validation que celle d’estimation.
D’un autre coté les résidus produits par tous les modeles sauf (C) et (D) ne sont pas indépendants ce
qui les exclue de I’analyse. Le modé¢le (C) qui produit le minimum de variance des résidus observe
une instabilité au niveau de la moyenne, alors que le (D) est instable au niveau de la variance et
présente en plus des parameétres non significativement différents de zéro, il est donc également
écarté ce qui laisse la place au modele (C).
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Tableau 11.2.58  Comparaison des modeles ajustés

Modele Variance des résidus AUTO MOY VAR
Periode Periode de
d’estimation validation
(A) 190,365 104,719 NON OK OK
(B) 138,261 74,1016 NON OK OK
(C) 73,4124 88,74 OK NON OK
(D) 77,3815 92,1671 OK OK NON
(E) 249,38 85,85 NON OK OK

Notation: AUTO :test d’indépendance des résidus; MOY : test d’égalité de la moyenne; VAR: test
d’homoscédasticité ; OK : le test est positif.

Le Tableaux 11.2.59 résume 1’estimation des paramétres du modele retenu ARIMA(2,0,3) avec
constante ainsi que la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une valeur
de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Tableau 11.2.59  Estimation des parametres du modele retenu
ARIMA(2,0,3) avec constante

Parameétre Estimation Ecart- type t P
AR(l) 0,516727 0,26333 1,96228 0,056074
AR(Z) -0,586194 0,272258 -2,15309  0,036834
MA(l) 0,510188 0,247381 2,06235 0,045109
MA(Z) -0,317108 0,284567 -1,11435  0,271178
MA(3) -0,54414 0,192894 -2,82093  0,000000
Moyenne 16,1042 1,91189 8,42314 0,000000
Constante 17,2229

La variance estimée du bruit blanc = 71,6702 avec 44 DDL et 1’écart- type estimé du bruit blanc =
8,46582.

La valeur de P pour tous les termes, sauf MA(2), est inférieure a 0.05 ce qui veut dire que ces
derniers sont significativement différents de zéro a 95% de confiance avec des valeurs différentes
de un (1). Pour MA(2) la valeur de P est trés supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non
significativement différente de zéro et peut donc étre éliminée. L’estimation de 1’écart-type du bruit
blanc est de 8,46582 et I’estimation de la variance des résidus est de 71,6702.

Le Tableau 11.2.60 résume la performance du modele ARIMA(2,0,3) a ajuster les données
considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit. La différence de ces statistiques d’erreurs
n’est pas trop importante entre la période d’estimation et celle de validation. Ces différences
expriment une performance moyenne et le modele ajusté peut étre considéré comme moyennement
performant pour faire des predictions.
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Tableau 11.2.60  Statistiques des erreurs du modeéle

ARIMA(2,0,3)
Statistique Période d’estimation Periode de validation
EQM 73,4124 88,74
EAM 5,97294 8,38489
EM 0,150209 -5,55289

Notation : EQM : erreur quadratique moyenne ; EAM : erreur absolue moyenne ; EM:erreur moyenne.

11.2.2.7.4 Validation

11 s’agit de vérifier I’hypothése de la méthode a savoir que les résidus forment bien un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Pour cela, le test des auto-corrélogrames (ACF et PACF) et celui
du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester 1’indépendance des résidus, le test t de
student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne et le test d’adéquation du Chi-deux a 95%
de confiance est utilisé pour tester leur normalité.

e Testdes ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modele ont été tracés tel que montré
dans la Fig. 11.2.42 et Fig. 43.

ARIMA(2,0,3) with constant
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Fig. 11.2.42  ACF des résidus du modele ARIMA(2,0,3)
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Fig. 11.2.43 PACF des résidus du modéle ARIMA(2,0,3)
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Pratiqguement tous les coefficients sont inclus dans 1’intervalle de confiance (IC) tracé a 95%
de confiance ce qui indique que ces derniers sont statistiquement non significatifs, d’ou leur
indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.2.61 et Tableau 11.2.62.

Tableau 11.2.61 ACF des résidus du modele ARIMA(2,0,3)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,1564 0,141421 -0,277181 0,277181
2 0,163146 0,144839 -0,28388 0,28388
3 -0,00568316 0,148469 -0,290995 0,290995
4 0,056698 0,148474 -0,291003 0,291003
5 0,0404343 0,148906 -0,291851 0,291851
6 0,275513 0,149125 -0,292281 0,292281
7 0,166691 0,15898 -0,311596 0,311596
8 0,130599 0,162438 -0,318373 0,318373
9 0,00352831 0,164525 -0,322463 0,322463
10 0,104176 0,164526 -0,322466 0,322466
11 -0,262587 0,16584 -0,325041 0,325041
12 -0,0515043 0,173957 -0,34095 0,34095
13 -0,00512875 0,174262 -0,341547 0,341547
14 0,150171 0,174265 -0,341553 0,341553
15 0,0282869 0,176834 -0,346589 0,346589
16 0,0673645 0,176924 -0,346766 0,346766

Tableau 11.2.62 PACF des résidus du modele ARIMA(2,0,3)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure

partielle IC 95% IC 95%
1 0,1564 0,141421 -0,277181 0,277181
2 0,142162 0,141421 -0,277181 0,277181
3 -0,0521077 0,141421 -0,277181 0,277181
4 0,043346 0,141421 -0,277181 0,277181
5 0,0376412 0,141421 -0,277181 0,277181
6 0,262198 0,141421 -0,277181 0,277181
7 0,09762 0,141421 -0,277181 0,277181
8 0,0242735 0,141421 -0,277181 0,277181
9 -0,0412799 0,141421 -0,277181 0,277181
10 0,0920112 0,141421 -0,277181 0,277181
11 -0,327827 0,141421 -0,277181 0,277181
12 -0,103453 0,141421 -0,277181 0,277181
13 0,0300697 0,141421 -0,277181 0,277181
14 0,126543 0,141421 -0,277181 0,277181
15 -0,00954747 0,141421 -0,277181 0,277181
16 0,0069371 0,141421 -0,277181 0,277181

e Test du Portmanteau

Ce test est basé sur les 16 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése nulle que les résidus
sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.
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Test de Box-Pierce

Hypothese nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 14,35
Valeur de P = 0.2139

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -1,48, leur médiane est de -1,30 et leur variance est de 73,28 avec un
écart-type de 8,56. Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,22 qui est supérieure
a 0.05 ce qui implique que 1’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre
rejetée a 95% de confiance.

Test t

Hypothése nulle : moyenne = 0

Valeur calculée de la statistique t=-1,22
Valeur de P =0.22

e Testde Normalité

Afin de Vérifier si les résidus du modele ARIMA(2,0,3) appartiennent a une distribution
Normale, un ajustement a la loi de Gauss a été effectué tel que présenté dans la Fig. 11.2.44. Les
résultats du test du Chi-deux montrent une valeur de P supérieure a 0,1 donc I’hypothése nulle de
Normalité ne peut pas étre rejetee a 90% de confiance ou plus.

test du Chi-deux

Valeur de la statistique du test = 6,88.
Valeur de P =0,96

Résidus (Hm3)

-19 -9 1 11 21
Distribution Normale

Fig. 11.2.44  Ajustement des résidus du modele ARIMA(2,0,3) a
La loi de Gauss

Les résultats des tests précédents appliqués aux résidus du modele ARIMA(2,0,3) ont
permis la vérification des hypothéses de la méthode de Box-Jenkins.
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En fin, ce modeéle peut étre formulé de la maniere suivante :

(1- 0,516727B + 0,586194B%)(X, — 16,1042)
= (1-0,510188B + 0,54414B3%)¢, + 17,2229
Ou & est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 73,28. Ainsi la variance
expliquée par le modele peut étre estimée a seulement 13,24 %. Ce pourcentage qui exprime la
contribution de la partie structurée au sein de la série étudiée représente presque le un sixieme de la
variabilité totale ce qui fait que la contribution de la partie aléatoire est six fois plus importante.
Cette considération doit étre prise en compte lors de ’utilisation du modele a la prédiction.

11.2.2.7.5 Prédiction

Les résultats des prédictions obtenues par le modele retenu ARIMA(2,0,3) sont regroupés dans le
Tableau 11.2.63 pour la période ou les données sont disponibles avec les résidus correspondants et
dans le Tableau 11.2.64 pour la période suivant la fin de la série chronologique de départ. Pour cette
derniere période des intervalles de confiances a 95% ont été calculés pour les prédictions obtenues.
Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période déterminée dans le
future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en question. On ne peut pas
dire que les prédictions qui sont représentées dans la Fig. 11.2.45 en trait continu suivent 1’allure
générale des données observées, cependant elles peuvent étre considérées comme une trajectoire
possible pour ces derniéres. Pour la période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions
obtenues pour les 12 ans futurs sont représentées avec leurs limites de confiance tracées a 95% .
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Fig. 11.2.45  Prédictions des apports annuels a MEFROUCHE obtenues par le modéle
ARIMA(2,0,3)
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Tableau 11.2.63 Prédictions avec ARIMA(2,0,3)

Période Donnee Prédiction Résidu

1 20,176 17,2207 2,95529

2 5,771 11,384 -5,61304

3 21,345 13,275 8,07001

4 18,325 20,5804 -2,2554

5 20,15 14,835 5,31497

6 16,928 17,8573 -0,929271

7 25,389 15,0905 10,2985

8 32,86 17,7622 15,0978

9 21,639 14,377 7,26203

10 12,948 15,8284 -2,88045

11 30,118 23,2165 6,90146

12 27,236 24,7127 2,5233

13 13,84 12,9752 0,864783

14 12,077 12,5231 -0,44609

15 14,806 17,2253 -2,4193

16 15,665 19,3575 -3,69246

17 16,219 17,5121 -1,29314

18 11,424 14,5933 -3,16933

19 0,0 12,8161 -12,8161

20 0,0 15,3562 -15,3562

21 33,915 19,2688 14,6462

22 17,923 15,432 2,49103

23 4,115 1,62102 2,49398

24 5,443 16,33 -10,887

25 29,347 25,324 4,02304

26 9,283 25,0488 -15,7658

27 11,398 8,21184 3,18616

28 14,096 13,235 0,861034

29 0,0 9,81747 -9,81747

30 20,833 15,9754 4,8576

31 31,843 22,8649 v8,97813

32 0,0 13,0826 v-13,0826

33 15,14 10,7215 V4,41848

34 10,251 23,5286 vV-13,2776

35 9,437 14,7013 V-5,26433

36 8,053 16,9698 V-8,91677

37 12,567 11,5071 V1,05985

38 16,038 12,7631 V3,27488

39 2,994 11,9567 V-8,96274

40 3,962 15,5565 V-11,5945

41 3,5 22,3703 v-18,8703

42 3,199 17,7826 V-14,5836

43 2,619 11,9717 V-9,35269

44 11,335 6,57993 Vv4,75507

45 14,051 8,2174 V5,8336

46 2,876 11,2814 V-8,40535

47 10,5 19,198 V-8,69798

48 19,012 25,9091 V-6,89711

49 8,116 17,0788 V-8,96278

50 5,415 7,92456 vV-2,50956

Notation :V : période de validation

Tableau 11.2.64 Prédictions des apports annuels a

MEFROUCHE pour les 12 ans futurs
Période Prédiction - 1C 95% +I1C 95%

51 9,94858 -7,1132 27,0104
52 13,5165 -3,54562 30,5787
53 17,0099 -0,644283 34,664
54 18,089 -0,856938 37,035
55 16,5989 -3,33904 36,5368
56 15,1963 -4,75855 35,1511
57 15,345 -5,01964 35,7097
58 16,2441 -4,18482 36,673
59 16,6215 -3,8659 37,1088
60 16,2894 -4,27238 36,8512
61 15,8966 -4,66515 36,4584
62 15,8883 -4,69908 36,4757
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11.2.2.8 MIREBECK

Le Tableau 11.2.65 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a MIREBECK entre 1968 et 1993. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la kurtosis
standardisees sont comprises dans ’intervalle [—2,4+2] ce qui indique que la distribution des
données est trés probablement normale.

Tableau 11.2.65 Statistiques des apports annuels observés a
MIREBECK (1968-1993)

Paramétre valeur
Nombre d’observations 27
Moyenne 328,868
Variance 72451, 0
Déviation Standard 269,167
Minimum 37,81
Maximum 1057, 09
Stnd. skewness 2,73628
Stnd. kurtosis 1,21306
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Fig. 11.2.46  Apports annuels originaux observés a MIREBECK
(1968-1993)

11.2.2.8.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.46 ne semble présenter
aucun signe de non stationnarité. Pour le confirmer, nous avons procédé par le calcul des premieres
et deuxiemes différences régulieres de la série ou le calcul de 1’écart-type permet de choisir 1’ordre
optimal de la différenciation en cas de non stationnarité.

Le détail du calcul des series différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.66, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.67.
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Tableau 11.2.66 Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
112,77

1 592, 3 479,53

2 413,37 -178,93 -658,46

3 533,09 119,72 298, 65

é 1057,09 524 404,28

Tableau 11.2.67 Statistiques descriptives des séries différenciées
(1968-1993)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 27 328,86 7251,0 269,16
DlFF(AppOftS 1) 26 1,98 154567 393,4
DIFF(Apports 2) 25 -32,86 441263 664,25

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Le minimum d’écart-type est observé pour la série des apports d’origine ce qui confirme la
these de sa stationnarité et rejette le recours a la différenciation. La série correspondante tel
qu’illustré dans la Fig. 11.2.46 est donc stationnaire et sa variance qui est de 7251,0 est stable autour
de sa moyenne qui est de 328,86. La Fig. 11.2.47 quant a elle montre I’ajustement des données a une
distribution normale dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du Chi-deux (statistique
du test = 15, P = 0,1824).
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Fig. 11.2.47  Ajustement a la loi Normale des apports annuels observés a
MIREBECK (1968-1993)

11.2.2.8.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de I’ACF et de celui de la PACF des apports considérés, tel que montré
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par les Fig. 11.2.48 et 49 ainsi que les Tableaux 11.2.68 et 69, n’indique aucun pic significatif aussi
bien pour I’ACF que pour la PACF.
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Fig. 11.2.48 ACF des apports annuels observés a
MIREBECK (1968-1993)
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Fig. 11.2.49 PACF des apports annuels observés a

MIREBECK (1968-1993)

Tableau 11.2.68 ACF des apports annuels observés a MIREBECK (1968-1993)

Lag ACF Ecart-type -IC 295% IC 2 95%
1 -0,0466006 0,19245 -0,377196 0,377196
2 -0,15209 0,192868 -0,378014 0,378014
3 0,090798 0,19726 -0,386622 0,386622
4 -0,015057 0,198801 -0,389044 0,389044
5 -0,233847 0,198844 -0,389727 0,389727
6 -0,0683926 0,208781 -0,409204 0,409204
7 -0,0549951 0,209609 -0,410827 0,410827
8 -0,0407721 0,210143 -0,411873 0,411873
9 0,0111827 0,210436 -0,412447 0,412447
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Tableau 11.2.69 PACF des apports annuels observés a MIREBECK (1968-1993)

Lag PACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,0466006 0,19245 -0,377196 0,377196
2 -0,154597 0,19245 -0,377196 0,377196
3 0,0774251 0,19245 -0,377196 0,377196
4 -0,031534 0,19245 -0,377196 0,377196
5 -0,21738 0,19245 -0,377196 0,377196
9 -0,110009 0,19245 -0,377196 0,377196
7 -0,13893 0,19245 -0,377196 0,377196
8 -0,0577831 0,19245 -0,377196 0,377196
9 -0,0329505 0,19245 -0,377196 0,377196

Les résultats du test de Box-Pierce basé sur les 9 premiéres auto-corrélations montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0,1 ce qui veut dire que I’hypothése nulle d’indépendance ne peut
pas étre rejetée a 90% de confiance ou plus (la statistique calculée du test est de 2,64 avec une
valeur de probabilité P de 0,97). La série ne présentant aucune structure de dépendance interne peut
donc étre considérée comme complétement aléatoire et son traitement s’arréte ici.

11.2.2.9 PIERRE DU CHAT

Les statistiques de la série chronologique des apports annuels observés a PIERRE DU CHAT entre
1952 et 1993 sont résumées dans le Tableau 11.2.70 suivant. Il présente les mesures de la tendance
centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness et la
kurtosis standardisées sont comprises dans I’intervalle [—2,+2] ce qui indique la normalité des
données en question.

Tableau 11.2.70 Statistiques des apports annuels observés a
PIERRE DU CHAT (1952-1993)

Parametre valeur
Nombre d’observations 42
Moyenne 188,234
Variance 19487, 2
Déviation Standard 139,597
Minimum 20,9348
Maximum 564,56
Stnd. skewness 2,8471
Stnd. kurtosis 0,723881
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Fig. 11.2.50 Apports annuels originaux observés a PIERRE DU CHAT (1952-1993)

11.2.2.9.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.50 semble présenter une
tendance ce qui peut étre a 1’origine d’une non stationnarité. Le calcul des premiéres ou deuxiemes
différences régulieres de la série permet d’obtenir cette stationnarité et le calcul de 1’écart-type
permet de choisir I’ordre optimal de la différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.71, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.2.72.

Tableau 11.2.71 Calcul des séries différenciées
(Donneées des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)

190, 88
1 174,55 -16,33
2 458, 8 284,25 300, 58
3 211, 68 -247,12 -531, 37
g 136,29 -75,39 171,73

Tableau 11.2.72  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1952-1993)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
ApportS 42 188,23 19487, 2 139,59
DIFF(Apports 1) 41 -4,14 15644,7 125,07
DIFF(Apports 2) 40 -0,25 37893,5 194,66

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .

Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est observé pour les premieres
différences réguliéres des apports. La série correspondante tel qu’illustré dans la Fig. 11.2.51 est
donc plus stable avec une variance de 15644,7. La Fig. 11.2.52 quant a elle montre 1’ajustement de
ces donnees a une distribution normale, dont la qualité d’adéquation est confirmée par le test du
Chi-deux a plus de 90% de confiance (statistique du test = 16,63 et P = 0,2761).
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Fig. 11.2.51 Premiéres différences réguliéres des apports annuels observés a
PIERRE DU CHAT (1952-1993)
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Fig. 11.2.52 Ajustement Normal des premiéres différences réguliéres des apports annuels observés
a PIERRE DU CHAT (1952-1993)

11.2.2.9.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) des premiéres différences réguliéres des apports observeés, tel que
montré par les Fig. 11.2.53 et 54 ainsi que les Tableaux I1.2.73 et 74, n’indique aucun pic
significatif pour I’ACF et 1 pic pas trés significatif au lag 2 pour la PACF.
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PACF des premiéres différences réguliéres des apports annuels observés a
PIERRE DU CHAT (1952-1993)

Tableau 11.2.73 ACF des apports annuels stationnaires

Lag ACF Ecart-type -1C a 95% IC a 95%
1 -0,151863 0,154303 -0,30243 0,30243
2 -0,293287 0,157822 -0,309326 0,309326
3 0,0591316 0,170305 -0,333792 0,333792
4 -0,0663821 0,170793 -0,334749 0,334749
5 -0,043026 0,171406 -0,335951 0,335951
6 0,0807979 0,171663 -0,336454 0,336454
7 0,0306429 0,172566 -0,338225 0,338225
8 -0,116485 0,172696 -0,338478 0,338478
9 0,0334204 0,174557 -0,342125 0,342125
10 0,203701 0,174709 -0,342424 0,342424
11 -0,30822 0,180275 -0,353333 0,353333
12 -0,00517712 0,192413 -0,377124 0,377124
13 0,269751 0,192417 -0,37713 0,37713
14 -0,176797 0,201219 -0,394383 0,394383
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Tableau 11.2.74 PACF des apports annuels stationnaires

Lag PACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,151863 0,154303 -0,30243 0,30243
2 -0,323817 0,154303 -0,30243 0,30243
3 -0,056039 0,154303 -0,30243 0,30243
4 -0,183776 0,154303 -0,30243 0,30243
5 -0,107992 0,154303 -0,30243 0,30243
6 -0,0315806 0,154303 -0,30243 0,30243
7 -0,00234289 0,154303 -0,30243 0,30243
8 -0,119156 0,154303 -0,30243 0,30243
9 -0,0156938 0,154303 -0,30243 0,30243
10 0,171913 0,154303 -0,30243 0,30243
11 -0,264046 0,154303 -0,30243 0,30243
12 -0,0218937 0,154303 -0,30243 0,30243
13 0,118765 0,154303 -0,30243 0,30243
14 -0,119672 0,154303 -0,30243 0,30243

Les resultats du test de Box-Pierce base sur les 14 premieres auto-corrélations montrent qu’a
90% de confiance et plus 1’on ne peut pas rejeter I’hypothése que la série des premiéres différences
réguliéres est complétement aléatoire et qu’elle ne présente pas de structure de corrélation interne (
la statistique calculée du test est de 16,02 avec une valeur de probabilité P de 0,311 qui est
supérieure a 0,1), par conséquent son traitement s’arréte ici.

11.2.2.10 REMCHI

Le Tableau 11.2.75 suivant résume les statistiques de la série chronologique des apports annuels
observés a REMCHI entre 1948 et 1993. Il présente les mesures de la tendance centrale, de la
variabilité et de la forme de la série chronologique en question. La skewness standardisées sort
légeérement de I’intervalle [—2, +2] , cependant la kurtosis standardisées y est comprise , chose qui
indique une forte probabilité de la normalité des données en question.

Tableau 11.2.75 Statistiques des apports annuels observés a
REMCHI (1948-1993)

Parametre valeur
Nombre d’observations 43
Moyenne 95,7662
Variance 5941,34
Déviation Standard 77,0801
Minimum 8,5094
Maximum 281,38
Stnd. skewness 2,55414
Stnd. kurtosis -0,113263
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Fig. 11.2.55 Apports annuels originaux observés a REMCHI
(1948-1993)

11.2.2.10.1 Stationnarisation

Le tracé de la série chronologique originale tel que montré par la Fig. 11.2.55 présente une tendance
vers sa fin ce qui peut indiquer I’existence d’une non stationnarité au sein de la série de données. Le
calcul des premieres et deuxiémes différences réguliéres de la série permet d’obtenir la
stationnarité¢ requise et le calcul de I’écart-type permet de choisir I’ordre optimal de la
différenciation.

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 5 premieres années est montré dans le
Tableau 11.2.76, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
présentées dans le Tableau 11.2.77.

Tableau 11.2.76  Calcul des séries différenciées
(Données des 5 premiéres années)

N° Apport DIFF(Apport,1) DIFF(Apports,2)
118,35

1 214,89 96,54

2 281, 8 66,91 -29,63

3 163,61 -118,19 -185,1

g 88,92 -74,69 43,5

Tableau 11.2.77  Statistiques descriptives des séries différenciées
(1948-1993)

Série N Moyenne Variance Ecart-type
AppOl‘tS 43 95,76 5941, 00 77,08
DIFF(ApportS 1) 42 -2,61 6146,72 78,4
DIFF(ApportS 2) 41 -2,95 16238 127,43

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n .
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Dans le cas de la série étudiée le minimum d’écart-type est observé pour la série des apports
originaux. La série correspondante n’a donc pas besoin d’étre différenciée et sa variance de 5941 est
stable autour de sa moyenne qui est de 95,76. La Fig. 11.2.56 quant a elle montre I’ajustement des
données a une distribution normale dont la qualité d’adéquation est rejetée par le test du Chi-deux
(statistique du test = 35,67 et P = 0,0011). Une transformation mathématique pour des fins de
normalisation s’impose : la racine carrée. La Fig. 11.2.57 montre 1’ajustement de la nouvelle série a
la loi Normale. Les résultats du test du Chi-deux confirment 1’adéquation de cet ajustement (avec

une Probabilité P = 0,1346 et une valeur de la statistique du test de 19,86).
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Fig. 11.2.56  Ajustement Normal des apports annuels observés

4 REMCHI (1948-1993)
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Fig. 11.2.57 Ajustement Normal de la racine carrée des apports annuels observés

a REMCHI (1948-1993)

11.2.2.10.2. ldentification

L’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation (ACF) et de celui de la fonction d’auto-
corrélation partielle (PACF) de la racine carrée des apports observés, tel que montré par les Fig.
11.2.58 et 59 ainsi que les Tableaux 11.2.78 et 79, indique 1 pic significatif au lag 1 et 3 pour

I’ACF et 1 pic significatif au lag 1 pour la PACF.
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Fig. 11.2.59 PACF de la racine carrée des apports annuels observeés a
REMCHI (1952-1993)

Tableau 11.2.78 ACF de la racine carrée des apports annuels

Lag ACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,556917 0,152499 -0,298892 0,298892
2 0,352797 0,194118 -0,380465 0,380465
3 0,420569 0,208497 -0,408646 0,408646
4 0,370007 0,227371 -0,44564 0,445064
5 0,253063 0,240968 -0,472289 0,472289
[ 0,144719 0,247071 -0,484251 0,484251
7 0,205118 0,249034 -0,488099 0,488099
8 0,191077 0,252933 -0,49574 0,49574
9 0,00510381 0,256268 -0,502277 0,502277
10 0,0200768 0,25627 -0,502281 0,502281
11 0,103904 0,256307 -0,502353 0,502353
12 -0,0136262 0,257284 -0,504269 0,504269
13 -0,0981842 0,257301 -0,504302 0,504302
14 -0,0958343 0,258171 -0,506007 0,506007
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Tableau 11.2.79 PACF de la racine carrée des apports annuels

Lag PACF Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,556917 0,152499 -0,298892 0,298892
2 0,061811 0,152499 -0,298892 0,298892
3 0,293669 0,152499 -0,298892 0,298892
4 0,042477 0,152499 -0,298892 0,298892
5 -0,0187228 0,152499 -0,298892 0,298892
9 -0,113301 0,152499 -0,298892 0,298892
7 0,120122 0,152499 -0,298892 0,298892
8 -0,00560498 0,152499 -0,298892 0,298892
9 -0,171159 0,152499 -0,298892 0,298892
10 0,0441126 0,152499 -0,298892 0,298892
11 0,0621159 0,152499 -0,298892 0,298892
12 -0,120367 0,152499 -0,298892 0,298892
13 -0,0466549 0,152499 -0,298892 0,298892
14 -0,0566803 0,152499 -0,298892 0,298892

Les résultats du test de Box-Pierce base sur les 14 premieres auto-corrélations montrent qu’a
99% de confiance la série n’est pas complétement aléatoire (la statistique calculée du test est de
40,51 avec une valeur de probabilité P de 0,0002 qui est inférieure a 0,01).

Les comportements de I’ACF et la PACF nous poussent & opter pour les modeles possibles
suivants :

(A) ARIMA(1,0,3) avec constante
(B) ARIMA(1,0,2) avec constante
(C) ARIMA(1,0,1) avec constante
(D) ARIMA(2,0,3) avec constante
(E) ARIMA(0,0,3) avec constante

11.2.2.10.3 Estimation

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 42 données ont été
utilisées dont les 12 derniéres ont servi a la validation. Les parameétres des modéles ont alors été
estimés sur une période de 30 ans. Il convient de rappeler qu’avant que le modéle ne soit ajusté, la
racine carrée a été choisie comme transformation pour normaliser la distribution des données
considérees.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.2.80
montre que tous les modéles ajustés produisent des résidus non complétement indépendants sauf le
(A), ceci est fait avec une moyenne et une variance stables entre la période d’estimation et celle de
validation. C’est ce dernier mode¢le qui est retenu.
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Tableau 11.2.80  Comparaison des modeéles ajustés

Modele Variance des résidus AUTO MOY VAR
Péeriode Periode de
d’estimation validation
(A) 5211, 81 2379,47 OK OK OK
(B) 8403,16 9846, 84 NON OK OK
(C) 17285,6 43841,1 NON OK NON
(D) 10229, 4 3298, 31 NON OK OK
(E) 4898, 83 3507,19 NON OK OK

Notation: AUTO :test d’indépendance des résidus; MOY : test d’égalité de la moyenne; VAR: test
d’homoscédasticité ; OK : le test est positif.

Les Tableaux 11.2.81 résume ’estimation des paramétres du mod¢le retenu ARIMA(1,0,3) avec
constante ainsi que la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une valeur
de P < 0.05 sont statistiguement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Tableau 11.2.81  Estimation des parametres du modeéle retenu ARIMA(1,0,3) avec constante

Parameétre Estimation Ecart- type t P
AR(l) 0,491819 0,431962 1,13857 0,262010
MA(l) 0,245782 0,39138 0,627989 0,533767
MA(2) 0,161447 0,195783 0,824623 0,414732
MA(3) -0,476016 0,178579 -2,66558 0,011222
Moyenne 10,5976 1,04679 10,1239 0,000000
Constante 5,38551

La variance estimée du bruit blanc = 10,9155 avec 38 DDL et 1’écart- type estimé du bruit blanc =
3,30.

La valeur de t pour les termes MA(1) et MA(2) est inférieure a 1 donc ces derniers sont non
significativement différents de zéro & 95% de confiance et peuvent donc étre éliminés. La valeur de
t pour le reste des termes est en valeur absolue supérieure a 1 par conséquent ses derniers sont
statistiquement significativement différents de zéro. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc est
de 3,3 et I’estimation de la variance des résidus est de 10,9155.

Le Tableau 11.2.82 résume la performance du modele ARIMA(1,0,3) a ajuster les données
considérées et ce par 1’ analyse des erreurs qu’il produit. La différence de ces statistiques d’erreurs
est plus ou moins importante entre la période d’estimation et celle de validation. Ces différences
expriment une performance moyenne du modeéle ajusté pour faire des prédictions dans le futur.
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Tableau 11.2.82 Statistiques des erreurs du modele

ARIMA(1,0,3)
Statistique Période d’estimation Periode de validation
EQM 5211, 81 2379,47
EAM 53, 6642 42,3533
EM 6,02511 37,922

Notation : EQM : erreur quadratique moyenne ; EAM : erreur absolue moyenne ; EM: erreur moyenne.

11.2.2.10.4 Validation

Il s’agit de vérifier I’hypothése de la méthode a savoir que les résidus forment bien un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Pour cela, le test des auto-corrélogrames (ACF et PACF) et celui
du Portmanteau (Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des résidus, le test t de student
est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne et le test d’adéquation du Chi-deux a 95% de
confiance est utilisé pour tester leur normalité.

e Testdes ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modeéle ont été tracés tel que montré
dans la Fig. 11.2.60 et Fig. 11.2.61.

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
indique que ces derniers sont statistiquement non significatifs, d’ou leur indépendance. Leurs
valeurs sont reportées dans le Tableau 11.2.83 et Tableau 11.2.84.

ARIMA(10,3) with constant
1 T T T T T ]

06

" e —=c0o__o
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lag
Fig. 11.2.60 ACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)
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Fig. 11.2.61 PACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Tableau 11.2.83 ACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Lag Autocorrelation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,254594 0,152499 -0,298892 0,298892
2 0,0811342 0,162082 -0,317676 0,317676
3 -0,107774 0,163024 -0,319521 0,319521
4 0,0175499 0,164672 -0,322753 0,322753
5 0,0405716 0,164716 -0,322838 0,322838
6 0,108959 0,164948 -0,323293 0,323293
7 0,200811 0,166614 -0,326557 0,326557
8 0,150928 0,17215 -0,337409 0,337409
9 -0,0341884 0,1752 -0,343387 0,343387
10 -0,0450747 0,175355 -0,343691 0,343691
11 0,122744 0,175625 -0,344219 0,344219
12 -0,063451 0,177609 -0,348107 0,348107
13 -0,0391721 0,178135 -0,349139 0,349139
14 -0,161593 0,178335 -0,349531 0,349531

Tableau 11.2.84 PACF des résidus du modele ARIMA(1,0,3)

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,254594 0,152499 -0,298892 0,298892
2 0,0174472 0,152499 -0,298892 0,298892
3 -0,141739 0,152499 -0,298892 0,298892
4 0,0835808 0,152499 -0,298892 0,298892
5 0,0363729 0,152499 -0,298892 0,298892
6 0,0708798 0,152499 -0,298892 0,298892
7 0,178504 0,152499 -0,298892 0,298892
8 0,0628598 0,152499 -0,298892 0,298892
9 -0,104868 0,152499 -0,298892 0,298892
10 0,0151133 0,152499 -0,298892 0,298892
11 0,1742¢6 0,152499 -0,298892 0,298892
12 -0,208058 0,152499 -0,298892 0,298892
13 -0,039739 0,152499 -0,298892 0,298892
14 -0,13077 0,152499 -0,298892 0,298892
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e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 14 premiéres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése nulle que les résidus

sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothese nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistigue Q =9,0250
Valeur de P = 0.5297

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -0,91 leur médiane est de -1,07 et leur variance est de 9,83 avec un
écart-type de 3,13. Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,061 qui est supérieure
a 0.05 ce qui implique que I’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre
rejetée a 95% de confiance.

Testt

Hypothése nulle : moyenne = 0

Valeur calculée de la statistique t=-1,92
Valeur de P = 0.061

e Test de Normalité

Afin de Vérifier si les résidus du modele ARIMA(1,0,3) appartiennent a une distribution
Normale, un ajustement a la loi de Gauss a été effectué tel que présenté dans la Fig. 11.2.8. Les
résultats du test du Chi-deux montrent une valeur de P supérieure a 0,01 donc I’hypothése nulle de
Normalité ne peut pas étre rejetée a 95% de confiance.

test du Chi-deux

Valeur de la statistique du test = 15,90.
Valeur de P =0,319
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Résidus (Hm3)

-7 -4 -1 2 5 8
Distribution Normale

Fig. 11.2.62  Ajustement des résidus du modéle ARIMA(1,0,3) a
La loi de Gauss

Les résultats des tests précédents appliqués aux résidus du modéle ARIMA(1,0,3) ont
permis la vérification des hypotheses de la méthode de Box-Jenkins.

En fin, ce modele peut étre formulé de la maniére suivante :
(1 - 0,491819B) (X, — 10,5976) = (1 + 0,476016B3)¢, + 5,38

Ou &, est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 9,83. Ainsi le modéle explique
seulement 36,25% d’une variance totale de 15,42. Ce pourcentage qui exprime la contribution de la
partie structurée au sein de la série étudiée, représente un peu plus que le tiers de la variabilité
totale ce qui fait que la contribution de la partie aléatoire est deux fois plus importante. Cette
considération doit étre prise en compte lors de 1’utilisation du modéle a la prédiction.

11.2.2.10.5 Prédiction

Les résultats des prédictions obtenues par le modeéle retenu ARIMA(1,0,3) sont regroupés
dans le Tableau 11.2.85 pour la période suivant la fin de la série chronologique de départ et dans le
Tableau 11.2.86 pour la période ou les données sont disponibles avec les résidus correspondants.
Pour cette derniere période des intervalles de confiances a 95% ont été calculés pour les prédictions
obtenues. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans 1’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Ces prédictions presentées dans la Fig. 11.2.63 en trait continu suivent 1’allure générale des
données observées représentées en points carrés. Pour la période ou les données ne sont pas
disponibles les prédictions obtenues pour les 12 ans futurs sont représentées avec leurs limites de
confiance tracées a 95%.
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Fig. 11.2.63 Prédictions des apports annuels a REMCHI

obtenues par le modéle ARIMA(1,0,3)

Tableau 11.2.85 Prédictions des apports annuels a REMCHI
pour les 12 ans futurs

Période Prédiction -1C 95% +1C 95%
44 45,5743 0,0039101 180,613
45 80,9907 4,45918 252,406
46 63,2853 1,12803 220,473
47 86,4534 3,09759 283,453
48 99,1709 5,16448 311,324
49 105,746 6,56394 324,163
50 109,057 7,36168 330,25
51 110,704 7,78269 333,187
52 111,518 7,99696 334,618
53 111,92 8,10412 335,318
54 112,118 8,15726 335,661
55 112,215 8,1835 335,83
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Tableau 11.2.86 Prédictions avec ARIMA(1,0,3)

Période Donnée Prédiction Résidu
1 118,35 116,779 1,57149
2 214,89 136,774 78,1158
3 281,8 148,38 133,42

4 163,61 145,578 18,0321
5 88,92 147,998 -59,0777
6 257,77 163,096 94,6738
7 122,65 175,868 -53,2185
8 73,81 90,9598 -17,1498
9 84,56 138,293 -53,733
10 106,5 93,1247 13,3753
11 74,25 105,269 -31,019
12 79,54 75,6657 3,87434
13 96,45 106,129 -9,67855
14 245,73 90,5560 155,173
15 25,27 138,381 -113,111
16 16,58 68,7271 -52,1471
17 218,77 154,869 63,9014
18 88,0 91,3471 -3,34714
19 111,0 58,6118 52,3882
20 83,91 121,104 -37,1939
21 212,68 95,9413 116,739
22 243,94 170,293 73,6465
23 182,96 116,306 66,6542
24 147,82 175,001 -27,1814
25 93,69 153,97 -60,28
26 62,88 151,161 -88,2808
27 44,3 105,869 -61,5693
28 44,78 80,2393 -35,4593
29 99,12 59,9438 39,1762
30 84,57 70,1271 14,4429
31 32,44 68,3992 -35,9592
32 27,49 94,878 v-67,388
33 11,43 97,5459 V-86,1159
34 21,19 66,3453 V-45,1553
35 56,2096 55,1737 V1,03588
36 68,2652 42,7135 v25,5517
37 18,5676 53,6908 V-35,1232
38 14,8293 64,0143 vV-49,185
39 18,3114 92,3272 V-74,0158
40 15,274 64,5323 vV-49,2583
41 23,1157 51,933 V-28,8173
42 33,2133 41,8438 V-8,63049
43 8,5094 46,4716 V-37,9622

Notation : V : période de validation

11.2.3 RECAPITULATIF ET CONCLUSIONS

L’application de la méthode de Box-Jenkins a la modélisation et la prédiction des apports liquides
au pas annuel observés en 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie, a conduit aux principaux
résultats récapitulés dans le Tableau 11.2.87.

Ces résultats récapitulent le travail de modélisation effectué au pas annuel, ils montrent
d’une part, le modele obtenu pour chaque série chronologique avec le pourcentage de la variance
expliquée et d’autre, les statistiques des erreurs de prédictions entre la période d’estimation et la
période de validation.
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Tableau 11.2.87 Récapitulatif des principaux résultats obtenus a I’échelle annuelle.

N°  Station N  Transf. o’ Modele o? o? o? TEM TEV
(‘totale) (estimée)  (calculée) (expliguée en %)
01 Ain berda 31 d=0 119,08 - - - - - -
02 Béni bahdel 69 d=1 1304,74 ARIMA( 0,1,2 ) 1220,21 1030 ,72 21,00 OK OK
03 Bouchegouf 34 d=0 5016,59 - - - - - -
04 Bouhnifia 59 d=0 4049,08 ARIMA(1,0,3 ) 3031,81 3015,51 25,00 OK OK
05 Cheffia 27 d=0 8735,7 - - - - - -
06 Ksob 27 d=0 509,51 ARIMA(2,0,0 ) 487,31 307,92 39,50 OK OK
07 Mefrouche 50 d=0 84,47 ARIMA (2,0, 3) 71,67 73,28 13,24 NON OK
08 Mirebeck 27 d=0 72451 - - - - - -
09 Pierre du chat 42 d=1 15644,7 - - - - - -
10 Remchi 43 v 15,42 ARIMA (1,0, 3) 10,83 9,83 36,25 OK OK
Moyenne 1192,64 887,45 26,99

Notation : N :nombre d’observations ; Transf. : transformation mathématique ; o2 (totale) : variance totale ; o2, (calculée) :variance calculée des résidus ; ; % (expliquée en
%) : variance expliquée par le modele en pourcentage ; TEM :test d’égalité de la moyenne ; TEV : test d’égalité de la variance.

Tableau 11.2.88 Statistiques des erreurs des modéles ajustés a I’échelle annuelle.

N° Station Modele EQM EM
Q EAM
Période Période de Période Période de Période Période de
d’estimation  validation  d’estimation  validation  d’estimation  validation
01 Béni bahdel ARIMA(0,1,2 ) 1170,067 809,39 27,48 23,71 3,58 -21,52
02 Bouhnifia ARIMA(1,0,3 ) 3118, 66 4164,25 42,05 56,52 31,56 113,57
03 Ksob ARIMA (2,0,0 ) 477,72 191,00 13,878 12,40 -0,97 -3,46
04 Mefrouche ARIMA (2,0, 3) 73,41 88,74 5,97 8,38 0,15 0,15
05 Remchi ARIMA (1,0,3) 5211,81 2379,47 53,66 42,35 6,02 37,92
Moyenne 2010,45 1526,57 28,61 28,68 8,07 25,33

Notation : EQM : erreur quadratique moyenne ;EAM : erreur absolue moyenne ; EM :erreur moyenne.
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Il est clair que la partie structurée des séries chronologiques considérées est presque deux
fois plus faible que la partie aléatoire qui représente a elle seule, plus de 60 % de la variabilité totale
et les statistiques des erreurs de prédiction qui sont plus faibles en moyenne pendant la période de
validation pour 1’erreur quadratique moyenne, sont insensiblement supérieures pour I’erreur absolue
moyenne et nettement supérieures pour I’erreur moyenne. Ce résultat est tres logique et il fallait s’y
attendre par ce qu’il s’agit de données annuelles qui sont généralement indépendantes et ne
présentent donc pas de structure de corrélation prononcée au sein des données ; alors que la
méthode de Box-Jenkins se base essentiellement sur cette structure de dépendance interne des
données pour la détermination des modeles.

Cela étant, les principales conclusions que nous pouvons tirer peuvent étre présentées
comme suit :

1. L’application de la méthode de Box-Jenkins a révélé I’ampleur de la partie aléatoire dans la
variabilité des séries de donnees considérées en confirmant le caractére normal
communément admis a propos d’une telle variable. En effet, parmi les stations
hydromeétriques étudiées 50% présentent une variabilité chronologique strictement aléatoire
et la partie structurée des 50% de stations restantes, explique une variabilité moyenne de
seulement 27 % de la variabilité totale. Cependant, on a pu identifier des composantes
reconnaissables non négligeables telles que la tendance, et observé I’absence de
composante cyclique et saisonniére. Concernant la distribution de probabilité, il faut noter
que sur la totalité des 10 stations hydromeétriques seulement une ne présentait pas une
distribution Normale, ce qui confirme encore une fois le caractere Normal de ces données.

2. Sur la totalité des stations hydrométriques étudiées uniquement 20% ont été le siege d’une
instabilité dans la variance ou la moyenne ce qui confirme le caractere stationnaire des
séries chronologiques des apports annuels.

3. La modelisation des apports annuels par le recours aux techniques ARIMA a permis
I’obtention de modeles adéquats qui sont parcimonieux et simples a utiliser.

4. La performance des modéles ajustés est soulignée par la vérification de deux aspects entre
la période d’estimation et celle de validation, le premier concerne la stationnarité, tandis
que le second concerne 1’adéquation des modeéles ajustés. En effet, le test d’égalité de la
moyenne entre la période d’estimation et celle de validation ainsi que le test
d’homoscédasticité entre ces deux périodes sont vérifiés pour pratiquement toute les
stations ce qui renforce la stationnarité des données obtenues et joue en faveur du premier
aspect. D’un autre coté, les statistiques d’erreurs entre la période d’estimation et celle de
validation, comme c’est indiqué par le Tableau 11.2.88 joue en faveur du second aspect de
cette performance. En effet, les résultats obtenus montrent que la moyenne de 1’erreur
quadratiqgue moyenne (EQM) des cing modeles ajustés est visiblement meilleure sur la
période de validation comparativement a la période d’estimation, sachant que I’EQM forme
a elle seule, un critére assez puissant dans la mesure de la performance de n’importe quel
modele, sinon ’erreur absolue moyenne (EAM) ou encore ’erreur moyenne (EM). Ceci
traduit la validité de ces modeles dans la formulation du processus étudié et donne une
indication sur la performance de ces derniers a étre mis en ceuvre pour la prévision.
L’égalité de la moyenne de I’EAM sur les deux périodes de validation et d’estimation, vient
confirmer cette performance méme si la moyenne de I’EM sur la période d’estimation est
nettement meilleure que celle de la période de validation.
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5. L’utilisation du modéle ARIMA développé pour chacune des séries d’apports considérés a
permis ’obtention de prédictions acceptables dans la limite des performances de ces
modeéles.

6. Ce travail présente un intérét particulier dans le fait que la technique qu’il utilise pour la
modélisation des séries chronologiques, (techniqgue ARIMA) peut étre appliquée pour toute
autre variable aléatoire particuliérement en hydrologie.
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Chapitre 11.3

MODELISATION ARIMA ET PREDICTION DES
APPORTS MENSUELS

11.3.1 INTRODUCTION

A TDinstar du chapitre précédent qui était consacré a 1’application de la méthode de Box-Jenkins
(ARIMA) aux données annuelles, le présent chapitre constitue une extension de 1’application de la
dite méthode aux apports mensuels des 10 stations hydrométriques considérées, c'est-a-dire en que
I’on fait intervenir I’effet de la saisonnalité des données en question.

A cet effet, il convient également de rappeler que les conditions pré requises de la méthode
sont la normalité et la stationnarité des series chronologiques, ce qui implique I’introduction de
quelques transformations mathématiques des données en cas de défaut de stationnarité ou de
normalité d’une part, et d’autre que la méthode est basée essentiellement sur la structure de
dépendance interne des séries chronologiques, ce qui veut dire que pour les séries indépendantes le
recours a la méthode se trouve completement non justifié.

Les résultats escomptés de ce travail est la mise en équation de la variabilité stochastique du
processus hydrologique en question avec une prise en charge de la composante saisonniere
mensuelle. Ceci est réalisé par I’étude d’un échantillon de 10 séries chronologiques dont I’analyse
offre des modeles stochastiques qui vont servir a la prévision.

11.3.2 APPLICATION ET DISCUSSION DES RESULTATS

Le principe de la méthode de Box-Jenkins, qui est mis en ceuvre dans ce chapitre pour des données
saisonniéres, reste le méme avec les mémes étapes vues précédemment dans le (chapitre 11.2) a
savoir: (1) transformations des données afin de satisfaire I’hypothése de stationnarité ou de
normalité, (2) identification des modéles par observation des fonctions d’auto-corrélation et d’auto-
corrélation partielle, (3) estimations des parameétres des modeles, et (4) validation des modéles par
des tests sur les erreurs produites par rapport aux données observées. Cependant la variabilité
saisonniére a I’échelle mensuelle est introduite, ce qui n’était pas le cas des données annuelles.

Les modeéles Autorégressifs et de moyenne mobile intégrés saisonniers (SARIMA) obtenus
sont alors utilisés a la prédiction qui devient alors, une opération mathématique automatique.
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11.3.2.1 AIN BERDA

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a AIN BERDA durant les 372 mois allant de Septembre 1963 a Aout
1993 sont resumées dans le Tableau 11.3.1 et la variabilité temporelle de cette série chronologique
est illustrée dans la Fig. 11.3.1.

Tableau 11.3.1 Statistiques des apports mensuel observés a
AIN BERDA (Sep1963 & Aout 1993)

Parametre Valeur
Nombre d’observations 372
Moyenne 1,0729
Variance 5,62568
Déviation Standard 2,37185
Minimum 0,0
Maximum 18,51
Stnd. skewness 28,8728
Stnd. kurtosis 65,8714

La moyenne de la série est de 1,0729 alors que sa variance autour de cette moyenne est de 5,62568
avec un écart-type de 2,37185. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un eloignement
remarquable de la distribution normale.

20 F B
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i

0 100 200 300 400
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Fig. 11.3.1  Apports mensuels observés a AIN BERDA

Apports(Hm3)

11.3.2.1.1 Stationnarisation

Comme il a été mentionné précédemment, la stationnarité d’une série implique une moyenne et
une variance constantes ou stables dans le temps. Une instabilité de la moyenne peut étre provoquée
par une tendance, tout comme une instabilité de la variance peut étre provoquée par une saisonnalité
ou une sur-différenciation (Cohn & Lins, 2005 ; Johnston, 1984). Un moyen de vérifier la
stationnarité est I’examen graphique de la série étudiée afin de déceler 1’existence de la tendance et
de la saisonnalité. Ces deux composantes peuvent étre éliminées par le calcul des différences
réguliéeres ou saisonni¢res, dans ce cas le calcul de 1’écart-type des séries différenciees nous
indiquera laquelle des séries est la plus stable : la série qui correspond au minimum d’écart-type est
la plus stable.

169



Partie Il Chapitre 11.3 Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le
Tableau 11.3.2, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données est
représenté dans le Tableau 11.3.3.

Tableau 11.3.2 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) =S DIFF(S,1)
1 0

5 0,16 0,16

3 0,02 -0,14

1 0,32 0,3

. 7,08 6,76

p 6,06 -1,02

; 2,82 -3,24

8 0,87 -1,95

5 0,31 -0,56

10 0,16 -0,15

11 0,03 -0,13

12 0,02 -0,01

13 0 -0,02 0

14 0,57 0,57 0,41 0,41
15 1,61 1,04 1,59 1,18
16 0,53 -1,08 0,21 -1, 38
17 8,7 8,17 1,62 1,41
18 10,82 2,12 4,76 3,14
19 1,8 -9,02 -1,02 =5, 78
50 0,59 -1,21 -0,28 0,74

Le Tableau 11.3.3 résume les statistiques descriptives des séries différenciées. Dans le cas de la
série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et ce effectuant les
premiéres différences saisonniéres (D=1). L’écart-type des premieres différences régulieres des
premiéres différences saisonniéres DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) étant supérieur a celui des
premicres différences saisonnic¢res (SDIFF(Apports ,12)), il s’en suit qu’il n’y a pas lieu de faire des
différences régulieres(d=0) est la série peut tre traitée ainsi en considérant qu’elle est stationnaire
pour S=12 et D=1.

Tableau 11.3.3 Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 372 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 372 1.07 5.62 2.37
DIFF(Apports,1) L0 6.28 20
SDIFF(Apports ,12) 360 -0.029 10.00 3.16
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 3900 12.48 e

Notation: DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.1.2 ldentification

Les outils de base utilisés dans cette étape sont la fonction d’auto-corrélation (ACF) et la fonction
d’auto-corrélation partielle (PACF) qui expriment les différentes corrélations pouvant exister entre
les observations de la série chronologique en question. Il importe de rappeler que 1’auto-corrélation
entre deux observations séparées de k périodes reflete le degrés de corrélation entre cette paire
d’observations dans la série chronologique séparées par un retard de k unités de temps. Alors que
I’auto-corrélation particlle est définie comme étant 1’auto-corrélation entre n’importe qu’elle paire
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d’observations séparées par un retard de k unités de temps, élimination faite des effets des
observations intermédiaires.

L’idée centrale de I’identification consiste en la détermination de 1’allure ou le comportement
des fonctions d’auto-corrélation (ACF) et d’auto-corrélation partielle (PACF) de la série
chronologique stationnaire par comparaison a des comportements théoriques communs de fonctions
d’auto-corrélation et d’auto-correlation partielle de modeles stationnaires. Cette comparaison se fait
dans le but d’identifier et d’assimiler les modeles qui se rapprochent le plus de point de vue
caractéristiques (ACF et PACF) de la série en question.

Dans le cas de la station courante, les calculs de I” ACF et de la PACF des apports stationnaires
sont reportés dans les Tableaux 11.3.4 et 11.3.5 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les
Figures 11.3.2 et 11.3.3.
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Tableau 11.3.4 ACF des apports mensuels stationnaires

Lag  Auto-corrélation  Ecart-type -1C 2 95% IC a 95%
1 0,377647 0,0527046 -0,103299 0,103299
2 0,201474 0,0597503 -0,117109 0,117109
3 0,0999273 0,0616085 -0,120751 0,120751
4 0,045131 0,0620571 -0,12163 0,12163
5 -0,000276939 0,0621482 -0,121808 0,121808
6 0,00649513 0,0621482 -0,121808 0,121808
7 0,00749 0,0621501 -0,121812 0,121812
8 -0,0268091 0,0621526 -0,121817 0,121817
9 -0,0932801 0,0621847 -0,12188 0,12188
10 -0,128423 0,0625722 -0,122639 0,122639
11 -0,21259 0,0633001 -0,124066 0,124066
12 -0,528207 0,0652532 -0,127894 0,127894
13 -0,26291 0,0762102 -0,14937 0,14937
14 -0,098712 0,0786893 -0,154228 0,154228
15 -0,0818166 0,0790325 -0,154901 0,154901
16 -0,0572447 0,0792675 -0,155362 0,155362
17 -0,0141086 0,0793822 -0,155587 0,155587
18 -0,0091174 0,0793892 -0,1556 0,1556
19 -0,000967519 0,0793921 -0,155606 0,155606
20 0,0235495 0,0793921 -0,155606 0,155606
21 0,0546073 0,0794115 -0,155644 0,155644
22 0,00314142 0,0795157 -0,155848 0,155848
23 0,0228693 0,0795161 -0,155849 0,155849
24 -0,0177115 0,0795344 -0,155885 0,155885
Tableau 11.3.5 PACF des apports mensuels stationnaires
Lag  Auto-corrélation Ecart-type -1C a 95% IC a 95%
1 0,377647 0,0527046 -0,103299 0,103299
2 0,0686475 0,0527046 -0,103299 0,103299
3 0,00367954 0,0527046 -0,103299 0,103299
4 -0,00580069 0,0527046 -0,103299 0,103299
5 -0,0256311 0,0527046 -0,103299 0,103299
6 0,0138572 0,0527046 -0,103299 0,103299
7 0,00654236 0,0527046 -0,103299 0,103299
8 -0,0371707 0,0527046 -0,103299 0,103299
9 -0,0873152 0,0527046 -0,103299 0,103299
10 -0,0746011 0,0527046 -0,103299 0,103299
11 -0,14548 0,0527046 -0,103299 0,103299
12 -0,466672 0,0527046 -0,103299 0,103299
13 0,0943215 0,0527046 -0,103299 0,103299
14 0,104819 0,0527046 -0,103299 0,103299
15 -0,0560781 0,0527046 -0,103299 0,103299
16 -0,0267333 0,0527046 -0,103299 0,103299
17 0,00982688 0,0527046 -0,103299 0,103299
18 0,00556243 0,0527046 -0,103299 0,103299
19 0,0123988 0,0527046 -0,103299 0,103299
20 0,00416736 0,0527046 -0,103299 0,103299
21 -0,0331825 0,0527046 -0,103299 0,103299
22 -0,113897 0,0527046 -0,103299 0,103299
23 -0,0707657 0,0527046 -0,103299 0,103299
24 -0,379598 0,0527046 -0,103299 0,103299

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les

modeles suivants :

(A) SARIMA(1,0,1)(1,1,2):> avec constante
(B) SARIMA(1,0,1)(1,1,1);, avec constante
(C) SARIMA(1,0,1)(0,1,1)1, avec constante
(D) SARIMA(1,0,0)(1,1,1), avec constante
(E) SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, avec constante
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11.3.2.1.3 Estimation des modeles ajustés

IT s’agira alors d’estimer les différents paramétres des modeles ajustés et de vérifier leurs
performances en vue de choisir celui qui pourrait mieux traduire le comportement de la série
chronologique en question. Dans notre cas, on a utilisé le logiciel SGPLUS.

Pour I’estimation des parametres de ces modeles, il faut rappeler que 372 données ont été
utilisées dont les 100 dernieres ont servi a la validation. Les paramétres des modeles ont alors été
estimés sur une période de 272 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.6,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus complétement indépendants. D’un
autre c6té, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus entre la période d’estimation et
celle de validation ne differe pas considérablement entre les modéles ajustés. Ces derniers
produisent une variance des résidus égales au centieme pres pour la période d’estimation et au
dixieme pres pour la période de validation, tandis que la variance de la période d’estimation est
presque le double de celle de la période de validation et ce pour tous les modeles. En outre, le
modele qui produit le minimum de cette variance est le modele (E), c’est lui qui est donc retenu
pour la prédiction.

Tableau 11.3.6 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Independence
Periode Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 4,78745 2,8154 OK
(B) 4,77015 2,72221 oK
(C) 4,75473 2,76159 OK
(D) 4,77016 2,72221 oK
(E) 4,74558 2,79328 OK
Le Tableau 11.3.7 résume [I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
une valeur de P < 0.05 sont statistiguement significativement différents de zéro a 95% de
confiance.

Les paramétres du modeéle sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes AR(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc elle est significativement
différente de zéro. La valeur de P pour la moyenne est supérieure a 0.05 donc elle est
statistiquement non significative et peut donc étre ¢éliminée, la constante aussi. L’estimation de
I’écart-type du bruit blanc est de 2,2071 et la moyenne de la variance des résidus est de 4,87127,
ce qui veut dire que le présent modele explique 51.3% de la variance de la série modélisée qui est
de 10.
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Tableau 11.3.7  Estimation des paramétres du modéle retenu SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Parametre Estimation Ecart- type t P
AR(]_) 0,281059 0,0600852 4,67767 0,000004
SMA(1) 0,956323 0,0130409 73,3327 0,000000
Moyenne -0,0155172 0,0272899 -0,568608 0,569980
Constante ~0,011156

Notation: SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

avec une variance estimée du bruit blanc = 4,87127 avec 357 DDL et un écart type estimé du bruit
blanc = 2,2071

Le Tableau 11.3.8 résume la performance du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1, a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.8 Statistiques des erreurs du modéele SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 4,74558 2,79328

EAM 1,05718 0,969362

EM 0,00910869 0,176949

Nous y trouvons :
4) L’erreur quadratique moyenne (EQM)
5) L’erreur absolue moyenne (EAM)
6) L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur ’erreur de prédiction un mois a I’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le modele
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas différentes d’une maniére considérable entre la
période d’estimation et celle de validation sauf pour I’EQM qui exprime la variance des résidus, ce
qui signifie un défaut dans la variance. Il s’ensuit que le modéle ajusté peut étre utilisé a faire des
prévisions avec une mise en garde au sujet de la variance.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - 0,281059B)(1 — B'?)X, = (1 — 0,956323B'%)¢,

Ou &, est une séquence bruit blanc avec moyenne nulle et une variance estimée de 4,87.
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11.3.2.1.4 Validation du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1>

Il est important de réaliser cette étape afin de vérifier et de s’assurer de la performance des
modeles retenus dans I’étape d’identification et au besoin suggérer certaines améliorations. Il s’agit
de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de Student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.4 et Fig. 11.3.5.

ARIMA(10,0)x(0,1,1)12 with constant
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Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.9 et Tableau 11.3.10.

Tableau 11.3.9 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,

Lag  Auto-corrélation  Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0421772 0,0527046 -0,103299 0,103299
2 0,0896875 0,0527983 -0,103483 0,103483
3 0,00613841 0,0532198 -0,104309 0,104309
4 0,0138809 0,0532218 -0,104313 0,104313
5 -0,00804744 0,0532318 -0,104333 0,104333
6 0,0124803 0,0532352 -0,104339 0,104339
7 0,00973796 0,0532433 -0,104355 0,104355
8 0,00343201 0,0532483 -0,104365 0,104365
9 -0,0586071 0,0532489 -0,104366 0,104366
10 -0,0485975 0,0534278 -0,104717 0,104717
11 -0,00843971 0,0535504 -0,104957 0,104957
12 -0,104426 0,0535541 -0,104964 0,104964
13 -0,0917174 0,0541168 -0,106067 0,106067
14 0,0337468 0,0545469 -0,10691 0,10691
15 -0,0251411 0,0546048 -0,107024 0,107024
16 -0,0280536 0,054637 -0,107087 0,107087
17 0,0118105 0,054677 -0,107165 0,107165
18 -0,00159778 0,0546841 -0,107179 0,107179
19 -0,00822543 0,0546842 -0,107179 0,107179
20 0,00481297 0,0546876 -0,107186 0,107186
21 0,015625 0,0546888 -0,107188 0,107188
22 -0,057604 0,0547012 -0,107213 0,107213
23 0,0597283 0,0548694 -0,107542 0,107542
24 -0,0698197 0,0550497 -0,107896 0,107896

Tableau 11.3.10 PACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,0421772 0,0527046 -0,103299 0,103299
2 0,0880652 0,0527046 -0,103299 0,103299
3 -0,00103542 0,0527046 -0,103299 0,103299
4 0,00584166 0,0527046 -0,103299 0,103299
5 -0,00934296 0,0527046 -0,103299 0,103299
6 0,011527 0,0527046 -0,103299 0,103299
7 0,0104267 0,0527046 -0,103299 0,103299
8 0,000520063 0,0527046 -0,103299 0,103299
9 -0,0610225 0,0527046 -0,103299 0,103299
10 -0,0453278 0,0527046 -0,103299 0,103299
11 0,00571178 0,0527046 -0,103299 0,103299
12 -0,0970872 0,0527046 -0,103299 0,103299
13 -0,0850956 0,0527046 -0,103299 0,103299
14 0,0582179 0,0527046 -0,103299 0,103299
15 -0,0127913 0,0527046 -0,103299 0,103299
16 -0,0322286 0,0527046 -0,103299 0,103299
17 0,0194949 0,0527046 -0,103299 0,103299
18 -0,0000787006 0,0527046 -0,103299 0,103299
19 -0,0113113 0,0527046 -0,103299 0,103299
20 0,00694636 0,0527046 -0,103299 0,103299
21 0,00549024 0,0527046 -0,103299 0,103299
22 -0,080565 0,0527046 -0,103299 0,103299
23 0,0649631 0,0527046 -0,103299 0,103299
24 -0,0726829 0,0527046 -0,103299 0,103299

176



Partie Il Chapitre 11.3 Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,698273 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothese
nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 18,1297
Valeur de P = 0,698273

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de 0,0540954, leur médiane est de -0,0773425 et leur variance est de
4,17. La Figure 11.3.6 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne. Les
résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,615474 qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que ’hypotheése nulle de nullité¢ de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypotheése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t =0,502714
Valeur de P =0,615474

16 F =
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Résidus
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Fig. 11.3.6  Résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Les résultats de ces tests, ainsi que les calculs des résidus montrent bien que les résidus du
modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1),, forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et
de variance 4.17 . Dans ce cas, on peut dire que le modele courant explique 58,3% de la variance de
départ qui était de 10.
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11.3.2.1.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(1,0,0)(0,1,1), de faire de la prédiction en arriére nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Tableau 11.3.11 présente les prédictions des
24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants, sont présentées en Annexe A.11.3.1

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.7, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.

ARIMA(10,1)x(1,1,2)12 with constant
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Fig. 11.3.7 Preédictions des apports mensuels a AIN BERDA
obtenues par le modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1»
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Tableau 11.3.11 Prévisions des apports mensuels pour les 24 mois futurs

a AIN BERDA

Période Prédiction - IC 95% +1C 95%
373 -0,119273 -4,45982 4,22128
374 -0,0248147 -4,53355 4,48392
375 0,568987 -3,95276 5,09074
376 1,68671 -2,83607 6,20948
377 2,51429 -2,00856 7,03715
378 2,52989 -1,99297 7,05276
379 2,08768 -2,43518 6,61055
380 1,27811 -3,24475 5,80098
381 0,183328 -4,33954 4,70619
382 -0,125289 -4,64815 4,39758
383 -0,191261 -4,71413 4,3316
384 -0,197677 -4,72054 4,32519
385 -0,185988 -4,71282 4,34085
386 -0,0547215 -4,58187 4,47243
387 0,549425 -3,97775 5,0766
388 1,67005 -2,85712 6,19723
389 2,49846 -2,02872 7,02563
390 2,51428 -2,01289 7,04146
391 2,07214 -2,45504 6,59931
392 1,26259 -3,26459 5,78976
393 0,167809 -4,35937 4,69499
394 -0,140807 -4,66798 4,38637
395 -0,206778 -4,73396 4,3204
396 -0,213194 -4,74037 4,31398
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11.3.2.2 BENI BAHDEL

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a BENI BAHDEL durant les 360 mois allant de Septembre 1924 a
Aout 1993 sont résumées dans le Tableau 11.3.12 et la variabilité temporelle de cette série
chronologique est illustrée par la Fig. 11.3.8.

Tableau 11.3.12 Statistiques des apports mensuels observés a
BENI BAHDEL (Sep1924 a Aout 1993)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 828
Moyenne 5,47166
Variance 57,2245
Déviation Standard 7,56469
Minimum 0,042
Maximum 98,18
Stnd. skewness 56,523
Stnd. kurtosis 227,517

La moyenne de la série est de 5,47166 alors que sa variance autour de cette moyenne est de 57,2245
avec un ecart-type de 7,56469. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un éloignement
remarquable de la distribution normale.

100 F 3
80 [ -
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40 | -

Apports (Hm3)

20 F -

0 r .
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Mois

1
(X 1000)
Fig. 11.3.8  Apports mensuels observés a BENI BAHDEL
11.3.2.2.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.13, tandis que les statistiques des séries différencié¢es pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.14.
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Tableau 11.3.13 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
1,892

1 3,081 1,189

2 3,903 0,822

3 5,181 1,278

4 3,241 -1,94

5 2,02 -1,221

6 1,835 -0,185

7 1,57 -0,265

8 1,531 -0,039

9 0,768 -0,763

10 1,102 0,334

11 0,754 -0, 348

12 1,562 0,808 -0,33

13 1,833 0,271 -1,248 -0,918

14 2,197 0,364 -1,706 -0,458

15 2,593 0,396 -2,588 -0,882

16 7,615 5,022 4,374 6,962

17 5,139 -2,476 3,119 -1,255

18 9,426 4,287 7,591 4,472

ég 2,945 -6,481 1,375 -6,216

Le Tableau 11.3.14 résume les statistiques descriptives des séries différenciées. Dans le cas de
la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la tendance et la saisonnalité (S=12) et ce
effectuant les premiéres différences réguliéres (d=1) des premieres différences saisonniéres (D=1).
La variance des premiéres différences réguliéres des premieres différences saisonniéres
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) étant de 10.18 et la série est stationnaire pour S=12, d=1 et D=1.

Tableau 11.3.14  Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 828 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 828 5.47 57.22 7.56
DIFF(Apports,1) 827 -0.002 64.02 8.00
SDIFF(Apports ,12) 816 -0.014 65.35 8.08
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 815 -0.000 103.73 10

Notation :DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n,
N :taille.

11.3.2.2.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ ACF et de la PACF des apports stationnaires
sont reportés dans les Tableaux 11.3.15 et 16 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les
Figures 11.3.9 et 10.
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Fig. 11.3.10 PACF des apports mensuels
Tableau 11.3.15 ACF des apports mensuels stationnaires
Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a95%
1 -0,410251 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
2 -0,0582501 0,0404971 -0,079373 0,079373
3 -0,0316833 0,0405998 -0,0795742 0,0795742
4 0,013813 0,0406301 -0,0796337 0,0796337
5 -0,0239008 0,0406358 -0,0796449 0,0796449
6 0,0106145 0,0406531 -0,0796787 0,0796787
7 -0,0094014 0,0406565 -0,0796854 0,0796854
8 -0,0240016 0,0406592 -0,0796906 0,0796906
9 0,0772504 0,0406765 -0,0797247 0,0797247
10 -0,015473 0,0408562 -0,0800767 0,0800767
11 0,160577 0,0408633 -0,0800908 0,0800908
12 -0,417177 0,0416304 -0,0815942 0,0815942
13 0,263612 0,0464777 -0,0910947 0,0910947
14 -0,0468429 0,0482774 -0,0946221 0,09406221
15 -0,00467224 0,0483331 -0,0947313 0,0947313
16 0,00642639 0,0483337 -0,0947324 0,0947324
17 0,0235106 0,0483347 -0,0947345 0,0947345
18 -0,014835 0,0483487 -0,094762 0,094762
19 0,0438553 0,0483543 -0,0947729 0,0947729
20 -0,0358427 0,0484031 -0,0948685 0,0948685
21 -0,0340467 0,0484357 -0,0949323 0,0949323
22 0,0351518 0,048465 -0,0949899 0,0949899
23 0,0189771 0,0484963 -0,0950512 0,0950512
24 -0,0427488 0,0485054 -0,095069 0,095069
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Tableau 11.3.16 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC 2 95% IC a4 95%
1 -0,410251 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
2 -0,272403 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
3 -0,225777 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
4 -0,164263 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
5 -0,162934 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
6 -0,133927 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
7 -0,131091 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
8 -0,161006 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
9 -0,054011 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
10 -0,0357126 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
11 0,23721 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
12 -0,292663 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
13 -0,0331685 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
14 -0,0900683 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
15 -0,100055 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
16 -0,0769107 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
17 -0,0640048 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
18 -0,0603196 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
19 0,00425295 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
20 -0,0623091 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
21 -0,025315 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
22 -0,0226931 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
23 0,157217 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
24 -0,178068 0,0350285 -0,0686547 0,0686547

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les

modeles suivants :

(A) SARIMA(1,1,1)(1,1,1)1, avec constante
(B) SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1> sans constante
(C) SARIMA(0,1,2)(1,1,1)1, avec constante
(D) SARIMA(1,0,2)(1,1,2)1, avec constante
(E) SARIMA(0,1,1)(1,1,1)1, avec constante

11.3.2.2.3 Estimation des modéles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 828 données ont été
utilisées dont les 200 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été

estimés sur une période de 628 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.17,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus completement indépendants sauf le
mode¢le (E). D’un autre c6té, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus produits par
tous les modéles ne différe pas de trop aussi bien pour la période d’estimation que celle de la
validation. En outre, le modele qui produit le minimum de cette variance est le modele (B), c’est lui

qui est donc retenu pour la prédiction.
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Tableau 11.3.17  Comparaison des modeles ajustés

Modele Variance des résidus Independence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 47,6524 15,1351 OK
(B) 47,341 15,8532 OK
(C) 47,8047 15,1801 OK
(D) 47,8157 15,6002 OK
(E) 50,1371 16,856 NON
Le Tableau 11.3.18 résume I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
une valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de
confiance.

Les paramétres du modele sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes AR(1), MA(1), SAR(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces
derniers sont significativement différents de zéro a 95% de confiance et le terme SAR(2) étant
inférieur a 0.1 peut étre considéré différent de zéro & 90% de confiance . La valeur de P pour la
moyenne est trés supérieure a 0.05 donc elle est statistiguement non significative elle a donc été
éliminée, la constante aussi. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc est de 6,90988 et la
moyenne de la variance des résidus est de 47,7465 ce qui veut dire que le présent modele explique
54% de la variance de la série modélisée qui est de 103.73.

Tableau 11.3.18 Estimation des parametres du modeéle retenu SARIMA(L,1,1)(2,1,1)1,

Parametre Estimation Ecart- type t P

AR(]_) 0,239977 0,0404411 5,93399 0,000000
MA(l) 0,970295 0,00848082 114,411 0,000000
SAR(]_) 0,205772 0,0412438 4,98917 0,000001
SAR(Z) -0,0731539 0,0415078 -1,76241 0,077999
SMA(1) 0,965876 0,00819984 117,792 0,000000

SAR(n): Autorégressif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.
avec

La variance estimée du bruit blanc = 47,7465 avec 810 DDL et

L’écart type estimé du bruit blanc = 6,90988

Le Tableau 11.3.19 résume la performance du modele SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1, a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.19  Statistiques des erreurs du modele SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1,

Statistique Période d’estimation  Période de validation
EQM 47,341 15,8532

EAM 3,30888 2,46675

EM 0,138925 -0,398649
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Nous y trouvons :
7) L’erreur quadratique moyenne (EQM)
8) L’erreur absolue moyenne (EAM)
9) L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le modele
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas différentes d’'une maniére considérable pour les deux
périodes d’estimation et de validation. Il s’ensuit que le modele ajusté peut étre considéré comme
assez performant et donc bon a faire des prévisions des valeurs futures.

Le modele retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,1,1)(2,1,1);, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1- 0,239977B)(1 — 0,205772B'? + 0,0731539B'3)(1 — B)(1 — B?)X,
= (1— 0,970295B)(1 — 0,965876B'?)¢,

&; est une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance estimée égale a 47,7465.

11.3.2.2.4 Validation du modéle SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1,

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau (Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.11 et Fig. 11.3.12

ARIMA(1,1,1)x(2,1,1)12

0.2 F .

02 F -

Autocorrelations

-0,6 -

lag
Fig. 11.3.11 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(2,1,1)12
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Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.20 et Tableau 11.3.21.

Tableau 11.3.20 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(2,1,1);,

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure limite supérieure
IC 95% IC 95%

1 0,00869666 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
2 0,00295636 0,0350311 -0,0686599 0,0686599
3 -0,00969702 0,0350314 -0,0686605 0,0686605
4 0,00101131 0,0350347 -0,0686669 0,0686669
5 -0,0258978 0,0350348 -0,068667 0,068667
6 -0,00442852 0,0350582 -0,068713 0,068713
7 -0,0140358 0,0350589 -0,0687144 0,0687144
8 0,00201529 0,0350658 -0,0687279 0,0687279
9 0,0437353 0,035066 -0,0687282 0,0687282
10 -0,011016 0,0351328 -0,0688592 0,0688592
11 0,0482386 0,0351371 -0,0688675 0,0688675
12 -0,0129437 0,0352182 -0,0690266 0,0690266
13 0,116881 0,0352241 -0,069038 0,069038
14 -0,0207645 0,0356968 -0,0699645 0,0699645
15 -0,0134375 0,0357116 -0,0699936 0,0699936
16 -0,00279088 0,0357178 -0,0700057 0,0700057
17 0,00218871 0,0357181 -0,0700062 0,0700062
18 -0,0144758 0,0357182 -0,0700066 0,0700066
19 0,00142319 0,0357254 -0,0700207 0,0700207
20 -0,0278713 0,0357255 -0,0700208 0,0700208
21 -0,0505325 0,0357522 -0,0700731 0,0700731
22 -0,00730022 0,0358397 -0,0702446 0,0702446
23 -0,00500366 0,0358415 -0,0702482 0,0702482
24 0,0421413 0,0358424 -0,0702499 0,0702499
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Tableau 11.3.21 PACF des résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1,

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure

partielle IC 95% IC 95%
1 0,008696606 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
2 0,00288095 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
3 -0,00974853 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
4 0,00117189 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
5 -0,0258639 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
6 -0,00408144 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
7 -0,0138038 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
8 0,00177715 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
9 0,0438008 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
10 -0,0127407 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
11 0,0482141 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
12 -0,0137569 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
13 0,117221 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
14 -0,0206803 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
15 -0,0134073 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
16 0,0031397 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
17 0,000777819 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
18 -0,00938042 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
19 0,00152653 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
20 -0,0302298 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
21 -0,0500035 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
22 -0,0195872 0,0350285 -0,0686547 0,0686547
23 -0,000110713 0,0350285 -0,00686547 0,0686547
24 0,0312905 0,0350285 -0,0686547 0,0686547

e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,359086 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothese

nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistigue Q = 20,604
Valeur de P = 0,359086

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de 0,0070055 et leur médiane est de -0,421062. La variance autour
de cette moyenne est de 39,37 avec un écart type de 6,27. La Figure 11.3.13 montre la variabilité
temporelle de ces derniers autour de leur moyenne. Les résultats du test t de Student montrent une
valeur P= 0,974567qui est supérieure a 0.05 ce qui implique que 1’hypothése nulle de nullité de la
moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95% de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t = 0,0318732
Valeur de P =0,974567
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Les résultats de ces tests montrent bien que les résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1,
forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 39,37. Le pourcentage
de la variance expliquée par le modele est de 62% d’une variance totale de 103,73.

11.3.2.2.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(1,1,1)(2,1,1);, de faire de la prédiction en arriere
nous pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.22 présente les predictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modéle ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants, sont présentées en annexe A.11.3.2.

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.14, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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Tableau 11.3.22 Prévisions des apports mensuels a BENI BAHDEL
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Fig. 11.3.14 Prédictions des apports mensuels 8 BENI BAHDEL
obtenues par le modele SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1,

pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
829 0,249854 12,6924 -14,3939
830 0,970351 13,4209 -14,6331
831 0,374523 14,0853 -14,085
832 -0,795815 15,4025 -12,8035
833 -3,30422 18,1087 -10,1205
834 -2,54111 17,652 -10,5979
835 -10,2541 20,7953 -7,47461
836 10,3599 18,2266 -10,0631
837 6,19341 17,0382 -11,2714
838 -0,103892 13,9521 -14,3772
839 1,09937 13,1002 -15,2489
840 1,14746 12,9985 -15,3704
841 0,77885 13,2727 -16,0854
842 0,25805 13,8201 -15,6722
843 1,03014 14,3289 -15,2108
844 -0,344629 15,9002 -13,6725
845 -2,97075 19,1901 -10,4127
846 -1,98632 18,7208 -10,9113
847 -3,11248 22,4972 -7,16409
848 -5,71012 20,4169 -9,27336
849 2,30439 17,5457 -12,1735
850 0,429024 14,473 -15,2753
851 1,08472 13,4843 -16,2929
852 0,790042 13,4065 -16,3996
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11.3.2.3 BOUCHEGOUF

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a BOUCHEGOUF durant les 408 mois allant de Septembre 1948 a
Aout 1993 sont résumées dans le Tableau 11.3.23 et la variabilité temporelle de cette série
chronologique est illustrée par la Fig. 11.3.15.

Tableau 11.3.23  Statistiques des apports mensuels observés a
BOUCHEGOUF (Sep1948 a Aout 1993)

Parametre Valeur
Nombre d’observations 408
Moyenne 9,66325
Variance 248,308
Déviation Standard 15,7578
Minimum 0,03
Maximum 110,28
Stnd. skewness 22,9601
Stnd. kurtosis 38, 6696

La moyenne de la série est de 9,66325 alors que sa variance autour de cette moyenne est de 248,308
avec un éecart-type de 15,7578. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un éloignement
remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.15 Apports mensuels observés 8 BOUCHEGOUF

11.3.2.3.1 Stationnarisation
Le detail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le Tableau

11.3.24, tandis que les statistiques descriptives des séries différenciées pour 1I’ensemble des données
sont représentées dans le Tableau 11.3.25.
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Tableau 11.3.24 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1)  SDIFF(Apports,12) =S DIFF(S,1)
1 0,43

5 2,31 1,88

3 12,44 10,13

4 10,74 -1,7

5 79,35 68,61

6 24,9 -54,45

7 41,05 16,15

8 14,36 -26,69

9 5,27 -9,09

10 1,71 -3,56

11 0,99 -0,72

17 0,71 -0,28

13 0,4 -0,31 -0,03

12 0,97 0,57 -1,34 _é'2§
s 2,47 1,5 -9,97 1 63
16 1,8 -0, 67 -8,94 L,
17 14,44 12, 64 -64,91 '
1 9,51 4,93 -15,39 ijr32
19 40,36 30,85 -0,69 - 69
20 20,76 -19,6 6,4 ’

Dans le cas de la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et ce
effectuant les premieres différences saisonniéres (D=1). La variance des premieres différences
saisonniéeres SDIFF(Apports,12) étant de 339. 98 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.25 Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 408 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 408 9.66 248.308 15.75
DIFF(Apports,1) 407 -0.0007 261.634 16.17
SDIFF(Apports ,12) 396 -0.341 339.98 18.43
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 395 -0.0001 493.14 o2

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.3.2 Identification

Dans le cas de la station courante, les calculs de la ACF et de la PACF des apports
stationnaires sont reportés dans les Tableaux 11.3.26 et 27 respectivement et leurs tracés sont
illustrés par les Figures 11.3.16 et 17.
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Fig. 11.3.17 PACF des apports mensuels
Tableau 11.3.26  ACF des apports mensuels stationnaires
Lag  Auto-corrélation  Ecart-type -1C 2 95% IC a 95%
1 0,276591 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
2 0,122876 0,0539595 -0,105759 0,105759
3 0,0879665 0,0546615 -0,107135 0,107135
4 0,0127953 0,0550179 -0,107833 0,107833
5 0,0135669 0,0550254 -0,107848 0,107848
6 0,0150291 0,0550338 -0,107865 0,107865
7 -0,00315512 0,0550442 -0,107885 0,107885
8 0,0309802 0,0550446 -0,107886 0,107886
9 -0,0826057 0,0550887 -0,107972 0,107972
10 -0,0703385 0,0554006 -0,108583 0,108583
11 -0,116615 0,0556256 -0,109024 0,109024
12 -0,447628 0,0562396 -0,110228 0,110228
13 -0,136616 0,0646132 -0,12664 0,12664
14 0,0299067 0,0653386 -0,128061 0,128061
15 0,0176017 0,0653731 -0,128129 0,128129
16 -0,0209395 0,0653851 -0,128153 0,128153
17 0,00905928 0,065402 -0,128186 0,128186
18 -0,0104101 0,0654052 -0,128192 0,128192
19 -0,0115154 0,0654094 -0,1282 0,1282
20 -0,0223167 0,0654145 -0,12821 0,12821
21 0,0679001 0,0654337 -0,128248 0,128248
22 0,0828908 0,0656114 -0,128596 0,128596
23 0,0920755 0,0658753 -0,129113 0,129113
24 -0,0133445 0,0661995 -0,129749 0,129749
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Tableau 11.3.27 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag  Autocorrélation Ecart-type -1C 2 95% IC 4 95%
1 0,276591 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
2 0,0502145 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
3 0,0453749 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
4 -0,0297724 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
5 0,00920575 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
6 0,00843033 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
7 -0,0093927 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
8 0,0343403 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
9 -0,108073 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
10 -0,0283174 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
11 -0,0906716 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
12 -0,418715 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
13 0,108863 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
14 0,139254 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
15 0,0330181 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
16 -0,0691752 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
17 0,0311774 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
18 -0,00664805 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
19 -0,0211003 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
20 0,0147984 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
21 0,0191194 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
22 0,0400961 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
23 0,034519 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
24 -0,323252 0,0502519 -0,0984921 0,0984921

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les
modeles suivants :

(A) SARIMA(1,0,1)(1,1,1)1> avec constante
(B) SARIMA(1,0,0)(0,1,1);> sans constante
(C) SARIMA(1,0,0)(0,1,0);, avec constante
(D) SARIMA(1,0,1)(1,1,0)1, avec constante
(E) SARIMA(1,0,1)(0,1,1)1, avec constante

11.3.2.3.3 Estimation des modéles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces modéles, il faut rappeler que 408 données ont été
utilisees dont les 100 dernieres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été
estimés sur une période de 308 mois.

L’analyse et la comparaison des modeéles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.28,
montre que les modéles ajustés (A), (B) et (E) produisent des résidus complétement indépendants
tandis que les modéles (C) et (D) leurs résidus ne le sont pas. D’un autre c6té, il faut noter que la
moyenne de la variance des résidus produits par tous les modéles ne differe pas beaucoup entre la
période d’estimation et celle de validation. En outre, le modéle qui produit le minimum de cette
variance avec le minimum de paramétres est le modele (B), c’est lui qui est donc retenu pour la
prédiction.
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Tableau 11.3.28 Comparaison des modeéles ajustés

Modeéle Variance des résidus Indépendence
Periode Période des résidus
d’estimation de validation
(A) 178,223 104,35 OK
(B) 177,656 103,259 OK
(C) 336,671 258,034 NON
(D) 274,159 162,414 NON
(E) 177,749 101,806 OK
Le Tableau 11.3.29 résume [I’estimation des parameétres du modele retenu

SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de

une valeur de P < 0.05
confiance.

Le paramétre AR(1) du modele est stable. La valeur de P pour les termes AR(1) et SMA(1) est
inférieure a 0.05 donc ces derniers sont significativement différents de zéro a 95% de confiance. La
valeur de P pour la moyenne est tres supérieure a 0.05 donc elle est statistiguement non
significative elle a donc été éliminée, la constante aussi. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc
est de 13,8591 et la variance des résidus est de 192,076 ce qui veut dire que le présent modéle
explique 47,7% de la variance de la série modélisée qui est de 339. 98.

Tableau 11.3.29 Estimation des parameétres du modele retenu SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Parametre Estimation Ecart- type t P
AR(]_) 0,28448 0,0561124 5,06982 0,000001
SMA(1) 0,951109 0,010445 91,0586 0,000000

Notation : SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.
Avec une variance estimée du bruit blanc = 192,076 avec 394 DDL et un écart type estimé du

bruit blanc = 13,8591

Le Tableau 11.3.30 résume la performance du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, a ajuster les

données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.30  Statistiques des erreurs du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 177,656 103,259

EAM 7,16911 6,00749

EM -0,0528137 -0,975215

Nous y trouvons :

1) L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2) L’erreur absolue moyenne (EAM)

3) L’erreur moyenne (EM)
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Chacune de ces statistiques est basée sur ’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
difféerence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premieres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le modéle
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas différentes d’'une maniére considérable pour les deux
périodes d’estimation et de validation. Il s’ensuit que le mod¢le ajusté peut étre considéré comme
assez performant et donc bon a faire des prévisions des valeurs futures.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1> sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - 0,28448B)(1 — B (1 — B®)X, = (1 —0,951109B'?)¢,

11.3.2.3.4 Validation du modeéle

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des
au-corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester 1’indépendance
des résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’autocorrélogramme total et partiel des résidus du modeéle ont été tracés tel que montré dans la Fig.
11.3.18 et Fig. 11.3.19.
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Fig. 11.3.18 ACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,
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Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.31 et Tableau 11.3.32.

Tableau 11.3.31 ACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0391622 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
2 0,0656136 0,0503289 -0,098643 0,098643
3 0,0559033 0,0505445 -0,0990655 0,0990655
4 -0,0263226 0,0507003 -0,099371 0,099371
5 0,0210833 0,0507348 -0,0994387 0,0994387
6 0,0228041 0,050757 -0,099482 0,099482
7 -0,0142406 0,0507828 -0,0995327 0,0995327
8 0,0228289 0,0507929 -0,0995525 0,0995525
9 -0,0410343 0,0508188 -0,0996032 0,0996032
10 0,0250295 0,0509024 -0,0997671 0,0997671
11 0,110135 0,0509335 -0,099828 0,099828
12 -0,0213041 0,0515314 -0,101 0,101
13 0,0237274 0,0515536 -0,101043 0,101043
14 0,0470929 0,0515812 -0,101097 0,101097
15 0,0199235 0,0516896 -0,10131 0,10131
16 -0,0472446 0,051709 -0,101348 0,101348
17 0,0408822 0,0518179 -0,101561 0,101561
18 -0,00727474 0,0518993 -0,101721 0,101721
19 -0,0110491 0,0519019 -0,101726 0,101726
20 -0,0572574 0,0519078 -0,101738 0,101738
21 0,0375118 0,0520671 -0,10205 0,10205
22 0,0318886 0,0521353 -0,102183 0,102183
23 0,12084 0,0521845 -0,10228 0,10228
24 -0,069293 0,0528864 -0,103656 0,103656
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Tableau 11.3.32 PACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0391622 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
2 0,0641784 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
3 0,0512748 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
4 -0,0345687 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
5 0,0164743 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
6 0,0227356 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
7 -0,0151092 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
8 0,0181983 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
9 -0,0422795 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
10 0,028372 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
11 0,111098 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
12 -0,0277319 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
13 0,00567879 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
14 0,0409012 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
15 0,0262159 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
16 -0,0657905 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
17 0,0377215 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
18 -0,00128793 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
19 -0,0142177 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
20 -0,0571108 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
21 0,0420822 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
22 0,0295015 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
23 0,127401 0,0502519 -0,0984921 0,0984921
24 -0,0967427 0,0502519 -0,0984921 0,0984921

e Test du Portmanteau
Ce test est base sur les 24 premiéres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent
une valeur de P = 0,390168 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter

I’hypothese nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 23,2062
Valeur de P = 0,390168

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -0,285744, leur médiane est de -0,49401et la variance est de
158,28. La Figure 11.3.20 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,651547qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que I’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypotheése nulle : moyenne = 0,0
Alternative: non nulle.
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Valeur calculée de la statistique t =-0,451958
Valeur de P =0,651547
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Fig. 11.3.20 Résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1>

Les résultats de ces tests et les calculs des résidus montrent bien que les résidus du modele
SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de
variance 158,28. Dans ce cas le modele explique 53,4% de la variance totale.

11.3.2.3.5 Prédiction

En permettant au modele retenu SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, de faire de la prédiction en arriére
nous pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.33 présente les prédictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les residus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans 1’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en Annexe A.11.3.3.

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.21, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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Fig. 11.3.21 Prédictions des apports mensuels a BOUCHEGOUF
obtenues par le modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)12

Tableau 11.3.33  Prévisions des apports mensuels a
BOUCHEGOUF pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
409 0,658104 -26,5891 27,9053
410 2,10024 -26,228 30,4285
411 4,70442 -23,7095 33,1184
412 13,999 -14,4219 42,4199
413 21,1228 -7,29868 49,5442
414 20,9754 -7,4461 49,3969
415 19,9026 -8,51891 48,3241
416 15,4847 -12,9368 43,9063
417 7,01135 -21,4101 35,4329
418 1,83974 -26,5818 30,2612
419 0,789193 -27,6323 29,2107
420 0,585309 -27,8362 29,0068
421 0,794173 -27,6585 29,2469
422 2,13895 -26,3163 30,5942
423 4,71544 -23,74 33,1709
424 14,0021 -14,4534 42,4575
425 21,1237 -7,33179 49,5791
426 20,9757 -7,47979 49,4311
427 19,9027 -8,55278 48,3581
428 15,4848 -12,9707 43,9402
429 7,01136 -21,4441 35,4668
430 1,83974 -26,6157 30,2952
431 0,789194 -27,6663 29,2446
432 0,58531 -27,8701 29,0408
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11.3.2.4 BOUHNIFIA

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a BOUHNIFIA durant les 708 mois allant de Septembre 1934 a
Aout 1993 sont résumées dans le Tableau 11.3.34 et la variabilité temporelle de cette série
chronologique est illustrée par la Fig. 11.3.22.

Tableau 11.3.34  Statistiques des apports mensuel observés a
BOUHNIFIA (Sep1934 a Aout 1993)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 708
Moyenne 10,1176
Variance 146,124
Déviation Standard 12,0882
Minimum 0,12
Maximum 176,0
Stnd. skewness 73,0469
Stnd. kurtosis 381,094

La moyenne de la série est de 10,1176 alors que sa variance autour de cette moyenne est de
146,124 avec un écart-type de 12,0882. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.22  Apports mensuels observés a BOUHNIFIA

11.3.2.4.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le Tableau

11.3.35, tandis que les statistiques des séries différenciées pour 1’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.36.
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Tableau 11.3.35 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
1 12,3
5 10,2 -2,1
5 10,6 0,4
1 11,5 0,9
5 11,2 -0,3
p 9,8 -1,4
7 10,5 0,7
8 9,6 -0,9
9 21,6 12
10 1.6 -14
17 5.1 -2,5
1> 3.7 -1,4

3,6 -0,1 -8,7
12 10 6,4 -0,2 8,5
15 9,5 -0,5 -1,1 =0,9
16 9.2 -0,3 -2,3 51%2
17 9,6 0,4 -1,6 ,
18 24,6 15 14,8 16,4
19 30 5,4 19,5 4'13 ;
20 11,8 -18,2 2,2 -7

Le Tableau 11.3.36 résume les statistiques descriptives des séries différenciées. Dans le cas de
la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la tendance et la saisonnalité (S=12) et ce
effectuant les premiéres différences reguliéres (d=1) des premieres différences saisonnieres (D=1).
La variance des premiéres différences réguliéres des premieres différences saisonniéres
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) étant de 443.5 et la série est stationnaire pour S=12, d=1 et D=1.

Tableau 11.3.36  Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 708 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 708 10,11 146.12 12.08
DIFF(Apports,1) 707 -0.017 223.84 14.9¢6
SDIFF(Apports ,12) 696 -0.146 255.77 15.99
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 695 0.002 443.5 oo

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(X,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.4.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de la ACF et de la PACF des apports stationnaires
sont reportés dans les Tableaux 11.3.37 et 11.3.38 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les
Figures 11.3.23 et 11.3.24.
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Tableau 11.3.37 ACF des apports mensuels stationnaires
Lag  Auto-corrélation  Ecart-type -IC 2 95% IC a4 95%
1 -0,433387 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
2 -0,101515 0,0444899 -0,0871987 0,0871987
3 0,0830246 0,0448219 -0,0878495 0,0878495
4 -0,0640858 0,0450427 -0,0882822 0,0882822
5 0,0407213 0,0451737 -0,0885389 0,0885389
6 -0,025917 0,0452265 -0,0886424 0,0886424
7 -0,00490757 0,0452478 -0,0886843 0,0886843
8 0,0239423 0,0452486 -0,0886858 0,0886858
9 -0,0169343 0,0452668 -0,0887215 0,0887215
10 0,0331782 0,0452759 -0,0887393 0,0887393
11 0,203348 0,0453109 -0,0888079 0,0888079
12 -0,494532 0,0466055 -0,0913452 0,0913452
13 0,213981 0,0536269 -0,105107 0,105107
14 0,0869659 0,0548417 -0,107488 0,107488
15 -0,0886018 0,0550397 -0,107876 0,107876
16 0,0499628 0,0552446 -0,108278 0,108278
17 -0,00750388 0,0553096 -0,108405 0,108405
18 0,0118558 0,055311 -0,108408 0,108408
19 -0,0212852 0,0553147 -0,108415 0,108415
20 0,00288336 0,0553265 -0,108438 0,108438
21 0,00510866 0,0553267 -0,108439 0,108439
22 0,00121909 0,0553274 -0,10844 0,10844
23 0,021104 0,0553274 -0,10844 0,10844
24 -0,029835 0,055339 -0,108463 0,108463
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Tableau 11.3.38 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,433387 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
2 -0,356252 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
3 -0,184796 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
4 -0,200179 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
5 -0,115618 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
9 -0,126292 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
7 -0,112354 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
8 -0,0797559 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
9 -0,0761593 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
10 -0,017804 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
11 0,338954 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
12 -0,291096 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
13 -0,189465 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
14 -0,144471 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
15 -0,128829 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
16 -0,129821 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
17 -0,0686352 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
18 -0,0672906 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
19 -0,0963141 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
20 -0,0861983 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
21 -0,0686746 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
22 -0,0312402 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
23 0,25156 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
24 -0,188623 0,0379322 -0,0743458 0,0743458

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les

modeles suivants :

(A) SARIMA(1,1,1)(0,1,1);, sans constante
(B) SARIMA(1,1,1)(1,1,1);, avec constante
(C) SARIMA(1,1,1)(2,1,1)1, sansconstante

(D) SARIMA(1,1,1)(2,1,2)12 avec constante
(E) SARIMA(L,1,1)(1,1,2);, avec constante

11.3.2.4.3 Estimation des modeéles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces modeéles, il faut rappeler que 708 données ont été utilisées
dont les 200 derniéres ont servi a la validation. Les paramétres des modéles ont alors été estimés

sur une période de 508 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.39,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus completement indépendants. En outre,
le modéle qui produit le minimum de cette variance est le modéle (C) mais le terme SAR(2) est non
significativement différent de zéro ce qui nous pousse a le réduire, dans ce cas on tombe sur le
modéle (B) dont le terme SAR(1) est a réduire car non significatif. Si on réduit le terme SAR(1) de
ce modele on tombe sur le modéle (A) dont tous les termes sont significativement différents de
zéro. Les modéles (D) et (E) présentent également des termes SAR et SMA qui incitent a retrouver
le modele (A). C’est le (A) qui est donc retenu pour la prédiction.
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Tableau 11.3.39 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Independence
Periode Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 155,908 64,0364 OK
(B) 155,442 65,6462 OK
(C) 154,409 67,8985 OK
(D) 155, 4 67,0217 OK
(E) 156,526 64,612 OK
Le Tableau 11.3.40 résume I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
une valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de
confiance.

Les paramétres du modele sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes AR(1), MA(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de confiance. La valeur de P pour la moyenne est tres
supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non significative elle a donc été éliminée, la
constante aussi. L’estimation de I’écart-type du bruit blanc est de 12,4403et la moyenne de la
variance des résidus est de 154,762 ce qui veut dire que le présent modele explique 65% de la
variance de la série modélisée qui est de 443.5.

Tableau 11.3.40 Estimation des parametres du modele retenu SARIMA(1,1,1)(0,1,1);,

Parameétre Estimation Ecart- type t P

AR(l) 0,135019 0,0466008 2,89734 0,003763
MA(1) 0,959937 0,0127462 75,3115 0,000000
SMA(1) 0,968824 0,00880741 110,001 0,000000

Notation : SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 154,762 avec 692 DDL et I’écart type estimé du bruit blanc
=12,4403

Le Tableau 11.3.41 résume la performance du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1);> a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.41 Statistiques des erreurs du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)12

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 155,908 64,0364

EAM 5,57763 4,13991

EM 1,20376 -0,106058
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Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur ’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le mod¢le
considéré les statistiques d’erreurs EAM et EM ne sont pas différentes d’une maniére considérable
pour les deux périodes d’estimation et de validation, par contre la EQM I’est. Il s’ensuit que le
modele ajusté peut étre utilisé a faire des prévisions, cependant celles ci auront éventuellement une
variance sous- estimée.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,1,1)(0,1,1);> sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - 0,135019B)(1 — B)(1 — B'?)X, = (1 — 0,959937B)(1 — 0,968824B'?)¢,
&; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance égale a 154.762.

11.3.2.4.4 Validation du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1>

Il s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’autocorrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.25 et Fig. 11.3.26.

ARIMA(1,1,1)x(0,1,1)12
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Fig. 11.3.25 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,
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Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.42 et Tableau 11.3.43.

Tableau 11.3.42

ACF des résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1);,

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 -0,0207234 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
2 -0,0125776 0,0379484 -0,0743777 0,0743777
3 0,0724037 0,0379544 -0,0743895 0,0743895
4 -0,0240808 0,0381527 -0,074778 0,074778
5 0,0272239 0,0381745 -0,0748208 0,0748208
6 -0,0189186 0,0382025 -0,0748756 0,0748756
7 -0,00454643 0,0382159 -0,074902 0,074902
8 -0,0183073 0,0382167 -0,0749035 0,0749035
9 0,0239985 0,0382293 -0,0749282 0,0749282
10 -0,0325746 0,038251 -0,0749707 0,0749707
11 -0,0238803 0,0382909 -0,0750489 0,0750489
12 -0,0433426 0,0383123 -0,0750909 0,0750909
13 0,00326941 0,0383828 -0,075229 0,075229
14 0,0434559 0,0383832 -0,0752298 0,0752298
15 -0,0352955 0,0384539 -0,0753684 0,0753684
16 0,0224377 0,0385005 -0,0754598 0,0754598
17 0,0100994 0,0385193 -0,0754966 0,0754966
18 0,0285576 0,0385231 -0,0755041 0,0755041
19 -0,00471425 0,0385536 -0,0755638 0,0755638
20 -0,0153259 0,0385544 -0,0755654 0,0755654
21 0,0430732 0,0385632 -0,0755826 0,0755826
22 -0,00961075 0,0386323 -0,0757181 0,0757181
23 0,0203204 0,0386358 -0,0757249 0,0757249
24 -0,0289239 0,0386511 -0,075755 0,075755

206



Partie Il Chapitre 11.3 Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

Tableau 11.3.43 PACF des résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)12

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure

partielle IC 95% IC 95%
1 -0,0207234 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
2 -0,0130127 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
3 0,0719131 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
4 -0,0214065 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
5 0,02826 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
6 -0,0238063 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
7 -0,00133125 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
8 -0,0236851 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
9 0,0277806 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
10 -0,0339035 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
11 -0,0202498 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
12 -0,0506727 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
13 0,00834573 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
14 0,0420254 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
15 -0,0250296 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
16 0,0192678 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
17 0,00647616 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
18 0,03196061 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
19 -0,00975473 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
20 -0,0131308 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
21 0,0374546 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
22 -0,00809454 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
23 0,0166631 0,0379322 -0,0743458 0,0743458
24 -0,0308093 0,0379322 -0,0743458 0,0743458

e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,874712 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothese

nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 13,8797
Valeur de P = 0,874712

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de 0,826831, leur médiane est de -0,853599 et leur variance est de
128,29. La Figure 11.3.27 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,054302 qui est supérieure & 0.05 ce qui
implique que I’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0
Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t =1,92442
Valeur de P =0,054302
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Fig. 11.3.27  Résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1);,

o

Les résultats de ces tests montrent bien que les résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1);,
forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 128.29. Dans ce cas,
le modele explique 71% de la variance totale.

11.3.2.4.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(1,1,1)(0,1,1);, de faire de la prediction en arriere nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.44 présente les predictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiguent ou va étre situee la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en annexe A.11.3.4.

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.28, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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Fig. 11.3.28 Prédictions des apports mensuels a BOUHNIFIA
obtenues par le modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,

Tableau 11.3.44 Prévisions des apports mensuels a
BOUHNIFIA pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
709 1,16228 -23,2204 25,5449
710 7,66863 -17,0849 32,4222
711 3,64192 -21,1603 28,4441
712 5,41291 -19,4177 30,2435
713 5,5036 -19,353 30,3602
714 3,40301 -21,4793 28,2853
715 5,50245 -19,4055 30,4104
716 4,10678 -20,8267 29,0403
717 2,024061 -22,9345 26,9837
718 -0,802366 -25,787 24,1823
719 -1,86629 -26,8764 23,1438
720 -1,68598 -26,7216 23,3496
721 0,566804 -24,54 25,6736
722 7,25617 -17,8824 32,3947
723 3,25418 -21,9119 28,4203
724 5,02851 -20,10646 30,2216
725 5,11965 -20,1004 30,3397
726 3,01911 -22,2278 28,266
727 5,11856 -20,1552 30,3923
728 3,72289 -21,5777 29,0235
729 1,64073 -23,6866 26,9681
730 -1,18625 -26,5404 24,1679
731 -2,25018 -27,631 23,1307
732 -2,06987 -27,4774 23,3377
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11.3.2.5 CHEFFIA

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a CHEFFIA durant les 324 mois allant de Septembre 1966 a Aout
1992 sont résumées dans le Tableau 11.3.45 et la variabilité temporelle de cette série chronologique
est illustrée par la Fig. 11.3.29.

Tableau 11.3.45 Statistiques des apports mensuel observeés a
CHEFFIA (Sep1966 a Aout 1992)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 324
Moyenne 11,3084
Variance 328,047
Déviation Standard 18,1121
Minimum 0,001
Maximum 116,931
Stnd. skewness 23,2793
Stnd. kurtosis 42,5552

La moyenne de la série est de 11,3084alors que sa variance autour de cette moyenne est de
328,047avec un écart-type de 18,1121. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.29 Apports mensuels observés a CHEFFIA

11.3.2.5.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le Tableau

11.3.46, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.47.
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Tableau 11.3.46 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
0,412

1 0,104 -0,308

2 0,25 0,146

3 4,56 4,31

4 7,323 2,763

5 14,13 6,807

6 7,963 -6,167

7 2,357 -5,606

8 1,33 -1,027

9 0,65 -0, 68

10 0,666 0,016

11 0,892 0,226

12 0,788 -0,104 0,376

13 0,638 -0,15 0,534 0,158

14 0,812 0,174 0,562 0,028

15 13,713 12,901 9,153 8,591

16 67,171 53,458 59,848 50,695

17 18,191 -48,98 4,061 -55,787

18 13,256 -4,935 5,293 1,232

ég 2,137 -11,119 -0,22 -5,513

Dans le cas de la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la tendance et la
saisonnalité (S=12) et ce effectuant les premiéres différences régulieres (d=1) des premieres
différences saisonnieres (D=1). La variance des premiéres différences réguliéres des premieres
différences saisonnieres DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) est de 849.91et la série est stationnaire pour
S=12, d=1 et D=1.

Tableau 11.3.47 Statistiques descriptives des séries difféerenciées pour les 324 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 324 11.30 328.04 18.11
DIFF(Apports,1) 323 0.008 407.85 20.19
SDIFF(Apports ,12) 312 0.120 557.67 23.61
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) B -0.002 849.91 o

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.5.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.48 et 49 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les Figures
11.3.30 et 31.

211



Partie Il Chapitre 11.3

Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

1 T T T T T ]
%) L ]
c 0,6 —
2 C ]
o L -
R 1 ]
[«B] r | | (—] == :
= [ - =] = St
®) -0,2 | LJ -
o L ]
8 . ]
> 06 r ]
< - ]
-l by L L e L =
0 5 10 15 20 25
lag
Fig. 11.3.30 ACF des apports mensuels
wn
ég 1 E T T T T ™
2 F ]
£ 06 [ ]
8 C ]
o o2l [ nE
2 L [ 'LJHJLJ"LJh‘__EjLJLJ"" LJLJLALAhﬂEj[]LJ[] :
E§ 02 | [H LJ -
5 [ = ]
= -0.6 -
O - -
O r ]
% -1k . . . . =
0 5 10 15 20 25
<
lag
Fig. 11.3.31 PACEF des apports mensuels
Tableau 11.3.48 ACF des apports mensuels stationnaires
Lag  Autocorrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,434709 0,0567048 -0,11114 0,11114
2 -0,0154146 0,0665634 -0,130462 0,130462
3 -0,0166319 0,0665749 -0,130485 0,130485
4 -0,0165181 0,0665882 -0,130511 0,130511
5 -0,0343466 0,0666014 -0,130537 0,130537
6 0,0183409 0,0666583 -0,130648 0,130648
7 0,00932061 0,0666746 -0,13068 0,13068
8 0,0066934 0,0666788 -0,130688 0,130688
9 0,0297936 0,0666809 -0,130692 0,130692
10 -0,0795147 0,0667237 -0,130776 0,130776
11 0,323075 0,0670277 -0,131372 0,131372
12 -0,468796 0,0718606 -0,140845 0,140845
13 0,0277769 0,0811003 -0,158954 0,158954
14 0,158462 0,0811309 -0,159014 0,159014
15 0,00374978 0,0821201 -0,160953 0,160953
16 -0,0354991 0,0821206 -0,160954 0,160954
17 0,0422146 0,0821699 -0,16105 0,16105
18 -0,0155592 0,0822396 -0,161187 0,161187
19 -0,0162684 0,0822491 -0,161206 0,161206
20 0,00899238 0,0822594 -0,161226 0,161226
21 0,0365965 0,0822626 -0,161232 0,161232
22 -0,0597269 0,0823149 -0,161335 0,161335
23 0,0658312 0,0824542 -0,161608 0,161608
24 -0,119466 0,082623 -0,161938 0,161938
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Tableau 11.3.49 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 -0,434709 0,0567048 -0,11114 0,11114
2 -0,252009 0,0567048 -0,11114 0,11114
3 -0,17718 0,0567048 -0,11114 0,11114
4 -0,147763 0,0567048 -0,11114 0,11114
5 -0,166012 0,0567048 -0,11114 0,11114
9 -0,132149 0,0567048 -0,11114 0,11114
7 -0,0982381 0,0567048 -0,11114 0,11114
8 -0,0706576 0,0567048 -0,11114 0,11114
9 -0,011734 0,0567048 -0,11114 0,11114
10 -0,101843 0,0567048 -0,11114 0,11114
11 0,353991 0,0567048 -0,11114 0,11114
12 -0,210685 0,0567048 -0,11114 0,11114
13 -0,345173 0,0567048 -0,11114 0,11114
14 -0,123181 0,0567048 -0,11114 0,11114
15 -0,0415568 0,0567048 -0,11114 0,11114
16 -0,0955836 0,0567048 -0,11114 0,11114
17 -0,0992758 0,0567048 -0,11114 0,11114
18 -0,0835065 0,0567048 -0,11114 0,11114
19 -0,0734939 0,0567048 -0,11114 0,11114
20 -0,071731 0,0567048 -0,11114 0,11114
21 0,0847309 0,0567048 -0,11114 0,11114
22 -0,150208 0,0567048 -0,11114 0,11114
23 0,284796 0,0567048 -0,11114 0,11114
24 -0,154192 0,0567048 -0,11114 0,11114

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les
modeles suivants :

(A) SARIMA(0,1,1)(0,1,1);, sans constante
(B) SARIMA(0,1,2)(0,1,1);, avec constante
(C) SARIMA(0,1,1)(1,1,1);, sans constante
(D) SARIMA(1,1,1)(1,1,1);, sans constante
(E) SARIMA(1,1,1)(0,1,1);, sans constante

11.3.2.5.3 Estimation des modeles ajustés

Pour I’estimation des parameétres de ces modeles, il faut rappeler que 324 données ont été utilisées
dont les 100 dernieres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimés
sur une période de 224 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.50,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus complétement indépendants. D’un
autre coté, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus ne differe pas beaucoup entre la
période d’estimation et celle de validation, ceci est valable pour tous les mod¢les ajustés. En outre,
le modéle qui produit le minimum de cette variance est le modéle (E), les autres modeles présentent
tous des termes qui sont non significatifs et quand ils sont réduits on est renvoyé vers le modéle (A)
ou (E). Le choix entre ces deux modeles est fait par rapport aux résidus. L’ACF des résidus du
modele (A) présente un terme au ler décalage qui sort de ’intervalle de confiance, par contre le
modele (E) produit des résidus qui sont tous inclus dans 1’intervalle tracé a 95% de confiance c’est
lui qui est donc retenu pour la prédiction.
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Tableau 11.3.50 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Independence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 302,998 270,195 OK
(B) 302,483 247,677 OK
(C) 304,258 271,385 OK
(D) 302,738 246,111 oK
(E) 301,222 246,25 OK
Le Tableau 11.3.51 résume [I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(1,1,1)(0,1,1), et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une
valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Les paramétres du modeéle sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes MA(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de confiance et le terme AR(1) peut étre éliminé car
statistiqguement il est non significativement différent de zéro. La valeur de P pour la moyenne est
trés supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non significative elle a donc été éliminée, la
constante aussi. L’estimation de I’écart-type du bruit blanc est de 17,49 et la moyenne de la
variance des résidus est de 306,049 ce qui veut dire que le présent modele explique 64% de la
variance de la série modélisée qui est de 849.9.

Tableau 11.3.51 Estimation des parametres du modéle retenu
SARIMA(1,1,1)(0,1,1);,

Parametre Estimation Ecart- type t P

AR(]_) 0,109257 0,0743173 1,47015 0,142543
MA(1) 0,921139 0,0237703 39,3594 0,000000
SMA(]_) 0,896051 0,0169778 52,7778 0,000000

Notation : SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 306,049 avec 308 DDL et *écart type estimé du bruit blanc
= 17,4942

Le Tableau 11.3.52 résume la performance du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1):, a ajuster les
données considérées et ce par 1’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.52 Statistiques des erreurs du modele
SARIMA(1,1,1)(0,1,1):,

Statistigue Période d’estimation Période de validation
EQM 301,222 246,25

EAM 5, 0138 9,70998

EM 0,233444 -1,33486
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Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur ’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le mod¢le
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas différentes d’une maniére considérable pour les deux
périodes d’estimation et de validation. Il s’ensuit que le modele ajusté peut étre considéré comme
assez performant et donc bon a faire des prévisions des valeurs futures.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - 0,109257B)(1 — B)(1 — B'$)X, = (1 — 0,921139B)(1 — 0,896051B'?)¢,

&; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance 306,049.

11.3.2.5.4 Validation du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modeéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.32 et Fig. 11.3.33.
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Fig. 11.3.32 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,
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Fig. 11.3.33 PACF des résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.53 et Tableau 11.3.54.

Tableau 11.3.53 ACF des résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,104917 0,0567048 -0,11114 0,11114
2 0,0933735 0,0573256 -0,112356 0,112356
3 0,0366539 0,0578125 -0,113311 0,113311
4 -0,0477418 0,0578872 -0,113457 0,113457
5 -0,0262772 0,0580137 -0,113705 0,113705
6 0,00737216 0,0580519 -0,11378 0,11378
7 -0,015134 0,058055 -0,113786 0,113786
8 -0,0376854 0,0580676 -0,113811 0,113811
9 0,00944101 0,0581462 -0,113965 0,113965
10 -0,0990539 0,0581512 -0,113974 0,113974
11 0,0901919 0,0586912 -0,115033 0,115033
12 -0,0945002 0,0591352 -0,115903 0,115903
13 -0,0987037 0,0596188 -0,116851 0,116851
14 0,0912297 0,0601419 -0,117876 0,117876
15 0,00827679 0,0605852 -0,118745 0,118745
16 -0,0321294 0,0605889 -0,118752 0,118752
17 0,0342479 0,0606436 -0,11886 0,11886
18 0,00250965 0,0607058 -0,118981 0,118981
19 -0,0118706 0,0607061 -0,118982 0,118982
20 -0,0241878 0,0607136 -0,118997 0,118997
21 0,0224497 0,0607446 -0,119057 0,119057
22 -0,063617 0,0607712 -0,11911 0,11911
23 0,0518475 0,060985 -0,119529 0,119529
24 -0,0834962 0,0611266 -0,119806 0,119806
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Tableau 11.3.54 PACF des résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,104917 0,0567048 -0,11114 0,11114
2 0,0832828 0,0567048 -0,11114 0,11114
3 0,0192801 0,0567048 -0,11114 0,11114
4 -0,0619641 0,0567048 -0,11114 0,11114
5 -0,0211872 0,0567048 -0,11114 0,11114
6 0,021317 0,0567048 -0,11114 0,11114
7 -0,0102945 0,0567048 -0,11114 0,11114
8 -0,0402651 0,0567048 -0,11114 0,11114
9 0,0157445 0,0567048 -0,11114 0,11114
10 -0,0948955 0,0567048 -0,11114 0,11114
11 0,11198 0,0567048 -0,11114 0,11114
12 -0,108176 0,0567048 -0,11114 0,11114
13 -0,0930201 0,0567048 -0,11114 0,11114
14 0,121059 0,0567048 -0,11114 0,11114
15 0,0136173 0,0567048 -0,11114 0,11114
16 -0,0565996 0,0567048 -0,11114 0,11114
17 0,0193303 0,0567048 -0,11114 0,11114
18 0,00768217 0,0567048 -0,11114 0,11114
19 0,0038542 0,0567048 -0,11114 0,11114
20 -0,0577332 0,0567048 -0,11114 0,11114
21 0,0525413 0,0567048 -0,11114 0,11114
22 -0,0866347 0,0567048 -0,11114 0,11114
23 0,0693089 0,0567048 -0,11114 0,11114
24 -0,0674547 0,0567048 -0,11114 0,11114

e Test du Portmanteau

Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,159092 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothese

nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 27,3651

Valeur de P = 0,159092

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des réesidus est de -0,270834, leur médiane est de -1,44594 et leur variance est de
291,35. La Figure 11.3.34 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,776075qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que I’hypothéese nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%

de confiance.

Test t de Student

Hypotheése nulle : moyenne = 0,0
Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t
Valeur de P =0,776075

-0,284686
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Fig. 11.3.34 Résidus du modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1»

Les résultats de ces tests ainsi que les calculs des résidus montrent bien que les résidus du
modele SARIMA(1,1,1)(0,1,1);, forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et
de variance 291,35. Dans ce cas la variance expliquée par le modéle est de 65,7% de la variance
totale.

11.3.2.5.5 Prédiction

En permettant au modele retenu SARIMA(1,1,1)(0,1,1)1, de faire de la prédiction en arriere nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.55 présente les predictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modéle ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en annexe A.11.3.5.

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.35, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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Tableau 11.3.55 Prévisions des apports mensuels a
CHEFFIA pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - IC 95% +1C 95%
325 0,856141 -33,5673 35,2796
326 0,569336 -34,3694 35,508
327 4,89985 -30,1566 39,9563
328 14,9818 -20,1659 50,1295
329 19,8544 -15,3817 55,0905
330 17,7922 -17,5317 53,1162
331 14,8545 -20,557 50,266
332 14,52 -20,9789 50,0189
333 7,3319 -28,2542 42,918
334 1,01331 -34,6598 36,6864
335 0,763518 -34,9963 36,5234
336 0,983998 -34,8624 36,8304
337 0,47145 -35,8849 36,8278
338 0,397512 -36,0916 36,8867
339 4,75128 -31,8442 41,3468
340 14,8358 -21,8631 51,5347
341 19,7086 -17,093 56,5103
342 17,6465 -19,2576 54,5506
343 14,7088 -22,2975 51,7151
344 14,3743 -22,7339 51,4825
345 7,18619 -30,0237 44,396
346 0,867591 -36,4436 38,1788
347 0,617803 -36,7945 38,0301
348 0,838284 -36,6748 38,3514
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11.3.2.6 KSOB

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a KSOB durant les 324 mois allant de Septembre 1966 a Aout 1992
sont résumées dans le Tableau 11.3.56 et la variabilité temporelle de cette série chronologique est
illustrée par la Fig. 11.3.36.

Tableau 11.3.56 Statistiques des apports mensuels observes a
KSOB (Sep1966 a Aout 1992)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 324
Moyenne 2,74883
Variance 15,2115
Déviation Standard 3,90019
Minimum 0,0
Maximum 24,554
Stnd. skewness 19,5419
Stnd. kurtosis 30,2971

La moyenne de la série est de 2,74883alors que sa variance autour de cette moyenne est de
15,2115avec un écart-type de 3,90019. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.36  Apports mensuels observés a KSOB

11.3.2.6.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.57, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.58.
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Tableau 11.3.57 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
4,247

1 2,22 -2,027

2 0,127 -2,093

3 0,283 0,156

4 0,42 0,137

5 0,999 0,579

6 0,028 -0,971

7 0,342 0,314

8 11,289 10,947

9 0,057 -11,232

10 0,063 0,006

11 7,607 7,544

12 5,35 -2,257 1,103

13 0,055 -5,295 -2,165 -3,268

14 12,01 11,955 11,883 14,048

15 13,169 1,159 12,886 1,003

16 5,213 -7,956 4,793 -8,093

17 3,673 -1,54 2,674 -2,119

18 14,21 10,537 14,182 11,508

;g 4,801 -9,409 4,459 -9,723

Le Tableau 11.3.58 résume les statistiques descriptives des séries différenciées. Dans le cas de la
série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et ce effectuant les
premiéres différences saisonnieres (D=1). La variance des premiéres différences saisonniéres
SDIFF(Apports,12) étant de 29.34 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.58  Statistiques descriptives des séries différenciées pour
les 324 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 324 2.74 15.21 3.9
DIFF(Apports,1) 323 -0.012 20.39 4.51
SDIFF(Apports ,12) 312 -0.035 29.34 5.41
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 311 -0.003 39.15 6.25

DIFF (x,n) : différences régulieres de x d’ordre n; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x
d’ordre n.

11.3.2.6.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.59 et 60 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les Figures
11.3.37 et 38.

222



Partie Il Chapitre 11.3

Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

1 T T T T T ]
%) [ ]
c 0,6 -
2 X ]
o L -
] 02| r.—..—. .
5 g | ool
S 02F El- el ]
O [ ]
ie] s ] ]
S -0.6 ]
< F ]
-1 By ! N N N =
0 5 10 15 20 25
lag
Fig. 11.3.37 ACF des apports mensuels
(7p]
ég 1 E T T T T ™
2 F ]
ju 06 ]
cU - -
o [ ]
@ 02 | .
r | | = = = ]
.52 [ EJEZEJLJ ] o= — Ej"[] i
ks 0.2 ]
5 C L ]
e} -0.6 —
O - -
O r ]
% -1k, . . . . -
0 5 10 15 20 25
<
lag
Fig. 11.3.38 PACF des apports mensuels
Tableau 11.3.59 ACF des apports mensuels stationnaires
Lag  Auto-corrélation  Ecart-type -IC 2 95% IC a4 95%
1 0,334912 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 0,192735 0,062643 -0,122778 0,122778
3 0,184365 0,0645156 -0,126448 0,126448
4 0,0217399 0,0661827 -0,129716 0,129716
5 -0,0594291 0,0662056 -0,129761 0,129761
6 0,0337163 0,0663763 -0,130095 0,130095
7 0,0975812 0,0664312 -0,130203 0,130203
8 0,0311667 0,066889 -0,1311 0,1311
9 -0,0637738 0,0669356 -0,131192 0,131192
10 -0,139028 0,06713 -0,131573 0,131573
11 -0,233791 0,0680466 -0,133369 0,133369
12 -0,570869 0,0705742 -0,138323 0,138323
13 -0,277358 0,0840819 -0,164798 0,164798
14 -0,240173 0,0869649 -0,170448 0,170448
15 -0,1941064 0,0890655 -0,174565 0,174565
16 -0,0656158 0,090412 -0,177205 0,177205
17 -0,0502704 0,0905645 -0,177503 0,177503
18 -0,0686173 0,0906538 -0,177679 0,177679
19 -0,0401395 0,0908202 -0,178005 0,178005
20 -0,0777588 0,090877 -0,178116 0,178116
21 -0,00188787 0,09109 -0,178533 0,178533
22 0,132308 0,0910901 -0,178534 0,178534
23 0,127666 0,091704 -0,179737 0,179737
24 0,179957 0,0922719 -0,18085 0,18085
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Tableau 11.3.60 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,334912 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 0,0907476 0,0566139 -0,110961 0,110961
3 0,10821 0,0566139 -0,110961 0,110961
4 -0,0918999 0,0566139 -0,110961 0,110961
5 -0,0845836 0,0566139 -0,110961 0,110961
6 0,0757392 0,0566139 -0,110961 0,110961
7 0,114774 0,0566139 -0,110961 0,110961
8 -0,0184185 0,0566139 -0,110961 0,110961
9 -0,136001 0,0566139 -0,110961 0,110961
10 -0,152736 0,0566139 -0,110961 0,110961
11 -0,147298 0,0566139 -0,110961 0,110961
12 -0,483624 0,0566139 -0,110961 0,110961
13 0,0462714 0,0566139 -0,110961 0,110961
14 -0,0986885 0,0566139 -0,110961 0,110961
15 0,0188302 0,0566139 -0,110961 0,110961
16 -0,0141871 0,0566139 -0,110961 0,110961
17 -0,0689533 0,0566139 -0,110961 0,110961
18 0,0217864 0,0566139 -0,110961 0,110961
19 0,0918408 0,0566139 -0,110961 0,110961
20 -0,0573752 0,0566139 -0,110961 0,110961
21 0,0193011 0,0566139 -0,110961 0,110961
22 0,0624539 0,0566139 -0,110961 0,110961
23 -0,0417521 0,0566139 -0,110961 0,110961
24 -0,22312 0,0566139 -0,110961 0,110961

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les
modeles suivants :

(A) SARIMA(1,0,3)(1,1,1);, avec constante
(B) SARIMA(0,0,3)(0,1,1);, avec constante
(C) SARIMA(1,0,1)(0,1,1);, avec constante
(D) SARIMA(1,0,2)(0,1,1)1, avec constante
(E) SARIMA(0,0,1)(0,1,1),, avec constante

11.3.2.6.3 Estimation des modeles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 324 données ont été utilisées
dont les 100 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimes
sur une période de 224 mois.

L’analyse et la comparaison des modéles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.61,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus complétement indépendants sauf le
modele (E). D’un autre c6té, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus produits par les
modeles n’est pas considérablement différente entre la période d’estimation et celle de validation,
ceci est valable pour tous les modeles ajustés. En outre, le modéle qui produit le minimum de cette
variance est le modele (B), les autres modéles présentent tous des termes qui sont statistiquement
non significatifs a 95% de confiance et qui nous renvoient vers le modéle (B) ou (E). Comme le
modele (E) produit des résidus non indépendants, le choix est fixé sur le modele (B) c’est lui qui est
donc retenu pour la prédiction.
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Tableau 11.3.61 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Independence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 14,2415 12,0634 OK
(B) 13,0116 12,9835 OK
(C) 13,5415 12,0312 OK
(D) 13,5757 12,0978 oK
(E) 14,247 11,9741 NON
Le Tableau 11.3.62 résume I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de

une valeur de P < 0.05
confiance.

La valeur de P pour tous les termes MA(1), MA(2), MA(3) et SMA(1) est inférieure a 0.05
donc ces derniers sont significativement différents de zéro & 95% de confiance. La méme chose peut
se dire au sujet de la moyenne. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc est de 3,68209 et la
variance des résidus est de 13,5578 ce qui veut dire que le présent modele explique 54% de la
variance de la série modélisée qui est de 29.34.

Tableau 11.3.62 Estimation des parameétres du modéle retenu
SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1,

Parameétre Estimation Ecart- type t P
MA(1) -0,268866 0,0672876 -3,99577 0,000081
MA(2) -0,210279 0,0677722 -3,10273 0,002096
MA(3) -0,304158 0,0669498 -4,54308 0,000008
SMA(1) 0,962346 0,0157319 61,1715 0, 000000
Moyenne -0,213735 0,0679343 -3,1462 0,001816
Constante -0,213735

Notation : SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 13,5578 avec

blanc = 3,68209

307 DDL et I’écart type estimé du bruit

Le Tableau 11.3.63 résume la performance du modele SARIMA(0,0,3)(0,1,1);, a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.63 Statistiques des erreurs du modele
SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1,

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 13,0116 12,9835

EAM 2,41469 2,13038

EM -0,316972 0,830743
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Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le mode¢le
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas considérablement différentes entre la période
d’estimation et celle de validation. Il s’ensuit que le modéle ajusté peut étre considéré comme assez
performant et donc bon a faire des prévisions des valeurs futures.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1, avec constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 — B'?)X, = —0,213735+(1 + 0,268866 B)(1 + 0,210279 B?)(1 + 0,304158 B3)(1 —
0,962346B12 )t

&; est une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 13,55.

11.3.2.6.4 Validation du modéle SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1>

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des auto-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’autocorrélogramme total et partiel des résidus du modele ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.39 et Fig. 11.3.40.

ARIMA(0,0,3)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.39 ACF des résidus du modele SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1,
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Fig. 11.3.40 PACF des résidus du modele SARIMA(0,0,3)(0,1,1);,

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.64 et Tableau 11.3.65.

Tableau 11.3.64 ACF des résidus du modele SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 -0,00870383 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 -0,0347413 0,0566181 -0,11097 0,11097
3 -0,0965528 0,0566864 -0,111104 0,111104
4 0,0636048 0,0572111 -0,112132 0,112132
5 -0,00300351 0,0574373 -0,112575 0,112575
6 -0,0123537 0,0574378 -0,112576 0,112576
7 0,0664683 0,0574463 -0,112593 0,112593
8 0,0377265 0,0576923 -0,113075 0,113075
9 0,0342356 0,0577713 -0,11323 0,11323
10 -0,00149654 0,0578363 -0,113357 0,113357
11 -0,0505819 0,0578364 -0,113358 0,113358
12 0,0201063 0,057978 -0,113635 0,113635
13 0,00362253 0,0580004 -0,113679 0,113679
14 -0,0167329 0,0580011 -0,11368 0,11368
15 -0,0518164 0,0580166 -0,113711 0,113711
16 0,0360062 0,0581647 -0,114001 0,114001
17 0,0311659 0,0582361 -0,114141 0,114141
18 -0,0674208 0,0582895 -0,11424¢6 0,114246
19 -0,00944004 0,058539 -0,114734 0,114734
20 -0,05664 0,0585438 -0,114744 0,114744
21 0,0286451 0,0587192 -0,115088 0,115088
22 0,0855473 0,058764 -0,115175 0,115175
23 -0,028004 0,0591618 -0,115955 0,115955
24 0,0483406 0,0592043 -0,116038 0,116038
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Tableau 11.3.65 PACF des résidus du modéle SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 -0,00870383 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 -0,0348197 0,0566139 -0,110961 0,110961
3 -0,0972941 0,0566139 -0,110961 0,110961
4 0,0609762 0,0566139 -0,110961 0,110961
5 -0,00877862 0,0566139 -0,110961 0,110961
6 -0,0177523 0,0566139 -0,110961 0,110961
7 0,0790925 0,0566139 -0,110961 0,110961
8 0,0331734 0,0566139 -0,110961 0,110961
9 0,03806 0,0566139 -0,110961 0,110961
10 0,0181995 0,0566139 -0,110961 0,110961
11 -0,051645 0,0566139 -0,110961 0,110961
12 0,0234289 0,0566139 -0,110961 0,110961
13 -0,000441277 0,0566139 -0,110961 0,110961
14 -0,0318008 0,0566139 -0,110961 0,110961
15 -0,04626 0,0566139 -0,110961 0,110961
16 0,0249491 0,0566139 -0,110961 0,110961
17 0,0192492 0,0566139 -0,110961 0,110961
18 -0,0673923 0,0566139 -0,110961 0,110961
19 0,00373212 0,0566139 -0,110961 0,110961
20 -0,060698 0,0566139 -0,110961 0,110961
21 0,0132196 0,0566139 -0,110961 0,110961
22 0,101519 0,0566139 -0,110961 0,110961
23 -0,0371107 0,0566139 -0,110961 0,110961
24 0,0656715 0,0566139 -0,110961 0,110961

e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,757138 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter 1’hypothése
nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistiqgue Q = 15,3315
Valeur de P = 0,757138

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de 0,050885, leur médiane est de -0,628771 et leur variance est de
12,83. La Figure 11.3.41 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,802053 qui est supérieure & 0.05 ce qui
implique que ’hypothése nulle de nullité¢ de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t =0,250905
Valeur de P =0,802053
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Fig. 11.3.41 Résidus du modele SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1>

Les résultats de ces tests montrent bien que les résidus du modéle SARIMA(0,0,3)(0,1,1)1,
forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 12,83. Dans ce cas la
variance expliquée par le modeéle est de 56,2%.

11.3.2.6.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(0,0,3)(0,1,1);, de faire de la prédiction en arriére nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.66 présente les predictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modéle ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en annexe A.11.3.6.

Les prédictions obtenues par le modeéle, tel que présenté par la Fig. 11.3.42, suivent en moyenne
I’allure générale des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure.
Pour la période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois
futurs suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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ARIMA(0,0,3)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.42 Prédictions des apports mensuels a KSOB
obtenues par le modele SARIMA (0,0,3)(0,1,1)12

Tableau 11.3.66 Prévisions des apports mensuels a
KSOB pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
325 1,26831 -5,97703 8,51365
326 0,10869 -7,39396 7,61134
327 0,380811 -7,27497 8,03659
328 0,176252 -7,79039 8,14289
329 0,450467 -7,51617 8,41711
330 0,181638 -7,785 8,14828
331 1,02854 -6,9381 8,99518
332 0,729603 -7,23704 8,69624
333 0,953207 -7,01343 8,91985
334 -0,0706109 -8,03725 7,89603
335 -1,85275 -9,81939 6,11389
336 -1,51813 -9,48477 6,44851
337 0,487933 -7,48338 8,45924
338 -0,62524 -8,59689 7,34641
339 0,000527436 -7,97133 7,97238
340 -0,0374825 -8,00977 7,9348

341 0,236732 -7,73555 8,20902
342 -0,0320969 -8,00438 7,94019
343 0,814809 -7,15748 8,7871

344 0,515868 -7,45642 8,48815
345 0,739473 -7,23281 8,71176
346 -0,284345 -8,25663 7,68794
347 -2,06048 -10,0388 5,9058

348 -1,73186 -9,70415 6,24042
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11.3.2.7 MEFROUCHE

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a MEFROUCHE durant les 600 mois allant de Septembre 1943 a
Aout 1992 sont résumées dans le Tableau 11.3.67 et la variabilité temporelle de cette série
chronologique est illustrée par la Fig. 11.3.43.

Tableau 11.3.67 Statistiques des apports mensuels observés a
MEFROUCHE (Sep1943 a Aout 1992)

Parametre Valeur
Nombre d’observations 600
Moyenne 1,14692
Variance 3,5861
Déviation Standard 1,8937
Minimum 0,002
Maximum 18,863
Stnd. skewness 40,1639
Stnd. kurtosis 112, 02

La moyenne de la série est de 1,14692 alors que sa variance autour de cette moyenne est de
3,586lavec un écart-type de 1,8937. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.

20 F B

12 F 3

Apports (Hm3)

(I) 1(I)O 2(I)0 3(I)0 4(I)0 5(I)O 6(I)O
Mois
Fig. 11.3.43  Apports mensuels observés 8 MEFROUCHE

11.3.2.7.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.68, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.69.
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Tableau 11.3.68 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
1 0,332

5 0,358 0,026

5 0,405 0,047

p 9,466 9,061

S 1,694 7,772

p 0,756 -0,938

7 4,357 3,601

g 1,018 -3,339

9 0,571 -0, 447

lo 0,408 -0,163

11 0,424 0,016

12 0,387 -0,037

13 0,353 0,034 0,021

11 0,343 -0,01 -0,015 -0,036
1s 0,332 -0,011 -0,073 -0,058
16 0,282 -0,05 -9,184 “9,111
17 1,643 1,361 0,051 9,133
18 0,92 0,723 0,164 0,215
19 0,515 0,405 -3,842 ~4,006
50 0,273 0,242 0,745 3,097

Dans le cas de la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et
ce en effectuant les premiéres différences saisonnieres (D=1). La variance des premiéres différences
saisonniéres SDIFF(Apports,12) est de 2.24 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.69  Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 600 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 600 1.14 3.58 1.89
DIFF(Apports,1) 599 -0.0002 4.86 2.2
SDIFF(Apports ,12) 588 -0.025 5.06 22
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 587 -0.0001 8.5 e

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(X,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.7.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.70 et 71 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les Figures
11.3.44 et 45
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Autocorrelations

Autocorrelations partielles
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Fig. 11.3.44 ACF des apports mensuels
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Fig. 11.3.45 PACF des apports mensuels
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Tableau 11.3.70 ACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,156957 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
2 0,133372 0,042243 -0,082795 0,082795
3 0,0303368 0,0429532 -0,0841869 0,0841869
4 -0,00792336 0,0429896 -0,0842583 0,0842583
5 0,0199114 0,0429921 -0,0842631 0,0842631
6 0,0056605 0,0430078 -0,0842939 0,0842939
7 -0,029324 0,0430091 -0,0842964 0,0842964
8 0,0379633 0,043043 -0,084363 0,084363
9 0,132562 0,0431 -0,0844745 0,0844745
10 -0,0512515 0,0437879 -0,0858228 0,0858228
11 -0,00468067 0,0438898 -0,0860225 0,0860225
12 -0,370188 0,0438906 -0,0860242 0,0860242
13 -0,038042 0,0489132 -0,0958684 0,0958684
14 -0,1099064 0,0489635 -0,095967 0,095967
15 -0,0969958 0,0493818 -0,0967867 0,0967867
16 -0,0136492 0,0497047 -0,0974196 0,0974196
17 0,012454 0,0497111 -0,0974321 0,0974321
18 -0,0250467 0,0497164 -0,0974425 0,0974425
19 0,0165533 0,0497379 -0,0974846 0,0974846
20 -0,0257792 0,0497472 -0,0975029 0,0975029
21 -0,130088 0,0497699 -0,0975475 0,0975475
22 0,0186727 0,0503449 -0,0986743 0,0986743
23 -0,051005 0,0503567 -0,0986974 0,0986974
24 -0,166853 0,0504444 -0,0988695 0,0988695
Tableau 11.3.71 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation Ecart-type -IC 295% IC 2 95%
1 0,156957 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
2 0,111483 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
3 -0,00598088 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
4 -0,0272168 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
5 0,0229416 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
6 0,0045522 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
7 -0,0366001 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
8 0,0467868 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
9 0,135291 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
10 -0,103756 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
11 -0,0209521 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
12 -0,371132 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
13 0,0933701 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
14 -0,0542534 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
15 -0,0595529 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
16 0,0246847 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
17 0,0375821 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
18 -0,0532477 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
19 0,00967864 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
20 -0,00336715 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
21 -0,031861 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
22 -0,00775943 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
23 -0,000085676 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
24 -0,351734 0,0412393 -0,0808277 0,0808277

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les

modeles suivants :

(A) SARIMA(1,0,1)(1,1,1):> avec constante
(B) SARIMA(0,0,1)(0,1,1);, sans constante
(C) SARIMA(0,0,2)(0,1,1)1, avec constante
(D) SARIMA(2,0,0)(0,1,2)1, avec constante
(E) SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, avec constante

11.3.2.7.3 Estimation des modeles ajustés
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Pour I’estimation des paramétres de ces modéles, il faut rappeler que 600 données ont été utilisées
dont les 200 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimes
sur une période de 400 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.72,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus completement indépendants sauf le
modele (A). D’un autre c6té, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus entre la période
d’estimation et celle de validation ne différe pas considérablement. En outre, le modéle qui produit
le minimum de cette variance est le modéle (D), mais ses termes AR(2) et SMA(2) sont non
significativement différents de zéro ce qui induit leur réduction pour tomber sur le modele (E). Ce
dernier modéle présente dans ce cas le minimum de variance des résidus comparé au modele (B) et
au (C) qui, quant a lui présente un terme MA(2) a réduire . C’est donc le modele (E) qui est retenu
pour la prédiction.

Tableau 11.3.72 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Indépendence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 3,59766 1,14234 NON
(B) 3,60756 1,19119 OK
(C) 3,59033 1,18538 OK
(D) 3,58655 1,1222 OK
(E) 3,59025 1,1827 OK
Le Tableau 11.3.73 résume [I’estimation des parameétres du modele retenu

SARIMA(1,0,0)(0,1,1),, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une
valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Les parametres du modéle sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes AR(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de. La valeur de P pour la moyenne est trés supérieure a
0.05 donc elle est statistiguement non significative elle peut donc étre éliminée, la constante aussi
car trop petite. L’estimation de 1’écart-type du bruit blanc est de 1,94595¢t la variance des résidus
est de 3,78671 ce qui veut dire que le présent modele explique seulement 25% de la variance de la
série modélisée qui est de 5.06.

Tableau 11.3.73  Estimation des parametres du modele retenu.
SARIMA(1,0,0)(0,1,1):»

Parametre Estimation Ecart- type t P
AR(l) 0,178697 0,0501262 3,56494 0,000394
SI\/IA(]_) 0,961779 0,00709427 135,571 0,000000
Moyenne -0,0151489 0,0121813 -1,24361 0,214140
Constante -0,0124418

Notation : SAR(n): Autorégressif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 3,78671 avec 585 DDL et I’écart type estimé du bruit
blanc = 1,94595

Le Tableau 11.3.74 résume la performance du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1):, a ajuster les
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données considérées et ce par 1’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.74  Statistiques des erreurs du modele
SARIMA(1,0,0)(0,1,1):»

Statistique Période d’estimation Periode de validation
EQI\/l 3,59025 1,1827

EAM 0,990148 0,663528

EM 0,0515807 -0,234445

Nous y trouvons :
4) L’erreur quadratique moyenne (EQM)
5) L’erreur absolue moyenne (EAM)
6) L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur 1’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le modele
considéré ces statistiques d’erreurs ne sont pas trop différentes entre la période d’estimation et celle
de validation sauf pour la EQM. Il s’ensuit que le modele ajusté peut étre employ¢ a la prévision
mais il faudra faire attention car la variance des valeurs futures peut étre sous-estimée.

Le modele retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - 0,178697B)(1 — B?)X, = (1 — 0,961779B1?)¢,

&; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance égale a 3.79.

11.3.2.7.4 Validation du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1>

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modeéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.46 et Fig. 11.3.47.
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ARIMA(10,0)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.46 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,
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Fig. 11.3.47 PACF des résidus du modeéle SARIMA(1,0,0)(0,1,1);,

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.75 et Tableau 11.3.76.
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Tableau 11.3.75 ACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0282139 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
2 0,0534351 0,0412721 -0,080892 0,080892
3 0,00895292 0,0413896 -0,0811223 0,0811223
4 -0,0204109 0,0413929 -0,0811288 0,0811288
5 0,0130194 0,04141 -0,0811623 0,0811623
6 -0,0107224 0,041417 -0,0811759 0,0811759
7 -0,0268821 0,0414217 -0,0811852 0,0811852
8 0,0142861 0,0414514 -0,0812433 0,0812433
9 0,090825 0,0414597 -0,0812597 0,0812597
10 -0,032166 0,0417967 -0,0819203 0,0819203
11 0,088888 0,0418388 -0,0820027 0,0820027
12 0,0942477 0,0421588 -0,0826298 0,0826298
13 0,0285655 0,0425156 -0,0833292 0,0833292
14 -0,0703404 0,0425482 -0,0833931 0,0833931
15 -0,0716419 0,0427455 -0,0837798 0,0837798
16 -0,0242135 0,0429492 -0,0841791 0,0841791
17 0,0122986 0,0429724 -0,084224¢6 0,084224¢6
18 -0,0238513 0,0429784 -0,0842363 0,0842363
19 0,0062003 0,0430009 -0,0842804 0,0842804
20 0,0124244 0,0430025 -0,0842834 0,0842834
21 -0,0844684 0,0430086 -0,0842954 0,0842954
22 0,0294242 0,0432898 -0,0848466 0,0848466
23 0,0136217 0,0433238 -0,0849132 0,0849132
24 -0,0888776 0,0433311 -0,0849275 0,0849275

Tableau 11.3.76 PACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,0282139 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
2 0,052681 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
3 0,00606003 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
4 -0,0237101 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
5 0,0134477 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
6 -0,00916333 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
7 -0,0275499 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
8 0,0162099 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
9 0,094184 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
10 -0,0394844 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
11 0,0807313 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
12 0,095309 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
13 0,0182557 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
14 -0,0900415 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
15 -0,0653659 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
16 -0,00688571 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
17 0,0164607 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
18 -0,0279115 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
19 0,0175629 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
20 -0,00194408 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
21 -0,106496 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
22 0,0257864 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
23 0,0294638 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
24 -0,104098 0,0412393 -0,0808277 0,0808277
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e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,0366905 qui est supérieure ou égale a 0.01, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése
nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 99 %.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 35,2258
Valeur de P = 0,0366905.

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -0,11402 leur médiane est de -0,198453 et leur variance est de 2,80.
La Figure 11.3.48 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne. Les
résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,0991896 qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que I’hypothese nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t =-1,65141
Valeur de P =0,0991896.
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Fig. 11.3.48 Résidus du modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1»

Les résultats de ces tests ainsi que les calculs des résidus montrent bien que les résidus du
modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et
de variance 2,8. Dans ce cas on peut estimer a 44,6 % la variation expliquée par le modéle.
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11.3.2.7.5 Prédiction

En permettant au modele retenu SARIMA(1,0,0)(0,1,1),, de faire de la prédiction en arriere nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.77 présente les prédictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en annexe A.11.3.7.

Les prédictions obtenues par le modeéle, tel que présenté par la Fig. 11.3.49, suivent en moyenne
I’allure générale des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure.
Pour la période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois
futurs suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracees a 95% de confiance.

Tableau 11.3.77 Prévisions des apports mensuels a
MEFROUCHE pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
601 0,0339589 -3,78794 3,85586
602 0,181336 -3,70111 4,06378
603 0,126807 -3,75755 4,01117
604 0,849874 -3,03455 4,7343
605 1,2304 -2,65402 5,11483
606 1,5274 -2,35702 5,41182
607 1,94464 -1,93978 5,82907
608 1,08418 -2,80024 4,968601
609 1,09326 -2,79117 4,97768
610 0,100971 -3,78345 3,9854
611 0,0831249 -3,8013 3,96755
612 -0,0279871 -3,91241 3,85644
613 -0,0117182 -3,89889 3,87545
614 0,160732 -3,72652 4,04799
615 0,1100683 -3,77658 3,99794
616 0,834551 -3,05271 4,72181
617 1,21522 -2,67204 5,10248
618 1,51225 -2,37501 5,39951
619 1,9295 -1,95776 5,81676
620 1,06903 -2,81823 4,95629
621 1,07811 -2,80915 4,96537
622 0,0858224 -3,80144 3,97308
623 0,067976 -3,81928 3,95524
624 -0,0431359 -3,9304 3,84412
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ARIMA(10,0)x(0,1,1)12 with constant

20F =
r Observation
16 - ] — Prédiction
1 — ICa9%s%

Apports (Hm3)

ARIMA(10,0)x(0,1,1)12 with constant

M —=— Observation
4+ -| — Prediction

1 — 1Ca9%5%

Apports (Hm3)

600 604 608 612 616 620 624

Fig. 11.3.49  Prédictions des apports mensuels a MEFROUCHE
obtenues par le modele SARIMA(1,0,0)(0,1,1)12
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11.3.2.8 MIREBECK

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a MIREBECK durant les 324 mois allant de Septembre 1968 a Aout
1993 sont résumées dans le Tableau 11.3.78 et la variabilité temporelle de cette série chronologique
est illustrée par la Fig. 11.3.50.

Tableau 11.3.78 Statistiques des apports mensuels observes a
MEFROUCHE (Sep1968 a Aout 1993)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 324
Moyenne 27,8447
Variance 2706,16
Déviation Standard 52,0207
Minimum 0,0032
Maximum 509,15
Stnd. skewness 32,1123
Stnd. kurtosis 101,189

La moyenne de la série est de 27,8447 alors que sa variance autour de cette moyenne est de
2706,16 avec un écart-type de 7,56469. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.50 Apports mensuels observés a MIREBECK

11.3.2.8.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.79, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.80.
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Tableau 11.3.79  Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
5,85

1 4,21 -1,64

2 10,08 5,87

3 13,32 3,24

4 25,06 11,74

5 11,47 -13,59

6 14,89 3,42

7 16,69 1,8

8 5 -11, 69

9 4,19 -0,81

10 2,01 -2,18

11 4,38 2,37

12 50,46 46,08 44,61

13 27,1 -23,36 22,89 -21,72

14 9,29 -17,81 -0,79 -23,68

15 177,55 168,26 164,23 165,02

16 49,27 -128,28 24,21 -140,02

17 25,37 -23,9 13,9 -10,31

18 75,28 49,91 60,39 46,49

;g 133,38 58,1 116,69 56,3

Dans le cas de la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et
ce effectuant les premieres différences saisonnieres (D=1). La variance des premieres différences
saisonniéres SDIFF(Apports,12) est de 4802.36 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.80 Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 324 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 324 27.84 2706.16 52.02
DIFF(Apports,1) 323 -0.015 3143.76 56.06
SDIFF(Apports ,12) 312 0.153 4802.36 69.29
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 311 -0.145 6188.47 78.66

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(X,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.8.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.81 et 82 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les Figures
11.3.51 et 52
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Autocorrelations

Autocorrelations partielles
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Fig. 11.3.52 PACF des apports mensuels
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Tableau 11.3.81 ACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation Ecart-type -IC a 95% IC a 95%

1 0,191467 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 -0,0391037 0,0586526 -0,114957 0,114957
3 -0,0388445 0,05873061 -0,115121 0,115121
4 -0,0337568 0,0588184 -0,115282 0,115282
5 0,0536117 0,0588804 -0,115404 0,115404
6 0,00245332 0,0590367 -0,11571 0,11571
7 0,0108421 0,059037 -0,115711 0,115711
8 0,116725 0,0590434 -0,115723 0,115723
9 0,015407 0,0597784 -0,117164 0,117164
10 -0,00365497 0,0597911 -0,117189 0,117189
11 -0,161053 0,0597919 -0,11719 0,11719
12 -0,58896 0,0611665 -0,119884 0,119884
13 -0,10405 0,0772327 -0,151374 0,151374
14 -0,00585992 0,0776807 -0,152252 0,152252
15 0,0311922 0,0776821 -0,152254 0,152254
16 -0,00104375 0,0777222 -0,152333 0,152333
17 -0,142398 0,0777223 -0,152333 0,152333
18 -0,0150112 0,078554 -0,153963 0,153963
19 -0,0147504 0,0785632 -0,153981 0,153981
20 -0,182192 0,0785721 -0,153999 0,153999
21 -0,0648897 0,0799147 -0,15663 0,15663
22 0,0250997 0,0800834 -0,156961 0,1569061
23 0,0855421 0,0801086 -0,15701 0,15701
24 0,0588272 0,0804008 -0,157583 0,157583

Tableau 11.3.82 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation Ecart-type -IC 2 95% IC 2 95%
1 0,191467 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 -0,0786463 0,0566139 -0,110961 0,110961
3 -0,0164099 0,0566139 -0,110961 0,110961
4 -0,0267316 0,0566139 -0,110961 0,110961
5 0,0650479 0,0566139 -0,110961 0,110961
6 -0,0267259 0,0566139 -0,110961 0,110961
7 0,0215714 0,0566139 -0,110961 0,110961
8 0,116653 0,0566139 -0,110961 0,110961
9 -0,0284306 0,0566139 -0,110961 0,110961
10 0,0081238 0,0566139 -0,110961 0,110961
11 -0,164458 0,0566139 -0,110961 0,110961
12 -0,565419 0,0566139 -0,110961 0,110961
13 0,0778687 0,0566139 -0,110961 0,110961
14 -0,0964423 0,0566139 -0,110961 0,110961
15 0,0123361 0,0566139 -0,110961 0,110961
16 -0,0165891 0,0566139 -0,110961 0,110961
17 -0,117118 0,0566139 -0,110961 0,110961
18 0,0346933 0,0566139 -0,110961 0,110961
19 0,0166043 0,0566139 -0,110961 0,110961
20 -0,115447 0,0566139 -0,110961 0,110961
21 -0,0439087 0,0566139 -0,110961 0,110961
22 0,0337879 0,0566139 -0,110961 0,110961
23 -0,10247 0,0566139 -0,110961 0,110961
24 -0,438275 0,0566139 -0,110961 0,110961

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considérée laisserait supposer les

modeles suivants :

(A) SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1> avec constante
(B) SARIMA(1,0,1)(0,1,1);, sans constante
(C) SARIMA(1,0,0)(0,1,1)1, avec constante
(D) SARIMA(0,0,2)(0,1,1);, avec constante
(E) SARIMA(0,1,1)(1,1,1);, avec constante
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11.3.2.8.3 Estimation des modeles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces modeles, il faut rappeler que 324 données ont été utilisées
dont les 100 dernieres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimés
sur une période de 224 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.83,
montre que seulement les modeles ajustés (A) et (B) produisent des résidus complétement
indépendants. Le modeéle (B) présente un terme MA(1) non significativement différent de zéro. Le
modele (A) produit une variance des résidus minimale et tous ses termes sont statistiquement
différents de zéro, c’est lui qui est donc retenu pour la prédiction. D’un autre c6té, il faut noter que
la variance des résidus produits par les modeles (A) et (B) differe entre la période d’estimation et
celle de la validation.

Tableau 11.3.83 Comparaison des modeéles ajustés

Modeéle Variance des résidus Indépendence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 2428,46 1240,27 OK
(B) 2449,85 1272,83 oK
(C) 2497,95 1333, 48 NON
(D) 2550, 44 1466,37 NON
(E) 2576, 92 1272,07 NON
Le Tableau 11.3.84 résume [I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(2,0,0)(0,1,1);, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a
une valeur de P < 0.05 sont statistiguement significativement différents de zéro a 95% de
confiance.

Les parametres du modele sont stables, et la valeur des termes AR(1), AR(2) est différente de
Un (1). La valeur de P pour les termes AR(1), AR(2) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces
derniers sont significativement différents de zéro a 95% de confiance. La valeur de P pour la
moyenne est supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non significative elle peut donc étre
¢liminée. L’estimation de I’écart-type du bruit blanc est de 49,0995 et ’estimation de la variance
des résidus est de 2410,76 ce qui veut dire que le présent modéle explique prés de 50% de la
variance de la série modélisée qui est de 4802.36.

Tableau 11.3.84 Estimation des parameétres du modéle retenu
SARIMA(2,0,0)(0,1,1):,

Parametre Estimation Ecart- type t P
AR(]_) 0,269507 0,0683947 3,94047 0,000101
AR(2) 0,181845 0,0682527 2,66429 0,008121
SMA(]_) 0,967746 0,0181164 53,4182 0,000000
Moyenne -1,22301 0,938653 -1,30295 0,193567
Constante -0, 671004

Notation : SAR(n): Autorégréssif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 2410,76 avec 308 DDL et I’écart type estimé du bruit
blanc = 49,0995
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Le Tableau 11.3.85 résume la performance du modele SARIMA(2,0,0)(0,1,1);, a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.85 Statistiques des erreurs du modele
SARIMA(2,0,0)(0,1,1):»

Statistique Période d’estimation Periode de validation
EQ|\/| 2428,46 1240,27

EAM 24,3933 19,3621

EM -0,555994 6,0065

Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation et les différences
observées entre les deux périodes pour la EQM nous poussent a prendre les résultats du modéle
retenu avec prudence quant a la variance car celle-ci peut étre sous-estimée.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1> sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1-0,269507 B — 0,181845B2)(1 — B'2)X, = (1 — 0,967746B'?)e, — 0,671004

€; est une séquence bruit blanc avec une moyenne nulle et une variance estimée a 2410,76.

11.3.2.8.4 Validation du modéle SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1>

I s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.53 et Fig. 11.3.54.
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ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.54 PACEF des résidus du modéle SARIMA(2,0,0)(0,1,1);,

Tous les coefficients sont inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de confiance ce qui
implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans les Tableaux 11.3.86 et 87.
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Tableau 11.3.86 ACF des résidus du modele SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 -0,00268804 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 0,0348418 0,0566143 -0,110962 0,110962
3 0,00505769 0,0566829 -0,111097 0,111097
4 -0,0387991 0,0566844 -0,1111 0,1111
5 -0,037782 0,0567694 -0,111266 0,111266
6 -0,00218789 0,05685 -0,111424 0,111424
7 0,0176998 0,0568503 -0,111425 0,111425
8 0,00864901 0,0568679 -0,111459 0,111459
9 -0,00711101 0,0568721 -0,111468 0,111468
10 -0,0518017 0,056875 -0,111473 0,111473
11 0,015394 0,057026 -0,111769 0,111769
12 -0,0413756 0,0570393 -0,111795 0,111795
13 -0,0681498 0,0571354 -0,111984 0,111984
14 0,137341 0,0573954 -0,112493 0,112493
15 -0,0132583 0,0584392 -0,114539 0,114539
16 -0,0628816 0,0584489 -0,114558 0,114558
17 0,0292049 0,0586653 -0,114982 0,114982
18 0,0304033 0,0587119 -0,115073 0,115073
19 -0,00679004 0,0587623 -0,115172 0,115172
20 -0,0110336 0,0587648 -0,115177 0,115177
21 0,0566929 0,0587715 -0,11519 0,11519
22 0,0148614 0,0589465 -0,115533 0,115533
23 -0,0490001 0,0589585 -0,115557 0,115557
24 -0,0740262 0,0590889 -0,115812 0,115812

Tableau 11.3.87 PACF des résidus du modele SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 -0,00268804 0,0566139 -0,110961 0,110961
2 0,0348348 0,0566139 -0,110961 0,110961
3 0,00524813 0,0566139 -0,110961 0,110961
4 -0,0400351 0,0566139 -0,110961 0,110961
5 -0,0384611 0,0566139 -0,110961 0,110961
6 0,00033419 0,0566139 -0,110961 0,110961
7 0,020956 0,0566139 -0,110961 0,110961
8 0,00779584 0,0566139 -0,110961 0,110961
9 -0,0115174 0,0566139 -0,110961 0,110961
10 -0,0545525 0,0566139 -0,110961 0,110961
11 0,0170823 0,0566139 -0,110961 0,110961
12 -0,035246 0,0566139 -0,110961 0,110961
13 -0,0695098 0,0566139 -0,110961 0,110961
14 0,135923 0,0566139 -0,110961 0,110961
15 -0,0109932 0,0566139 -0,110961 0,110961
16 -0,0768998 0,0566139 -0,110961 0,110961
17 0,0246935 0,0566139 -0,110961 0,110961
18 0,042938 0,0566139 -0,110961 0,110961
19 -0,000250732 0,0566139 -0,110961 0,110961
20 -0,0199478 0,0566139 -0,110961 0,110961
21 0,0534582 0,0566139 -0,110961 0,110961
22 0,0136622 0,0566139 -0,110961 0,110961
23 -0,0560049 0,0566139 -0,110961 0,110961
24 -0,0642794 0,0566139 -0,110961 0,110961

e Test du Portmanteau

Ce test est basé sur les 24 premiéres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,789101 qui est supérieure ou égale a 0.10, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése

nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 90% ou plus.
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Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 15,6478
Valeur de P =0,789101

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de 1,54737, leur médiane est de -2,5203 alors que leur variance est de
2028,58. La Figure 11.3.55 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,543604 qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que ’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypotheése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t = 0,608042
Valeur de P =0,543604
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Fig. 11.3.55 Reésidus du modele SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1,

Résidus

Les résultats de ces tests ainsi que les calculs des résidus montrent bien que les résidus du
modeéle SARIMA(2,0,0)(0,1,1);, forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et
de variance 2028,58. Dans ce cas on peut dire que la variance expliquée par le modele est de 58 %
de la variance totale.

11.3.2.8.5 Prédiction

En permettant au modeéle retenu SARIMA(2,0,0)(0,1,1);, de faire de la prédiction en arriere nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.88 présente les prédictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont représentees en annexe A.11.3.8.
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Les prédictions obtenues par le modeéle, tel que présenté par la Fig. 11.3.56, suivent en moyenne
I’allure générale des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure.
Pour la période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois
futurs suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.

ARIMA(2,0,0)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.56 Prédictions des apports mensuels 8 MIREBECK
obtenues par le modele SARIMA(2,0,0)(0,1,1)1
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Tableau 11.3.88 Prévisions des apports mensuels a
MIREBECK pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - IC 95% +1C 95%
325 -3,1011 -99,7742 93,452
326 -2,97875 -103,039 97,0816
327 3,3782 -99,6584 106,415
328 20,8685 -82,7925 124,53
329 45,4385 -58,4959 149,373
330 41,1007 -62,9143 145,116
331 42,254 -61,7905 146,298
332 27,645 -76,409 131,699
333 2,3146 -101,743 106,372
334 -7,45677 -111,515 96,6017
335 -9,89281 -113,952 94,166
336 -9,55563 -113,615 94,5034
337 -8,4627 -112,571 95,6458
338 -6,94112 -111,053 97,1712
339 0,675244 -103,44 104,791
340 18,7485 -85,3678 122,865
341 43,7046 -60,4121 147,821
342 39,5769 -64,5398 143,694
343 40,857 -63,2598 144,974
344 26,3204 -77,7964 130,437
345 1,03257 -103,084 105,149
346 -8,71416 -112,831 95,4026
347 -11,1358 -115,253 92,981
348 -10,7903 -114,907 93,3265
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11.3.2.9 PIERRE DU CHAT

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a PIERRE DU CHAT durant les 504 mois allant de Septembre 1952
a Aout 1993 sont résumees dans le Tableau 11.3.89 et la variabilité temporelle de cette série
chronologique est illustrée par la Fig. 11.3.57.

Tableau 11.3.89 Statistiques des apports mensuels observés a
PIERRE DU CHAT (Sep1952 a Aout 1993)

Parametre Valeur
Nombre d’observations 504
Moyenne 15,6913
Variance 633,538
Déviation Standard 25,1702
Minimum 0,0007
Maximum 222,64
Stnd. skewness 41,1911
Stnd. kurtosis 126, 899

La moyenne de la série est de 15,6913 alors que sa variance autour de cette moyenne est de
633,538 avec un écart-type de 25,1702. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.57 Apports mensuels observés a PIERRE DU CHAT.

11.3.2.9.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.90, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données sont
représentées dans le Tableau 11.3.91.
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Tableau 11.3.90 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
1 8,1
5 10,15 2,05
3 11,18 1,03
p 12 0,82
5 19,18 7,18
p 17,12 -2,06
7 64,15 47,03
8 24,36 39,79
9 11,25 -13,11
10 6.22 -5,03
11 3,68 -2,54
12 3,49 0,19
13 5.8 2,31 -2,3 L 1o
12 9,04 3,24 -1,11 R
15 8,51 -0,53 -2,67 ’
16 6,94 -1,57 -5,06 :§’§§
17 11,3 4,36 -7,88 ’
18 29,99 18,69 12,87 221721
19 25,71 4,28 -38,44 s
50 30,43 4,72 6,07 '

Dans le cas de la série étudiee, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et
ce en effectuant les premiéres différences saisonnieres (D=1). La variance des premieres différences
saisonniéres SDIFF(Apports,12) est de 709 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.91  Statistiques descriptives des séries différenciées pour les 504 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 504 15.69 633.53 25.17
DIFF(Apports,1) 503 -0.016 685.7 26.18
SDIFF(Apports ,12) 492 -0.34 709 26.62
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 491 0.004 1119.79 33.46

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(x,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.9.2 ldentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.92 et 93 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les Figures
11.3.58 et 59.
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Fig. 11.3.59 PACF des apports mensuels

Tableau 11.3.92 ACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,406681 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
2 0,235517 0,052008 -0,101934 0,101934
3 0,130928 0,0541324 -0,106098 0,106098
4 0,0720005 0,0547722 -0,107352 0,107352
5 0,0195643 0,0549643 -0,107728 0,107728
6 0,0390435 0,0549784 -0,107756 0,107756
7 0,061938 0,0550347 -0,107866 0,107866
8 -0,00885845 0,0551762 -0,108144 0,108144
9 -0,0318023 0,0551791 -0,108149 0,108149
10 -0,0715954 0,05521064 -0,108222 0,108222
11 -0,166057 0,0554047 -0,108592 0,108592
12 -0,389365 0,0564073 -0,110556 0,110556
13 -0,070481 0,0616284 -0,12079 0,12079
14 -0,03463106 0,061792 -0,12111 0,12111
15 0,0476808 0,0618314 -0,121188 0,121188
16 0,0555848 0,06190061 -0,121334 0,121334
17 0,066488 0,0620075 -0,121533 0,121533
18 -0,0207471 0,0621522 -0,121816 0,121816
19 -0,0800524 0,0621663 -0,121844 0,121844
20 -0,0712906 0,0623755 -0,122254 0,122254
21 -0,117387 0,0625409 -0,122578 0,122578
22 -0,124381 0,0629871 -0,123453 0,123453
23 -0,102591 0,0634844 -0,124427 0,124427
24 -0,106639 0,0638204 -0,125086 0,125086
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Tableau 11.3.93 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC a 95% IC a 95%
1 0,406681 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
2 0,0840242 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
3 0,0108899 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
4 0,000103708 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
5 -0,0244471 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
6 0,0387609 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
7 0,0453929 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
8 -0,0650064 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
9 -0,0299132 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
10 -0,0554936 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
11 -0,134486 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
12 -0,327972 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
13 0,275822 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
14 0,0217289 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
15 0,086372 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
16 0,0115893 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
17 0,0195303 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
18 -0,0698995 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
19 -0,059952 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
20 -0,0757089 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
21 -0,0960173 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
22 -0,0863125 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
23 -0,0937684 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
24 -0,194774 0,0450835 -0,0883622 0,0883622

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considerée laisserait supposer les
modeles suivants :

(A) SARIMA(1,0,1)(1,1,1)12
(B) SARIMA(1,0,0)(1,1,1)12
(C) SARIMA(0,0,1)(1,1,1)12 avec constante
(D) SARIMA(2,0,0)(1,1,1)12 avec constante
(E) SARIMA(2,0,3)(2,1,1)12 avec constante

11.3.2.9.3 Estimation des modéles ajustés

Pour I’estimation des paramétres de ces mode¢les, il faut rappeler que 504 données ont éte utilisées
dont les 200 derniéres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimes
sur une période de 304 mois.

L’analyse et la comparaison des modeles ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.94,
montre que tous les modéles ajustés produisent des résidus non complétement indépendants sauf le
modele (B). D’un autre co6té, il faut noter que tous les modeles présentent des termes non
significativement différents de zéro qui appellent a la réduction de I’ordre du modeéle, a I’exception
du modele (B), qui en outre produit une variance des résidus minimale. 1l faut noter également que
la moyenne de la variance des résidus produits par tous les modeles différe entre la période
d’estimation que celle de la validation.

256



Partie Il Chapitre 11.3 Modélisation ARIMA et prédiction des apports mensuels

Tableau 11.3.94 Comparaison des modéles ajustés

Modeéle Variance des résidus Indépendence
Période Période de des résidus
d’estimation validation
(A) 617,728 203,943 NON
(B) 615,175 200,868 oK
(C) 623,53 244,933 NON
(D) 619,32 226,716 NON
(E) 624,695 255,409 NON
Le Tableau 11.3.95 résume [I’estimation des paramétres du modéle retenu

SARIMA(1,0,0)(1,1,1);, et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une
valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Les paramétres du modele sont stables, et la valeur du terme AR(1) est différente de Un (1). La
valeur de P pour les termes AR(1), SAR(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de confiance. La valeur de P pour la moyenne est tres
supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non significative elle a donc été éliminée, la
constante aussi car trop faible. L’estimation de I’écart-type du bruit blanc est de 24,8541et la
variance des résidus est de 617,727 ce qui veut dire que le présent modele explique prés de 13% de
la variance de la serie modélisée qui est de 709.

Tableau 11.3.95 Estimation des parametres du modéle retenu
SARIMA(1,0,0)(1,1,1):»

Parametre Estimation Ecart- type t P

AR(]_) 0,297104 0,0562594 5,28097 0,000000
SAR(1) 0,221882 0,0632896 3,50582 0,000497
SMA(]_) 0,957414 0,0189392 50,552 0,000000

Notation : SAR(n): Autorégressif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonniére d’ordre n.

La variance estimee du bruit blanc = 617,727 avec 489 DDL et I’écart type estimé du bruit
blanc = 24,8541

Le Tableau 11.3.96 résume la performance du modele SARIMA(1,0,0)(1,1,1):, a ajuster les
données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.96 Statistiques des erreurs du modeéle
SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1,

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 615,175 200,868

EAM 12,1837 9,54552

EM 2,46325 -5,49183
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Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le mod¢le
considéré ces statistiques d’erreurs sont pour la EQM en particulier, différentes d’une maniére
considérable et ce entre les deux périodes d’estimation et de validation. Il s’ensuit que le mod¢le
ajusté peut étre pris avec prudence quant aux prévisions des valeurs futures qui peuvent avoir une
variance sous-estimee.

Le modele retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(1,0,0)(1,1,1);, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 — 0,297104B)(1 — 0,221882B'?)(1 — B'?)X, = (1 — 0,957414B%?)¢,
g; est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance estimée 617,727.

11.3.2.9.4 Validation du modele SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1>

Il s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau ( Box-Pierce) sont utilisés pour tester I’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.60 et Fig. 11.3.61.

ARIMA(L,0,0)x(1,1,1)12

0,6 .

o iy =y i o || = — =

Autocorrelations

-06 | .

lag
Fig. 11.3.60 ACF des résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(1,1,1)12
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Fig. 11.3.61 PACF des résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(1,1,1);,

Tous les coefficients sont pratiquement inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de
confiance ce qui implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.97 et

Tableau 11.3.98.

Tableau 11.3.97

ACF des résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1,

Lag  Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0298536 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
2 0,0150372 0,0451236 -0,0884409 0,0884409
3 0,0719027 0,0451338 -0,0884608 0,0884608
4 0,033286 0,0453661 -0,088916 0,088916
5 0,0440138 0,0454157 -0,0890132 0,0890132
6 0,0164289 0,0455023 -0,089183 0,089183
7 0,0432686 0,0455143 -0,0892066 0,0892066
8 0,00790529 0,0455979 -0,0893703 0,0893703
9 0,0419865 0,0456006 -0,0893758 0,0893758
10 0,0749941 0,0456792 -0,0895297 0,0895297
11 0,0296709 0,0459287 -0,0900188 0,0900188
12 0,0297354 0,0459677 -0,0900951 0,0900951
13 0,223988 0,0460067 -0,0901717 0,0901717
14 0,00365533 0,0481723 -0,0944161 0,0944161
15 0,032879 0,0481728 -0,0944172 0,0944172
16 0,0296399 0,0482184 -0,0945065 0,0945065
17 0,0412145 0,0482554 -0,0945791 0,0945791
18 0,0141119 0,0483269 -0,0947192 0,0947192
19 -0,00707193 0,0483353 -0,0947356 0,0947356
20 0,0346488 0,0483374 -0,0947398 0,0947398
21 -0,0221134 0,0483879 -0,0948386 0,0948386
22 0,0228997 0,0484084 -0,0948789 0,0948789
23 -0,00526753 0,0484304 -0,094922 0,094922
24 -0,00444406 0,0484316 -0,0949243 0,0949243
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Tableau 11.3.98 PACF des résidus du modele SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,0298536 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
2 0,0141585 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
3 0,0711151 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
4 0,0291166 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
5 0,0406522 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
6 0,00844416 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
7 0,0376332 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
8 -0,00124992 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
9 0,0372144 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
10 0,0656761 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
11 0,0224163 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
12 0,0190002 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
13 0,213552 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
14 -0,0174881 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
15 0,0227495 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
16 -0,00444258 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
17 0,0264184 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
18 -0,0107356 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
19 -0,0178959 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
20 0,00823912 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
21 -0,0300343 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
22 0,00249451 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
23 -0,0387558 0,0450835 -0,0883622 0,0883622
24 -0,0155761 0,0450835 -0,0883622 0,0883622

e Test du Portmanteau

Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des résidus, les résultats du test montrent une
valeur de P = 0,0132248 qui est supérieure ou égale a 0.01, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése
nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 99%.

Test de Box-Pierce

Hypothése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 37,9045
Valeur de P =0,0132248

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -0,770519, leur médiane est de -2,28655 et leur variance est de
443,3. La Figure 11.3.62 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,417341qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que I’hypothéese nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%

de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t
Valeurde P =0,417341

-0,811728
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Fig. 11.3.62 Résidus du modele SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1»

Les résultats de ces tests montrent bien que les résidus du modéle SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1,
forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 443,3. Dans ce cas, la
variance expliquée par le modeéle est de seulement 37,4 % de la variance totale.

11.3.2.9.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(1,0,0)(1,1,1)12 de faire de la prédiction en arriére nous
pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.99 présente les predictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modele ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont représentées en annexe A.11.3.9.

Les prédictions obtenues par le modeéle, tel que présenté par la Fig. 11.3.63, suivent en moyenne
I’allure générale des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure.
Pour la période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois
futurs suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracées a 95% de confiance.
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. 11.3.63 Prédictions des apports mensuels a PIERRE DU CHAT

obtenues par le modele SARIMA(1,0,0)(1,1,1)1>

Tableau 11.3.99 Prévisions des apports mensuels a

PIERRE DU CHAT pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
505,0 2,32326 -46,5109 51,1574
506,0 6,02043 -44,9234 56,9643
507,0 8,75502 -42,3709 59,8809
508,0 9,88387 -41,2581 61,0258
509,0 15,2687 -35,8746 66,4121
510,0 17,3426 -33,8009 68,4861
511,0 25,3302 -25,8133 76,4737
512,0 16,9571 -34,1864 68,1006
513,0 13,0211 -38,1224 64,1646
514,0 4,43813 -46,7054 55,5816
515,0 2,65857 -48,4849 53,8021
516,0 2,30531 -48,8382 53,4488
517,0 3,45617 -49,2928 56,2052
518,0 7,48632 -45,4021 60,3747
519,0 10,6244 -42,2763 63,525
520,0 11,8976 -41,0042 64,7993
521,0 16,7904 -36,1114 69,6923
522,0 19,2249 -33,6769 72,1268
523,0 30,4728 -22,429 83,3747
524,0 20,6975 -32,2043 73,5994
525,0 15,8881 -37,0137 68,79
526,0 5,40069 -47,5012 58,3026
527,0 3,22628 -49,6756 56,1281
528,0 2,79463 -50,1072 55,6965
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11.3.2.10 REMCHI

Les statistiques de la tendance centrale, de la variabilité et de la forme de la série chronologique
des apports mensuels observés a REMCHI durant les 516 mois allant de Septembre 1948 a Aout
1993 sont résumées dans le Tableau 11.3.100 et la variabilité temporelle de cette série chronologique
est illustrée par la Fig. 11.3.64.

Tableau 11.3.100 Statistiques des apports mensuels observés a
REMCHI(Sep1948 a Aout 1993)

Parameétre Valeur
Nombre d’observations 516
Moyenne 8,01665
Variance 239,136
Déviation Standard 15,464
Minimum 0,0003
Maximum 177,04
Stnd. skewness 56,2314
Stnd. kurtosis 243, 002

La moyenne de la série est de 8,01665 alors que sa variance autour de cette moyenne est de
239,136 avec un écart-type de 15,464. La skewness et la kurtosis standardisées indiquent un
éloignement remarquable de la distribution normale.
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Fig. 11.3.64  Apports mensuels observés 8 REMCHI

11.3.2.10.1 Stationnarisation
Le détail du calcul des séries différenciées pour les 20 premiers mois est montré dans le

Tableau 11.3.101, tandis que les statistiques des séries différenciées pour I’ensemble des données
sont représentées dans le Tableau 11.3.102.
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Tableau 11.3.101 Calcul des séries différenciées (données des 20 premiers mois)

N°  Apport DIFF(Apport,1) SDIFF(Apports,12) = S DIFF(S,1)
1 1,04

5 16,89 15,85

5 16,93 0,04

1 13,46 -3,47

c 31,29 17,83

p 10,36 -20,93

7 8,6 -1,76

8 6,2 -2,4

9 5,1 -1,1

1o 4,74 -0,36

11 2,56 -2,18

1> 1,18 -1,38

13 2,2 1,02 1,16 e os
14 3,02 0,82 -13,87 o
15 4,57 1,55 -12,36 ’

le 7,35 2,78 -6,11 3'5222
17 60,7 53,35 29,41 '

1 16,82 -43,88 6,46 222225
19 59,51 42,69 50,91 A
20 22,73 -36,78 16,53 ’

Dans le cas de la série étudiée, la stationnarité est obtenue en éliminant la saisonnalité (S=12) et
ce effectuant les premieres différences saisonnieres (D=1). La variance des premiéres différences
saisonniéres SDIFF(Apports,12) est de 351.96 et la série est stationnaire pour S=12, d=0 et D=1.

Tableau 11.3.102 Statistiques descriptives des series différenciées pour
les 516 mois.

Série N Moyenne Variance Ecart-type
Apports 516 8.01 239.13 15.46
DIFF(Apports,1) 515 -0.002 352.08 18.76
SDIFF(Apports ,12) 504 -0.217 351.96 18.76
DIFF(SDIFF(Apports,12) ,1) 503 -0.002 648.51 2040

Notation : DIFF (x,n) : différences réguliéres de x d’ordre n ; SDIFF(X,n,s) :différences saisonniéres s de x d’ordre n.

11.3.2.10.2 Ildentification

Dans le cas de la station courante, les calculs de I’ACF et de la PACF des apports stationnaires sont
reportés dans les Tableaux 11.3.103 et 104 respectivement et leurs tracés sont illustrés par les
Figures 11.3.65 et 66.
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Fig. 11.3.66 PACF des apports mensuels
Tableau 11.3.103  ACF des apports mensuels stationnaires
Lag Auto-corrélation  Ecart-type -1IC a 95% IC a 95%
1 0,0805515 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
2 0,0670336 0,0448316 -0,0878686 0,0878686
3 0,00514241 0,0450301 -0,0882575 0,0882575
4 -0,014058 0,0450312 -0,0882598 0,0882598
5 -0,0763252 0,0450399 -0,0882768 0,0882768
6 0,00922613 0,0452958 -0,0887784 0,0887784
7 0,136763 0,0452996 -0,0887857 0,0887857
8 -0,00436177 0,0461115 -0,0903771 0,0903771
9 0,0794266 0,0461123 -0,0903787 0,0903787
10 -0,00351647 0,046383 -0,0909092 0,0909092
11 -0,0284356 0,0463835 -0,0909102 0,0909102
12 -0,420554 0,0464181 -0,090978 0,090978
13 0,0146923 0,05344061 -0,104753 0,104753
14 -0,0502308 0,0534542 -0,104768 0,104768
15 -0,0426733 0,0535477 -0,104952 0,104952
16 0,005895 0,0536152 -0,105084 0,105084
17 0,0047993 0,0536164 -0,105086 0,105086
18 -0,0580303 0,0536173 -0,105088 0,105088
19 -0,104626 0,0537418 -0,105332 0,105332
20 -0,0015059 0,0541444 -0,106121 0,106121
21 -0,0921029 0,0541445 -0,106121 0,106121
22 0,0160828 0,0544545 -0,106729 0,106729
23 -0,00436248 0,0544639 -0,106747 0,106747
24 -0,065823 0,05446406 -0,106749 0,106749
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Tableau 11.3.104 PACF des apports mensuels stationnaires

Lag Auto-corrélation  Ecart-type -IC 2 95% IC a4 95%
1 0,0805515 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
2 0,0609405 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
3 -0,00488677 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
4 -0,0183519 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
5 -0,074654 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
6 0,0230124 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
7 0,146611 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
8 -0,0281833 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
9 0,0619284 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
10 -0,0200107 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
11 -0,0319655 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
12 -0,410528 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
13 0,09283 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
14 -0,0164535 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
15 -0,0329181 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
16 -0,0238871 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
17 -0,0325108 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
18 -0,0544412 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
19 0,00525118 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
20 -0,0170239 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
21 -0,017832 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
22 0,0327651 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
23 -0,0223335 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
24 -0,2959064 0,0445435 -0,0873039 0,0873039

L’aspect des auto-corrélogrammes de la série stationnaire considerée laisserait supposer les
modeles suivants :

(A) SARIMA(0,0,1)(1,1,1);, avec constante
(B) SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1, avec constante
(C) SARIMA(0,0,1)(0,1,2);, avec constante
(D) SARIMA(0,0,0)(1,1,1):, avec constante
(E) SARIMA(1,0,1)(0,1,1)1, avec constante

11.3.2.10.3 Estimation des modeéles ajustés

Pour I’estimation des parametres de ces modeles, il faut rappeler que 516 données ont été utilisées
dont les 200 dernieres ont servi a la validation. Les parametres des modéles ont alors été estimés
sur une période de 316 mois.

L’analyse et la comparaison des mode¢les ajustés tel que présenté dans le Tableau 11.3.105,
montre que tous les modeles ajustés produisent des résidus complétement indépendants sauf le
modele (A). D’un autre coté, il faut noter que la moyenne de la variance des résidus produits pour
tous les modeles ne differe pas considérablement entre la période d’estimation que celle de la
validation. En outre, le modéle qui produit le minimum de cette variance est le modele (E), mais ses
termes AR(1) et MA(1) sont a réduire car ils sont statistiguement non significatifs. Le modele (C)
qui présente alors le minimum de cette variance doit revoir ses termes MA(1) et SMA(2) a la baisse
car ils sont également statistiquement non significatifs. Le modele (D) doit aussi voir son terme
SAR(1) a la baisse pour la méme raison, ce qui nous renvoie au modeéle (B) qui présente dans ce cas
le minimum de la variance des résidus, c’est lui qui est donc retenu pour la prédiction.
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Tableau 11.3.105 Comparaison des modeles ajustés

Modeéle Variance des résidus Independence
Période Periode de des résidus
d’estimation validation
(A) 312,957 34,579 NON
(B) 314,079 39,6037 OK
©) 312,866 35,1774 OK
(D) 316,144 37,4275 oK
(E) 312,734 37,9258 OK

Le Tableau 11.3.106 résume [I’estimation des parametres du modéle retenu
SARIMA(0,0,1)(0,1,1); et la signification statistique de ses termes. Les termes correspondant a une
valeur de P < 0.05 sont statistiquement significativement différents de zéro a 95% de confiance.

Les parametres du modéle sont inversibles, et la valeur du terme MA(1) est différente de "un’.
La valeur de P pour les termes MA(1) et SMA(1) est inférieure a 0.05 donc ces derniers sont
significativement différents de zéro a 95% de confiance. La valeur de P pour la moyenne est
supérieure a 0.05 donc elle est statistiquement non significative et peut étre éliminée. L’estimation
de I’écart-type du bruit blanc est de 17,7732 et la variance des résidus est de 176.84 ce qui veut dire
que le présent modéle explique 50% de la variance de la série modélisée qui est de 351.96.

Tableau 11.3.106  Estimation des paramétres du modele retenu
SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1,

Parametre Estimation Ecart- type t P
MA(1) -0,114438 0,057445 -1,99212 0,046900
SMA(]_) 0,966848 0,0117654 82,1771 0,000000
Moyenne -0,176678 0,137671 -1,28334 0,199967
Constante -0,176678

SAR(n): Autorégressif saisonnier d’ordre n; SMA(n) : Moyenne mobile saisonni¢re d’ordre n.

La variance estimée du bruit blanc = 315,888 avec 501 DDL et I’écart type estimé du bruit
blanc = 17,7732

Le Tableau 11.3.107 résume la performance du modéle SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1, a ajuster les

données considérées et ce par I’ analyse des erreurs qu’il produit.

Tableau 11.3.107 Statistiques des erreurs du modéle
SARIMA(0,0,1)(0,1,1),

Statistique Période d’estimation Période de validation
EQM 314,079 39,6037
EAM 7,71663 4,28019
EM 1,39862 -2,48402
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Nous y trouvons :
1)  L’erreur quadratique moyenne (EQM)
2)  L’erreur absolue moyenne (EAM)
3)  L’erreur moyenne (EM)

Chacune de ces statistiques est basée sur I’erreur de prédiction un mois a 1’avance qui est la
différence entre la valeur de la donnée au temps t et sa prédiction au temps t — 1. Les deux
premiéres mesurent la magnitude des erreurs alors que la derniere mesure le biais. Ces statistiques
d’erreurs sont calculées pour la période d’estimation et celle de validation. Pour le mod¢le
considéré ces statistiques d’erreurs sont considérablement différentes entre les deux périodes
d’estimation et de validation en particulier pour la EQM. Il s’ensuit que le modéele ajusté peut étre
utilisé avec prudence pour faire la prévision des valeurs futures qui peuvent avoir une sous-
estimation de la variance.

Le modéle retenu pour la prédiction est alors le SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1, sans constante qui
peut étre formulé comme suit:

(1 - B'2)X, = (1+0,114438B)(1 — 0,966848B'%)s, —0,176678
&; est un bruit blanc de moyenne nulle est de variance estimée 176.84.

11.3.2.10.4 Validation du modele SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1

11 s’agit de vérifier que les résidus forment bien un bruit blanc de moyenne nulle. Les tests des au-
corrélogrammes et celui du Portmanteau (Box-Pierce) sont utilisés pour tester 1’indépendance des
résidus et le test t de student est utilisé pour tester la nullité de leur moyenne.

e Test des ACF et PACF

L’auto-corrélogramme total et partiel des résidus du modéle ont été tracés tel que montré dans la
Fig. 11.3.67 et Fig. 11.3.68.

ARIMA(0,0,1)x(0,1,1)12 with constant
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Fig. 11.3.67 ACF des résidus du modele SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1»
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Fig. 11.3.68 PACF des résidus du modele SARIMA(0,0,1)(0,1,1);,

Tous les coefficients sont pratiquement inclus dans I’intervalle de confiance (IC) tracé a 95% de
confiance ce qui implique leur indépendance. Leurs valeurs sont reportées dans le Tableau 11.3.108

et Tableau 11.3.109.

Tableau 11.3.108  ACF des résidus du modéle SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1,

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
IC 95% IC 95%
1 0,0337794 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
2 0,0999848 0,0445943 -0,0874035 0,0874035
3 0,0161837 0,0450369 -0,0882709 0,0882709
4 -0,0156345 0,0450485 -0,0882936 0,0882936
5 -0,0139125 0,0450592 -0,0883146 0,0883146
6 -0,0289667 0,0450678 -0,0883314 0,0883314
7 0,0967541 0,0451047 -0,0884037 0,0884037
8 -0,0446368 0,0455146 -0,0892072 0,0892072
9 0,0687246 0,0456014 -0,0893773 0,0893773
10 0,0559787 0,0458064 -0,0897791 0,0897791
11 0,0565118 0,045942 -0,0900448 0,0900448
12 0,111091 0,0460797 -0,0903147 0,0903147
13 0,0970829 0,0466081 -0,0913503 0,0913503
14 0,017232 0,0470076 -0,0921333 0,0921333
15 -0,0298074 0,0470201 -0,0921579 0,0921579
16 0,0249001 0,0470576 -0,0922313 0,0922313
17 0,00771276 0,0470837 -0,0922826 0,092282¢6
18 -0,0281621 0,0470862 -0,0922875 0,0922875
19 -0,0343486 0,0471196 -0,092353 0,092353
20 -0,0161933 0,0471693 -0,0924503 0,0924503
21 -0,0255179 0,0471803 -0,0924719 0,0924719
22 0,0415721 0,0472077 -0,0925255 0,0925255
23 0,0294382 0,0472803 -0,0926678 0,0926678
24 -0,0159987 0,0473166 -0,0927391 0,0927391
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Tableau 11.3.109 PACF des résidus du modele SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1

Lag Auto-corrélation Ecart-type limite inférieure  limite supérieure
partielle IC 95% IC 95%
1 0,0337794 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
2 0,0989566 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
3 0,00990602 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
4 -0,026603 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
5 -0,015438 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
6 -0,0243265 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
7 0,103162 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
8 -0,0463116 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
9 0,0530209 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
10 0,0577617 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
11 0,0463379 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
12 0,0990994 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
13 0,0887477 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
14 -0,0164895 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
15 -0,0339696 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
16 0,0209293 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
17 0,0194703 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
18 -0,0318576 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
19 -0,0572149 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
20 -0,0278431 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
21 -0,0255711 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
22 0,0328468 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
23 0,00454942 0,0445435 -0,0873039 0,0873039
24 -0,0468745 0,0445435 -0,0873039 0,0873039

e Test du Portmanteau
Ce test est basé sur les 24 premieres auto-corrélations des réesidus, les resultats du test montrent une
valeur de P = 0,0695338 qui est supérieure ou égale a 0.01, donc on ne peut pas rejeter I’hypothése
nulle que les résidus sont indépendants avec un intervalle de confiance de 99%.

Test de Box-Pierce

Hypotheése nulle : résidus indépendants
Valeur calculée de la statistique Q = 32,4825
Valeur de P = 0,0695338

e Test de nullité de la moyenne

La moyenne des résidus est de -0,14211, leur médiane est de -1,68954 et la variance est de
203,675 . La Figure 11.3.69 montre la variabilité temporelle de ces derniers autour de leur moyenne.
Les résultats du test t de Student montrent une valeur P= 0,823199 qui est supérieure a 0.05 ce qui
implique que I’hypothése nulle de nullité de la moyenne des résidus ne peut pas étre rejetée a 95%
de confiance.

Test t de Student

Hypothése nulle : moyenne = 0,0

Alternative: non nulle.

Valeur calculée de la statistique t =-0,223549
Valeur de P =0,823199
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Les résultats de ces tests montrent bien que les résidus du modéle SARIMA(0,0,1)(0,1,1)1,
forment bel et bien une séquence bruit blanc de moyenne nulle et de variance 203,675.

11.3.2.10.5 Prédiction

En permettant au modéle retenu SARIMA(0,0,1)(0,1,1);, de faire de la prédiction en arriére
nous pouvons obtenir les prédictions correspondant aussi bien a la période ou les données sont
disponibles qu’a celle ou ces derniéres ne le sont pas. Le Tableau 11.3.110 présente les prédictions
des 24 données futures pour la période ou les données ne sont pas disponibles, avec les résidus
correspondants. Les prédictions de ces 24 données futures sont présentées avec leurs intervalles de
confiance a 95%. Ces limites de confiance indiquent ou va étre située la vraie valeur a une période
déterminée dans le future, dans I’hypothése que le modéle ajusté est adéquat aux données en
question. Tandis que les prédictions correspondant a la période ou les données sont disponibles avec
les résidus correspondants sont présentées en annexe A.11.3.10.

Les prédictions obtenues par le modele, tel que présenté par la Fig. 11.3.70, suivent en général
I’allure des données observées qui sont représentées par des points carrés sur la dite figure. Pour la
période ou les données ne sont pas disponibles, les prédictions obtenues pour les 24 mois futurs
suivant la fin de la série sont représentées avec leurs limites tracees a 95% de confiance.
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Tableau 11.3.110 Prévisions des apports mensuels a
REMCHI pour les 24 mois futurs

Période Prédiction - 1C 95% +1C 95%
517,0 -1,82661 -36,7459 33,0927
518,0 -0,276403 -35,4236 34,8708
519,0 1,06172 -34,0855 36,2089
520, 0 4,7815 -30,3657 39,9287
521,0 8,23857 -26,9087 43,3858
522,0 6,7404 -28,4068 41,8876
523,0 12,1129 -23,0343 47,2602
524,0 8,71222 -26,435 43,8594
525,0 3,89791 -31,2493 39,0451
526,0 -0,405124 -35,5524 34,7421
527,0 -1,71833 -36,8656 33,4289
528,0 0,627778 -34,5194 35,775
529,0 -1,89176 -37,058 33,2745
530,0 -0,453081 -35,6196 34,7135
531,0 0,88504 -34,2815 36,0516
532,0 4,60483 -30,5617 39,7714
533, 0 8,06189 -27,1046 43,2284
534,0 6,56372 -28,6028 41,7303
535, 0 11,9363 -23,2303 47,1028
536,0 8,53554 -26,631 43,7021
537,0 3,72123 -31,4453 38,8878
538,0 -0,581802 -35,7483 34,5847
539,0 -1,89501 -37,0615 33,2715
540,0 0,451099 -34,7154 35,6176

11.2.3 RECAPITULATIF ET CONCLUSIONS

L’application de la méthode de Box-Jenkins a la modélisation stochastique des apports liquides

mensuels observés aux 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie, est récapitulée dans les
Tableaux 11.3.111 et 112.

Les résultats de cette modeélisation montrent pour chaque série chronologique, le modéle
SARIMA obtenu ainsi que le pourcentage de la variance qu’il explique, en plus des statistiques des
erreurs de prédiction obtenues pendant la période d’estimation et la période de validation.

Il est clair que la partie structurée des séries chronologiques mensuelles est plus forte que
celle des séries chronologiques annuelles. Ceci est dii a I’existence de la composante saisonniere qui
crée une sorte de dépendance au sein des données, et qui fait que les modeles SARIMA obtenus
prennent mieux en charge I’explication de la variabilit¢ des séries considérées, avec un taux
d’explication moyen de 55% de la variance totale qui est presque le double du taux d’explication
des modeles annuels. Ces modeles s’adaptent mieux aux données, car les statistiques des erreurs
sont plus faibles en moyenne pendant la période de validation comparativement a la periode
d’estimation et les prédictions qu’ils produisent sont satisfaisantes.
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Tableau 11.3.111 Récapitulatif des principaux résultats obtenus a 1’échelle mensuelle.

N°  Station N DIFF o? Modéle o? o? TEM TEV
(totale) (calculée) (expliquée en % )
01 Ain berda 372 gzgéD=1 10 SARIMA(1,0,0)x(0,1,1)1, 4,17 58,3 OK NON
02 Béni bahdel 828 gj,zDzl 103,73 SARIMA (1,1,1)x(2,1,1)1 39,37 62 OK NON
03 Bouchegouf 108 gi?gDzl 339, 98 SARIMA (1,0,0)x(0,1,1) 1 158,28 53,4 NON OK
04 Bouhnifia 708 gziéD=l 443, 5 SARIMA(1,1,1)x(0,1,1), 128,29 71 OK NON
05 Cheffia 324 gziéD:l 849, 9 SARIMA(1,1,1)x(0,1,1), 291,35 65,7 OK OK
06 Ksob 104 giggDzl 29,34 SARIMA (0,0,3)x(0,1,1) 1 12,83 56,2 OK OK
07 Mefrouche 600 gzgéD=1 5,06 SARIMA(1,0,0)x(0,1,1)q, 2,80 44,6 OK OK
08 Mirebeck 304 gzgéD=l 4802, 36 SARIMA(2,0,0)x(0,1,1)q, 2020,58 58 OK NON
09 bierre du chat 504 giigDzl 209 SARIMA (1,0,0)x(1,1,1) 1 443,3 37,4 OK NON
10 Remchi 516 gzgéD=1 351,96 SARIMA(0,0,1)x(0,1,1)q, 203,67 42 OK NON
Moyenne 764,48 330,48 54,86

Notation : N : nombre de données ; DIFF

- différenciation ; o (Totale) : variance totale aprés la différenciation ; o2 (calculée): variance calculée des résidus ; o?(expliquée en %) :
variance expliquée en pourcentage ; TEM :test d’égalité de la moyenne ;TEV :test d’égalité de la variance.

Tableau 11.3.112 Statistiques des erreurs des modeles ajustés a I’échelle mensuelle.

s -
N° Station EQM EAM EM
Période Période de Période Période de Période Période de
d’estimation validation  d’estimation  validation  d’estimation  validation
01 Ain berda 4,74 2,79 1,05 0,96 0,009 0,17
02 Beni bahdel 47,34 15,85 3,30 2,46 0,13 -0,39
03  Bouchegouf 177,65 103,25 7,16 6,00 -0,05 -0,97
04 Bouhnifia 155,90 64,03 5,57 4,13 1,20 -0,10
05 Cheffia 301,22 246,25 9,91 9,70 0,23 -1,33
06 Ksob 13,01 12,98 2,41 2,13 -0,31 0,83
07 Mefrouche 3,59 1,18 0,99 0,066 0,05 -0,23
08 Mirebeck 2428,46 1240,27 24,39 19,36 -0,55 6,00
09 Pierre du chat 615,17 200,86 12,18 9,54 2,46 -5,49
10  Remchi 314,07 39,60 7,71 4,28 1,39 -2,48
Moyenne 406,11 192,70 7,46 5,92 0,45 -0,39

Notation : EQM :erreur quadratique moyenne ; EAM :erreur absolue moyenne ;EM :erreur moyenne.
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Les principaux résultats peuvent étre résumes comme suit:

7.

10.

11.

Pour cette catégorie de données, 1’existence de la variabilit¢ saisonniére compromet
largement la normalité des séries considérées. En effet, il se trouve que pour la totalité des
stations les coefficients de la skewness et la kurtosis standardisées sont en dehors de
I’intervalle + 2, indiquant les limites pour une distribution Normale. Dans le but de se
ramener a la Normalité et satisfaire 1’'une des hypothéses de base de la méthode de Box-
Jenkins, les transformations de type logarithmique ou racine carré se sont avérées
suffisantes parmi toute la panoplie de transformations proposees par le logiciel de travail
SGWIN+.

Les stations hydrométriques étudiées ont toutes été sujettes a une instabilité dans la
variance ou la moyenne ce qui confirme le caractere non stationnaire des séries
chronologiques des apports mensuels et nécessite des transformations mathématiques de ces
dernieres. A cet effet, les transformations visant la stationnarité des séries chronologiques
étudiées ont été pour la totalité des différenciations saisonniéres d’ordre 1 (D=1). Cette
transformation permet d’éliminer la variation saisonniére qui est de 1’ordre de 12 en
permettant une stabilité dans la variance. En plus de cette différentiation saisonniére, une
autre différenciation mais de type régulier d’ordre 1 (d=1) a été appliquée aux données des
stations BENI BAHDEL, BOUHNIFIA et CHEFFIA afin de stabiliser le niveau de leur
moyenne.

L’application de la méthode de Box-Jenkins aux données mensuelles met en évidence
I’importance de la contribution saisonniere dans la variabilit¢ des séries de données
considérées. En effet, pour la totalité des stations la partie structurée en moyenne représente
un peu prés de 57 % de la variation totale ce qui présente un peu plus du double de la
variabilité moyenne expliquée par les modéles annuels.

La modélisation des apports mensuels par la méthode de Box-Jenkins a conduit a la
détermination de différents modéles saisonniers SARIMA qui sont simples et également
parcimonieux. Les termes AR dans ces modeles sont en général d’ordre 1 sauf pour
REMCHI, et KSOB ou ce terme est réduit a zéro ou encore pour MIREBECK ou ce terme
est de I’ordre de 2. Ce résultat est conforme au sens physique car I’apport du mois présent
dans n’importe quel cours d’eau est étroitement li¢ a I’apport du mois passé, cette relation
peut étre éventuellement étendue au mois avant le mois passé par le biais des écoulements
hypodermiques. Cela dit, les termes MA et SMA sont en général de I’ordre de 1, ce qui a
également un sens physique puisque cela peut étre attribué a la contribution aléatoire de la
précipitation par exemple. Parmi les modéles obtenus le SARIMA(1,0,0)(0,1,1);, revient 3
fois sur 10, le SARIMA(1,1,1)(0,1,1);, revient 2 fois sur 10, ceci ne peut pas nous conduire
a une conclusion quant au modele qui peut étre adopté pour les apports mensuels dans la
partie Nord d’ Algérie, pour cela I’extension de 1’étude a toutes les stations hydrométriques
disponibles est fortement recommandée.

Pour I’estimation des modeles SARIMA, les séries chronologiques ont été divisées en deux
périodes : la période sur laquelle I’estimation des paramétres du modele est réalisée qui
représente en général les 2/3 des données et la période sur la quelle la validation de ce
modele est effectuée et qui représente le 1/3. Une fois le modeéle estimé et validé, il a été
employé a la prédiction en avant comme en arriere. Les erreurs de prédiction obtenues
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12.

alors sur les deux périodes forment un des criteres marquant la performance du modele en
question. En effet, il est clair d’aprés le Tableau 11.3.88 que la moyenne de 1’erreur
quadratiqgue moyenne (EQM) des 10 modeles ajustés est visiblement meilleure sur la
période de validation comparativement a la période d’estimation. La méme chose peut se
dire de la moyenne de I’erreur absolue moyenne (EAM) ou encore de celle de I’erreur
moyenne (EM). Ceci est sans doute la traduction de la validité de ces modéles dans la
formulation du processus étudié et une indication sur la performance de ces derniers quant a
la prévision.

Pour les 10 stations étudiées, il faut noter que les 10 modeéles correspondants produisent
tous des résidus qui forment un bruit blanc gaussien. Il faudra noter cependant, que lorsqu’il
s’agit de la stationnarité de ces derniers les deux points suivants sont a soulever : d’une
part, remarquons que le test d’égalité de la moyenne sur la période d’estimation et de
validation est vérifié pour 9 stations parmi 10 de la présente étude ; ce qui renforce la
stationnarité de la moyenne et consolide la performance des mod¢les ajustés. D’une autre
part, nous constatons que le test d’homoscédasticité n’est vérifié que pour 4 stations. Ce
défaut de stationnarité dans la variance est obtenu inévitablement avec le meilleur modéle
selon la méthodologie de Box-Jenkins, il refléte la nature « un peu naturelle » des résidus et
peut étre di a la complexité de la variation saisonniére qui n’est pas bien prise en charge
par les techniques de dessaisonalisation de Box-Jenkins (Koutsoyiannis, 2001).
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CONCLUSION 11

La problématique dans cette seconde partie était d’abord de trouver un modele pratique pour la
prédiction des apports de rivieres au Nord d’Algérie, et ensuite de 1’estimer. Afin de répondre a ces
préoccupations, I’analyse des séries chronologiques que nous avons effectuée jusque la, a conduit
pour chacune des 10 séries considérées, a la construction d’un modéle pour la variable hydrologique
des apports, aussi bien au pas annuel que mensuel. Ce modeéle pratique approche le plus possible le
processus générateur qui est inconnu et de nature stochastique, et les prédictions qu’il procure sont
acceptables de maniere générale.

Le chapitre 1.1 présente une orientation vers un type particulier de modéles paramétriques :
les modeles ARMA. A cet effet, la méthodologie de Box-Jenkins pour la modélisation stochastique
des séries chronologiques y est exposée avec les étapes principales correspondantes, au méme titre
que les outils mathématiques indispensables a 1’accomplissement de chacune de ces dernieres. Un
accent particulier a été mis sur les hypothéses de normalité et de stationnarité sur lesquelles
reposent les fondements théoriques de la méthode, et la structure de dépendance interne des
données qui est a la base de cette derniére a été mise en valeur ainsi que le caractere itératif de la
procédure. Enfin, nous avons exposé comment le modéle ARMA résultant peut étre mis en ceuvre
pour faire de la prédiction tout en indiquant les intervalles de confiance de ces derniéres.

Dans les chapitres 11.2 et 11.3, nous avons exposé en détail et pour chacune des 10 stations,
comment la méthode de Box-Jenkins a été¢ mise en ceuvre dans le but de trouver le modele le plus
adéquat aux données observées. Le chapitre 1.2 a été consacré a 1’application de la dite méthode
aux données annuelles qui sont généralement stationnaires, normalement distribuées avec une faible
auto-corrélation dans leur structure de dépendance interne, tandis que le chapitre 11.3 concernait les
données mensuelles qui sont, au contraire caractérisées par une instabilité saisonniére au niveau de
la variance, par une distribution non normale et par une forte auto-corrélation réguliere et
saisonniére dans la structure de dépendance interne. Les résultats obtenus dans ces des deux
chapitres ont conduit a la détermination de modéles pratiques, simples et parcimonieux qui
représentent le plus possible le processus générateur de la variable hydrologique en question et
reflétent ’ampleur de la variabilité aléatoire de celle-ci et les prédictions obtenues sont acceptables.

L’usage de ces classes de mod¢les pour des fins hydrologiques telles que la prédiction est
devenu classique, mais il faut dire qu’ils sont toujours trés populaires et les résultats qu’ils
procurent sont toujours satisfaisants.

Cependant, ces types de modeles sont loin d’étre I’instrument mathématique idéal pour les
processus hydrologiques et ce pour plusieurs raisons :(1) 1’une de ces raisons principales est que ces
modeles reposent largement sur I’hypothése de Normalité alors qu’il est connu que les processus
hydrologiques, particulierement a un pas inférieur a I’annuel, s’¢éloignent de la distribution Normale
et tendent vers des distributions de type puissance. L’autre hypothése d’appui de ces modéles est la
stationnarité alors que le comportement saisonnier exhibé par les processus a une échelle inférieure
a I’année est complexe (type de distribution et structure de dépendance qui changent au sein de
I’année) et ne peut pas étre pris en charge par les techniques de dessaisonalisation de Box-Jenkins
(Koutsoyannis, 2006).(2) Les modeles Box-Jenkins qui se basent essentiellement sur la structure
de dépendance des series chronologiques ont tous une structure de dépendance de court terme,
c'est-a-dire une fonction d’auto-corrélation qui diminue exponentiellement avec le pas de temps,
alors qu’a 1’opposé les processus hydrologiques montrent une dépendance de long terme, c'est-a-
dire une déecroissance en puissance connue par le phénomeéne de Hurst (Koutsoyannis, 2005b). (3)
A T’exception des modeles simplifiés AR(1) ou ARMA(1,1) les modéles ne sont pas parcimonieux
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car ils font intervenir plusieurs parametres estimés a partir des données. En plus, les échantillons
statistiques tels que les séries chronologiques ne permettent pas I’estimation fiable de plusieurs
parameétres. Ceci est particulierement le cas des processus hydrologiques avec une dépendance de
long terme puisque ce comportement induit des incertitudes importantes par rapport aux processus
avec une dépendance de court terme (Koutsoyiannis, 2005a et b).(4) De nouveau, a I’exception des
modeles AR(1) et ARMA(I1,1), d’autres processus de la méme famille ne possedent pas de sens
physique et sont en plus utilisés dans un concept de boite noire(Koutsoyiannis et al., 2008).

La méthode de Box-Jenkins est toujours valable si I’on est a la recherche d’un modéle avec
une prise en charge de la nature stochastique d’un processus naturel quelconque et les résultats
qu’elle produit sont toujours satisfaisants en prévision (Boukharouba et al., 2002 ; Boukharouba
& Kettab, 2003b ) et en simulation (Boukharouba & Kettab, 2003a, 2005b, 2006). Cependant,
les contraintes imposées par la méthode sur le processus naturel, telles que la stationnarité ou encore
plus la Normalité font de ces modeles loin d’étre I’instrument mathématique idéal pour ce type de
probléemes. Ceci fait appel a d’autres outils mathématiques qui répondent mieux a la nature
dynamique et au comportement saisonnier des processus hydrologiques. C’est I’une des raisons qui
justifient le recours au Filtre de Kalman qui sera abordé dans la troisieme partie de ce travail.
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PREAMBULE Il

La prédiction peut étre définie comme le comportement futur probable d’un processus et la
confiance qui lui est assignée dépend de la nature du processus étudié et de la qualité de
I’adéquation du modele adopté (Brown and Hwang ,1997). Dans ce contexte, il est important de
distinguer entre les deux modes avec lesquels un modéle de prédiction peut fonctionner. En mode
de simulation, on peut utiliser les sorties du modele comme nouvelles entrées dans le calcul de
nouvelles sorties mais, il est exclu d’utiliser la sortie observée comme entrée du modele. Par contre,
en mode adaptatif, la sortie courante du modele peut étre basée sur les sorties observées antérieures
du systeme. Dans la prédiction en temps réel, il est nécessaire de travailler dans le mode adaptif, ce
qui implique ’utilisation d’un modele ayant une structure rétroactive qui fait que la sortie du
modele au temps présent est reliée aux sorties observées précédentes, c’est le cas du filtre de
Kalman (FK).

Le FK est une version moderne et probabiliste du concept des moindres carrés qui se base
sur la description du systéme en se basant sur la notion d’état, il peut étre définit d’une manicre
simple comme étant un algorithme optimal et récursif de traitement de données. Son principe est
simple, il consiste a combiner deux estimations indépendantes pour former une estimation pondérée
ou prédiction. La premiére estimation peut étre une prédiction a-priori ou une estimation basée sur
une information a-priori, la seconde, une prédiction basée sur la nouvelle information (nouvelle
mesure). L’objectif du FK est justement de combiner ces deux pieces d’information afin d’obtenir
une estimation améliorée et son grand avantage est de procurer avec précision la covariance des
erreurs de prédiction qui constitue en soi un critére d’optimalité. Un autre aspect d’optimalité¢ du
filtre de Kalman c’est qu’il incorpore toute I’information disponible sur le systeme et ses
perturbations et peut étre amorcé avec le minimum d’information disponible.

L’optimalité des résultats obtenus depuis sa mise en application dans les années soixante du
siécle dernier jusqu’a ce jour, fait du filtre de Kalman I’outil favori des ingénieurs et chercheurs
travaillant dans les domaines ou la prédiction ou 1’estimation lin€aire sont requises.

En effet, depuis son introduction par Kalman (1960) et ses applications initiales par Kalman et
Bucy une année apres (Kalman et Bucy,1961), le filtre de Kalman n’a pas cessé d’intriguer les
chercheurs . Plusieurs recherches théoriques ont été stimulées par les probléemes rencontrés lors de
I’application de ce filtre a des problémes pratiques entre autres (Jazwinski, 1969), et depuis on a
constaté I’explosion de son application a des problemes divers dans plusieurs domaines d’intérét.
L’une de ses applications particuliéres est la navigation autonome et assistée dans la dynamique des
navires et des avions (Menaham, 1983), (Boone, 2000) et récemment dans I’automatisme (Welsh
et al., 2001; Welch et Bishop, 2003). Dans les sciences de la terre et de 1’environnement nous
pouvons citer a titre d’exemple (Alpuim et Barbosa, 1999 ; Bertino et al 2002 ; Brammer et al.
1983 ; Guy, 1983 ; Schreider et al. 2001 ; Sorenson, 1970; ) parmi tant d’autres, en economie
(Gourrierroux et Montfort, 1990 ; Granger ,1986 ), en procédés industriels (Bialkovski, 1983) et
en systemes énergétiques (Wallace et Clarke, 1983).

Ce puissant outil a également éte appliqué a une variété de problemes hydrologiques (Hino,
1973) ou a des problémes en relation avec 1’eau (Todini et Boillot, 1975) car ces derniers sont
souvent sujets a des influences aléatoires d’origines inconnues (Bras et Rodriguez, 1993). Son
avantage est la prise en compte de la variabilité temporelle du modele, des parameétres et des
variances des bruits, ainsi que la procuration de la covariance des erreurs de prédiction d’une
manicre précise. L’une des applications intéressantes du filtre de Kalman est 1’assimilation des
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données (Bertino et al., 2002; Hartnack et Madsen, 2001; McLaughlin, 2002; Troch et al.,
2003). Un autre domaine particulier ou le filtre de Kalman a également ét¢ 1’objet d’une large
recherche et application est I’estimation et la prédiction hydrologique (Schreider et al., 2001,
Husain, 1985; Georgakakos et Smith, 1990).

En ce qui concerne I’application de la théorie du filtrage optimal en hydrologie, les
contributions les plus significatives peuvent étre retracées chronologiquement par les stations
suivantes :

Jazwinski (1970) dans son livre, présenta un traitement unifié de la théorie de filtrage pour les
systemes linéaires et non linéaires, en insistant suffisamment sur son application afin de rendre
possible son utilisation par le lecteur. Des résultats du filtrage non linéaire sont dérivés en premier,
ensuite ils ont été spécialisés aux systemes linéaires. Le traitement du filtrage linéaire inclut la
stabilité du filtre ainsi que la sensitivité des erreurs du modele. La performance de ces filtres non
linaires a été analysée d’une maniére tres critique.

D’un autre coté, Gelb (1974) présenta le premier livre sur I’estimation optimale par le filtre de
Kalman qui placa son importance majeure dans ses applications pratiques. Ceci dit, les concepts
théoriques et mathématiques du filtre de Kalman sont introduits et suffisamment développés ce qui
attribut au livre la particularit¢ d’une source assez compléte pour 1’enseignement du lecteur sans
qu’il y ait besoin de connaissance des principes de base du domaine.

Chiu (1978) présenta un livre qui regroupe des lectures et des articles présentés a Chapman
conférence sur les applications théoriques et techniques du filtre de Kalman en hydrologie, en
hydraulique et aux ressources en eau, de 1’American Geophysical Union. L’objectif de la
conférence ¢était de donner au filtre de Kalman un plus grand angle d’ouverture pour les
scientifiques de I’eau en donnant une introduction au fondamental du Filtre de Kalman théorie et
technique, d’identifier et illustrer les cas utilisant le filtre de Kalman en hydrologie ; hydraulique et
ressources en eau et de déterminer les directions d’études futures et finalement d’investir les
domaines ou les applications du FK sont plus effectives. Cet ouvrage couvre le filtre de Kalman et
d’autre estimateurs, avec des applications du FK & un spectre extensif de sujets en hydrologie,
hydraulique et les ressources en eau, tel que le design de I’expérimental , ou les systémes moniteurs,
études de systemes pluie —débit, la modélisation et prévision des débits de rivieres, I’hydraulique
des écoulements et d’autres processus de transport dans les cours d’eau et dans les rivieres, les
¢tudes de qualité d’eau, les problémes d’eau souterraines, et d’autres domaines de ressources en eau

et de géophysique.

La théorie mathématique du FK et ses implications ne sont pas bien compris méme parmi la
multitude d’ingénieurs et de mathématiciens appliqués. En fait, la plus part des praticiens sont juste
informés des algorithmes de FK et non pas pourquoi ils fonctionnent si bien.

Chui et Chen (1987) ont apporté des réponses a quelques unes de ces questions en présentant
littéralement une discussion détaillée de sa théorie mathématique et ses applications variées a des
problemes élémentaires en temps réel. Une dérivation tres élémentaire des équations du filtrage a
d’abord été présentée pour comprendre 1’optimalité du FK. Le filtrage des systéemes non lin€aires
avec une application a I’identification adaptative des systémes est également discuté dans le méme
livre. En plus, la limitation de la théorie de FK dans I’espace-état et les schémas de calcul efficaces
tels que les algorithmes séquentiels et de racine carrée sont inclus pour des objectifs d’application
en temps réel.
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La planification effective , le dimensionnement et 1’exploitation de n’importe quel systéme de
ressource en eau, dépend de volume d’eau disponible qui peut étre déterminé par 1’étude des
caractéristiques statistiques de plusieurs séries hydrologiques telles que les précipitations, les débits,
les niveaux d’eau souterraines etc. , ¢’est pour cela que le concept de modéles multi-variés devient
tres demandé. Les modeles multi-variés mettent en jeu de grandes matrices dont I’inversion crée des
difficultés mathématiques et computationnelles non négligeables. Sen (1980) présente un modele de
désagregation multi-site récursif qui conduit a une prédiction optimum d’événements saisonniers a
partir de séquences annuelles observées a ces sites. Dans son modele, une technique de partition a
été employée avec la théorie du filtrage linéaire de Kalman et Bucy ce qui inclut des difficultés
computationnelles en particulier dans I’application a des systémes de grandes dimensions.

Sen(1991) a combiné le FK avec les séries Walsh orthogonales qui sont proposées comme un
modele effectif au calcul des périodicités dans les séries hydrologiques observées. Cette
combinaison a conduit a une procédure de prédiction en temps réel des variables d’état qui sont de
variables hydrologiques mensuelles. Une application générale est effectuée pour des volumes de
débits et de pluie mensuelle. La méthode a été appliquée a des données mensuelles de débits de
rivieres observées en Turquie et aux USA, ainsi qu’aux précipitations mensuelles d’ Arabie Saoudite
comme representative des zones extrémement arides. La comparaison avec les résultats déja
disponibles, indique que la combinaison des fonctions Walsh avec le FK conduit a de meilleures
prédictions adaptatives que les séries de Fourrier. En termes de temps et mémoire de calcul, les
fonctions Walsh est I’approche la plus économique parce que leurs propriétés de linéarité,
orthogonalité et symétrie résultent dans les opérations de base d’adition et soustraction seulement.

Ahsan and Connor (1994) ont revu quelques unes des applications de la technique du FK dans
la prévision des apports de rivieres. Il a été argumenté que le minimum de I’erreur moyenne
quadratique de la prévision telle qu’obtenue par le FK est identique avec ceux obtenues en utilisant
la méthode conventionnelle de Box et Jenkins pour la prévision des séries temporelles d’apports de
rivieres, quand le modele est un ARMA dont les données correspondantes sont libres de toute erreur
de mesure. Cependant, dans 1’hypothése de présence de bruits de mesure dans la série
chronologique des apports de riviéres, 1’utilisation du FK marque sa supériorité.

Le FK est I’approche la plus générale a 1’estimation statistique et la prédiction. Il a ét¢ montré
par Harrison et Stevens (1975a,b) que toutes les méthodes de prédiction sont des cas spéciaux du
FK. Ce Filtre permet des changements de modele, de parametres et de variances. La difficulté avec
le FK est que plusieurs questions techniques n’ont pas encore ¢té répondues d’une maniére
satisfaisante. L’approche elle-méme ayant évolué au sein des applications dans I’engineering. Par
conséquent, plusieurs statisticiens et chercheurs opérationnels connaissent peu sur lui, ou le trouvent
difficile a comprendre par ce qu’il est souvent formulé dans 1’espace d’état. En plus, plusieurs
difficultés pratiques existent encore telles que les estimations initiales des paramétres, variances,
covariances ainsi que la matrice de transition.

Latif (1999), a développé une technique de FK et son application a des précipitations en
Turquie. Son software reste applicable a n’importe qu’elle série de mesure de précipitations dans
n’importe qu’elle région du monde.

Parmi les publications les plus récentes référant a 1’application du filtre de Kalman nous
pouvons citer a titre d’exemple Sen et al. (2004), Moradkhani et al.(2005), Weerts et El Serafy
(2006) et Ouachani et al. (2007).

Concernant la modélisation et la prédiction des processus d’écoulements souterrains ou de
surface, Bergman et Delleur (1985) ont utilisé le filtre de Kalman pour la prédiction des
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écoulements journaliers, Ngan et Russel (1986) ont étudié le filtre de Kalman combiné avec les
modeles ARMAX pour les écoulements journaliers, Jimenez et al. (1989) ont essayé moyennant
le filtre de Kalman d’identifier des modeles PARMA (periodic autogressive-moving average) pour
des ecoulements mensuels, Awwad et Valdés (1992) ont appliqué le filtre de Kalman afin
d’identifier des modéles ARMAX multi-site pour les écoulement journaliers, et Awwad et al
(1994) ont utilisé le filtre de Kalman et les modéles ARMAX dans la prévision multi-site des
écoulements avec plusieurs intervalles a I’avance et a un pas de temps de 6 heures.

En Algérie et jusqu’a ce jour, la recherche bibliographique a montré que les modéles
dynamiques basés sur la description d’état n’ont jamais eu une véritable chance d’étre appliqués a la
prédiction hydrologique et ce malgré le succes remarquable observé depuis I’introduction de ces
derniers dans les années soixante. Particulierement dans le domaine de I’eau, cette technique a
contributions modestes dans ce domaine (Boukharouba, 1996), (Boukharouba et Mokrane |,
1997), (Boukharouba et Kettab, 2000), et (Boukharouba et Kettab, 2006) mais qui sont restées
inexploitées malgré la qualité des résultats obtenus. L’usage du filtre de Kalman pour des fins
hydrologiques telles que la prédiction ou la simulation peut étre d’un grand apport pour les
décideurs du secteur de I’cau ainsi que pour les autres opérateurs et partenaires economiques,
industriels et environnementaux. L’une des raisons majeures qui n’encouragent pas le recours au
FK est justement cette notion d’état et la représentation du systeme dans son espace. Une autre
difficulté réside dans la détermination des conditions initiales entre autres les matrices de
covariance des erreurs du systeme et de la mesure.

Cette troisieme partie de la these présente une contribution au comblement de cette lacune dans
le domaine de la prédiction hydrologique en Algérie, son objectif est justement 1’étude de
I’applicabilité de la technique du FK discret a la modélisation et la prédiction multi-Site des apports
annuels des riviéres au Nord d’Algérie, ainsi que 1’amélioration des erreurs de prédiction. Le
modele recherché serait un moyen de prédiction en ligne qui non seulement procure des prédictions
multi-sites optimales mais aussi des prédictions qui tiennent en compte la nature dynamique du
systeme hydrologique concerné. Le premier chapitre sera dédié au filtre de Kalman proprement dit,
ou I’accent sera mis sur le modele mathématique en continu et en discret, sur I’algorithme de calcul
et enfin sur les conditions de son application. Le second chapitre en sera une application pratique.
C’est un travail de modélisation stochastique pour la prédiction multi-site ayant pour objet les séries
chronologiques des apports liquides annuels observés a dix stations hydrométriques au Nord
d’Algérie de 1968 a 1992.
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Chapitre 111.1

LA METHODE DU FILTRE DE KALMAN

111.1.1 INTRODUCTION

D’une maniere générale, la méthode de Kalman est une version moderne et probabiliste de
la méthode des moindres carrés, qui concerne essentiellement les systemes linéaires (Kailath, 1977)
ce qui nous conduit a faire quelques rappels a leur sujet au paragraphe suivant. C’est une méthode
d’estimation qui introduit la notion d’état, dans la représentation du systéme physique étudié et se
base sur la notion de filtrage optimal (Lewis, 1986), d’ou son appellation : Filtre de Kalman (FK).
C’est un outil mathématique assez performant qui est entrain de jouer un rdle de plus en plus
important dans toutes les filiéres des sciences de I’ingénieur. En effet, Le FK permettant de donner
une estimation de 1’état de systéme a partir d’une information a priori sur I’évolution de cet état et
de mesures réelles, il est utilis¢ a des fins de prédiction a court terme et des fins d’identification
paramétrique (Mandelbrot &Wallis, 1968), (Wood & O’Connell, 1985).

Son grand avantage, pour nous en tant qu’ingénieurs, c’est qu’on n’est pas obligé d’étre un
génie en mathématiques pour pouvoir comprendre et utiliser ce Filtre d’'une maniere efficace.

Cependant, avant de rentrer dans les détails propres du filtre de Kalman, les premiéres
questions qui surgissent sont d’abord (1) qu’est-ce qu’un FK ? (2) Qu’est ce qui justifie le recours a
un tel outil, dans le cadre de cette thése ?

Pour répondre a la premiére question, le FK peut étre définit d’une maniére simple comme
étant un algorithme optimal et récursif de traitement de données (Maybeck, 1979).

Dans cette définition, le terme «optimal » peut étre approché de différentes facons
dépendamment des critéres choisis pour évaluer la performance du filtre. Un des aspects de cette
optimalité est que le FK incorpore toute I’information qui peut lui étre procurée. Il traite la totalité
des mesures disponibles, indépendamment de leur précision, pour estimer les valeurs courantes des
variables d’intérét. Ceci est fait en utilisant (1) la connaissance des modéles dynamiques du systeme
et des mesures (2) la description statistique des bruits du systeme, des erreurs de mesure ainsi que
les incertitudes dans les modeéles dynamiques (3) n’importe qu’elle information disponible sur les
conditions initiales des variables en question. Cela étant, I’aspect principal de cette optimalité est
que le FK combine toute cette information disponible pour produire une estimation des variables en
question, de telle sorte que I’erreur d’estimation est minimale.
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Le terme «récursif » dans la description précédente, veut dire que le FK n’exige pas de
garder ou stocker en mémoire D’intégralit¢ des données précédentes, pour é&tre prises en
considération dans les calculs, a chaque fois qu’une nouvelle mesure lui est fournie. Ceci est une
propriété trés importante qui rend I’implémentation du filtre tres pratique.

Cela dit, le FK peut alors étre considéré comme tout juste un algorithme de traitement de
données dans un processeur central. Comme tel, il incorpore des échantillons de mesures discretes.

Conceptuellement, ce que n’importe quel filtre essaye d’obtenir c’est une estimation
« optimale » des variables en question a partir des données procurées par un environnement bruité.
Il s’agit d’extraire une information utile a partir d’une information bruitée. Le terme « optimale » ici
veut dire minimum d’erreur. Pour aboutir a cet objectif, il existe plusieurs approches entre autres,
I’approche de Bayes (Harrison & Stevens, 1975b). Si on adopte le point de vue de Bayes, alors on
souhaiterait un filtre qui propage la densité de probabilité conditionnelle des variables en question,
conditionnée par la connaissance des données actuelles provenant des systémes de mesures.

La probabilité de la valeur d’une quantité scalaire x au temps i , x(i), conditionnée par la
connaissance des mesures z jusqu’au temps i : ( z(1) = z; , z(2) = z, ,..., z(i) = z; ) est tracée en
fonction des x(i) possibles, pour donner le tracé de la fonction de densité de probabilité
conditionnelle notée : fyi)/(1)2(2),2¢) (X/21 , Z2, ..., Z;). Cette fonction contient toute I’information
disponible sur x(i), elle indique pour la valeur donnée de toutes les mesures jusqu’a I’instant i , ce
que serait la probabilité de x(i). Elle est appelée « conditionnelle » car sa forme et sa localisation
sur ’axe des x dépendent des valeurs des mesures prises. Sa forme révele sur le taux de certitude
que I’on a sur la connaissance de la valeur de x : Si le tracé de la fonction de densité de probabilité
conditionnelle est proche d’un « pic » cela signifie que la plupart de la probabilité est concentrée
autour d’une plage de valeurs de x, on est alors plus surs de la valeur de x. Si le tracé est plus
disparate et plus plat, cela signifie que 1’on est moins surs de la valeur de x.

Une fois une telle densit¢ de probabilité conditionnelle propagée et tracée, 1’estimation
« optimale » peut alors étre définie. Les choix possibles peuvent inclure :
(1) La moyenne : la valeur de x correspondant au centre de masse de la probabilité
conditionnelle.
(2) Le mode : la valeur de x correspondant au maximum de probabilité conditionnelle.
(3) La médiane : la valeur de x telle que 50% de probabilité soit a sa gauche et 50% de
probabilité soit a sa droite.

Le FK performe cette propagation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle,
pour les probléemes dans lesquels le systeme peut étre décrit par un modele linéaire et dans lesquels
les bruits du systeme et de la mesure sont blancs et gaussiens (Brown & Hwang, 1997). Dans ces
conditions, la moyenne, le mode et la médiane coincident, de telle sorte qu’il existe en fait, une
estimation « meilleure » unique de la valeur de x. En d’autres termes, dans ces trois conditions, le
FK est le meilleur filtre parmi toutes les formes concevables, dans le sens ou I’estimation qu’il
fournit est une estimation a variance minimum (Welch & Bishop, 2003). Ceci est la raison
principale qui justifie notre recours, dans le cadre de cette these, a un tel outil mathématique parmi
tant d’autres.
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111.1.2 LES SYSTEMES LINEAIRES

II1.1.2.1 Variables et équations d’état

Nous considérons un systéeme dont 1’état est défini par un ensemble (fini) de variables d’état
X1(t), X,(t), ..., X, (t) obéissant a un systéme d’équations de la forme suivante :

del
W = A11X1 + A12X2 + -+ Alan + Bl
dX

9 d_tz = A21X1 + A22X2 + -+ AZnX1 + BZ (IH 11)
dx,,

\W = An1X1 + An2X1 + -+ Aanl + Bn

Nous admettons que la variable indépendante t représente le temps, bien qu’il n’y ait la aucune
limitation essentielle. Les coefficients A;; peuvent étre constants, ou encore étre fonction réguliere

de t.

Les seconds membres du systéeme d’équations (III. 1.1) sont des formes linéaires des
variables d’état X; :on dit que ce systéme est linéaire.

Les variables d’état X; sont fréquemment assimilées aux composantes d’un vecteur a n
dimensions, appelé vecteur d’état.

Les coefficients 4;; peuvent étre constants ; le systeme est alors dit a coefficients constants.
Ces coefficients peuvent aussi étre fonction de la variable indépendante t ; le systeme est alors dit

« a coefficients variables ».
Lorsque les B; sont nuls, le systeme est dit homogéne (il est en effet de degré 1 par rapport a

I’ensemble des variables d’état).

111.1.2.2 Forme matricielle des équations d’état

Il est trés commode d’écrire (III.1.1) sous forme matricielle (Sorenson,1985). Dans ce but, on
considére :
— Une matrice colonne définissant le vecteur d’état
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X1(t)
X, (1)

X)) =

X (8)
— Une matrice carrée définissant les coefficients du systeme :

A(t) = |Aij Q]

— Une matrice colonne définissant I’excitation ou la commande du systéme :

By (t)
B,(t)
B(t) =

B, (t)

Dans ces conditions, le systeme (II1. 1.1) s’écrit simplement

X(@) = % = A(t)X(t) + B(t)

I11.1.2.3 Résolution des équations d’état (matrice de transition)

Etant donné une équation homogeéne :

X() = A(OX()
assortie de conditions initiales

X(to) = [X(O]=0
Il est en général possible de mettre sa solution sous la forme :

X(t) = p(tty)X(to)

(111.1.2)

(1. 1.3)

(111 1.4)

(1. 1.5)

(111 1.6)

(111.1.7)

@(tty), appelée matrice de transition, peut étre considérée comme un opérateur liniere transformant
X(tg) en X(t). On peut vérifier que cette matrice carrée est solution de 1’équation différentielle

matricielle suivante :

@) = A[)e(t)

(1. 1.8)
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Par sa définition méme, ’opérateur @ (tty), applicable a tous les instants t, et t, doit obéir aux
relations :

p(tt) =1 (matrice unité) (II1. 1.9)
o(tst)p(tyt) = @(tsty) (111. 1.10)
p(tat1) = ¢~ ((t2t) (1IL.1.11)

La matrice de transition ¢, définie a propos de la résolution du systeme homogeéne (III. 1.6), permet
de résoudre le systeme complet (II1. 1.5) ; en effet on démontre que la solution de (III. 1.5) peut étre
mise sous la forme suivante :

t

X(@) = o(tty) X(ty) + j<p(tf) B(t)dt (II1. 1.12)

to

—  X(tg) est lavaleur initiale de X(t) ;
— @(tty) estla matrice de transition ( solution de (III. 1.8) ) ;
— 7T estune variable d’intégration.

Le premier terme de (III.1.12), égal a I’expression (III. 1.7), décrit I’influence de 1’état
initial du systéme étudié. Le deuxiéme terme de (III.1.12) décrit I’influence de « I’excitation »
B(t) sur le systéeme.

Jusqu’a présent, nous avons considéré des variables d’état variant d’une maniére continue,
ce qui est d’ailleurs, en pratique, le cas d’un grand nombre de problemes. Dans ce qui suit, nous
allons nous intéresser aux suites de nombres obtenus par échantillonnage de ces variables d’état, a
des instants successifs (tg, t1, t2, ..., ti, ey ty )-

Dans le cas d’une équation homogene, le passage de X (t,_1) a X(t;) se fait exactement, par
application de (III. 1.7) ; on a simplement :

X(t) = Qrx-1X(t-1) (1I1. 1.13)

Avec
Ok k-1 = @(tpty,—1) (matrice de transition)

Dans le cas d’une équation compléte (II1. 1.5), nous avons :

X(t) = Qrx—1X(Ex—1) + Fr1 (111.1.14)
Avec
Lk
F._1 = f o(t,t)B(t)dt (III. 1.15)
tk-1

L’équation (III.1.14) décrit 1’évolution des grandeurs d’état échantillonnées du systeme
étudié ; elle constitue la forme digitalisée de 1’équation (III. 1.12). Lorsque I’intervalle de temps
(tx—1ty) est suffisamment petit pour qu’on puisse assimiler ¢ ,_; a une matrice unité, et B(t) a
une constante (Bj_1), I’expression de Fj,_; se réduita
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Fk—l = Bk—l(tk_tk—l) (IH 116)

I11.1.3 CONDITIONS D’APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN

L’application du filtre de Kalman a 1’étude d’un systéme physique suppose que 1’on ait réussi a
représenter ce dernier par un systéeme d’équations linéaires (S) (Gelb, 1974). Par ailleurs, le filtre
lui-méme est également constitué d’un systéme d’équations linéaires (F). Les systémes (S) et (F)
peuvent présenter deux formes :

— continues, il s’agit alors d’équations différentielles ;

— digitales, il s’agit alors d’équations aux différences.

La théorie du filtre est moins difficile a établir sous la forme digitale, ceci nous incite
évidemment a ne considérer que la forme digitale du filtre de Kalman ; cependant, il se trouve que,
dans de nombreux cas, le modele mathématique représentant le systéeme linéaire a étudier est
constitué d’un systeme différentiel, auquel devrait donc étre normalement appliqué le filtre continu
de Kalman ; la solution habituellement adoptée consiste a digitaliser le modéle mathématique du
systéme, c’est-a-dire a le remplacer par un systéme d’équations aux différences équivalent, auquel
peut commodément étre appliqué le filtre de Kalman digital.

Ainsi, I’objet des paragraphes suivants va étre tout d’abord de préciser la forme du modele
mathématique décrivant le systéme physique étudié, puis de donner le moyen d’en effectuer la
digitalisation. Une autre alternative est de développer directement les équations du filtre de Kalman
dans le cas discret, comme nous allons faire dans le paragraphe 4 du présent chapitre (Grewal &
Andrews, 2001).

111.1.3.1 Modele mathématique adopté

L’état du systéme est représenté par un vecteur d’état (n x 1), X(t), obéissant a une équation de la
forme suivante :

ax(t
dg ) = A(®)X(@®) + F(t) + W(t) (Il1. 1.17)
matrice représentant f \
la dynamique vecteur Commande bruit du systeme
du systéme d’état (excitation) (bruit blanc)

D’apres (I11. 1.17), la solution de cette équation est :

t t
X(t) = @(tty) X(ty) + f(p(tr) F(t)dt + j(p(tf) W (t)dt (111.1.18)
to to
T N J J
Matrice de vecteur \ terme terme
Transition d’état commandé aléatoire

Initial
Par ailleurs, I’application du filtre de Kalman suppose que le systéme (S) est soumis a m
mesures portant sur certaines combinaisons linéaires des variables d’état (en particulier, les mesures
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peuvent porter sur les variables d’état elles-mémes). Ces mesures sont les composantes d’un vecteur
Z(t) obéissant a la relation suivante

Z({t) =H(®) X() + V(t) (111. 1.19)
Vecteur matrice vecteur bruit de mesure
De mesure de mesure d’état (bruit blanc )
(m x1) (mxn) (n x1) (mx1)

Le nombre des mesures m peut trés bien ne pas étre égal au nombre de variables d’état n ; la
matrice H est alors rectangulaire.

111.1.3.2 Digitalisation du modéle mathématique
e Digitalisation de ’équation de transition

Nous posons
Xt = X, (111. 1.20)

o (tte-1) = Prr—1 (111. 1.21)

Il en résulte que I’équation de transition (III.1.18) peut étre mise sous la forme récurrente
suivante :

Xe = Qri—1Xp-1+ Fro1+ Wiy (111. 1.22)

Les termes ¢y, ,—1X,—1 €t F,_1 sont obtenus par application des formules établies au paragraphe
(111.1.2.3), le terme aléatoire W), _; d’apres (I11. 1.15), admet pour expression

tk
Wk_lzf o(t, )W (1)dr (I11. 1.23)
tk—1
Ce qui implique
ty tk
EW,_, = Ej p(t, D)W (t)dt = J et D) EW (t)dt] dt (1. 1.24)
th—1 tr—1
= Z€ro

La valeur moyenne du terme W, _; est donc nulle.
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e Digitalisation de I’équation de mesure (I1I. 1.19)

Nous posons

Z(ty) = Z, (111. 1.26)
Dans ces conditions, 1’équation (III. 1.19) devient
Zy = Hy X + V, (111. 1.27)
Les V, formant une suite de vecteurs aléatoires respectant

EV, =0 (valeurs moyennes nulles) (1I1.1.28)
EV, V]-T = Ry 0y; (les Vj successifs sont nulles) (I11. 1.29)

Ces relations traduisent, sous forme digitale, les propriétés d’un bruit pseudo-blanc. La valeur R,
doit étre déduite des densités spectrales S; et des densités spectrales mutuelles S;  des
composantes v;(t) de V(t).

Nous avons :

(111. 1.30)

Sm1 Sm2 o Smm

Cependant, en pratique, il arrive fréquemment que les propriétés statiques des erreurs V, soient
simplement définies par une matrice de covariance, que 1’on égale a R, . Par exemple, si les erreurs
(Vk1, Vkz, ) Viem ), @ Uinstant t; , sont indépendantes et valent « a & » €&,y ... &y ONA:

Ek1 0 .. 0
2
R,=|0 & O (L. 1.31)
0 0 Exn

111.1.3.3 Les entrées et sorties du filtre de Kalman

Le but du filtre de Kalman est d’obtenir une estimation du vecteur d’état X,, = X(t,), compte tenu
des informations disponibles a un instant ¢, (suivant les cas, on peut avoir t, < ty, t, = ty, tq >
t;, ). Cette estimation est notée de la maniére suivante :
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[X(tp)] = Xp/q

Estiméen t, sachant
les informations disponibles jusqu’a ¢,

Le filtre fournit de plus les matrices de covariance des erreurs d’estimation
EX, —X,0 )Xy —Xp/g )T =Py (111.1.32)

Les grandeurs sont calculées pas a pas en fonction des donnees suivantes :
e Matrice de transition ¢y, ;1
e Matrice de mesure H,
e Estimation initiale du vecteur d’état, notée X, /0
e Covariance de ’erreur d’estimation initiale (X, — X, /0 ), hotée Py o
e Propriétés statistiques des bruits :
— Valeurs moyennes nulles

EV,=0 (111. 1.33)

EW,=0 (111. 1.34)
—  Matrices de covariance

EWW, =0 si(#k) (111. 1.35)

Eww," =Q, (111. 1.36)

EVV, =0 si(#k) (111. 1.37)

EV,V,T =R, (111. 1.38)

— Indépendance des bruits du systéeme et de mesure
SEWV" =0 (111. 1.39)
— Indépendance du bruit de mesure et de 1’erreur initiale d’estimation

= E Vi (Xo — Xos0)" =0 (111. 1.40)

Note
Il est possible de définir un filtre plus genéral pour lequel (39) est remplacée par

EWY" =88 (111. 1.39 bis)

291



Partie 111 chapitre 111.1 La méthode du filtre de Kalman

I11.1.4 MECANISME D’ESTIMATION DU FILTRE DE KALMAN

Afin d’aboutir au mécanisme d’estimation du Filtre de Kalman proprement dit, dont la structure est
composée de deux termes, I’'un déterministe et I’autre aléatoire, essayons d’¢tudier 1’estimation de
ces deux types de processus, d’abord chacun tout seul, puis les deux combinés ensembles
(Jacobs,1993).

II1.1.4.1 Prédiction d’un signal analytique

Considérations tout d’abord un systéme idéal qui ne serait soumis a aucun bruit (d’ou W), = 0) et
dont le vecteur d’état serait de mesures parfaites, également sans bruit (d’ou V,, = 0). L’évolution
de ce systéme serait intégralement fixée, dans ce cas idéal, par son équation de transition (III. 1.12).
La prévision de cette évolution consisterait simplement a appliquer cette équation en utilisant un jeu
de mesures comme conditions initiales. Les astronomes, par exemple, se trouvent dans des
conditions suffisamment proches de ce cas idéal pour étre capables de prévoir assez exactement les
positions des planetes.

I11.1.4.2 Prévision d’un signal aléatoire

Considérons maintenant le cas d’un signal Y aléatoire, de valeur moyenne E(Y) nulle, de variance
E(Y?) déterminée. Comment prédire un tel signal ? Il existe une réponse simple : la meilleure
estimation (la moins mauvaise) est simplement :

Y = zéro (11 1.41)
Ce résultat, quelque peu décevant, est conforme au bon sens ; en effet, d’aprés ce que ’on
saitde Y (soit: E(Y) =0 et E(Y?) fixé), on n’a vraiment aucune raison d’en prédire une valeur

positive ou une valeur négative. De plus, ’estimation (41) peut étre justifiée en notant qu’elle
conduit a une variance d’erreur minimale. On a en effet :

Variance de (Y — 7) = E(Y — ?)° = EY? — 20EY + 72
= EY? +7? (1. 1.42)

La variance EY? étant fixée, cette quantité est effectivement minimale quand ¥ = 0.

111.1.4.3 Estimation d’un signal mixte

Nous en arrivons au vecteur d’état d’un systeme linéaire régi par des €quations de la forme
(1II. 1.22, 27), soumis & un bruit W, et objet de mesures Zj,.
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Supposons que nous disposions d’une estimation Xj,_; /k—1 de X, relative a linstant tj_.
Que pouvons-nous en déduire relativement a I’instant t;, ?

Nous disposons de deux informations :
1) Une estimation de X(t;) , par application de 1’équation de transition (III. 1.14) a 1’estimation
Xk_l/k_l nous obtenons ainsi :

Xijie—1 = Orpe—1Xi—1/k—1 + Fi—1 (1I1.1.43)

Cette formule, peut étre déduite de (II1. 1.22) et de (III. 1.41), si I’on admet que 1’opération
estimation est linéaire.

2) Une estimation des résultats de mesure que 1’on doit obtenir a I’instant ¢t :
Zk/k—l = Hk)?k/k—l (HI 144)

Cette formule traduit qu’une estimation correcte X /k—1doit conduire a une estimation
correcte Z,, Jk—1- Le probleme se pose maintenant d’ameéliorer I’estimation 7 /k—1 compte tenu du

résultat de mesure Z,. Par souci de simplicité, nous adoptons une correction linéaire de la forme
suivante :

terme correctif

N

' N
Xepe= XKijie— + K [Ze  — Hi Xiep—1] (1I1. 1.45)
H_J
/ T T résultats
nouvelle ancienne résultats de mesure
estimation estimation de mesure attendus

de X, de X, réels

La matrice K;, permettant le calcul du terme correctif en fonction de I’écart (Z, — Hy, X}, Jk—1) €st
appelée matrice de correction.

Remplacons )?k/k_l par son expression (II1. 1.43) dans la relation (III. 1.45) ; nous obtenons :
Xk = (= KeHe) (@rie—1Xk—1/k-1 + Fr1) + KiZy, (IIl. 1.46)
Cette relation est applicable aux estimations successives X;,1, Xp/5 ... Xi/ ; Ihypothése de

linéarité traduite par (III. 1.45) impose donc les conséquences suivantes :
e Les estimations successives sont des formes linéaires des conditions initiales X, ,, et des

résultats de mesureZ,Z, ... Z.
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e Pour le calcul de X,, , l'estimation précédente X ,_; et la mesure nouvelle

Z,, constituent un résumé suffisant de X, et de Z;Z, ... Z. il en résulte une économie de
mémoire, dans le cas d’un calcul automatique.

La forme (III. 1.45) de la relation de correction étant admise, il reste & expliciter les matrices K, en
fonction des propriétés du systeme (traduites par les matrices de transition ¢y ), des propriétés
des bruits (traduites par les matrices de covariancesQ; et R;), et enfin de la définition des mesures
(traduite par la matrice de mesure Hy,). Ce travail est fait dans le paragraphe suivant.

111.1.4.4 Deéveloppement des formules récurrentes du FK

Le principe du filtre de Kalman est simple ; il utilise une prédiction qui s’appuie sur le mode¢le
déterministe et un recalage qui s’appuie sur I’innovation (différence entre la mesure et la sortie
prédite). Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au filtre de Kalman dans le cas discret, le
terme de I’excitation F dans 1’équation (III. 1.27) sera omis car nous supposons que la suite du
développement est faite pour des séries chronologiques. Dans ce cas, les formules utilisées sont de
type récurrent.

Les équations fondamentales du FK peuvent alors étre exprimées comme suit :
Xk == ¢k/k—1Xk—1 + Wk—l (HI 147)
Z, = H X, + V, (111. 1.48)

L’équation (III. 1.47) exprime le modele dynamique de 1’état. Elle permet la transition de
’état X,y au temps t,_; a I’état X;, au temps ¢, par le biais de la matrice de transition ¢ ;1 -
L’équation (III. 1.48) donne la valeur de la variable Z; au temps t;, , obtenue par un processus de
mesure. Elle suppose qu’il existe une relation linéaire entre les mesures et le vecteur de 1’état.
Chacun des termes W,_; et V, sont supposés étre des bruits blancs de moyennes nulles et de
covariances connues respectivement Q et R . La problématique peut dans ce cas étre posée de la
maniére suivante:

1. Est t’il possible de trouver une estimation de 1’état X; qui soit une combinaison
linéaire de la mesure Z, et1’état X;,_; ? En plus, cette estimation doit étre optimale
dans le sens ou la variance des carrés des erreurs doit étre minimale ;

2. Est t’il possible d’obtenir, dans le méme sens, une prédiction optimale de I’état et de
la mesure?

Sous certaines hypotheses, la réponse a ces deux questions peut étre affirmative. Ceci peut
étre matérialisé par 1’application des équations récursives du FK, qui exige un modele avec les
composantes suivantes :

1. vecteur de variables d’état X,

2. matrice de transition ¢ ;1 des variables d’état du temps t;_; au temps t,

3. I’état initial X, et la matrice de covariance d’erreur associéePy,

4. les statistiques mutuelles et conjointes de toutes les variables aléatoires impliquées.
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La modélisation de la variable d’état est donnée par I’équation d’état, équation (II1. 1.47), ou Wj,_;
est le vecteur erreur du systéeme qui est supposé étre une séquence bruit blanc avec une covariance
connue Q. Les dimensions des vecteurs d’état et d’erreur du systéme sont tous les deux (nx1), alors
que les dimensions de la matrice de transition d’état et celle de la covariance d’erreur sont (nxn).
L’équation(III. 1.48) exprime le mode¢le d’observation qu’on appelle également modéle de mesure.
Elle permet de transformer le vecteur d’état X, en un vecteur de mesure Z, par le biais de la
matrice de mesure H,, , une telle transformation est supposée étre linéaire. Le vecteur d’erreur de
mesure V, est supposé étre une séquence bruit blanc, avec une covariance connue R, et une
crosscorrélation nulle avec la séquence W, _; . Les dimensions du vecteur de mesure est celle du
vecteur d’erreur de mesure sont tous les deux (mx1), et les dimensions de H, ainsi que la
covariance de I’erreur de mesure R;, sont (mxn); m étant généralement plus petit ou égal a n. Les
matrices de covariance des erreurs du systéme et des erreurs de mesure sont données sous forme
d’espérances mathématiques, tel qu’indiqué par les équations (IIl.1.49 —51) ou I’exposant T
indique I’opération de transposition de matrice.

r_ (@ 1=k
E[W, W] _{ 0 i %k (111. 1.49)
T _ Rk, l=k
E[V, V] _{ 0 ik (111. 1.50)
EW,VIl=0Vietk (1. 1.51)

Dans le cas ou ’on dispose de mesures jusqu’au temps t,_q (temps initial), I’estimation
initiale du processus en question, basée sur la connaissance du processus avant t;,_; pourrait étre
disponible et on peut la noter X, /k—1. L’erreur d’estimation a priori et la matrice de covariance
d’erreur associée a I’estimation initiale sont données par les expressions suivantes:

ek/k_l = Xk _)?k/k—l (HI 152)

Pyjk—1 = E| ek/k—lelz/k—l]
Peji-1 = E[ (X = Kijie—1) Ko = Kij—1)"] (1II. 1.53)

L’actualisation de I’estimation X}, /K au temps ¢, est considérée comme une estimation a postériori,
qui incorpore la nouvelle mesure Z, afin d’améliorer ’estimation & priori X, /k—1- Cette étape est
accomplie en rajoutant un terme de correction, qui comprend la différence (Z, — Hk)?k/k_l),
pondérée par un facteur Kj, ; on obtient :

Kiepe = Kiepe—1 + Ki(Z — Hie Rij—1) (11. 1.54)

Le facteur de pondération K, est supposé conduire a une estimation optimum )?k/k dans le sens des
moindres carrés. Dans le but de trouver ce K, particulier, nous allons devoir combiner ensembles,
Perreur ey ;1 et la matrice de covariance d’erreur Py, associ€e a ’actualisation de I’estimation,
dans les deux équations suivantes :

ek/k = Xk - Xk/k (HI 155)

Pesic = E[ exiei ]
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Pesie = E[ Xk = Kipie) Ko = Kieyi)" ] (1. 1.56)
En substituant 1’équation (III. 1.48) dans 1’équation (II1. 1.54), nous obtenons 1’expression suivante:
Xiepie = Riepe—1 + K (HeXoe + Vi = Hie Xiepie—1) (1. 1.57)

Puis, en substituant 1’équation (III. 1.57) dans 1’équation (III. 1.56), il est possible d’obtenir une
expression générale pour la matrice de covariance d’erreur actualisée,

P = (1= K Hy) Pijir (1= K H)T + K R K" (111. 1.58)

Le probleme actuellement est de trouver ce vecteur particulier K, qui minimise les termes
individuels de la diagonale principale de Py, puisque ces termes représentent la covariance
d’erreur d’estimation des éléments du vecteur d’état qui ont été estimés. Apres quelques
manipulations mathématiques, nous obtenons les relations suivantes:

Ky = Pyoj—aH (Hy Pij—rHy" + R ™! (111. 1.59)
Le vecteur particulier K , qui minimise la moyenne des carrés des erreurs d’estimation est connu
par le gain du filtre de Kalman. Ce gain peut étre utilisé dans le calcul de I’estimation actualisée

X sk €t la matrice de covariance d’erreur actualisée qui lui est associée Py .. Encore quelques
manipulations mathématiques et nous arrivons a 1’expression suivante :

Py = (1= Ky Hy) Py je—1 (111. 1.60)

Dans le méme esprit de la procédure que nous venons de présenter, il devient possible de projeter en
avant I’estimation actualisée X4 /k en utilisant la matrice de transition comme suit :

Xiv1/k = Pt Xk (1Il. 1.61)
Ou la contribution du terme W, dans 1’équation (III. 1.47) n’est pas considérée, puisque sa moyenne

est nulle et puisqu’il n’est pas corrélé avec les W, précédents.
L’erreur associée est donnée par:

eks1/k = Xirr — Xewtyk (111. 1.62)
Par substitution de 1’équation (III. 1.47) et (1II. 1.61) dans 1’équation (III. 1.62), on obtient :
ek+1/k = Pr+isk €y + Wi (11 1.63)

Ou e, et W, ont des cross-corrélations nulles. La matrice de covariance d’erreur est alors
exprimée comme suit :

Pryiyr = ¢k+1/kPk/k¢/7;+1/k + Qg (1. 1.64)
Finalement, les formules nécessaires a la prédiction au temps t,,; sont données par les

équations (I11. 1.54), (1II. 1.59 — 61) et (111. 1.64) ", qui forment les équations récursives du filtre de
Kalman multidimensionnel.
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I11.1.5 CRITERES D’OPTIMALISATION

Il est temps de préciser les conditions théoriques permettant une démonstration de I’expression
(II1. 1.59) de la correction K, . Il faut dire qu’en général, il existe deux cas de figure, selon les
hypothéses dans lesquelles on se met (Harvey, 1989):

e Premier cas:

Hypothéses :

1) Les bruits obéissent aux relations (III. 1.33,34,36,38) ; cependant, leur loi de probabilité
n’est pas explicitée.

2) L’opérateur estimation est lin€aire par rapport aux mesures et a 1’estimation initiale [ceci
implique (I11. 1.45)].

3) Les valeurs estimées X doivent conduire a une minimalisation de la somme de variances
~\T ~
(x-X) (x -X)
Conséquences:
1) K, est fixée par (1II. 1.59).
2) Chaque estimation X est égale a I’espérance mathématique de X, compte tenu des

résultats de mesure obtenus :

X = EXy/Z12;... Zy) (111. 1.65)

(loi de probabilité a posteriori, ¢’est-a-dire compte tenu des résultats de mesure).
3) Laminimalisation de E(X — )" (X — X) implique celle de

~\T ~
E(X-X) W, (x -X)
W, étant une matrice réelle, symétrique, définie, positive arbitraire.

e Deuxiéme cas

Hypotheses :

1) Les lois de probabilité des vecteurs d’état (X,X; ... X)) et des mesures (Z1Z, ...Z,) sont
gaussiennes.

2) La valeur estimée X, maximalise la probabilité a posteriori

P(X,/Z1Z;...Zy)
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Conséquences :

1) La formule d’estimation peut étre mise sous la forme linéaire (I11. 1.45).

2) La matrice de correction a utiliser est donnée par (II1. 1.59).

3) Chaque estimation X, est égale a I’espérance mathématique de X),, compte tenu des
mesures faites (loi de probabilité a posteriori) :

Xk = EXy/Z1Z,... Z))

4) 1l en résulte une minimalisation de la quantité

~ T ~
E(Xi — Xije) Wie(Xe — Xiepi)
W, étant une matrice réelle, symétrique, définie, positive, arbitraire.

Dans les deux cas précédents, le filtre de Kalman conduit a une minimalisation de la variance

T 5 o, e . . .
E (X - X ) (X -X ) ; et d’une maniére générale, I’estimation optimale de AX (A étant une matrice
carrée ou rectangulaire) est égale a8 AX, X étant ’estimation optimale de X .

111.1.6 STABILITE DU FILTRE VIS-A-VIS DE LA DIVERGENCE

Quand nous avions parlé de l'optimalité du filtre, nous n'avions pas fait allusion a sa stabilité vis-a-
vis de la divergence. En effet, un filtre optimal n'est pas automatiquement stable et sa stabilité doit
étre prouvée.

On dit qu'il ya divergence du filtre, quand l'estimation qu'il nous fournit est entachée
d'erreurs qui deviennent de plus en plus importantes. Le filtre devient alors instable et donc
insatisfaisant (Schlee et al., 1967). Le critére de convergence est donné par la matrice de covariance
P, (plus précisément par sa trace) qui doit étre définie positive et minimale a la fin de la derniere
itération (Grewal & Andrews, 1997). Elle doit donc converger vers le zéro au fur et a mesure que
I’on avance dans le calcul sans pour autant lui étre inférieure.

Les problémes de stabilité du filtre sont reliés a la connaissance exacte des matrices Py, Fj,
H, ,Q et R et se traduisent par le fait que I'algorithme donne I'état erroné qui peut bien fonctionner a
travers quelques données, mais qui n'est plus optimal pour longtemps. A ce moment, P, ne mesure
plus exactement la variance de I'erreur de I'estimation, et on assiste a une progression de l'erreur de
I'estimation du vecteur X, dans le temps.

Ce probleme peut étre di au fait que le modele a été utilisé d'une maniere erronée pouvant
étre engendrée par une mauvaise estimation des parametres, comme ¢a peut étre le résultat d'une
simplification du modeéle lui méme qui gere la dynamique du systéme. Il peut étre accentué, quand
les termes de bruit dans I'équation d'état du systeme, ou celle de mesure deviennent trop petits. Dans
ce cas, la covariance de I'erreur devient tellement petite que le gain devienne lui aussi petit et par
conséquent, les observations qui viennent au fur et a mesure, ont un effet minime sur I'estimation.
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Il ya un certain nombre de méthodes qui peuvent intervenir pour éviter I'apparition de tels
problémes. La procédure la plus utilisée est celle qui consiste a modifier les équations du filtre de
sorte que les mesures récentes puissent avoir une influence plus grande sur les estimations de ce

dernier et plus les mesures sont lointaines dans le temps, moins devient leur influence. Ces
2 S

1
modifications sont apportées par des ensembles de pondération (1,e =, e =r,...e ) pouvant étre
appliqués aux observations (Zy,Zy_1, ..., Zx—s) OU T est la mémoire du modéle.

111.1.7 CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis, d’exposer la méthode du filtre de Kalman linéaire en général, en
accordant plus d’importance au cas discret, sachant que les processus hydrologiques que nous allons
utiliser sont échantillonnés a des temps discrets.

A cet effet, le principe de la méthode ainsi que le cadre théorique (assez compliqué) qui lui
est inhérent, ont été présentés d’une maniere simple, afin de faciliter sa compréhension. L’accent a
¢té mis sur ’essentiel : le modéle mathématique adopté et les formules récurrentes du filtre, en
passant en revue les conditions de son application et les criteres d’optimalisation qui attribuent au
filtre de Kalman linéaire, le mérite d’étre un outil d’estimation optimale par excellence.

Le filtre de Kalman est un algorithme d’équations récurrentes optimales qui sont faciles a
utiliser en calcul automatique et dont les deux équations de base regroupent toute I’information
disponible. La partie déterministe de la dynamique du systéeme est exprimée par la matrice de
transition et celle de la mesure est exprimée par la matrice de mesure, tandis que la partie aléatoire
est exprimée par les propriétés statistiques (valeurs moyennes, matrices de covariance) des bruits
d’état et de mesures.

L’estimation fournie par le filtre de Kalman est optimale dans le sens ou elle conduit a des
variances d’erreur minimales ou encore, dans le cas de bruits gaussiens, a une probabilité maximale
des valeurs estimées.

Enfin, ’application du filtre de Kalman a un probleme particulier exige le passage par les
étapes suivantes :
1) choix de la variable d’état du systeme étudié et détermination du modéle mathématique
conformément aux équations (111. 1.22) et (III. 1.27).
2) estimation des conditions initiales.
3) calcul conformément aux équations récurrentes du filtre.
4) vérification des hypothéses d’application par I’examen des résidus et critique des résultats.
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Chapitre 111.2

APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN
A LA PREDICTION MULTI-SITE DES APPORTS
ANNUELS

111.2.1 INTRODUCTION

Par définition, la prédiction est le comportement futur probable d’un processus. La confiance qui lui
est assignée dépend de la nature du processus étudi¢ et de la qualit¢ de I’adéquation du modele
choisi pour mieux le représenter (Sorenson, 1985)

En hydrologie, ces processus sont complexes, non liné¢aires dépendant du temps et d’un certain
nombre de parameétres incertains.Tenir compte dans un modele mathématique, de toutes ces
considérations est une tache ardue. De ce fait, les formulations basées sur des hypotheses
simplificatrices de linéarité, invariance temporelle ...etc., peuvent provoquer des différences
substantielles entre les valeurs observées et les valeurs prédites (Schlee et al., 1967).

Ces prédictions, si elles sont valables, forment la base pour les décisions concernant la gestion
et le contrble des ressources hydriques. Clairement, la fiabilité de telles prédictions gouvernera
celle de ces décisions, et si en plus cette validité est étendue au temps réel, les résultats peuvent
alors étre interpolés ou extrapolés a n’importe quel temps puisque la nouvelle donnée est tout-a-fait
valable.

Dans le contexte d’une utilisation en temps réel (Menahem, 1983) il est important de distinguer
entre les deux modes avec lesquels un modeéle peut fonctionner :

— Mode de simulation : La sortie du modele est basée sur son entrée. On peut éventuellement
utiliser les sorties du modéle comme nouvelles entrées dans le calcul de nouvelles sorties
.Cependant, il est exclu d’utiliser la sortic observée comme entrée du modele, celle-ci peut
étre utilisée a des fins de calibration ou autres.

— Mode adaptatif: la sortie courante du modéle peut étre basée sur les sorties observées
antérieures du systéme .Ceci peut se faire selon deux fagons :
1) La sortie courante du modele est exprimée en fonction des sorties observées
antérieures en plus de I’entrée.
2) La sortie courante du modeéle est calculée en utilisant une forme adaptative telle que
celle utilisée par le filtre de Kalman.
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Dans la prédiction en temps réel, il est nécessaire de travailler dans le mode adaptif, ceci
implique I'utilisation d’un modéle ayant une structure avec rétroaction, c’est a dire que la sortie S(t)
au temps courant t est reliée aux sorties observées précédentes :

S (t) =f (St-l ) SI-Z 1y St-n)-

Une autre caractéristique, souvent évoquée dans la formulation des modéles de prédiction en
temps réel, est ’hypothése de linéarité .Cependant, I’insuffisance de cette approximation qui rend
lineaire la réponse trés complexe d’un systéme hydrologique, est compensée par 1’introduction d’un
terme de perturbations stochastiques (résidus) qu’on additionne au modele.

Dans ce chapitre, notre attention sera focalisée sur les modeles linéaires a temps discrets
pouvant étre représentés par des équations de différence plutét que des équations différentielles.
Cette restriction nous parait assez raisonnable, sachant que les prédictions en hydrologie se font a
des temps discrets.

L’objectif étant de faire des prédictions multi-Sites, notre choix est orienté vers le filtre de
Kalman discret. L’application est faite sur les données d’apports liquides observés a 1’échelle
annuelle, sachant que la procédure en gros, reste valable pour des pas de temps inférieurs et valable
aussi pour la prédiction multi-site de toute autre variable hydrologique ; pourvu que le choix des
variables d’état soit fait d’une maniére similaire.

111.2.2 DONNEES DE LA PREDICTION MULTI-SITE

La méthode de Kalman a été appliquée aux données annuelles des apports liquides observés par
I’Agence Nationale des Barrages et Transferts ainsi que 1’Agence Nationale des Ressources
Hydrauliques.

Ces données regroupent une dizaine de stations hydrométriques, dont cing sont situées sur des
barrages en exploitation au Nord d’Algérie (voir la section introduction générale). Les observations
forment des séries chronologiques ayant une période commune de 25 ans (1968-1992).

111.2.3 HYPOTHESES

— Le systeme est linéaire.
— Lesrésidus sont des bruits blancs gaussiens.

111.2.4 FORMULATION ESPACE-ETAT DU MODELE ADOPTE

L’une des étapes les plus importantes dans 1’application de la technique du Filtre de Kalman est la
formulation des équations d’état et de mesure conformément a la structure d’un modele espace état
tel qu’indiqué dans le chapitre 111.1.

Dans notre cas, nous allons travailler avec des séries chronologiques ce qui implique que le
terme correspondant a I’entrée (F) du systéme, dans 1’équation d’état, est nul. La variable état du
systéme est un vecteur donnant I’apport liquide annuel observé simultanément aux dix stations
hydrométriques considérées. Ainsi, pour n=10 les vecteurs d’état du systéme et de la mesure ont
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pour dimensions (10x1), alors que les matrices de covariances, de transition d’état et celle de
mesure sont de dimension (10x10). Par suite, I’équation d’état et celle de mesure sont
respectivement formulées de la maniére suivante :

e Equation d’état :

F X1 ] (P11 P12 - - - P110] F X1
X7 $21 P22 - - P210 X;
KXok Lbroadar0- - -broa0d ; Wiody
Avec
_Xl -
X2
— | | :levecteur état au temps k
—X10—k
(P11 P12 - - - Pr10]
$21 P22+ - - P210
— ' A : matrice de transition d’état
[P101 P20 - Pro0d; 4
— W1 -
W,
— ' : vecteur des bruits du systeme
'Wlo'k—l

e Equation de mesure :

Avec :

THyp Hip o - - Hypo] X107 V1T
Hy1 Hpp - - -Hypo| | X2 V3
_ L N
[Hyo,1 Hz10 “Hig10d, X1, LVi0l

(1I1.2.1)

(111.2.2)
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— Z1 -
Zy
— | " | :vecteur de mesure au temps k
LZ104;,
Hyy Hyp Hy 10
H2 1 HZ,Z HZ 10
- | :matrice de mesure au temps k
[Hy01 Hz0+ © - Hioaol,
_X1 —
X;
- ' : vecteur d’état au temps k
L X104,
— V1 -
V2
— ’ : vecteur des bruits de mesure au temps k
V104,

[11.2.5 CONDITIONS INITIALES

Une fois que la formulation du modele est accomplie, le filtre de Kalman et I’exécution de son
algorithme requiert la spécification des grandeurs suivantes :
e Vecteur d’état initial,
Matrice de covariance d’erreur associée au vecteur d’état initial,
Matrice de covariance des bruits du systéme,
Matrice de covariance des bruits de mesures,
Matrice de transition d’état,
Matrice de mesure.

Ceci va étre effectué selon les étapes suivantes :
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II1.2.5.1 Vecteur d’état initial et matrice de covariance d’erreur associée

En présence d’une information a priori, le vecteur d’état initial X /k—1, pour k = 1 est constitué par
la moyenne des apports liquides annuels observés aux 10 différentes stations hydrométriques en
question (X1, X3, ..., X19) comme suit :

_Xl_

X
Xyo=| (I11. 2.3)

_Xlo_

Cependant, pour spécifier la matrice de covariance d’erreur qui lui est associ€ée Py /¢ €t
qui n’est pas exactement connue, nous pouvons commencer avec des €léments ayant des valeurs
assez élevées dans la diagonale principale. De cette maniére, 1’algorithme bénéficiera d’une certaine
flexibilité afin de s’ajuster aux valeurs sensibles dans un temps relativement court.

Dans le présent travail, nous avons choisi une telle matrice (10x10) comme suit :

1000 - 0
S : (1. 2.4)

P1/o=[ - " :
0 -+ 1000

Ce choix va mener a une augmentation de la matrice de covariance Py ., et celle du gain
du filtre K, , permettant ainsi au filtre adaptatif de pondérer plus lourdement la nouvelle
information ( la nouvelle mesure Z, dans 1’ équation 54 du chapitre 111.1). Ainsi, la trace de la
matrice de covariance initiale est de 10 000. Une telle valeur est supposée décroitre d’une maniére
continue pour atteindre asymptotiquement une valeur positive et stable proche de zéro. Cette
réduction est accomplie au cours de I’exécution de 1’algorithme du filtre de Kalman, qui s’adapte
automatiquement dés qu’il regoit une nouvelle information objective. Dans le cas ou cette valeur
asymptotique de la trace de la matrice de covariance ne change pas significativement durant la
procédure de calculs, cela signifie que le filtre a convergé. Nous pouvons dire que cette
caractéristique attribue a la trace de la matrice de covariance le mérite d’étre une mesure fiable de la
performance du filtre de Kalman.

I11.2.5.2 Matrice de covariance des bruits du systéeme et celle des bruits des
mesures

De plus, du moment que 1’on espére que les mesures soient moins bruitées que la dynamique du
systéeme, la matrice de covariance du bruit du systeme @ et celle du bruit de mesure R, toutes les
deux (10x10) ont été choisies comme telles :
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100 - 0

Q=[ S ] (1. 2.5)
0 - 100

R=|: - ] (111. 2.6)

111.2.5.3 Matrice de transition d’état et matrice de mesure

L’une des difficultés majeures dans 1’application du filtre de Kalman est 1’estimation de la matrice
de transition d’état ¢b; ,_; . Il faut noter, cependant que la valeur de telle matrice n’affecte pas de
maniere considérable les résultats du filtre de Kalman, tel que 1’ont montré les études de (Harrison
and Stevens, 1975a, b). Par conséquent, pour I’estimation de la matrice de transition d’état, dans le
présent travail on considere les inter-corrélations entre les observations des dix stations
hydrométriques.

Quant a la matrice de mesure H, , du moment que toutes les stations hydrométriques
fournissent des observations, nous avons opté pour la matrice unité (10x10)

Hk:

1 - 0
_— ] (111 2.7)

111.2.6 LES EQUATIONS RECURRENTES DU FILTRE DE
KALMAN

Les cing relations matricielles récursives (II1. 1.54,59,60,61 et 64) indiquées au chapitre I11.1 sont
les équations de base dans le calcul du filtre de Kalman.

X = Xiper + K (2 — Hy Xy jeer) (mise a jour du vecteur d'état )

Ky = Pyoj—1Hy (Hy Pij—1Hy' + Rp)™! (estimation du gain )

Pysx = (1= Ky Hy) Pyj—1  (correction de la matrice de covariance de I'erreur d’estimation )
X1k = Prert i Xic sk (prédiction du vecteur d’état )

Pevisk = Grev1)1Prji qb,fﬂ/k + Q (prédiction de la covariance de | erreur de prédiction )

Elles sont utilisées de la maniére qui suit et qui constitue 1’algorithme du filtre de Kalman.

111.2.6.1 Matrice gain du filtre

Le calcul de la matrice gain du filtre K est la premiére étape de calcul dans le présent travail.
Compte tenu de toute 1’information précédente et des hypothéses du filtre, la matrice gain (10x10)
peut étre calculée pour une prédiction a un pas en utilisant 1’équation (III. 1.59), pour k=1 comme
suit :
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+

1000 - 0 1[pooo - o0
S : S ; (111.2.8)

0 -+ 1000 0 -+ 1000 0 -+ 50

111.2.6.2 Utilisation de la mesure pour actualiser I’estimation

C’est la seconde étape des calculs pour le méme pas de temps k =1. L’estimation est corrigée
moyennant la nouvelle mesure Z, afin d’améliorer 1’estimation initiale X s0- Ceci est fait en faisant

intervenir un terme de correction comprenant la différence (Zk — H, )?k/k_l) pondérée par le
facteur K en concordance avec 1’équation (III. 1.54) tel qu’on obtient :

(X1 ] k11 ki - - k110
X5 ky1 kyp - k10
Xi1=1" +1 o

| |
' [ 1 - . |
X1o-1/0 k101 K102 -+ - k10,101k-z10-1 X101/o)

111.2.6.3 Matrice de covariance d’erreur associée a l’estimation (actualisée)
corrigee par la mesure

(1. 2.9)

Par substitution de la matrice de covariance d’erreur Py o associ€e au vecteur d’état initial X, /0, de
la matrice gain K, ainsi que la matrice de mesure Hj dans 1’équation (III.1.60), nous pouvons
obtenir la matrice de covariance d’erreur associée a I’estimation corrigée par la mesure, comme
suit :

1000 - 0
P1/1= :

0 - 100014 /9
k11 k12 - - ko]
kyr kaz © - kaao 1000  --- 0

-1 . [ S ] (111. 2.10)
0 -+ 100014 /9

(k101 k102 © - k10,10_1
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111.2.6.4 Prédiction un pas en avant de ’estimation (actualisée) corrigée par la
mesure

L’estimation corrigée X; /1 est projetée un pas en avant par I’intermédiaire de 1’équation (III. 1.61),
ou le terme W, _; est ignoré simplement parce que sa moyenne est nulle et parce qu’il est non
corrélé avec les W précédents. Ceci nous conduit la prédiction un pas en avant de I’estimation
corrigée X,,; tel que:

[ X1 T (P11 P12 - - - Pr10] [ X1
X, $21 P22 - - d210 X,

o=y ' (1. 2.11)
X101 LP10102100 -+ P1010d,, WXa0dy

111.2.6.5 Matrice de covariance de I’erreur de prédiction un pas en avant

De méme, en substituant la matrice de transition d’état, la matrice de covariance d’erreur associée
au vecteur d’estimation corrigée Pq,; et la matrice de covariance du bruit de systeme Q dans

I’équation (III. 1.64) nous pouvons calculer la matrice de covariance d’erreur de prédiction un pas
en avant P, ,; associée a X, ,; comme suit :

11 Pr2 - - Prio] [P Pz - - Prioq [Pi1 Pz - - Prao T
P21 P22 - b210 P21 P22 - - P20 $21 P22 - D210
pyi=| L . . _ L
P01 P210°  ~Pro10l,, Pr01 Proz2 - - Pro10dy 4 101 P10 - Pr00d, ),
100 --- 0
I (1. 2.12)
0 -« 100

Pour la prochaine itération dans le calcul, )?2/1 et P,,; sont considérés comme conditions
initiales et ainsi de suite pour le restant des itérations jusqu’a la fin des calculs.

Comme tel, avec toute I’information et les conditions précédentes, les équations multi-sites
récursives du filtre de Kalman (III. 2.8) — (II1. 2.12) ainsi que leurs boucles ont été calculées durant
toute la période d’observation. Ce calcul a été effectué¢ sur deux temps le premier sert a 1’estimation
des parametres du modele, le deuxiéme sert a la validation de ce dernier.
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111.2.7 RESULTATS ET INTERPRETATIONS

La période commune d’observation entre les 10 stations hydrométriques étant de 25 ans, les
observations des premiéres 15 années au pas de temps annuel ont été utilisées a 1’estimation des
parameétres du modéle. Les dix derniéres années ont servi a la validation.

L’exécution consécutive des équations de Kalman sur la période d’observation représente
I’application de I’approche du (FK) a la modélisation et a la prédiction des apports liquides annuels
pour les stations hydrométriques mentionnées plus haut.

A la fin des calculs, il s’avére que certaines des valeurs prédites sont sous-estimees et
d’autres sont surestimées. La différence entre les mesures et leurs prédictions conduit a une serie de
résidus (innovations) pour chaque station.

111.2.7.1 Prédictions multi-sites

Les résultats de ces prédictions sont représentés dans le Tableau I11.2.1. C’est des matrices (25x10)
correspondant aux prédictions durant les 25 ans (lignes) pour les 10 stations hydrométriques
(colonnes). Ces résultats peuvent donc étre appréciés dans les deux dimensions : temporelle si on
opte pour une lecture dans le sens des lignes de chaque station, et spatiale si on opte pour une
lecture en colonne de chaque année de prédiction.

e Prédictions temporelles : En ce qui concerne la prédiction multi-site dans la dimension
temporelle, la Fig.l111.2.1 en est un exemple. Elle montre, pour la station hydrométrique de
AINBERDA, les apports annuels observés avec leurs prédictions durant la période (1968-
1992) ainsi que ’erreur relative de la prédiction exprimée en pourcentage (%) (voir Tableau
111.2.2). De la méme maniere, les Fig.111.2.2-10 montrent le restant des predictions avec les
erreurs relatives correspondantes en pourcentage.
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Fig. 111.2.1 Prédictions obtenues a la station hydrométrique AINBERDA
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Fig. 111.2.3 Prédictions obtenues a la station hydrométrigue BOUCHEGOUF
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Fig. 111.2.5 Prédictions obtenues a la station hydrométrique CHEFFIA
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Fig. I11.2.6 Prédictions obtenues a la station hydrométrique KSOB
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Fig. 111.2.7 Prédictions obtenues a la station hydrométrique MEFROUCH
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Fig. 111.2.9 Prédictions obtenues a la station hydrométrique PIERRE DU CHAT
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Fig. I11.2.10 Prédictions obtenues a la station hydrométrique REMCHI

e Predictions spatiales: Pour la prédiction multi-site dans la dimension spatiale, la
Fig. 111.2.11 et Fig.111.2.35 en sont également des exemples, elles montrent les prédictions
obtenues simultanément dans les dix stations hydrométriques comparées aux observations
enregistrées et donnent en méme temps les erreurs relatives de prédiction exprimées en
pourcentage. La premiére figure correspond au début des calculs (année 1968), nous
pouvons y constater le décalage important qui existe entre les observations et leurs
estimations (prédictions). Ce décalage est bien exprimé par I’erreur relative qui atteint un
maximum de -75 % a la station numéro 3 (BOUCHEGOUF). La seconde figure correspond
quant a elle a la fin des calculs (1992), il est évident que le décalage entre les observations et
leurs prédictions est nettement plus réduit et I’erreur relative qui était maximale a
BOUCHEGOUF en 1968 a atteint la valeur de -4 % en 1992.
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Fig.111.2.17 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrometriques(1974)
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Fig.111.2.18 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrométriques(1975)
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Fig.111.2.19 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrometriques(1976)
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Fig.111.2.20 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrométriques(1977)
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Fig.111.2.21 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrometriques(1978)
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Fig.111.2.22  Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrométriques(1979)
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Fig.111.2.23 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrometriques(1980)
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Fig.111.2.25 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrométriques(1982)

500

N w B
o o o
o o o

Apport annuel (Hm3)

=
o
o

20

Erreur relative (en%)
. =
o o

=
o

1983

—— Observation
— Estimation

3 4 5 6 7 8 9 10
Numeéro de station

-20
1

3 4 5
Numeéro de station

6
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Fig.111.2.35 Prédictions des apports annuels aux dix stations hydrometriques(1992)

L’examen de toutes ces figures montre que les prédictions obtenues, aussi bien dans la
dimension temporelle que spatiale, suivent de plus en plus prés les valeurs observées. Cette
concordance dans les variations et ce rapprochement entre les valeurs observées et leurs prédictions
exprime la qualité de I’adéquation du modéle ajusté d’une part et d’autre, le pouvoir de ce dernier
a prendre en charge les variations temporelles des données en s’adaptant a la nature dynamique des
systemes hydrologiques concernés. Cela montre clairement que le (FK) multi-site est vraiment
efficace en matiere de modélisation des apports liquides annuels.

111.2.7.2 Optimalité des résultats

Dans le Tableau 111.2.2, nous présentons les différences entre les observations et les prédictions
correspondantes. Les signes Positif (+) et (—) sont naturellement assignés aux différences de
surestimation et sous-estimation respectivement. Dans le Tableau 111.2.3 nous présentons I’erreur
relative en pourcentage de ces prédictions. Il serait utile de rappeler, a ce stade, que les différences
entre les observations et leurs prédictions dans les figures Fig. 111.2.1-10 et Fig. I11.2.11-35 sont les
meilleures que 1’on puisse obtenir en utilisant la théorie du filtrage linéaire et ce pour toutes les
stations étudiées. Ce ci est simplement di a I’optimalité de 1’estimateur du (FK), (Kalman, 1960).

Par ailleurs, il faut signaler que les différences relativement importantes entre les valeurs observées
et leurs prédictions, durant les premieres itérations, sont dues a 1’adaptation du filtre. En effet
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Tableau I11.2.1 Prédictions multi-sites des apports liquides annuels (1968-1992) aux dix stations hydrométriques.

Année Ain berda Béni bahdel Bouchegouf Bouhnifia Cheffia Ksob  Mefrouche Mirebeck Pierre du chat Remchi
1968 1.57 38.99 9.74 30.11 33.830 23.43 2.98 45.68 50.73 25.52
1969 23.15 67.46 94.85 76.19 126.61 64.31 5.48 380.86 84.94 52.17
1970 9.47 67.15 84.53 65.55 184.76 17.04 7.89 362.62 111.28 98.17
1971 11.68 105.45 145.12 155.55 318.96 86.01 12.11 456.81 263.03 59.51
1972 37.04 190.12 208.00 334.70 291.77 41.90 17.12 558.00 571.76 204.90
1973 0.79 115.91 34.78 130.68 179.84 50.76 37.18 161.49 525.04 197.59
1974 2.87 74.09 78.85 103.50 15.34 24.85 20.41 188.20 506.72 158.16
1975 3.53 5.10 68.94 93.64 75.39 101.52 17.68 266.37 210.55 85.25
1976 14.98 46.07 121.64 127.96 108.98 38.61 8.52 346.18 164.39 69.16
1977 5.57 33.44 69.65 65.52 91.28 11.84 7.87 200.25 107.06 40.31
1978 9.08 53.99 82.33 52.58 87.93 17.33 6.61 223.24 122.02 40.74
1979 0.47 82.56 36.34 81.74 76.26 12.43 14.41 40.75 235.15 91.19
1980 10.26 20.62 95.95 103.97 107.81 15.87 18.54 316.56 210.84 93.87
1981 6.61 24.36 74.77 51.34 127.80 9.28 2.48 164.70 54.47 29.19
1982 9.57 11.70 53.28 60.77 77.86 33.78 3.24 190.38 44.57 24.46
1983 30.51 11.16 206.28 41.79 208.84 4.88 0.66 439.05 28.27 12.00
1984 22.40 10.94 193.72 95.56 196.97 13.30 3.69 983.87 37.47 19.70
1985 2.00 39.33 37.41 47.65 63.22 21.62 2.79 108.04 72.88 60.70
1986 37.32 43.62 215.63 42.88 390.29 39.76 9.76 700.37 148.94 64.16
1987 0.13 10.59 18.28 38.85 22.10 14.10 11.95 49.59 24.00 16.98
1988 3.43 19.04 29.63 21.85 15.02 18.96 3.08 69.09 72.82 15.85
1989 4.43 9.41 30.34 44.12 16.47 41.87 9.78 121.14 60.21 17.21
1990 26.49 51.09 154.14 120.67 147.62 22.99 20.45 521.80 94.66 14.50
1991 10.80 30.87 122.42 35.11 144.51 35.52 8.82 325.80 48.39 25.65
1992 18.88 13.06 110.71 24.69 86.06 9.49 5.89 446.60 42.65 36.86
1993 1.57 38.99 9.74 30.11 33.83 23.43 2.98 45.68 50.73 25.52
Tableau 111.2.2 Innovations du filtre de Kalman (1968-1992).

Année Ain berda Béni bahdel  Bouchegouf Bouhnifia Cheffia Ksob Mefrouche  Mirebeck Pierre du chat Remchi
1968 -1.76 -22.90 -29.22 -63.98 -20.73 -9.75 -6.29 -71.46 -94.23 -62.48
1969 4.63 -27.55 -40.65 -73.20 -46.82 -16.38 -5.90 -212.23 -92.02 -58.83
1970 -2.22 -15.75 -14.91 -24.24 -35.19 -3.54 7.00 -79.59 -65.35 14.26
1971 -2.36 -13.03 -21.68 -27.45 -49.78 11.41 -4.38 -80.61 -69.92 -53.17
1972 4.26 12.43 -28.36 38.50 40.67 4.75 -3.70 -62.00 74.58 -39.03
1973 -0.08 -11.46 -3.44 -17.82 -15.85 -10.24 5.34 9.85 -39.51 14.63
1974 0.18 -8.23 3.75 -21.19 -1.61 -3.91 -2.78 -12.01 28.68 10.34
1975 -0.35 -6.74 -5.19 -20.55 7.04 13.85 2.54 23.77 -8.77 -8.43
1976 0.57 6.35 6.88 10.56 11.32 3.63 -1.72 -18.22 -5.08 6.28
1977 -0.41 -4.56 -2.15 -7.28 -6.76 1.09 -1.55 -12.78 -5.63 -3.98
1978 -0.68 -6.67 -4.33 -10.01 -14.07 -1.61 -1.43 -16.80 14.98 -4.03
1979 0.02 6.11 -2.73 5.34 -11.19 -2.40 1.85 2.94 -51.62 -7.92
1980 -0.54 -1.55 4.56 13.56 14.22 -3.20 2.51 26.13 32.16 9.30
1981 -0.57 2.29 4.23 -8.35 16.47 0.80 -0.50 -8.66 -11.15 -3.24
1982 -0.27 -1.30 -4.01 -10.72 -5.32 4.09 -0.71 12.12 2.90 -3.02
1983 1.99 -1.38 13.49 5.76 -44.29 -0.76 -0.10 -23.10 1.60 0.57
1984 -1.94 -1.63 -10.19 -14.28 -30.21 -1.15 0.50 55.69 4.88 -1.48
1985 -0.08 4.21 2.44 5.79 7.86 -4.02 0.18 -12.00 -11.86 4.49
1986 -1.96 -8.93 -13.76 -6.98 52.08 4.51 -1.56 -84.79 18.40 -4.09
1987 0 -0.92 -0.56 -7.40 -2.24 -1.14 -2.09 -2.61 -2.96 -1.67
1988 -0.33 2.62 -1.23 -3.85 -2.84 1.51 0.21 5.70 5.39 1.03
1989 0.17 1.15 1.71 4.01 -2.72 -3.54 -0.71 -6.37 3.93 -1.09
1990 -1.99 4.64 -8.11 11.95 -31.75 1.46 1.44 -21.17 13.05 -0.76
1991 0.70 -3.43 -7.81 -4.34 13.49 -3.04 0.71 29.61 -4.20 2.54
1992 -1.86 -1.78 -4.61 2.64 7.82 -7.04 0.48 -60.90 -4.73 3.65
1993 -1.76 -22.90 -29.22 -63.98 -20.73 -9.75 -6.29 -71.46 -94.23 -62.48

328



Tableau 111.2.3 Erreurs relatives en % des prédictions multi-sites des apports annuels aux dix stations hydrométriques.

Année Ain berda Béni bahdel  Bouchegouf Bouhnifia Cheffia Ksob Mefrouche Mirebeck Pierre du chat Remchi
1968 -53 -37 -75 -68 -38 -29 -68 -61 -65 -71
1969 25 -29 -30 -49 -27 -20 -52 -35 -52 -53
1970 -19 -19 -15 -27 -16 -17 -47 -18 -37 17
1971 -17 -11 -13 -15 -13 15 -27 -15 -21 -25
1972 13 7 -12 13 16 13 -18 -10 15 -16
1973 -10 -9 -9 -12 -8 -17 17 7 -7 8
1974 7 -10 5 -17 -9 -14 -12 -6 6 7
1975 -9 -13 -7 -18 10 16 17 10 -4 -9
1976 4 16 6 9 11 10 -17 -5 -3 10
1977 -7 -12 -3 -10 -7 10 -17 -6 -5 -9
1978 -7 -11 -5 -16 -14 -8 -18 -7 14 -9
1979 6 8 -7 7 -13 -16 15 8 -18 -8
1980 -5 -7 5 15 15 -17 16 9 18 11
1981 -8 14 6 -14 15 9 -17 -5 -17 -10
1982 -3 -10 -7 -15 -6 14 -18 7 7 -11
1983 7 -11 7 16 -17 -14 -14 -5 6 5
1984 -8 -13 -5 -13 -13 -8 16 6 15 -7
1985 -4 12 7 14 14 -16 7 -10 -14 8
1986 -5 -17 -6 -14 15 13 -14 -11 -11 -6
1987 7 -8 -3 -16 -9 -7 -15 -5 -11 -9
1988 -9 16 -4 -15 -16 9 8 9 8 7
1989 4 14 6 10 -14 -8 -7 -5 7 -6
1990 -7 10 -5 11 -18 7 8 -4 16 -5
1991 7 -10 -6 -11 10 -8 9 10 -8 11
1992 -9 -12 -4 12 10 -9 9 -12 -10 11
1993 -53 -37 -75 -68 -38 -29 -68 -61 -65 -71
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durant les premicres itérations de I’algorithme de Kalman, la matrice gain K; prend des valeurs
importantes dont la conséquence est une estimation automatiquement mauvaise. Dans cette
premiére phase, la mesure Z, étant une information objective est plus crédible que 1’estimation
fournie par le modele. En d’autres termes, on fait plus confiance a la mesure qu’au modele. Apres
quelques itérations, la confiance assignée au modéle, comme mécanisme de prédiction, prend de
plus en plus de I’espace, cette confiance croit et s’améliore d’ une mani€re continue.

Dans ce cas, la valeur du gain du filtre K; devient plus petite, par conséquent, la prédiction
fournie par le modele devient trés proche de la valeur observée tel que montré par la Fig. 111.2.35
pour la prédiction spatiale et par les Fig.111.2.1-10 pour la prédiction temporelle. La Fig. 111.2.36
montre la variation continuellement décroissante du gain du filtre, du début a la fin des calculs.
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0.3 b

0.1r N

k

Fig. 111.2.36  Gain du filtre de Kalman

L’optimalité des résultats ainsi obtenus est bien prouvée par la convergence de la matrice de
covariance de I’erreur de prédiction et plus exactement par les éléments de sa diagonale majeure,
(Schlee, 1967), comme c’est indiqué dans la figure Fig. 111.2.37. Cette convergence vers une valeur
stable devient évidente juste apres les premieres itérations de I’algorithme tout en restant positive.
Ce résultat étant conforme a la performance espérée du (FK), vient confirmer I’adéquation du
modele ajusté au processus étudie.
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111.2.7.3 Analyse des innovations du filtre (résidus)

Les erreurs de prédictions ou innovations du filtre pour les des dix stations étudiées, comme c’est
indiqué par les Fig.111.2.38-47, présentent des valeurs trop élevées durant les cing premiers pas par
rapport au reste des valeurs. Nous rappelons que cette différence est tout a fait normale et
inévitable. Elle est due principalement a I’adaptation de 1’algorithme du filtre qui fait que durant les
premicres itérations 1’on assigne plus de confiance a la mesure en tant qu’information objective
qu’au modele ajusté. Le résultat est un écart important entre 1’observation et son estimation par le
filtre, mais une fois que ce dernier converge tout rentre dans ’ordre : le modeéle ajusté reprend
beaucoup plus de confiance et les innovations qu’il produit sont par conséquent beaucoup plus
petites a la fin des calculs, c’est le cas de toutes les stations étudiées comme c’est indiqué par les
figures citées.
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L’analyse de toutes ces innovations est effectuée afin de vérifier les hypotheses du filtre de Kalman
concernant I’indépendance et la Normalité. Ces analyses sont effectuées uniquement sur la
dimension temporelle, car d’un point de vue nombre d’observations, elle est plus intéressante.

e L’indépendance

Pour les prédictions temporelles, les différences entre les apports observés et leurs prédictions pour
toutes les stations concernées ont été testées quant a 1’indépendance. Ceci est fait moyennant
I’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation a 99% de confiance, et le test
d’indépendance de Box-Pierce. Les Fig.111.2.48-57 montrent bien le tracé de cette fonction d’auto-
corrélation des innovations pour les dix stations considérées.
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Fig.111.2.57 Fonction d’auto-corrélation des innovations a PIERRE DU CHAT

L’inspection visuelle des figures précédentes montre que ces innovations ne présentent pas d’auto-
corrélations significatives, ce qui affirme I’indépendance des innovations du filtre pour la totalité
des stations considérées. Les valeurs des auto-corrélations sont représentées dans les Tableaux
111.2.4-13 suivants.

Tableau 111.2.4 Auto-corrélations des innovations &8 AINBERDA

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +1C a 99%
1 -0,418671 0,2 -0,515167 0,515167
2 -0,113332 0,232428 -0,598696 0,598696
3 0,238853 0,234628 -0,604363 0,604363
4 0,0218999 0,244161 -0,628917 0,628917
5 -0,0642666 0,244239 -0,62912 0,62912

6 0,0439271 0,244915 -0,63086 0,63086

7 0,0285164 0,24523 -0,631671 0,631671
8 0,0105733 0,245362 -0,632012 0,632012

Tableau 111.2.5 Auto-corrélations des innovations &8 BENIBAHDEL

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +IC a 99%
1 0,336535 0,2 -0,515167 0,515167
2 0,181222 0,221496 -0,570537 0,570537
3 0,00788252 0,227349 -0,585615 0,585615
4 0,108478 0,22736 -0,585643 0,585643
5 0,159242 0,229421 -0,590951 0,590951
6 0,0171814 0,233801 -0,602232 0,602232
7 0,00433155 0,233851 -0,602362 0,602362
8 -0,0632094 0,233854 -0,60237 0,60237

Tableau 111.2.6 Auto-corrélations des innovations 8 BOUCHEGOUF

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +IC a 99%
1 0,451188 0,2 -0,515167 0,515167
2 0,36711 0,237246 -0,611106 0,611106
3 0,304356 0,258973 -0,667073 0,667073
4 0,145755 0,272906 -0,702961 0,702961
5 -0,0957523 0,276003 -0,710937 0,710937
6 -0,0180365 0,277328 -0,714351 0,714351
7 -0,0284582 0,277375 -0,714472 0,714472
8 -0,153512 0,277492 -0,714773 0,714773
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Tableau 111.2.7 Auto-corrélations des innovations 8 BOUHNIFIA

Lag ACF Ecart-type -1C a2 99% +1C 2 99%
1 0,332234 0,2 -0,515167 0,515167
2 0,10754 0,220976 -0,569197 0,569197
3 -0,116624 0,22306 -0,574564 0,574564
4 -0,00398247 0,225485 -0,580813 0,580813
5 0,104831 0,225488 -0,58082 0,58082

6 0,0820603 0,227429 -0,58582 0,58582

7 0,0495428 0,228611 -0,588863 0,588863
8 -0,0380727 0,22904 -0,589968 0,589968

Tableau 111.2.8 Auto-corrélations des innovations 8 CHEFFIA

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +IC a 99%
1 0,16338 0,2 -0,515167 0,515167
2 -0,124885 0,205269 -0,528739 0,528739
3 -0,294171 0,208286 -0,536511 0,536511
4 -0,0937756 0,22429 -0,577734 0,577734
5 0,140485 0,225853 -0,58176 0,58176

6 0,1296 0,229322 -0,590695 0,590695
7 -0,0692658 0,232233 -0,598194 0,598194
8 -0,0923855 0,233058 -0,600318 0,600318
Tableau 111.2.9 Auto-corrélations des innovations a KSOB

Lag ACF Ecart-type -1C a2 99% +1C a 99%
1 0,212432 0,2 -0,515167 0,515167
2 -0,451763 0,208831 -0,537913 0,537913
3 -0,232681 0,244821 -0,630619 0,630619
4 0,295723 0,253513 -0,6530006 0,653006
5 0,154993 0,266955 -0,687631 0,687631
6 -0,148519 0,27053 -0,696841 0,696841
7 -0,128051 0,273772 -0,705192 0,705192
8 -0,138966 0,276158 -0,711336 0,711336

Tableau 111.2.10 Auto-corrélations des innovations 8 MEFROUCHE

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +IC a 99%
1 -0,260862 0,2 -0,515167 0,515167
2 -0,222417 0,213176 -0,549105 0,549105
3 0,295363 0,222264 -0,572516 0,572516
4 -0,170385 0,237446 -0,611621 0,611621
5 0,0461111 0,242287 -0,624092 0,624092
6 0,000196965 0,242638 -0,624995 0,624995
7 -0,0591262 0,242638 -0,624995 0,624995
8 -0,0587133 0,243214 -0,626478 0,626478

Tableau 111.2.11 Auto-corrélations des innovations a MIREBECK

Lag ACF Ecart-type -1C a2 99% +1C a 99%
1 0,364161 0,2 -0,515167 0,515167
2 0,209091 0,224965 -0,579472 0,579472
3 0,163701 0,232608 -0,59916 0,59916

4 -0,008512 0,237172 -0,610915 0,610915
5 -0,0527507 0,237184 -0,610946 0,610946
6 -0,0832641 0,237653 -0,612154 0,612154
7 0,0539376 0,238817 -0,615152 0,615152
8 -0,0746573 0,239304 -0,616406 0,616406

Tableau 111.2.12 Auto-corrélations des innovations & PIERRE DU CHAT

Lag ACF Ecart-type -1IC a2 99% +I1C 2 99%
1 0,127876 0,2 -0,515167 0,515167
2 0,367217 0,203244 -0,523523 0,523523
3 -0,0360002 0,228246 -0,587923 0,587923
4 -0,0950441 0,228473 -0,588507 0,588507
5 -0,07259 0,230049 -0,592567 0,592567
6 0,102844 0,230963 -0,594922 0,594922
7 -0,19955 0,232788 -0,599622 0,599622
8 0,165526 0,239532 -0,616995 0,616995
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Tableau 111.2.13 Auto-corrélations des innovations a REMCHI

Lag ACF Ecart-type -1C 2 99% +IC a 99%
1 0,223004 0,2 -0,515167 0,515167
2 -0,0181704 0,20971 -0,540179 0,540179
3 0,431989 0,209773 -0,540341 0,540341
4 0,134165 0,242763 -0,625318 0,625318
5 -0,197368 0,245711 -0,632911 0,632911
6 -0,0129124 0,251973 -0,64904 0,64904

7 0,0266216 0,251999 -0,649109 0,649109
8 -0,0646887 0,252112 -0,649398 0,649398

Ces résultats montrent tous des variations faibles et non significatives des auto-corrélations qui
tendent vers zéro, ce qui affirme I’indépendance des innovations du filtre, pour les stations
hydrométriques en question. Les résultats du test de Box-Pierce tel que c’est indiqué par le Tableau
111.2.14 viennent confirmer cette indépendance. Nous rappelons gue ce test est basé sur la somme
des carrés des N premieres auto-corrélations de la série de données et que si la probabilité P est
supeérieure ou égale a 0,10 1’on ne peut pas rejeter I’hypothése que la série en question est aléatoire
ou indépendante a 90% de confiance ou plus. C’est le cas de toutes les séries des innovations
¢tudiées, d’ou la confirmation de leur indépendance a 90% et plus de confiance.

Tableau 111.2.14 Test de Box-Pierce pour les innovations du filtre.

Station hydrométrique N Statistique du test P

Ainberda 8 6,31 0,61
Bénibahdel 8 4,68 0,79
Bouchegouf 8 12,15 0,14
Bouhnifia 8 3,92 0,86
Cheffia 8 4,68 0,79
Ksob 8 11,81 0,16
Mefrouche 8 6,07 0,63
Mirebeck 8 5,53 0,69
Pierre du chat 8 6,11 0,63
Remchi 8 7,46 0,48

Clée: N: nombre des premieres auto-corrélations; P: probabilité.
e La Normalité

La Normalité des innovations (Anderson, 1942) a été testée uniquement dans la dimension
temporelle, pour la simple raison qu’un tel ajustement n’aurait pratiquement aucun sens s’il est
effectué sur une dizaine de données; ce qui est le cas de la dimension spatiale.

Le tracé de ces ajustements Normaux aux innovations des différentes stations considérées
de 1968 a 1992 a été effectué a 95% de confiance et les Fig. 111.2.58-67 montrent la qualité de
I’adéquation de ces ajustements pour les différentes stations. Il faut noter que pour les stations
AINBERDA et REMCHI I’ajustement a la loi normale ne semble pas étre adéquat. L’une des
raisons les plus plausibles de ce défaut de normalité pourrait étre les premieres valeurs qui sont dues
a ’adaptation du filtre et qui sont inévitablement mauvaises au début des calculs.
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Ain Berda

Innovations (Hm3)

-2,4 -0,4 1,6 3,6 5,6
Distribution Normale

Fig.111.2.58 Ajustement Normal aux innovations de AINBERDA

Béni Bahdel

Innovations (HmM3)

-28 -18 -8 2 12 22
Distribution Normale

Fig.111.2.59 Ajustement Normal aux innovations de BENIBAHDEL

Bouchegouf

Innovations (HmM3)

-41 -31 -21 -11 -1 9 19
Distribution Normale

Fig.111.2.60 Ajustement Normal aux innovations de BOUCHEGOUF
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Fig.111.2.61 Ajustement Normal aux innovations de BOUHNIFIA
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Fig.111.2.62 Ajustement Normal aux innovations de CHEFFIA
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Fig.111.2.63 Ajustement Normal aux innovations de KSOB
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Mefrouch

Innovations (HmM3)
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Distribution Normale

Fig.111.2.64 Ajustement Normal aux innovations de MEFROUCH
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Fig.111.2.65 Ajustement Normal aux innovations de MIREBECK
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Fig.111.2.66 Ajustement Normal aux innovations de PIERRE DU CHAT
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Fig.111.2.67 Ajustement Normal aux innovations de REMCHI

La qualité de I’adéquation de ces ajustements Normaux aux séries des innovations a été
verifiée par le test du Chi-deux a 95 % de confiance dont les résultats sont présentés dans le Tableau
I11.2.15. Ces derniers montrent effectivement qu’a 1’exception des stations AINBERDA et
REMCHI qui affichent une valeur de probabilité P inférieure a 0,05 toutes les autres stations
présentent des innovations gaussiennes a 95 % de confiance.

Tableau 111.2.15 Test d’adéquation du Chi-deux de 1’ajustement normal
a 95% de confiance des innovations du filtre.

Station hydrométrique \ U o Statistique du test P

Ainberda -0,195 1,75 21,48 0,028
Ainberda(*) -0,37 0,99 15,1 0,12
Bénibahdel -3,92 9,16 13, 64 0,25
Bouchegouf -6,63 12,45 12,52 0,32
Bouhnifia -8,94 23 10,28 0,50
Cheffia -6,01 25,25 12,52 0,32
Ksob -0,98 6,39 10,28 0,50
Mefrouche -0,42 3,04 11,40 0,41
Mirebeck -24,35 53,60 19,24 0,05
Pierre du chat -10, 65 39,03 14,76 0,19
Remchi -7,44 21,63 29,32 0,002
Remchi (*) 0,65 6,01 7,3 0,69

Clée: u: moyenne de la loi normale ajustée; o : écart-type de la loi normale ajustée ; P: probabilité
(*) : tronquée des 5 premieres valeurs.

Dans le but de déterminer la cause de ce défaut de normalité afin de le corriger, nous avons
procédé a I’ajustement normal de la série des innovations de AINBERDA et REMCHI en écartant
les 5 premiéres valeurs aberrantes. Les Fig.l111.2.68 et 69 confirment bien notre thése en montrant
la qualité de cet ajustement aux nouvelles séries d’innovations et le résultat du test du Chi-deux
vient a son tour confirmer 1’adéquation de ce dernier ce qui nous permet de confirmer la normalité
des innovations pour I’ensemble des stations étudiées.
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Ainberda (tronquée des 5 premiéres valeurs)

Innovations (HmM3)

Distribution Normale

Fig. 111.2.68 Ajustement Normal aux innovations de AINBERDA tronquées
des 5 premiéres valeurs

Remchi (tronquée des 5 premiéres valeurs)

Innovations (HmM3)

-9 -5 -1 3 7 11 15
Distribution Normale

Fig.111.2.69 Ajustement Normal aux innovations de REMCHI tronquées
des 5 premiéres valeurs

e L’erreur relative des prédictions

L’erreur relative des prédictions en pourcentage a également été calculée pour la totalité des
stations hydrométriques et ce durant la période de 25 ans (Tableau 111.2.3). A I’exception des
premicres années d’estimation, correspondant aux premieres itérations ou les valeurs relativement
¢levées de I’erreur relative sont dues a 1’adaptation du (FK), le pourcentage d’erreur relative comme
c’est montré a titre d’exemple dans la Fig. 111.2.35 pour 1992, varie de —12 a la station
MIREBECK et BENI-BAHDEL qui présente une sous-estimation & +12 observé 8 BOUHNIFIA et

qui présente quant a lui une surestimation, ce qui représente en moyenne pour 1’année 1992 un
pourcentage de 1’erreur relative de 9.8%.
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De méme pour la dimension temporelle, le pourcentage de I’erreur relative des prédictions a
BOUCHEGOUF, tel que montré par la Fig. I11.2.3, varie de - 75 en 1968 ou les prédictions sont
automatiqguement mauvaises, a +7 en 1983 et 1985 ou le (FK) avait pratiquement convergé, pour
atteindre la valeur de —4 en 1992. La valeur moyenne de ce pourcentage d’erreur relative sur les 25
ans est de 10.32 alors que si I’on écarte les trois premieres années ou le filtre cherchait a s’adapter,
nous aurons une moyenne de 5.52 %.

111.2.7.4 Moyenne et déviation standard des prédictions multi-sites

En fin, la moyenne et la déviation standard des apports liquides annuels observés et leurs
prédictions, pour toutes les stations considérées ont été calculés dans les deux dimensions
temporelle et spatiale, les résultats sont présentés dans les tableaux Tableau 111.2.16 et Tableau
111.2.17 suivants :

Tableau 111.2.16 Moyenne, déviation standard et erreur relative des valeurs observés et prédites
des apports liquides annuels (1968-1992).

Valeurs observées Valeurs prédites Erreur relative
(%)
No Code Station M Dev.St M Dev.St M Dev.St
(Hm3)  (Hm3) (Hm3)  (Hm3)

01 140602 Ain Berda 12.32 11.04 12.12 11.36 4.24 7.45
02 160403 Béni bahdel 52.54 42.82 44.64 41.71 2.43 7.42
03 140501 Bouchegouf 101.73 65.38 95.09 62.30 13.56 16.94
04 111504 Bouhnifia 90.82 60.01 81.87 64.14 1.43 8.40
05 31501 Cheffia 139.86 95.21 127.82 96.94 2.66 6.26
06 050902 Ksob 31.85 22.41 30.85 24 1.08 1.38
07 160701 Mefrouch 11.33 7.37 10.37 8.17 1.12 10.60
08 140601 Mirebeck 331.48 238.20 306.69 225.21 2.47 8.52
09 160801 Pierre du Chat 167.85 153.13 155.71 158.01 6.53 18.47
10 160703 Remchi 73.6 64.02 66.15 57.87 1.06 26.05
Moyenne 101.34 75.95 100.11 70.03 3.66 11.15

Tableau 111.2.17 Moyenne et déviation standard des valeurs observées et prédites des apports
liquides annuels aux 10 stations hydrométriques (1968-1992).

Valeurs Observées Valeurs prédites Valeurs Observées Valeurs Prédites
Année M Dev.St M Dev.St Annee M Dev.St M Dev.St

(Hm3) (Hm3) (HmM3) (Hm3) (Hm3) (Hm3) (HM3) (Hm3)
1968 64.53 46.18 26.25 17.13 1981 55.30 54.11 54.50 54.29
1969 154.51 164.51 97.6 105.3 1982 51.59 51.78 50.96 54.60
1970 124.12 130.68 100.84 106.6 1983 102.97 153.46 98.34 143.75
1971 202.52 167.37 171.42 139.5 1984 157.75 282.92 157.76 299.47
1972 241.32 197.15 245.53 199.2 1985 45.86 35.99 45.56 32.66
1973 150.20 160.59 143.4 150.2 1986 177.67 237.73 169.27 220.08
1974 133.08 137.80 117.29 150.2 1987 22.82 15.78 20.65 13.30
1975 97.08 78.39 96.79 82.14 1988 26.06 22.41 26.87 24.55
1976 102.60 105.30 104.64 99.49 1989 35.85 36.46 35.49 35.10
1977 67.68 63.23 63.27 59.67 1990 120.57 160.02 117.44 151.98
1978 74.06 68.53 69.58 65.47 1991 76.36 88.95 78.78 98.08
1979 73.09 82.53 67.13 67.66 1992 86.12 151.87 79.48 133.48
1980 89.71 87.84 99.42 98.53 Moyenne 101.34 111.26 93.53 68.63
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Ces résultats montrent encore une fois le rapprochement entre les valeurs observées et leurs
prédictions, rapprochement qui est exprimé en termes de tendance centrale et de dispersion autour
de cette tendance. En effet, en ce qui concerne la tendance centrale, les deux Tableaux précédents
montrent les résultats suivants : pour les prédictions temporelles la moyenne (calculée sur les dix
stations) des moyennes observées dans chacune de ces stations ( calculée sur les 25 ans) et qui est
de 101,34 est trés proche de la moyenne des moyennes prédites qui a une valeur de 100,11 ; de
méme pour les prédictions spatiales ou la valeur moyenne (calculée sur les 25 ans) des moyennes
annuelles observées (calculées sur les dix stations) est de 101,34 qui est également proche de celle
des valeurs prédites qui est de 93,53. En ce qui concerne la dispersion autour de cette moyenne les
mémes tableaux affichent les résultats suivants : pour les prédictions temporelles la moyenne
(calculée sur les dix stations) des déviations standards observées dans chacune de ces stations
( calculée sur les 25 ans) et qui est de 75,95 est proche de la moyenne des déviations standards
prédites qui a une valeur de 70.03 mais elle est supérieure ; alors que pour les prédictions spatiales,
la valeur moyenne (calculée sur les 25 ans) des déviations standards annuelles observées (calculées
sur les dix stations) qui est de 111,26 est nettement supérieure a celle des valeurs prédites qui est de
68.63. En plus, I’erreur relative moyenne commise au sujet de la moyenne étant de 3.66
comparativement a une valeur de 11.15 au sujet de la déviation standard entre valeurs observées et
prédites pour les prédictions temporelles.

Ces résultats expriment clairement que les déviations standards des valeurs observées sont
plus grandes que celles des valeurs prédites, ce ci pourrait traduire une éventuelle tendance du (FK)
multi-site a une sous-estimation.

111.2.8 COMPARAISON DES RESULTATS DE PREDICTION
AVEC CEUX DES MODELES ARMA

Dans le but d’apprécier et de mettre en valeur la qualité des résultats de prédiction obtenus par le
biais du FK, une comparaison avec ceux obtenus par les modéles ARMA s’impose. Les erreurs de
prédiction constituent I’objet principal de cette comparaison. A cet effet, rappelons que pour des
raisons inhérentes a la structure de dépendance interne sur laquelle repose la méthodologie ARMA,
uniquement cinq parmi les dix stations étudiées ont fait I’objet d’un ajustement aux mod¢les
ARMA. D’un autre c6té, il faut également rappeler que la prédiction par le FK a été effectuée sur
une période commune de 25 ans allant de 1968 a 1992 et que pour des raisons d’adaptation du filtre
nous avons omis les 5 premieres valeurs des erreurs de prédiction qui sont automatiquement
mauvaises, ce qui nous laisse en fin de compte, 5 stations hydrométriques et 20 erreurs de
prédiction (de 1973 a 1992) pour la comparaison des résultats.

Le Tableau 111.2.18 résume cette comparaison en termes de caractéristiques statistiques de
tendance centrale et de dispersion des erreurs de prédiction : moyenne, variance, déviation standard,
minimum et maximum. Nous pouvons constater, pour chacune des caractéristiques statistiques
évoquées plus haut, 'importance de I’écart existant entre les valeurs obtenues par le FK et celles
obtenues par les modeles ARMA :

— la moyenne : les valeurs obtenues par le FK sont beaucoup plus petites que celles obtenues
par les modeles ARMA et ce pour les cing stations (Fig.111.2.70). Si I’on calcule la moyenne
de cette moyenne sur les cing stations on se retrouve avec une valeur de 1,30 pour le FK qui
est 16 fois plus petite que la valeur de 21,44 pour les modéles ARMA.

— la variance : les valeurs obtenues par le FK sont aussi beaucoup plus petites que celles
obtenues par les modeles ARMA et ce pour les cing stations (Fig.l11.2.71). La variance
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moyenne qui est de 40,86 pour le FK est donc 23 fois plus petite que la valeur de 968,48
pour ARMA.

la déviation standard : les valeurs obtenues par le FK sont également beaucoup plus petites
que celles obtenues par les modeles ARMA et ce pour les cing stations (Fig.111.2.72). La
déviation standard moyenne est de 5,73 pour le FK donc presque 5 fois plus petite que la
valeur de 27,06 pour les modeles ARMA.

le minimum : les valeurs obtenues par le FK sont également beaucoup plus petites que
celles obtenues par les modéles ARMA et ce pour les cing stations (Fig.111.2.73) . Le
minimum moyen est de 10,82 pour le FK donc presque 6 fois plus petit que la valeur de
64,26 pour les modéles ARMA.

le maximum : les valeurs obtenues par le FK sont nettement plus petites que celles obtenues
par les modeles ARMA et ce pour les cing stations (Fig.111.2.74). Le maximum moyen est
de 10,74 pour le FK donc presque 3 fois plus petit que la valeur de 31,88 pour les modéles

ARMA.

Tableau 111.2.18 Comparaison des erreurs de prédiction entre Filtre de Kalman (FK) et modéles

ARMA
Année Bénibahdel Bouhnifia Ksob Mefrouch Remchi
FK | ARMA FK | ARMA FK | ARMA FK | ARMA FK | ARMA

1973 -11.46 9,77 -17.82 -49,37 -10.24 -0,39 5.34 8,97 14.63 66,65
1974 -8.23 -1,87 -21.19 -87,81 -3.91 -7,48 -2.78 -13,08 10.34 -27,18
1975 -6.74 -26,73 -20.55 4,43 13.85 35,01 2.54 4,41 -8.43 -60,28
1976 6.35 -25,48 10.56 38,76 3.63 4,88 -1.72 -13,27 6.28 -88,28
1977 -4.56 -26,24 -7.28 -91,44 1.09 -59,27 -1.55 -5,26 -3.98 -61,56
1978 -6.67 -1,61 -10.01 -80,96 -1.61 -17,04 -1.43 -8,91 -4.03 -35,45
1979 6.11 2,62 5.34 -3,42 -2.40 -5,02 1.85 1,05 -7.92 39,17
1980 -1.55 -53,81 13.56 13,77 -3.20 -6,26 2.51 3,27 9.30 14,44
1981 2.29 -24,67 -8.35 -95,84 0.80 -14,07 -0.50 -8,96 -3.24 -35,95
1982 -1.30 -45,30 -10.72 -51,60 4.09 4,12 -0.71 -11,59 -3.02 -67,38
1983 -1.38 -33,25 5.76 -49,27 -0.76 -12,48 -0.10 -18,87 0.57 -86,11
1984 -1.63 -36,89 -14.28 31,92 -1.15 -18,14 0.50 -14,58 -1.48 -45,15
1985 4.21 -10,38 5.79 -101,08 -4.02 9,04 0.18 -9,35 4.49 1,03
1986 -8.93 -4,84 -6.98 -71,61 4.51 13,10 -1.56 4,75 -4.09 25,55
1987 -0.92 -48,20 -7.40 -46,49 -1.14 -14,03 -2.09 5,83 -1.67 -35,12
1988 2.62 -19,88 -3.85 -27,37 1.51 -18,58 0.21 -8,40 1.03 -49,18
1989 1.15 -40,21 4.01 -91,00 -3.54 22,56 -0.71 -8,69 -1.09 -74,01
1990 4.64 10,03 11.95 27,62 1.46 -2,13 1.44 -6,89 -0.76 -49,25
1991 -3.43 -26,46 -4.34 -81,72 -3.04 -4,01 0.71 -8,96 2.54 -28,81
1992 -1.78 -27,05 2.64 -84,95 -7.04 -9,94 0.48 -2,50 3.65 -8,63
Moyenne -1,55 -21,52 -3,65 -44,87 -0,55 -5,00 0,13 -5,55 0,65 -30,27
Variance 26,08 364,009 113,50 2263,5 24,81 357,65 3,72 60,88 36,23 1761,32
Dév.Std 5,10 19,08 10,65 47,57 4,98 18,91 1,92 7,80 6,01 41,96
Minimum  -11,46 -53,81 -21,19 -101,08 -10,24 -59,27 -2,78 -18,87 -8,43 -88,28
Maximum 6,35 10,03 13,56 38,76 13,85 35,01 5,34 8,97 14,63 66,65
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Fig.111.2.70 Comparaison de la moyenne des erreurs de prédiction entre
le Filtre de Kalman (FK) et les modeles ARMA

Benibahdel ;‘ 1 ARMA
Hl FK
Bouhnifia | gy
ksob | =3
Mefrouch F
Remchi h |

o

400 800 1200 1600 2000 2400
Variance des résidus

Fig.l111.2.71 Comparaison de la variance des erreurs de préediction entre
le Filtre de Kalman (FK) et les modeles ARMA

Benibahdel | puy———— 1 ARMA
FK
Bouhnifia _ -
Ksob _—l
Mefrouch FI

Remchi h |

o

10 20 30 40 50
Déviation standard des résidus (Hm3)

Fig.111.2.72 Comparaison de la déviation standard des erreurs de prédiction entre
le Filtre de Kalman (FK) et les modeles ARMA
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Fig.111.2.73 Comparaison du minimum des erreurs de prédiction entre
le Filtre de Kalman (FK) et les modéles ARMA
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Fig.111.2.74 Comparaison du maximum des erreurs de prédiction entre
le Filtre de Kalman (FK) et les modeles ARMA

Selon ces résultats, il se trouve que les erreurs de prédictions obtenues par le FK sont
beaucoup plus petites en valeur absolue que celles obtenues par les modéles ARMA. Cela veut dire
que 1’écart entre les valeurs observées des apports annuels et leurs prédictions est beaucoup plus
petit par 'usage du FK que celui des modeles ARMA. Nous pouvons en tirer que 1’usage du filtre
de Kalman conduit a de meilleures prédictions relativement aux modéles ARMA et que par voie de
conséquences, les erreurs de prédictions obtenues dans la partie Il de cette these ont bien été
améliorées dans la partie présente par le recours au filtre de Kalman ce qui exprime la supériorité du
de ce dernier quant a la prédiction des apports annuels considérés.
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111.2.9 CONCLUSION

Dans la présente étude, nous avons développé un modele stochastique linéaire multi-site, formulé
en espace-état, pour satisfaire la structure d’un filtre de Kalman discret. La premiére équation de ce
mode¢le exprime 1’état du systéme hydrologique concerné, dans notre cas, c’est un vecteur donnant
I’apport liquide annuel a plusieurs sites a la fois. La deuxiéme équation exprime la mesure de cette
grandeur d’état, qui est dans ce cas un vecteur de méme dimension que 1’état, obtenu par
observation de I’apport liquide annuel aux sites précédents.

Le développement de ce modele a pour objectif, 1’application de la technique du filtre de
Kalman(FK) a la prédiction multi-site des apports liquides annuels et 1’amélioration des erreurs de
prédiction.

L’estimateur développé au cours de ce travail a la particularit¢ de pouvoir s’adapter
automatiquement chaque fois qu’une nouvelle information (mesure) devient disponible. Par
conséquent, des prédictions optimales des apports liquides sont obtenues aussi bien dans le temps
que dans ’espace.

En effet, dans le cas ou I’on dispose d’une information historique au préalable, une fois que
le modéle a été sélectionné, d’abord les conditions initiales concernant le vecteur d’état, les
covariances des bruits du systéeme et de la mesure doivent étre déterminées, puis la matrice de
transition d’état et la matrice de mesure doivent étre spécifiées, pour qu’en fin les calculs puissent
étre amorcés.

Dans la présente étude, nous nous intéressons aux séries chronologiques des apports liquides
annuels, observés a 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie et couvant une période
d’observation commune de 25 ans allant de 1968 a 1992.

Le travail a été fait sur deux périodes de temps. La premiére a été utilisée dans la procédure
d’estimation des parametres du modele, tandis que la deuxiéme a servi a la validation du modéle.

L’apport liquide moyen annuel observé a chacune des 10 stations hydrométriques a été
adopté comme vecteur d’état initial. Pour la matrice de covariance d’erreur initiale, nous avons opté
pour de grandes valeurs dans les éléments de la diagonale principale afin de donner plus de poids a
la nouvelle information (mesure) qui vient d’étre disponible.

Les prédictions multi-sites des apports liquides, obtenues dans la dimension temporelle pour
chacune des 10 stations hydrométriques en question, sont trés proches des valeurs observées aux 10
stations sur la méme période. De méme pour les prédictions multi-sites dans la dimension spatiale,
les valeurs observees et les prédictions correspondantes se suivent d’une maniére assez proche 1’une
de I’autre pour toute la période d’observation, ceci indique que le filtre de Kalman multi-site est un
outil efficace pour la modélisation et la prédiction des apports liquides annuels en temps et en
espace.

En fin, la justesse du modeéle du filtre de Kalman ou son aptitude a représenter le processus
naturel des apports liquides, a été vérifiée par 1’étude de I’indépendance des innovations du filtre
d’une part, par le biais de leur fonction d’auto-corrélation et d’autre, par 1’ajustement Normal de ces
innovations.
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Le pourcentage de I’erreur relative des prédictions multi-sites a également été un moyen
d’apprécier cette justesse. Le pourcentage moyen de I’erreur relative de prédiction sur toute la
période d’observation est inférieure a 15% ce qui est trés acceptable.

En outre, le calcul des moyennes et des déviations standards pour les données observées et
leurs valeurs prédites a montré que les déviations standards des valeurs observées sont plus grandes
que celles des valeurs prédites, ce qui pourrait traduire une éventuelle tendance du (FK) multi-site a
une sous-estimation.

La comparaison des erreurs de prédiction obtenues par les modeles ARMA dans la
deuxiéme partie de cette thése, avec celles obtenues par le FK a montré la supériorité du FK dans la
modélisation des apports annuels. Ces erreurs de prédiction ont été améliorées d’une fagon
remarquable avec des rapports moyens qui sont de 1/16 pour la moyenne des erreurs de prédiction,
1/23 pour leur variance, 1/5 pour leurs déviation standard, 1/6 pour leur minimum et enfin 1/ 3 pour
le maximum.

A la lumiere de tous les résultats précédents, il est clair que la technique du FK multi-site
est efficace pour la modélisation des apports liquides annuels, aussi bien dans la dimension
temporelle que spatiale. Le résultat est un modéle dynamique qui présente 1’avantage considérable
de prendre en compte les variations dans le temps des parametres du modéle, de la variance des
bruits d’état et celle de la mesure et dont les erreurs de prédictions sont minimales.
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CONCLUSION I

Dans cette troisiéme partie, notre attention a été focalisée sur 1’étude de I’applicabilité de la
technique du filtre de Kalman (FK) a la modélisation et la prédiction multi-site des apports liquides
des rivieres au Nord d’Algérie. L’objectif était 1’obtention d’un estimateur linéaire optimal qui
permet la prévision multi-site de cette variable hydrologique et 1’amélioration des erreurs de
prédiction.

A cet effet, nous avons choisi de travailler sur des données annuelles dont les corrélations
croisées sont faibles et qui ne présentent pas d’effet saisonnier. Ce choix présente I’avantage de
diminuer le degré de complexité du probléme, ce qui nous a aidés a surpasser quelques unes des
difficultés rencontrées lors de I’application de la méthode. Cela dit, le modele de prédiction multi-
site obtenu reste éventuellement extensible au pas de temps inférieurs, moyennant un choix
judicieux de la matrice de transition, et peut étre également généralisé a d’autres variables
hydrologiques ce qui présentera sans doute un moyen efficace et optimal pour les gestionnaires de
la ressource en eau.

Le modele obtenu est un moyen de prédiction en ligne qui non seulement procure des
prédictions multi-sites optimales mais aussi des prédictions qui tiennent en compte la nature
dynamique du systéme hydrologique concerné : ¢’est un modéle dynamique qui prend en charge les
variations dans le temps des paramétres du modele, de la variance des bruits d’état et de la variance
des bruits de mesure.

L’estimateur développé au cours de ce travail a la particularit¢ de pouvoir s’adapter
automatiquement, chaque fois qu’une nouvelle information (mesure) devient disponible. Cette
flexibilité lui offre la possibilité d’obtenir des prédictions optimales dans le temps au-delas de
I’année 1993, qui présente la fin des itérations pour le présent travail, par simple ajout de données,
et dans 1’espace par simple changement dans les dimensions des vecteurs et des matrices mises en
ceuvre par 1’algorithme de calcul. Ce travail est valable pour des stations qui présentent la méme
période d’observation, et peut présenter la base d’un travail de cartographie.

La méthode de Kalman et les équations récurrentes qu’elle met en ceuvre présentent, en plus
de nombreux avantages :

— La forme récurrente des équations facilite leur exploitation par les ordinateurs ;

— La forme des équations de base du filtre se prétent souvent a une exploitation
satisfaisante des informations dont on dispose : d’une part, la dynamique du systéme
et la nature des mesures y sont respectivement représentées par les matrices de
transition d’état et celle de mesure ; d’autre part, les perturbations du systéme et les
bruits de mesure y sont représentés par leurs propriétés statistiques (valeurs
moyennes, matrices de covariance) ;

— Les optimalisations de la méthode ont une signification statistique claire : variances
d’erreur minimales ou encore, dans le cas de bruits gaussiens, probabilité maximale
des valeurs estimées ;

— La méthode fournit non seulement une estimation des variables d’état, mais encore,
par Pintermédiaire de la matrice de covariance d’erreur de prediction Py, une
estimation de la confiance que 1’on peut accorder a ses résultats ce qui présente un
avantage majeur.

En contre partie, il faut reconnaitre les difficultés inhérentes a I’application de la méthode :
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Le choix de la variable d’état et la formulation du probléme selon I’équation d’état et
I’équation de mesure.

L’estimation de la matrice de transition d’état.

L’estimation initiale des matrices ( Py/o, Qk, Rr) est toujours entachée d’erreur
pouvant perturber la performance du filtre en ce qui concerne 1’estimation de la
variable d’état. Il faudra essayer plusieurs valeurs et observer le comportement du
filtre. 1l faut également attribuer des valeurs importantes aux termes diagonaux de
Py /o pour donner plus de poids au gain du filtre qui procedera progressivement a leurs
correction en fonction des mesures. Par ailleurs, il faut savoir qu’une estimation
erronée de I’état initial (X, = E (X,) ) est pratiquement sans importance car elle est
tout de suite corrigée par le filtre en fonction de la mesure.

Un écart pouvant exister entre le modéle mathématique utilisé et les propriétés réelles
du systeme hydrologique concerné; I’influence de cet écart a la longue peut
provoquer la divergence du filtre, c'est-a-dire des écarts (X, — X, Jk)
invraissemblables.

Cela dit, et en dépit de tous ces problémes, les résultats que la méthode procure sont

satisfaisants et répondent largement aux besoins et aux préoccupations pratiques envisagées, une
simple comparaison de résultats le prouve. En effet, la comparaison des erreurs de prédiction du FK
et des modeles ARMA a montré la supériorité du FK dans la modélisation des apports annuels : ces
erreurs de prédiction ont été améliorées avec des rapports moyens qui sont de 1’ordre de 1/16 pour
la moyenne des erreurs de prédiction du FK par rapport aux modeles ARMA, 1/23 pour la variance,
1/5 pour la déviation standard, 1/6 pour le minimum et enfin 1/3 pour le maximum.

355



Conclusion générale et recommandations futures

CONCLUSION GENERALE ET
RECOMMANDATIONS FUTURES

Dans un pays semi-aride tel que 1’ Algérie, ou la demande en eau prend de plus en plus de I’ampleur
au fil des ans, les volumes d’eau véhiculés dans les cours des rivieres représentent une composante
trés importante pour le développement social et économique. Compte tenu de ce fait, la partie Nord
Algérienne a été sujette a plusieurs investigations visant 1’interception et le stockage du maximum
possible de quantités d’eau pluviale dans des réservoirs de stockage. La réserve hydrique dans de
tels réservoirs est percue comme un moyen potentiel et efficace pour répondre aux besoins toujours
croissants en matiere d’eau pour I’agriculture, I’industrie et I’utilisation domestique.

L’¢état de conscience au sujet de cette réalité socio-economique, a suscité la canalisation et la
conjugaison de tous les efforts dans le but de répondre positivement a ces préoccupations. Le
présent travail en voulant s’inscrire dans ce contexte, a apporté une contribution modeste a ces
efforts. C’est une étude de modélisation qui percoit ces apports liquides comme une variable
hydrologique genérée par un processus stochastique, ce qui a suscité le recours a des modeles
mathématiques prenant en charge la nature stochastique de cette variable ainsi que ses changements
dans le temps. Il va sans dire que de tels modeles sont indispensables a toutes les décisions
importantes au sujet des ressources hydriques : ils sont utilisés en simulation pour répondre a des
questions de conception et mobilisation, et aussi en prévision pour répondre a des questions de
gestion. Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés uniquement & la prévision,
sachant que leur utilisation a la simulation reste toujours valable.

Dans cette perspective, et afin d’apporter une réponse aux objectifs fixés pour ce travail,
nous I’avions présenté en trois parties principales. Aprés une introduction générale ou 1’on a
présenté la problématique, fixé 1’objet et les méthodes mises en ceuvre et ciblé les objectifs, vient la
premicre partie ou I’on expose les différentes notions mathématiques et rappels théoriques
indispensables a la compréhension du travail. Les deux parties suivantes ont eté dediées toutes les
deux a la modélisation stochastique des apports liquides pour des fins de prévision : la deuxieme
utilise la méthode de Box-Jenkins qui est limitée par des contraintes de stationnarité et de normalité
tandis que la troisieme partie se libere de toutes les contraintes en faisant recours au filtre de
Kalman discret qui dispose d’une structure rétroactive lui permettant une estimation dynamique et
optimale. En fin nous terminons par une conclusion générale.

A cet effet, la premiere partie, avec ses trois chapitres, constitue un arriere plan théorique de
la méthode de Box-Jenkins et celle du filtre de Kalman. Elle nous a permis d’introduire les notions
et les concepts essentiels a la compréhension des mécanismes et des fondements mathématiques sur
lesquels reposent ces méthodes. Dans le chapitre 1.1, nous avons introduit les notions
mathématiques et les concepts de base qui servent a la compréhension du principe de la
modélisation des processus hydrologiques naturels, et présenté les instruments mathématiques qui

356



Conclusion générale et recommandations futures

servent a I’analyse des processus stochastiques et leur transmission dans les systémes dynamiques
linéaires. L’accent a ét¢é mis sur I’importance de la notion de bruit blanc gaussien qui est
complétement caractérisé par sa fonction d’auto-corrélation et qui présente 1’une des hypotheses de
base aussi bien pour la méthode de Box-Jenkins que celle du Filtre de Kalman. D’autres notions
telles que les modéles Espace-état ou encore le filtrage linéaire ont également été introduites et
soulignées. Dans le chapitre 1.2, nous avons présenté le concept processus stochastique/série
chronologique ot nous avons d’abord abordé les séries chronologiques et insisté sur la particularité
et I'intérét de cet ordre temporel dans lequel elles ont été observées. Nous avons, par la méme
occasion, montré que cet ordre n’était pas fortuit mais qu’il était I’expression de la présence d’une
relation temporelle imposée par les lois de la nature ; et que par suite de conséquences, cette
relation d’antériorité attribue aux séries chronologiques une sorte de mémoire qui fait appel a ces
lois de la nature qu’on appelle « mécanismes générateurs sous-jacents » et qui sont de nature
stochastique. L’établissement de ce lien nous a ensuite conduits a aborder les processus
stochastiques non paramétriques et a montrer comment ces derniers peuvent étre caractérisés. Cela
¢tant fait en insistant sur la notion de stationnarité et d’ergodicité qui sont & la base de cette
caractérisation stochastique. Dans le chapitre 1.3, nous avons accordé un intérét particulier a une
classe de processus stochastiques linéaires : les processus de Box-Jenkins, en raison de la qualité de
leur représentation des processus hydrologiques en général et des apports de riviéres en particulier.
Dans cette optique, nous avons d’abord introduit et explicité le lien entre série chronologiques et
processus linéaires, et en faisant intervenir les différents opérateurs linéaires, nous avons montré
que beaucoup de processus stochastiques avec dépendance sont obtenus par des transformations
linaires de bruits blancs. Ensuite, nous avons introduit le théoreme de Wold qui est a la base de la
modélisation ARMA abordée dans la deuxieme partie de cette these. A cet effet, on définit un
processus stochastique linéaire, non pas par la distribution jointe des observations ou de ses
premiers moments, comme c’était le cas dans les chapitres précédents, mais a partir d’un
mécanisme générateur indexé par des parameétres. Ce théoreme permet la caractérisation du
mécanisme générateur et stipule que tout processus stationnaire peut étre représenté, de maniére
unique, par la somme de deux composantes indépendantes : I'une déterministe parfaitement
prévisible et 1’autre stochastique. Enfin, nous présentons les différents modeles de ces processus :
ARMA, ARIMA et SARIMA avec leurs hypothéses et leurs caractéristiques respectives.

La deuxiéme partie, avec ses trois chapitres également, constitue une application pratique de
la méthode de Box-Jenkins a la modélisation stochastique des apports liquides observés a 10
stations hydrométriques au Nord d’Algérie. Elle nous a permis d’obtenir des modé¢les de prédiction
au pas de temps annuel et mensuel pour chacune des 10 stations considérées dont les résultats
étaient satisfaisants. Dans le chapitre 1.1, nous avons exposé la méthodologie de Box-Jenkins pour
la modélisation stochastique des séries chronologiques avec les étapes principales correspondantes,
et les outils mathématiques indispensables a 1’accomplissement de chacune de ces derniéres. Un
accent particulier a été mis sur les hypotheses de normalité et de stationnarité sur lesquelles
reposent les fondements théoriques de la méthode. La structure de dépendance interne des données
sur laquelle se base cette méthode a été mise en valeur ainsi que le caractére itératif de la procédure.
Enfin, nous avons exposé¢ comment le modele ARMA résultant peut étre mis en ceuvre pour faire de
la prédiction tout en indiquant les intervalles de confiance de ces dernieres. Dans le chapitre 11.2 et
1.3, nous avons exposé en détail et pour chacune des 10 stations, comment la méthode de Box-
Jenkins a été mise en ceuvre dans le but de trouver le modéle le plus adéquat aux données
observées. Le chapitre I1.2 a été consacré a I’application de la dite méthode aux données annuelles
qui sont genéralement stationnaires, normalement distribuées avec une faible auto-corrélation dans
leur structure de dépendance interne, tandis que le chapitre 11.3 concernait les données mensuelles
qui sont, au contraire caractérisées par une instabilité saisonniere au niveau de la variance, par une
distribution non normale et par une forte auto-corrélation réguliere et saisonniere dans la structure
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de dépendance interne. Les résultats obtenus dans ces des deux chapitres ont conduit a la
détermination de modeles pratiques, simples et parcimonieux qui représentent le plus possible le
processus genérateur de la variable hydrologique en question et reflétent I’ampleur de la variabilité
aléatoire de celle ci. Cependant, il a fallu reconnaitre que malgré les résultats satisfaisants qu’elle
peut produire, I’usage de cette classe de modeles reste limité par certaines contraintes qui font de
ces derniers loin d’étre I’instrument mathématique idéal pour les processus hydrologiques et ce pour
plusieurs raisons :(1) I'une de ces raisons principales est que ces modéles reposent largement sur
I’hypothése de Normalité alors qu’il est connu que les processus hydrologiques, particulierement a
un pas inférieur a I’annuel, s’¢loignent de la distribution Normale et tendent vers des distributions
de type puissance. L’autre hypotheése d’appui de ces modeles est la stationnarité¢ alors que le
comportement saisonnier exhibé par les processus a une échelle inférieure a ’année est complexe
(type de distribution et structure de dépendance qui changent au sein de 1’année) et ne peut pas tre
pris en charge par les techniques de dessaisonalisation de Box-Jenkins (Koutsoyannis 2006).(2)
Les modeles Box-Jenkins qui se basent essentiellement sur la structure de dépendance des séries
chronologiques ont tous une structure de dépendance de court terme, c'est-a-dire une fonction
d’auto-corrélation qui diminue exponentiellement avec le pas de temps, alors qu’a I’opposé les
processus hydrologiques montrent une dépendance de long terme, c'est-a-dire une décroissance en
puissance connue par le phénomene de Hurst (Koutsoyannis 2005b). (3) A D’exception des
modeles simplifiés AR(1) ou ARMA(1,1) les modeéles ne sont pas parcimonieux car ils font
intervenir plusieurs parametres estimes a partir des données. En plus, les échantillons statistiques
tels que les séries chronologiques ne permettent pas 1’estimation fiable de plusieurs parametres.
Ceci est particulierement le cas des processus hydrologiques avec une dépendance de long terme
puisque ce comportement induit des incertitudes importantes par rapport aux processus avec une
dépendance de court terme. (4) De nouveau, a 1’exception des modéles AR(1) et ARMA(L,1),
d’autres processus de la méme famille ne possédent pas de sens physique et sont en plus utilisés
dans un concept de boite noire.

Ces limites et contraintes de la méthode de Box-Jenkins, malgré les résultats satisfaisants
qu’elle procure, ont suscité I’appel a d’autres outils mathématiques qui répondent mieux a la nature
dynamique et au comportement saisonnier des processus hydrologiques, c’est I’une des raisons qui
ont justifié le recours au filtre de Kalman par la suite.

Au méme titre que la partie précédente, la troisieme partie avec ces deux chapitres, constitue
une étude de modélisation stochastique des apports liquides pour des fins de prédiction a la
différence que le modéle stochastique résultant posséde les propriétés suivantes :

1) 1l permet d’obtenir des prédictions multi-sites ;

2) Il est dynamique avec une prise en charge de la nature variable dans le temps du
processus étudie.

La méthode préconisée dans cette partie est celle du filtre de Kalman linéaire discret dont le
résultat est I’obtention d’un estimateur optimal en ligne qui permet la prévision de cette variable
hydrologique a plusieurs sites en méme temps. Pour cela, aprés une introduction retragant 1’état de
I’art de la méthode et de ses applications aux domaines différents des sciences de I’ingénieur, le
chapitre III.1 nous a permis d’exposer la méthode du filtre de Kalman discret. Ainsi, le principe de
la méthode avec son cadre théorique y sont présentés. L’accent a été mis sur ’essentiel : le modele
mathématique adopté et les formules récurrentes du filtre, en passant en revue les conditions
d’optimalisation qui font le mérite du filtre de Kalman. Le chapitre III.2 nous a permis d’étudier
I’applicabilité de la technique du filtre de Kalman a la modélisation et la prédiction multi-site des
apports liquides annuels observés a 10 stations hydrométriques au Nord d’Algérie; la période
d’observation commune étant 25 ans (1968 a 1992). A cet effet, nous avions expliqué pourquoi
nous avions choisi de travailler sur des données annuelles et comment ce choix nous a aidés a
surpasser quelques unes des difficultés rencontrées lors de 1’application de la méthode. Nous avions
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montré comment le modele mathématique a été formulé et comment les conditions initiales
concernant le vecteur d’état, la covariance des bruits du systéme et la covariance des bruits de
mesure ont été déterminées, puis comment la matrice de transition d’état et la matrice de mesure ont
été spécifiées, et en fin comment les calculs ont été effectués. Les résultats obtenus ont été discutés
en détail, par la suite et leur qualité était bien mise en exergue par 1’étude des erreurs de prédiction
qui affichait un pourcentage moyen de I’erreur relative trés acceptable (15%). A la suite de cela,
nous y avons indiqué comment le modeéle de prédiction multi-site obtenu pourrait éventuellement
étre extensible au pas de temps inférieurs, et comment il pourrait étre généralisé a d’autres variables
hydrologiques ce qui présenterait sans doute un moyen efficace et optimal pour les gestionnaires de
la ressource en eau. Aussi, nous avons montré comment le modéle obtenu était un moyen de
prédiction en ligne qui non seulement procure des prédictions multi-sites optimales mais aussi des
prédictions tenant en compte la nature dynamique du systéeme hydrologique concerné ( variations
temporelles des paramétres du modele, des variances des bruits d’état et de mesure, dues aux
changements dans les infiltrations, I’humidité du sol et toute autre variable pouvant affecter le cours
des apports liquides). Par la méme occasion, nous avons indiqué comment 1’estimateur développé
au cours de ce travail pourrait étre a la base d’une cartographie en montrant la particularité de ce
dernier de pouvoir s’adapter automatiquement, chaque fois qu’une nouvelle information (mesure)
devient disponible et en insistant sur sa flexibilité qui lui permet une extension dans les deux
dimensions : le temps et I’espace.

A la fin de cette partie, il a fallu reconnaitre certaines difficultés rencontrées dans
I’application pratique de cette méthode. La premicre relevait de la disponibilit¢ d’une période
d’observation commune entre les stations hydrométriques, ce qui a limité le nombre de stations
étudiées a 10 et conduit au renoncement a la cartographie prévue au début de ce travail. La
deuxiéme difficulté était inhérente a I’application propre de la méthode de Kalman concernant
essentiellement 1’estimation des conditions initiales des matrices ( Py, Qr, Ri) et I’estimation de
la matrice de transition d’état, sachant que d’autres problémes pouvaient surgir tel que la divergence
du filtre par exemple ou encore plus des problemes dans la formulation espace-état du probléme. En
contre partie, quelques uns des avantages de la méthode ont été mis en valeur, particuliérement
I’exploitation de toutes les informations disponibles sur le systéme et ses mesures : d’un coté la
dynamique du systeme et la nature des mesures sont respectivement représentées par la matrice de
transition d’état et celle de la mesure, d’un autre coté les perturbations du systéme et de la mesure
sont représentées par leurs propriétés statistiques (valeurs moyennes et matrices de covariance). Un
autre avantage de la méthode a été souligné a savoir la procuration d’une estimation optimale en
plus de la covariance d’erreur de cette derniére qui présente la confiance qui pourrait lui étre
accordée. La comparaison entre le filtre de Kalman et la méthode de Box-Jenkins concernant les
erreurs de prédiction a confirmé un des aspects de cette optimalité en affichant des caractéristiques
statistiques moyennes beaucoup plus réduites pour le filtre de Kalman. Ces résultats montrent la
robustesse et soulignent la supeériorité du filtre de Kalman dans la modélisation et la prédiction des
apports considérés.

Pour les futures applications du FK, les recommandations suivantes devraient étre
considérées :

(1) En vertu de la nature dynamique du modele développé au cours de cette thése, 1’introduction
de paramétres additionnels tels que les précipitations par exemple, dans 1’équation d’état est
fortement recommandée pour 1’amélioration de la performance du modele.

(2) L’incorporation de plus de stations hydrométriques est aussi fortement recommandée, ceci
requiere la disponibilité d’autres stations dans la méme région ayant la méme période
d’observation, ou une période d’observation commune avec les stations déja considérées.
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Quand le nombre de ces stations sera assez important les résultats obtenus peuvent étre
cartographiés et les prédictions spatiales peuvent étre interpolées/extrapolées avec les
erreurs de prédiction correspondantes. Ceci sera d’une grande importance pour les plans de
gestion de la ressource en eau au pas annuel.

(3) Les prédictions mensuelles, hebdomadaires, ou encore journalieres sont aussi fortement
recommandées par couplage de modeles de désagrégation au FK. Dans ce cas, il faut tenir
compte de I’effet saisonnier caractérisant de telles séries de données, chose qui n’a pas été
considérée ici simplement parce que les données annuelles ne sont généralement pas sujettes
a un tel effet.

Enfin, il faut mentionner que 1’approche suivie au cours de ce travail de recherche que se

soit pour la méthode de Box et Jenkins ou encore celle du filtre de Kalman reste valable est
applicable pour n’importe qu’elle autre variable hydrologique.
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