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 ملخص

انغشض مه هزي انمزكشة هى إوشاء مقاسبت نمحاكاة انسيلان في انىسط انمسامي باسخعمال طشيقت مىوخي كاسنى انخي حهذف 

انهذف مه رنك، هى إعطاء قيمت نقياساث هزي انىسائط انمأخىرة نىىعيه مه انشمم  .إنى حساب دقت قياساث انىفاريت وانخذفق

  .(حاغيج و عباس بىي)

 .هزي انقياساث سخسمح بمخابعت حطىس انخهىد بطشيقت صاسمت نهمياي انجىفيت نمىطقت بشاس

  : هما سئيسييه مجانيه عه حكشف انذساست هزي

 .  حسمح نىا بخحصيم فكشة عه مخخهف انمقاسباث انمعخمذة في دساست انسيلان في انىسط انمساميمشجعيت ساستد -

  . كاسنىمىوخي طشيقت خلال مه انىمزجت عهىحشحكز عذديت دساست -

 .، محاكاةكاسنى مىوخي ومزجت، ، سيلان، وسط مسامي: البحثكلمات 

Résumé  

L’objectif de ce mémoire est de réaliser une approche de simulation des écoulements en 

milieu poreux en utilisant la méthode de Monte Carlo qui vise à déterminer la précision des 

mesures de perméabilité et de débit. Le but donc, est de valoriser les mesures de ces 

paramètres pris sur deux types de sable (Béni Abbès et Taghit).  

Ces mesures vont permettre de suivre d’une manière plus rigoureuse l’évolution de la 

pollution des eaux souterraines de la zone de Béchar.  

Cette étude fait apparaître deux axes principaux : 

- Une étude bibliographique qui nous a permet d'avoir une idée sur les différentes 

approches adoptées pour étudier les écoulements en milieu poreux. 

- Une étude numérique basée sur la modélisation par la  méthode de Monté Carlo. 

Mots clés : Milieu poreux, écoulement, modélisation, Monté Carlo, simulation. 

Abstract 

The objective of this memory is to carry out an approach of simulation of the flows in porous 

ground by using the Monte Carlo method which aims at determining the precision of 

measurements of permeability and flow.  The goal thus, is to  improve the measurements of 

these parameters taken on two types of sand (Beni Abbes and  Taghit). 

These measurements enable us to follow the evolution of the underground water pollution of 

the zone of Bechar.    

This study reveals two principal axes:  
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-   A bibliographical study which enables us to have an idea on the various approaches 

adopted to study the flows in porous ground.   

-   A numerical study based on modeling by the method of Monte Carlo.  

 Key words:   Porous ground, flow, modeling, Monte Carlo, simulation.   
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Introduction générale 

À travers les époques et les différentes régions du monde, une source a souvent été considérée 

comme le bien le plus précieux que pouvait posséder une personne. Que ce soit pour sa propre 

alimentation, celle de son bétail ou pour l’irrigation des cultures, les gens se sont battus pour 

l’usage des sources. Cette richesse était, bien entendu, d’autant plus importante que l’eau était 

rare ou que celle disponible était de médiocre qualité.  

Le but des études hydrogéologiques consiste  à estimer le potentiel d’alimentation en eau des 

aquifères ainsi que le transport de soluté.  De plus, ces vingt dernières années ont connu une 

avancée technologique majeure en hydrologie souterraine. Une part de ces nouvelles 

technologies concerne l’utilisation des modèles numériques pour simuler les écoulements 

dans les systèmes d’aquifères. 

Ces développements, se sont effectués en parallèle avec l’évolution et la disponibilité 

grandissante des systèmes informatiques à capacité de mémoire plus grande, plus performants 

et moins chers. 

Ce travail de recherche est un volet complémentaire d’une étude portant sur les procédés de 

filtration sur sable. En effet, le but est d’analyser les résultats obtenus auparavant au moyen 

d’une modélisation qui consiste à fiabiliser les mesures de terrain via un modèle de simulation 

numérique.  

Le modèle de simulation adopté est celui de Monté Carlo, basé sur des algorithmes dits de 

«Monte Carlo». Cette méthode consiste à générer un ensemble de répliques de milieux 

aléatoires, conditionnels ou non, qui obéissent à des règles statistiques prédéfinies (moyenne, 

écart-type, structure spatiale d’hétérogénéité, longueur de corrélation). Dont un outil de 

simulation numérique est élaboré et qui est fondé sur une approche articulée sur la 

formulation de la loi de Darcy pour un milieu homogène à faible granulométrie. 

Ce mémoire est composé de cinq chapitres :  

Dans le premier chapitre, nous présentons une revue bibliographique sur les écoulements dans 

le sol, sa structure, les paramètres caractérisant le milieu hydrogéologique. 
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Dans le deuxième chapitre, sont présentés les principes de la modélisation et les processus 

d’écoulement et de transports de masse dans le milieu souterrain. 

Le troisième chapitre de ce mémoire est consacré à la présentation de la méthode statistique 

de simulation  de Monté Carlo, son domaine d’application et la méthodologie d’exécution.  

L’ensemble des propriétés hydrodynamiques et approches statistiques d’un milieu souterrain 

seront traités dans le quatrième chapitre.  

Dans le dernier chapitre, sont  montrés les résultats de simulation, l’analyse et l’interprétation 

de ces résultats.  

Enfin, une conclusion sur tout le travail est faite.  
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Chapitre I  

   Les écoulements dans le milieu poreux 

1. Introduction  

Dans la nature, la matière existe sous deux formes: solide et fluide. Par définition un fluide 

est un corps physique soumis à des déformations non élastique sous l’action des forces 

extérieures faibles. Cette propriété, appelée fluidité, est due à une grande mobilité des 

particules fluides. Les forces extérieures provoquent l’écoulement des fluides dans le sens 

d’actions des forces. Les fluides sont considérés comme des milieux déformables et continus. 

C'est-à-dire que leurs propriétés physiques sont des fonctions continues de trois coordonnées 

de l’espace, x, y et z et du temps t. Parmi les fluides, on distingue les liquides et les gaz. Un 

liquide est un fluide pratiquement incompressible. L’eau est un liquide qui peut se trouver 

aussi à l’état gazeux,  la vapeur d’eau (le comportement de la vapeur d’eau est en générale 

très éloignée de celui des gaz parfaits), ou aussi à l’état solide, la glace (avec plusieurs 

variétés polymorphes, de masse volumique allant de 0.92 à 1.3 g/m
3
). [Olivier B, Lumony 

M. Bangoy, 1999] 

La mécanique des fluides fait partie de la mécanique des milieux continus et concerne la 

description de l’écoulement d’un fluide et des effets mécaniques, thermiques et autres. Ses 

débuts remontent au XVII
ème

 siècle, quand les mathématiciens commençaient à énoncer les 

lois fondamentales qui régissent l’écoulement des fluides. C’est le cas de Bernoulli, puis 

d’Euler, qui s’occupèrent principalement des écoulements incompressibles.  

La partie de la mécanique de fluide qui s’occupe des liquides concerne l’hydraulique. Elle 

traite de l’équilibre (hydrostatique) et du mouvement ( hydrocinématique et hydrodynamique) 

des liquides. 

L’hydrostatique étudie les conditions d’équilibre des liquides, soit au repos, soit accélérés 

en bloc. Puisqu’il n’y a pas sous cette hypothèse, de mouvement relatif entre les particules 

liquides, la force d’inertie est nulle et la force  due à la viscosité ne se manifeste pas.  

La force de pression s’exerce alors perpendiculairement à toute surface immergée. 

L’hydrocinématique étudie le mouvement d’un liquide en utilisant les notions des lignes de 

courant et de champ des vitesses, sans faire intervenir les forces qui entrent en jeu. 
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L’hydrodynamique, quand à elle, consiste à étudier les mouvements des particules d’un fluide 

soumise à un système de forces. Les forces de compressibilités sont dans ce cas négligées. 

 Dans l’hydrodynamique des fluides parfaits, les forces de viscosité ne se manifestent pas, 

il n’y a donc pas de mouvement relatif entre les particules de liquide, l’écoulement d’un 

liquide réel engendre par contre des forces de frottement dues à la viscosité et la turbulence. 

La présence de ces forces induit une perte de charge qui est une transformation irréversible de 

l’énergie mécanique en énergie thermique.  

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les bases théoriques des écoulements ainsi que 

leurs comportements dans  le milieu poreux. 

2. Caractéristiques physiques des milieux poreux 

Le milieu poreux présente des caractéristiques physiques et mécaniques diverses. La 

définition et la quantification des propriétés des milieux poreux sont faites généralement 

suivant deux approches ; une approche par un volume élémentaire représentatif (VER) et une 

approche par fonction aléatoire [Marsily G (de), 1981]. On s’intéressera à certaines de ces 

propriétés et surtout à celles intervenant directement dans les phénomènes de transfert d'eau 

en milieu poreux.  

2.1. L'analyse granulométrique  

Elle consiste à la détermination de la distribution de la taille des particules du sol. Elle 

permet alors de déterminer ce qu'on appelle la composition granulométrique du sol. La 

séparation des particules par classes de tailles est généralement effectuée par tamisage à 

travers de tamis de diamètre calibre jusqu'à un diamètre de particules d'environ 0,05 mm 

[Hillel D, 1988]. Pour séparer et classer des particules plus fines, la méthode généralement 

utilisée est celle de la sédimentation. L'utilisation des résultats de l'analyse granulométrique 

permet dans certains cas de déterminer une autre propriété, cette fois hydrodynamique du 

milieu poreux non sature.  
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2.2. La notion de texture du sol 

L'analyse granulométrique fournit la composition granulométrique de l’échantillon de sol 

considéré. Elle montre que la taille des particules élémentaires d’un sol peut varier fortement. 

La notion de texture renseigne dès lors sur la taille prédominante ou la gamme de tailles des 

particules de sol d'une manière qualitative et quantitative. Qualitativement, pour le praticien, 

les sols sableux sont qualifiés de légers car facile à travailler. Les sols argileux sont qualifiés 

de lourds tandis que les sols limoneux sont réputés battants et asphyxiants lorsqu'ils sont 

acides et pauvres en humus. Pour les spécialistes du sol, il existe des familles de 

granulométrie ou encore des classes de textures caractérisées par des variations limitées et 

connues des teneurs en sables, limons et argiles. Pour 1'agronome ou le pédologue, la texture 

peut être définie par l’impression tactile laissée par le malaxage d'un échantillon de sol entre 

le pouce et l'index. Quantitativement, La texture du sol décrit les proportions  relatives des 

diverses tailles des particules d'un sol donné. Généralement, la caractérisation de la taille des 

particules se fait en les divisant en trois catégories de tailles ou classes texturales; sable, limon 

et argile. La détermination des classes texturales se fait en se référant à un diagramme dit 

triangle de texture.  

2.3.La notion de structure du sol 

Le concept de structure du sol englobe tout ce qui a trait à l'assemblage, à l'arrangement et 

à l'orientation des constituants élémentaires du sol. Comme l'arrangement des particules du 

sol est en général complexe pour permettre une caractérisation géométrique simple, il n'y a 

pas de méthode pratique de mesure directe de la structure du sol. Par conséquent, le concept 

de la structure du sol est utilisé de façon qualitative. Alors que la texture d'un sol est 

relativement constante pour un sol donné, la structure est hautement dynamique et peut 

beaucoup varier au cours du temps à cause des fluctuations des conditions naturelles, de 

l'activité biologique et des pratiques culturales. L'influence de l'hydrodynamique est prise en 

compte au niveau de l'analyse de la stabilité texturale. Facteur essentiel du rapport 

ruissellement-infiltration, donnée première d'un sol pour les pédologues et les  

géomorphologues, la stabilité texturale est au centre des questionnements sur les relations sol-

eau. 
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2.4. Masse volumique sèche  

La masse volumique sèche ρd est définie comme le rapport entre la masse des solides et le 

volume total de sol. 

𝜌𝑑 =
𝑀𝑠

𝑉𝑡
         kg/m3                                     (I.1) 

Où Ms est la masse de la phase solide [kg] et Vt le volume total apparent [m
3
].  

Elle est, en général de l’ordre de 1,4 à 1,7 (g.cm
-3

) pour les sols sableux et de 1 à  1,5 

(g.cm
-3 

) pour les sols argileux. 

2.5. La porosité   

La porosité ε, constitue un indice du volume relatif des vides dans le sol et est définie 

comme le rapport du volume des vides au volume total de sol. 

𝜀 = 1 −
𝜌𝑑

𝜌𝑠
      (I.2) 

Où : ρS représente la masse volumique des solides.  

2.6. La teneur en eau volumique 

Dans les milieux non saturés, nous définissons la teneur en eau volumique à l’échelle d’un 

Volume Elémentaire Représentatif (VER). 

𝜃 =
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒  𝑑 ′ 𝑒𝑎𝑢  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑢  𝑑𝑎𝑛𝑠  𝑢𝑛  𝑉𝐸𝑅

𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒  𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  𝑑𝑢  𝑉𝐸𝑅
     (I.3) 

La teneur en eau d’un sol varie entre une valeur minimale (la teneur en eau résiduelle, θr), 

et une valeur maximale (la teneur en eau à saturation, θs). Ce dernier est en principe égal à la 

porosité, toutefois, dans les conditions naturelles, un sol ne parvient jamais à la saturation 

totale, car il reste toujours de l’air piégé. [Musy et Soutter, 1991] 
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2.7. Le potentiel de pression :  

Dans le milieu poreux, à chaque teneur en eau, correspond une répartition des phases air et 

eau à l’intérieur du VER [Marsily G, 1980]. La phase d’eau étant continue, les pressions s’y 

égalisent à une côte donnée et il en résulte un potentiel de pression (h) unique : 

ℎ =
𝑃𝑒𝑎𝑢

𝜌𝑔
   (I.4) 

Où Peau est la pression de l’eau dans le sol [kg/m/s
2
], ρ est la masse volumique de l’eau 

[kg/m
3
], g est l’accélération de la pesanteur [m/s].  

On distingue  deux domaines du potentiel de pression. Par définition, la pression est nulle, 

c'est-à-dire, égale à la pression atmosphérique au toit de la nappe (surface libre). Dans la zone 

saturée, la pression est positive, et dans la zone non saturée négative (par convention).  

Le potentiel total est décrit par la notion de charge hydraulique H, et ses composantes sont 

le potentiel de pression (h) et charge de gravité (z). 

𝐻 = ℎ + 𝑧       (I.5) 

2.8. Relations θ(h) et K(h) :  

Le fonctionnement hydrodynamique d’un sol est contrôlé par deux caractéristiques 

macroscopiques dépendant à la fois de sa texture et de sa structure :  

 La courbe de rétention hydrique, qui relie la teneur en eau volumique (θ) au potentiel de 

pression (h), et qui exprime la capacité du sol à retenir l’eau à un état énergétique 

donné. 

 La courbe de conductivité hydraulique, qui exprime la capacité du sol à transmettre 

l’eau en fonction de son état de saturation mesuré par h ou θ.  

2.9. Relation teneur en eau et potentiel de pression :  

Dans la zone non saturée du sol, la teneur en eau et le potentiel de pression varient de 

manière concomitante. La relation existant entre ces deux paramètres constitue dès lors un 

élément essentiel de la description de l'état hydrique du milieu poreux non saturé. Cette 

relation exprime les variations d’intensité des forces de capillarité en fonction de la teneur en 
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eau. Graphiquement, cette relation θ(h) est représentée par une courbe, dénommée courbe 

caractéristique d’humidité du sol ou courbe de rétention hydrique. [Musy et Soutter, 1991]. 

On peut définir deux types de modèles nous permettant de paramétrer θ(h) : ceux à 

fondement mathématique et ceux à fondement physique.  

Les modèles physiques [Arya et Paris, 1981 ; Assouline et al, 199] utilisent directement 

certaines caractéristiques physiques du sol (granulométrie, densité,…) pour estimer les 

propriétés hydrodynamiques.  

Plusieurs auteurs [Brooks et Corey, 1964 ; Campbell, 1974 ; Van Genuchten, 1980] ont 

proposé des expressions mathématiques de la courbe de rétention en eau, θ(h). 

Les modèles mathématiques doivent être suffisamment souples pour s'adapter à la texture 

et à la structure des différentes sortes de sol. 

L’expression du modèle de Van Genuchten (1980) pour la courbe de rétention h(θ) est : 

𝜃 ℎ =  𝜃𝑟 +  𝜃𝑠 − 𝜃𝑟 . (1 +  𝛼ℎ 
1

(1−𝑚) 
)−𝑚             ℎ < 0           

𝜃𝑠                                                                 ℎ ≥ 0
   (I.6) 

où θr est la teneur en eau résiduelle [m
3

/m
3

], θs est la teneur en eau à saturation [m
3

/m
3

], h est 

le potentiel de pression [m], α est un paramètre empirique [m
-1

], n est un paramètre empirique 

(supérieur à 1), m = 1- (1/n), est un paramètre empirique.  

La forme analytique du modèle de Van Genuchten (1980) permet de mieux rendre 

compte de l’existence du point d’inflexion sur les courbes θ (h) et des changements de pente 

autour de celui-ci. [Bastet et al, 1998] 

2.10. La teneur en eau et méthodes de détermination 

Elle exprime la quantité d'eau contenue dans le milieu poreux. Elle est définie alors pour 

un échantillon donné comme étant le rapport entre la quantité d'eau contenue dans 

l'échantillon et le volume total de ce dernier. Nous parlerons alors de teneur en eau volumique 

qui est utilisée en règle générale en hydrogéologie.  
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Elle s'exprime par la relation suivante: 

𝜃 % =
𝑉𝑒

𝑉𝑡
. 100                (I.7) 

ϴ:Teneur en eau [m
3

/m
3

]  

Ve : volume d'eau dans l'échantillon [m
3

] 

Vt: volume total de l'échantillon [m
3

] 

Nous la notion de teneur en eau à saturation qui représente la valeur maximale de  𝜃 quand 

le milieu poreux considéré est à saturation, et la notion de teneur en eau résiduelle qui est la 

valeur de la teneur en eau pour une succion infiniment grande. Nous retrouverons ces deux 

notions dans les expressions permettant de décrire les relations entre les variables du milieu 

poreux non saturé. Le besoin de déterminer la quantité d'eau présente dans un sol donné se 

manifeste fréquemment dans beaucoup d'études notamment hydrogéologiques et 

agronomiques.  

Cette information est indispensable pour l'étude des transferts d'eau en milieu poreux non 

saturé. Pour sa détermination, on a plusieurs méthodes; les méthodes directes et celles dites 

indirectes. 

a. Les méthodes directes: la méthode granulométrique: 

Cette méthode représente la méthode traditionnelle de mesure de la teneur en eau. Elle est 

déterminée par pesée d'un échantillon de sol humide de poids Pl puis dessiccation de 

l'échantillon à l'étuve à 10
o
C pendant 24 heures et pesée à l'état sec donnant un second poids 

P2. On obtient ainsi la teneur en eau massique qui est donnée par la relation: 

 𝜃𝑚 =
𝑃1−𝑃2

𝑃2
           (I.8) 

Pl : poids humide de l'échantillon 

P2 : poids sec de l'échantillon. 
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La teneur en eau volumique est obtenue en multipliant la teneur en eau massique par la 

densité apparente du sol à la profondeur de prélèvement. 

Cette méthode est laborieuse (nécessité de pesées très précises et des précautions pour ne 

pas réhydrater les échantillons passés à l'étuve) et demande un temps assez long car on alloue 

généralement une période de vingt-quatre heures pour le séchage complet des échantillons. 

Actuellement, on constate une orientation beaucoup plus importante des chercheurs vers les 

méthodes indirectes qui permettent des mesures fréquentes ou continues et présentent 

également l'avantage d'être non destructives contrairement à la méthode gravimétrique. 

b. Les méthodes indirectes: la méthode neutronique. 

Cette méthode est largement utilisée maintenant pour la détermination des profils 

hydriques au champ. Son avantage est de permettre des mesures rapides et périodiques de la 

teneur en eau d'un volume représentatif de sol aux mêmes endroits et profondeurs. 

L'instrument utilisé est connu sous le nom d'humidimètre à neutrons. Cet appareil a été 

décrit par plusieurs auteurs dont Hillel, (1988). Il est essentiellement constitué de deux 

parties: 

 Une sonde que l'on descend dans un tube d'accès placé verticalement dans le sol et qui 

contient une source de neutrons rapides et un détecteur de neutrons lents; 

 Un compteur ou fréquencemètre pour déterminer le flux de neutrons lents. 

La méthode utilise les propriétés présentées par l'hydrogène de ralentir les neutrons rapides 

émis par la source radioactive. La presque totalité des ions H
+
 du sol provenant de l'eau, il 

existe une relation étroite entre l'humidité du sol et la densité de neutrons ralentis. 

La mesure consiste donc à compter pendant un temps déterminé de l'ordre d'une minute en 

moyenne selon les appareils, le nombre de neutrons lents rétrodiffusés qui est 

approximativement proportionnel à la teneur en eau volumique. 

3. Propriétés physiques de l’eau intervenant en mécanique des fluides 

Dans l’établissement des principes de la mécanique de fluides, certaines propriétés de 

fluide jouent un rôle important, d’autres seulement un rôle mineur, voire aucun rôle.  
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En hydrostatique le poids volumique est la propriété la plus importante, tandis qu’en 

hydrodynamique, la masse volumique et la viscosité sont les propriétés dominantes. 

L’eau présente un certain nombre de comportements anormaux tel que la solidification 

avec augmentation de volume. Par ailleurs, certaines propriétés présentent des maximums ou, 

plus fréquemment des minimums pour certaines valeurs de la température ou de la pression. 

C’est notamment le cas de la masse volumique, du coefficient de compressibilité, de la 

viscosité et de la chaleur spécifique.   

3.1 Viscosité  

La viscosité d’un fluide et la propriété exprimant sa résistance à une force tangentielle. 

Elle est due principalement à l’interaction entre les molécules de fluide. 

Considérant une plaque plane se déplace dans un fluide parallèlement à elle-même et 

induisant un écoulement de ce fluide en couches parallèles (écoulement laminaire) comme 

montre la figure (I.1). 

 

 

 

 

 

Figure I.1 : Schéma de mesure de la viscosité dynamique 

Soit v la vitesse de fluide engendrée à une distance y proche de la plaque. L’évolution de 

la vitesse avec la distance à la plaque suit une loi linéaire. Il s’exerce ainsi entre un filet fluide 

donné et un filet fluide infiniment voisin. Une tension de frottement 𝝉 (force par unité de 

surface), qui agit dans le sens opposé de l’écoulement et peut être exprimé par : 

𝜏 = 𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
    [ML

-1
T

-2
]                              (I.9) 
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Où 𝝁 est le coefficient de viscosité dynamique du fluide à la température et à la pression 

considérée.  

On peut rapprocher la valeur de la viscosité avec la formule de Helmholtz. [Schoeller. H, 

1962] 

𝜇 =
0,0178

1+0,0337𝑇+0,000221𝑇2    ;  𝑒𝑛 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑜𝑖𝑠𝑒𝑠             (I.10) 

Les fluides qui obéissent à la loi de viscosité de Newton ou de Stokes sont appelés des 

fluides newtoniens (dont l’eau fait partie). Pour ces fluides la contrainte imposée par la force 

tangentielle est proportionnelle au gradient des vitesses ou au taux de déformation 

tangentielle. Les fluides non newtoniens (plastique liquide et suspension concentrées par 

exemple) se déforment de telle manière que la contrainte tangentielle n’est pas 

proportionnelle au taux de variation de la déformation tangentielle, sauf peut-être pour les 

forces tangentielles faibles. La déformation de ces fluides est plastique et l’étude de leurs 

propriétés constitue le domaine de la rhéologie. [Olivier B , Lumony M. Bangoy, 1999] 

3.2 Modèle d’écoulement monophasique saturé/non saturé :  

L’équation de Richards (1931) décrit les transferts d’eau dans un milieu poreux 

variablement saturé. Elle découle de la combinaison de la loi de Darcy généralisée avec 

l’équation de continuité : 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −𝛻  𝑞   (I.11) 

En combinant la loi expérimentale de Darcy et l’équation de continuité sous l’hypothèse 

d’un fluide incompressible de masse volumique et de viscosité dynamique constante, on 

obtient l’équation de Richards dans un milieu mono, bi et tridimensionnel et variablement 

saturé : 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝑑𝑖𝑣[−𝐾  ℎ . 𝑔𝑟𝑎𝑑           (𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)) ]  (I.12) 

Où θ est la teneur en eau volumique [L
3

L
-3

], H (x, y, z, t) est la charge hydraulique totale 

(h+z) avec h le potentiel de pression [L], 𝐾  ℎ  est le tenseur de conductivité [LT
-1

] et t le 

temps [T].  
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Sa résolution nécessite la connaissance de deux fonctions décrivant les propriétés 

hydrodynamiques du sol (la courbe de rétention hydrique, h(θ), et la courbe de conductivité 

hydraulique, K(h).  

L’équation de Richards est une équation non-linéaire dont la résolution nécessite en 

général des moyens numériques. 

Elle permet de déterminer les champs de potentiels (charge hydraulique totale) et la 

répartition de la teneur en eau dans le sol, la position de la nappe étant déterminée comme 

étant la zone où la pression de l’eau est supérieure à la pression atmosphérique.  

La résolution de l’équation est néanmoins très sensible à la détermination des relations 

décrivant les paramètres hydrodynamiques, en particulier au voisinage de la saturation.   

[Vogel et al, 2001] 

4. Conclusion  

L’étude théorique des écoulements souterrains est une étape fondamentale et essentielle  

pour pouvoir établir un modèle numérique de terrain, quoique la modélisation permet aux 

hydrogéologues, bien évidement de quantifier et analyser le comportement de l’eau et 

anticiper les différents problèmes liés à la ressource. Les concepts de la modélisation et les 

processus d’écoulement et de transports de soluté dans le milieu souterrain seront présentés 

dans le prochain chapitre. 
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Chapitre II  

Modélisation des écoulements à travers un milieu poreux 

1. Introduction 

L‟étude des systèmes hydrogéologiques est depuis longtemps une préoccupation majeure 

de la recherche. Cependant, la compréhension d‟un système hydrogéologique permet en effet 

d‟agir sur son comportement naturel et de lui imposer une autre conduite répondant à des 

performances souhaitées par l‟utilisateur. 

2. Les Modèles  

Le mot ” modèle ” a tellement de définitions et est si couramment utilisé qu‟il est parfois 

difficile de cerner sa signification [Konikow et Bredehoeft, 1992]. Un modèle peut être le 

plus simplement défini comme la représentation d‟un système ou d‟un processus réel. Le 

modèle conceptuel correspond à une hypothèse sur le mode de fonctionnement d‟un système 

ou d‟un processus. Cette hypothèse peut être exprimée quantitativement sous la forme d‟un 

modèle mathématique. Les modèles mathématiques sont des modèles abstraits qui assimilent 

les processus à des équations, les propriétés physiques à des constantes ou des coefficients 

intervenant dans ces équations, et les mesures de l‟état du système à des variables. 

La plupart des modèles hydrogéologiques utilisés aujourd‟hui sont des modèles 

mathématiques déterministes. Ils sont basés sur les principes de la conservation de la masse, 

de la force d‟impulsion et de l‟énergie et décrivent des relations de causes à effets. 

L‟hypothèse sous-jacente consiste à considérer que si on a un bon niveau de compréhension 

des processus qui entraînent une réponse à une perturbation sur un système, on peut prévoir 

les réponses de ce système sous l‟effet de n‟importe quelles perturbations, même si l‟intensité 

de la nouvelle perturbation n‟entre pas dans la gamme de celles observées historiquement. 

Ces modèles nécessitent généralement la résolution d‟équations différentielles partielles. 

Des solutions exactes peuvent souvent être obtenues analytiquement, mais les modèles 

analytiques nécessitent que les paramètres et les limites du système soient fortement 

idéalisées. Certains modèles déterministes considèrent les propriétés des milieux poreux de 

manière empirique (essentiellement comme une boite noire), cela ne permet donc pas de 

représenter des propriétés hydrauliques hétérogènes dans le modèle. Or l‟hétérogénéité, ou la 
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variabilité des propriétés aquifères, sont les caractéristiques de tout système géologique et 

l‟ont sait maintenant qu‟elles jouent un rôle clef dans les processus d‟écoulement des eaux 

souterraines et du transport de masse. Il est donc bien souvent préférable d‟utiliser des 

modèles à paramètres distribués, qui permettent une représentation plus réaliste de la 

distribution spatiale des propriétés du système. Les méthodes numériques donnent des 

solutions approchées de l‟équation de base, à travers la discrétisation de l‟espace et du temps.                                                                                       

A l‟intérieur du domaine discrétisé, les valeurs, variables, des propriétés internes, des 

conditions aux limites et des perturbations du système sont approximées. Les modèles 

numériques déterministes, à paramètres distribués, peuvent assouplir les conditions trop 

idéalisées des modèles analytiques ou empiriques, et ils peuvent ainsi être plus réalistes et 

flexibles pour simuler les conditions réelles (à condition de savoir les appliquer correctement). 

Le type et le nombre d‟équations à résoudre sont déterminés par les concepts des 

processus dominants. Les coefficients des équations sont des paramètres mesurés tels que les 

propriétés, les limites et les perturbations du système; les variables dépendantes des équations 

sont les mesures de l‟état du système et sont mathématiquement déterminées par la résolution 

des équations. Quand un algorithme numérique est intégré dans un code informatique pour 

résoudre une ou plusieurs équations partielles différentielles, le code informatique résultant 

est considéré comme un modèle générique. Quand le maillage, les conditions aux limites et 

d‟autres paramètres (comme la perméabilité ou le coefficient d‟emmagasinement), sont 

définis dans l‟application du modèle générique pour caractériser une zone géographique 

particulière, le programme informatique résultant est alors appelé modèle spécifique du site. 

On démontre typiquement la capacité des modèles génériques à résoudre avec précision les 

équations de base avec des exemples d‟applications sur des problèmes simplifiés. Le même 

niveau de précision n‟est donc pas garanti quand on utilise le modèle pour résoudre des 

problèmes d‟ordre plus complexe.  

Si l‟utilisateur du modèle n‟est pas averti ou ignore les détails de la méthode numérique, 

comme les approximations de dérivée, l‟échelle de discrétisation, et les techniques de 

résolutions matricielles, des erreurs importantes peuvent être introduites et demeurent 

indétectables. Par exemple, si l‟équation de l‟hydrodynamique souterraine est résolue par 

itération, mais que le critère de convergence n‟est pas assez fin, les solutions numériques 

risquent de converger vers une solution éloignée de la solution exacte. L‟imprécision de la 

solution sera ou non répercutée sur l‟erreur sur le bilan de masse. Les erreurs non détectées 
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dans les modèles hydrogéologiques numériques sont de plus en plus courantes à cause 

d‟interfaces graphiques conviviaux qui facilitent l‟utilisation (et la mauvaise utilisation) des 

modèles. Ces interfaces mettent effectivement une grande distance entre l‟utilisateur et les 

méthodes numériques qui constituent le cœur du modèle. 

Les modèles mathématiques stochastiques et statistiques Ils ressemblent dans leur concept 

aux « boites noires ». Il s‟agit de trouver des relations corrélatives entre les « entrées » et les « 

sorties » en utilisant des méthodes statistiques fondées sur des échantillons significatifs de 

données observées dans le passé. Bien entendu, les limitations concernant les capacités 

prédictives de tels modèles restent identiques à celles émises pour les « boîtes noires » : toute 

modification du « système » ou des « entrées » hors la plage des observations antérieures 

invalide en principe les résultats obtenus. 

3. Processus d’écoulement et de transport  

On admet généralement que le processus d‟écoulement des eaux souterraines est gouverné 

par les relations issues de la loi de Darcy et du principe de conservation de masse. La loi de 

Darcy a cependant des limites d‟application qui doivent être évaluées pour chaque utilisation.  

L‟objectif d‟un modèle de simulation de transport de masse dans les eaux souterraines est 

de calculer à tout moment et en tout point de l‟aquifère la concentration d‟une espèce 

chimique dissoute. La base théorique de l‟équation qui décrit les transports de masse a été 

bien décrite dans la littérature [Bear 1979; Domenico et Schwartz 1998]. [Reilly et al, 1987] 

fournissent un cadre conceptuel pour l‟analyse et la modélisation des processus physiques de 

transport de masse dans les eaux souterraines. L‟évolution des concentrations chimiques ont 

lieu au sein d‟un système aquifère dynamique essentiellement sous l‟effet de quatre processus 

distincts :  

a) Le transport par advection, au cours duquel les composés chimiques dissous suivent 

l‟écoulement de l‟eau souterraine;  

b) La dispersion hydrodynamique, lors de laquelle la diffusion moléculaire et ionique et les 

variations à l‟échelle microscopique des vitesses d‟écoulement à travers le milieu poreux, 

entraînent une divergence et un étalement des trajectoires des ions et molécules dissous par 

rapport à la direction moyenne du flux;  
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c) L‟origine du fluide, lorsqu‟ une eau d‟une composition chimique donnée est introduite dans 

le système et mélangée à une eau de composition différente;  

d) Les réactions au cours desquelles une certaine quantité d‟une espèce chimique donnée peut 

être ajoutée ou retirée des eaux souterraines suite à des réactions chimiques, biologiques ou 

physiques dans l‟eau ou entre l‟eau et les matériaux constituant le réservoir ou d‟autres phases 

liquides. 

La zone de sub-surface constitue un cadre hydrogéologique complexe, tri-dimensionnel et 

hétérogène. Cette variabilité influence fortement les écoulements souterrains et le transport, et 

une telle réalité ne peut être décrite avec précision qu‟au travers d‟une étude hydrogéologique 

rigoureuse sur le terrain. Cependant, quelque soit le nombre de données collectées, il y aura 

toujours des incertitudes concernant les propriétés et limites du système aquifère étudié. Les 

approches stochastiques ont entraîné des progrès significatifs en ce qui concerne la 

caractérisation de l‟hétérogénéité de la zone de sub-surface et les problèmes d‟incertitudes. 

[Gelhar,  1993] 

4. Conception, développement et application du modèle  

La première étape dans la conception et l‟application d‟un modèle est de définir la nature 

du problème et l‟objectif du modèle. Bien que cela paraisse évident, c‟est une première étape 

importante qui est parfois oubliée pour un passage trop rapide à l‟action. Cette étape est 

étroitement associée à l‟élaboration d‟un modèle conceptuel, qui est là encore une étape 

préliminaire à l‟élaboration d‟un modèle de simulation. Lors de l‟élaboration du modèle 

conceptuel, l‟analyste doit évaluer quels processus sont significatifs dans le système étudié 

pour le problème considéré. Certains processus pourront être considérés comme importants à 

une certaine échelle de temps et d‟espace, alors qu‟ils seront négligeables et hors de propos à 

d‟autres échelles. L‟analyste doit de façon similaire décider du dimensionnement adéquat du 

modèle numérique. Un bon jugement est nécessaire pour évaluer et peser les priorités entre la 

précision et les coûts, tout en respectant à la fois les exigences du modèle et des données. La 

clef de l‟efficacité et de la précision lors de la modélisation d‟un système dépend 

probablement plus de l‟élaboration d‟un modèle conceptuel adapté que du choix d‟une 

méthode ou d‟un code numérique particulier.  
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Lorsqu‟on prend la décision de concevoir un modèle, il faut sélectionner (modifier ou 

construire) un code (ou modèle générique) adapté au problème donné. Ensuite, il faut que le 

code générique soit adapté au site ou à la région concernée par la simulation. Le 

développement d‟un modèle de simulation numérique déterministe, à paramètres distribués, 

implique de sélectionner ou de concevoir un maillage spatial et des accroissements de temps 

permettant de produire une solution précise au système ou problème donné. L‟analyste doit 

ensuite déterminer les propriétés du système (et leurs distributions), les perturbations 

intervenant sur le système (comme les taux de pompage et de recharge), les conditions aux 

limites, et les conditions initiales (pour les problèmes en régime transitoire). Toute la partie 

détermination des paramètres et des conditions aux limites est de l‟ordre du modèle 

conceptuel du système, et le modèle numérique initial doit être le reflet de ce modèle 

conceptuel.  

Il faut toujours se rappeler qu‟un modèle est l‟approximation d‟une réalité complexe, et 

que l‟utilisation du modèle a pour but de simplifier cette réalité de façon à ne représenter que 

les caractéristiques et processus essentiels liés au problème considéré. Lors du développement 

d‟un modèle déterministe hydrogéologique pour une zone et un objectif particulier, il faut 

choisir un degré de complexité adapté (ou, plutôt de simplicité). Bien qu‟une résolution plus 

fine permette une plus grande précision, il existe aussi des contraintes pratiques qui font que 

même si des données appropriées sont disponibles, il se peut qu‟un modèle numérique 

finement discrétisé, à trois dimensions soit trop lourd pour fonctionner sur les ordinateurs 

actuels, en particulier si on prend en compte des processus de transport. La détermination 

d‟un modèle approprié et d‟un degré de complexité approprié reste subjective et dépend du 

jugement et de l‟expérience de l‟analyste, des objectifs de l‟étude, et de la qualité des 

informations antérieures sur le système étudié. Même s‟il s‟agit d‟une tâche difficile, le choix 

entre la précision et le coût d‟un modèle devra toujours être fait. Dans tous les cas, les 

gestionnaires de l‟eau et autres utilisateurs des résultats du modèle doivent être avertis des 

choix et des priorités retenus qui risquent d‟affecter la fiabilité du modèle.  

En général, un modèle de transport de soluté est plus difficile à caler qu‟un modèle 

d‟écoulement souterrain. Dans un modèle d‟écoulement souterrain, le calcul des distributions 

de charge ne nécessite pas de définir autant de paramètres que pour calculer les variations de 

concentration. Comme la vitesse d‟écoulement des eaux souterraines dépend de la distribution 

des charges, et comme le transport par advection et la dispersion hydrodynamique sont deux 
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phénomènes dépendant de la vitesse d‟écoulement, on cale souvent un modèle d‟écoulement 

souterrain avant de développer un modèle de transport de soluté. En fait, dans la réalité la clef 

essentielle pour comprendre un problème de transport de soluté réside dans la définition 

précise (ou modèle) du système d‟écoulement. Ceci est particulièrement vrai pour le transport 

dans les roches fracturées, pour lequel la simulation est souvent basée sur des concepts 

propres aux milieux poreux. Bien que la surface de potentiel (ou charge) puisse souvent être 

simulée, le champ de vitesse pourra, lui, être fortement erroné. 

5. Calage du modèle numérique 

Les modèles de simulation hydrogéologiques déterministes impliquent des exigences 

importantes en matière de données si on veut définir tous les paramètres à tous les noeuds 

d‟un maillage. Uniquement pour déterminer la distribution des paramètres dans le cas d‟un 

problème pratiquer, cela demanderait des tests sur le terrain tellement onéreux, que c‟est 

rarement réalisable aussi bien économiquement que techniquement. Par conséquent, en fait, le 

modèle représente un essai de résolution d‟un large assortiment d‟identités remarquables, 

comportant plus d‟inconnues que d‟équations. Il est fondamentalement impossible d‟obtenir 

une solution unique à un tel problème.  

Une incertitude sur les paramètres, conduit logiquement à un manque de confiance dans 

les interprétations et prédictions issues d‟une modélisation, à moins qu‟il puisse être démontré 

que le modèle constitue une représentation suffisamment fiable du système réel. Pour 

démonter qu‟un modèle de simulation hydrogéologique déterministe est réaliste, on compare 

généralement les réponses de l‟aquifère observées sur le terrain (comme des variations de 

niveaux d‟eau s‟il s‟agit d‟un problème d‟écoulement ou des variations de concentrations s‟il 

s‟agit d‟un problème de transport) aux valeurs correspondantes calculées par le modèle. 

L‟objectif de cette opération de calibration est de minimiser les différences entre les données 

observées et les valeurs calculées. Généralement on considère que le modèle est calé quand il 

reproduit des données historiques avec un degré de précision acceptable. Le niveau 

d‟acceptabilité est, bien entendu, déterminé de façon subjective. Bien qu‟une correspondance 

faible soit un signe évident d‟erreurs, une bonne correspondance ne montre pas à elle seule la 

validité ou la pertinence du modèle [Konikow et Bredehoeft,1992].  

Le calage ne produira pas un jeu unique de paramètres à cause du nombre important de 

variables dans l‟ensemble d‟identités remarquables représentées dans un modèle. Si la 
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correspondance est faible, cela suppose (i) une erreur dans le modèle conceptuel, (ii) une 

erreur dans la solution numérique, ou (iii) un jeu de paramètre de mauvaise qualité. 

Il n‟est pas forcément possible de distinguer les différentes sources d‟erreurs [Konikow et 

Bredehoeft,1992]. Même lorsque l‟adéquation avec les données historiques est bonne, le 

modèle pourra encore échouer à prédire de manière fiable des évolutions futures, en 

particulier lorsqu‟on a à faire à des perturbations nouvelles ou plus longues que la période de 

calage du modèle.  

Le calage d‟un modèle hydrogéologique déterministe s‟effectue à l‟aide d‟un ajustement 

par approximations successives des données d‟entrée du modèle (les propriétés de l‟aquifère, 

les sources et les exutoires, et les conditions initiales et aux limites) de façon à modifier les 

données de sortie, produites par le modèle. Comme un nombre important de facteurs 

interdépendants affecte les sorties, la procédure peut s‟avérer totalement subjective et 

inefficace. Les progrès dans les procédures d‟identification des paramètres permettent 

d‟éliminer un peu de la subjectivité propre au calage du modèle, Les nouvelles approches ont 

tendance à traiter le calage d‟un modèle comme une procédure statistique. Ainsi, les 

approches à régressions multiples permettent simultanément de construire, d‟appliquer et de 

caler un modèle en utilisant des données incertaines, de sorte que les incertitudes soient 

assimilées à des incertitudes estimées sur les sorties du modèle et donc sur les prédictions ou 

estimations futures du modèle. [Cooley et al, 1986] 

Cependant, même avec la modélisation par régression, le jugement et l‟expérience en 

hydrologie du modélisateur restent des facteurs majeurs pour le calage à la fois précis et 

efficace d‟un modèle, même si on utilise des procédures automatisées. Dans tous les cas, le 

modélisateur doit bien connaître la zone d‟étude pour savoir si la base de données aussi bien 

que le modèle numérique représentent correctement les principales conditions de terrain. Le 

modélisateur doit aussi admettre que les incertitudes concernant la détermination des sources, 

exutoires, conditions initiales et aux limites doivent être évaluées lors de la phase de calage de 

la même manière que les incertitudes sur les propriétés de l‟aquifère. Ne pas reconnaître 

l‟incertitude liée aux données entrantes et aux données du calage risque de conduire à un 

“peaufinage” du modèle par des ajustements de paramètres artificiellement précis améliorant 

seulement l‟adéquation entre les variables observées et calculées. Cela servira uniquement à 

augmenter faussement la confiance dans le modèle sans pour autant augmenter la précision de 

ses prévisions.  
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Dans l‟analyse des problèmes hydrogéologiques. L‟intérêt de l‟approche par modélisation 

réside dans sa capacité à intégrer des données propres au site avec des équations représentant 

les processus dominants, et de s‟en servir comme une base quantitative pour la prévision des 

changements ou des impacts dans un système aquifère. Lorsqu‟on arrive au stade des résultats 

de l‟interprétation du modèle, il faut savoir revenir à la phase de collecte et d‟analyse des 

données et à la conceptualisation et la formulation mathématique des processus de base 

pertinents. Un des objectifs du calage du modèle doit être l‟amélioration du modèle 

conceptuel du système. Comme le modèle intègre numériquement les effets des nombreux 

facteurs qui affectent l‟écoulement ou le transport de masse souterrain, les résultats calculés 

doivent à l‟intérieur être cohérents avec toutes les données d‟entrée, et on pourra déterminer si 

des éléments du modèle conceptuel doivent être modifiés. En fait, les concepts et 

interprétations antérieurs des variables ou paramètres de l‟aquifère, représentés par des cartes 

équipotentielles ou la détermination des conditions aux limites, peuvent être révisés lors de la 

phase de calage suite à un retour à partir des données de sortie du modèle. 

Les techniques d‟estimation de paramètre automatisées améliorent l‟efficacité du calage du 

modèle et présentent deux composantes majeures, une partie qui calcule le meilleur 

ajustement (parfois appelée adéquation automatique à l‟historique) et une deuxième partie qui 

évalue les propriétés statistiques de l‟ajustement. L‟objectif de l‟adéquation automatique avec 

l‟historique est d‟obtenir les estimations des paramètres du système qui engendrent 

l‟adéquation la plus fine (minimise les déviations) entre les données observées et les calculs 

du modèle. La déviation des moindres carrés est généralement retenue comme critère. La 

procédure de minimisation fait intervenir des coefficients de sensibilité basés sur le rapport 

des variations des valeurs calculées sur les variations des paramètres. Pour l‟écoulement 

souterrain, par exemple, cela peut prendre la forme ∂h/∂t, qui est la variation de charge en 

fonction des variations de transmissivité. Les coefficients de sensibilité eux-mêmes peuvent 

s‟avérer utiles pour envisager la collecte de données supplémentaires. 

6. Erreurs des modèles  

Des décalages entre les réponses observées et calculées d‟un système révèlent des erreurs 

dans le modèle mathématique. Lorsqu‟on applique les modèles hydrogéologiques à des 

problèmes réels, on distingue trois sources d‟erreurs [Konikow et Bredehoeft,1992]. Une 

première correspond aux erreurs conceptuelles--c'est-à-dire, des erreurs dans la conception 

théorique des processus de base incorporés dans le modèle. Les erreurs conceptuelles 
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comprennent à la fois l‟oubli de processus pertinents et la représentation de processus 

inappropriés. De telles erreurs sont par exemple l‟application d‟un modèle basé sur la loi de 

Darcy dans des milieux ou environnements qui ne répondent pas aux critères d‟application de 

cette loi, ou encore l‟utilisation d‟un modèle à deux dimensions dans des cas où il y a des 

écoulements ou des transports importants dans une troisième dimension. Une deuxième 

source d‟erreur implique les erreurs numériques survenant dans l‟algorithme de résolution des 

équations. Ceci comprend les erreurs de troncatures, les erreurs successives, et la dispersion 

numérique. Une troisième source d‟erreur provient d‟incertitudes et d‟inadéquations dans les 

données d‟entrée ce qui reflète notre incapacité à décrire de façon complète et exclusive les 

propriétés, les perturbations, et les limites de l‟aquifère. Dans la plupart des applications de 

modèle, les sources les plus courantes d‟erreurs sont les problèmes de conceptualisation et 

l‟incertitude concernant les données.  

Les méthodes numériques donnent généralement des solutions approximatives de 

l‟équation de base. Il y a beaucoup de sources possibles d‟erreurs numériques dans la 

solution. Si le modélisateur est conscient de la source et de la nature de ces erreurs, il peut les 

contrôler et interpréter les résultats en connaissance de cause. Lors de la résolution des 

problèmes de transport dominés par le phénomène d‟advection, pour lesquels un front 

relativement net (ou fort gradient de concentration) se déplace à travers un système, il est 

numériquement difficile de conserver la netteté du front. Si la largeur du front est plus petite 

que l‟espacement des nœuds, alors il est fondamentalement impossible de calculer les valeurs 

correctes de concentration dans la zone du front. Cependant, même dans les situations où le 

front est moins net, la technique de la solution numérique peut aboutir à un flux dispersif plus 

grand que celui qui serait dû au seul phénomène de dispersion ou serait donné par la solution 

exacte de l‟équation de base. Cette partie de la dispersion calculée introduite uniquement par 

la résolution numérique de l‟algorithme est appelée dispersion numérique, comme cela est 

illustré sur la figure (II.1). Comme l‟interprétation hydrologique des données isotopiques est 

sensibles aux phénomènes de mélange dans un aquifère, le mélange numérique (ou 

dispersion) peut avoir les mêmes effets sur l‟interprétation des valeurs isotopiques calculées 

par le modèle. C‟est pourquoi il faut s‟appliquer à évaluer et minimiser de telles erreurs 

numériques qui ajoutent artificiellement du mélange “numérique” en plus du mélange calculé 

dû aux processus physiques et chimiques.  
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La figure II.1 montre des courbes de restitution calculées pour un cas hypothétique 

d‟écoulement et de transport uniforme vers la droite, à un certain temps et à une certaine 

distance après l‟injection en amont du cours d‟eau, d‟un traceur de concentration relative de 

1.0. La courbe A représente la courbe de restitution et la position d‟un front net pour un cas 

sans dispersion (écoulement de chasse). La courbe B représente une solution analytique 

exacte pour une dispersivité non nulle. La courbe C représente la courbe breakthrough 

calculée en utilisant une méthode numérique qui prend en compte la dispersion numérique.  

La dispersion numérique peut être contrôlée en réduisant l‟espacement des mailles (Δx et 

Δy). Cependant, une réduction jusqu‟à un niveau tolérable nécessitera peut être, suivant les 

cas, un nombre trop important de mailles pour un secteur particulier à simuler et risque 

d‟engendrer des coûts de calculs trop élevés [Peaceman, 1977]. On peut aussi la contrôler 

avec les méthodes en éléments finis en utilisant des fonctions de base d‟ordre plus grand ou 

en ajustant la formulation des équations de différence  

 

Fig.II.1. Courbes de restitution représentative 

 Dans le cas d‟un problème simple d‟écoulement et de transport pour illustrer les types 

d‟erreurs numériques pouvant apparaître dans les solutions numériques de l‟équation de 

transport: (A) flux de chasse sans dispersion, (B) solution “exacte” pour un transport avec 

dispersion, (C) solution numérique pour le cas B qui montre les effets de la dispersion 

numérique, et (D) solution numérique pour le cas B montrant un comportement oscillatoire.  

[Konikow, 1996] 
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En utilisant plusieurs combinaisons amont, aval, centré dans le temps et/ou dans l‟espace, 

ou en utilisant différentes fonctions pondérées.  

Malheureusement, la plupart des approches qui éliminent ou minimisent la dispersion 

numérique introduisent un comportement oscillatoire, entraînant sur la courbe une dérive vers 

le haut, en arrière du front de déplacement et une dérive vers le bas,  à l‟avant du front (voir 

courbe D sur la Fig.II.1, et vice versa).  

La dérive vers le bas peut être due au calcul de concentrations négatives, ce qui est 

évidemment irréaliste. Cependant, la dérive vers le haut peut introduire des erreurs d‟égale 

importance qui resteront indétectées parce que la valeur est de signe positif (bien qu‟elle soit 

plus élevée que la concentration source, ce qui est encore irréaliste). Les oscillations 

s‟amortissent souvent avec le temps et n‟introduisent généralement pas d‟erreurs dans le bilan 

de masse. Cependant, dans certains cas, le comportement oscillatoire peut devenir illimité, et 

entraîne une solution instable ou un échec de la convergence numérique.  

Lors de la résolution de l‟équation de transport advectif-dispersif, quelques erreurs 

numériques (principalement des oscillations) peuvent être liées à deux groupes de paramètres 

sans dimension (ou nombres). L‟un est le nombre de Peclet (Pe), qui peut être défini par Pe = 

Δl/α, où Δl est l‟espacement caractéristique des nœuds (bien que l‟ont doive signaler qu‟il 

existe plusieurs façons, essentiellement équivalentes, de définir (Pe). [Anderson et 

Woessner, 1992] recommandent que le maillage soit conçu de sorte que Δl < 4α (soit Pe < 4), 

alors que [Ségol, 1994] recommande comme critère Pe ≤ 2 [Anderson et Woessner, 1992; 

Ségol, 1994]. 

 De façon similaire, la discrétisation du temps peut être liée au nombre de Courant, Co, qui 

peut être défini comme Co = VΔt/Δl [Anderson et Woessner, 1992], ils recommandent 

également que le pas de temps soit déterminé de telle sorte que Δt < Δl/V (soit Co<1.0), ce 

qui revient à considérer que le déplacement de soluté par convection, se fait pour un 

incrément de temps, dans un la limite d‟une cellule ou d‟un élément. Les déviations des 

courbes C et D par rapport à la solution exacte peuvent être importantes à certains endroits, 

même si de telles erreurs ont tendance à être faibles au centre d‟un front (concentration 

relative de 0.5). Lors de la résolution de l‟équation de transport, les méthodes numériques 

classiques montrent les erreurs numériques les plus fortes là où les concentrations relatives 

(ou sans dimensions) (C/Cmax) sont les plus faibles. 
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[Dougherty et Bagtzoglou,1993] montrent que le rapport erreur / valeur du signal (ou 

bruit de fond/signal) peut devenir très grand (>0.1) lorsque les concentrations relatives sont 

inférieures à 0.01. En ce qui concerne les analyses isotopiques sur les systèmes 

hydrogéologiques, les échantillons des zones étudiées ont souvent des concentrations 

inférieures à 0.01 de la concentration source, c‟est pourquoi la prudence est de rigueur.  

Dans les modèles de transport l‟orientation du maillage peut également avoir un effet; 

ainsi, la distribution du soluté, calculée à partir des mêmes propriétés et conditions aux limites 

va varier suivant l‟angle de l‟écoulement par rapport au maillage. Ce phénomène est 

fortement lié aux termes de produits croisés dans l‟équation de base, et même s‟il n‟est 

généralement pas une source d‟erreur importante, les utilisateurs du modèle doivent en avoir 

connaissance. 

7.  Modélisation des transferts 

La description des composantes de l‟hydro-système à étudier doit se faire à l‟aide de 

modèles mathématiques qui expriment, au minimum, les principes physiques de conservation 

de masse et de conservation d‟énergie, mais ceci avec différents degrés de détail selon les 

modèles. Plus précisément, les modèles varient en complexité, depuis les modèles « globaux » 

qui considèrent seulement des bilans globaux, aux modèles mécanistes et spatialement 

distribués, qui décrivent le comportement du système à l‟aide d‟Equations aux Dérivés 

Partielles (EDP) résolues à l‟aide de méthodes qui sont numériques dans les cas les plus 

réalistes. 

En résumé, on pourrait distinguer essentiellement deux types de modèles : 

-  Modèles mécanistes et distribués (EDP) ; 

- Modèles « globaux », par exemple modèles réservoirs ou modèles de bilan (non distribués 

en espace) et s‟appuyant sur des modèles phénoménologiques empiriques. 

Cependant, cette ligne de séparation entre modèles distribués ou non, mécanistes ou non, 

est relativement floue et subjective, d‟autant plus qu‟actuellement, il devient possible de 

coupler de façon « hétérogène » ces différents types de modèles. Dans ce travail, nous 

privilégions l‟approche distribuée (comme indiqué plus loin).  
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8. Hétérogénéité, milieux aléatoires, et géostatistique 

En plus de l‟interaction inter-composant, plusieurs échelles d‟hétérogénéité existent dans 

chacun de ces systèmes (intra-composants). Les milieux souterrains sont fortement 

hétérogènes, et incertains, parce qu‟il est impossible de mesurer de façon déterministe leurs 

caractéristiques [Gelhar, 1993]. L‟évaluation des caractéristiques se fait à l‟aide de méthodes 

statistiques appliquées à des mesures multi supports (ponctuelles par perméamétrie, linéaires 

par forage, surfaciques par analyse de faciès). Trois types de méthodes statistiques sont 

utilisés pour la construction de milieux ou de surfaces hétérogènes : 

- Les méthodes géostatistiques d‟interpolation, de Krigeage [Delhomme J.P, 1979] ; 

-  La génération conditionnelle de milieux aléatoires [Matheron, 1973 ; Tompson et al, 

1989] ; 

- La génération d‟objets discrets aléatoires ou déterministes. 

Les eaux de surface évoluent aussi dans des paysages fortement hétérogènes comprenant 

des „objets‟ multiples (topographie, haies, parcelles, canaux, rivières, etc.). Une des 

informations nécessaires pour le couplage est la surface de séparation des composantes des 

écoulements (par exemple la topographie, le lit des rivières). La modélisation numérique de la 

topographie – hors réseaux hydrographiques – est facilitée par l‟abondance de données mises 

à disposition (mesures topographiques, télédétections) et par les méthodes géostatistiques 

(interpolation statistique, krigeage) très adaptées à ce type de données. 

Il n‟en est pas de même pour les lits des rivières, qui sont essentiellement des                              

« singularités» topographiques (lignes de courbure). Celles-ci devraient nécessiter des 

mesures  particulièrement. 

9. Conclusion  

En hydrogéologie, il existe de nombreux modèles génériques statistiques, basés sur des 

méthodes numériques et des modèles conceptuels variés. Le choix d‟une méthode numérique 

ou d‟un modèle générique pour un problème de terrain particulier, dépend de plusieurs 

facteurs, dont la précision est un facteur qui est  principalement lié à la nature du problème 

considéré, à la disponibilité des données, et à l‟étendue des investigations. 
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 La facilité d‟utilisation d‟une méthode va en partie dépendre des compétences mathématiques 

du modélisateur. 

Dans le chapitre suivant,  nous allons présenter la méthode de simulation numérique de Monté 

Carlo. 
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Chapitre III 

Méthode de calcul numérique de Monté Carlo 

1. Introduction  

La méthode de simulation de Monte Carlo peut être vue comme une méthode 

d’approximation, même s’il s’agit d’approximations au sens statistique du terme. Il n’y a pas 

un consensus absolu sur une définition précise de ce qu’est une technique de type Monte 

Carlo, mais la description la plus habituelle consiste à dire que les méthodes de ce type se 

caractérisent par l’utilisation du hasard pour résoudre des problèmes centrés sur un calcul. 

Elles sont en général applicables à des problèmes de type numérique, ou bien à des problèmes 

de nature elle-même probabiliste. 

Du point de vue des applications, ces méthodes sont aujourd’hui indispensables dans des 

domaines aussi variés et différents que la finance, la mise au point de nouveaux 

microcomposants électroniques, la sismologie, les télécommunications, en ingénierie ou en 

physique, mais aussi en biologie, en sciences sociales, etc. Par exemple, en chimie, en 

physique, ou même en biologie, de nombreux problèmes exigent l’analyse des propriétés 

dynamiques d’un nombre tellement grand d’objets (particules atomiques, atomes, molécules 

ou macromolécules), que ceci ne peut se faire que par des techniques de type Monte Carlo. 

La résolution de nombreux problèmes scientifiques nécessite de calculer des sommes, des 

intégrales, ou encore de résoudre des équations ou des problèmes d’optimisation. Les 

techniques de calcul direct, encore appelées techniques analytiques, sont très vite dépassées 

par la complexité des modèles, elles nécessitent souvent des hypothèses trop fortes, de sorte 

qu’on ne peut pas les appliquer, ou alors, comme dans le cas de calcul de sommes, le nombre 

d’opérations requises peut être trop important pour être réalisé en un temps raisonnable. On 

doit alors nécessairement faire appel à des méthodes d’approximation. Cependant, celles-ci 

requièrent également des hypothèses fortes, bien que moins fortes que pour les méthodes 

analytiques. De plus, ces méthodes s’avèrent rapidement inefficaces dès que la dimension 

mathématique du problème augmente. [Rubino  G et Tuffin  B, 2007] 
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2.  L'objet d'étude principal de la méthode Monte Carlo 

L'objet d'étude principal de la méthode Monte Carlo est les phénomènes stochastiques. 

Ceci n'exclut pas qu'on s'intéresse à d'autres phénomènes, la grande souplesse de la méthode 

Monte Carlo permettant parfois d'obtenir des conclusions à propos d'un phénomène très 

complexe, conclusions qui seraient inabordables par une approche classique. Dans l'un et 

l'autre cas, l'étude du phénomène se fait par la mesure de ses manifestions ou par la mesure du 

comportement du modèle associé. Même s'il présente des aspects aléatoires, « fortuits », il 

reste qu'on peut tenter de décrire le phénomène en question, d'établir des régularités, de fixer 

certaines caractéristiques à travers les mesures prises. Pour la plupart des phénomènes qui 

sont objet d'étude en sciences pures ou appliquées, en biologie, en administration, en 

économie ou en sciences humaines, leur complexité commande que l'on s'intéresse à plusieurs 

mesures à la fois, à plusieurs aspects conjoints; dans d'autres cas, un seul aspect, une seule 

mesure peut suffire. C'est cette mesure (unique ou multiple) d'un phénomène ou d'un modèle 

stochastique qu'on désigne sous le nom de « variable aléatoire »: c'est une quantité susceptible 

de présenter des valeurs différentes, et elle est « aléatoire » en ce sens qu'elle redonne les 

mesures présument changeantes d'un aspect d'un phénomène stochastique. [Laurencelle L, 

2001] 

Pour étudier le comportement en échantillon fini des statistiques de test, on utilise des 

méthodes de simulations stochastiques, en mettant à profit la grande capacité de calcul des 

ordinateurs. Les Méthodes de Monte Carlo sont certainement les techniques de simulations 

les plus répandues et, ce sont celles que nous utiliserons pour étudier les performances 

numériques des déférents tests. [Barbe P et Bertail P, 1995] 

3. Temps machine et mémoire limités   

En raison des limites sur la vitesse d'ordinateur il y a quelques problèmes qui sont en soi 

non adapté à la simulation sur ordinateur. Une simulation a besoin de temps processeur de 

quelque machine soit disponible est simplement impraticable. De même un calcul qui exige la 

mémoire qui dépasse de loin ce qui est disponible peut être effectué seulement en utilisant les 

techniques de programmation très sophistiquées qui ralentissent des vitesses courantes et 

considérablement augmenter la probabilité des erreurs. Il est donc important que l'utilisateur 

considèrent d'abord les conditions de la mémoire et du temps processeur avant 

l'embarquement sur un projet pour s'assurer s'il y a une possibilité réaliste d'obtenir les 
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ressources pour simuler un problème correctement. Naturellement, avec les avances rapides 

fait par l'industrie d'ordinateurs, il peut être nécessaire d'attendre seulement quelques années 

des installations informatiques pour rattraper aux besoins.  

Parfois la traçabilité d'un problème peut exiger l'invention d’un nouvel algorithme de 

simulation, plus efficace. Naturellement, développer des nouvelles stratégies pour surmonter 

de telles difficultés constitue une zone passionnante de recherche par lui-même.  

4.  Erreurs statistiques et autres  

Supposant que le projet peut être fait, ils restent des sources possibles d'erreur qui doivent 

être considérées. Ces difficultés surgiront dans beaucoup de différentes situations avec 

différents algorithmes ainsi nous souhaitons les mentionner brièvement à ce moment sans 

référence à n'importe quel élan particulier de simulation. Tous les ordinateurs fonctionnent 

avec la longueur de mot limitée et par conséquent la précision limitée pour des valeurs 

numériques de variable. La troncation et les erreurs approximatives peuvent dans certains cas 

mener aux problèmes graves. En outre il y a des erreurs statistiques qui surgissent comme 

dispositif inhérent de l'algorithme de simulation dû au nombre fini de membres dans 

l'échantillon statistique produit. Ces erreurs doivent être estimées et est-ce qu'alors décision 

d'une politique doit être prise, c.-à-d. plus de temps processeur est employé pour réduire les 

erreurs statistiques ou devrait le temps processeur disponible être utilisée pour étudier les 

propriétés du système dans d'autres conditions. Pour finir il peut y avoir des erreurs 

systématiques. En ce texte nous ne nous concernerons pas par dépister des erreurs dans la 

programmation par ordinateur - bien que le praticien doit faire un effort spécial d'éliminer des 

telles erreurs ! - mais avec des problèmes plus fondamentaux. Un algorithme peut pour traiter 

un détail correctement, par exemple en raison du nombre fini de particules qui sont simulées, 

etc. 

5.  Concept fondamental  

Supposer que nous avons l'information de l'essai N, et supposer que nous mettons tous les 

résultats de test de N dans un sac suivant les indications de la figure (III.1). Supposer 

maintenant que nous avons besoin d'un échantillon de résultats de test n. Au lieu de faire les 

essais supplémentaires de n, nous pourrions aléatoirement choisir n des résultats de test de N à 
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partir du sac. Sur le figure (III.1), cette technique d'échantillonnage désigné sous le nom de la 

technique spéciale. 

 

Figure III.1 : Schéma de la méthode de Monte Carlo 

La méthode de Monte Carlo est une technique spéciale que nous pouvons employer pour 

produire  des résultats numériquement sans faire réellement aucun test physique. Nous 

pouvons employer des résultats d'essai précédent (ou de toute autre information) pour établir 

l'information de distribution de probabilité pour produire des échantillons de données 

numériques. [Rubino  G et Tuffin  B, 2007] 

 La méthode de Monte Carlo est souvent appliquée dans trois situations : 

a. Elle est employée pour résoudre les problèmes complexes pour lesquels les solutions sont 

non possibles ou extrêmement difficile. Par exemple, des problèmes probabilistes 

concernant les modèles d'élément fini non linéaires compliqués peuvent être résolus par la 
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simulation de Monte Carlo à condition que la puissance de calcul nécessaire soit disponible 

et l'information requière d'entrée est savent. 

b. Qu'elle résolvait les problèmes complexes dont peut être résolu (au moins 

approximativement) si beaucoup de suppositions de simplification sont faites. En utilisant 

la simulation de Monte Carlo, le problème initial peut être étudié sans ces suppositions, et 

des résultats plus réalistes peuvent être obtenus 

c. Elle est employée pour contrôler les résultats d'autres techniques de solution. 

6. Génération des nombres aléatoires uniformément distribués  

 La base de toutes les procédures de simulation de Monte Carlo est la génération des 

nombres aléatoires qui sont uniformément distribution entre 0 et 1. 

Les Tableaux des nombres aléatoirement produits sont variables de même que les sous 

broutines d'ordinateur, et beaucoup de programmes mathématiques populaires ont de telles 

sousbroutines établies dans le tableau (III.1) est un exemple d'une table des variables 

aléatoires uniformes qui a été produite par un tableau électronique standard. 

Une fois que nous avons une certaine réalisation u de U à nombre aléatoire uniformément 

distribué entre 0 et 1, nous pouvons produire des réalisations x de X à nombre aléatoire 

uniformément distribué entre deux valeurs quelconques a et b (a < x < b) donné par la formule 

suivante : 

x= a+ (b - a)u                                    (III.1) 

Nous pouvons également produire des valeurs simples i pour un nombre entier 

aléatoire uniformément distribué I entre deux valeurs entières a et b (valeurs y compris a et b) 

en utilisant la formule suivante : 

i= a + TRUNC [( b-a+1 )u]                  (III.2) 

TRUNC est une fonction qui tronque son argument (enlève les retours fractionnaires de partie 

la pièce de nombre entier du vrai nombre) 
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Tableau III.1 : Valeurs simulées de la variable aléatoire uniformément distribuée (valeurs 

entre 0 et 1) 

Avant de laisser le sujet de produire des variables aléatoires uniformes, deux 

commentaires sont en règle. D'abord, plus (sinon tous) à nombre aléatoire les générateurs 

exigent de l'utilisateur d'entrer une valeur de graine. Ce nombre est un nombre entier qui est 

employé par le sous-programme pour commencer la simulation algorithm.by choisir une 

graine différente, vous peut produire d'un ensemble différent de nombres uniformément 

distribués. Généralement si vous utilisez la même graine maintes et maintes fois, vous 

produirez du même ensemble de nombres aléatoires maintes et maintes fois uniformément 

distribués. En second lieu, les générateurs intégrés trouvés dans beaucoup de progiciels 

devraient être utilisés avec prudence. Quelques algorithmes de génération à nombre aléatoire 

fonctionnent mieux que d'autres.  

7.  Génération des nombres aléatoires normaux standards  

Les distributions de probabilité normale jouent un rôle si important dans l'analyse de 

fiabilité structurale, la capacité pour simuler des variables aléatoires normalement distribuées 
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est importante. Pour commencer, considérons une distribution normale standard. Pour 

produire un ensemble de nombres aléatoires normaux standard z1, z2 ,… zn les premiers 

besoins de produire un ensemble correspondant de variables aléatoires uniformément 

distribuées u1,u2…. ,un. entre 0 et 1. Alors pour chaque u, nous pouvons produire une valeur z 

par : 

zi= Φ
-1

  (ui)                                    (III.3) 

       Où Φ
-1

 est l'inverse de la fonction de répartition cumulative 

8. Génération des nombres aléatoires normaux 

Dans la section précédente, nous avons discuté comment produire des valeurs d'échantillon 

d'une variable aléatoire normalement distribuée suivant une norme de distribution normale. 

Supposer que nous avons une variable aléatoire normalement distribuée X avec une moyenne 

uX et l'écart type σx. La principale relation entre  X et la variable aléatoire normale standard Z 

est : 

X=ux+Zσx                                     (III.4) 

La valeur correspondante de xi peut être calculé par : 

xi =ux+ ziσx                                                       (III.5) 

 

Figure III.2. Génération des variables aléatoires normaux standards 
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9.  Génération des nombres aléatoires log-normaux 

Soit X une variable aléatoire log-normale avec moyen ux et l'écart type σx. Pour produire 

une valeur ui d'échantillon d'un à nombre aléatoire uniformément distribué tels que 0<ui<1. 

Alors, une valeur z d'échantillon d’une distribution normale standard est calculée par 

l’équation (III.3). En conclusion, en utilisant le rapport entre la variable normale et log-

normale, nous obtenons x par : 

xi = exp⁡[uln  X + ziσln  X]                (III.6) 

Ou :         𝜎ln  X
2 = ln  Vx

2 + 1             (III.7) 

≈ Vx
2    ( pour Vx<0.2) 

uln  X = ln u X −
1

2
𝜎ln  X

2       (III.8)    

        ≈ ln u X  ( pour Vx<0.2)          

10. Procédure générale pour produire des nombres aléatoires d'une distribution 

arbitraire 

Dans la section précédente, nous avons considéré la génération des valeurs d'échantillon 

des variables aléatoires pour une partie de la distribution la plus commune utilisée dans 

l'analyse de fiabilité structurale. On peut formuler un procédé général qui, s'applique 

théoriquement à n'importe quel type de fonction de répartition  

 Considérant une variable aléatoire X avec une distribution cumulative FX(x). Pour 

produire des valeurs d'échantillon X pour la variable aléatoire, les étapes suivantes peut être 

pris : 

a) produire une valeur ui d'échantillon pour la variable aléatoire uniformément distribuée 

entre 0 et 1 

b) calculer une valeur xi d'échantillon de la formule suivante : 

c)  

xi = 𝐹x
−1(𝑢𝑖)                                     (III.10) 
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Ou 𝐹x
−1c’est l’inverse de 𝐹x  

11. Nombre de simulations requises 

La simulation de Monte Carlo implique l’échantillonnage aléatoirement pour simuler 

artificiellement un grand nombre d’expériences et d’observer les résultats, par exemple le cas 

d’analyse de fiabilité des structures, chaque valeur simuler aléatoirement X donne une valeur 

d’expérience x, si la fonction limite G(x)≤0, « qu’on peut l’utiliser pour définir l’état de la 

fiabilité pour la variable aléatoire x », on est dans l’état de succès, par contre, si G(x)≥0, on 

est dans l’état d’échec. [Rubino  G et Tuffin  B, 2007] 

𝑃 =
𝑛

𝑁
                                             (III.11) 

Où N est le nombre de simulations et n est le nombre de fois (hors des simulations de N) 

qu'un critère particulier a été réalisées. Par exemple, des simulations du suppose 100 sont 

conduites pour voir combien de fois Y<0. Ainsi n=5 et N=100, ainsi notre évaluation de la 

probabilité P (Y<0) sont 5/100=0.05. Supposer maintenant que des simulations complètement 

nouvelles sont faites avec N=100. Cette fois nous obtenons n=7 et le notre prévu de P (Y<0) 

est 7/100=0.07 que le point est que la probabilité prévue 𝑃  est une « évaluation 

d'échantillon ». Donc, la probabilité prévue elle-même peut être traitée en tant qu'une variable 

aléatoire avec son propre écart type et moyen, et coefficient de variation. 

Soit Ptrue être la probabilité théoriquement correcte que nous essayons d'estimer en 

calculant le  𝑃. Il peut afficher (par exemple, Soong et Grigoriu, 1993) la valeur prévue, la 

variance, et coefficient de la variation de la probabilité prévue 𝑃 sont comme suit : 

𝐸 𝑃 = 𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒 ;          𝜎
𝑃
2 =

1

𝑁
 𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒  1 − 𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒   ;           𝑉𝑃 =  

 1−𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒     

𝑁(𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒 )
                (III.12)    

   

En se basant sur le théorème de central limite est appliqué l’intervalle de confiance peut 

être donné par : 

P ( -kσ<𝑃 - 𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒 < + kσ ) = c                  (III.13) 
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Donc pour l’intervalle de confiance C=95%, k=1.96: 

𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒 -kσ<𝑃<𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒 + kσ=c                      (III.14) 

[Broding et al, 1946], suggère que le nombre de simulation nécessaire est plus de 3000 

simulations, d’autre suggère que le nombre de simulation est de l’ordre de 10000 -20000 pour 

approximativement un intervalle de confiance de 95%. Les règles ci-dessus souvent utiliser, 

n’indiquent pas l’analyse beaucoup au sujet de l’exactitude dans n’importe quelle analyse 

particulière de Monte Carlo, un outil utile a cette fin est tracer les valeurs de l’estimateur de 

𝑃𝑡𝑟𝑢𝑒  et de l’estimateur sur leur écart type. 

La fonction limite G(x) est choisie de telle façon, que les valeurs des réponses sont dans 

l’intervalle ux±σx 

 

Figure III.3. Convergence de l’estimateur de probabilité de succès de Monte Carlo (MC) en 

fonction du nombre d’échantillon N pour une loi log normale 
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Typiquement de telles graphes, montrent que ces mesures sont réduits à mesure que le 

nombre d’échantillons est augmenté et qu’un degré de stabilité est atteint à un nombre 

suffisamment élevé d’échantillons. Le taux de convergence et leur stabilité dépendent de la 

qualité du générateur de nombre aléatoire étant employé. [Li H, et G. S. Maddala, 1996] 

12. Simulation des variables aléatoires normales corrélées 

Dans la section de précédant, nous avons découvert la simulation des variables aléatoires, 

et on l'a implicitement supposé que les variables étaient non-corrélatives. Dans la pratique, les 

variables peuvent être corrélées, ainsi notre procédé de simulation doit pouvoir simuler la 

corrélation. Une technique de transformation pour simuler des variables aléatoires normales 

corrélées est couverte dans cette section. Bien qu'elle soit strictement valide pour des 

variables aléatoires normales seulement, elle peut être utilisée pour d'autres types de variables 

aléatoires comme approximation. 

Soit X1, X2,….,Xn  des variables aléatoires normales corrélées. Les valeurs moyennes et la 

matrice de covariance sont indiquées par 

 𝑢𝑥 =  𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥1 , … . . , 𝑢𝑥𝑛                                 (III.15) 

 𝐶𝑋 =

 
 
 
 
 
𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) … … 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1)

𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) … … 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1)

⋮
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1)

⋮
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1)

⋱
…
…

…
⋱
…

⋮
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) 
 
 
 
 

             (III.16) 

La génération  des nombres aléatoires corrélé pour X1, X2,….,Xn, il est nécessaire 

tout d'abord la génération  d'un ensemble de nombres aléatoires non-corrélés Y1, Y2,…., Yn 

donné par les techniques discuté plus tôt. Puis X1, X2,….,Xn sont calculés par la 

transformation variable 

{X}=[T]{Y}                                    (III.17) 

Où [T] est la matrice de transformation. Pour appliquer cet élan, nous devons déterminer la 

matrice [T] aussi bien que les valeurs de moyen et de variance pour la variable non-corrélative 

de Yi. Pour faire ceci, nous devons employer quelques concepts d'algèbre linéaire.  
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Soit [A] une matrice  n x n qui est symétrique. Une matrice diagonale [D] et une matrice 

carrée [T] peuvent être trouvées telles que les rapports suivants se tiennent : 

[D] = [T]
T
 [A] [T]                           (III.18) 

[A] = [T] [D] [T]
T                                         

 (III.19) 

L’exposant T dénote transposent. La matrice [T] contient les vecteurs propres 

orthogonaux correspondant aux valeurs propres de la matrice [A]. La matrice diagonale [D] 

contient les valeurs propres de [A]. 

Dans le contexte actuel de simulation des variables aléatoires, la matrice [A] est la 

matrice de covariance [CX] de l'original, les variables corrélées {X}. La matrice [T] se 

compose des vecteurs propres orthonormaux correspondant aux valeurs propres de la matrice 

[CX]. Ainsi [T] contient le vecteur propre orthonormal correspondant à la première valeur 

propre, la deuxième contient le vecteur propre correspondant à la deuxième valeur propre, et 

ainsi de suite. La matrice [T] est une matrice orthogonale, signifiant qui est inverse est égale 

au son transposent. La matrice diagonale [D] correspond à la matrice de covariance [CY] des 

variables incorrélés {Y}. Avec ces changements de notion léquations (III.18) et de (III.19) 

devient : 

 𝐶𝑌 = [T]T  [𝐶𝑋] [T] =

 
 
 
 
 
𝜎𝑌1

2 0 … … 0

0 𝜎𝑌2
2 0

⋮
⋮
0

⋮
⋮
0

⋱
.
…

.
⋱
…

⋮
⋮

𝜎𝑌𝑛
2  

 
 
 
 

                 (III.20) 

 𝐶𝑋 = [T] [𝐶𝑌] [T]T                                               (III.21) 

Les éléments diagonaux de la [CY] contiennent les variances des variables non-corrélatives 

requises pour faire la simulation. Les valeurs moyennes des variables de Y peuvent être 

obtenues par : 

 𝑢𝑌 =  T T  {𝑢𝑌}          (III.22) 

    Une fois que des valeurs simulé de {Y} sont obtenues, équation (III.17) peuvent être 

employés pour obtenir des valeurs simulées de {X} 
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Figure III.4. Schéma fonctionnel pour la simulation sur ordinateur 

13. Méthodologie d’exécution 

La Simulation de Monte Carlo est une méthode habituelle pour l'évaluation d'un modèle 

déterministe utilisant un ensemble de nombres aléatoires comme intrants. Cette méthode est 

souvent utilisée lorsque le modèle est complexe, non linéaire, ou implique quelques 

paramètres incertains. Elle peut généralement faire intervenir plus de 10000 évaluations du 

modèle, tâche qui dans le passé était seulement pratique en utilisant super calculateurs. 

Les étapes à suivre sont les suivants : 

1. Créer un modèle paramétrique y = f(x1, x2, ..., xq) ; 

2. Générer un ensemble de données aléatoires xi1, xi2, ..., xiq) ; 

3. Évaluer le modèle y ; 

4. Répéter l’expérience n fois ; 

5. Analyser les résultats à l'aide des histogrammes. 
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14. Conclusion 

La méthode de Monte Carlo est simple à mettre en œuvre à l’aide de nombreux logiciels, 

qui possèdent des fonctions de génération de nombres aléatoires des lois quelconques. 

Si le calcul des tendances centrales d’une distribution par analyse de sensibilité ne 

nécessite qu’un petit nombre de réalisation, en revanche la recherche de valeurs fiables de 

probabilité est extrêmement couteuse. 

Le prochain chapitre sera consacré à l’étude des propriétés hydrodynamiques des écoulements 

et leurs déférentes approches statistiques.  
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Chapitre IV  

Propriété hydrodynamique et approche statistique des écoulements 

1. Introduction 

En milieux hydrogéologiques, les propriétés physiques et hydrodynamiques des matériaux 

sont variables, ces variations sont généralement régis par des lois de probabilité, vu le 

caractère aléatoire des paramètres de l’écoulement. A cet effet, nous traitons dans ce chapitre, 

les propriétés physiques des écoulements souterrains ainsi que leurs approches statistiques 

correspondantes. 

2. Expérience de Darcy  

En 1856, dans le cadre d’une étude sur l’alimentation en eau potable de la ville  de Dijon 

(France), Henry Darcy réalise une expérience sur le débit de l’eau s’écoulant à travers une 

colonne de sable, cette première expérience scientifique constitue la naissance de 

l’hydrogéologie quantitative.  Utilisant une colonne de 3,5 m de hauteur et de 0,35 m de 

diamètre, ouvert à son extrémité inférieure et remplie de sable de grossier (figure IV.1). 

 

Figure IV.1 : Appareil de Darcy destiné à déterminer les paramètres de l’écoulement de 

l’eau à travers une colonne de sable 
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Darcy remarqua que le débit d’écoulement de l’eau dans la colonne était proportionnel à la 

différence de pression entre l’entrée et la sortie de la colonne d’eau, H, et inversement 

proportionnel à la longueur de la colonne de sable, L, selon une relation de la forme :  

𝑄 = 𝐾𝐴
𝐻

𝐿
                                  (IV.1) 

Où Q est le débit en sortie de la colonne, K un coefficient de proportionnalité et A la section 

de la colonne. Cette relation, appelée loi de Darcy. 

3. Perméabilité, conductivité hydraulique et transmissivité  

A conductivité hydraulique d'un matériau représente son aptitude à laisser circuler l'eau à 

travers lui. Cette conductivité hydraulique correspond au coefficient de proportionnalité, K, 

de la loi de Darcy (équation IV.1), son unité est celle d'une vitesse (LT
-1

). 

La conductivité hydraulique est une caractéristique du matériau. Cependant, ce n'est pas 

une propriété propre ou intrinsèque de celui-ci, puisqu'elle est aussi dépendante du fluide. Elle 

est en effet proportionnelle. 

La perméabilité intrinsèque d'un matériau est une caractéristique propre de ce matériau 

représentant son aptitude à laisser circuler un fluide quelconque (l’eau par exemple) à travers 

lui son unité est celle d'une surface  (L
2
), ou plus physiquement celle d'un volume par unité de 

charge hydraulique (L
3
L

-1
). 

Parfois la conductivité hydraulique est aussi appelée abusivement perméabilité ou 

coefficient de perméabilité. Cet usage, bien que très fréquent devrait être évité du fait du 

risque de confusion entre les deux coefficients, K et k, et entre leurs unité respectives. 

La transmissivité d'un aquifère est le produit de la conductivité hydraulique du matériau 

aquifère par son épaisseur (équation IV.2). L'unité de la transmissivité est celle d'une surface 

par unité de temps (L
2
T

-1
), ou plus physiquement celle d'un débit par largeur unitaire 

d'aquifère (L
2
T

-1
L

-1
). 

𝑇 = 𝐾. 𝑏                                       (IV.2) 
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Où T est la transmissivité de l'aquifère, b son épaisseur et K la conductivité hydraulique  du 

matériau le constituant. La transmissivité est plus communément déterminée en 

hydrogéologie, particulièrement dans le cas des essais de pompage. 

4. Variabilité spatiale des propriétés des matériaux 

Dans tous les milieux géologiques, les propriétés physiques et hydrodynamiques des 

matériaux varient de façon plus au moins importante dans l'espace. Ainsi, même à l'intérieur 

d'un matériau géologique homogène, les différentes propriétés présentent une variation selon 

l'endroit de leur observation, selon la direction ou le plan de leur mesure et selon la dimension 

de l'échantillon physique sur le quel est réalisé cette mesure. L’importance de cette variation 

dépend de plusieurs phénomènes attribuables à différentes causes dont les principales sont 

l'hétérogénéité du matériau et l'anisotropie. [Olivier B , Lumony M, Bangoy, 1999] 

5. Anisotropie et tenseur des paramètres 

Les caractéristiques physiques et hydrodynamiques de l'espace tridimensionnel sont 

représentées par des paramètres unidimensionnels, bidimensionnels ou tridimensionnels. Un 

volume est par exemple une grandeur tridimensionnelle alors qu'une vitesse est 

unidimensionnelle. Par ailleurs, certains paramètres sont adimensionnels, mais leurs mesure 

est généralement dimensionnelle. Les valeurs des contenus en eau et des capacités au champ 

sont, par exemple, adimensionnelles (puisque ce sont des rapports de volume eau/ matériau), 

mais leur mesure elle-même tridimensionnelle (puisque c'est celle de volumes). 

Dans l'espace tridimensionnel, il est nécessaire de préciser l'axe ou le plan pour lequel sont 

quantifiées les grandeurs unidimensionnelles ou bidimensionnelles, c'est-à-dire sur lequel sont 

effectuées leurs mesures. Par exemple, l'ouverture des pores, qui est un paramètre 

unidimensionnel (diamètre) ou bidimensionnel (section), n'est pas la même suivant le plan de 

mesure. De même, la conductivité hydraulique qui représente l'aptitude de matériau à laisser 

s'écouler l'eau, n'est pas nécessairement identique dans les trois directions de l'espace. Dans le 

cas de matériau constitué d'un empilement de feuillets ou d'une alternance de couches plus au 

moins perméables, l'eau s'écoule plus facilement de façon parallèle aux feuillets ou dans les 

couches plus perméables, et le matériau présente alors une conductivité hydraulique plus 

élevée dans ce plan que perpendiculairement à celui-ci. 
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Un matériau isotrope lorsqu'il présente une propriété identique dans toutes les directions et 

anisotrope lorsque cette propriété est différente suivant les directions considérées. Bien 

entendu, un matériau peut être isotrope pour certaines propriété et anisotrope pour d'autres. 

Par ailleurs, seules les propriétés dont les mesures sont unidimensionnelles ou 

bidimensionnelles peuvent présenter une anisotropie. En effet, les mesures tridimensionnelles 

sont identiques quelle que  soit l'orientation du repère de référence. 

Dans le cas d'une anisotropie, il est alors nécessaire de quantifier le paramètre dans toutes 

les directions de l'espace. Le paramètre n'est plus défini par une valeur unique, mais par un 

ensemble des valeurs représentatives du paramètre dans une direction ou dans un plan donné. 

Un paramètre unidimensionnel (telle la conductivité hydraulique) est alors représenté sous la 

forme d'un tenseur du second ordre constitué d'une matrice carré à neuf coefficients. Ces neuf 

coefficients représentent les composantes selon les trois directions de l'espace de la 

conductivité hydraulique  sur les trois plans orthogonaux à ces axes. Par exemple, le 

coefficient KXY représente la composante selon l'axe y de la conductivité hydraulique dans le 

plan perpendiculaire à l'axe x. Un tel tenseur est généralement symétrique (KXY= KYX; KXZ= 

KZX; KYZ= KZY ) et peut se réduire à trois composantes diagonales (KXX, KYY, KZZ) pour une 

orientation des axes conforme à l'écoulement 

6.  Hétérogénéité et volume élémentaire représentatif (VER) 

Même pour le matériau géologique le plus homogène, les propriétés de ce matériau 

présentent une variation naturelle de leurs valeurs dans l'espace où celles-ci sont mesurées. 

L’importance de la variation observées est dépendante à la fois du degré d'homogénéité du 

matériau et de la propriété caractérisée. Considérons par exemple un matériau poreux (tel que 

du sable grossier) pour nous désirons caractériser la porosité. La dimension des pores et la 

conductivité hydraulique (figure IV.2). Pour la mesure de ces paramètres, nous utilisons 

différentes dimensions d'échantillons physique du matériau et pour chaque dimension 

plusieurs échantillons physiques différents. 

Comme le montre la figure (IV.2), les valeurs des paramètres présentent une dispersion 

importante pour les petites dimensions d'échantillon de matériau. Cette dispersion n'est 

cependant pas la même pour les trois paramètres. Ainsi les valeurs de la porosité semblent 

plus homogène et plus proche de leur moyenne, alors que les valeurs de l'ouverture des pores 
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semblent plus dispersées  autour de leur moyenne; celle de la conductivité hydraulique étant 

encore plus dispersées et non centrées sur leur moyenne. Lorsque la taille de l'échantillon 

physique augmente, les valeurs mesurées se rapprochent et tendent vers leur moyenne 

respective. La taille pour laquelle les valeurs mesurées sont presque semblables définit le 

volume élémentaire représentatif (VER) de la propriété caractérisée. La taille du VER d'un 

matériau est ainsi différente selon la propriété mesurée. Plus une porosité présente une grande 

variation dans ses valeurs, plus le VER qui s'y rapporte est grande. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.2 : Dépendance des volumes élémentaires représentatifs (VER) à l’égard des 

propriétés et échelles d’homogénéité [Olivier B , Lumony M, Bangoy, 1999] 

 Si la taille de l'échantillon physique est encore plus grande, la mesure implique alors 

des hétérogénéités d'échelle supérieure. Ces hétérogénéités peuvent être le résultat par 

exemple d'un changement de matériau, de son degré de mélange, de son degré de compaction 

ou de sa densité de fissuration. Considérons par exemple un aquifère de plaine alluviale 

constitué d'un agencement quasi aléatoire d'unités métriques à hectométriques de sable 

grossier, de limon fin et d'argile peu perméable. Pour des faibles tailles d'échantillons 

physiques, les valeurs de porosité efficace mesurées tendent vers les trois valeurs 
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respectivement caractéristiques d’un sable grossier, d’un limon fin et d’une argile peu 

perméable (figure IV.2). Lorsque la taille des échantillons physiques augment, les valeurs de 

porosité efficace présentent alors une nouvelle dispersion induite par des échantillons 

composites. Lorsque la taille de l'échantillon physique s'approche de celle des unités 

texturales d'alluvions, un échantillon est alors presque toujours constitué de deux types de 

texture d'alluvions. Les valeurs tendent vers une nouvelle moyenne commune et leur 

dispersion diminue au fur et à mesure que la taille de l'échantillon physique augmente jusqu'à 

l'atteinte d'un nouveau VER, représentatif de cette échelle d'hétérogénéité. Les discontinuités 

de matériau induisent ainsi des VER de tailles différentes et d'échelles de taille différentes, 

ainsi que des valeurs différentes de propriété pour les différents VER. On parle souvent, dans 

ce cas, de VER imbriqués. 

Le concept de VER s'applique donc à la recherche et à l'obtention d'une valeur 

représentative d'une propriété donnée d'un matériau. En fait, toute valeur est représentative de 

cette propriété mais pour une échelle de représentation donnée et pour un point donné de 

l'espace. Le concept de VER n'est donc applicable qu'à la caractérisation de la valeur 

moyenne de cette propriété. Si la taille de l'échantillon physique, le lequel est mesurée la 

propriété, est égale ou supérieure au VER, alors la valeur obtenue est la valeur moyenne de la 

propriété du matériau. Si la taille de l'échantillon physique est inférieure au VER, alors 

plusieurs valeurs sont nécessaires pour le calcul de la valeur moyenne de la propriété. 

7.  Effet d'échelle 

Il a par ailleurs été que certains paramètres varient grandement selon l'échelle de leur 

observation. La dispersivité est l'un de ceux-ci pour lequel le phénomène est plus marquant et 

le plus important. Lorsque la mesure est effectuée sur des colonnes du matériau d'échelle 

métrique, les dispersivités longitudinales observées sont généralement de quelque centimètre. 

Les études de terrains réalisées sur des échelles hectométriques présentent des dispersivités 

longitudinales d'ordre métrique, alors que celles effectuées à l'échelle régionale (plusieurs 

Kilomètres) montrent des dispersivités longitudinales de plusieurs dizaines de mètres (figure 

IV.3). 
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Figure IV.3: volume élémentaires représentatifs (VER) de la porosité efficace des formations 

sableuses limoneuses et argileuses constituant un aquifère alluvial hétérogène.[Olivier B , 

Lumony M, Bangoy, 1999] 

 

Figure IV.4. Courbe enveloppe des dispersivités logarithmiques couramment observées à 

différentes échelles. 
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Aux échelles macroscopiques, la dispersion est très fortement reliée à la variabilité spatiale 

des conductivités hydrauliques. Plus  le milieu est hétérogène, plus la variabilité spatiale des 

conductivités hydrauliques est importante, ainsi que celle des vitesses qui en sont 

dépendantes. La variabilité spatiale des conductivités hydrauliques explique ainsi en grande 

partie le phénomène de dispersion observé et leurs valeurs de dispersivité mesurées. Les 

comparaisons statistiques réalisées entre l'importance de la variabilité spatiale de la 

conductivité hydraulique et celle de la dispersivité présentent généralement une bonne 

corrélation. Cette cause de dispersion est d'autant plus importante que la conductivité 

hydraulique est un paramètre présentant une très grande variabilité spatiale. 

8.  Approche statistique  de la variabilité spatiale  

Nous avons utilisé dans les paragraphes précédents les notions d'homogénéité et 

d'hétérogénéité du milieu. Dans le langage courant, des alluvions sont qualifiés homogènes 

s'ils sont constitués d'un même type de matériau textural, du sable par exemple. Si des passées 

argileuses sont intercalées dans le sable, les alluvions sont alors considérées hétérogènes. 

Cette notion d'homogénéité texturale n'implique cependant pas que tous les grains aient 

partout la même taille moyenne, ni que la proportion des grains supérieurs à 1 millimètre (par 

exemple) soit partout la même. La notion d'homogénéité indique plutôt que le matériau 

présente en moyenne la même texture sans qu'une variation nette et franche de celle-ci puisse 

être observée dans l'espace. Il en est de même des principales propriétés du matériau pour que 

celui-ci soit considéré comme homogène. Si les propriétés étaient identiques en tout point de 

l'espace, le matériau serait qualifié d'uniforme. 

La notion d'homogénéité peut être approchée de manière plus rigoureuse au moyen de la 

statistique probabiliste. Prenons un matériau considéré homogène (un sable alluvial par 

exemple) est une propriété physique de ce matériau (le diamètre moyen de ces grains). Nous 

savons que cette propriété est variable dans l'espace (pour des tailles d'échantillons physiques 

inférieures au VER). Par ailleurs, il est probable que les tailles des grains soient réparties plus 

au moins au hasard dans l'espace, au gré des conditions de dépôt des alluvions. Le diamètre 

moyen des grains constitue donc une variabilité aléatoire du milieu étudié. Cette variable 

aléatoire possède une loi de probabilité caractérisée par différents paramètres. 

Les paramètres de position ou de tendance centrale (moyennes, médiane et mode) 

caractérisent l'ordre de grandeur des valeurs de variable aléatoire. Les paramètres de 
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dispersion (variance, écart type, coefficient de variation, etc.) quantifient la variabilité des 

valeurs autour d'un paramètre de position, alors que les paramètres de dissymétrie et 

d'aplatissement caractérisent la répartition de ces valeurs autour de cette position. L'espérance 

mathématique (usuellement dénommée moyenne et notée μ) est le moment d'ordre 1 par 

rapport à l'origine:  

μ
x

=
1

N
 xi

N
1                                          (IV.3) 

Où xi est une valeur du paramètre x et N le nombre total de valeurs Xi. La variance, σ, (dont 

la racine carrée est l'écart type, σ), est le moment centré d'ordre 2: 

σx
2   =

1

N
 (xi − μx)2N

1   =    
1

N
 xi

2N
1  − μx

2              (IV.4) 

Les moments centrés d'ordres impairs supérieurs sont des paramètres de dissymétrie ou 

d'aplatissement alors que ceux d'ordres pairs sont des paramètres de dispersion. 

Si la loi de probabilité de cette variable aléatoire est identique en tout point du matériau 

(mêmes caractéristiques statistiques en tout lieu, c'est-à-dire même probabilité d'y retrouver 

une certaines valeur), la loi est alors qualifiée de stationnaire. On parle de stationnarité forte 

lorsque tous les moments statistiques sont constants dans l'espace et de stationnarité faible 

lorsque seuls ceux d'ordre 1 et 2 le sont. De plus, si la loi de distribution spatiale de cette  

variable aléatoire (caractérisée à partir d'une mesure de la variable en un certain nombre de 

points dans l'espace) représente correctement sa loi de probabilité (probabilité de réalisation 

de cette variable en tout point de l'espace), alors le milieu est qualifié d'ergodique. Un 

matériau homogène présente  ces deux statistiques de stationnarité et d'ergodicité. Ces 

propriétés sont nécessaires et suffisantes. 

La connaissance des principaux paramètres statistiques permet de caractériser de façon 

appropriée la loi de probabilité d'une propriété. Pour les propriétés physiques et 

hydrodynamiques étudiées, il est admis que leurs lois de probabilité suivent généralement la 

loi normale ou la loi log normale. La plupart des propriétés présentent une loi de distribution 

normale dont la fonction de densité de probabilité est:  

𝑝 𝑥 =  
1

 2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝  −

1

2

(𝑥−𝜇)2

𝜎2
                                (IV.5) 
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On considère qu'un paramètre (par exemple, la conductivité hydraulique) suit une loi de 

distribution log normale lorsque le logarithme de ses valeurs suit une loi normale; la fonction 

de densité de probabilité est alors:  

𝑝 𝑥 =  
1

𝑥. 2𝜋𝜎ln ⁡(𝑥)
2

 𝑒𝑥𝑝  −
1

2

(ln⁡(𝑥)−𝜇 ln ⁡(𝑥)
2 )2

𝜎ln ⁡(𝑥)
2                (IV.6) 

Où x est le paramètre distribué log normale, µlnx la moyenne de ses logarithmes et σlnx
2  

leur 

variance. Les moyennes et variances du paramètre x et de ses logarithmes sont reliées entre 

elles par: 

𝜇ln 𝑥 = 𝑙𝑛  
𝜇𝑥

2

 𝜇𝑥
2+𝜎𝑥

2
                                    (IV.7) 

𝜎𝑙𝑛⁡(𝑥)
2 = 𝑙𝑛  

𝜇𝑥
2+𝜎𝑥

2

𝜇𝑥
2                                             (IV.8) 

𝜇𝑥 = 𝑒𝑥𝑝  𝜇𝑙𝑛⁡(𝑥) +
𝜎𝑙𝑛 ⁡(𝑥)

2

2
                              (IV.9) 

𝜎𝑥
2 = 𝑒𝑥𝑝 2𝜇𝑙𝑛⁡(𝑥) + 2𝜎𝑙𝑛⁡(𝑥)

2  − 𝑒𝑥𝑝 2𝜇𝑙𝑛  𝑥 + 𝜎𝑙𝑛 𝑥 
2                    (IV.10) 

Le coefficient de variation (CV) est le rapport de l'écart type sur la moyenne. Ce 

coefficient adimensionnel quantifie la dispersion relative des valeurs autour de leur moyenne, 

Etant adimensionnel, il permet de comparer directement la dispersion d'un paramètre à celle 

d'un autre paramètre. Un paramètre est ainsi considéré peu variable lorsque la valeur du CV 

est généralement inférieure à 0,2 et très variable pour des valeurs de CV voisines ou 

supérieures à 1,0. Bien entendu, la valeur de CV observée dépend aussi de la taille de 

l'échantillon physique par rapport à celle du VER. Dans l'ensemble, cependant, les CV 

conservent le même ordre de grandeur quelle que soit l'échelle d'observation. La porosité 

totale et la masse volumique sont généralement des paramètres très variables, alors que la 

conductivité hydraulique est un paramètre très variable qui suit une loi de distribution log 

normale. 

Dans le cas des paramètres distribués log-normale, la valeur du CV est grandement 

affectée par la taille de l'échantillon physique sur lequel est effectuée la mesure. Lorsque le 
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volume physique impliqué par la mesure augmente, c'est-à-dire lorsqu'il se rapproche du 

VER, la dispersion des valeurs observées diminue rapidement ainsi que l'asymétrie de la 

distribution de ces valeurs [Banton, 1993]. La figure (IV.5) montre l'effet de la taille de 

l'échantillon physique sue les caractéristique statistiques des distributions observées pour la 

conductivité hydraulique d'un sable moyen. 

9. Approche géostatistique de la variabilité spatiale 

Dans un exemple précédent, nous avons considéré que le diamètre moyen des grains d'un 

sable alluvial est une variable distribué aléatoirement dans l'espace au gré des conditions de 

dépôt des alluvions. Les conditions sédimentologique relatives aux modes de dépôt des 

alluvions suggèrent cependant que les diamètres moyens, observables en deux points très 

rapprochés, ont des chances d'être plus semblables que si ces deux points étaient plus éloignés 

l'un de l'autre. Ainsi, si le diamètre moyen des grains est très petit en un point donné de 

l'espace, alors tout autour de ce point les diamètres moyens risquent aussi d'être très petits. un 

phénomène de voisinage ou de proximité peut donc exister dans la distribution spatiale des 

valeurs. Le  domaine d’étude de ce phénomène de proximité est la géostatistique, discipline 

que l'on peut globalement définir comme de la statistique spatialisée. Le développement de 

cette discipline est principalement dû aux travaux de Krige (1951) et de Matheron (1965). 

Les bases de l'étude géostatistique d'un paramètre sont l'autocovariance, l'autocorrélation, 

le corrélogramme et le variogramme. L'autocovariance est définie comme la covariance d'un 

paramètre avec lui-même pour des distances L données de séparation des points 

d'observations: 

𝑐𝑜𝑣𝐿 =  
1

𝑁𝐿
 𝑥𝑖𝑥𝑖+𝐿
𝑁
1  − 𝜇𝑥𝑖𝜇𝑥𝑖+𝐿                    (IV.11) 
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Figure IV.5. Distribution des valeurs de conductivité hydraulique obtenues pour des 

échantillons de différentes surfaces de mesure 

On remarque que cov0=σ
2
, la variance du paramètre. L'autocorrélation est définie par le 

rapport de l'auto-covariance sur la variance: 

𝑟𝐿 =
𝑐𝑜𝑣 𝑙

𝜎2 =
  𝑥𝑖𝑥𝑖+𝐿
𝑁
1  −𝜇𝑥𝑖

𝜇𝑥𝑖+𝐿
 (𝑥𝑖−𝜇𝑥)

2𝑁
1

                            (IV.12) 

L'autocorrélogramme ou corrélogramme est le graphique de r(L), c'est-à-dire de rL en 

fonction de L. Les valeurs d'autocovariancevariant entre +σ
2
 et –σ

2
, les valeurs 

d'autocorrélation varient entre +1 et -1. 

La semi-variance ou semi-autovariance 𝛾𝐿 , qui varie complémentairement à 

l'autocovariance covL, c'est-à-dire γL+covL = σ
2
; est alors: 

𝛾𝐿 =
  𝑥𝑖−𝑥𝑖+𝐿 

2𝑁
1

2𝑁
                                           (IV.13) 
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 Le variogramme, représentant l'évolution de 𝛾𝐿en fonction de  L, permet entre autres 

de quantifier la portée, une distance caractéristique de l'autocorrélation spatiale de la 

propriété, à partir de laquelle la semi-variance tend vers la variance. Cette portée représente la 

distance moyenne d'éloignement de deux point au-delà laquelle les valeurs de la  propriété 

deviennent statistiquement indépendant, c'est-à-dire non corrélées entre elles (figure IV.6). 

Plus la portée est courte, plus la propriété peut être considérée comme spatialement non auto 

corrélée et donc aléatoire. La conductivité hydraulique, par exemple, présente des valeurs de 

portée relativement grande, parfois d'ordre kilométrique, dans les formations géologique 

homogène. 

Bien entendu, la valeur de la portée est reliée à la structure et à l'échelle d'hétérogénéité du 

matériau. C'est pour quoi elle est aussi dépendante de la taille du volume d'espace soumis à la 

mesure et des VER observé (Figure IV.6). 

 Cette dépendance devient ainsi importante dans le cas de la conductivité hydraulique 

puisque ce paramètre est à la fois très variable dans l'espace te fortement dépond des 

méthodes de mesure qui peuvent soumettre des volumes de matériaux très différents (et non 

toujours connus, comme dans le cas des essais de pompage). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.6. Mise en évidence des échelles d'homogénéité des conductivités hydrauliques au 

moyen des portées (C'est-à-dire distances de corrélation) des variogramme (a et b) et des 

volumes élémentaires représentatifs (c). 
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10. Conclusion  

Effectuer une simulation consiste à générer des données qui sont des réalisations de 

variables déterministes ou aléatoires selon des lois données, afin d'étudier et de comprendre le 

fonctionnement d’un système. 

Une simulation permet de provoquer le déroulement d'une expérience de façon rapide et 

économique, et permet aussi d'éviter les dangers liés à la réalisation de certaines expériences à 

l’échelle réelle. Elle permet aussi de répéter l'expérience en faisant varier les paramètres. En 

fin, elle aide à l'élaboration de techniques de prévision et d'amélioration. 

Les méthodes de Monte Carlo que nous allons utiliser, sont des méthodes approchées de 

calcul d’une valeur. Comme pour toute méthode de cette sorte, il est important de disposer 

d’outils numériques permettant de connaître la précision obtenue.  
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Chapitre V  

Simulation numérique et interprétation des résultats 

1. Introduction    

    Les procédés de filtration sont largement utilisés dans différents procédés de traitement ou 

prétraitement des eaux à usage humain, agricole et industriel suivant la nature des différents 

effluents à traiter.  

L’étude de procédés de filtration sur sable est pour but d’établir une carte de qualité des 

eaux souterraines des régions de Bechar, et par la suite contribue à élaborer un modèle 

mathématique permettant de quantifier le débit filtré ainsi la durée de filtration. 

Une série des analyses sur plusieurs types de sables qui ont été effectués par la procédée de 

filtration ont été entrepris au sein du laboratoire pour pouvoir suivre l’évolution des 

paramètres physicochimiques de l’eau à traitée pendant l’étape de filtration. 

Après avoir finalisé le calage du modèle numérique, nous passons à la phase de validation 

qui consiste à comparer les résultats issus de notre modèle aux résultats expérimentaux. A la 

fin, l’écart produit représente l’erreur entre les résultats du modèle et le terrain. 

2. Milieu poreux étudiés  

Deux types de supports filtrant sont utilisés, il s’agit du sable de Taghit (Ta), Béni abbés (Be). 

Les deux types de sable proviennent directement des dunes formant le grand Erg Occidental.  

3.  Modélisation du transport en milieu poreux 

3.1.  Modèle mathématique. 

Les dimensions caractéristiques du modèle du milieu poreux étudié sont identiques au 

dispositif expérimental de notre travail. Un modèle en deux dimensions est pris en 

considération  
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Figure. V.1 : Géométrie et Maillage du milieu poreux étudié, 18200 cellules quadrilatérales 

[Maazouzi A, 2009] 

Pour la ville de Béchar, un échantillon d'une eau souterraine provient d’un puits d’une 

profondeur de 53m et un échantillon eau de surface venant du barrage Djorf tourba 50 Km de 

la ville de Bechar est filtré dans le sable de Taghit et Béni abbés. 

3.2. Lits filtrants 

Comme il a été énoncé précédemment, deux types de supports filtrants ont été utilisés, il 

s’agit du sable de Béni abbés et Taghit, ces deux types de sables proviennent des dunes. 

Perméabilité des échantillons des lits filtrants. 

La loi de Darcy, reste de nos jours un élément essentiel de la description mathématique de 

l’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux. Elle est toujours largement utilisée dans de 

nombreux domaines : hydrologie, génie chimique, exploitation des gisements hydrocarbures.  

Henry Darcy l’a formulée pour l’écoulement d’eau à travers un cylindre rempli de sable, 

d’axe vertical, la valeur du débit Q d’eau qui s’écoule verticalement à travers un certain 

volume de sable soumis à un plan d’eau en surface est donné par la loi de Darcy. 

                                                                   𝑄 = 𝛼. 𝑆.
𝐻

𝐿
                 

Où : 

S : est la surface spécifique du sol soumise au plan d’eau, 

H : La hauteur du niveau du plan d’eau par rapport à un plan de référence, 
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L : La hauteur de l’échantillon de sol par rapport au même plan de référence. 

α: Les dimensions d’une vitesse et s’exprime en mètres par seconde si Q est évalué en mètres 

cubes par seconde. 

Comme le montre la figure V.2 et V.3 la variation progressive de la vitesse de filtration en 

fonction du temps. 

 

Figure V.2: Variation de la vitesse en fonction du temps de filtration ( Sable de Béni abbès) 

[Maazouzi A, 2009] 

 

Figure V.3: Variation de la vitesse en fonction du temps de filtration  (Sable de Taghit) 

[Maazouzi A, 2009] 

Une approximation linéaire de la perméabilité du banc d’essais pour les deux échantillons 

testés celui de Béni Abbés et Taghit est obtenue en fonction du temps figures  V.4  et V.5. 
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Figure V.4 : Tendance de la perméabilité mesurée du sable de Beni abbés en fonction du 

temps. [Maazouzi A, 2009] 

 

Figure V.5 : Tendance de la perméabilité mesurée du sable de Taghit en fonction du temps. 

[Maazouzi A, 2009] 

La variation de la perméabilité des échantillons testés en fonction du temps ainsi que leurs 

tendances d’approximation sont des fonctions linéaires de ce paramètre hydrodynamique.  

Elles décrivent l’influence du dépôt des retenus dans le milieu poreux dans le temps. 
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Tableau V.1. Comparaison des perméabilités expérimentale et approximé Taghit et Beni 

Abbès.  [Maazouzi A, 2009] 

Temps (min) 
Perméabilité  approximée       

10
-4

 m/s 

Perméabilité  mesurée                        

10
-4

 m/s 

Beni abbès Taghit Beni abbès Taghit Beni abbès Taghit 

3 3.5 0.8872 0.9226 1.16 0.998 

10.35 11.35 0.77401 0.66198 1.01 0.924 

19.98 21.5 0.625708 0.325 0.97 0.894 

30 31.5 0.4714 0.007 0.932 0.887 

40.31 41.98 0.312626 0.354936 0.91 0.874 

Sur la base des résultats montrés ci-dessus, nous pouvons intervenir au niveau des valeurs de 

la perméabilité puisque elle représente des fonctions linéaires permettant ainsi de calculer via 

notre code de calcul (code de simulation numérique établi sous Matlab) la fiabilité de ces 

mesures en faisant simuler chaque valeurs de la perméabilité par la génération des nombres 

aléatoires.  

Ces résultats nous permettent par conséquent de déduire que le débit de filtration dépend de la 

turbidité de l’eau qui influe directement sur la porosité du filtre et par conséquence son 

coefficient de perméabilité, Plus la porosité du filtre est faible, (cas des trois filtres) plus le 

débit de filtration est moins important. 

3.3. Hypothèses de simulations 

Le lit de matériau granulaire (sable), dans une colonne de verre, est soumis à une charge 

hydraulique constante. On considère l’écoulement de l’eau à travers un milieu poreux de 

porosité identique à celle du matériau pris en considération dans l’expérimentation.   

 Dans le milieu poreux considéré, l’écoulement est supposé laminaire. L’effet de la gravitation 

est pris en considération renforcée par la pression de la colonne d’eau sous la pression 

atmosphérique. Les conditions aux limites telles que la vitesse d’écoulement est un paramètre 

hydrodynamique important dans le transport dans un milieu poreux. 
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3.4.  Confrontation résultats expérimentaux et simulation 

Les résultats exploités montrent  une analogie entre les débits simulés et mesuré pour des 

conditions de pression de 100660 Pa représentant la pression atmosphérique plus la charge 

hydraulique sur la colonne d’essai. Le débit estimé par les tendances données à la figure pour 

une porosité de 41%, 42% respectivement pour le sable de Beni Abbés et Taghit sont 

sensiblement proche de la valeur mesurée pour un temps de 3 min, dans le code de calcul 

utilisé. 

Le phénomène de réduction du débit dû essentiellement au faite du colmatage progressive du 

lit filtrant est représenté par la figure. Comme il est claire a partir de la figure le débit a 

tendance de se réduire linéairement en fonction du temps du très probablement au colmatage. 

Le modèle proposé présente une limitation quant aux hypothèses simplificatrices proposées, 

une filtration sans réaction chimique. 

Tableau V.2. Comparaison des débits  simulé et mesuré de Taghit et Beni Abbes       

[Maazouzi A, 2009] 

Temps (min) 
Débit simulé  

(m
3
/min) 10

-6
 

Débit mesuré 

(m
3
/min) 10

-6
 

Erreur relative % 

Béni 

abbés 

Taghit Béni 

abbés 

Taghit Béni 

abbés 

Taghit Béni 

abbés 

Taghit 

3 3,5 64 67,8 66,67 57,14 4,00 15,72 

10,35 11,35 62,4 66,2 57,97 52,86 7,09 20,15 

19,98 21,5 60,9 64,51 55,05 51,16 9,61 20,69 

30 31,5 59,4 62,9 53,33 50,79 10,22 19,25 

40,31 41,98 57,9 61,25 52,1 50,02 10,02 18,33 

52 53 56,3 59,9 50 49,05 11,19 18,11 

L’étude comparative vise essentiellement les valeurs de débits, et comme déjà visé dans les 

sections précédentes que la perméabilité est une variable aléatoire c’est-à-dire le calcul de 

l’incertitude sur cette variable implique de faire sortir une précision sur les débits, donc la 

valeur moyenne de l’erreur qui va être simulée par le code de calcul est pris égale  à 20 %.  
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4. Simulation numérique  

Les valeurs de la perméabilité correspondent issus par moyen de mesure sur le sable de Béni 

Abbès  et celui de Taghit feront l’objet d’une simulation. 

Le nombre d’échantillons n choisi comme paramètre d’entré du code de calcul et utilisé pour 

calculer le débit correspondant, et cela est obtenu lorsque l’allure  de la courbe de tendance se 

stabilise, ce qui se traduit bien évidemment par la convergence de la méthode de calcul 

employée. 

4.1. Simulation numérique de la perméabilité, cas du sable de Béni Abbès 

Ci-dessous, sont présentés les résultats de simulation de la perméabilité obtenus en faisant 

varier le nombre d’échantillons (Détail de simulation sera présenté en  annexe I). 

Pour une valeur de la perméabilité k= 1,6 x10
-4

 m/s, la stabilité de la méthode de Monté Carlo 

est apparue pour un nombre d’échantillons supérieur ou égale à 40 000. 

 

Figure V.6. Variation de débit moyen en fonction du nombre de l’échantillon 
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Figure V.7. Courbe de tendance de l’écart type de  débit moyen en fonction du nombre de 

l’échantillon 

 

Figure V.8. Ajustement de la courbe de la perméabilité à la loi statistique normale 
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Figure V.9. Ajustement de la courbe de débit à la loi statistique normale 

L’histogramme de la perméabilité montre que les valeurs obtenues via la simulation s’ajustent  

a l’allure d’une loi normale, dont la valeur du débit correspondant est de l’ordre de          

Qmoy =  6,3202.10
-5

 m
3
/min, avec une incertitude qui vaut sigma Q =  1,2682. 10

-9
. 

Le tableau suivant  montre les résultats de simulation numérique du sable de Béni Abbès. 

Tableau V.3. Récapitulatif des résultats de simulation numérique, sable de Béni Abbès 

K x10
-4

 (m/s ) n Qmoy  x10
-5

   (m
3
/min) 

1,6  40000  6,3202  

1,01  45000  5,5059  

0,97  25000  5,2860  

0,932  40000  5,0901  

0,91  40000  4,9630  

4.1. Simulation numérique de la perméabilité, cas du sable de Taghit 

Les résultats de simulation de la perméabilité sont obtenus en faisant varier le nombre 

d’échantillons n  (voir détail de simulation en annexe II). 
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Pour une perméabilité k= 0,998x10
-4

 m/s , la stabilité de la méthode de Monté Carlo est 

apparue pour un nombre d’échantillons supérieur ou égale à 30 000. 

 

Figure V.10. Variation de débit moyen en fonction du nombre de l’échantillon 

 

Figure V.11. Courbe de tendance de l’écart type de  débit moyen en fonction du nombre de 
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Figure V.12. Ajustement de la courbe de la perméabilité à la loi statistique normale 

 

Figure V.13. Ajustement de la courbe de débit à la loi statistique normale 
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La courbe de la perméabilité s’ajuste  à l’allure d’une loi normale, dont la valeur du débit 

correspondant est de l’ordre de Qmoy =  5,4498 x10
-5

 m
3
/min. 

Les résultats de simulation numérique du sable de Taghit sont montrés dans le tableau ci-

dessous. 

Tableau V.4. Récapitulatif des Résultats de simulation numérique, sable de Taghit 

K  x10
-4 

(m/s) n Qmoy    x10
-5

 (m
3
/min) 

0,998 30000 5,4498 

0,924 40000 5,0460 

0,894 30000 4,8746 

0,88 45000 4,8357 

0,874 50000 4,7633 

5. Conclusion  

Si on fait une analyse des résultats de simulation, nous pouvons constater une certaine 

adéquation entre les résultats issus de notre modèle et les résultats expérimentaux. En effet, le 

modèle élaboré a pu reproduire les mêmes valeurs. En d’autres termes, les mesures réalisées 

semblent être plus au moins fiables, avec une moindre incertitude.  

Nous remarquons également a travers les résultats de simulation que la variation de l’écart 

type du débit en fonction du nombre d’échantillon n tend vers à une valeur proche de zéro et 

ce quand la courbe de la moyenne de débit se stabilise et donne par conséquent pour une 

nouvelle valeur du débit. 
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Conclusion et perspectives  

Lorsqu’on veut savoir à quel degré de pollution le milieu souterrain a été  touché, il est  utile 

d’affiner d’avantage le calcul des grandeurs physiques des écoulements souterrains et leurs 

précisions. C’est pourquoi, notre étude s’est basée sur la détermination de la précision des 

mesures de la perméabilité.  

En effet, le rejet direct des eaux usées en milieu naturel des agglomérations de la wilaya de 

Béchar,  provoque la dégradation de la qualité des eaux souterraines. Dans ce contexte, et 

pour donner suite à l’étude de valorisation du sable de Bénis Abbes et Taghit de la ville de 

Béchar, nous avons pu établir un outil de simulation basé sur la méthode de Monté Carlo qui 

vise à calculer les valeurs de la perméabilité mesurées au niveau du laboratoire. 

Les variables de Monte Carlo supposent que les processus étudiés sont indépendants les uns 

des autres et que chaque valeur est un tirage aléatoire d’une distribution. Cependant, la 

relation entre les variables est généralement complexe vue la difficulté de déterminer 

explicitement leurs distributions. A cet effet, il est nécessaire de reproduire de nouvelles 

valeurs par le biais d’une simulation Monte Carlo et ce, quand la variable ne peut pas être 

estimée ou dans le cas où l’information n’est pas disponible. 

L’approche qui a été utilisée s’articule sur la formulation de la loi de Darcy pour un milieu 

poreux à faible granulométrie, le nombre d’échantillons choisis comme paramètres d’entrée  

est utilisé pour calculer la perméabilité ainsi que le débit correspondant, et cela est obtenu 

lorsque l’allure de la courbe de tendance se stabilise, ce qui se traduit par la convergence de la 

méthode de calcul employée.  

De ce fait, une série de simulation sur la perméabilité a été effectuée via le modèle élaboré, les 

résultats obtenus ont été comparés avec ceux mesurés au laboratoire.  

Par rapport aux données expérimentales, les valeurs de la perméabilité et du débit générées en 

fonction du nombre d’échantillon montrent une similitude presque parfaite et s’ajustent à une 

loi statistique normale et ce, quand la convergence de la méthode est observée.  

Au stade final, nous pouvons conclure que l’estimation de l’incertitude sur les mesures de 

l’étude antérieure est relativement fiable, malgré certains écarts qui sont souvent causés par 
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des facteurs difficiles à prendre en compte dans le modèle ou simplement des difficultés de 

caractérisation physique des sols. 

D’autre part, si on veut générer plusieurs variables aléatoires à la fois par la méthode de 

Monte Carlo, il est raisonnable d’utiliser une distribution lognormale afin d’affiner la 

précision sur les paramètres du milieu étudié. 
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Simulation numérique de la perméabilité du sable de Béni Abbès 

Pour  k= 1,01 x10
-4

 m/s , l’allure de la courbe de tendance de l’écart type se stabilise pour une 
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Pour k= 0,97 .10
-4

 m/s , le nombre d’échantillon qui correspond à une stabilité parfaite de 

l’allure de la courbe de tendance est de l’ordre de 25000 . 
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Nous pouvons constater à travers l’histogramme de la perméabilité que la série des valeurs 

générées est ajustée bien évidement a une loi normale soit un débit moyen de                   

Qmoy =  5,2860
.
10

-5
 m

3
/min ; dont l’incertitude corresponde a sigmaQ =  1,0584. 10

-9 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

x 10
-4

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000
Courbe de la perméabilité k

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x 10
-8

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000
Courbe de débit Q



Annexe I                               Simulation numérique de la perméabilité -cas du sable de Béni Abbès 

 

Mémoire de Magister - ENP 2012 Page 77 

 

Pour k= 0,932 .10
-4

 m/s , la stabilité s’obtient pour un nombre d’échantillon égal à 40000 
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A travers l’histogramme ci-dessus, l’ajustement des valeurs simulées de la perméabilité  a une 
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Pour k= 0,91 .10
-4 

 m/s, la convergence est observée quand l’allure de la moyenne et de l’écart 

type se stabilisent dont le nombre d’échantillon était de l’ordre de 40000 
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De même pour les cas précédents, la série des valeurs de la perméabilité s’ajustent a une loi 
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Simulation numérique de la perméabilité du sable de Taghit 
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Pour  k= 0,894.10
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Pour  k= 0,887 .10
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Pour k= 0,874 .10
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