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AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Ce présent mémoire comporte trois parties, essentiellement liédes
par le concept de systémes structuréds.

~La premiére partie, la plus importante, concerne ’&4tude de prob-
lémes classiques de commande par Papproche transfert dont les
solutions se basent sur la structure & Yinfini. Ces travaux ont
pour base commune la thése de Doctorat d’Ingénieur effectuée au
laboratoeoire d’Automatique de Grenoble (INP G, 1987).

-La deuxiéme partie porte sur la commande décentralisée des systé-
mes structurés,

~La troisiéme partie est une application de propriét.és structurel-
les a la syntheése de structures de commande sur un procédé réel

Ces parties peuvent étre lues indépendamment.

Ce mémoire a été rédigé avec le souci de présenter Pessentiel
dans le corps du texte. Des exemples dJd’illustration ont été intro-
duits afin d’aider & la compréhension des résultats présentés. Les
démonstrations .de théorémes et propositions se trouvent dans les
articles annexés constituant la base de cette these.

Les articles présentés en annexe sont ceux parus ou a paraitre
dans des revues internationales spécialisées, Ce sont:

1- C. COMMAULT, J.M.DION, A. BELMEHDI {1987>
" Structured Systems Within the Transfer Matrix Apprecach”, Systems
and Control Letters, Vol. ¢ pp. 335-339, October.

2- A. BELMEHDI, L. ZEBROWSKI (1991)>
“Structural Decoupling of Composite Systems', Advances in Modeling
and Simulation, AMSE Press, Vol. 23 N° 3, pp. 1-11,

3- A, BELMEHDI <1993)
“On the Jeneric Structure at Infinity Within the Transfer Matrix
Approach", a paraitre dans Int. J. of Systems Science {(accepté)d.

4- A. BELMEHDI (1994)
“Transfer Matrix Approah to the Structural Block Diagonal Decou-
pling Problem', Int. J. of Control, Vol. 60, n°6, pp. 1381-1391,

5- A. BELMEHDI, R. MANSOURI <1994>
“Structural Disturbance Decoupling by Output Measurement Feedback:
the Transfer Matrix Approach’”, Soumis a Int. Journal of Control,

6- A. BELMEHDI, D. BOUKHETALA <{19294> -
“"A method +to eliminate structural fixed modes in decentralized
control systems'", Scumis A International Journal of Control



CHAPITRE I

INTRODUCTION



Def-2.1:
Def-2.2:
Def-2.3:
Def-2.4:
Def-3.1:
Def-3.2:
Def-=3.3:
Def-3.4:

Def-3.5:

Def-3.6:

OU TROUVER LES PRINCIPAUX RESULTATS

Péles et =zéros finis d’aprés la forme de S.MM
Zéros poéles a 1’infini d’une matrice de transfert
Ordres essentiels a partir de lintéracteur
Ordres essentiels a partir des zéros a l’infini

Matrice réelle structurée

Systéme structuré en représentation d’etat

Graphe orienteé

Systéme structuré en représentation transfert

Commandabilité et observabilité structurelle d’un
systéme décentralisé (cas de deux stationsd

Matrice de transfert a ligne et colonne propre

Prop-2.1: Forme de Smith Mac Millan (S.M.M>

Prop-2.2: Péles et =zeéros finis a partir des factorisations

a droite et a gauche de Wolovich

Prop-2.3: Forme de S.MM a Pinfini

Prop-2.4: Zéros a l’infini a partir des mineurs de la matrice

de transfert

Prop-2.5: Forme d’Hermited’une matrice de transfert

Prop-3.1: Interprétation par graphes des =zéros a linfini

Prop-3.2: Interprétation par graphes des ordres essentiels

Pages
12
14
17
17
23
24
25

29

35
44

11

13

15

16
16
41

42



Pages

Prop-3.3: Interprétation par graphes de ligne et colonne propre 45
Prop-4.1: CNS de rejet structurel par retour de sortie mesuree

(cas ou (G¢s> ou N(s> est découplabled 72
Theo-3.1: CN.S de commandabilité et. d’observabilite

structurelle de sous-espaces atteignables 34
Theo-3.2: C.N.S de commandabilité structurelle par une station

d’un systéme décentralisé & deux stations. ag

Theo-3.3: C.N.S d’existence d’un mode s-fixe en décentralisé

(cas de 2 stations de commande) 36
Theo-3.4: Interprétation par graphes du rang structurel 39
Theo~-3.5: Interprétation par graphes du mode s-fixe 46

Theo—4.1: C.N.S ¢en termes de graphes> de découplage par

retour d’état statique régulier 53
Theo-4.2: C.N.S de découplage par blocs par retour d’état

statique régulier 55
Theo-4.3: C.N.S (en termes de graphes) de découplage par

blocs par retour d’état statique régulier 57
Theo-4.4: C.N.S de rejet structurel lorsque U(s,A)) esl llgne

propre et N(s,A) colonne propre 69
Theo-4.5: C.N (en termes de graphes) de rejet. structurel

lorsque GO(s> et N(s) sont carrées inversibles 74
Theo-4.6: C.N.S d’existence de modes s-fixes en décentralisé

(cas de plusieurs stations de commande) 76

Theo-4.7: GN.S d’élimination de modes s-fixes i



1.0- ABREVIATIONS ET NOTATIONS UTILISEES

A, B, C : matrices réelles de dynamique, d’entrée et de sortie

® X K

A ,B ,C matrices booléennes de dynamique, d’entrée et de sortie

AK,B)\,C matrices structurées de dynamique, d’entrée et de sortie

%
X, U, Y : vecteurs d’état, de commande et de sortie

C.E.A : complexe d’engrais azotés

Det.(.> : déterminant d’une matrice

Diag.(.>: diagonale d’une matrice

(s>, d(s>: polynémes normés numérateurs et dénominateurs

E/S : entrées-sorties

€(X,A> : graphe orienté d’ensembles de sommets X et d’arcs A

g(MD, (YD : graphe associé a la matrice M (au systeme 2>

§CZT) : graphe associé au systéme I de MFT T(s) sans perturbations
ﬁ(ETP): graphe associé au systéme o de MFT T(s) avec perturbations
€’(Z’> :graphe obtenu de §(I) en faisant apparaitre la structure

g;: (HI) : ordre du zéro infini de la i-éme ligne de G(s> d(de H{(s>>

K : matrice de retour de sortie,

K_, (l{:) : sous-espace de commandabilité par la station I (élargid

K
k

I
}; : vecteur de commandabilité par chaque entrée de la station I

l-cI : k-éme élément. du vecteur KI

L.I, (Lt): espace commandable et observable par station I (élargid
L.y L ,L;_lz somme minimale des longueurs de chemins E/S disjoints
E % (L;}o : vecteur de caractérisation du mode s-fixe C(élargid

k)* . k-éme élément nul dans le vecteur de caractérisation L;

AL : paramétres inconnus ou indérminées

A : ensemble de paramétres A ou produit logique



L F
M1 ! veateur d'obzervabllité par abaque sortle de la wtation T

k;nJ : k-éme élément du vecteur MJ assoclé a la station J

M, M‘ : matrice structurde, matrice booléenne

M.R.A.C : Model Reference Adaptive Control

n, m, p: dimensions des espaces d’état, d’entrée et de sortie

nu (n:) : ordre du i-eme =zZéro infinl {de la ligne 1) du transfert
n? ! ordre essentiel de la 1-éme ligne de la matrice de transfert
P.G.C.D: plus grand commun diviseur

P.P.CM: plus petit commun multiple

QNoz, QnoY : débit. de dyoxyde d’azote (monoxyde d’azoted

QuNoa : débit d’acide nitrique

R: corps des réels

r, (Rg.(.2, R=.(0, Rt rang (générique, structurel, termed

Ri <R\ : bloc & élements non nuls (matrice des blocs RiD

(RI>i : indice rang pour la matrice Ri
RuI ! sous-espace d’atteignabilité des états par les entrées Ur
ru nombre de "“un'" contenus dans RuI

Ryr : sous-espace d’atteignabilité des sorties Yr par les états

ry_: nombre de "un" contenus dans RyI

1
Y, (TA> : systéme dynamique, (structuré a parameétres dans Ad

P, YpPA: systéme a p sorties ou avec perturbations (cas structuréd
s-(.): structurellement (ex. s-fixe signifie structurellement fixe>
S.MM: Forme de Smith Mac Millan

Uz, Y1): entrées (sorties) de la station de commande 1

Y : somme logique ou variété algébrique

® : produit tensoriel

T(sd, (T(s,AX): matrice de transfert, (d’un systeéme structuréd
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11- HISTORIQUE ET MOTIVATIONS

Au cours des vingt derniéres années, les études structurelles
sur les systémes linéaires multivariables stationnaires 2 parame-
tres connus se sont beaucoup développées <(voir Varticle de syn-
these de Mac Farlane et Karkanias [49) qui regroupe plus de  trois
cent références ainsi que les articles [24]1 [331 [391 [501 [54]
[68]). Ces études ont permis de mettre en évidence le rdéle fonda-
mental de certaines structures intrinséques des systémes dynami-
ques vis a vis de la résolution de problemes de commande. Parmi
elles, certaines structures sont invariantes sous I’action de
transformations reguliéeres (retour d’état., retour de sortie,
injection de sortie,..). Ces invariants dits structurels ont éte
caractérisés dans différents contextes réquentiel, geéométrique,
polynémial> et ont eu comme premieres applications les problemes
du découplage [29]1 [34]1 [42]1 , du rejet de perturbations [15]1 [20]
(711 et de la poursuite de modele [50]1 [33]1 . Le concept de zéros
d’un systéme multivariable (principalement les zéros a Vinfini et
les =zéros finis instables> [391 [70]l, s’est avere un élement cleé
dans la résolution de ces problémes [211. Il existe de multiples
fagons (qui ne sont pas toutes équivalentes) de définir les zéros
d’un systéme suivant que VPon se limite a Dexamen de sz matrice
de transfert ou que l’on prenne en compte une réalisation particu-
liere, en géométrique, ou par le biais de la matrice systeme, en
polynémial [49]1 [62]. Ainsi en fréquentiel, le =zéro {fini qui est
une fréquence qui fait. chuter le rang de la matrice de transfert

est. appelé zéro de transmission. Son rdle dans la synthése des
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régulateurs multivariables est montré dans [39]1. En géometrique,
cette notion est intimement liée a la situation physique dans
laquelle un systeme produit une sortie identiquement. nulle alors
que lentrée et Vétat sont non nuls [50]1 [80]. Les zéros qui se
simplifient avec des modes non commandables et/ou non observables
sont respectivement. appelés zéros de découplage en entrée ets/ou en
sortie, [49]. Ce type de =zéros se retrouve également dans le cadre
de la matrice systéme de Rosenbrock [621 <Capproche polynémiale).
L’influence et lintérét de la structure des zéros a linfini dans
la résolution de problémes de commande ont été largement montreés
dans la littérature <(voir [211 [291 [33]1 [34] [44) [501 [511 [56]
[581 [71)). La structure a linfini posséde un sens physique. En
continu, les ordres des zéros A Pinfini correspondent, a une
unité preés, aux ordres maximaux des dérivées nulles a Vorigine
des entrées vues des sorties. En discret., le plus grand ordre des
zéros a Linfini correspond au nombre maximum de pas d’échantil-
lonnage pendant lequel on peut maintenir nulles les sorties du
systéme, autrement dit le retard maximal possible introduit sur
les sorties par toutes les entrées possibles. Ce concept a ete
considéré dans [71] en relation avec le comportement asymptotique
du lieu des racines pour les systemes multivariables et son impor-
tance dans la solution du probléme de découplage a ¢té considéreée
dans [291[70]1. Un autre invariant déterminant dans la commande
décentralisée, est celui de mode fixe [271, [72). Ce type de
commande a atteint son apogée dans les années soixante dix
lorsqu’il a été montre par Wang et Davison [72]1 que la solution au

probléeme de la stabilisation des systémes décentralises déependait.
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de ces modes fixes. La présence de ces modes, qui sont invariants
sous des commandes par retour de sortie décentralisés, est gdbnante
dans la synthese de la commande, Ceci a constitué la contribution
la plus importante dans la théorie algébrique de la commande
décentralisée. Depuis, de nombreux auteurs se sont intéresseées a la
caractérisation des modes fixes par différentes techniques algé-
briques <(algebre linéaire, algebre Boole)> et graphiques [11 [2]
(271 [52]1 [60]1 [82]. D’autres se sont intéressés a la fagon de les
é&liminer dans le but de résoudre le probléme de la stabilisation
[4] (771 [78]. Une synthése bibliographique des différentes métho-
des de caractérisation des modes fixes est présentée dans [17]
L’utilisation de toutes ces informations structurelles ne s’est
pas limit.ée; a l’étude des systémes a parametres connus mais elle a
également été étendue au cas de modéles dont les parametres sont
peu ou mal connus, ce qui est plus proche de la réalité physique
(9] [66]1 [73]. Il est vrai qu’en pratique, le modéle est souvent
complexe et ses paramétres ne sont jamais obtenus d’une fagon
précise, ne serait-ce qu’a cause des erreurs de mesures, ineévi-
tables lors d’une identification. Pour obtenir des modeéles plus
réalistes dans le but d’une analyse plus fine des propriétes
intrinséques telles que la commandabilité et I’observabilite, le
concept d;e modele structuré a é&été introduit par Lin [47]1 et
discuté par beaucoup d’autres auteurs [55]1 [61]1 (651 [76]l. La
question principale est de savoir si des propriétés du systeme
sont génériques relativement aux parametres ou =i elles sont
uniquement vraies pour des valeurs exceptionnelles de ces

parametres. Dans les articles citpés', les valeurs non nulles des



INTRODUCTION GENERALE

parametres sont supposées  variables alors que  les  valeurs nulles
sont. fixes. Cette structure est supposée valable pour des modeles
de systémes physiques puisque, comme il a ét.¢ mentionné auparavant
les valeurs des paramétres ne sont jamais connues d’une fagon
exacte, a I’exception de celles qui sont nulles et qui expriment
Pabsence d’interactions ou de connexions. La commandabilité fonc-
tionnelle ou de sortie des systeémes structurées a ét.é définie et
utilisée dans la synthése de structures de régulation possibles
sur des procédés reéels [6]1, [41], [53]. Une revue compléte des
critéres de commandabilité et d’observabilité structurelles est
présentée dans [501. Cet aspect de généricité a été aussi étendu a
la solution de problémes de commande tels que le découplage diago-
nal par ret,ou-r d’état [35]1 [48], le rejet de perturbations [26]
[61]1, la commande décentralisée [52]1 et le placement de péles
[63]. L’ensemble de ces probléemes a été étudié dans le cadre de
I’approche d’état.

Les systémes structurés se schématisent bien par des graphes
orientés [14], ce qui rend aisé VPexamen de leurs propriétés [47]
[551 [61). Cet outil "précieux" dans la modélisation des systemes
réels est aussi largement utilisé dans ’analyse et la décomposi-
tion des systémes complexes [6]1 [53). Il a également eéte utilise
dans Vl’étude de systémes non linéaires, fournissant des algorith-
mes de calcul rapide de lois de commande. Des solutions de proble-
mes de commande et des é&tudes de propriétés génériques tant en
linéaire qu’en non linéaire sont ramenées a des algorithmes tres
connus de la théorie des graphes (probléme du plus court chemin,

probleme du flot maximum)> [14] [26] [35]1 [48l.A ce propos 1’appro-



INTRODUCTTON GENERALE

che par la théorie des graphes de problemes de commande ot de
proprigtées strudturclles dos  aystomes dynamigues consbibae T8 U PRI T
titre de quelques ouvrages [55] L61].

Dang  la  pratigque, les modeles structurés tels qu’introduaits
par Lin [47] ne sont pas aussi réalistes que l'on penso. En effet,
et comme I’a souligné WVillems dans [76], cette facon de voir ne
correspond pas a la réalité puisque d’une part, les valeurs nulles
des parametres ne doivent pas étre considéré¢es comme fixes car un
parametre nul peut aussi étre le résultat d’une soustraction des
valours pumoriques de deux paramétres, Dans ceo Gas,  Une telle dif-
férence doit eétre prise comme variable =i les deux parametres
modélisent différentes quantités physiques. D’autre part les para-
meétres r.mls ne doivent pas étre tous considérés comme variables.
Plus important encore, certains parameétres peuvent déependre 1l'un
de Yautre. En effet, ils peuvent é&tre reliés au méme phénomene
physique ou engendrés par le méme paramétre physique a l'aide d’un
changement de variables. Ainsi, I’hypothése que tous les parame-
tres varient indépendamment n’est pas réaliste. D’autres inconve-
nients de la représentation d’état des systémes structurés non
moins importants existent tel que la dimension de Pétat qui doit
étre connue et fixée une fois pour toute. De plus, =i cette dimen-
sion est grande, le graphe associé au systéme structuré devient
complexe. C’est pourquoi les systémes structurds ont. &té formulés
différement. en transfert [9] [23] sur la base d’hypothéses physi-
quement plus réalistes. En effet, la seule connaissance exigée sur

le systéme est celle des zépros a Yinfini des éléments de la
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matrice de transfert ddifférence des degrés entre dénominateur et
numérateur?. Les avantages d’une telle représentation sont  tros
nombreux. Ainsi par exemple, lorsqu’on part d’un systéme dont on
connait la structure physique, le passage au graphe est relative-
ment. aisé., Ce dernier exhibera les invariants du systéme et les
interconnexions. Par ailleurs, toute variation des transferts qui
ne change ni Vordre des =zéros a Vinfini, ni les interconnexions
ne change pas le graphe et par suite la solubilité du probleme
considéré. Notons que cette classe de perturbations (structu-
relles) est beaucoup plus vaste que celle considérée dans le cadre
de la représentation d’état ou Vordre est fixé une fois pour
toutes. Dans le cadre de cette nouvelle approche des systémes
structurés, seul le probléme du découplage ligne par ligne par
retour d’état statique régulier des systémes carrés interconnectes
a été étudié dans la littérature et résolu dans un travail
antérieur [8].

Dans le présent mémoire, on se propose d’étudier, conjointe-
ment par Yapproche transfert et la théorie des graphes, certaines
propriétés structurelles et problémes de commande dont les
solutions sont. essentiellement liées a la structure a Vinfini ou
d’une fagon plus générale, a la connaissance et a la comparaison
de listes d’invariants structurels. Les propriétés intrinseques
examinées sont celles relatives a la structure a DLDinfini telles
que les zéros a l’infini, les ordres essentiels et les notions de
ligne et colonne propres d’une matrice de transfert. L’interpré-

tation par les graphes de ces invariants constituera une de nos
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contributions a I’étude des systémes structures. Parmi les
problémes classiques de commande étudiés conjointement. par l'ap-
proche transfert et la théorie des graphes figurent. le découplage
par retour d’état par blocs et par précompensateur et le rejet de
perturbations par retour de sorties mesurees. Le probléeme de la
commande décentralisée des systémes structurés et celui de la
synthése de structures de commande seront abordés quant a eux par
Papproche d’état car ils font intervenir les notions de non
commandabilité et de non observabilité qui sont propres a la
représentation d’état et qui peuvent traduire I’existence d’un

mode fixe.

1.2. PRESENTATION DES CHAPITRES

Le présent mémoire est organisé comme suit:

Le chapitre 1 est relatif a l’introduction.

Dans le chapitre 2, sont. présentés quelques rappels sur les
invariants structurels des systémes linéaires multivariables qui
seront utilisés tout au long du travail. Ainsi, nous rappelons
d’abord les notions de zéros finis et infinis d’un systémes donné
par sa matrice de transfert et ce, a travers les formes les plus
connues (formes de Smith Mac Millan [32]1 [62], factorisations de
Wolovich [791>. Les ordres essentiels [22]1 [28] sont ensuite
présentés par le biais de la matrice de transfert et de sa forme
d’Hermite <Cen réalité, a travers linverse de la forme d’Hermite
appelée interacteur [21] [36]D. Ces notions sont illustrées a

I’aide d’un exemple simple. dans ce méme chapitre, nous rappelons
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également. la notion de mode fixe qui apparait dans la commande

décentraliseée.

Au chapitre 3, nous procédons a l’analyse des systémes struc-
turés dans le cadre des représentations d’état. et transfert. Les
systomes structures zont d’abord présentés dans  Papproche d’ét.at.
et caractérisés a aide de graphes orientés (biparti [14]1 et de
Coates [181). Ensuite, nous donnons la représentation transfert
d’un systéme structuré introduite a partir des factorisations a

rinfini des fonctions de transfert des sous-systémes monovarias

Dles  formant. e systéeme  global, Un ensemble d’arcs pondérés par
les zéros et les gains a ’infini de chaque transfert. monovariable
formera le graphe associé au systomoe global Toujours dans ce méme

chapitre 3, les notions de commandabilité et. d’observabilité des
systéemes structureées seront étudiées a aide de V’algébre de Boole
[52], ce qui permettra de localiser facilement. les modes fixes. Le
mode fixe é&tant lié a des sous-espaces de commandabilité et
d’observabilité, nous présenterons la procédure d’obtention de ces
espaces a travers un exemple simple.

L’apport personnel dans ce chapitre reéside dans I'interpréta-
tion par les graphes de certaines proprietés structurelles telles
que les zéros 4 linfini, les ordres essentiels et les notions de
ligne et de celonne propres. Ces résultats sont synthétisés dans
un article <(voir annexe 3) accepté pour publication dans Interna-
tional Journal of Systems Science.

Dans ce chapitre, nous donnons également. I’interprétation par

graphe du rang d’une matrice de transfert [69] ainsi que celle des
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modes fixes L[60],

Le chapitre 4 est consacré aux aspects structurels de problemes
de commande ou 'on étudiera le découplage régulier par retour
d’état des systémes structurés, le rejet de perturbations et la
commande décentralisée, On réunit dans ce chapitre, la plupart des
résultats originaux obtenus dans le cadre de cette these.

Dans une premiére partie relative au découplage regulier, les
résultats antérieurs sont briévement rappelés. Ensuite, le décou-
plage par blocs diagonaux qui englobe les systémes non  carroes,
lorsque le découplage ligne par ligne n’est pas possible, est
résolu. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans un arti-
cle paru dans International Journal of Control <(annexe 4>.Un autre
probléme étudié et relatif au découplage <(publié dans la revue de
I’AMSE, wvoir annexe 2) est celui de Yutilisation d’un précompen-
sateur qui permet de rendre le systéme global structurellement
découplable ligne par ligne a ’aide d’un retour d’état statique.
Un algorithme de recherche du précompensateur d’ordre minimal et
sa liaison avec la commande adaptative a modéle de référence deve-
loppée dans [5] y est propose.

Dans la seconde partie de ce chapitre, le probléme du rejet
de perturbations par retour de sorties mesurées y est eétudié.
Aprés un bref rappel des résultats existants par retour d’état, le
cas du retour de sortie y est examiné sous toutes ses variantes.
Notons que ce tLravail a fait Pobjet d’un développement dans une

thése de magisteére encadrée a I'ENP d’Alger 1993D.
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La tGtroisleme partle conderne la commande doecontrallmdée deas
systémes structurés. Nous proposons dans cette partie une methode
d’élimination des modes structurellement fixes basée sur un échan-
ge minimum d’informations entre les différentes stations de com-
mande. Un algorithme regroupant l’ensemble des phases de recherche
des modes fixes tant en centralisé qu’en décentralise et leur eéli-
mination est présenté. Notons eégalement que les résultats obtenus
dans cette partie ont fait l’objet d’une thése de magistere enca-
drée a I’ENP d’Alger 1993).

Enfin dans le chapitre 5, nous montrons linterét et la néces-
sité de DI’approche structurelle dans Vétude des systémes comple-
xes. Nous reprenons une méthodologie de recherche de toutes les
structures de- commande faisables sur un procédé réel, developpée
dans les années quatre vingts par Morari [53], que nous applique-
rons sur un procédé de fabrication d’acide nitrique d{section

d’absorption) du Complexe Engrais Azotés (CEA)Y d’Arzew.
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INVARIANTS STRUCTURELS POUR LA COMMANDE

2.1- INTRODUCTION

Le but. de ce chapitre est de rappeler quelques résultats bien
connus sur la structure des systeémes linéaires multivariables. On
s’intéresse particuliéerement a des invariants structurels tels que
les =zéros finis, les =zéros a linfini et les ordres essentiels
d’un systéme multivariable ainsi que les modes fixes apparalssant
dans un systéme décentralisée. Nous ne détaillerons pas ici les
différentes définitions ni leurs liens (voir les articles de
synthese [17] et [49]1>. Nous rappelerons uniquement, puisque c’est
Papproche que nous privilégions dans ce mémoire, la définition
transfert des zéros (finis et infinis) et des ordres essentiels.
Quant au mode fixe, il sera donné par sa définition algébrique

classique dans le cadre de VVapproche d’état.

2.2- ZEROS D'UN SYSTEME LINEAIRE

Le concept de zéro fini est intimement lié a la situation
physique dans laquelle un systéme, de matrice de transfert T(s)> ou
de représentation d’état <A,B,C), produit une sortie identiquement
nulle alors que I'entrée et 1’état sont. non nuls. En transfert, le
zéro fini est une fréquence qui fait chuter le rang de la matrice
T(s>. On peut obtenir a partir de la forme de Smith Mac Millan

(S.MM> de Td(sd [49] [62].

10
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A- FORME DE SMM D'UNE MATRICE DE TRANSFERT

La forme de Smith Mac Millan est la généralisation aux matri-
ces rationnelles de la forme de Smith bien connue des matrices

polynémiales. Elle est donnée par la proposition qui suit: [62]
Proposition 2.1:

Soit T(s> une matrice (pxm> rationnelle, T(s> peut s’écrire:
T(s> = Uilsd. M{sd. Uz(sd

ou: @ Ui(s)d, Uz(s> sont des matrices unimodulaires de dimensions
respectives (pxp> et (mxm> <(une unimodulaire Ud(s> est une

matrice polynémiale carrée d’inverse polynémiale caractéri-

sée par det.(U(s)) égal a une constante non nulle).

® MG = diag, [c:l(rj)/dt(:i), galad)sdaCa), ., a:r(s)/dr(:‘s),...,n]

ou:

r = rang TGO

£1C),. e polyndmes normés Lels que i) divise i@,
di€sD,...,dr(s: polyndmes normes tels gue diri(s) divise dols=,

De plus, M@w) est définle d'une fagon unlyue el esbt appelée [orme

de Smith Mac Millan de Td(sD.

11
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Définition 2.1 [62]:

Les racines des polyntémes numérateurs sid(s) de la forme de
SMM de T(s> sont appelées =zéros finis <C(ou de transmission> de
T(s>, tandis que celles des polynémes dénominateurs di(s> sont
appelées péles de T(s) (pbéles et =zéros finis sont donnés avec leur

multiplicité).

r
La somme des multiplicités des péles, soit n = ¥ deg.ddidsd>d
i=1
est. appelée degré de Mac Millan de Td(s).

La forme de SMM s’obtient de la maniéere suivante:
soit. d(s> le PPCM des dénominateurs des éléments de T(s>, alors:
T(s)> = (1/d(sd).N(s>

ou N(s> est une matrice polynémiale qui peut s’écrire:

N(sY> = U1(=).S(=).Uz(s) ou S(s) est sa forme de Smith, on a alors:

T(sd = Ut(s).[ S(sd)/ddsD ] Uz(sD.

En effectuant les simplifications nécessaires de S@s)/d(s>, on a

la forme requise.

12
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B- FACTORISATIONS POLYNOMIALES D'UNE MATRICE DE TRANSFERT

Ces factorisations introduites par Wolovich [79] ont pour idée
de  base la représentation d’une matrice rationnelle T(s)> par deux
matrices polyndmiales comme on représente une fraction rationnelle
par un rapport de deux polynémes. En raison de la non-commutati-
vité du produit matriciel, on définit les factorisations a droite
Na¢s>.Dd ‘(s> et a gauche Dg—1(S>.Ng<S>. Par rapport aux realisa-
tions (représentations d’étatd> du systéme de matrice de transfert
T(s>», la premiére factorisation correspond a une Tréalisation
canonique de type commandabilité tandis que la seconde correspond
avec une réalisaticn canonique de type observabilité. Ces
factorisations peuvent étre également, respectivement, observable
et commandable si elles sont premiéres a droite et a gauche,
autrement dit =i leur PGCD a droite et a gauche respectivement,
est une matrice unimodulaire.

Lorsqu’une factorisation est premiére, les zéros finis et les

péles sont donnés par la proposition suivante: [79]

Proposition 2.2:

Soit Td(s> wune matrice rationnelle et Nd¢s>.Dd '

(s> (resp.
Dg-1(S).Ng(S)) une factorisation a droite (resp. a gauche) de T(sD

i> les zéros finis de T(s) sont donnés par la forme de Smith de
Nd(s> d(resp. de Nglsd),

ii> les péles de Td(s> sont donnés par les racines de detdDd(sd>>

(resp. de det.(Dglsl>d).

13
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C- STRUCTURE A L INFINI D'UNE MATRICE DE TRANSFERT

La structure a infini d’un systéme est lié aux poles et

zéros a linfini comptés avec leur ordre de multiplicité. Contrai-
rement A ce qui se passe pour la structure finie, la structure a
rinfini d’un systéme ne dépend que de sa matrice de transfert
(elle est la méme pour toutes les réalisations possibles sous
forme d’état, qu’elles socient minimales ou pas> [19]1 [24]. En

transfert, la définition classique de la structure a Vinfini est

la suivante: [62]
Déefinition 2.2:

Un =systéme de matrice de transfert 7T(s) possede un zéro
(resp. péled a Vinfini d’ordre k quand T w> a un zéro <(resp.

péled fini d’ordre k en w = 0.

On peut également utiliser la forme de SMM a Pinfini qu’on
peut obtenir, par exemple, par pré et post multiplication de T(s2
par des matrices rationnelles carrées B(s) appelées bicausales et

caractérisées par: detlB(sd] = 0

5 — @

Cette forme est donnée par la proposition suivante: [32]

14
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Proposition 2.3:

Soit TC(s)> wune matrice <(pxm> rationnelle propre, Td(sd> peut

s’écrire:

T(s> = Bi(s).A(s)>.Bz2(s>

ol: ® Bi(s) et Bz2(s> sont des matrices bicausales de dimensions

respectives (pxp> et (mxm>,

® ACs) = diag.[ & e e gERL 0 ]

ou;
r = rang T(sD
ni, nz,..,nr sont des entiers positifs ou nuls ordonnés niZnz2nr,

De plus, A(s) est définie d’une fagon unique et est appelee la

forme de Smith Mac Milan a l’infini.

La structure a ’infini de la matrice de transfert T(s> est

donnée par les r zéros a Linfini d’ordre ni, nz,.,nr de sa

forme de S.MM a l’infini AdsD.

La structure a V’infini (zéros infinis) d’un systeme peut étre
également déterminée a partir des déterminants des différents

mineurs de sa matrice de transfert T(s). Cette méthode est donnce

par la proposition suivante [35].

15
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Propomition 2Z.<:

Soit. T(s> wune matrice (pxm) rationnelle propre. Les ordres
ni,nz,..nr des zéros a Uinfinl de TG se calculent comme suit:
ni = ordre minimal des zéros infinis des mineurs d’ordre 1 de Td(s>
nz = ordre mirlj.mal des =zéros infinis des déterminants des mineurs
d’ordre 2 de T(sd> - m,

nr = ordre minimal des zZéros infinis des déterminants des mineurs
r—1

d’ordre r de T(s> = ¥ nu
1=1
-
Un autre moyen de calculer la structure a linfini de Td(s> est

sa forme d’Hermite [21]l. En se limitant au cas des systemes carres

la forme d’Hermite est donnée par la proposition suivante:
Proposition 2.5:

Soit T(s> une matrice dmxm) rationnelle propre non singuliére.
T(s> peut étre factorisée en T(s> = H(s>B(=s) ou B(s> est une
matrice bicausale et H(s> une matrice rationnelle propre triangu-

laire inférieure qui s’écrit:

Sru 0
H(s> =
- 1
hi j
nm
s
ou: hij = ol >, nij € ni, nj et ni entiers, » polyn&&me.

Sni. J
La forme de Hermite ainsi définie est unique.

-
Lorsque H(s)> est diagonale, les ordres des zérosx a Uinfinil
de T2 mont les ni Us1,..,m> de la diagonale. Dans le cas

contraire, ils sont contenus dans les transferts hij.

16
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L’inverse de la forme d’Hermite est une matrice polyndmiale
I¢s> appelée ‘“interacteur" . Ce dernier joue un réle important

dans la commande adaptative des systémes multivariables [5] [36].

2.3- ORDRES ESSENTIELS DUNE MATRICE DE TRANSFERT

La notion d’essentialité a été introduite par Cremer [28]
dans le cadre de la recherche d’un précompensateur d’ordre minimal
qui découple un systéme multivariable donne. Elle caractérise le
degré d’indépendance d’une ligne d’une matrice par rapport aux
autres lignes. Les ordres d’essentialité s’obtiennent de plusieurs

fagons, nous en donnons ici deux en approche transfert [22]

Définition 2.3:

Les ordres essentiels n? par ligne d’une matrice de transfert

T(s) correspondent aux ordres les plus grands de chaque colonne de

I’'interact.eur I(s> de T(sD.

a
Définition 2.4:
L’ordre essentiel n_e de la i-éme ligne de T(s) est donné par:
L
P p-1
n° =Yn-Yn
L ! v J
L=1 ]j=1
P
ou : ¥ ni représente la somme des zéros a l’infini de Td(sD
L=1
p-1
= nj représente la somme des =zéros a linfini des mineurs
1=1
d’ordre j de la matrice de transfert obtenue a partir de
T(s> en supprimant la i-éme ligne.
D

17
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Exemple 2.1

Considérons la matrice de transfert T(s) avec ses factorisa-

tions a gauche <Dg "(ad.Ng(sd> et a droite <Nd(sd.Dd ‘(s)), ses

formes de SMM finie M(s) et infinie A(s> et =sa forme d’Hermite

H(s).
& i s 071 s 1 1 0 o s*71°*
TC(s)= =5 = % = % 8
s (s+1> 0O 0 -s -(s+12> 0 0 s+ & -s
1 0 s 2 0 = 1
= Ui(s) M(s) . Uzis) = m
0 -1 0 -8 (s+1) 1 0
1 0 3—1 0 1 :3-1
T(s> = B1(=>.A(=>.B2(s)> = _—
1 1 0 s 1 -1

-1 -1
- s 0 1 =
= Hd{=) . B(s)> = ] (e>.B(s)> = 4

a) Structure finie:

La forme de SMM M(s) donne un poéle en 0 de multiplicite 4
et un zéro fini mtable en -1. Cem poéles et zéro finis =’obtiennent

aussi a partir de:

18
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det..(Dd(s>) = det.(Dg(sd = -s

et de la forme de Smith de Ng(s> ou de Nd(s> (égale ici a N(s2D.
bY> Zéros a Yinfini:

La forme de SMM a Yinfini A(s> donne un zéro infini d’ordre

1 (ni = 1) et un zZéro infini dordre 2 <(nz = 2). D’apreés la propo-

sition 2.4, on obtient egalement n1 = 1 et nz = 2,

Les =zéros infinis par ligne de Td{(s?> sont: n: = 1 et n; = 1,
c) Ordres essentiels:

Connaissant les ordres des zéros infinis du systéme ot coux

par ligne de T(s), on obtient d’apres la définition 2.4:

n =3%ni-n =2etn =%n -n =2
1 2 4 1
Nous pouvons également. obtenir ces ordres essentiels a partir

de la définition 2.3 donnant la forme d’Hermite et dont Yinverse

(interacteur)> I(s) = H (s est égal a:
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2.4- NOTION DE MODE FIXE

Le concept de mode fixe a été introduit dans [72] en étudiant
le probléeme de la stabilisation des systémes décentralisées. Il est
ensuite généralisé a tout retour de sortie du type u = Ky ou u et
y sont respectivement les vecteurs d’entrées et de sorties et K
une matrice constante. Le mode fixe est un péle du systéme qui
reste invariant sous le retour de sortie K [1]l. Lorsque la matrice
K est pleine, la commande est. dite centralisée et les modes fixes
coincident avec les pdles non commandables et/ou non observables
qui se simplifient avec des =zéros dits de découplage [62). Lorsque
des contraintes structurelles sont introduites sur K , la commande
est dite décentralisée et d’autres modes fixes sont possibles
[22]. La détermination d’un mode fixe tant en commande centralisée
qu’en décentralisée peut étre faite par des méthodes algébriques

[11 [2]1 [82] et graphiques [60]. Une revue de quelques méthodes

ext prosentée dans 'article [17].

Exemple 2.2:

Soit un systéme (A,B,C> bouclé par un retour de sortie K avec:

0
i 1 0 ki O
the=[ga3)*=[0 &)

Les poéles du systeme en boucle ouverte sont: -1, 1 et -2.

0o 0
i 0 |, B=
0 -2

>

[
CCRr
C o

Les péles du systéme bouclé par le retour de sortie K, soit les
valeurs propres de la matrice A* = A + BKC =sont: -1+ki, 1 et

=-2+kz. Le péle s = 1 est. donc un mode fixe.
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25— CONCLUSION

Dans ce chapitre assez dense, nous n’avons pas voulu donner
I’ensemble des détails sur la structure des systemes , mais seule-
ment. amener le lecteur rapidement, a la lecture de la suite en se
remémorant. les différentes définitions et factorisations utiles.
Nous avons illustré ces différentes notions a I’aide d’exemples

simples, ce qui rend la comprehension facile.

Une étude détaillé des zéros finis, infinis et des différentes
factorisations, en approche transfert, peut etre trouvée dans les
livres de Rosenbrock [62]1, de Wolovich [791 et de Kailath [46]
Pour le lecteur s’intéressant a lVapproche par variables d’état de
la structure des systémes, il pourra consulter le livre de Wonham
[80] ou les articles [49]1 ([81] (741 [75). L’étude géometrique de
la structure finie et infinie et des ordres essentiels est
présentée dans [24], [251 [51). Concernant le mode fixe qui joue
un réle important dans la commande décentralisée, une synthese des

différentes caractérisations est présentée dans £171.
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REPRESENTATIONS ET ANALYSE DES SYSTEMES STRUCTURES

3.1- INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons la description et les pro-
priétés des systemes structurés dans les approches par variables
d’état et matrice de transfert. Les modéles de systémes structurés
ont été introduit respectivement dans [47] pour la représentation
d’état et dans [23] pour la représentation transfert. La structure
de chacun de ces modéles peut é&tre exprimée a aide de graphes
orientés dont l’analyse permet de donner des propriétés génériques
des systémes qu’ils modélisent. Nous rappelerons, par conséquent,
la caractérisation par graphes des systémes structurés puis nous
donnerons quelques propriétés génériques de ces systémes telles
que le rang terme d’une matrice booléenne, le rang structurel
d’une matrice de transfert et les notions de commandabilité et
d’observabilité structurelles. Ces différentes propriétés consti-
tuent la base des chapitres qui vont suivre. Une interprétation
par les graphes de certains invariants et propriétés a 1’infini

des systemes multivariables sera également donnée.

3.2- REPRESENTATION D’ETAT D’UN SYSTEME STRUCTURE

Nous présentons dans ce paragraphe la description classique

d’un systeéme structuré et sa caractérisation a l’aide de graphes

orientés. Un méme exemple est traité pour les différents graphes

considéreées.
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A- MATRICE ET SYSTEME STRUCTURES
Considérons le systéme dynamique linéaire }, décrit par:

{ X = AxX + B >

y = C.x
ou:
oxeann,ué‘lf’Rm,YEfﬁf“ RF
@ A,B,C sont des matrices réelles de dimensions respectives

(nxn>, (nxm>, {(pxnd.

Rappelons tout d’abord ce qu’est une matrice st.ructur¢e. Une
définition plus appropriée d’un point de vue mathématique est la

suivante: [48]
Définition 3.1:

Soit A un ouvert inclus dans Rk, S: A — Mnxm une application
de A dans Vensemble des matrices nxm), S est appelée matrice
structurée 2a paramétres dans A s’il existe un sous-ensemble N
inclus dans (nxm) et une bijection Z: N —— k tels que pour tout
A= 1, ..., AkD € A:

0 si G,J> & N
Siji\d =

" si 1,12 € N
Z0p

(=}
En d’autres termes, une matrice structurée est. une matrice ou

certains éléments sont des zéros, les autres des parametres réels

appartenant & un ouvert de Rk.
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Nous dirons qu’une propriété est structurelle =i elle est
vraie pour tout A € A sauf éventuellement sur son intersection
avec V, une variété algébrique propre de Rk. On peut traduire ceci
par une propriété vraie pour "presque tout" A € A et que =i la
propriété n’est pas vraie pour Ao, il existe un Aote < A "proche"

de Ao pour lequel la propriété est vraie.
Aprés ce préalable, la définition d’un systéme structuré est:
Definition 3.2: [48]

Le systéme décrit par les équations 31> est dit structuré
si les matrices A, B , C sont structurées et mutuellement indépen-
dantes, autrement dit =i l’'espace des parametres A formé par les
éléments non nuls ?Lt d = 1,.,k2 des matrices A, B, C est un

ouvert de Rk et la matrice élargie:

- = A —m M est structurée.
C 0 ntp,m+n

Exemple 3.1:

Reprenons le systeme de ’exemple 2.2 et remplacons les coef-

ficients non nuls des matrices A, B et C par des paramétres Ai.

A1l 0 0 A4 0 5 o 0
A)\ = 0 Az 0 3 BX = 0 S a oy - 0 o Ao
0 0 A3 0 Ao

Si lVensemble des parametres Al (i=1,..,9> appartient a un ouvert

de Rg, le systeme (A,B,C> est structuré.
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B- CARACTERISATION PAR GRAPHES:

Avant d’associer un graphe a un systéme structure décrit par
des équations de type (3.1), nous rappelons d’abord la définition

d’un graphe orienté, [14]1 [18].

Définition 3.3:

Un graphe orienté ¥ (S,A) est défini par les ensembles de

sommets S et d’arcs A, et deux applications 1 et T: A — S qui
font. correspondre a chaque arc, respectivement, son extrémité

initiale et son extrémité terminale.

On peut associer au systeme <(3.1> un graphe orienté HC> dont
I’ensemble des sommets est donné par les m entrées, p sorties et n
états et dont Vensemble des arcs correspond aux connexions physi-
ques entre les sommets. Un arc représente un élément non nul dans
les matrices A, B, C du systéme, il est pondéré par un poids égal

au paramétre non nul. Ce type de graphe sera dit direct.

Dans un graphe direct orienté, un chemin entrée-sortie est une
séquence d’arcs dont Pextrémite initiale appartient a Vensemble
des entrées et Vextrémité terminale a Pensemble des sorties. La
longueur de ce chemin est égale au nombre d’arcs qui le composz=ent.

Un plus court chemin est un chemin de longueur minimale.
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Dans un graphe orienté associé a un systeme structuré, une
notion importante pour la solvabilité de problémes de commande est
celle d’un couplage entrée-sortie (E/S)> élémentaire. On definit un
couplage E/S élémentaire comme un ensemble de m chemins reliant
toutes les entrées a toutes les sorties tels que chacun d’entre
eux soit un chemin de longueur minimale entre I’ensemble des
entrées et la sortie considérée, [481 [7]. Une définition équiva-
lente, donnée dans [35], utilise un ensemble de m plus courts

chemins E/S & sommets disjoints.

A Vexemple précédent correspond le graphe direct suivant:

Al

Q

A4
- /

1l existe dans ce graphe, un couplage E/S élémentaire:

{( Ui X1 (X1Y1D; (UzXad>(Xa¥Yz )}

Un autre type de graphe, dit de Coates, est associé a une
matrice carrée [18]1 [61). L’information totale sur le systéme est

résumée dans une matrice structurée carrc¢e de dimension (gxq> avec
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q = ntm+p de la forme suivante:

M =

cCcco

c
A
0

CcCwo

Le graphe de Coates ¥Y(M> associé a la matrice M consistera en
un ensemble SM de q sommets et un ensemble AM de uy arcs orientes

et pondérés, défini par:

AM = {(Sj’Si’)lmLJ#o}

ou mij désigne la valeur nominale de Vélément ij de la matrice M.
De plus, si G),S00 est un arc du graphe yM, alors il est
pondéré par un poids non nul mij.

Dans ce type de graphe, on utilise la notion de cycle qui est

un chemin fterme ’extréemite initiale coincide avec Vextreéemite
finale)>. Un ensemble de cycles a sommets disjoints est appele une
famille de cycles. Une famille de cycles couvrant les q sommets du
graphe (M) est dite de largeur q.

Au méme exemple 3.1, on peut associer un graphe de Coates.

Puisque m

p, on utilisera la matrice carrece:
¢ 0
sl

Le graphe associé est le suivant:
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3.3- REPRESENTATION TRANSFERT D'UN SYSTEME STRUCTURE

L’approche d’état des systeémes structurés présente quelques
faiblesses entre autres la difficulté d’obtenir une représentation
d’état réellement structurée a partir d’un systéme physique , [9],
l’'ordre du systéme du systéme est en général inconnu et si le sys-
téme est complexe, on travaille sur des graphes de dimension treés
grande. Dans la représentation transfert, la structure bien
connue du systéme est constituée des interconnexions entre sous-
systémes simples (en général mono-entrée mono-sortie> et du zéro a
V’infini pour chaque sous-systeme. L’ensemble de parametres pour
notre représentation structurée est donné par celui des gains a
1I’infini des transferts des sous-systémes. Ainsi, la condition de
validité des résultats est que les sous-systémes doivent étre
"indépendants'" <(pas de structure cachéed. L’idée développée dans
[23] était d’associer a un systéme un graphe ou n’apparalssent que

les interconnexions et les zéros a linfini des sous-systémes,

A- FACTORISATION A LINFINI ET SYSTEME STRUCTURE

Considérons un systéme monovariable de fonction de transfert
t(s> strictement propre, dont les parmétres sont inconnus. t{s>

peut étre factorisé a l’infini comme suit: [90 [23]

s +b s +..+bs+b s
t<s> = s A s 2| = As “hisd 3.2>
s + a s b IR ] ais + a

i
ou: A est le gain a 1’infini, n Yordre du =zéro a Vinfini et hds>

une fonction de transfert bipropre.
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Définition 3.4:

Un systéme formé par interconnexions série, parallele et/ou
feeback de transferts monovariables ti(s> (=1,..,k> donnés par
leurs factorisations a Pinfini (3.2 et dont les gains a infini

Ai sont indépendants est dit structuré.

Pour un systéme multivariable, chaque élément Tij(s> peut étre
une combinaison de sous-systemes interconnectés et factorisés a

’infini comme l’illustre ’exemple ci-dessous.

Exemple 3.2:

Ui Y1

¥ todls)

uz n[t.a(s)!—

Ce systeme multivariable est structuré si les gains a Vinfini

AL des tidls), (i=1,..,11> appartiennent & un cuvert de Ru.
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B- CARACTERISATION PAR GRAPHES:

A un transfert monovariable factorisé a V’infini, on associe
un arc de longueur n égale a lVordre de son zéro a lVinfini et de
poids A égal & son gain a l’infini des longueurs sont des entiers

connus, les poids sont des parameétres inconnus mais indépendants).
Remarque:

Les mémes propriétés des graphes données dans Dapproche
d’état restent vraies en approche transfert. Une différence existe
cependant au niveau des longueurs de chemins ou l’on ne compte
plus le nombre d’arcs mais les ordres des =zéros a Vinfini de

chaque sous-systéme représenté par un arc [T

Le graphe associé au schéma de Vexemple 3.2 est le suivant:

O1

Notons qu’un graphe contenant des arcs en paralléele et/ocu en

feedback peut étre simplifié de la maniére suivante:9]
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- Pour les arcs en paralléle, celui qui possede le plus petit =zeéro
a linfini P’emporte,

- Pour le feedback, les arcs se trouvant dans la contre réaction
sont. ignorés car le feedback ne change pas la structure a ’infini

si le systéme est strictement propre [68l

Pour un systéme multivariable structuré de matrice de trans-
fert TC(s,A>, le transfert Tij(s,A) est la somme des transferts qui
correspondent aux chemins allant de Ventrée Uj a la sortie Y.
Puisque la longueur d’un chemin est égale a la somme des longueurs
des arcs qui' le composent. et son poids est égal au produit des

poids des arcs qui le composent, il apparait que: [9]

- Tij(s,\> étant factorisé a Vinfini, Vordre nij de son ZEro
infini est égal a la longueur minimale des chemins allant de U; a
Yi. De méme, 'son gain a Linfini Aij est égale a la somme des

poids des chemins de longueur minimale allant de Uj a Yi.

- L’ordre du zéro a linfini de la i-éme ligne Ti(s,A\) est é&gal a
la longueur minimale des chemins allant de LI’ensemble des entreées

Ui,..Um & la sortie Yi. Le gain a Pinfini de Ti(s,\) est egal &

Bo = lim s™.Tics,\>

Al
8 —» W

ou l’¢lément k de BOM est égal a la somme des poids des chemins

de longueur ni entre Uk et Yi s’il en existe et zéro sinon.
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3.4- COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE DES SYSTEMES STRUCTURES

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux propriétés de
commandabilité et. d’observabilité des systémes structurés. Nous
utiliserons quelques fois dans le texte, les dénominations de
commandabilité structurelle ou s-commandabilité et d’observabilité
structurelle ou s-observabilité. Ces notions qui ont été introdui-
tes dans différentes approches algébriques <(algeébre linéaire et de
Boole) [11 [52]1 et graphiques [57]1 [611 permettent de caractériser

les modes fixes dans les systémes structurés. Ces derniers sont

appelés des modes "“structurellement' fixes ou s-fixes [64].

Nous nous limitons, pour notre cas, a la caractérisation par
I’algébre de Boole qui permet de connaitre la position du mode

fixe dans la matrice d’état du systéme décentralisé étudie.

A- PRELIMINAIRES

Considérons un -syst.éme C(A,B,C> bouclé par une matrice de
retour de sortie K. La forme booléenne du systéme, soit (A*,B*,C‘>
est obtenue en remplagant les coefficients non nuls des matrices
A, B et C par des "un'" logiques et les coefficients nuls par des
“"zéro'" logiques. Cette écriture booléenne apparait comme un outil
mathématique pertinent pour représenter un systéme a 'aide de

graphes orientes. Puisque nous allons nous intéresser 2 la

commande décentralisée, il est utile d’en rappeler le principe.
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L’équation du systéme est:

N
X =AX + 3 BL L 3.3>
i=1

Y = G.X

avec i=1,2,.,N et N le nombre de stations de commande regroupant
chacune un certain nombre d’entrées et de sorties.

Une commande par retour de sortie de la forme: Ur = KirnYr ot

appliquéc  a chaque sous-systome 1 ou Kioost un bloc diagonal do K

La s-commandabilité et la s-observabilité sont données par
deux conditions: celle d’atteignabilité des états par les entrées
et des sorties par les états et celle du rang terme. On rappelle
que le rang terme d’une matrice booléenne M* est le nombre de '‘un"
contenus dans sa matrice de permutation. Celle-ci s’obtient a

partir de M* en prenant un seul "un' par ligne et par colonne.

A chaque station de commande I {d = 1,2,.,N) est associe un
sous—espace RuI d’atteignabilité des états par les entrées u, de
la station et un sous-espace RyI d’atteignabilité des sorties ¥
de la station par les états du systeme. Ces vecteurs de dimensions
n <(le nombre d’états), s’obtiennent trés simplement par visualisa-
tion du graphe associé. Nous pouvbns également. lesdéterminer a
1’aide  d’opérations logiques sur les matrices booléennes de

dynamique A, de commande B et d’cbservation C, [B2]L
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B- SOUS-ESPACES COMMANDABLES. OBSERVABLES ET LES MODLS FIXEG

A chaque station I, on associe aussi un sous-espace comman-
dable K1 et un sous-espace observable Mr obtenus en considérant le
rang terme de matrices booléennes augmentées. Introduisons les
matrices suivantes AuI et AyI obtenues en mettant a zéro tous les

&léments de la  j-eme ligne et j-eme colonne de la matrice

w»

booléenne d’é¢tat A correspondant au j-omo &lomont nul  daanes l-l‘uI ot
RyI respectivement. En notant R.LC(Y> le rang terme d'une matrice
booléenne et rur, r-yI le nombre de "un', contenus respectivement

dans Ru-I et RyI, les sous-espaces de commandabilité et d’observa-

bilité sont donnés par le théoréme suivant: [52]
Théoreme 3.1:

Le sous-espace d’atteignabilite RuI est. commandable par la

station I si et seulement si: Rt [AuI B::‘i = ru
Le sous-espace d’atteignabilité RYI est observable par la
T

station 1 si et seulement si: R.t [ AyI C: ]= Ty -

Si  la condition de rang terme n’est pas vérifiée, le
sous-espace commandable Ki correspondant C(ou observable M1 n‘est
pas unique et pourra étre élargi jusqu’sa combler la déficience du
rang. En se limitant & un systeme avec deux stations de commande,

la s-commandabilité et la s—-observabiliteé sont définies comme suit:
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Définition 3.5: [52]

Oon dit qu’un systéme est s-commandable (resp. s—observable)
par deux stations en combinaison si les sous-espaces commandables
(resp. observables) sont tels que:

i'}{1 v j}{zw vecteur unité esp. i'M’“ vV ‘il\-‘l2 = yecteur unitéd.

ou le symbole V désigne la somme logique.

La condition nécessaire et suffisante pour la s-commandabilite

d’un systéme décentralisé par la station I est donnée par:

Theoreme 3.2: [62]

Un systéme décentralisé a deux stations de commande, de dimen-

sion d’état n est s-commandable par la station I si et seulement

=i

v
o)

RuIARy:#Oet,R.t. * I = 1,2 ; J=1,2 et I = J

ou le symbole A désigne le produit logique.

Puisque les propriétés de commandabilité et d’observabilité
sont. duales, le résultat ci-dessus équivaut a la s-observabilite

du systéme par la station [J.
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En notant par Lx le sous—-espace commandable et observable par
la station I et par L: le sous-espace élargi par Veffet des

retours de sorties, nous avons:

* T

LK AM ot LY = K AM
I I I I I I

N %
ou lxI et Mx sont. respectivement le sous-espace commandable et

observable élargi de la station L

Le théoréme qui suit caractérise le mode structurellement fixe

dans un systéme de commande décentralisée [52].

Théoréme 3.3:

Un systéme décentralisé a deux stations de commande ne posseéde
pas de modes s-fixes si et seulement =i il est. s-commandable et
s-observable sous la structure de commande décentralisée, c’est a
dire que:

x®
l..1 Vv L.: = vecteur unité.
Exemple 3.3
Reprenons le systeme structurd de Pexemple 31 et remplagons
les paramétres Ai par des "un'" logiques. Jonsidéerons deux stations

de commande ui et uz avec les sorties respectives y: et yz et une

contrainte de décentralisation K = diag;.{ ki:z, kzz}.
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Le graphe associé au systéme bouclé est représenté ci-dessous:

A partir de ce graphe, les vecteurs d’atteignabilité sont:
Ru;’ 1 O DJT, Ruz- o 1 1]T, Ryiu 1 1 0], R'.yau o o 1l

2 : = = &= =
d’ou: ru ry, 1 et ru, rYy 2.
Le sous-espace atteignable par la station 1 est commandable car:

1
Rt [ Au B*1 =Rt | O =1 = pu.
1 i 0

cCCOo
ccCccC
cCOoOwr

Le sous-espace atteignable par la station 2 est commandable car:

0
Rt [ Au B 1 =Rt | O = 2 = ru
2 - 0 x.

[T
meoco
)

Le smous-espace attelgnant la sortie 1 est observable car:

Ay 1 0 o0
1 0 1 0

R.t o* = Rt 0 O © = 2 = ry,
1 i 1 0

Le sous-espace atteignant la sortie 2 est observable car:

Ay 0 0 o
2 0O O O

R.t o = R.t 5 o6 i = 1 o= ry,
2 O 0 1
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Les sous-espaces Ki, I{z commandables respectivement par les
stations 1 et 2 sont égaux respectivement aux sSous-espaces
d’atteignabilité en entrée Ru1 et Ruz. Pour les sous—espaces
observables respectivement. par les stations 1 et 2, on a:

M1 = Ry1 et M2= Ryz'

Le systéme global est s-commandable par les deux stations a la
fois car K1V Kz = Ruiv Ruz = vecteur unité. Il en est de méme pour
V’observabilité structurelle par les deux stations a la fois car:

MV M = RyV Ry = vecteur unité.
1 2 i 2

Le systéme décentralisé est s-commandable par la station 2

car le théoréeme 3.2 est vérifié. En effet, on a

Ru, ARy:= o 1 01" =0

et Rt = 4 > 3.

RoOoR
=l =]
= COo
oRr RO

Par dualité, le systéme est s-observable par la station 1.
Par ailleurs, le systéme n’est pas s-commandable par la station 1
car Ru1 A Ry: = 0, par conséquent il n’est pas s-observable par la
station 2.

Le sous-espace commun a la s-commandzbilité et a la s—-obser-

vabilité par la station 1 est: L = K A M': w1 0 01"

et celul relatif a la station 2 est: Lz- K2A M: = [0 0 1]T.

On obtient ainsi: L = L VL=101 0 1.
On remarque donc lexistence d’un mode s-fixe dans le systéme

décentralisé qui correspond a la deuxiéme valeur propre de la

matrice A de dynamique.
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3.5- INTERPRETATION PAR GRAPHES DU RANG D'UNE MATRICE DE TRANSFERT

Comme nous venons de le montrer dans la section précédente, la
notion de rang joue un réle important dans létude de la dynamique
d’un systeme. Elle intervient aussi dans la plupart des problemes
de synthése tels que le placement de péles [63], le découplage
(371, le rejet de perturbations [15]. Lorsque le systéme est
structuré, on utilise le rang structurel défini comme étant le
rang maximal qui peut étre atteint sur l'ensemble des parametres
non nuls At (i=1,2,..,k> du systéme I[55]1 [69]. Pour une matrice

de transfert structurée Td(s,A), le rang r est donné par:

r = max {rang T(s,?\)}
A e R"

L’interprétation, a Vaide de graphes, du rang structurel est

donnée par le théoréme suivant: [69]
Theoréme 3.4:

Soit ¥ un systeéme structure CA:\’B}\’CA) de matrice de transfert
Tds,A> = Ck(sl = A)‘-)“iﬂ‘)L et ¥ le graphe direct associé. Le
nombre maximal de chemins E/S & sommets disjoints dans (I est

égal au rang structurel de T(s,Ad, noté R.s(D.
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Notons également une utilisation fréquente du terme plus
général de 'rang générique'”, noté Rgdld> et |utilisé pour des
matrices paramétrées qui ne sont pas  ftorgement structuroes. Pour
le lien avec le rang terme, il est montré dans [55], qu’en général
Rg(> < RtLCD. L’égalité est obtenue lorsque chaque parameétre de

la matrice M est une indéterminée en elle-méme.

Exemple 3.4:

En considérant. de nouveau le graphe direct associé au systeme
structuré de Vexemple 3.1, on remarque Vexistence d’un ensemble

de deux chemins E/S & sommets disjoints qui sont:

{CU1X1), (XiYi)} et {(Uz){a), (XaYz)}.

Par conséquent, le rang structurel est égal a 2.

3.6- CARACTERISATION PAR GRAPHES DE PROPRIETES STRUCTURELLES

Nous donnons dans ce paragraphe, sans démonstration, la
caractérisation par les graphes des =zéros a Vinfini, des ordres
essentiels et des notions de ligne et colonne propre d’une matrice
de transfert (le détail se trouve dans article [11], annexe 3.
Nous présentons aussi la caractérisation par graphes de Coates des

modes s-fixes apparaissant dans la commande: décentralisee [61l
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A— CARACTERISATION PAR GRAPHES DES ZFROS A L INFINI

Dans le cadre de la représentation d’état, une caractérisation
par graphes des zéros infinis est donnée dans [26]l. Nous proposons
ici une représentation similaire par VPapproche transfert en uti-

lisant la proposition 2.4 relative au calcul des zéros infinis.

Proposition 3.1:

Scoit Tds,A> la matrice de transfert (pxm> d'un systéme
structurée et §<2A> le graphe associé. Le nombre de zéros a linfi-

ni est égal au rang générique de T(s,A) et leurs ordres sont:

n = L
1 1
n =L =1L
2 2 1
r
n = Lk-):“i_.k_1 > k = 2,.,r

ou L'k est la somme minimale des longueurs de chemins E/S disjoints

dans $(L,>.

B— CARACTERISATION PAR GRAPHES DES ORDRES ESSENTIELS

En utilisant la définition 2.4, une interprétation graphique

des ordres essentiels est la suivante:
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Proposition 3.2:

Soit un systéme structuré ¥} de matrice de transfert Tds,A)

(pxm> et de graphe associé F(D. Soit YT > le sous-graphe partiel
1

associe a Tds,A) diminuée de la i-éme lizne. Alors les ordres

]

essentiels de T(s,\> s’expriment comme suit:

ou Lp et L' sont respectivement la somme minimale des longueurs

de p chemins E/S disjoints dans le graphe ¥$(}> et la somme

minimale de=s longueurs de p-1 chemins E/S disjoints dans le graphe

Y\ associé a la matrice Tds,A) dépourvue de la i-éme ligne.

Exemple 3.5

Considérons la matrice de transfert T(s> de Vexemple 21 et
supposons qu’elle soit structurée au sens ou les gains a 1l’infini

de chacun de ses éléments factorisés a 1’infini sont indépendants.

Le graphe biparti associé est le suivant:

Uz Y2
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Il existe dans le graphe deux chemins E/S 2 sommets disjoints
Ui¥Yz et UzYi, La matrice de transfert T(s> a donc un rang geénéri-
que égal a 2, d’ou deux =zéros a infini. La longueur minimale de
chacun des chemins E/S est Li = 1 tandis que la longueur des deux
chemins E/75 & sommets disjoints ost Lz = 3. Par conudaquont:
ni = L1 = 1 et nz = Lz - L1 = 2,
Pour les ordres essentiels, nous avons:

=

n" =L -L'"=2 et n°=L-L%=2
1 2 i 2 2 i

ou Li A = 1, 2> est la longueur du plus court chemin allant de

tout.es les entrées vers la sortie 1.

C-INTERPRETATION PAR GRAPHES DES NOTIONS DE LIGNE ET COLONNE PROPRE

Les notions de ligne propre et de colonne propre sont des
propriétés qu’ont certaines matrices de transfert. Avant de les
définir pour des s‘ystémes structurés, nous allons les rappeler
dans le cas classique en introduisant la notation suivante:

r
n.

Soit t,f = lim s " Ti¢s> if T (o> # 0,

S—r®

= 0 =inon
n: correspond a la plus petite différence des degrés dénominateur
numérateur de chaque é&élément de la ligne T:(s) d’une matrice de
transfert T(s)>, autrement dit c’est le =zéro infini par ligne de
T(sD.
‘Lf est. défini de la méme maniére relativement & la colonne T‘:(s)

de la matrice de transfert T(s).

La définition classique de ces notions est la suivante:
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Définition 3.6 [46]

Soit. T(s) une matrice de transfert propre {(pxm) avec un rang
plein en ligne <(resp. rang plein en colonnel. T(s> est dite ligne

propre (resp. colonne propre) si:

T
rang I:‘L:, avip t.; ] = p, (resp. rang [t.i, - L; ] = m 2

Lorsque le systéme est structuré, les t.. et t,f sont respecti-
vement lez;:. gains a Vinfini par ligne et par colonne. Avant de
donner la caracteérization par graphes des proprictes de ligne et
colonne propres d’une matrice de transfert =zitructurée T(s,A>, nous
introduisons les notions de transfert structurellement propre et
de rang structurel par ligne et par colonne. Nous dirons:
ad qu’une matrice de transfert Tds,A> (pxm> est structurellement
propre =i chaque arc de =on graphe associe (D est de longueur
supérieure ou égale a zéro,
b> que Td(s,A> a un rang structurel plein en ligne (resp. plein én
colonne?, =i le nombre de chemins E/S a sommets disjoints dans

(> est égal au nombre de sorties p (resp. nombre d’entrées no.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la proposition
relative a linterprétation par graphes des notions de ligne et de

colonne propre d’une matrice de transfert.

4
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Proposition 3.3

Soit ¥ un systéme structure, de graphe associé §(JD. Supposons
que la matrice de transfert T(s,A> de Y =soit de rang structurel
plein en ligne resp. plein en colonne), alors Tds,A) est structu-
rellement ligne propre resp. structurellement colonne propre) =i
et seulement =si il existe dans 39(J?, un ensemble de p plus courts

chemins E/S a sommets disjoints (resp. un ensemble de m chemins).

Pour illustrer ces notions, considérons les trois configura-

tions de systémes structurés présentées dans ’exemple qui suit:

Exemple 3.6:

Soient. ¥(Z1), $(2) et Y(Z3d les graphes associés aux systéemes
structurés Zi, Xz et Za représentés respectivement sur les figures

a, b, et ¢ suivantes:

1 2 1
Ui \am ® Y1
1
Uz e - Yz
2 1 1
fig.a: $(Z1d fig.b: §CZ22> fig.c: §(Z3ad

Pour ces trois systeémes, les rangs structurels en colonne et en
ligne sont tous égaux a 2 (existence d’un ensemble de chemins E/S

a sommets disjoints, soit {(U1Y1), (UzYz)}.
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Le systéme structuré i dont le graphe ¥(Z1) est colonne
propre mais n’est pas ligne propre. Si l’on permute les longueurs
des arcs UiY:1 et UzYz dfig.bd, le systeme Iz est ligne propre mais
n’est plus colonne propre. Si les longueurs de tous les arcs sont
égales a 1, fig.co, le systeme X3 est a la fois ligne propre et

colonne propre.

D- CARACTERISATION PAR GRAPHES DES MODES STRUCTURELLEMENT FIXES

L’approche booléenne présentée précédemment convient & la

représentation d’un systéme par des graphes. Le fait de manipuler

des un' ‘et des “"zéro" logiques facilite, du point de vue
numérique, lVetude de propriétos de systomes dynamiques, Gest
dona un outil mathématique intéressant pour la caractérisation de
modexs x-fixes, Ge type de mode peut étre également interpreté en
termes d’existence de familles de cycles dans le graphe de Coates

associé au systeme.

Le résultat suivant caractérise le mode s-fixe en s = 0 [61).

Théordéme 3.0:

Un systeme décentralisé défini par la matrice structurcu:

0] G 0
M= |0 A B
K 0 0

a dus modes s-fixes en s = 0 mi et seoulement. =i dans le graphe de
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Coates associé &M, une des deux conditions est au moins vérifiee:
i> Il n’existe pas d’arc (Yi,U)> pour au moins un sommet d’état X
tel qu’il y ait a la fois un chemin de Uj a X et de X a Yi.

ii> Il n’existe pas de famille de cycles de largeur n, (n étant le

nombre d’états du systéme).

Exemple 3.7:

On considére un systéme structuré décentralise (A,B,CD> avec

la contrainte de décentralisation K ou:

0 x O X 0 01" %" 5
A=xOO,B¢=0,Bz=0,C1=0,Cz=0,K=[§ ]
0 0 O 0 x x 0 ¥

Le graphe de Coates associé est:

Uz

¥, e =

Yz Y1

Ce graphe contient seulement une famille de cycles de largeur
2, par conséquent, il existe un mode s-fixe en = = 0.

Les cycles sont { CU1X1D,(X1Y2>,{¥2U=2>,(U2X3>,{(XaY1>,{Y1U1d } et

{(Xﬂ(z),()ﬁz)ﬁi)}.
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Remarque:

0

Si la matrice de retour est K = [g 0

] (on supprime dans le
graphe précédent les arcs YzUz et YiUi1 et on ajoute un arc Y4 U2,
le mode s-fixe disparait car on introduit dans le nouveau graphe

une famille de cycles de largeur n = 3.

Ces cycles sont {(YzUz),(Uz){a),(XanD} et {(Xi){z},(){z}h)}.

3.7- CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté les systeémes structureées
dans deux approches: état. et transfert avec leurs caractérisations
par des graphes orientés. Nous avons montré l'utilité de la repré-
sentation par graphes des systémes structurés pour Vanalyse et
I’étude de la généricité de certaines de !eurs propriétés. Nous
avons Jjustifié, par ailleurs, le choix de Vapproche transfert de
ces systémes & celle d’état en s’appuyant sur les avantages
qu’elle offre, principalement pour ’étude des systémes complexes.
Un autre avantage de ’approche transfert des systemes structurées
est la classe plus vaste des perturbations agissant sur le =systeme
[9. En effet, toutes variations qui ne changent ni Vordre des
zéros a l’infini, ni les interconnexions, ne changent pas le

graphe représentant le systéme. Notons aussi que dans la represen—

tation d’état, ’ordre du systéme est fixé définitivement.
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Concernant. le mode structurellement fixe, nous 'avons expli-
cité par l’approche "algébre de Boole" qui se préte treés bien a la
description de systémes structurés et de leurs propriétés C(comman-—
dabilité et observabilité tant en centralisé qu’en décentralisé)d.
Un autre avantage et non des moindres, est le traitement aisé et

précis a ’aide d’un calculateur (on manipule ici des "un'" et des

“zéro" uniquement).

Enfin, nous précisons notre contribution principale dans ce
chapitre. Elle se situe essentiellement dans Vinterpretation par
les graphes des zéros a Vinfini, des ordres essentiels et des
notions de ligne propre et de colonne propre d’une matrice de
transfert. Ces différentes caractéristiques Jjouent un réle
important. dans la solubilité des problémes de découplage et de
rejet de perturbations des systémes sturcturés qui seront étudiés
dans le prochain chapitre. Les démonstrations des propositions

peuvent étre trouvées dans ’article [11] présenté en annexe 3.
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41- INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions laspect générique de certains
problémes de commande appliqués aux systémes structurés. Il s’agit
du découplage régulier par blocs et par précompensateur, du rejet
de perturbations par retour de sorties mesurées et de la commande
décentralisée. Les deux premiers problémes, dont la solvabilité
est liéde A la structure a l’infini du systéme & commander, sont
abordés par ’approche transfert. Pour le découplage, nous nous
intéressons principalement aux cas des systemes non carrés ou non
découplables par retour d’état statique. Le cas du  découplage
régulier ligne par ligne des systémes carrés a déja fait 1I’ob jet
d’un travail antérieur [9]. Dans la partie relative a la commande
décentralisée, nous proposons une technique d’¢limination du mode
s-fixe dont la méthode de détermination est présentée dans le

chapitre précédent.

4.2- DECOUPLAGE REGULIER DES SYSTEMES STRUCTURES

Dans Vapproche d’état, le probléme du découplage (ligne par
ligne)> par retour d’état statique régulier des systemes carreées
structurés a été résolu en termes d’existence de couplage entroes
sorties (E/S) élémentaire dans le graphe direct associé [48l. Une
généralisation aux systémes non carrés a été donné dans [35]. En

représentation transfert, une solution similaire, basée sur la
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structure a ’infini du systéme & découpler, est donnée dans [9]
pour des systémes carrés. Nous poursuivons ici la méme démarche
qu’en [9], pour la résolution du découplage par blocs a Yaide
d’un retour d’état des systémes structurés non carres et du
découplage par précompensateur lorsque le systeme n’est pas

structurellement découplable par retour d’état statique.

Dans le but d’alléger Vécriture et de faciliter la lecture,
nous employerons souvent les termes de découplage structurel ou de
s-découplage et rappelons au préalable quelques résultats de base
développés darm. [91 et synthétisés dans Particle [23] annexe a ce

présent mémoire (annexe1).

A- PRELIMINAIRES SUR LE DECOUPLAGE PAR RETOUR DETAT

Le probléme du découplage ligne par ligne par retour d’état
statique d’un systéme carré a paramétres connus a été résolu, en
approche transfert, en termes d’égalité de st.ructure a l’infini
[29] ou de conditions de rang a Yinfini [42). Le transfert Td(sD

peut étre factorisé comme suit:

=ni

T(s) = o . B(sD> 41>
QO ~_-nm

ou les ni sont les ordres des zéros infinis des lignes Ti(s) de

T(s); B(s> est une matrice de transfert (mxm> propre.
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Par construction, les lignes Bi(s) de B(s) satizfont:

lim (Bi¢s2>) = Boi # 0

=—r @

i
La matrice Bo = [ BO:T,...,BGmT ] joue un réle important dans la

résolution du découplage [42] [37). Le systéme sera découplable
par retour d’état statique u = Fx + Gv, G réguliére, sur n’importe

quelle réalisation de T(s) si et seulement si Bo est inversible.

Considérons maintenant le cas ou le systeme est structuré et
soit TC(s,\> la matrice de transfert de ce systeme. En factorisant
le transfert T(s,A> comme précédemment &3 4.1, la matrice BoA
dépendra des paramétres Ai,.,AN supposés indépendants entre eux.
Plus exactement, les éléments non nuls de ol sont des polyndmes

en un certain nombre de paramétres indépendants. Une telle matrice

correspond a la matrice des gains a Vinfini par ligne de Td(s,A0.

Ainsi, I’étude du découplage par retour d’état statique d’un
systéme structuré se rameéne a celle du rang générique de BoA qui

peut étre interprété a ’aide du graphe associé au systeme.
Lo résultat principal obtenu dans [9], fondé sur la notion de

couplage entrées sorties définie dans le chapitre précédent est

donné par le théoréme suivant:
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Théoréme 4.1:

Secit. un systéme structuré ¥ de matrice de transfert T(s,AD,
(mxm). Ce systéme est découplable par retour d’état statique sur
n’importe quelle réalisation minimale de T(s,A\) si et seulement =i
il existe un couplage entrées sorties élémentaire dans le graphe

associée $(0D.

Pour illustrer ceci, considérons ’exemple suivant:

Exemple 4.1:

Seoit un systéme structuré Tds,A) factorisé comme en (<4.1),

=2

s 0 ;\1 0
T(s,\> =
it &
0 = )\2 ?«._,
A 0
La matrice BoA = £
A A
2 a

est génériquement de rang plein et le systéme sera découplable par
retour d’état. statique. Cette affirmation se vérifie également sur

le graphe associé représenté ci-apreés:
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h o ® Yi
\ 1, Az
U: @ .-:\o Yz

Il existe en effet un couplage entrées sorties élémentaire, soit:

{(U: Y12, (UzYz)}.

Si la longueur de Varc UzYz> était de 2, le systéme ne

serait. plus s-découplable.
Remarque;

Le resultat sur le découplage par retour d’é¢tat statique base
sur Pégalité des structures a infini globale et par ligne du
systéme a découpler dintroduit dans [35]1 pour le cas non structu-
ré), =e traduit facilement en termes de graphes en utilisant la
caractérisation par graphes de la structure & Pinfini, Il

constitue la base du paragraphe qui suit:
B- DECOUPLAGE STRUCTUREL PAR BLOCS
Le probléme du découplage par blocs se formule comme suit: [34])

Soient. T(s,\> une matrice rationnelle propre (pxm> et (ps,.,pkd

un ensemble d’entiers positifs non nuls satisfaisant 3, pu. = p.

Le systéme de matrice de transfert T(s,AD exst dit blocs découpls
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relativement a la partition pi si il existe un ensemble d’entiers
non  nulz Gui,emk)  sabtiztfadmant Y ome o= om Lol que TCGe,AY  alt la
forme diagonale par blocs suilvante:

T11 (s,AD

T(z,A> = o 0

0 Tk (=000

ot Tiics,\> € RP™™ et Tij¢s,A> = 0 pour i # j.

(=]
Lorsque la matrice de transfert est décomposée relativement a

la partition (pi,.,pk), c’est a dire:
T

T(s,AD [ Ti(s,?\.),...,Tk(s,}\)],

une condition de découplage par blocs est donnée, dans le cas

classique, par le théoreme suivant: [33]1 [34]
Théoreme 4.2:

Soient T(s> une matrice de transfert propre Cpxm> et

(p1,...,pk2 un ensemble donnée d’entiers positifs non nuls
k

satisfaisant Y} pi = p. Le systeme décrit par Td{s) est découplable
=1

par blocs relativement a la partition (p1,...,pkd par retour
d’état statique u = F.x + Gv (G réguliered si et seulement si la
somme des zéros a l’infini de T(sd> est égale a la somme des =zZéros

a I’infini des Ti(sd, 4 = 1,..,K.
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Lorsque le systéme est structuré, nou: nous intéressons a la
solution générique de ce probléeme. Pour touc A = A (A = ensemble
des parameétres), le théoreme précédent reste wvalable., En utilisant
la caractérisation par graphes des zéros a 1’infini du systéme,
pour presque toutes les valeurs de A, on obtient le corollaire

suivant:
Corollaire:

Soit )'_‘_p un systéme structuré & p sorties composés des sousT
systemes structurés Epk a4 pk sorties relativement a la partition
Cp1,...,pk2. }:‘p est s-découplable par Dblocs & VPaide d'un retour
d’état statique u = Fx + Qv (G réguliere’ =i et seulement si la
structure & l’infini de Ep est donnée par la =somne des zéros a

M B
Yinfini des ):pk'

En termes de graphes, la solution 1t découplage structurel

par blocs est donnée par le théoreme suivarn .
Théoréme 4.3:

Scient un systéme structuré }:p a p sorties, dont le graphe
associé est ﬁ(zp), et pi,.,pk un ense:i:ble dentiers non nuls
satisfaisant ¥ pi = p. Soit 2pi. le sous-systéme structure a pi

sorties et gq:p,) son graphe associé. Alors, r‘u est s—découplable
L -
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par blocs diagonaux a Vaide d’un retour d’état statique reégulier

u = Fx+0v relativement a la partition pi,.,pk =i et seulement si:

pi

k
I = L
5 P

T=1

ou: L et L .
P

p sont respectivement la somme minimale des longueurs
L

d’un ensemble de p chemins E/S disjoints dans 3(}:‘)) et. la somme

minimale des longueurs d’un ensemble de pi chemins E/S disjoints

dans yc;:pt).

Preuve:

De 1l’interprétation graphique des zéros 4 Pinfini on a:

P
ni =L .
oo =L,
i=4
En appliquant cette méme caractérisation aux sous-systémes
définis par la partition pi, .. ,pk et sachant que } pt = p, on

obtient la condition du théoréme. Par conséquent, le =systeme ):p

est. découplable.
Remarque:

Si la partition est telle que p1 = .. = pk (découplage ligne
par ligne>, le résultat donné dans [35], en représentation d’état

reste valable dans Vapprochoe transfert,
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Exemple 4.2:

Soit le systéme structuré ¥ dont la matrice de transfert est:

3

AiLS & A4S TBradsd

Aza .3—2B24(s)

= =
Al2.s A9 .S

. -3 -3 7]
T(s,\D=| A21.= Az2.8 A23 .S

- | - o
2 . 1 :
A8i.5 Asz.s DBazdsd A83.s 1Uuu(.~5) Agd.z Baalsd

O

B1aCs) = B24(n) = Buals) = — el Buz(s) w Loals) = © =
s + 1 :

Supposons que la partition des sorties est ((2,1> (selon les
pointillés'dans Tds,A)) et soit TdE,A> = [Tids,AD 'I‘z(s,)x)]'r.
Cherchons a partir des graphes associés i1espectivement a Td(s,A),
Tils,A> et Ta(s,Ad, =i le systéme [T est s-découplable par blocs
relativement & cette partition.

Le graphe direct associé a Tds,MA), soic G, sur lequel sont

portées les longueurs seulement C(pour allége: le graphed, est:
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Le rang structurel de TdsA) étant égpal o 3l existe un
ensemble de 3 chemins E/S a sommets disjoints, soit par exemple,
U1Y1, UzYz et UaYa), le systéme a donc 3 zéros a linfini d’ordres
respectifs 1, 1 et 2. Ceci peut étre vérifié sur le sous-graphe
partiel obtenu en supprimant le sommet Ui et tous les arcs partant
de ce sommet. Pour mieux expliciter la recherche des chemins E/S a
sommets disjoints, nous utiliserons le graphe de Coates associe a
ce sous-graphe partiel et déterminerons des familles de cycles de
largeur maximale ainsi que leurs longueurs (somme des longueurs

des arcs de la familled.

Le graphe de Coates est obtenu en ‘'repliant”  la smortic i

(i=1,2,3> sur V’entrée i, soit confondues en le sommet Xi. On a:

L’ensemble des familles de largeur 3 données avec leur longueur

respective est illustré ci-apres:
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{He

Ti=5 Tl =5 Ll =4
3 3 i
< B < j L
1 1 1 1
2
e &,
YL =65 YL =5 Y L= 4
La longueur minimale de ces familles de cycles est Lp = 4,

Effectuons maintenant la méme opération sur les sous-graphes
(T p1d> et Y(¥ pzd) associés respectivement a Ti(s,A) et Tz(s,AD.
Le graphe de Coates associé au sous-systéme ¥ p1 et qui traduit un
ensemble de 2 chemins a sommets disjoints (dans le graphe direct

correspondant a 3] p1) dont la longueur totale est egale a 6, est:
UaY1 . UaY2
i

Les familles de cycles (au nombre de 2) wmornt:

i
UaYs Q 1 UsY2 Q 2 et UsaY: <> UaYz

e

La longueur minimale de ces deux familles de cycles est Lpi = 3.
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Les graphes de Coates associé aux différents mineurs de Tz(s,AD

dont. le zéro a l’infini est minimal sont:

UzY3 1 UsaYa 1 Usa¥Ya 1

et leur longueur minimale est Lpz = 1.

Ainsi, nous avons Lp = Lpi1 + Lpz = 4. Le systeme } est donc
structurellement. découplable par blocs relativement & la partition

(2, 1 a Paide d’un retour d’état statique.

Remarque:

Nous avons vu la complexité du graphe direct et la difficulte
de trouver le nombre de chemins et de plus courts chemins E/S a
sommets disjoints, bien que des algorithmes de théorie des graphes
existent.. Nous avons donc travaillé sur des graphes de Coates sur
lequels nous pouvons déterminer a Vavance le nombre de familles
de cycles, donné par le "permanent' de la matrice correspondante.
Le permanent est défini exactement comme le déterminant sauf que
tous les termes sont pris avec un signe positif [18]l. Dans ce
probléme de découplage, le graphe de Coates est donc plus

intéressant que le graphe direct du point de vue algorithmique.
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C- DECOUPLAGE STRUCTUREL PAR PRECOMPENSATEUR

Ce probléme a été abordé dans [9] [10]1, et considérée comme un
cas particulier du découplage structurel des systémes carrés en
cascade. La question qui se pose est la suivante: existe-t-il un
précompensateur qui rend s=-découplable un systéme qui ne lest pas
par retour d’état statique? Il a été montré qu’un tel compensateur
doit étre lui-méme s-découplable et qu’il suffit de retarder les
entrées du systéme a découpler [9]1. Dans le présent paragraphe,
nous utiliserons les ordres essentiels pour calculer les valeurs
minimales a affecter aux retards sur les entrées. Nous montrerons
également.  Véquivalence de notre résultat avec celui de la

commande adaptative par modeéle de référence développé dans [51

Une gquestion importante dans le découplage par précompensa-
teur, probléme toujours solvable dans le cis non structuré, est la
recherche d’une dimension minimale pour le précompensateur, autre-
ment. dit qui donne un tranfert global découplé avec un degré de
Mac Millan minimal. Puisque les ordres essentiels donnent la
structure a Vinfini minimale qui peut $Stre atteinte pour un
systéme découplé [28]1, le retard minimal sur une entrée sera donc

égzal a la différence entre Vordre essenitiel et le zéro infini

correspondant de T(sD.

Les travaux dans le domaine de Vadaptatif multivariable ont

montré que les seuls systémes qui peuvent <&tre commandés par la
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technique MRAC (Model Reference Adaptive Contreld sont ceux dont
I’intéracteur est diagonal, autrement. dit, découplable par retour
d’étatd> [36]. Cette limitation a été levée en utilisant un précom-
pensateur C(s) diagonal de fagon a obtenir un interacteur diagonal
pour le systéme global T(s>.C(s)> sur lequel pourra étre appliquee
la commande MRAC [30]. Ce résultat a été repris par une approche
purement graphique qui permet d’aveir un précompensateur optimal
[51. L’algorithme qui a été développé dans [5] améliore certes les
résultats déja existants mais ne s’applique gquaux matrices de
transfert dont les éléments sont simples <(non interconnectés> et
décrits par une seule fonction de transfert. Nous noterons la
similitude de ce résultat avec le notre basé sur la seule
connaissance de la structure a 1’infini. Nous donnons ci-dessous
un algorithme plus simple et performant applicable a des systeémes
interconnectés. Cet algorithme se préte a un traitement algébrique

ou graphique.

ALGORITHME 1:

Etape 0: Initialisation (introduire le nombre d’entrées m, de
sorties p et la matrice des gains a Vinfini A).
Associer un graphe §CTAD.

Etape 1: Test du rang de A (existence d’un ensemble de p chemins

E/S & sommets disjoints); si rang A # p, aller & 5.
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Etape 2: Calcul des p =zéros a Vinfini ni dd=1,.,p> dd’apres les
propositions 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 ou la proposition 3.1).

Etape 3: Calcul des p ordres essentiels n? G=1i,.,p> (d’apreée=s la
proposition 3.2 ou les définitions 2.3 et 2.43.

Etape 4: Calcul et affectation des retards
Calculer la différence d = ¥, n? - T n et Paffecter aux
entrées du systéme qui correspondent aux mineurs qui ont
donné naissance au zéro infini ni.

Etape 5: Fin

]
Exemple 4.3:

Considérons le systéme structuré donné i Vexemple 35.
Les ordres infinis du systeme sont i = 1 ot nez = 2 et ceux par

ligne sont nr; =2 n; = 1. Par conséquent, le systeme n’est pas
s—découplable par retour d’état statique.

On vérifie aisement sur le graphe biparti associé, 1’absence
d’un ensemble de deux plus courts chemins -5 &4 sommets disjoints
(tous les plus courts chemins E/S allant vers les sorties Y1 et Yz
proviennent de l'entréae Uid,

Les ordres essentiels étant n': =, = 2, les retards sur les
entrees seront. 1 et 0. La valeur 1 sera afiectée & D’entrée Ur car

le zéro a linfini nm1 est issu des transferts relatifs a Dentrée

Ui, soient les mineurs de Td(s): Yi(sd/7Ui(sd et 'ou Ya2(sd/Uidsd,
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4 3- REJET DE PERTURBATIONS DANS LES SYSTEMES STRUCTURES

Le probléme du rejet de perturbations a été résolu, dans le
cas non structuré, par différentes approches el dans toutes ses
variantes (retour d’état et retour de sorties mesurées> [15]1 [19].
Dans le cas structuré, seul le rejet par retour détat a eéteé
atudié par Vapproche d’é¢tat [26]. Notons que c2 probléeme a é&te
également étudié dans [62] en utilisant le graphe de Coates. Nous
considérons ici, lapproche transfert du rejet de perturbations
dans les systémes structurés, principalement par retour de sorties
mesurées. Pour alléger P’écriture, nous utiliserons aussi ’abré-
viation ‘“rejet structurel par RSM". Tous les résultats sont

donnés sans démonstration (détail dans [13]1 ou annexe B5).

Nous rappelons, au préalable, la formulation du probleme et

quelques résultats préliminaires sur le rejet par retour d’état. .

A- REJET DE PERTURBATION PAR RETOUR DETAT

Soit un systéme G(s> perturbé par un signal externe e(sd a

travers un canal H(s) (figure ci-dessous>

udt>

cdsd adsd
edtd + vt

Hd{=D
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Le probléme consiste a trouver un compensateur CG(s) tel que
la perturbation e(t) n’ait aucune influence, a travers H(s), sur
la sortie y(t). Lorsque ed(t) est mesurable, le¢ probleme se ramene

a4 la résolution de l’équation: G(s>.C(s> = - Hd(sD.

Une condition d’existence d’une =solution par retour d'état
est la suivante: (demme de verghese) [15]
i) GG et [0, HGY) ont le méme rang
iid3¢s) et [G(s),H(s>] ont méme somme des ordres des zéros infinis

u

En structuré, le rejet sera possible si et seulement =i les
graphes associés respectivement au systeme global ${GpAd et au
systeéme sans perturbations $(fA> ont:
= méme nombre maximal r de chemins E/S disjoints
- méme nombre minimal de sommets d’état touchés par un ensemble de

r chemins E/S disjoints [26].

exemple 4.4:

a> Rejet possible b> Re_iet impossible
Lorsque la perturbation e n’est pas mesurable, la condition
de Verghese devient: [15]

s 'acs> et [s_iG(s),H(S)J ont méme somme des zéros infinis.
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B- REJET DE PERTURBATIONS PAR RETOUR DE SORTIES MESUREES (R.SM)

C’est. le cas le plus complexe ou linformation dont on dispose
sur le systéme est obtenue & travers une sortie mesuree ym (figure

ci-dessous).

+»YcC
Ym

systéme

e
i —
b

C{s> g

Les vecteurs e (dx1), u (mxl1), ye (px1> et ym (Ix1> représentent
respectivement., les entrées de perturbations, les entrées de
commande, les sorties commandées et les sorties mesurees.

Le systéme est décrit par la relation suivante:

Yc G(s> H(s> u u
ym | = | Mesd  nNesd e | ® T2 . 4.2>

o

ou G(s)>, H(sD>, N(s> sont des matrices de transfert propres et M{sD
strictement propre, de dimensions approprices. T(s> est. la matrice
de transfert globale du systéme.

La commande étant du type U(s> = C(s).¥Ym(s) avec C(s) propre,

on désire que le transfert Yc(s)/E(s) soit nul, soit:
=1
G(s>.CdsD [I = MCs).C(s)] . N¢s> + H(s> =0
ou bien:

-1
GO XCSONCsY = - HGs) avec X(s) = GO I - MGsXCGsI]
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Il a été montré dans [15] [20), pour le cas non structuré, que
le probleme est solvable si on vérifie des conditions faisant
intervenir la structure & VYinfini du pi;roduit tensoriel des
matrices 0@s) et NG, soit les mémes =zéros a Vinfini pour les

matrices:

[ N G & 0 , hid ] at, [ N () ¢ GG, 0 ]

ou:
hés) = colonne[ H:<s), H:(s),...,H:(S) ]

Notons que d’autres conditions nécessaires et/ou suffisantes

sont données dans la littérature [15]1.

Afin d’étudier le rejet par RSM dans les systémes structu-
res, nous supposerons la matrice T(s) structurée, par conséquent
les sous—-matrices G(s>, N(s), H(s> et M{s> le sont également et
chacun de leurs éléments est factorisé a ’infini. Différents cas
se présentent selon que G(s) est ligne progce ets/ocu N(s) colonne

propre ou lorsque H(s) est réguliére. Les déiails se trouvent dans

P’article [13]1 (annexe 5.
1> Cas de G(=2 ligne propre et N{(s) colonne :ropre

On rappelle que la notion de ligne propre est relative a la
découplabilité par retour d’état et que celle de colonne propre

est relative a la découplabilité par injestion de sortie [20].
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Dans ce cas, la condition de rejet structurel est donnée par:

Theoréme <4.4:

Soit ¥, oA le systéme structuré de matrice de transfert T(s,AD
et YO pA> son graphe associé. Lorsque 0O(s,A) est a ligne propre
et NCs,\> a colonne propre, le rejet de perturbations par RSM
dans les systémes structurés est solvable si et seulement si:
i> Lorsqu’il existe un chemin entre un sommet de perturbations ej
et un sommet de sortie yci, il est nécessaire d’avoir au moins un
autre chemin entre ce méme sommet ej et tous les sommets de sortie
mosurée ym et. un chemin entre au meins un zommot d’ontrdc u ot lo

sommet. de sortie yci.

ii> La longueur du plus court chemin entre la perturbation ej
(j=1,..,d> et la sortie yec, G=1,.,p> est supérieure ou eégale
a la somme des longueurs du plus court chemin reliant le sommet ej

aux sommets de sorties mesurées ym et le plus court chemin reliant

les sommets d’entrées u au sommet yci.
Remarque:

Dans le cas ou la matrice H(s,\) est génériquement de rang
plein (r = d>, une condition nécessaire de rejet avec retour de
mesures est que la longueur minimale totale d’un ensemble de p
chemins E/S disjoints dans ?(Eﬂ) doit étre supérieure ou égale a
la somme des longueurs minimales totales d’un ensemble de p

chemins E/S disjoints respectivement dans ycy_;o) et yC}:N).
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Exemple 4.5:

Soit le graphe $(§ pA> ci-dessous associé au systéme structure
interconnecté de matrice de transfert T(s,A). Le systeme possede
deux commandes Ui et Uz (soit m = 2), deux =orties régulees Yc1 et

Ycz (soit p = 2>, une perturbation E (soit d = 1> et deux sorties

mesurées Ymi et Ymz (soit 1 = 2).

Yeoi

- Le transfert 0Gds,\) entre les entrées Ui et Yci 4 = 1, 20> est
ligne propre puisqu’il existe dans le graphe correspondant <{obtenu
du graphe précédent en supprimant les sommets E, Yimi et Ymz et les
arcs qui leurs sont incidents), un couplag: entrées sorties ele-

mentaire {(UchD et (U201>,(01Yc2)}. Sa longue ir totale vaut3.,

- Le transfert N(s,A) entre la perturbation E et les sorties

mesurées Ymi et Ymz est colonne propre pulsque dans son graphe
associé, il existe un plus court chemin allant de E & Ymi ou Ymz,

soit {(EO:), (OzYmi)} ou {(EOz), (Ozsz)} LChacun de ces chemins a

une longueur égale a 3.
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L’application du théoreme 4.4 nécessite la connaissance des
longueurs des plus courts chemins (s’il en existe> entre les dif-
férentes entrées de perturbation et de commande et les différentes
sorties régulées et mesurées.

- Pour la sortie Yci, la longueur du plus court chemin reliant E 2

Yci1 vaut 7, soit celle du chemin {(EO:I.),(O:I.Y:.)}. De plus, le plus
court chemin reliant E a Ymi =1,2) est de longueur 3 (par
exemple {(EO1), (()1Ym1)}) et celui reliant Uj (j=1,2) & Yc1 est de
longueur 1, soit {Uin.}. Leur somme est donc inférieure & 7.

- Pour la sortie Ycz, la longueur du plus court chemin reliant E a

Ycz est égale a 5, soit celle du chemin {(EO1), (OiYCZ)}. La somme

des longueurs des plus courts chemins allant respectivement de E a
Yme <(i=1,2>) et de Uj j=1,2> a Ycz vaut également 5, solit celles,

par exemple, des chemins (EOz),(DzYmi)} et {(UxOx),(Oﬂ[cz)}.

Le théoréme 4.4 étant vérifié, le rejet structurel par retour

de sorties mesurées est donc possible.
2) Cas ou seul G(s) ou N(s)> est découplable

Les problémes de rejet de perturbations par RSM lorsque seul
G¢s> est ligne propre ou seul N> est colonne propre étant duaux,
nous allons seulement considérer le cas ou G(s) est ligne propre.
Lorsque le systéme é&tudié n’est pas structuré, la solution de ce

probléme est donnée par le lemme suivant.: [15]1 [20]
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Lenune:

Soit le systéme (4.2 de matrice de transfert Tds> avec G(sd
ligne propre. Le rejet de perturbations par RSM est solvable =i

et seulement si les matrices:

r r

gt r gf.: r * *
{ Nd(sD, = .HLCs). O S ) .Hptm ] et [ NCs>, O ]

ont les mémes zZéros a 1’infini.
ou: g:: ordre du zéro infini de la i-éme ligne de GGsD

H:: i-éme ligne de HGs> d = 1,2,...,p>

Dans le cas ou TG est structurée, les conditions du lemme

restent valides et s’interprétent a 1’aide de graphes comme suit:

Proposition 4.1:

Soient. le systéme structuré de matrice de transfert Tdds,AD
dont. le graphe associé est ¥ (T‘r> et 0Od(s,\> une =ous—-matrice a
ligne propre. Soit ¥ ():;_) le graphe obtenu de ¥ C):T) en faisant
apparaitre la structure a Yinfini par ligne de Gds,A) et ST Tpd
le graphe sans les sommets de sorties régulées Ye. Alors, le rejet

structurel par R.S.M est solvable =i et seulemoent i

i> le nombre maximal de r chemins E/S disjoints dans 3> est le
meéme que dans (Y Tpd>

11> la somme minimale des longueurs de ces 1+ chemins E/S disjoints

est la méme dans les graphes 5(J’td et §(Y’Tpd.
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3> Cas général (G(s) et N(s) ne sont pas découplables)

Nous présentons ici deux approches pour résoudre ce probleme.
La premiére consiste A considérer le compensateur Cd(s> comme deux
sous-systémes en série sans modifier sa structure a infini, soit
Cls,\> = Ci¢s,\>.C*¢s,A>.C2¢s,\>, de fagon & se ramener au cas 1.
Nous obtenons ainsi: N*(S,?&> = Ci1(s,\).N(s,\D> colonne propre et
G‘(S,K> = Cz2(s,\D.G(s, D ligne propre. Ceci est possible en
considérant. Ci(s,\)> et Cz(s,A)> comme des précompensateurs et en

appliquant les résultats développés dans le paragraphe précédent

4.2.C. La seconde approche utilise le produit tensoriel: [40]

[ NTCs, 0D ® G(S,)\)].e(s,)\.) = - hés,\>

¢ -

ol cls,A> = col (G5, €., €1 et hés,A> = coldi, HE, . HD.

Cette seconde méthode n’est pas générale dans le sens ou le
résultat du produit tensoriel de deux matrices structurees n’est
pas forgément une matrice structurée. Seules des conditions
nécessaires peuvent é&tre obtenues lorsque G(s,A> et N(s,A> sont
carrées et inversibles. Dans cette hypothese, le rang du produit
tensoriel de G(s;,?x) ® NCs,\) est égal a4 nm si Gds,N) et NCs,AD

ont. pour dimensions respectives (nxn> et (mxm> [40l.

Une condition nécessaire de rejet structurel par RSM est

donnée par le théoréme suivant:
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Théeoréeme 4.5:

Une condition nécessaire de rejet des pertubations par R.SM

lorsque 0G,AD et NGs,AD sont. carrées réguliéres est que le nombre
maximal de chemins E/S a sommets dis jeoints dans les graphes

| A - 4
gkczhp) © yKCEA> doit étre le méme

¢ (& > est le graphe associé a | N'(s,A> ® GGs,A) , hés,n |
K “Ap

Remarque:

La condition du théoréme 4.5 est une condition de préservation
de rang du lemme de Verghese [71] qui reste valable en structuré.
Si les transferts N(s,A) et G(s,\) ne sont pas carrés mais de rang
plein, le rang du produit tensoriel NT(S,P\) ® QGls,\) n’esl pas

toujours plein. Ceci est illustré par le contre exemple suivant:

Contre-exemple:

A A
Soient. G(s,Ad = ?x‘ et N(s,A\0 = ha . Si ’on suppose les
2 4
A 4 = 1,..,4> indépendants, la matrice [G(s,)\) N(s,}\):l est
- A1A3 A1A4
structurée alors que N QA ® GO = ne l’est pas
AzAg AzA4

puisque le déterminant est nul pour tout Ai.
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4 4- COMMANDE DECENTRALISEE DES SYSTEMES STRUCTURES

La commande décentralisée est une approche utilisée pour la
conduite et la stabilisation des systémes complexes mais certains
modes qui restent invariants sous la contrainte de décentralisa-
tion génent beaucoup la commande. Des travaux de recherche ont é&té
consacrés a la caractérisation de ces modes [11 [2]1 [61]1 mais
égzalement a leur élimination [l [77). I1 a eté montré dans [78]
que ’apparition de ces modes est due, soit a une dépendance entre
les paramétres du systéme, soit a la structure méme du systéme.
Dans le premier cas, de faibles variations sur les parametres
peuvent faire disparaitre le mode fixe. Le second cas, le plus
intéressant., a suscité un grand nombre de travaux [641 [721 [71)
Le mode dit s-fixe a o¢te caractérisé & la feoix & DVaide de
P’algebre linéaire [1], Palgébre de Boole [52]1 et la théorie des

graphes [57] [64].

Dans ce paragraphe, nous proposons une méthode d’élimination
de ce type de mode en utilisant conjointement 1’algebre de Boole
et un échange minimum d’information entre les stations de
commande. La méthode de détermination des modes s-fixes par la
technique de ’algébre de Boole a été présentée dans le chapitre
précédent pour le cas de deux stations de commande. Nous preésen—

tons ci-dessous la généralisation a plusieurs stations [52].
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Théoréme 4.6:

Un systéme décentralisé est s-commandable et s-observable
sous une structure de commande décentralisée si et seulement =i il
ne possede pas de modes s-fixes décentralisés et que le vecteur
booléen L: (commun a la commandabilité et I'observabilité structu-
relle) associé a chaque station de commande 1 d = 1,2,.,N> e=st

un vecteur unité,

u
Le wvecteur I..: est obtenu par Vintersection de sous—-espaces
élargls s-commandable !{: et s—-observable M: relatifs & la station
de commande I en coopération avec toutes les autres stations.
Sachant. quo dans un zystome de commande décentralisdée, 1l est
associé a chaque sous-systéme, une matrice de retour Ku apparte-
nant aux blocs diagonaux de K, élimination d’un mode fixe qui
apparait comme une conséquence de la structure de K peut étre
obtenue par modification de ce retour de sortie et ce, en ajoutant
des liaisons d“échange réduit d’informations entre les sous-
systémes & travers les retours de sorties Kii. Cette idée a eté
introduite dans [4] pour les systémes non structurés et utilise la
notion de dominiance diagonale par blocs de la matrice de dynamique
du systeme bouclé, soit de A+BKC. L’approche que nous développons
ici consiste d’abord a définir les stations de commande entre
lesquelles la liaison d’échange doit é&tre ajoutée <(bloc Kijpd puis
de minimiser cet échange d’information lorsque les sous-systemes

sont. multivariables.
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Le résultat est donné par le théoreme suivant:

Théoréme 4.7:

Soit un systéme décentralisé a N stations de commande. Un
mode s-fixe est éliminé par é&change d’information entre les N
stations de commande si et seulement si: il existe au moins, un I
et un J pour lesquels le bloc Ky ne contenant pas d’élements
nuls, est ajouté a la matrice de retour K. Les indices I et J
doivent étre tels que:

1" = 0, ki = 1 etkr-n = 1
I J

I = J;1,Je€1,2,...,NDett xe (1,2,...,n: n = nombre d’étatsd.

kf:I et kr-nJ représentent les k-émes élements des vecteurs K: et M_,

»
klS est le k—éme élement nul dans le vecteur L; de caractérisa—

tion du mode s-fixe décentralisé < L;=- v L: 5,

En considérant qu’une station de commande I a r entrées et
pI sorties, l’algorithme ci-dessous résume les différentes é&tapes

de recherche et d’élimination du mode structurellement fixe.
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ALGORITME 2:

Partie A: Commande centralisée:

Etape 1: Tester la s-commandabilité et la s-observabilité en cen-
tralisé. Si le systéme est s-commandable et s-observable
passer a l’étape 2. Sinon, Stop puisqu’il existe un mode

=-fixe en centraliseé.

Partie B: Commande décentralisée:

Etape 2: Calculer pour chaque station I de commande, les vecteurs

de commandabilité par chaque entrée }{: (h = 1,2,...,r1)

et d’observabilité M; Tas= 1,2,...,p1).

Etape 3: Calcul des vecteurs KI et M: lorsque les stations sont

multi~entrées multi-sorties.

o R ek MmN M T
I I I I

I =12,.,N; h=12,..,r ;1= 12,.,p

Etape 4: Calcul du vecteur de caractérisation du mode s-fixe L;

en décentralisé. L.; = VY L: , I = 1,2,...,N

Etape B5: Si L’f_ contient un élement nul, 11 existe un mode s-fixe

b=

Sinon Stop (pas de mode s-fixe en décentraliséd.
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Partie C: Elimination:
e k% : * : - i 2
Etape 6: Soit 1S élément nul de LS, ¢k = 1,2,.,N>. Trouver les
indices I et J pour lesquels les composantes des vectours

KI et Mj sont égales a 1 ( k l-cI = 1 et % r?nJ- 1D.

Etape 7: Ajouter dans la matrice de retour K, le bloc plein KIJ

Etape 8: Pour avoir un échange minimum, rechercher dans la station
I l’entrée U: pour laquelle ki‘: = 1 et dans la station ],
la sortie Y_LJ pour laquelle kl;l: = 1 puls mettre tous les

IJ

éléments de Ku A zZéro sauf lélément khl. qui assure un

échange d’information entre les stations I et [J. Stop.

Etape 9: Fin

Exemple 4.5:

Reprenons le systéme décentralisé de I’exemple 3.3 pour lequel
nous avons déja montré qu’il existe un mode s-fixe décentralise
correspondant au deuxiéme mode d’aprés le vecteur de caractérisa-

tion L;= [1 0 1. Pour P’éliminer, nous appliquons algorithme
a partir de Vétape 6. Les vecteurs de s-commandabilit.é KI et

s—-observabilité HI par chaque station sont:
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1 [_0 1 0
K = o |, K = ;| 1 ,M1= 1 |, M = 0
* 0 2 (1 0 1

Les indices I, J vérifiant la condition de Vétape 6 sont
I=2, J=1. Le bloc qu’il faut ajouter dans la matrice de retour K
Cici un scalaire car les stations sont mono-entrée, mono-sortied

est 1’élément K'u" autrement. dit il faut ajouter une liaison entre

la sortie Yi1 et Yentrée Uz, On élimine ainsi le mode s-fixe en

créant. une famille de cycles de largeur n = 3.

Pour un ¢change minimum enbe les stations, on poubt mupprimer

les retours Kii ¢t Kzz et laisser seulement 1’élément Kzi.

La matrice de retour de sortie qui rend le systeme de comman-

de décentralisée m—commandable et s-observable svera:
’ - o 0

x 0o |’
4. 5- CONCLUSION

Ce chapitre constitue la contribution la plus importante dans
ce mémoire et reagroupe les principaux résultats originaux que nous
avons développé. Notre approche transfert des systémes structureés
a permis une interprétation en termes de graphes pour un ensemble

d’invariants et. de problémes classiques de commande. Les solutions
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de ces problémes appliqués aux systémes linéaires a parametres
connus et basces sur la structure a linfini de ces systémes, font

maintenant partie du jargon de ’automaticien.

D’autres invariants comme les ordres essentiels par blocs
introduits dans [25]1 peuvent étre exploités pour trouver Iles
compensateurs d’ordres minimaux qui découplent. par blocs. Ces
différents aspects structurels peuvent é&étre aussi appliques' au
probléme du découplage non régulier ligne par ligne ou par blocs,
tant en représentation transfert [67]1 [25], qu’en représentation
d’état. [30]1 I[31]l. Les notions d’espaces presque-invariants intro-
duites par Villems [74]1 [75], permettent aussi d’interpréter la
structure a l’infini [51); elles peuvent donc étre exploitées pour
la résolution des problémes du rejet de perturbations et du
découplage des systémes structurés. Notons aussi Putilisation
récente des presque-invariants dans la résolution du probleme de

la commande décentralisée [43].
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APPROCHE STRUCTURELLE POUR LA SYNTHESE DE STRUCTURES DE COMMANDE

5.1- INTRODUCTION

Dans cette partie, on s’intéresse a4 l’obtention de toutes les
boucles de régulation possibles sur de grands systémes tels que
les procédoés chimiques. Bien que la plupart de ces systemes sont
de nature multivariable, les boucles de régulation monovariables
restent encore valables pour la plupart des cas a condition
qu’elles soient bien congues. Des techniques éprouvées sont donc
nécessaires pour le développement de schémas de commande monova-—
riable, principalement lorsque les modeles des systémes sont peu
ou mal connus. Une méthodologie de synthese de ces boucles a
partir de Ila ccnnaissance de la matrice structurée du systeéeme
{donnée sous forme d’état (38.10> est présentée dans [53]l. Elle est
basée sur la propriété de commandabilité structurelle en sortie.
Si le nombre détats, d’entrées et de sorties du systéme est
respectivement n, m et p, cette propriété est vérifice si:
= chaque variable d’état est accessible par au moins une entreée,

= le rang générique de la matrice structurée

A B
MH[G 0i|est1-+p.

L’application de cette méthode au procédé de fabrication
d’acide nitrique (section d’absorption du complexe CEA d’Arzew),
necessite la connaissance du modele structurel du proceéede. Ce
dernier est obtenu a partir de l'analyse des phénomenes phy=sico-

chimiques se déroulant dans le processus.
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5.2- MODELISATION STRUCTURELLE DU PROCEDE D’ABSORPTION

L’unité de production d’acide nitrique HNO3 peut étre décom-
posée en cing sous-systemes (voir figure 5.1): compression d’air,
évaporation d’ammoniac, oxydation d’ammoniac, absorption du
dioxyde d’azote NOz et combustion du gaz de queue. La =section
d’absorption, schématisee par un seul bloc, constitue l'ultime
opération du processus. Elle est, en réalité, constituce d’un
condenseur, d’une colonne d’absorption et d’un échangeur. Le
condenseur regoit le gaz riche en NOz provenant de la section
d’oxydation pour é&tre séparé en deux phases: une phase liquide
Cacide faible HNO3 a 40%> et une phase vapeur (gaz riche en NOD.
Ces deux composants sont respectivement envoyés au milieu et au
bas de la colonne d’absorption ou le gaz NO est. oxydé en NOz, puis
absorbé par une eau refroidie pour former finalement Vacide
nitrique a 57%. Ce dernier est envoyé vers le stockage alors que
les gaz formés en téte de colonne (gaz de queue) sont eévacues a
travers un échangeur vers la section de combustion. De VYair de
blanchiment. est envoyé au bas de la colonne pour enlever les

oxydes dissous et donner une coloration a l’acide.

Le choix des états de ce sous-systéme est motivé par des con-
sidérations techniques telles que la qualité du produit et les

mesures de sécurité. On désire dans notre cas obtenir un acide

avec une concentration de 577%.
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1 3 2
Air
Bioshie _|_ NHa C(L> NHa<VD _|_ .I. S
COMPRESSION EVAPORATION OXYDATION NO3Z
— ’-——o
daz air comprimeé
HNOs
G.N ] J L —
—— | CGOMBUSTION 5—— | ABSORPTION

44—

——— | CATALYTIQUE

>
gaz vers
torche

gaz de queue

1- Eau de refroidissement 2- Eau de chaudiére 3- GQaz de queue
4- Air de blanchiment, 5- Eau traitée, L: liquide, V: wvapeur,

G. N: gaz naturel

Figure 5.1: Décomposition de l'unité acide

Une analyse détaillée du processus d’absorption montre que
les états du systéme peuvent. étre choisis comme étant: [6]
= la concentration Xc d’acide nitrique <(HNO3a> au fond de Ila
colonne, qui dépend de la quantité de NOz,
= la température T dans la zone d’absorption,
= la quantité Qno du gaz monoxyde d’azote sortant du condenseur,

= le niveau N d’acide nitrique formé au fond de la colonne.

Les grandeurs qui influent sur ces états et qui peuvent étre
choisies comme commandes sont:
= la quantité d’eau traitée Qet, injectée en haut de la colonne,

- le débit d’eau de refroidissement. Qefi dans la zone d’absorption
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- le débit QND2 de dioxyde d’azote qui entre dans le condenseur,
- le débit d’eau de refroidissement Qefz sortant du condenseur,

- le débit QHNOB d’acide nitrique a la sortie de la colonne.

Les évolutions de ces états sont décrites par les relations:

N = f1 (Xc, T, Qet, Qno, QHN03>
Xc = fz (Qet, Qno, TO
T = fa (QNo, Qet, Qef1d

Qno = fa4a XNc, T, Qeiz, QNoO2>

La matrice structurée C(A,B) décrivant les liens des é&tats

entre eux et avec les entrées est:

N Xe T Qno Qet Qef1 Qefz QHN o, QN o,
N 0 X X X X 0 0 X 0
Xc (4] 0 X X X 0 0 0 (¢}
T 0 Q 4] X X X 0 0 0
Qno 0 X X 0 0 0 X 0 X

Le choix des grandeurs de sorties (a régler) est fait sur la
base d’exigences techniques tout en garantissant observabilite
structurelle <(dual de la s-commandabilité)> de la paire (AT,CT). La
concentration est un paramétre important et facilement mesurable,
elle est donc choisie en premier lieu comme une grandeur a reégler.
Mais, comme on peut le voir sur le graphe associé a AT, £ig.(56.22,
I’état. N <(niveau) n’est pas accessible. Par conséquent, la matrice
d’observation C du systéme sera élargie a N. On fera dailleurs
remarquer que le niveau est la seule grandeur de sortie régulée

sur le procédé reel
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Yy

Xc

QNo

Figure 5.2: Graphe associé a AT

5.3- RECHERCHE DES STRUCTURES DE REGULATION POSSIBLES

Nous allons considérer deux configurations: la premiére est
relative a un systéme mono-sortie <(niveau) tandis que la deuxiéme
concerne un systéme multi-sorties d{concentration et niveaul. Nous
voulons obtenir, pour les deux cas, les combinaisons d’entrées ou
de couples dJd’entrées nécessaires a la régulation des grandeurs de

sorties choisies.
a) Cas mono-sortie

Le vecteur de sortie correspondant au niveau est C = [X 0 0 0l

La matrice structurée M associée au systéeme (A,B,0C) devient donc:

N Xce T Qno Qet Qefi1 Qefz QuNO QnNo

- ] 2

N o) X X X X 0 0 X 0 |
& Xe 0 0 X X X 0 0 0 o
M= c o -’1; 0 0 0 X X X 0 0 0
QNo 0 X X 0 0 0 X 0 X

N | X 0 0 0 0 0 0 0 0
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La méthodologie de synthese donnée dans [53] est basée sur un
algorithme qui consiste 4 mettre la matrice M sous une forme tri-
angulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont des blocs Ru
de dimensions (nixmi) qui ne contiennent aucun élément nul. Pour

cela, on utilisera la matrice Ri définie par:

R1
" x Rz 0
Ri = x x Rs
X Ri
pour i = 1,2,.,0 (w étant le nombre de blocs Ri. dans la matrice

M réordonnéed. On définit également wun indice rang (RI>. pour la
L

matrice Ri égal a Y, (mk-— nk) ou m,_ et n, sont. respectivement le
k=1

nombre de colonnes et de lignes du bloc Ri.

Les différentes étapes de lalgorithme sont les suivantes:

pas 1: i = 0, j = 0,

pas 2: Trouver la ligne de M ayant le minimum d’éléments non nuls,
soit k ce nombre,

pas 3: i —» i+l, associer a cette ligne l’indice i et Yeffacer,

pas 4: associer a la colonne ayant des éléments non nuls dans
cette ligne Vindice j+1, ..,jtk et les effacer. j —> Jjtk

pas 5: =s’il existe ’autres lignes, aller au pas 2, sinon fin de

P’algorithme.

La matrice est ensuite réordonnée selon les indices croissants
(de haut en bas pour les lignes et de gauche a droite pour les

colonnes) afin d’obtenir> les blocs non nuls Ri.
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Le nombre de commandes qu’on peut éliminer sans toucher au rang
générique de la matrice M représentant le systéme, est égal au

rang maximal des blocs Ri.

Pour notre exemple, la matrice réordonnée est:

T Qno Qet Qefi1 Xc lec‘es Qef2 QNOE

Xe [X X X] o 0 0 0 o |
T o X X o o ©o o0
N X X X 0 0 0
Qno I X 0 0 0 X o [X X]

Notons la suppression de la ligne qui a le nombre minimal de
coefficients non nuls et des colonnes comprenant ces mémes coef-
ficients (elles sont affectées des indices i=j=0>. Les différents
blocs Ri encadrés ont respectivement les indices de rang suivants:
(RI>1 = 2, (RIDz = 2, (RI>3a = 3, (RI>a = 4.

On peut donc éliminer jusqu’a quatre entrées sans diminuer
le rang générique plein de la matrice M C(égal a 5>, En tenant
compte de la dépendance des deux derniéres colonnes, arbre

d’élimination des entrées est donné sur la figure 5.3.

Qef, ——» QuNo, ———» Qef, ———* Qet

QNOz — QHNOB —_— Qefi —— > Qet

Figure 5.3: Arbre d’élimination de commandes (cas mono-sortie>
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Par conséquent, le niveau N peut étre régulé soit par Qerz, soit
par le débit de NOz. En analysant la vitesse d’action de ces deux
grandeurs sur le niveau, celle de QNOz est relativement. faible. De
plus, QNOz étant. un paramétre intimement lié¢ &4 la charge NHs, =a
variation dépend de cette derniére. Ce débit est souvent maintenu
constant. La régulation du niveau N par le débit d’eau de

refroidissement Qefz est donc celle qui convient le mieux.

b)Y Cas multi-sorties

Nous devons rechercher dans ce cas toutes les paires d’entrees

qui peuvent réguler le niveau et la concentration. La matrice C de

. X 0 0 0
sortie est: C [0 X 0 0].

La matrice M associée au systeme sera:

N Xc T Qno Qet Qef1 Qefz Qm»m9 QNOZ
N o X X X X 0 0 X o
Xc 0 X X X 0 O 0 0
A B
M= [G 0] = T 0 0 0 X X X 0 4] 0
QN02 0 X X ] 0 0 X 0 X
N X 0 0] 0 0 0 0 0
Xc 0 X 0 0 0 0 0 0 0
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L’application de VLPalgorithme précédent donne wune forme
reorganisee de la matrice de M diminuée dexs lignes: ot des colonne:s
(N, Xc)>) car elles ont le nombre minimal de coefficients non nuls.
Cette forme présente quatre blocs RI dont les indices rang sont:

(RI>1 = 2, (RI>z = 2, (RI>3 = 2, (RI>4 = 3.

a T QNno Qet Qnmos Qef‘1 Qef2 QNOz
Xe [ X X X | 0 0 0 0
N X X X 0 0 0
T 0] X X 0 I X | (0] )
Qno X 0 0 0 0 [ X X |
Par consoquunt, on peut eliminer  Jusqgqu’a Lrols onbroes  sans

changer le rang générique plein de M qui est égal a six. En
remarquant. la dépendance des derniéres colonnes, on peut éliminer
I’une d’entre elles. On obtient ainsi ’arbre d’élimination

de la figure (5.4> suivante:

QHNOa —_— Qef1

<Qet. —_— Qefi
et — % QHNOB
/QHND —— Qeti

—_—
et Qe.-t‘1

Qe.-t. —_—» QHNo3

Figure 5.4: arbre d’élimination de commandes {(cas multi-sorties>
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On en déduit. six paires d’entrées qui peuvent étre utilisées

pour la régulation du niveau et de la concentration. Ce sont:

(Qefz, Qetrd; CQefz, QHNOB); (Qef‘z, Qefi); (QNQZ,Qet>; (QNOz,QHNDQ)

et (Qnoz, Qefi).

Ces six paires veérifient la commandabilitée en sortie. S’il y a
un choix A faire entre elles, il doit se faire sur la baze de
Vinfluence des ¢éléments formant la paire de commande sur lévolu-
tion du processus. Une analyse détaillée permet de sélectionner la
paire de commande (QNDz, QHNQB), [6]. Les autres paires, qui font
toutes intervenir un débit d’eau (Qet, Qefi et/ou Qefz>, ont
certes un impact sur le processus d’absorption mais agissent
beaucoup plus pour une température basse dans la zone d’absorption

que sur la concentration et le niveau.

Le débit de NOz est la grandeur de sortie de la section d’oxy-
dation d’ammoniac qui précéde celle d’absorption. Il constitue par
conséquent,, la matiére premiére pour le processus d’absorption et
agit d’une fagon indirecte sur la concentration d’acide. Quant au
débit d’acide nitrique HNOz a la sortie de la colonne, il agit sur
le niveau indépendamment des autres parametres. Ainsi, les deux
boucles de régulation a réaliser sont celles de la concentration C

régulée par le débit de NOz et du niveau reégulé par le débit

d’acide nitrique HNOs.
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5.4- CONCLUSION

Par co dernicer chapitre, nous avons voulu montrer Vintéerot
et la nécessite de 'approche structurelle dans ’étude des syste-
mes complexes afin d’éviter des procédures purement empiriques ou
par “taténnement”. Ainsi, pour ce qui est de la synthese de struc-—
tures de commande, ’apport de l’étude structurelle a été montré a
Ltravers un exemple de procédé physique complexe. L’approche est
systematique et a permis d’avoir toutes les boucles de régulation
possibles. Signalons aussi i’utilisation avec succes de cette

méthode sur d’autres procédés physiques (voir article [411).

Lorsque le nombre de sorties a réguler est supérieur a celui
des entrees, il est nécessaire, pour la conception de boucles
monovariables, d’en éliminer un certain nombre tout en gardant la
s-commandabilité fonctionnelle du systéme. Ce probléme dual a été

étudié dans [45].
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Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire concerne
I’étude des systemes structurés linéaires multivariables, princi-
palement par ’approche transfert. Les solutions des problémes
abordés ont été obtenues en utilisant conjointement la théorie des
graphes et quelques invariants et propriétés structurels comme les
zeros a Vinfini, les ordres d’essentialité, les notions de ligne
et de colonne propre et les modes fixes. Ainsi, aprés un rappel de
ces notions et du rdéle fondamental qu’elles jouent dans la solubi-
lité de problémes de commande, nous les avons caractérisé a ’aide
de graphes. En exploitant les résultats existants dans le cas non
structuré, basés pour la plupart sur la structure a 1’infini, nous
avons eétendu différents théorémes au cas des systémes structurés.
Cette extension peut paraitre évidente a premiére vue mais il n’en
est rien puisque il faut toujours satisfaire a la condition
d’indépendance algébrique des parameétres. Ceci a été d’ailleurs
rappelé chaque fois que le probléme s’est posé comme ce fat le cas
pour le rejet de perturbations par retour de sorties mesurées (cas
générald. Nous avons également montré que Vapproche structurelle
{(en transfert) se prétait mieux a la recherche de compensateurs
découplants qui sont fréquemment utilisés dans la commande adapta-
tive multivariable par modéle de référence. Un algorithme simple
basé sur le calcul de la structure a ’infini <{(zéro a !’infini et

ordres essentiels) a été proposé.
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Le probléme de la commande décentralisée a é&te étudié par
V’approche d’état et le mode s-fixe s’est avéré crucial pour ce
type de commande. Nous avons choisi pour ce mode, la caractérisa-
tion par Lalgébre de Boole qui, associée au principe d’une
méthode d’élimination du mode fixe existante en non structuré, a
permis d’aboutir a un algorithme d’élimination des modes s-fixes
apparaissant en commande décentralisée. Si Vensemble de ces
résultats peut étre regroupé dans V'aspect analyse, nous avons
égzalement montré & travers un exemple réel de systéme complexe,

que Vapproche structurelle peut aussi constituer un e€lément de la

synthese.

Les systémes structurés constituent actuellement un domaine
de recherche tres actif. Tous les résultats existants dans le cas
classique peuvent étre, en principe, étendus au cas structuré a
condition de satisfaire la propriété d’indépendance des parametres
non nuls. Ceci n’est pas toujours possible pour des systemes
décrits par des éguations d’¢tat en raison de la difficulté
d’ocbtenir un systéme structuré a partir dun systéeme réel
L’approche transfert exploitée dans ce mémoire a permis d’aborder
le cas des systémes complexes interconnectés. Nous pensons qu’ulla
constitue un trés bon moyen d’approcher la question de la robus-
tesse. Les travaux relatifs a la description d’invariants de

systémes décrits par Papproche polynémiale peuvent également
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constituer une voie pour l'étude des systémes structurés d(certains
réesultats existent déja dans la littérature, [38]). Les problemes
qui restent ouverts dans le cadre de ’approche transfert sont
nombreux. Nous citerons ceux qui nous intéressent le plus comme le
découplage non régulier avec toutes ses variantes et la poursuite
parfaite de modele. L’aspect stabilité des problémes de
découplage, de rejet de perturbations et de poursuite de modele
est également wun axe de recherche intéressant qui nécessite
néanmoins, une reformulation de la définition d’un systéme
structuré dans Vapproche transfert. Celle-ci deoit prendre en
compte la structure finie instable du systeme. Dans ce cadre, la
commande décentralisée pourra alors étre é&étudiée par Papproche
transfert et contribuer a la résolu- tion des problemes de
commande de systémes complexes. Un autre aspect non négligeable
qui reste ouvert est celui du développement d’algorithmes de
commande sur la base de résultats de la théorie des graphes,

principalement, ceux relatifs a lVoptimisation dans les réseaux.
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Abstract: We consider a new approach to structured systems
within the transfer matrix framework. We associate with such a
structured system a graph which concentrates both knowledge
on structural properties of independent subsystems and on
their interconnections. The analysis of this associated graph
allows to conclude on the decouplability of structured systems.

Keywords: Structured systems, Transfer matrix approach, De-
couphing, Graph theory.

1. Introduction

Up to now structured systems were defined in a
state space framework and were introduced by Lin
in [1]. A linear muluvariable system represented
by

X =Ax+ Bu,
y=Cx,

x€R", us R",
yeR™,

is said to be structured if the entries of 4, B, C
are mutually independent parameters or identi-
cully zero.

In this framework Linnemann [2] gave an
elegant graph theoretic characterization of struc-
tured systems which can be decoupled by state
feedback. A similar approach has been used in
[3,4] for the study of non-linear systems decou-
pling.

This (state space) approach sulfers of - some
drawbacks, e.g.:

— The basic assumption concerning the inde-
pendence of the A4, B, C entries seems not very
physically realistic. In effect, starting with a
*physically” structured system it is difficult to give

it a state space representation which is structured
in the ubove sense,

— The state space dimension (#1) must be known
and is given once for all.

— The associated graph is complex when n is
large which induces some difficultics in using
classical graph theoretic algorithms.

In this paper we consider a new approach in a
transfer matrix setting to the structured systems.
This approach allows to remedy these drawbacks.
In our approach a structured system is roughly
speaking an interconnection (cascade, parallel,
feedback) of single input, single output indepen-
dent subsystems. For each such subsystem the
prior knowledge is reduced to its infinite zero
order, which is the input output delay in the
discrete time case.

We will associate with such a structured system
a graph where the arcs represent subsystems and
the nodes the interconnections,

The analysis of this graph allows us, as in [2], to
give necessary and sulficient conditions for generic
decoupling of structured systems.

In Section 2 we will define more precisely struc-
tured systems and their graph charactenization.
Application to decoupling is presented in Section
3. Some concluding remarks in Section 4 end the
paper.

2. Structured systems
2.1. Basic definitions

Let #(s) be a strictly proper rational transfer
function. 7(s) can be factorized as follows:

k k=1
n(s) _ ppS tounS” + oo thy

s

d(s) = a4 s g

t(s) =

where A and a,, b, i=0,..., k— 1, are real num-
bers; p = deg(d(s)) — deg(n(s)) is the infinite zero

0167-6911 /87 /83,50 © 1987, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland)
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order of ¢(s); A is called the gain at infinity of
1(y).

In the following we will assume that A, &, a,,
b, i=0,..., k=1 are poorly known, only p is
assumed to be known precisely, These fairly weak
assumptions are generally met in practical cases.

A structured system X is a cascade, parallel
and Zor feedback interconnection ol single input,
single output transfer functions £,(s),...,(y(5)
whose infinite zero orders py,..., py are given
and whose gains at infinity A(,..., Ay are parame-
ters such that the parameter space A is open,
ASRY

A property of a structured system is said to be
verified i it is satisfied generically, Le. for any
(Ays---»Ay)" in A from a proper algebraic variety
VCA.

As an example we will study in Section 3
decoupling of structured systems, i.e. the generic
decoupling of systems having the same structure
and parameters in A.

As an illustration consider the two following
examples.

Example 1. The single input, single output system
given in Figure 1 with parameter set R? is struc-
tured.

Example 2. The system given in Figure 2 with
parameter set R’ is structured.

2.2, Single input, single output systems interconnec-
tion

* Parallel composition of f,(s) and f,(s),
where #,(s) has infinite zero order p, and gain at
infinity A;, leads to

1(s) = 1,(s) +12(s)

L (s) #t (s)
S =y
A
> t, (s
t,(s) [
Fig. 1.

My

9

Ly (s)

Wy o et f .
=

() f——————

whose infinite zero order is min( py, p,).
The gain at infinity of f(s) is equal to

MtHAy, i py=p,,
A if py<p,,
Ay if p,<py.

* Cascade composition of £ (s) and ¢,(s) leads
Lo

t(s) = t(s)t2(s)

whose infinite zero order is p, +p, and gain at
infinity A\, ik

* Feedback composition of 7,(s) and 7,(s) as
in Figure 3 leads to

t(s) = 1,(s)(Q + 1,(s)12(s))

whose infinity zero order is p, and gain at infinity
A
1

2.3. Structured systems and associated graphs

We will give a graph representation of struc-
tured systems. This graph will exhibit the internal
structure (i.e. structural properties of subsystems
and interconnections) of structured systems.

Let ¢(s) be a single input, single output strictly
proper transfer function with infinite zero order p
and gain at infinity A. We associate with 7(s) an
arc of length p and weight A.

Consider the structured system of Figure 3 with
parameter set R%. This feedback system has the
same infinite zero order and gain at infinity as
£,(s). We can then associate with this feedback
system only one arc of length p, and weight A,.
This amounts to say that in the interconnection
scheme we can simply ignore the feedback loaps.

Then the graph associated with Example 1 is as
shown in Figure 4.
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Fig. 3.

Similarly the graph associated with Example 2
is as in Figure 5.

In this way we associale with a structured sys-
tem X after discarding the feedback loops a di-
rected graph denoted Gy whose node set is the
union of the input set the output set and the
interconnection points set. Each arc corresponds
to a single input, single output system.

In this graph we defline the length of a path as
the sum of the lengthes of the composing arcs. The
weight of a path is defined as the product of the
weights of the composing arcs.

These definitions are in accordance with
transfer composition laws. In effect the path length
(resp. weight) is precisely the infinite zero order
(resp. gain at infinity) of the transfer function
associated with the path,

Consider a structured system of transfer matrix
T(s), from the parallel composition rule it appears
that the infinite zero order of 15 (s) is equal to the
minimal length of all paths from u; to y,. Simi-
larly the infinite gain of 7, (s) is equal to the sum
of the weights of the shortest paths from u, to y,.

It appears also that the infinite zero order n; of
T.(s), the i-th row of T(s), is the minimal length
of paths from all inputs to y,. The infinite gain of
T,(s) is then
By, = lim s"T /(s)

§—* o0
where the k-th element of By, is equal to the sum
ol the paths weights of length n; from u, to y, if

Pysiy p,,*

Fig. 4.

337

Fig. 5.

there exists such paths and zero if not. The so
constructed graph contains all the relevant infor-
mation for solving the decoupling of structured
systems.

The particularization to structured systems
which associated graphs are bipartite is treated in

[7]-

3. Decoupling of structured systems

Let T(s) be an m X m strictly proper rational
transfer matrix. 7(s) can be factorized as

37 0
T(s) = B(s)
0 §

where the n,’s are the rows infinite zero orders.
B(s) is an m X m proper rational transfer matrix.
The rows B,(s) of B(s) satisly

lim (B,(s)) =By +0.

Define
B{Jl

B{Inl

B, plays a key role in solving the feedback
decoupling problem [5,6]. More precisely the sys-
tem of transfer matrix 7(s) will be state feedbuck
decouplable if and only if B, is invertible.

Consider now the case of structured systems.
We will denote by T,(s) the transfer matrix of
such a system with A = (A,,...,Ay)' € A.

Following the above mentioned arguments 8,
will depend on the parameters A, ..., Ay. More
precisely the non identically zero entries of B,
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are polynomials in the parameters.

Then a structured system of transfer matrix
T,(s) will be state feedback decouplable if and
only if det( By, ) is not identically zero.

In order to study the decoupling of structured
systems we will use the associated graph Gy intro-
duced in Section 2 and the graph theoretic tools
and results developped by Linnemann in [2].

Recall first the concept of input /output match-
ing (/0 matching) [2].

A sequence M =(P,,..., P,) of paths P, in Gy
is called an i /o matching in Gy if the following
conditions are satisfied:

— there exists a permutation 7 of (1,...,m)
such that for i €1,...
o y.

? Jo ¢ .
,my Pois a path from wg

P is a shortest path between (uy,..., 1,,)
and y,.

Notice that in general in our graph the length
of an arc is not equal to one as in [2]. In an 1/0
matching the length of P, is n, as defined in
Section 2,

An i/0 matching is called elementary if no
node in Gy is incident with two different paths of
M.

The sign of M, w( M), is defined to be the sign
of 7.

One has the following result:

Theorem. Consider the structured system 2 of
transfer matrix T\(s). This system is state feedback
decouplable on any minimal realization of T\(s) if
and only if there exists an elementary i/o matching
in the associated graph G «.

Proof. Although our graph differs from the one
given in [2], the decouplability condition is the
same. The proof follows closely the one given in
[2] and will be sketchy.

As seen above X is state fecdback decouplable
if and only if det( 8,,) # 0.

One has

m

dCT-(Bu_\):' Z 0(17)1:[180.\(5’ 77("—))

TES,

where S, is the symmetric group of order m,
By(4, m(i)) can be evaluated on the associated
graph Gy, namely B, (/, w(i)) is equal to the sum

of the paths weights f(2,) of length n, from u_,

to y,. Then
By (i, m(i)) = X

P,&’—_'.‘y,',“,[ﬂl-}

I[Pf)

where 2, . ;,(n;) is the set of all paths of length #n,
from u,,, to ;. Then

m

det(Byy)= ¥ o(m) ][] %

TES,

m =1 PED, qnlny)

f(P).

From this point the proof follows [2], Lemma 3;
then

m

det( By, ) = Y a(M){I:[lf(P,)

M=(Py,...,P)EM,

where #, is the set of all elementary i/0 match-
ings in Gy. As in [2] the existence of an elemen-
tary i/0 matching is a necessary and sulficient
condition for det(By,) to be not identically zero.
a

4. Concluding remarks

We now summarize the main features ol (he
transfer approach to structured systems.

— The associated graph exhibits the fundamen-
tal invariants of the system and displays its inter-
nal structure (interconnections).

— The complexity of the associated graph is
much less than in the state variable context.

— The prior knowledge is fairly weak, i.e. in-
finite zero orders of subsystems and interconnec-
tion scheme.

— Only the essential information for our pur-
pose is apparent in the graph. The system order,
the poles and zeros locations which are irrevelant
here may vary arbitrarily without affecting the
graph G .

A problem now arises: how to translale in
practice a complex and badly known system into a
structured system formulation?

Roughly speaking this simply amounts to rep-
resent the system as an interconnection decom-
position of mutually independent subsystems, i.e.
with no dynamics in common. This is a sufficient
condition for the independence of gains at infin-
ity.

[n the authors’ opinion this approach could be
used for solving other control problems such as
disturbance decoupling, model [ollowing, etc.
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1INTRODUCTION

In a recent paper, structured systems have been introduced
within the transfer matrix approach [, Furthermore, necemsary
and sufficient conditions tor their generic static feedback
decoupling are obtained These conditions follow closely those
stated by Linnemann [5); ie in connuction with the existence of
an elementary 170 matching in the associated graph gy Lo the
system I under study. 1T such a matching exists, I is said to boe
structurally decouplable (S.D for shortD.

Now, a problem arises: what are the feasible alternatives
which make structurally decouplable a system T which iz not S.D by
static state feedback 7 One can remove this dificulty, by adding
some sets of nodes and arcs which are adjacent to the set or
inputs of the system or adjacent. from the wet of it outputz.
These two alternatives are related to the pre and post-compensaT
tion problems, respectively.

This paper deals with these two questions, The contribution
of the mwcond alturnativoe will be shown useless to the structural
decoupling. Then, the first approach is mainly studied.

In orduer Lo maku problom setting and relevant gxpansions more
accessible and unitorm, the two approaches are conzidered  ws=
particular case of structural decouplability of composite systems.

The papuer i organized s follows: in muction 2, « bhackground
and some essential earlier results are given. Section 3 deals with
fundamental results, n other words, the post-compun=ation and
pre—compensation approaches tor the structural decouplability are
examined. Some illustrative examples and remarks end the paper.

o PRELIMINARIES AND EARLIER RESULTS

Consider a single input single output (SISO)Y system given by
4 strictly proper rational transfer function tdsd.

LCs) can be tactorized as tollows:

L) m s TN h)\(s)
where q is the infinite =zero order of t(s>, A 1= the gain  at
infinity of t(s> and h (s> is a biproper transfer function with
unknown coefliclents.

The knowledge on the system is reduced to its infinite zero
order value and its gain at infinity as a parameter. Such &
factorization is called a “factorization at infinity” [21.



21 STRUCTURED SYSTEMS

Definition 1: [4])

A structured system is a cascade, parallel and/or teedback
interconnection of SIS0 transfer functions Li(sD,. .., Lkisd given
by their factorizations at infinity, where the set of parameters
Al,..,Ak is an open A < R,

To illustrate structured multivariable systems, consider the
following two examples.

Example 1:
*
Ui @ " t,i(s) ‘m » Y1
+
Uz e———¥ t.z(s> - t.3(s) - Y2

Fig.1: A structured system (particular case)
: ! . E]
The system given in fig. 1 with parameter set R™ is structured.
Example 2:

+ ——————
U @ —_— L1(SD | —» tadlsd

ta2(sd Q v
—p tLsdsd +

—

Uz @ ﬂ talsd— 9
| +

Fig. 2: A structured system (the general cased

The system given in fig.2 with parameter set R6 is structured.
Remark:

The previous examples emphasize the following structures. In
the firt one, each entry of the corresponding transfer matrix is
reduced to a SISO subsystem. In example 2 , there are several
subsystems for at least one entry. In order to distinguish between
these two features, they are related to particular and general
case, respect.ivelﬁ.



22 ASSOCIATED GRAPHS AND STRUCTURAL DECOUPLABILITY [ 2]

Recall first the graph characterization ofastructured system.
A directed graph denoted G(£)>, is associated with such a system.
The node set. is the wunion of the inputs set U = u,..,um, the
outputs set Y = yi,..,ym and the interconnection points set vV =
Vvpi,...,vpk. Each arc corresponds to a single input single out.put
system. Each arc is level-headed by a length and a weight.. The
length is the infinite zero order q of the corresponding transfer
function t(s)>. The weight is the gain at infinity A of td(s>. The
same approach is done with paths, ie. the length of a path is the
sum of lengthes of the composite arcs and the weight of a path is
the product of weights of the composing arcs.
A shortest path is one which has a minimum length.
An input output <I/0> path in the associated graph GO is a set
of arcs of the following form:

P = {(ui. vp1d,{vp1r vp2),...,{vpk-1 vpkd,{vpk yj)}

Now, in order to study the decoupling of structured systems,
the associated graph G<(Z> is used and the concept of an I1/0
matching is first recalled L[5 :

A set M = {P:,Pz,..., Pm} of m 1/0 paths is an I/0 matching in

G(Z> if Pi is a shortest path between U and yi. € Y (=1,....,m> and
furthemore, no pair of these 1/0 paths share a node in U U Y.

An elementary 10 matching is one in which no pair of I1/0 paths
share a node at all

Then, the structural decouplability by a static state feeback
of a square invertible system I is feasible iff an elementary 170
matching exists in the associated graph G(Z> [1],[3]
Example 3:

Let a structured multivariable system with the following
associated graph.

Ar, 1
U1 - ® Y1
Az, 1
Uz &— - Yz
A3, 2

Fig. 3: Associated bipartite graph

This system iss not structurally decouplable because there is
no elementary 170 in the graph.
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Example 4:

Consider now, the general case of a structured multivariable
system with its assoclated graph given in tigure <.

A, 2
-

Ui

Uz

Fig. 4! Assocliated graph Q)

The shortest paths from U = ui, uz teo yi1 are:

Cur y12; (Cuar 0D, <O y1d); (Cuz 0, (O y1X)

The shortest paths from U = ui, ui to yz are:

CCur 02, (O yz22> and (Cuz 0>, (O y2)

There are three feasible I/0 matching in the graph:

{(u; y12; (Cuz 02,0 yz))}, {(Ct.u 02,(0 y122; (Cuz 01,0 yz))} and
{((ux 02,0 yz>); (Cuz 02,C0 yi))}-

Only one is elementary, say {(ul yid; (Cu2 01,0 y2))}. Then, the

system is structurally decouplable by state feedback. If the
length of the arce (u1 y1> equals 3, the previous system is not
structurally decouplable.

Remark:

Graphs of fizures 3 and 4 are associated with thematrices of
gains at infinity which are obtained from the transfer matrices of
the structured systems [2]. The gain matrix at infinity denoted
(A> plays a key role in the structural decoupling problem. Indeed,
a necessary condition for the existence of an 10 matching in the
associated graph iz the full rank at infinity of the gain matrix.

3. STRUCTURAL DECOUPLING OF CASCADE SYSTEMS

3.1 PROBLEM STATMENT AND SOME CONSIDERATIONS

It is assumed that the whole system is composed of two square
structured system with the same number m of inputs and outputs.



Ui @¢——» P » Y1
______ =i SR OGO < e S
Un &——% Ei xr‘ﬂ »> }:2 : » Ym
e <

Fig.S: Cascade structured systems

The structural decouplability of the whole system Zo depends on
the s-decouplability of its subsystems I: and X2, It appears three
main cases:

a) Both 1 and ¥z are structurally decouplable

b> None of them is structurally decouplable

c> Only one of them is structurally decouplable.

case 1: 1 and Zz are S.D

As illustrated by the following example, the structural
decouplability of Zo is not always obtained.

Example 5:

Let G(1) and G2) be the associated graphs of 50D
subsystems X1 and 22, respectively. Their cascade connection gives
the whole graph G(Zo).

1 2
Ui e&—p————o Xi X1 Y1
2 1 1
Uz ¢——p——@ XNz Nz Yz
ay Gy by GZ2) o GZo

Fig. o: Cascade connection of subgraphs

The elementary I/0 matchings in G(Z1)> and G(Z2)> are respectively:
{(Lu x1> ; C(uz xz)} and {(x.z y12 ; Cxa yz)}.
Also, an elementary I/0 matching exists in G(Zo:

{((uz x2>,(xz y12>) ; (Ou1 x1),{x1 yz))};
Then the whole system Zo is S.D.

Now, if the length of the arc (uz x2> in G(Z1> is =z 3, then

1 and £z remain S.D but the whole system Zo is not. (all shortest
paths come come froth uid.



Case 2: Z1 and £z are not S.D

In this case, it is obvious to =see that o could never be
structurally deccuplable because of the non existing of an 170
matching in the associated graphs to the subsystems. By the way, a

necessary condition for structural decouplability of Zo is that of
the upstream subsystem.

Case 3: Only ¥1 or ¥z is S.D

Thiz case can be viewed ax a pre or postcompunsation structural
decoupling according to whether Xz or i1 is not structurally
decouplable. Eventhough, the post-compensation problem does not
contribute towards the structural decouplability of the whole
system. Its analysis justifies the preceding remark concerning the
necessity of the uptstream subsystem to be S.D (Zi, in our case).

3.2 POST-COMPENSATION APPROACH

The problem can be stated as follows:
let ¥1 be @ not S.D system by static state feedback, in other
words, there is no elementary 10 matching in G1>. Then, one
seeks on a structured system Xz which makes S.D the whole system
Zo.

The answer is given by the following proposition:
Proposition 1:

Let Z1 be a (nxm) square structured system. If £1 is not SD
by static state feedback, then there is no mxm) square post-
compensator Zz which makes Zo S.D.

Proof:

Let GC(Zk>, (k = 1,2 be the associated graph to the structured
system Ik with has a transfer matrix Tk(s,Ad).Suppose the existence
of an elementary 10 matching in G{(Zo). By definition, there exist
paths of minimal lengthes Cuyi going from the inputs set U to the
output. yi di=1,...md>.Let now a restriction to i1 with outputs Xx;j
¢j=1,...,m>. Porticns of paths of Cuyi d.e Cuxj> located between
the set U and »j touch all xj nodes. They are also portions of an
elementary 170 matching in the partial subgraph G(Z12.
Consequently, one has inevitably an elementary 10 matching in
G(Z1). Indeed, in the one hand, the m paths between sets U and X
can’t intersect because of the "elementarity" of 170 matching
between U and Y, in the other hand these portions Cuxj are of
minimal lengthes. Othewise, if shorter paths Cux; than Cux; exist
from U to xj, the linking of Cux;,Cxjyi will give shorter paths
than Cuxi, which is impossible [5].

This implies the structural decouplability of i1 which is
contradictory with the problem hypothesis; consequently, the whole
system Zo can’t be maked S.D by postcompensation.

If the systgm Zo is 5D, then the subsystem Zi is also SD. This
last. observation allows us to express the following corollary:



Corollary 1:

A system Zo composed of two cascade subsystems (Co = Z1.22)
is structurally decouplable only if the upstream one (1) is.

3.2 PRECOMPENSATOR APPROACH

The problem is the following: let Z2 be a system which is not
S.D by static state feedback. One seeks for a precompensator i
which decouple structurally the whole system Zo. As a consequence
of the corollary stated above, this precompensator ¥i must be S.D.
We can always satisfay this by adding delays to the inputs of the
system Zz [3L

Now, when is the whole system Zo structurally decouplable? To
answer this question, a deep analysis of the associated graph
G(Z2) reveals twomain reasons of its non S.D.
ad> An I/0 matching but not elementary exists in G(Zz2)
b> No I/0 matching at all in G(Z2>

In the first case, there’s no chance to make the whole system
So S.D because of, on the one hand, an I/0 matching exists (then
all the nodes xi and yi are saturated), on the other hand, the m
paths of this 170 are not elementary. Then, the shortest path in
Go (from U to yiu) contains inevitably a path of this nonelementary
10 matching in 02> (see example 6).

An alternative exists in the second case providing the full
rank at infinity of Tz(s,A> <(the transfer matrix of X2J. This
condition guaranties the existence in G(Z2) of a set * of m paths
linking inputs X to all outputs Y such that each of them is a path
of minimal length between one input and one output. This avoids
the first case, i.e.existence of a non-elementary 170 matching in
G(Z2>. This condition is more stronger than the full generic rank
of Tz2(s,\>. However, these properties are equivalent if GQ2> 1is a
bipartite graph.

Example 6:

Let Tz2(s,A) be the structured transfer matrix of Zz:
I -z -2
ALAz.= Aa.hz.s A1z Aa.Az2
T2(s,A2 = - . 5
ALA4.S A8.A4.s  +AS.S Al A4 A3

In spite of the full generic rank of Tz2(s,A), this rank falls

at infinity. Indeed, the rank of the gain matrix at infinity is
one.

This reduction in the rank is due to the singularity shown by
the following partial subgraph of G(Z2.



X1 A1, 1 Az, 1 Y1

4]
X2 A3, 1 Ae, 1

Fig. 7: Associated partial subgraph to G&2)

There are two I/0 matching which are not elementary:
{((xxO),(Oyz));C(xzD),(Oyi))} and {((mO),(Oy1));((sz),(Oyz))}

Example 7:

Let. Tz(s,A> be the transfer matrix of Zz with a full rank.

-1
0 Al1.S

Tzls,AD> =
A2s Cs+1d/Cs+2D A8 re.s 2

The associated graph G222 is:

X1 Y1

?\J-., 1

Az, 2

A4, 2
Fig. 8: Associated graph to Z2z

This graph is bipartite and the transfer matrix Tz2(s,AD is
also of full generic rank at infinity.

4. CONCLUDING REMARKS

We now summarize the main features of the structural decoupling
of cascade systems in the transfer matrix approach.
- The associated graph displays the internal structure of the
system and its complexity is much less than in the state variable
context,
- Only essential information for our purpose is apparent in the
graphs.
- The upstream structured subsystem must be S.D for decoupling the
whole system,
- The structural decouplability by a precompensator of a non S.D
system ¥ requires full rank at infinity for the transfer matrix.
- If the whole system is SD and the downstream system is not 5D,
an elementary I/0 matching in the graph associated can be always
conceived.
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results obtained while the author was under grant at Laboratoire
d’Automatique de Grenoble. The author expreéesseahis gratitude to his
supervisors, Praj. C. Commault and J.M. Dion.
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ABSTRACT:

The present paper deals with a graph characterization of
some structural properties at infinity for structured systems
within the transfer matrix approach. The main properties covered
are infinite Zeros, essential orders and row and column
properness of a transfer matrix. These structural informations
are easily expressed in terms of input-output paths on a digraph
associated with the structured system.
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1- INTRODUCTION:

During the last two decades, structural properties of linear
multivariable systems have been developped in different
approaches. A review of some structural invariants is given in
Commault et Al ¢1989). The structure at infinity of a system
turns out to be relevant in solving control problems such as
decoupling, Descusse and Dion 19821, disturbance decoupling,
lommault. et Al 4984) and model matching, Malabre and Kugera
(1984>. At present, these structural invariants are used in the
solution to control problems for structured systems which are a
class of parametrized linear systems. In the transfer matrix
context.,, these systems have a good graphical representation on
which all relevant intormations of the infinite strudture are
available, Belmehdi {1987 2. Infinite Zzera orders have been
characterized, in the state space representation, in terms of
input-output. paths lengthes on the associated graph with the
structured system, Commault et Al 1991).

In this paper, we present a graph-theoretic characterization
of infinite =zero and essential orders structure within the
transfer matrix approach. Also, some specific properties at
infinity, i.e. the row and column properness of a transfer matrix
are studied using the graph approach.

2- PRELIMINARIES
Let T(s be a Cpxmd proper transfer matrix of a
multivariable system. Lach entry T (3> of T(s) is assumed to be
Ll

a composition of single input, single output subsystems with
transfer functions tk(s), (k=1,2,...0. t{(s> can be factorized at

infinity as follows:

—nk s’ + bk sr“1 + L R bo —nk
tlsd) = 5 A = 5 A h(s> &1>
k r r-1 k
s +a = e R |
k (6]
where nk iz the infinite =zero order of t'1,-<3> and )\k, ak, bk are

unknown real parameters O\k is the infinite gain of Lk(s)).

In the transfer matrix approach, the definition of a structured
system is the following: Belmehdi (1987)>, Commault et Al (1987D.

Definition 1:

A structured system Z is a cascade, parallel and/or feedback
interconnection of single input, single output transfer functions
t1(s,....,Lk(sD whose infinite Zero ord: ers ni,....,nk are
given and whose gains at infinity )\1,...1<?xk are parameters such
that the parameter space A is open, A < R,




Before quoting the definition of row and ceolumn properness,
introduce the following notation. Let

r
In.

" = lim s " T if T Cod = O
L S—-—-—-)OJ i 5 L

2.2

=0 else

where n: represents the infinite zero order of the ith row T:,(S)'
L: iz defined similarly (relatively to column TS,
J

Definition 2:

Let T(s> be a (pxm)> proper transfer matrix with a full row
rank <(resp. a full column rank). T(s> is said to be row proper
(resp. column proper> if:

rank [’(,r,...,t..'r]"r = p {(resp. rank [L{:,...,t.‘:]T = 1md.
: P 1 m

(]

Note that when the system ls structured, t._: (resp. t.j) represents

the zain at infinity by row, viz. J\: (resp. by column, viz. X5,
J

Recall now the computation of infinite zeros and essential
orders structure, Commault et Al (193D,

Definition 3:

Let T(s> be a (pxm> proper transfer matrix. The infinite
zero orders of T(s) are computed as follows:

n1=least.. infinite zero order of the entries TLj(S) of T(s>

n2=(1&ast. infinite zero order of the 2-order minors of T(sd) - n

k
rﬁ(=(1east. infinite zero order of the k-order minors of t(s))-jgin,

[m]

The essential orders which correspond to the minimal
infinite structure which can be achieved for a decoupled system
are defined as follows:

Definition 4:

Let T(s> be a (pxmd proper transfer matrix of full row rank.
The essential orders of T(s)> are computed as follows:

w




Pt
R _Z'. nj 2.3>
1 j=1

L
n =
k

™Mo

wvhere n; represents the i-th row essential order, nk the

infinite =zero order of k-order minors of Tds> and n]f the infinite
J

zero order of j—order minors of the transfer matrix obtained from
T(s)> by striking out the i-th row.

3- GRAPH CHARACTERIZATION OF THE GENERIC INFINITE STRUCTURE

In the transfer matrix approach, the graph associated with a
structured system exhibits the fondamental insights of th
system, Belmehdi 987>, In this section, these features ar
investigated using the graph-theoretic approach.

oo

3.1- Graph representation of a structured system

We associate with a structured system X a digraph G(Z> = N,ED
whose node set N is the wunion of input set, output set and
interconnection points set. Each edge of the set E corresponds to
a single input, single output system. The length of an edge
(resp. weight> 1is tithe infinite =zero order (resp. gain at
infinity) of the transfer function associated with the edge.
Similarly, the length of a path is the sum of lengthes of the
composing edges and its weight, the product of weights of the
composing edges. It turns out that a shortest path in G is a
path which has the minimum length and a shortest input/output
path is a path connecting one input and one output which is of
minimum length.

For a structured transfer matrix T(s,\) associated with a
graph G(Z), it appears that: Belmehdi 1987>

-The infinite =zero order nij of Tij(s,\> is equal to the minimal
length of all paths from wu; to yi. Similarly, the gain at
infinity Au of Tij(s,A) is equal to the sum of the weights of
the shortest paths from uj; to yi.

- The infinite zero order n! of T (s,\>, the i-th row of T(s)

is the minimal length of paths from all inputs u; to the output
yi. The gain at infinity by row of Td(s,A> is the ?\.:: defined in

the previous‘sect,ion (see @q.(2:2)>. Note that the k-th element of
h: is equal to the sum of weights of paths connecting uj and yi

and has nz as a length if such paths exist and zero otherwise.
- The infinite =zero order nf (resp. gain at Infinity kf) of
column T?Cs,)\) is similarly defined by considering the minimal

length <(resp weight> of paths connecting an input u; to all
outputs.

4



3.2- Graph characterization of the column and row properness

Recall first the graph-theoretic characterization for the
rank of structured transfer matrix, Van Der Woude C1991>.

Definition 5:

The maximal number of input output node dis joint paths in
GC(E> is equal to the structural rank r of TGs,Ad. TGS,AD is said
to have a full row structural rank (resp. column structural rank>
if » = p (resp. mo.

Theorem 1:

Let ¥ be a structured system with a transfer matrix TdS,A0
and the associated graph G(Z. If T¢s,\> has a full structural
column rank (resp. full structural row rank), then Tds,A> is
structurally column proper d(resp. structurally row proper) if and
only if there exists a set of m <(resp. a set of pd node-dis joint
shortest input—output paths in GCZD.

Proof: For the first part of the theorem, recall that the full
structural row rank is a decouplability condition, Descusse and
Dion (1982). This condition is equivalent to the existence of a
set. of shortest node disjoints paths from U to Y, Commault et Al
€1991>. Note that a path of the set is a shortest path from all
the inputs to the output yi, (¢i=1,...,p>. The second part of the
theorem deasls with the minimality condition which can be attained
by a proper left decoupler. This is proved in Ohta and Kodama
1985D.

3.3- Graph characterization of infinite zeros

The following proposition characterizes directly the structure
at infinity of & structured system on the associated graph G
in terms of node-disjoint input-output paths. It is a translation
to the transfer matrix approach of a result given in the state
space form, Commault et Al (1991

Proposition 1:

Let T(s,\> he a (pxm)d proper transfer matrix of a structured
system and GC(Z> the associated graph. A graph characterization of
the infinite zero orders of Td(s,A\) is as follows:

2 2 i (3.1)

nk- Lk_ Lk—1 k = 2,..,02

where 1..}c is the minimal sum of k node-dis joint input-output

paths lengthes and r, the structural rank of Td(s,A.

This proposition follows directly from definition 3.



3.4- Graph characterization of essential orders

This new set of feedback invariants plays a key role in solving
control problems, Commault et A4l 1989>. A graph interpretation
of essential orders is given by the following proposition:

Proposition 2:

Let £ be a structured system with a transfer matrix Tds,AD
of full row rank and G(I) the associated graph. Then, a graph
charac- terization of essential orders is as follows:

n" =L -L' 3.2>
) P p-1i

where Lp is the minimal sum of p node disjoint paths lengthes on

the graph G) and L;ﬁi is the minimal sum of p - 1 node disjoint

paths lengthes on the graph G(Z ) associated with the transfer
L

matrix T(s,A> when the i-th row is removed.

The proof of this proposition derived easily from proposition 1
and definition 4.

4. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

The example to be considered herein summarizes the computation
of the structural properties at infinity investigated previously.

Let £ be a structured system with a transfer matrix T(s,AD
and an associated graph G(Z)> as shown in fig.(1).

A os Y 0 Az s 0
TCs,AD> = As s ° Ae & ° )
! 0 AS 5_2 P S'-ﬁ
1
Ui - Y1
2 3
3
Uz - Yz
2
Ua e Ya
5

fig.1 The graph G



The maximal number of node disjoint paths in G(Z> form U to Y is
equal to 3. These sets of paths are:

{(UxYx), UzYzD, (UaYa)} and {(U:Yz), UzYad, (UaYi)}

as shown in fig.¢2). Hence the structural rank of T(s,AY is equal
to 3. A well, this rank is equal to the number of inputs and the

number of outputs (m = p = 3). Consequently, both the row and
column structural ranks equal 3.

1

UL & o & Y1 Ui
3

Uz & - —e Yz Uz
B

Us e - —® Y3 Ua

fig.2 The sets of 3a-nodes disjoint paths of Gy

1) Computation of infinite zero orders:

It requires the examination of minors of all orders.
-A minor of order one of T(s,\> corresponds to an edge joining
one input node to one output node in G(Z>. The minimum infinite
zero order ni of T(s,\> equals the minimum length Li in G(Z>. We
get: ni = L1 =1
- A minor of order 2 of T(s,\> corresponds to a subgraph which

has two-node disjoint paths. The subgraphs are given in fig. (3.

1 1 3
U &= . —& Y1 Ui @& b ® Y1 Uz @ o @ Yz
Uz e— . —® Yz Ua e Y & Y3 Us &e———p——@ Y3
3 5

Ui ‘\.2\. Ui \hz\‘ 3 //O Y1
Uz Yz Yz Uz e o= < Yz
Ya Us e~ -— & Ys Us
U1 @—»—& Yi U Y1 Y1

Uz 2 Yz Uz
‘\\. 3 2
Ya Us Us Ya

fig. 3 The sets of 2-nodes disjoint paths of ()




The subgraph of minimum length Lz = 3 is {CUiYi), CUzYs)}.
Hence, nz = Lz - L1 = 2.

- The minor of order 3 of T(s,A) correponds to the subgraphs of
fig.(2>. The minimal length is La = 7, whence: na = Ls - Lz = <

2) Computation of essential orders:

Using fig. (1> and eq. (3.2), we getl:

nrml -l =8 mwL, - lTedl nowm L =3
& 5 2 b g 2 - g9 2

2

where L:, L2 and Lz are respectively the minimum length of two-

nodes disjoint paths in fig. (4 a, b, ¢>. This figure represents
subgraphs obtained from G(Z) by striking out the i-th row. We
getl:

L! = 4, L? = 3 and L? = 4.
2 2 2

1
Ui Ui Y1
2
3 3
Uz L Yz Uz
2 2
Us & e Y3 Us Ya
5
a) G > b> Gd > c) GCE,_ 2
1 2 3
fig. 4 The subgraphs L of G with YU (1=1,2,3 removed

3) Graph-Theoretic checking of the row an column properness:

For the row properness, we take one by one the outputs yu in
fig.€<1> and look for the shortest paths from U to yu We obtain
the subgraph of fig.(5a> where the maximal number of node
disjoint paths is equal to 2. This number is less than the row
structural rank, whence the system is not structurally row
proper. The column properness can be approached by the same way.
We take the transpose of T(s,A\>, i.e, permutating input ui and
output yi in graph G(Z)>. The subgraph of the shortest paths is
given in fig.(5b)>. As previously, the structural column rank is
equal to 2, whence I is not structurally column proper.
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a> Paths from U to yi b) Paths from ¥ ito uL

fig.5 The sets of shortest node disjoint paths of G(X)

4. CONCLUSION

Commault and Dion (1991) gave a graph-theoretic characteriza-
tion for infinite =zZero orders in the state space form. If the
number of states is large, the search for node disjoint paths is
hard to do by hand because of the complexity of the graph. In the
transfer approach to structured systems, the associated graph is
much less complicated than in the state variable context.

Our results on the graph characterization of infinite =zero
orders, essential orders and row (column> properness of a
transfer matrix permit to tackle interconnected and large systems
and make easier the investigation of solutions to control
problems,Belmehdi (1993>,Commault. et 4l 1987>. In the author’s
opinion, the charac- terization by a Coates graph, Coates 1959),
is preferable for large scale systems. This graph is obtained
from the one used in the preceding example by gathering together
the input ui and output yi. It is intentionally omitted in this
paper.

At last, note the existence in the literature of =some graph-
theoretic algorithms for the computation of the zeros at
infinity, Reinschke (1988, Svarigek 1990D.
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ABSTRACT:

In this paper, the block diagonal decoupling problem for
structured systems is treated using the transfer matrix approach.

An associated graph which displays the internal structure of
the system dnvariant and interconnection? is used to establish
necessary and sufficient conditions for the solution of the
problem. These conditions are expressed in the graph in terms of
shortest input output. dd-0> paths which are related to the
infinite structuce of the system.

Keywords:

Structured system, transfer matrix, graph tLheory, block
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1= INTRODUCTION

During the last two decades, the decoupling problem of linear
multivariable systems has been extensively studied Falb and
Wolaovich (1967>, Hautus and Heymann 1983 and Morse and Wonham
1973>>. The results obtained on the structure at infinity for
linear systems led to easy interpretations of the decoupling
solutions (QDescusse and Dion, 1982)>. The generic solvability of
such control problem was first considered by Warren and Mitter
€1975>. It is similar in solving a decoupling of a system with
unknown parameters. When these parameters are independent, the
system is called ‘“structured", Lin (1974>. Structural properties
(i.e. which are true for almost all values of the parameters) can
be easily interpreted within a system graph characterization (see
Reinschke, 1988).

Structured systems were also introduced within the transfer
matrix framework, Commault et al «987>. In this approach, a
structured system is seen as an interconnection Ccascade,
parallel, feedback) of single input, single output independent
subsystems where the prior knowledge of each subsystem is reduced
to its infinite structure.

Diagonal decoupling of square structured systems was also
studied within the transfer matrix approach, Belmehdi(19873.
Necesary and sufficient conditions follow closely those stated by

Linnemann <1981> in the state space form : Recently, an
equivalent result J(always in the state space form> which is
easily achievable when using classical graph theoritical

algorithms was given in Commault and Dion 991>, It takes the
non-squarness of the system into account.

The present paper deals with two main problems:

1> translation of results developped in Commault and Dion 1991)
to the transfer matrix approach and,
22 their extension Lo the block diagonal decoupling.

2- PRELIMINARIES

Consider a single-input, single-output system described by a
strictly proper rational transfer function t(s). Factorization at
infinity given in Belmehdi et al (1986> yields:

-n

tLisdm s A Bds,A0 (&5



Where n is the infinite =zZero order of t(s> d.e, the difference
between degrees of the denominator and numerator of tds2>, A
the gain at infinity of td(s)> and Bd{s,A> a biproper transfer
function with unknown coefficients.

Definition 1:

A structured system ZA iz a cascade, parallel ands/or feedback

interconnection of SISO transfer functions ti(s), tzdsd,. ., tNndsD
ziven by their factorizations at infinity of the form <12, where
the set of parameters Xi,.,AN is an open set A included in R,
Commault. et Al 1987D.

A property of a structured system is said to be verified if
it is satisfied for any (A1,..,AND in A and out of a proper
algebraic variety V ¢ A, A proper algrebralc variety, in R, is
defined to be the set A = (\1,.,AND of common zeros of a
finite number of non trivial polynomials in AL with real
coefticients.

For SISO interconnected systems one has:(see Belmehdi et Al,1986)
A parallel composition of ti(s) and t2(s), where ti(s> has
infinite =zero order ni and gain at infinity A, leads to:

tisd = ti1dsd + ta2(sd 2>
whose infinite =zero order is min (n1 , n22? and gain at intinity
equals Lo At + Az i 1 = nz, At if mi<nz or Az i nz < ni.
A cascade composition of ti(s> and t2(s) leads to:

t{s)=t1(sd.t2(s> 3>

whose infinite zero order is ni + nz and gain at infinity Ailz.
A feedback composition of ti(s)> and tz{(s> leads to:

-1
t(s) = t1sdI1 + tuidsdizdsd] 4>

whose infinite zero order is m and gain at infinity A1

Example 1:

The example given in figure 1 illustrates a structured system
and interconnection properties.



i ———] Lids) o tadl=)
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uz # ta(sD " tols)

Fig.1: A structured system and SISO interconnections
3- GENERIC INFINITE STRUCTURE AND ASSOCIATED GRAPHS

It is associated with such structured system,a directedgraph
G(Z)>=C(N,E> where the node set N is the union of the input/output
and interconnection sets. Each edge corresponds to a single input
single output system. The length of an edge is the infinite =zero
order n of the corresponding SISO transfer function and its
weight the gain at infinity. The same approach is done with
paths, i.e, the length of a path is the sum of lengthes of the
composing arcs and the weight of a path is the product of weights
of the composing arcs. It turns out that a shortest path is the
one which has the minimum length, and a shortest input output
path in G(Z) iz a path joining one input and one output which iz
of minimum length.

For a =tructurwed Lransmfer matrix TCGe2) characterized by o
graph G2, one has:
- The infinite zero order mj of Tij(s)> iz equal to the minimum
length of all paths with initial nodes at uj} and terminal nodes at
yi. The gain at infinity Aij is equal to the sum of weights of
shortest paths from uj; to wyi.
- The infinite =zZero order ni of Ti(s,A), the ith row of T=,Ad, iz
the minimal length of paths from all inputs to yi. The intinite
gain of Ti(s,> is then:

n.
BoiCA\> = lim s '. TiCs,\> &P
=—0

Where the k-th element of Bou(A) is equal to the sum of path
weights with length m from uj to yi if there exist such paths
and zero if not.



Example 2:

The following example illustrates a structured transfer matrix
.e whose elements are factorized at intinity).

Xl B R ARE D ENRK Y NoNK
- i 3 4 95 H )

T(s,AD

R KXo BT A NN Y e NoA XD
2 27 a 5 6 7

The graph associated with the above structured transfer matrix is
shown in figure 2. It characterizes the structure at infinity of

the system and then contains all relevant informations to solve
the structural decoupling.

Ui

Uz

A8, 4

Fig.2: The graph G(>
Proposition 1:

Consider a sitructured system Z with a transfer matrix TGs,AD
and an associated graph G(Z). One has the following:
i> the structural rank which is the number of infinite zero order
of T(s,\) is equal to the maximal number of I/0 disjoint paths.
ii> the infinite =z2ro orders are characterized on G as follows

: (€]
n =L = L C k = 2,.,

where Lk is the minimal sum of K disjoint I/0 path lengths.

This result is close in relationships with the one given in the
state space approach, (Commault and Dion , 1991>. However, it
differs in the graph characterization of the infinite =zero
orders.



The proof of ii> follows directly from the definition of infinite

structure of a transfer matrix, (Dion and Commault , 1982> .The
point i) iz a well known result demonstrated in Commault and Dion
(1991> using the Rosenbrock system matrix . However, theproof

given below follows directly from the Coates graph, (Coates, 19592
associated with a transfer matrix. This latter is obtained by:

- Considering the subgraph of G(Z> when the input nodes are
removed (resp. the output nodes> which are not ji,..,jk <(resp.
i1,...1kD.

- Folding the input node ui. and the output node yi. in a one node.

Remark:
The obtained Coates graph has k input / output nodes and (

interconnection nodes.
As illustrated in figure 3, the Coates graph for example 2 is:

Oz

Fig.3: The Coates graph Gc(ZD

Proof of 1i):

Recall that for any matrix, the rank is the maximal order
minors with determinant different from zero di.e, a one-factor
exists in the Coates subgraph associated to the minor). Then for a

Sk

g the rank

minor of order k of a transfer matrix Td&D, say’l‘i"'

is given by the largest Coates subgraph where there exists at
least a one-factor. When a suchspanning subgraph exists, the
structural rank is equal to the number of input output nodes
spanned by the one-factor. Since a one-factor is equivalent to a
set of input/output disjoint paths, then a one-factor spanning a
maximal number of input/ocutput nodes leads to the maximal order
minors.

4- STRUCTURAL BLOCK DIAGONAL DECOUPLING

Recall first the problem formulation of block decoupling and
a simple decoupling condition expressed in terms of the infinite
structure of the transfer matrix T(s)> given in Dion  (1983D.
Let T(s> be a {(pxm) proper rational matrix. The problem of block
decoupling can be stated as follows:



Let (p1,..,pk> be a given set of non =zero positive intogers

satisfying Zpi = p. The system with transfer matrix Td) is said
to be block decoupled relatively to the partition pt if there
exist non zero integers d{mi,..,mk) satisfying fmi = m such that

T(s> has the block diagonal form:

Ti1CsD -‘
Tzz2(sD
T(s) = ' = diag | Tiads),.,TkkCs) ]

Tkk (s>

p.xXm,

with Tii¢s> e Rp' ' (sdand Tij¢s> = 0 for i # j

T(s> is called non degenerate if T (sJ is different from =zero for
1L

any 1i.

wWhen T(s) is decomposed as previously according to the partition
(pi,...,pk), i.e: -
T(sd> = [Ti(s:&,...,Tk(s)]

the decoupling condition using the infinite structure is given by
the following theorem:

Theorem 1:
Let T(s) be a <{(pxmd proper transfer matrix and (pi,...,pk) a

k
given set of non zero positive integers satisfying _21 pi. = p. A
L=

system with a transfer matrix T(s> can be block decoupled
relatively to the partition (P1""’pk) with static state feeback

u = Fx + Gv (G regular) if and only if the infinite structure of
T(sY> is equal to the wunion of the infinite structures of the
TL(S)’S.

wWhen the system is structured, we are looking for structural
solvability of the feedback block decoupling problem.
For any A € A the above theorem is valid. Applying proposition 1,
which characterizes the infinite structure of the system I for
almost all A € A, one has:

Corollary 1:

Let Ip be a p output structured system and Zpk be a pk output
structured subsvstem relatively to the partition Cp1,...,pkl.

Sp is structurally feedback block decouplable by u = Fx +0v,
G non singular, if and only if the infinite structure of ZIp is
given by the union of the infinite structure of =subsystems ZZpk.



Commault - and Dion 1991)>, gave a new necessary and sufficient
condition for the feedback diagonal decoupling . This condition
which holds in the case of block decoupling problem iz given by
the tollowing theorenu

Theorem 2:

Let T(s> be a (pxm> proper rational matrix decomposed according
to the partition pi,.,pk as TG = [ Ti(sD,..,Tk¢s> 17, where
Tj(s> is a proper rational matrix of dimension {(pixmd>. Denote ni
(i= 1,.,p> the infinite =zero orders of Td{(s> and np; the infinite

zero orders of Tj(s> (for j = 1,..kd.
Then, a system with a transfer matrix T{s> is block decouplable
by static state feedback u = Fx + Qv (G non singular?, according

to the partition pi1,..,pk if and only if:

n =
1 ]

np. <7D
g 3

M=

Now, the main result of the diagonal block decoupling for
structured systems is given by the following theorem:

Theorem 3:

Let Ip be a p output structured system and p1, ..,pk a =et
of non zero integers satisfying Zpi = p. Let Zpi be the pi output
structured systems.

Then, Ip is structurally block decouplable by static state
feedback u = Fx + Gv, G non singular, relatively to the partition
Pi,...,pk if and only if:

Lp'= £ Lp. 8>

Where Lp and Lpi are respectively the minimal sum of p vertex
dis joint input output path lengths in G(p> and the minimal sum
of pi vertex disjoint input output path lengths in G(Zpid.

Proof:

o

From proposition 1, one has ,}:1 ni. = Lp .
=

Applying the same proposition to the block subsystems defined by
the partition pi1,..,pk, and the fact that Xpi = p, the previous
condition derived. Then, by theorem 3, the structured system is
block decouplable by static feeback.



Example 3:

Consider the following structured transfer matrix Td(s,AD.

- -3 -2 -1 -1 -
AiLS A1z.= ALy .= A=, BraC=d
-3 -3 -z -2
T(s,AD> = AzL= Azz.s Aza.s Aze.=. Bzalsd
-2 -1 -1 -1
Aai.=s Aaz.=. Bazds) Ass.s Baals) Asq.s Baalsd
e =

wWhere:
Bis(sd>=Bza(sd=Basisd=ls* /(s*+1> and Baz(sd>=Bas(sd=[(s +s+1> / s°]
We are interested in the structural block decouplability of

T(s,\> according to the partition (2,1).
The associated graph G(ZIp) is given in figure 4:

u1i

yi
uz

yz
us

ya
u4

Fig.4: The graph G(Zp2>

The sitructural rank ot Te,A2 beeing 3, the GLranstor matbteix has 3

infinite =zeros ot order <1, 1 and 2. Thix can be checked on Lhe
partial  subgraph  Cuz,us,us and  yi1,yz,ys) correxponding  to the
minor of order 3 which has the minimum infinite =zero order.

The associated {oates graph is the following figure 5

Fig.5: The Coates graph Gc(ipd



where Xi, Xz and Xa are respectively the gathering of nodes uz
and yi, us4 and yz, ua and ya.

The set of one-factors of the Coates graph is given below in
figure 6 with their corresponding lengthes. Thus, the minimum

length ot Lhe one-factors ix Lp = .
O O O
O 1 z O" z 1 1 1
3 2 Z
zZlh = 5 Z hho =5 Lo = 4
i=1 i=1 i=1
3 . i
1
1 1 i o
1 s
2 1 1
Z l =5 L =5 L = 4
1=1 =1 L=1

Fig.6: The set of one-factors of Gc(Zpd

Now, the =ame +thing iz done with partial subgraphs G{(Zpid
and G(Zpzd) asszociated with Ti(s,A> and Tz2(g,AD, respectively.
G(Zp1) and G(Zp2d) are both given in figure 7:

GIpa1: GZpz:
Ui
2
Uz
1 Ysa
Us i
Ua 1

Fig.7: Partial subgraphs G(Zp1d, (ad> and G(Zpz>, (b2

10



The Coates partial subgraphs and one-factors are represented in

figure 8.
O O
UaY¥Y1 UaYz
1 2 1
UaYs Ua¥z Uaqu';'z
a- Coates graph of GXpn) b- One-factors of G(Zpi)

'e) O 1
UzYa UaYa UsYs

c- One-factors of GZpz)

Figz.8: Coates subgraphs Gc(Zp1), Gc(Zpz> and their one-factors

The minimum length for the two one-factors of G(Zp1> is Lp1 = 3,
and the minimum length for the three one-factors of G{Zpz) equals
to one (Lpz = 1. Then, we have Lp = Lp1 + Lpz = 4 and the system

is structurally block decouplable.

5- CONCLUDING REMARKS

If the partition (p1,...,pk2 is such that pi=pz=...=pk=1,
(i.e, one has & row by row decoupling), the result given 1in
Commault and Dion (1991) remains valid in our approach.

The directed graph approach provides an effective solution
to the decoupling problem. However, its effectiveness depends
upon the efficiency with which the input output disjoint paths
are  gonuratod, Since, for  a  complicatoed  graph,  thisz number i
usually large, it is prefered to use a Coates graph on which one
can determine in advance the number of one-factors. It is given
by the so-called "permanent' of the corresponding matrix defined
exactly as the determinant except that all terms are taken with
positive signs. The coates graph is then more interesting than a
digraph in an algerithmic point of view.

Acknowledgement=: I express my thanks to Mrs Commault and Dion

from LAG (France) for their fruitfull advices and the review of a
first version.
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ABSTRACT:

This paper deals with the disturbance rejection problem for
structured systems via measured output feedback. The problem is
considered within the transfer matrix approach which turns out to
be relevant for this purpose.

An associated graph which exhibits the infinite structure of
the system and displays its internal structure is used to make
easier the interpretation of necessary and sufficient output
feedback disturbance rejection conditions for structured systems.
These conditions are expressed in terms of shortest input output
paths in the associated graph.

KEYWORDS:

Structured systems, transfer matrix form, graph, infinite
structure, output measurement feedback disturbance rejection.



1. INTRODUCTION:

Structured systems have been extensively and mainly studied
during the last fifteen years in the state space form. The typical
features are without any doubt, a "proximity" of these systems to
the physical reality and a good graphical repraesentation.
Consequently, structural properties and solutions to control
problems can be graphically interpreted.

This concept of structure has been introduced by Lin d1974).
He gave structural conditions for some fondamental properties in
the state space form such as controllability. The generalization
to the multivariable case was given by Shield and Pearson <1976D.
Always in this framework, many control problems have been aiso
considered for this class of systems such as state feedback
decoupling, Linnemann {1981>, Dion and Commault <1991, state
feedback disturbance rejection, Commault et 41 991>, decentrali-
zation control, Evans and Larsen {1984> and pole placement,
Reinschke 1988), Sefik and Sezer 1989,

Moreover, the transfer matrix approach for structured systems
has been introduced, Commault et Al (1987>. It presents several
advantages regarding to the state space representation. Structural
conditions to the state feedback decoupling problem have been
obtained in this framework, Belmehdi 19872, (1993D).

In this paper, the structural solvability of the disturbance

decoupling problem iz investigated. We first interest in the
general case when the information about the system is given from a
measured output. We then deduce some particular cases for

disturbance rejection problems.

The contribution takes place especially in the graph inter-
pretation and the extension to structured systems of results given
in the classical form (Bhattacharyya, 1982>, Commault et Al 1984

The paper is organized as follows:

Iln section 2, we first recall some basic concepts and then we
formulate the problem. Graph interpretation of =mome properties at
infinity which awre crucial in solving the disturbance rejection
problem is given in section 3. Section 4 is consecrated to the
structural disturbance decoupling by measured output feedback.

Some particular cases derived from the main result end the paper.

2. PRELIMINARIES AND PROBLEM FORMULATION

Throughout. the paper, we denote by RpGsd the ring of proper
rational functions and Rp’ (s> the set of proper rational pxm
transfer matrices. The units {invertible elements) of the ring
Rp " "M(s> are called bicausal matrices and are characterized by the
property that B(s) is a bicausal matrix if and only if:

det ¢ lim B(sdY # O

sS—r @©



2.1 Basic concepls

Consider a transfer function Lk(s) = RPCS) which is factorized

at infinity, Belmehdi (1987>. One has:

-n s -+ bk s '+ ..+ Db -n
t (8) = s 2 = = A h, (s (&9

where n  and A are respectively the infinite zero order and the
gain at infinity of t.k(s).(:'.oef‘f1cient,s )\k a bk are unknown real
parameters and h)k (sY is a unit of R (=D.

- P

Definition 1: (Commault et Al, 1987D

A structured system ZA iz a cascade, parallel and/or feedback

interconnection of SISO transfer functions given by their
factorization at infinity of the form (1> where the gains Ak are
independent. free parameters.

This definition remains valid in the multivariable case when

the entries of the transfer matrix of the system are independent
structured subsystems.

Definition 2: (Kailath, 19802

Let. T(s) be a pxm proper transfer matrix with full row rank dresp.
full column rank). T(s) is said to be row proper (resp. column
proper?> if rank [t.:...t..r 1 = p dresp. rank [t,:...t.c 1 = m>, where
m
e
£t m lim s ' T (D if T (> # O @
* 18

i
s—0

= 0 else

F

n is the infinite zero order of the ith row T (sD.
1

t.? is defined similarly (relatively to the column T (s>,
J

Notice that when the system is st.ruc:t.ured,t._r and t° are the
J

L
infinite gains by row and by column, respectively.

Example 1:

Consider the feollowing structured transfer matrix

A S_i Kzsdz b sﬁi

T(s,A> = a3
-2 -3 -2

o~
]
>
1]
>
4]



One has: t ' =x" =LA O A 1 and t '  =X"=LAx O A _ 1,
1 i 1 2 2 2 -4 o
hence T(s,A0 is generically row proper except when )\1)\0_ = .\9)\4 = 0

and Td(s,A> is not generically column proper since m 2> p.
2.2 Problem formulation

Consider a linear multivariable system represented by:

yc(s) ads> Hd{sD uc(S) uc(s)
= v = Td{sD. 4>

um(s) MCsD N<{=sD els) els)
where e R is the disturbance input, u, € R is the control

input., y, € R® is the output to be regulated and y., € RL is the
Ti

measured output. G{s), H(sD> and N(s> are proper transfer matrices
of appropriate dimensions and M{s)> is a dxmd strictly proper
transfer matrix.

In the classical form, the disturbance decoupling problem
(D.DP> by output measurement feedback is the problem of finding a
proper compensator C(s) represented by Uc(sd) = C(s) Ym(sd so that
the transfer matrix relating el(s> to ye(sd> is identically =zero,
Commault. et Al (1984, Bhattacharyya 1982), i.e.,

-1
G(=2.Gd=D [ 1 - Mds>.Gds> :] N(Gs> + HGs> = 0 (&P

which comes down to:

G(s) N(sD> N(s> = - H(=sD P

where: =

X(s> = Cds2 [ I = Mds> C(sD ] 7o

Remark:

The assumption of strict properness of M(sd> guaranties the
properness of C(s2 and X{D.

Using the factorization at infinity <>, the problem will be
equivalent in finding some solvability conditions at infinity.
This follows from the fact that the transfer matrix M{s) does not
occur at infinity (M(s)> appears in the feedback channel), Belmehdi
1987>. The structure of the system is shown in figure 1.



e(s) - + misD uds) + y{=>
T_'l NCs, A CCs> | Gls ) _(>—>
A+

M{s,\)

)I H(s,\>

Fig. 1: The general structure for DDP by outpul measurement

3. GRAPH INTERPRETATION OF COLUMN AND ROW PROPERNESS

Recall first the graph terminology used for structured systems.
A digraph G(Z> is associated to the system. The node set is the
union of sets of inputs, outputs and interconnections. Each edge
in the graph represents a single input single output system which
is labelled by a length dnfinite zero order?> and a weight (gain
at infinity>. A path is a sequence of edges @ 5@ such that

the initial node of e ’ is the terminal node of e 4 = 1,..k).
: 1+ L

The length of a path is the sum of lengthes of the composing arcs
and the weight of a path is the product of weights of the
composing arcs. A shortest path is one which has the minimum
length. A shortest input-output path in G(Z> is a path joining one
input and one output and which is of minimum length.

For a structured multivariable system with a transfer matrix
Tds,\), one has the following: (Belmehdi, 1987>
a> the infinite =zero order of Tij(s,A)> is equal to the minimal
length of all paths from u; to yi. Similarly the infinite gain of
Tij(s,A) is equal to the sum of weights of the shortest paths from
u; to yi. .
b> the infinite =zero order n_r of the row Ti(s,?o is the minimal

L
length of paths from all inputs to the output Y, The infinite
gain of this row is the A’ defined in the previous section. Note
L
that the k-th element of }x: is equal to the sum of weights of
the path of lengtih n from uj to ¥. if it exists and zero if not.
L
We can detfine similarly the infinite =zero order nf and the

gain at infinity A of the column T‘: s,00.
1

We will generalize now the notions of row rank and column
rank to a structured transfer matrix T(s,A>. We =say that T(s,AD
has a full structural row rank d(resp. structural column rank> if
the number of input—output node disjoint paths in G(ZD is equal
to the number of outputs p (resp. the number of rows m.



Proposition 1:

Let ¥ be a structured system and G its associated graph.
Suppose that the transfer matrix Tds,A) of Z is of full structural
column rank (resp. full structural row rank), then, T s,A\) is
structurally column proper Jdresp. structurally row proper? if and
only if there exists a set of m (resp. a set of pY node-disjoint
shortest paths in G(ZD. .

Proof:

For the first part of the theorem, recall that the full structural
row rank is a decouplability condition (Descusse et 41,1982> which
is itself equivalent to the existence of a set of p input-output
node-dis joint paths in the associated graph (Commault et 4l,
1991>. The other part of the theorem concerns the minimality
condition which can be reached by a proper left decoupler. This is
proved by Ohta and Kodama, 1985.

Example 2Z:
Consider the following structured systems Zi, Xz and X3 given by
their associated graphs as shown in figure 2.

1

Ui 7= oY1

Uze Yz
2

G(%1) G(Z2) G(Z3)
Fig. 21 Associated graphs to systems X1, 22z and Z3

Both structural row and column ranks equal two since there exist
input-output noae disjoint paths Cuiyi, uzyz> in each graph. Then:

2> The transfer matrix of Z1i is row proper but not column proper.
b> The transfer matrix of ¥z is column proper but not row proper.
c> The transfer matrix of Z3 is both row proper and column proper

4. STRUCTURAL D.D.P WITH MEASUREMENT OUTPUT FEEDBACK

In the classical form, many ways to solve the problem are
presented in the literature. In Commault et at <1984 equation &2
is reduced to the Kronecker product:

[ N'(s> @ G(S)] x(s) = - his> (8

where:
x(s> and h{(s) are column vectors i.e x(s> = col [}(:($>,...,Xf(s)]

and h(sd> = col [ H' (), H (D ]




Graphical interpretation of this tensorial product is feasible but
it can’t be used, in general, for our purpose since the parameters
are dependent. A particular case will be given in the conclusion.
To go round this problem, one uses the solvability conditions for
the DDP stated by Bhattacharyya {1984), for non-structured systems
when G(s,A) andsor N(s,A> are row and column proper. We first
recall his result.

Theorem 1:

Consider the system of equation (6. A necessary condition for the
existence of a proper rational matrix Xd=) is:

i> If H (s> # 0 then N°Cs>» 0 and G (s> # 0
vl d < o>
ii> nu_cli; = n:‘(m L nj(Na for i € (a,...,p2; 3 € (,...,4
Notice that when UG) and  NG&) are respectively row and column

proper, conditions i) and ii> are also sufficient.

In the case of structured systems, the following result is a
translation of theorem 1 when GGs,A> and N{(s,A) are respectively
roy proper and column proper.

Theorem 2:

Let the structured transfer matrix Td(s,A> of equation (4> and its
associated graph T3, Suppose that Gd&,A2> iz row proper and
N(=s,A> column proper. Then, the DDP with measured output feedback
is structurally sclvable if and only if the following holds:

i> If a path exists from a disturbance input node &) (j=1,...,d>
to a regulated output node yi (i=1,...,p2, then & path from node
ej to a measured output node mk Ck=1,....,12 and from a control
input node uf ¢=1,...,m> to node yi is required.

ii> The length of the shortest direct path from ej to yi is
greater or equal to the sum of lengthes of the shortest paths
through e; to mk and uf to yi.

Proof:

Theorem 1 =sets necessary and sufficient. conditions for the
existence of a proper compensator when G(s2> and N(s) are
respectively row proper and column proper. Theorem 2 is a
graphical interpretation of theorem 1. Then we need only to show
that conditions of theorem 1 hold in the case of structured
systems. By hypothesis, the transfer matrix T(s> of eq. 4> is
structured. Moreover, conditions of theorem 1 do not depend on
parameter values of Gds,A), Hds,A> and N(s,A> and the infinite
zeros have a graphical interpretation. Then, conditions of theorem
1 are valid and theorem 2 follows.

Example 3:

Consider the next directed graph of the figure 3.



Ui Y1
Uz Yz
mi
e
— Mz

Fig. 3: Illustrctive graph with Ges,A) and Nis,A> decouplable

G(s,\> and N(s,A) are respectively row and column proper since
their associated graphs contain node disjoint shortest input
output paths. One has:

a> The direct shortest path from e to Y1 is of length 7. The
shortest. path from e to Y1 through e to mi,z and Ui,z to Y iz of
length 4 which is less than 7.

b> The direct shortest path’s length from e to Yz and the sum of
shortest path lengths linking e and Y2z through e to mi,z and U2
to Yz are both equal to 5.

Therefore, the structural disturbance rejection is feasible.

Consider now the general case when neither G(s,A) nor NGs,AD
are respectively row proper and column proper. It im possible Lo
decompose the compensator CG(s,A) in three structured s=ub-systems
without modiliying its :s:t,x;uct.ure at intfinity. To do this, we
choose Cids,A0 =uch that *N (s,A) = Ca(s,A).NE,A) is column proper
and Czds,A> such that G (g,N) = dis,A2.Cz2(s,0) 1s row proper. By
this way, the structural solvability of the measured output
teedback disturbance rejection problem is given by &he =ame
theorem 2 but one deals in this case, with another graph G (ZpAd.

The graph G (ZpAd is obtained tfrom G{IpA) by adding edges
down=tream trom measured output nodes to make NGs,A) column proper
and upstream ftrom control nodes to make G(s,A) row proper.

Remark:

Notice that acoording to the previou*s decompo=ition, the
compensator G, 2> is written as CGz2(s,A0.C (5,A0.C1(s,A) and the
problem amounts to solve the following equation:

G(S,)\).CZ(S,?\).C‘ifs,)\).Ci(S,,\).N(S,?x) + H(s,AD = 0 ao>

where G(s,A 0.02(s,AD> 1is row proper and Ci(s,A2.N(s,A) 1=  ceolumn
proper. Then the problem consists of finding a proper compensator
C (z,A). If such a compensator exists and Cuds,A>, GCz2(s,Ad are
imposed to be proper, then C(s,A> is also proper and theorem 2
gives neceszary and *:';ut‘l'ir:ient, conditions for the existence of =a
proper compensator G (s,A).

To illustrate this general case, consider the tollowing example:



Example <4:

Let. the structured system given by its associated graph (fig.<4D.

Fig. 4! Illustrative graph for the general case

Neither G(s,\) is row proper nor N(s,A)> is column proper. To make
N(s,\> column proper, one adds an edge of length one to ma and an
edge of length zero to mz. To make Gd(s,\) row proper, one adds an
edge of length one to w and an edge of length =zero to wuz Since
there is a direct path from ei1 to yi1 of length nhii, we must join
nodes mi,z and ui,z such that the path from t,hls link has a length
less or equal than nhii. One has nhir 2 4+ n 1. We do thoe same

with ez and yz, through m2 to uz such that nhzz =z 4 + 11:22.

nhii, nhzz are lengthes of paths through the direct channel H{s,AD
and necii, nczz are lengthes in the graph associated to the
compensator C (s.AD.

5. CONCLUDING REMARKS

We conclude this paper by considering some particular cases.

ad> When G¢s,\> is row proper and N(s,\> is not column proper, we
carry out the same decomposition as in the general case but only
to make N(s,A> column proper. The same is valid when we are
interested in the G(s,A\)’s row properness when N(s,A) is column
proper and G{(s,A) is not row proper. Then, we can easily translate
the lemma given in the case of non-structured systems
(Battacharrya, 1984) to structured system.

b> A different approach to solve the D.D.P with measurement output
feedback is the use of the kronecker product. In the case of
non-structured systems the solution is given in Commault et Al
(1984> which is relative to the equality of infinite structure of

[ N'¢s> ® G¢s> 0 ] and [ N¢s> ® Gesd h(s)]

In the caze of structured systems, a necessary condition when
G¢s,A> and N{(s,A) are square full rank of dimensions nxn and mxm
respectively is the equality of the maximal number of node
dis joint. input-output paths both in OGk(ZpA> and GkC(ZA>. Notice
that Nr(s,}\) ® 0G0 1s square and its maximal rank is nm.

Gk(ZpKA> is the graph associated to NT(s,h) @ Gds,0\) hd{s,\2> ]
and Gk(ZA> the zraph associated to NT('s,)\) ©® Gis,AD (8] ]
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Abstract:

This paper deals with the problem of eliminating structurally
fixed modes occuring in decentralized control systems. The Boole
Algebra characterization of fixed modes is used conjointly with
the idea of a minimum exchange of information between the control
stations to express necessary and sufficient conditions for the
elimination of decentralized structurally fixed modes.

Also, an  algorithm which gathers together the Boolean
characterization of structural fixed modes and their elimination
is presented.
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1. INTRODUCTION

The concept of structural fixed modes (s-fixed modes or SFMD
in decentralized control systems has been introduced in vl
S-fixed modes have been characterized within the state-space
framework [7]1, the Rosenbrock’s polynomial matrix description [5]
and the Boole algebra approach [6]l. As mentionned in (151 s-fixed
modes may either depend on the parameter variations or due to a
particular system structure. In the first case, these output
feedback invariants can be eliminated by a slight modification of
the system parameters. The second kind of s-fixed modes which are
independent on the parameter variations bothers seriously decen-
tralized control systems and their stabilization [111 [12],

To remedy this drawback, many interests in the literature
have been devoted to the elimination of fixed modes [2] [10] [14]
[15]. Also, the contribution herein deals with this last problem.

The paper is organized as follows:

In section 2, some preliminaries relating to s-fixed modes
are first presented. Afterwards, the Boolean characterization of
SFM is recalled. Section 3 is devoted to the main results.

2- DECENTRALIZED S-FIXED MODES AND THEIR BOOLEAN CHARACTERIZATION

2.1~ Preliminaries:

Consider the linear time invariant system I with N control
stations:

. N
x = Ax + Y B .u ; vy = G .x a4 = 1,2,..,N> «a>

where x(t>  R” denotes the state of T, u (t> R™ is the input

and y 4> e RP' is the output of the i-th control station. A, B,

and Gi. are real matrices of appropriate dimensions.

Let K be an <(mxpY> matrix with a number of arbitrary non-zero
entries less than mp. Applying the constant output feedback :
u, = Ki.'yi. to £ results in a closed loop system:

A N
x = (A +% Bi.Ki.Ci.>'x 2>
i=1



The fixed modes of the closed loop system (2) are said to be
N
those eigenvalues of A + ¥ B'Kici. which are independent of the
; L
L=1
numerical values of the non-vanishing entries of K. [11]
Different algebraic and graphical techniques have been used to
characterize decentralized fixed modes [3]1 (61 [12]. The Boolean
approach developped in [6] appears to be relevant in representing
a system with directed graphs and includes the case of structured
systems. This technique is repeated herein and illustrated by an
example before stating the main results.

2.2- The Boolean characterization of s-fixed modes

The Boolean form of I, that is Z*, is obtained by replacing
the non-zero entries of A, B and G of £ with logical "1" and* thg
zgro entries with logical "0'". Thus, one obtains 1“t,r-iple-t,s ¢A, B,
Q"> of Boolean matrices which represent system Z . In this frame,
structural controllability <or s-controllability> and structural
observability (or s-observability) of system Z are given by two
conditions: the input-state reachability and the term rank
(denoted TR.> of the Boolean matrix associated with the system.
Recall that the term rank of a Boolean matrix M is equal to the
number of '1'" contained i a maximal permutation matrix P. The
latter 1is obtalned from M by taking one '1" by row and column,
[4). It is associated with each control station I {I=1,2,.,N)
an input <d(resp. output> reachability vector Rux (resp. RyI).

These vectors of dimension n (the order of the total systemd can

be directly obtained from the digraph associated with Z°. Also,
controllable and observable subspaces Ki and Mr are associated
with each control station I.

Before quoting an interesting result relating to these
internal properties [6], recall first the following notation:
Let AuI and AyI denote the system matrices for the reachable

subspaces associated with control station 1. AuI (roe=p. Ayl} is

obtained from A by striking out all the elements of the j-th row
and j-th column corresponding to the j-th =zero-element of RuI

(resp. RyI >. As well, denote by ru_ (resp. ryl) the number of "1"
or states contained in RuI (resp. Ryl). It has been shown in [4]
that. the reachable subspace Rur (resp. RyI > is controllable

(resp. observable) if and only if ru_ (resp. r-yI) is= equal to the
T
term rank of the augmented matrix [AuI B:] (resp. [AyI C:] .

Remark 1: If the term rank is less than ru, (resp. ryI), the con-

trollable (resp. observable) subspace can be chosen in several
ways [4].



Now, if the number of control stations is restricted to two,
de. 1 and J>, the system Z will be completely s-controllable
(resp. s-observable) from the two stations in combination if the
controllable subspaces Ki, i=1,2, (resp. observable subspace Mo
satisfy:

Ki YV Kz = unit vector (resp. M1 VYV Mz = unit vector> 3
where Y denotes the Boolean addition.

The necessary and sufficient condition for the s-controllabi-
lity from control station I, using decentralized output feedback
is given by the following proposition: [4]1 L[6]

Proposition 1: Let Z be a decentralized system with two control
stations 1 and J, and n as the dimension of %Z. Then, the system
is s-controllable from the station I if and only if:

; At B
RuIA RyJ = 0 and TR C: 0 Z n 1>

1 =1,2; J=1, 2 and 1 # ]
where A denotes the Boolean product.

™
Remark 2: Due to the duality of the controllability and observa-
bility properties, the preceding result means that system I is
also s-observable from contreol station [J.

It we denote L‘x (resp. L:) the common controllable and obser-—
vable subspace of station I without output feedback in the others
stations (resp. elarged common subspace?, we have:

L =K AM and L¥ m K* AMT 5>
I I I X I ¢
where K: (resp. M:) is the elarged controllable subspace for Lhe

station 1 (resp. observable subspace of control station ID.
The following statement has been given in [4]l

Any two station I, J is s-controllable and s-observable from
either station using decentralized output feedback if and only if

Ru, A Ry, = 0, Ru, A Ry] = 0 and L: v L: = unit vector. 6>

Finally, the result relating to the presence or not. of decen-
tralized s-fixed modes is given by the following theorem:

Theorem 1: Let a decentralized system I with two control stations
Then, in any two station system no s-fixed modes exists if and
only if system ¥ is s-controllable under decentralized feedback.

o



2.3- Illustrative example:

Consider the following structured system (A*, B*, C‘):
i O 0O i 0
A=]|0 10|, B=]o0 1 ,cn[é (1) ?]
0O 0 1 0o 1

where the '"1" denote non-zero entries.
Consider two control stations ula.nd u, with respective output
S > and the decentralized constraint: K = diag. {Ku, Kzz}. The

graph ¥(> associated with the closed-loop system is in

Fig.(1>. It vyields:

given

Ru = [1 0 01", Ru= [0 1 117, Ry =01 1 0l ,Ry=100 0 1
whence: ru =ry =1 and ru =ry = 2
i 2 2 i
Us Uz
X1 Xz Xa
Y1 Y2

Fig. (1! Graph ¥Z) associated with the cleosed loop system

The input reachable subspace Ru1 is contrellable since:

. L 0 (4] 1
TR [Au B1 :I = TR 0 0 0 4] = 1 = ru
. Lol F0r-fiof -on
The input. reachable subspace Ru 2is controllable since:
5 [ 0 0 (4] 0 ]
TR[AU B]-'[‘R 4] 1 0 1 nz-ruz
2 [0 0.1 -1
The output subspace which reachs output 4 is ob=servable since:
[ 1 0o 0 ]
Ay
1 (9] 1 0
TR c* = TR 0 0 0 = 2 = ryi
1 [k 1 Qi
The out.put subspace which reachs output y2 is observable since:
[ 0 4] 0
Ay :
N 3 — 0 0 0 e,
TR o Ik o 0 1 1 ryu,
2 | 1 : | 0 |




Consequently, controllable subspaces K1 and Kz from stations
1 and 2, are respectively equal to the reachable subspaces Ru1
and Ruz. Similarly, we obtain for the observable subspaces M1 and
Mz’ respectively M1 = Ry1 and Mz = Ryz.

Then the whole system Z is completely s-controllable from the tLwo
control stations combined since: I(1 Vv Kz = Ru1 vV Ru2= unit. vector.

The same procedure leads to a complete s-observability of £

since M1V M2 = Ry‘ V Ryz = 1.

Also, the whole system can be controlled from station 2 since:

Ru_A Ry:-[o 1 01" # 0 and R.t. =4>3

mOoCR
T N =
CcCr OO
Crw =D

By duality, the system is observable from station 1.
On the other hand, the system can not be controlled from station
1 =ince RuiA Ryzn 0. Consequently, the system can not be

observable from station 2.
The shared controllable and observable subspace from station 1 is

L =K A MI =1 0 01" and that relating to station 2 is:

L= K,A MZ =10 ©0 11" Finally, we get: L = LV L =11 0 117

It may be seen from L that a decentralized SIFM exists. It is
localized at the second eigenvalue of A.

3- ELIMINATION OF DECENTRALIZED S-FIXED MODES

The method of eliminating decentralized s-fixed modes dever-
lopped herein uses conjointly the preceding characterization and
the idea of minimal exchange of information between the control
stations [2). We first recall a generalized result of the Boolean
characterization of SFM (i.e. when the number of control stations
is greater than two), [6l

Theorem 2: A decentralized system Z with N control stations (N>23
is s-controllable and s-observable if and only if there is no
decentralized s-fixed mode in X and the common elarged vector LI
associated with the control station 1 (1=1,..,N> is a unit vector

Y

Remark 3:The vector L? is obtained by the intersection of elarged
controllable subspace l{: and observable subspace M’: relating to

station I in cooperation with the other stations.



The elimination of a decentralized SFM can be reached by
modifying the structure of the output feeback matrix K. This can
be materialized by including a reduced connection of information
exchange between the subsystems. This idea has been introduced in
[2] for non-structured systems and uses the notion of Dblock
diagonal dominance of the dynamical closed system matrix, d.e.,
A+BKC>. The approach developped herein consists firstly, in
defining the control stations where the connection must. be added
(i.e. the kij block> and secondly, in minimizing this exchange of
information when the subsytems are multi-input, multi-output.

Now, our main result is given by the following theorem:

Theorem 3: Let a decentralized system £ with N control stations.
A structural fixed mode Xk of £ d{f there exists) is eliminated
by exchange of information through the N control stations if and
only if there exists at least, stations I and J for which a full
block output feedback K can be added to matrix K and the indices
I and J must be =uch that:

- - k — ;

ky® 20 3 "k w1 and "m_ w1 7
= I J

where I=J; 1, J € (1,2,...,ND and -k € C€1,2,.::..,02,

s

kI (resp. ;1'1).:) represents the k-th element of !{I (resp. Mj),

kl' is the k-th zero—-element of L;, where L; = V L:

1]

Proof: Assume that a full block Kiy is included in the output
feedback K. This means that a feedback connection exists between
all the outputs of subsystem J and all the inputs of subsystem 1.
Knowing that & necessary condition relating to the non-existence
of a decentralized s-fixed mode Xk is that of s-controllability
and s-observability of system £, it follows that Z must fulfils
the last condition. In other words, the union of Ki (ie&sp. M1>
must equal a unit vector, for any 1 = 1,2,...;N. Since 1 = 0,

=

mode Xk is {fixed. Also, Xx is s-controllable from at least one

station 1 (since Er = 1) and s-observable from at  least  one
station J <(since kﬁk = 1>. Then block K_. introduces a link

through the outputs of subsystem J and the inputs of subsystem I,
which makes Xk non-fixed.
Conversely, if XKis = 0 the output feedback matrix K contains only
blocks on the diagonal which characterize the local feedback.
Knowing that the s-fixed mode Xk is s—-controllable from a station
and s-observable from the other one, it remains fixed as long as
there is no feedback connection between the two stations.

]



Consider now the case of the minimum exchange of information
through the control stations, especially when subsystems 1 and ]
are multi-input, multi-output. (MIMO)>. Let p1 {(resp. mJ> denotes
the number of inputs of station I (resp. of outputs of station J2
In this case, the condition of eliminating a decentralized SFM is
given by the following corollary:

Corollary: Let a decentralized system I with N control stations.
A necessary and sufficient condition for eliminating a s-fixed
mode of £ with a minimum exchange of information between the
control stations is that, at the most, there exists a non-zero

entry K}I_": as a member of KIJ with h and L satisfying:

k1; =0 , "E: = 1 and ’“}ﬁi A T T = 2D @>
k = ¢1,2,...,nd), h = (1,2,...,p12>, 1 = (1,2,...,mJ2

where k-l::}; (r‘-esp.kfﬁh) represents the k-th element of K:’ Cresp.MzT>

M
Proof: Take only an element k;‘i # 0 which characterizes the link

between output ij and input u}; and fulfils conditions (8). This

means that an output feedbacklink exists through ys and ur. Since

the s—fixed mode XK iz s=controllable (resp. s~obzoervable? ftrom
the given input d(resp. output), the included feedback link allows
the elimination of Xk. Conversely, assume that no link exists

through input u: and output y:. The fract. that. the preceding input

and output do not belong to the same stations shows that the
local feedback links do not act on mode X . Therefore, the mode
remains fixed.

]
The steps of working out and eliminating s-fixed modes are
summarized in the following algorithm.

ALGORITHM:

Step 1: Test the s-controllability and s—-observability for system
S when the output feedback K has full entries, GG.e., mpd. If 2
is s=-controllable and s-observable, then go to step 2. Else, stop
(there exists a centralized SFM).

Step 2: Considering the station I, compute the controllable sub-
spaces for each input K: ¢th = 1, 2,.,r > and the observable
subspaces MLT a =1, 2,...,p 2.
Step 3: Compute vectors I{I and MiT when the stations are MIMO.

’ h T LT
Kr =\ KI and MJ = \/ MJ . Imi 20 SN h-1,2,...,1‘1; lm‘l,z,...,pI

Step 4: Compute the characterization vector L: of decentralized
s-fixed mode: L; = \/ L: s [ 4.2, .. .5N



Step bL: It L: conbalne a Zero-entry, then there oxists a decon-
t.ralized SFM. Elsoe, stop (no decentralized SFM exiut).

Step 6: Let k1: be the non-zero entry of L: ¢k = 1,2,.,N>. Find
indices I and J for which the entries of vect.o;rsx }_? and M' are
equal to 1 i .e, kIEI = 1 a.ndk:ﬁJ = 1),

Step 7: Add the block KIJ tooutput feedbackmatrix K,

Step 8: To reach the elimination of a SFM with a nummuﬁx exchang-e

of informations, first look for the input u for which 1 = 1 in
station I, and for the output y: for which kmh = 1 in station J.
Then, put to zero all the entries of Kx.r except entry k;': which

gives a minimum exchange of information between stations I and [J.

Step 9: End
Illustrative example (continued):

v Reca.ll_i;l.‘hat. a decentralized SFM is observed from the wvector
L = [1 0 11 . To eliminate it we apply the algorithm from step 6.
=

We obtain from L:mld k.l; , the index row k = 2. Knowing that:

1 0 b T 1 E T 0
K = Ru = 0 |; ¥ = Ru = @;M =m Ry = @;M m Ry = 0
1 1 2 2 1 1 2 2
0 1 0 1
We get: I = 2 and J = 1, (see the surrounded '"1">. Therefore, the

block KIJ to be added to K is Kzi. In other words, one has to
connect output Y, to input u,. Thus, the decentralized =s-fixed

mode is eliminated by creating a cycle family of width 3, [8].
To cobtain a minimum exchange of information through the control
stations, we must. remove blocks Kii and Kzz' Hence, the output

feedback matrix K which makes the decentralized system completely
s=controllable and s-observable, d{.e., without decentralized

SFM), is K = [0 0].
x 0

5- CONCLUSION

The main purpose of this paper is to present a procedure of
eliminating structural fixed modes occuring in a decentralized
control system. The method used the Boolean characterization of
s-fixed mode which is an efficient mathematical tool to represent
a system within a graphical description. Also, this technique is
suitable for computer languages such as APL which allow an easy
manipulation of the "“structure" [4]. Then, the proposed algorithm
can be implemented in an APL program.
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In the author’s opinion, the method of eliminating decentra-
lized SFM given herein opens up a way to the solution to the pole
assignment. problem while keeping in mind that even if a [fixed
mode does not exists the system may still not be pole assignable
Cthis last remark is pointed up in [41D.
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RESUME

Le travail présenté dans cette thése porte sur Vétude des
systémes structurés multivariables qui sont une classe de systémes
parameétrés. Certaines propriétés structurelles des systémes liné-
aires stationnaires jouent un rdéle important dans la solubilité de
problémes de commande tels que le découplage, le rejet de
perturbation et la commande décentralisée. Ces propriétés sont
utilisées conjointement avec la théorie des graphes pour donner
des solutions génériques a ces problémes.

La résolution des problémes de découplage par blocs, de décou-
plage par précompensateur et de rejet de perturbation par retour
de sortie est abordée dans le cadre de la représentation transfert
Ceci permet de représenter un systéme a partir de la connaissance
de sa structure a l’infini uniquement.

La commande décentralisée des systémes structurés (basde essen—
tiellement sur la connaissance du modes fixe) est étudiée dans le
cadre de la représentation d’état ou le mode fixe est bien défini.

Nous montrons également, & travers P’étude d’un exemple de
procédé réel d(unité de production d’acide nitrique, comment ’in-
formation structurelle peut étre exploitée pour déterminer toutes
les structures de commande possibles sur un procédé.

MoTs CLES:

Systémes structurés, Multivariable, Invariants, Théorie des
graphes, Découplage, Rejet de perturbation, Commande décentralisée

ABSTRACT

In this the=sis, we study structured multivariable systems which
are a class of parametrized systems. Structural properties of a
linear invariant multivariable system play a key role in the
solvability of some control problems such as decoupling,
disturbance decoupling and decentralized control. They are used
conjointly with the graph theory to establish generic solutions
for the above problems.

The solvability of structural block diagonal decoupling, struc-
tural decoupling by precompensator and structural disturbance
rejection are examined within the transfer matrix framework where
the graph associated with the structured system exhibits the
system’s structure at infinity.

The decentralized control for structured systems which is
essentially based on the knowledge of fixed modes, is studied
within the state space frame where fixed modes are well-defined.

Also, it is shown, through the study of a practical process of
nitric acid production, how structural informations can be effec-
tively used in the synthesis of alternative feasible control
schemes.

KEywoORDS:

Multivariable systems , Structured systems, Invariants, Graph
theory, Decoupling, Disturbance rejection, Decentralized Control.



