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A. NACER , Thése o ‘ . _ Chapitre I

1, INTRODUCTION GENERALE

La diffusion dans les systémes solide-solide ainsi que le mouvement
de convection qui 1l'accompagne sont importants dans plusieurs
processus industriels. Certains de ces processus sont trés sensibles
aux variations de la compogition et aux changements dimensionnels qui
se manifestent au cours du processus de diffusion binaire. Par
exemple, 1les propriétés électriques- des semiconducteurs et des
jonctions métal-semiconducteur dépendent beaucoup des compositions

ainsl que des dimensions dans les régions actives [1,2].

La diffusion est importante dans les réactions solide-solide qui
ont lieu lors de la fabrication et du fonctionnement des dispositifs
microgélectronigques [3]. Un excellent exemple relatif aux effets de la

diffusion et dé la réaction & 1l’état solide est la diode n-Gahs [4)

montrée dans le figure (1-la). Il s’agit d‘un dispositif & haute
fréguence (micro  onde) avec une durée de vie limitée par
gssentiellement une réaction en " batch " entre le Pt et Gaads pour

former PtAsz. Le gallium diffuse & travers la couche de PtAsz qui
croit ern consommant la couche de GaAs comme le montre la figure(1-1b).
Bien que la couche de PtA52 stabilise réellement les caractéristiques
€¢lectriques (barriére de Schottky), la diode ne peut tolérer des
changements de dimension de GaAs dfenviron 200 A/loa heure {5], elle

devient inéfficace et fonctionnera donc moins bien o0 s'arrétera

définitivement.

La diffusion sclide - solide est 4 la base du processus de frittage
(6] utilisé dans ia fabrication de 1a céramique pour 1’industrie
2lectronique [7]). Il est & noter aussi que le frittage 1imiﬁe la durée
de vie des catalyseurs travaillant & haute température car il réduitc
la surface gpécifique (8] . La diffusion du carbone dans le fer eét
importante en métallurgie oB les propriétés mécaniques du fer sont

sensiblement améliorées par 1’introduction du carbone.
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La diffusion a 1'état solide se manifeste également dans s
alliages métalliques utilisés comme catalyseurs' dans 1'industrie du
raffinage et de la pétrochimie. La spécificité de ces catalyseurs
réside dans leur grande sélectivité vis a vis des reéactions chimiques

grace a l'ajustement de la composition de 1'alliage.

Au dela, de son importance dans les processus industriels, 1la
. diffusion dans les métaux est intensément étudiée car la
compréhension du phénoméne permet d’élucider les mécanismes qui se

manifestent a 1'intérieur des matériaux sclides [ 9, 10, 11)

Il est connu de part la théorie sur les chaleurs spécifiques que
les atomes dans un cristal oscillent autour de leurs positions
d’équilibre. Ces oscillations peuvent parfois devenir trés violentes
pour permettre aux atomes de <changer de sites. Ce sont ces
déplacements d’'un site vers un autre gqui donnent lieu & la diffusion a
1"état solide . Les mécanismes de diffusion (voir Figure (1-2}) sont
essentiellement dis aux défauts ponctuels (lacunes, interstices )} et

surfaciques [ fissures, joints de grains, dislecations ) rencontrés

dans les matériaux solides.

L' énergie de déplacement d’un ateme d'un site vers un autre est die
a la température . lLa diffusion de surface s'éffectue au voisinage de
vingt pourcent de la temperature de fusion , la diffusion par joints
de grains entre trente et clilnguante pourcent, et enfin la diffusion
massive ou volumique a des températures supérieures a soixante dix

pourcent de la tempéerature de fusion.

La procedure expérimentale la plus couramment utilisée dans 1’ étude
de la diffusion binaire dans les solides, consiste a joindre deux
solides  homogeénes (de  composition différente) au niveau 4’ une
interface plane et permettre ainsi une diffusion isotherme a haute
température. De trés petits répéres inertes sont souvent insérrés a
1"interface comme le montre la figure (1-3a), ainsi le mouvement de

convection peut etre obtenu en mesurant le déplacement des repéres en

fonction du temps.
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Ces repéres peuvent étre constitués de petites particules d’oxyde
de fer, de la poudre A1203 ou des fils trés fins en molybdéne,
tungsténe, platine ou de -nickel [12], gui sent placés & 1'interface
avant de joindre les é&chantillons formant le couple de diffusion

binaire.

La mesure du déplacement des repéres exige gque 1'échantillon aprés
diffusion soit coupé le long de l'axe de diffusion et examiner 3
1'aide d’un microscope. Etant donné gue la mesure du déplacement des
repéres détruit 1’ échantillon, plusieurs couples de diffusion
identiques scnt préparés et examiner & différents intervalles de temps

afin d’'obtenir des données sur la direction du déplacement des

repéres.

Le profil de ccncentration est mesuré en utilisant une wvariété de
techniques : gravimétrie [17]) ou analyse <chimique de plusieurs
sections d'échantillon, spéctrométrie par rétrodiffusion de Rutherford

(14] et analyse par microsonde électronique [15,41].

En 1947, Kirkendall et Smigeleskas [16} ont présenté la premiére
évidence expérimentale relative & l'existence d’un champ de vitesse
non - nulle dans les couples de diffusion binaire. Des repéres inértes
sous forme de fils en molybdéne placés & 1'interface d'origine entre
le cuilvre et le zinc se déplacent vers la région du zinc { moins
dense) proportionellement & la racine carrée du temps (voir
figure(l-4}) . Ce déplacement des repéres t appelé éffet de
Kirkendall) et la dépendance sur la racine carrée du temps ont &té
vérifiés par plusieurs-auteurs [12, 29), et il est établi maintenant

que ce phéncméne est courant dans la plupart des couples diffusion.

I1 faut rajouter aussi que dans la plupart des couples de
diffusion, il y a formation de cavité&s gui apparaissent dans le
matériau. Cette formation de cavités apparait toujours dans la région
vers laquelle les repéres se déplacent. Cette région est généralement

la région la moins dense.
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La ﬁigure (1-3h) est une représentatiocn schématique du
'développement du coupls de diffusion. La porosité cause souvent des
erreurs significatives sur la hesure du dépiacement des repéres car
ces derniers se trouvent parfois emprisonnés dans les cavités. Chagque
échantillon renferme plusieurs repéres, il s'en suit gue la valeur du
déplacement des repéres reportée est la moyenne des déplacements
individuels des repéres gui peut varier de plus ou moins 50% [(12]. I1°
va sans dire qu’il faut étre prudent 1orsqu’og veut interpréter le
mouvement des repéres comme €tant juste la vitesse convective dans les

couples de diffusion binaire.

Le tableau (1-1) donne les masses volumigques du couple ainsi que la
direction du déplacement des repéres de plusieurs couples de diffusion
binaire reportés dans la littérature. Il ressort de ce tableau qu’il
exigte une relation entre le déplacement des repéres et -la wvariation
de 1la masse Qolumique du couple ce gui suggére que la convection dans

les couples de diffusion est gouvernge par la vitesse massiqgue.

moyenne.

Tableau (1-1): Déplacement des repéres et masse volumique des

constituants
Couple Masse volumique (360 K) Déplacement des repérgs Ref
A-B(l) oA pa kg/cm3) vers
Au-Ag 19,3 10,5 Ag 12,15
Pt-Au 21,4 19,3 Au 12
Ag-Al 10,5 2,70 Al 50
Nb-Ti 8.55 4,50 Ti 51
Cu-Al 8,96 2,70 Al 7 12
Cu-8n 8.96 7,30 - én R 12
Cu-Zn 8,96 7,14 Zn 12
1) Seuls les constituants du couple sont listés et non la
composition de l'glliage.




Figure(l-4): EXPERIENCE DE DIFFUSION SOLIDE-SOLIDE
KIRKENDALL ET SMIGELSKAS (1949)
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OBSERVATIONS :

1. Les repéres se déplacent relativement a 'interface d'origine
selon Ia racine carrée du temps

3. Expansion du matériau le plus dense et contraction du matériau
le moins dense

2. Apparition de cavités dans le métal vers lequel se
déplacent les repéres
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Meyer [17] , Ruth [18], Stevens et Powell [15] ont observés le
gonflement ou 1’ expansion de la région.la_plus dense et la contraction
de la région la moins dense dans les couples de diffusion Au-Ag.

Barnes [29] a observé le méme phénoméne dans le couple diffusion

Cuivre-Laiton.

D’ aprés les études expérimentales faites surl divers couples de
diffusion, on admet que la contrainte dans la direction de la
diffusion est petite car le matériau est libre de se déplacer dans
cette direction et relaxe donc la contrainte induite par la diffusion.
Cependant, une évidence existe relative a la présence de grandes

contraintes normales (perpendiculaires & la direction de la diffusion)

dans la zone de diffusion.

Stevens et Powell [15] ont mesurés le déplacement des repéres ainsi
gque la déformation de 1’échantillon dans les coupleé Au-Ag. Ces
‘couples minces ({88u) f{luent au cours de 1la diffusion avec une
expansion de la région riche en or et une contraction de la région

riche en argent.

La figure (1-5) est wune représentation schématique de la
déformation observée par Stevens et Powell. Larsquégigﬁaiffﬁéion n’est
pas intérrempue, les échantillons se courbent tellement qu'ils
arrivent a se "toucher et se souder. Stevens et Powell ont attribués
ces défeormations & de larges contraintes normales Hans la zone de

diffusicn.
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En 1948, Darken [13] présenta une analyse des couples de diffusion
binaire dans laquelle il considére gque les vitesses mesurées
expéfimentalement sont attribuables aux différences entre les flux de
diffusion molaire de chaque constituant. D’aprés Darken, la composante
x du flux molaire de diffusion de 1'espece A, CA Vax , se décompose en
une composante convective CA vmx, se déplacant avec la vitesse locale
des reperes Vmx, et un flux de diffusion molaire relatif a la vitesse
des repéres. Il est important de receonnaitre que Darken a choisi une
définition " opérationelle " de la vitesse convective au lieu d’une
définition cinématique. Au lieu de spécifier une procédure pour
calculer la vitesse (définition cinématique), Darken a spécifié une
méthode pour mesurer la vitesse (définiticn opérationnelle) en
observant les reperes. la vitesse des repéres n’est pas spécifiée

comme étant une vitesse molaire ou massique moyenne.

Le flux molaire de chaque constituant s’écrit donc

8%
C Vax = C Vmx - Da  —— I T (1-1)
A A 8 x
et
6%
C Vex = C Vmx - Dg. — (1-2)
B B d x
ou Da et DB sont les "“coefficients de diffusion intrinséques"”

introduits par Darken. Contrairement aux coefficients de diffusion
binaire, les "coefficients de diffusion Iintrinséques” ne sont pas

égaux comme on peut le montrer aisément ci-aprés.

Les équations (1-3) et (1-4) écritent cli-dessous sont les équations

de continuité de 1’espece A et globale.

dac d GCA
LA DA —2 - C, vmx {1-3)
at dx ax
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et

ac 8 ac oC, ,
= — | Da—% + D — -C Vmx (1-4)
dt ax ax ax
avec
cC +C =C (1-5)
A B .
En considérant 1’équation (1-4), Darken  suppose que la

concentration molaire totale est constante. Etant donné que maintenant
la dérivée de C par rapport au temps est égale a zéro, le terme entre

parenthéses dans 1’Eq. (1-4) doit étre égal a une constante.

BCA SCB
DA — + DB — - C Vmx = Ic = Constante (1-86)
ax ax

Si une extrémité du couple est fixée, la vitesse locale des repéres
a cet endroit est nulle. Mais pulsque les gradients de concentration
sont nuls aussi a cet endroit, il s’ensuit que Ic = ¢, et 1'Eq.(1-8)

est réarrangée pour donner une expression pour la vitesse des repéres.

1 BCA 8CB
Vmx = — < Da — + Dp — {1-7)
C ax ax ‘

Etant donné, que C est considéré comme constant, l'Eq.(1-5) peut

étre utilisée pour montrer que

1 BCA
Vimx = —< Da - DB } —= : (1-8)

C 8%



Darken a mesuré les vitesses des repéres aux endroits ou & CA/B b4
n'est pas nul et a conclu que DA # De. On voit donc que l'utilisation
des Eqs. (1-1) et (1-2) a conduit & un formalisme ol les coefficients

de diffusion définis dans un systéme binaire ne sont pas égaux.

L' analyse de Darken constitue un inconvénient dans la formulation
du probléme de diffusion binaire car élle utilise un ceefficient de
diffusion différent pour chaque constituant. Il est a noter aussi gue
le fait de considérer que le mouvemeni de convecltion est attribuable a
des coefficients de diffusion différents est en désaccord avec 1ia
physique dans le couple de diffusion, car cette différence entre les
coefficients de diffusion intrinségues n’est autre que la conséquence
de la feormulation du probléme de diffusioﬁ de Darken.

>1 une deéfinition cinématique est utilisée pour la vitesse, celle
cl pourrait étre utilisée avec les Egs. (1-1) et (1-2) et les flux de
diffusion molaires de chaque constituant pour arriver a4 un seul

coefficient de diffusion binaire indépendant Das.

En insérant 1'expressicn de Vmx dans L'Eg.(1-3), on  obtient

1" expression finale pour CA utilisée par Darken

ac d aC )
Ao X, De + X, Da | — {1-9)

k-
-

-
Q
x

ou X, et X sont les fractions molaires des constituants A et BE.

Darken a compare 1°Eq. (1-9) a la seconde loi de Fick [23,24]. Le

résultat est donné ci-dessous.

D= x, DB+ x_ Da : (1-10)

A
ocu D est le

coefficient d’interdiffusion " qui est déterminé a

15



partir d’un profil de conceniration expérimental en utilisant la
méthode de Boltzmann - Matano [36,40]1. Pour déterminer les
coefficients ~ de —diffusion -intrinséques & partir ‘des données
expérimentales les vitesses des repéres doiveknt étre mesurées a

différentes compositions et le coefficient d'interdiffusion est obtenu

A
a 1’aide de la méthode de Boltzmann - Matano. Une feis que Vmx et D

sont connus pour une composition donnée, les égquations (1-8) et (1-10)

peuvent étre utilisées pour déterminer Da et Ds

Bien que mathématiquement correcte, la formulation de Darken

possede des limitations
1) La concentration molaire totale est supposée constante

2) La vitesse est définie dans un sens opérationnel et non dans un
sens cinématique. En d’autres termes, méme si on connait le flux de
chaque constituant, la vitesse Vmx ne peut pas é&tre calculée par la

théorie de Darken.

3) La procédure perméttant la détermination des coefficients de
diffusion intrinseques est lourde car les mesures du déplacement des

reperes sont nécessaires a chaque composition ou les données sont

désireées.

4) Les coefficients de diffusion intrinséques Da et DB, ne sont pas
égaux a cause de la maniére dont 1’analyse a été formulée. Ceci
constitue un inconvénient pour les systémes binaires, mais aussi une
mauvaise vole car ceci 4 conduit certains chercheurs a utiliser un
troisiéme ’constituant’ & savoir les lacunes du solidé dans leur

formulation comme c’est le cas de Manning [9,48] en particulier.

Aprés avoir présenté les limitations de la théorie de Darken, notre
objectif est de reformuler le probléme de diffusion binaire a 1’é&tat

solide en utilisant une approche conventionnelle du phénoméne de

diffusion
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Le probléme sera formulé en terme de paramétres fondamentaux : les
coefficients de diffusion binaire et une vitesse définie
cinématiquement, a savoir, la vitesse ﬁassique moyenne. A pértir des
équations qui gouvernent le systéme : les équations de continuiteé
globale, et de 1’ espéce chimique ; des équations du modéle seront
développées qui décriront, les profils de concentration et de vitesse

dans le couple de diffusion.

Apres quei, l'effet Kirkendall ou déplacement des repéres sera
obtenu a partir du profil de déplacement d’un point matériel situé
initialement a 1'interface d'origine. L’étude de 1la déformation au
sein du couple sera menée en développant des expressions pour la
déformation Eulerienne, pour 1'allongement et pour la distribution des

contraintes.

Notre formulation est basée sur le fait que la déformation qui
apparait au cours de la diffusion et qui entraine 1 expansion de la
région la plus. dense, la contraction de la région la moins dense, la
distortion et le fluage de 1’echantillon lorsqgu’il est mince, ainsi
que la formation des cavités qui ne peut étre expliéuée par des écarts
de paramétres réticulaires des deux solides, indiquent que le systeéme
est le siége de contraintes internes non négligeables.

C'est en fallt tout le probléme-dé"la diffusiégﬂaai est posé , et
l1"effet de Kirkendall ne constitue qu'un aspect particulier de la

diffusion, et doit donc étre expliqué en méme temps que celle ci.

Pour compléter notre formulation du probléme de diffusion. nous
développerons dans ce travail une méthode permettant la détermination
des coefficients de diffusion binaire a partir des profilé de
concentration expérimentaux. Il va sans dire que le modéle développé
sera confronté a des systémes reels de couples de diffusion tels que

Au-Ag, Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et Zr-Ti.

Le processus de diffusion est dans certains cas accompagné d’ une

réaction chimique. L’étude portera essentiellement sur la réaction
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entre deux matériaux solides A et B qui forment un produit C . La

réaction est du type.

> v, C

La caractéristique priﬁcipale de ce type de réaction hétérogéne se
situe lors du déroulement de la réaction ob le produit C sépare
spatialement les réactants A et B en formant une mince couche de
produit. Il s’ensuit gue toute autre formation de produit, nécessite
au préalable le transport de 1’un ou des deux réactants a travers la
couche de produit vers la zone de réaction. La formation du produit C
va donc dépendre des gradients de concentration et est donc limitée
par la diffusion de 1'un ou des deux réactants & travers la couche du
produit formé. Le résultat global est que la vitesse globale de
transfert de matiére diminue au fur et & mesure de la croissance de

la couche de produit.

Un niveau de température modéré est nécessaire afin d'assurer une
vitesse de diffusion des reéactants qui doit vaincre la résistance qui

resulte de la formation progressive de la couche de produit.

Génerallement, les différences importantes de masse volumique entre
les réactants et le produit induisent une convection du plan
réactionnel et de n’importe quel repere inérte placé a 1l’interface
initiale entre deux solides. La stoechioméirie de la réaction peut,
elle aussi ipfluée sur le déplacement du plan réactionnel par suite

d’'une forte consommation de 1'un des deux réactants.

D’une fagon similaire aux expériences de Kirkendall [16] réalisées
sur des couples de diffusion métal-métal, des repéres inertes peuvent
étre placés entre les réactants au début de la réaction pour
identifier 1’espéce chimique qui diffuse rapidement {relativement a

1’ autre espéce) a travers le produit de la réaction (figure (1-4)).

Dans le domaine de 1la technologie des couches minces, les études

X
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sur les réactions de métallisation ( réactions métal-métal ) ou sur
ies siliciures ( métal de transition - gilicium ) utilisées dans la
fabrication des circuits intégrés électroniques ne cessent de
progresser depuis les aﬁﬁées 1970, sans douté a cause des impératifs
technologiques mais aussi de 1’avénement des techniques d’'analyses
microscopiques de précision et de la tendance actuelle vers la

miniaturisation des dispositifs électroniques.

Bien que actuellement, il existe beaucoup de données expérimentaies
sur le sujet en question, 11 n’y a aucune théorie détaillée et
appropriée sur la diffusion dans ces couches minces et encore moins

sur le mode de croissance de la couche de produit formé.

Etant donné que la majorité de ces réactions sont contrélées par la
diffusion a travers la couche de .produit, cinétiquement elles sont

décrites par la loi parabolique suivante

ou Xp est 1’épaisseur de la couche de produit et k est une constante
de vitesse souvent assimilée a un coefficient de diffusion, ce qui
reste d'ailleurs a vérifier, comme nous allons tenter de 1'expliciter

dans ce travail.

Notre objectif est d’étendre la formulation du processus de
diffusion au cas réactionnel. L’'interface ou plan réactionnel sera
étudié en utilisant les bilans de saut développés par Slattery [23] et
$'appliquant aux variations des flux massiques , de la quantité de

mouvement et de 1'énergie au voisinage de 1’ interface entre deux

phases.

Notre étude portera aussi sur la _détefmination des profils de
concentration, de vitesse, de déplacement des repéres, de déformation,
et de distribution des contraintes, ainsi que les paramétres qui
décrivent la crolssance de ia couche de produit. L’étude du

déplacement des reperes perméttra de déterminer 1’espéce diffusante
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primaire, quant a 1'étude du plan réacticnnel elle permet de connaitre
gui de la différence de masse volumique, de la diffusivité ocu de la

stoechiométrie gouverne le mouvement du front réactionnel.

Enfin le modéle sera confronté aux résultats expérimentaux des
réacticns de métallisation mais surtout aux siliciures mettant en jeu
un métal de transition et le silicium, dans le but d’'eélucider les

mécanismes des mono et disiliciures ainsi que celles des siliciures

riches en métal.
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CHAPITRE 11

DEVELOPPEMENT DU MODELE DE
~ DIFFUSION




A. Nacer, Theése o Chapitre II

I1. DEVELOPPEMENT DU MODELE DE DIFFUSION

Notre approche de la diffusion & l’état solide est basée sur les
concepts de la mécanique des milieux continus. Le fait de considérer
le matériau comme un milieu continu, veut dire que la structure
atomique sera ignorée et que seuls les phénoménes observés
macroscopiquement comptent. D'ailleurs , ce sont les phénomenes qui se
manifestent au cours du. processus de diffusion gqul ont permis

1”amélicration des mécanismes atomiques.
Le probléme de la diffusion se réduit donc a 1'écriture d' équations
différentielles avec des conditions aux limites approprigées

nécessitant une méthode de résolution mathématique adéquate.

Toute analyse rigoureuse de la diffusion binaire dans les solides
doit produire des équations qui doivent impérativement servir deux
cbjectifs. .. Prémiérement, ~connaissant le coefficient de diffusion
binaire en {fonction de la composition, le modéle .doit fournir la
concentration en fonction de la profondeur et du temps. Deuxiément

le modéle doit permettre le calcul des coefficients de diffusion

binaire a partir  d’un profil de concentration obtenu

expérimentalement.

Générallement, Vces équations sont résolues numériquement. Les
équations décrivant la concentration, la vitesse et le déplacement
sont développées dans ce chapitre, quant a la détermination du
coefficient de diffusion & wpartir du profil de concentration

expérimental elle est présentée au chapitre I17,

Les équations qui gouvernent la diffusion binaire dans les solides .
sont eésentiellement des énoncés de conservation de masse et peuvent !
étre formulées en massé ou en mole. Le modéle est developpé en masse
car le déplacement.et la déformation dans les couples de diffusion

sont essentiellement 1iés aux variations de la masse volumique.
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Considerons une phase solide, isotherme, formant un systéme & une
dimension sans réaction chimique , o0 la masse volumique et le
coefficient de diffusion binaire Dap sont fonctions uniquement de la
composition‘(indépendants de la contrainte). Initiallement, le systéme
se compose de deux régions homecgenes de composition différente jointes
a4 une interface plane ou il y a wune discontinuité de la masse
volumique. Le systéme de référence est fixe dans 1’espace de sorte gue
1’origine coincide avec la position initiale de 1'interface. L’état

initial est montré dans la figure (2.1).

Nous -adoptons les conventions sulvantes, le constituant A est le
constituant ayant la masse volumique la plus élevée a 1'état pur et
gque ce solide riche en A est initialement situé a gauche de

1’interface ou x < 0
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1. Equations gouvernantes

Les équations qui gouvernent le processus de diffusion sont;

1" équation de continuite globale,

8 p alp Vx)
—_— + - = 0 (2_1J
at ax

et 1’équation de continuité du solide A (ou du constituant A)

a pa d{pa Vax) ‘
. = 0 {2-2)
gt dx '

La masse m d’un systéme & multicomposants est définie par la relation,

m = [ p dVv
v

ou V est le volume élémentaire , et la masse volumique totale p est la
somme des masses volumiques des constituants A et B en un point donné

du systéme,

p = E: pi = pAa + pB (2-3)

La vitesse, Vx, apparaissant dans 1’équation (2-1) est la vitesse
massique moyenne définie de la maniére suivante,
p VX = pa Vax + pB VBx (2-4)

ou Vax et Vex sont respectivement les vitesses des espéces A et B. La

vitesse de 1’espéce est la vitesse moléculaire moyenne, dans une

26



petite régien, relative aux coordonnées fixes du systéme. La vitesse
massique moyenne Vx, est la vitesse convective dans notre systeme.

Le flux massique de 1’ espéce A, pa Vax, se décompose en un flux de
convection, pa Vx, se déplacant avec la vitesse massique moyenne, et

un, flux de diffusion massique relatif a la vitesse massique moyenne

pA Vax = pa Vx + J ix : (2-5)

Le flux de diffusion massique, JAx , est donné par la loi de Fick
[24,32],

a wA .
J = - p Dag — (2-6)
AX
9 % .
ou
w, = pa /p {2-7)

est la fraction massique du constituant A , et Dap est le coefficient

de diffusion binaire.

Dans ce qui suit, et afin de simplifier la notation nous utilisons:

w = W (2-8)

D =Dag et V = V¥x | {(2-9)

L7 écriture des équations gouvernantes dans les coordonnées du
systéme x et t est donnée ci-dessous pour 1'équation de continuité

globale,
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dlp w)  8lp w V) 3 8w

+ - = — p D — (2-11}
at 8 % d x ox
Ces expressions .sont obtenues en insérant les équations (2-5), (2-6)

et (2-7) dans 1’équation (2-2).

Les équations (2-10) et (2-11) peuvent étre résolues pour obtenir
la concentration w et la vitesse V moyennant la connaissance
d’expressions reliant la masse volumique et le coefficient de

diffusion binaire a la composition . En d'autres termes , connaissant

p = f{w) et D = glw) , les équations (2-10)} et (2-11) peuvent étre
résolues pour donner w et V en fonction de x et t. A ce stade, il est
possible de trouver une solution numérique pour les équations (2-10)
et (2-11), qul en effet sont des équations différentielles partielles
et couplées, mais une simplification importante est possible quand on

introduit un changement de variable.
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2. Transformation des équations gouvernantes

Dans cette section, une équation intégrale - différentielle avec
une seule variable indépendante pour la conceniration ei une
expression sous forme d’une intégrale pour la vitesse sont développées

a partir des équations de continuité globale et celle de 1'espéce A.

En utilisant la régle de différenciation et sachant que

flw})

o ©
1l I

glw)

1"équation de continuité globale devient

™
©
s}
£
o1
<<
@

©

Jd w
- = 0
d x

|
£
iy
>
+
o
. |
»
-+
<
c |
E

Q3
<<
—
ot}
©
o5
£
&3]
£

|
|
|
|

{(2-12)

o
X
T
a3
£
@
[us
@
X

De méme, 1'équation de continuité de 1’espéce A s’écrit de la maniére

suivante en développant les membres de gauche de 1’équation (2-11)

3 w 9 w dp 8(pV} 8 8 w
p — Y +w{ — 4+ = — p D — (2-13)
at d x a t. d x d x 3 x

On voit bien a ce stade de développement que le deuxiéme membre de



1’équation (2-13) devient égal a zéro de part 1’équation de
continuité (2-1) . En développant maintenant, le membre de droite de
1’équation (2-13) on obtient aprés divisicn par p et en méttant D en

facteur 1'expression suivante:

D o B ' a w" 1 3D 1 adp Bw
— +V —3 =D — t |-t - — (2-14)
ot dx ax” D dw p Gw g

Les conditions initiales pour la concentration w sont

-

t =20 {(2-15)

et les conditions aux limites sont

00

t >0 (2-16)

Les conditions aux limites pour la vitesse méritent un peu plus
d’attention, car les deux extrémités de 1’échantillon ne sont pas
- fixes de sorte que la vitesse aux deux extrémités n'est pas nulle,

c'est & dire que

V(-® ,t) #0
VI o ,t) =0 (2-17)

La dérivée de la vitesse dans les coordonnées x et t, s’cobtient en

substituant le membre de gauche de 1’'équation (2-14) dans 1’ équation
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de continuité globale {2-12), d'ou :

av 1 3p 3w 1 8D 1 8p 3w 2 .
— == - —D Ty Y e e — (2-18)
4 x p dw 8 x D dw p 8w a x

Pour intégrer cette équation'de -w a +mo , il faut obtenir une

expression de la vitesse a4 -o . Etant donné que les deux extrémités de
1’échantillon sont libres, la contrainte (ou force appliquée par unité

de surface) en ces deux extrémités est donc nulle, c‘est a dire que

Txx {-o } = 0 , Txx( @) =0 - (2-19)

Nous utiliserons un peu plus loin ces conditions aux limites de la

contrainte afin d’obtenir une expression de la vitesse a4 -«

Etant donné que les profils expérimentaux des concentrations sont
reportés dans les cocrdonnées de Matano {[36], il est préferrable de

développer nos équations dans ce type de coordonnées définies

ci-dessous:

t

> |
I

X - V(-w,t) dt = x - xH(t) (2-20)
]

ofl X et t sont les coordonnées du systéme établies dans 1'échantillon,
xM(t) étant 1’origine du plan de Matano (voir Figure(3-1}), et V(-w,t)

étant la vitesse a 1’ extrémité gauche de 1'échantillon, d’ ol

2 62w

d w
, — = , = — ' {(2-21)
d x2 g x2
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de sorte que le gradient de la vitesse dans les coordonnées x et t

devient

o}]
<

1 dp 8w 1 8D 1 8p d w
-—-—2D —.5 ¥ - — t - — — {2-22)
4 x D dw p dw d x

at
X

o
jab
£

Maintenant nous introduisens la transformée de variable suivante:
y =x/ vap_t - (2-23)

ou D00 est le coefficient de diffusion binaire quand x tend vers

1"infini, c'est a dire 14 ou le constituant B est pur.

Les relations suivantes sont wutiles lorsqu’'on introduit la
transformee de variable dans les égquations de continuité globale et

celle de 1’espeéce,

8y 1 gy v
d x D t at 2t
v}
dw o2} d ; ; dw
at avy | at 2t | 8y
Ow Jw a ; 1 J w
—_. = —_ | —_ | = — b (2-24)
a x ay a x / 4y
4Dmt
ézw 1 82w
ax2 ap i g2
o
3V  av(dy 1 av
d x Jy ¥ ﬁD . d vy
@
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Aprés substitution de ces relations dans 1'équation de continuité
globale (2-22), il vient :

3 8 v Ut /D 18 , (& 180 1a8p] (3 w?
e T A R PN iy iy (2-25)
dy 2 p dw 8y D dw p dw dy
ou
1 . . ) .
D = ns/D (2-26)
[1¢]
L’ intégration de 1’équation (2-25) donne:
Viy,t)= Vi-w,t) - 1/2 vD_ /t Hly) ' (2-27)
ou
B Y18 L ( 8% 18D 1 dp 30
Hiy) = e — e = — | | by (2-28)
e P dw Jdy | D 8w p dw gy
En effet si 1’ équation (2-27) est réécrite comme suit
Viy.t)= V(-L.t) - 1/2 vb_ st Hiy) _ S (2-29)

avec L suffisamment grand le résultat obtenu sera le méme.

L'écriture de 1 équation de continuité de 1’ espéce {2-14) dans les

coordonnées x et t devient:
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8w . | Bw 82w 1 aD 1 dp 0w
— | + (v -Vv({-L)|—|=D < — + -—t - — — (2-30)
d x g x d x D dw o Bw g x

et d’aprés L'Eq. (2-28) on a

V- V-L) = 172 VD st HGy) (2-31)

en utilisant maintenant la transformée de variable, y =;/ QDmt, et le

changement de variable suivant:

w T e
g = —m——— {2_32)
W - w
—0g o
traduisant un simple changement de w en @ , mais cette fraction

massique normaliseée est intéressante car elle wvarie toujours entre 0
et 1 , méme si le couple de diffusion est constitué de deux alliages;
et nous obtenons ainsi la forme finale de 1'égquation de continuité de

~1’espéce qui gouverne le profil de concentration.

E 3 . —
2" + (£ + g)@’% + 1/D° (2y + H(y))e' = O (2-33)
ou
oo 829 .
@' = e ; B = e 2 {2-34)
gy dy

sont .les dérives premiére et seconde de 1la fraction massique
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normalisée et f et g sont des fonctions qui expriment les variations

de la diffusivité et de la masse volumique avec la concentration et

sont définies ci-dessous:

1 8D
D de :
1 8p
g = — — ‘ (2-36)
p 4o ‘

Les conditions aux limites pour la fraction massique normalisée sont:

g =1 quand

- (2-37)

2 =0 quand y ——

L’ équation de continuité globale (2-28) est réécrite ci dessous :

V{y,t)= V(-L) - 1/2 V¥D_ /t H(y) | (2-38)
_ Y1 , ( 3% 18D 18] (38a)2) _

H(y) = - —D st o=t == — dy (2-39}

p 8o dy Ddes p dw day
. L'équation (2-33)°est une équation intégrale - différentielle non

linéaire avec une seule varlable indépendante. L’équation (2-38} est
une expression pour la vitesse massique moyenne en foncltion du temps
et d'une intégrale sur le profil de concentration . Ces équations

décrivent le couple de diffusion . Etant donné que ces équations

renferment une seule variable indépendante, ;, elles sont beaucoup

plus simples a résoudre que les équations (2-14) et (2-18) qui
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contiennent deux variables indépendantes.
Cette réduction du nombre de variables indépendantes ainsi que la

simplification résultante des équations gouvernantes constituent

1'avantage majeur de 1’introduction de la transformée de variable Y.

Il reste cependant a déterminer la vitesse & 1'extrémité gauche de
l’échantillon, V {-L), pour cléturer définitivement les équations

gouvernantes pour la concentration et la vitesse massique moyenne.

Pour cela nous utilisons les conditions aux limites suivantes:

T(-L) =0 ; T(L} =0 (2-19)

afin d’obtenir une expression pour V (-L} en fonction du temps.

Quand les forces de pesanteur et les forces de cisaillement sont

négligeables, 1’équation de quantité de mouvement,

avx aVx ATxx

+ Vx — = ' {2~40)
dt ax g x :

relie la contrainte Txx a la vitesse mdssique moyenne dans la
direction de la diffusion. On voit bien que si la masse volumique et

la vitesse massique moyenne sont connues, la contrainte, Txx, peut

étre calculée.

Pour des raiscns de simplicité de la nctation , l'équation (2-40)

est réécrite sans les indices.
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v av faT

at dx g x

Etant donné que la masse volumique et la vitesse massique moyenne sont
connues dans les coordonneées du systéme y,t, 1'équation de quantite de
mouvement doit donc étre aussi  transformée dans ce systéme do

coordonnées.

L écriture de 1’'équation de quantité de mouvement dans les.

coordonnées de Matano devient donc:

av av av aT
0 —| - vi-L) | —_ | +V [—_ = |— (2-12)
at|— d x d x d x

et 1l”introduction de la transformée de variable, y , permet d’obtenir:

av avy (ay avY (ay aT) (8y
pal—| +l—| |— | * v-veL|— |—|}=|— |— (2-43)
at ; dy at|- avy 4 x vy 4 X

L'utilisation des équations suivantes :

ay 1 : dvy 1'%
R L e (2-24)
d X QD " at 2t
@
d v dv(-~1.) 1 _ 1 D
—| = = Hy)| - -/ & (2-44)
a t)—- dt 2 2
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. - - (2-45)

et

V- V(L) = - 172 YD st H(y) (2-29)

dans 1'équation (2-43) donne aprés réarrangement,

8T ply)D d (_ _ 1 . _ _dv(-L)
= ——= — IV H) + - Ky} + VaDt p(y) (2-46)
ay 2t dy 4 dt

Aprés intégration avec la condition aux limites T(-L) = 0 , on

obtient 1'expression suivante pour la contrainte dans la direction de

la diffusion.

_ DI A O S S o
T(y,t)= — ply) —_ {y H{y} + — H (y}} dy + V4Dmt ply)
2t L dy 4 ‘

dv(-L) _
dy

L dt

(2-47)

En appliquant maintenant, la condition aux limites T{L)= O

, et’en
définissant les paramétres suivants :
. *—d _ — 12— f—
I = P p (y) — <y Hy} + n H (y]) ¥ dy (2-48)
L dy
L] j—
J=p_ 1 p ly)dy {2-49)
L
k3 w—
p = p(y)/pm {2-50)
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1’ équation (2-47) prend donc la forme suivante,

D d V(-L)
0=-"2 1 + vap t J
2t - dt
d’on
d V(-L) 11 5
S = o _— —3— . . ) (2-51)
dt 4 J t ' _

Finalement, 1'intégration de cette équation nous donne 1’expression

recherchée de la vitesse a 1’extrémité gauche de 1’'échantillon ,V{-L),

vi-L) = - - /=2 _ ' (2-52)

La substitution de 1’équation (2-52) dans 1'équation de quantité de
mouvement (2-38) permet d’'obtenir la forme finale de la vitesse

massique moyenne,

Viy,t) = - - /.2 H(y) - 177 } : (2-53)

ou les conditions aux limites sont données par 1’équation (2-52) et

1’équation suivante :

V(L) = - - — H{L) - 1/J (2-54)

Nous pouvons aussi obtenir une expression pour la contrainte, Txx,
i1 suffit pour cela de remplacer 1’expression (2-51) dans 1'équation

de quantité de mouvement (2-47),
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S B AT (R AR T B AR
T(y,t)l= — j ply) — <4y Hly) + —H (y)} dy - - [ ply) dy (2-55)

2t L dy ' 4 J L
avec les conditicons aux limites suivantes :
T(-L,t) = T(L,t) =0 ) (2-19)

La contrainte est donc nulle aux deux extrémités de 1’ échantillon,

ce gqui est raisonable car il n'y a aucune force appliquée en ces

endroits.

Un récapitulatif des équations qui gouvernent la concentration et

la vitesse massique est donné dans le tablieau (2-1).
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Tableau (2-1) : Equations finales du modéle de diffusion

FRACTION MASSIQUE NORMALISEE - & -

2" + (f+g)(z’)2 + 1/D* (2§ + H(?])z'= 0

ou

g =1 y — "

2 =0 Yy — w

VITESSE MASSIQUE MOYENNE - V -

J

3 B I
Vx(y,t) = = 1/2 VD_st I:H[y) —-—}

Conditions aux limites :

V(~ ) = 1/2 VDm/t (I/J)

ou

—
u

« _ d _ _ 1 _ 2 _
P p {y)—_ <y Hiy) +—H(y) dy
dy 4
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PARAMETRES ET DEFINITIONS

L3 *

g = 1/p (3p/02) , f = 1/D (8D/60) , D =D/D_, p =p/p,

_ W - oW
y=x/v4Dmt . z=__ﬂh_.ff

t
X = x - Xu(t) = x - J Vx(-w,t) dt
0

Il n’existe pas de solutions analytiques pour les équations (2-53}
et (2-33) qui doivent donc étre résolues numériquement. La résolution
numérique a l’aide des différences finied de ces équations est décrite

en Appendice D.

Cependant, dans le cas particulier ol la masse volumique et le
coefficient de diffuson sont constants, les fonctions f et g sont

nulles et 1'équation (2-33) se réduit a
+2y @ =0 (2-56)
qui peut étre résoclue analytiquement en donnant

@ = 1/2 (1 - erf(y)) (2-57)

0
ou
~ > Y _52
erf(y) = [ e dE (2-58)
vy 0

Le détail de ce résultat est donné en Appendice A. ao donne le
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profil de concentration pour le cas ou la masse volumique et le
coefficient de diffusiocn sont constants. En d’autrés termes, ao est
la solution quand il n'y a pas de transport par convection {g = 0), et
pas de distorsion dans le prBfil de concentration pouvant étre die a

*
la variation de D, (f = 0). Il <’ensuit donc que , @, constitue une

0
référence convenable lorsqu’on évalue des profils de concentration

dans des systemes ou p et D dépendent de la composition.

La simulation de la diffusion portée dans la figure (2-2) montre

oy

e - e t
une solution typique pour la vitesse massique moyenne, Vx J/;" , et
[24]
pour la fraction‘massique normalisée @ en fonctlion de ; . Iel il n'y a
*
pas de variation du coefficient de diffusion D =1 , d'oll f= 0 et la
masse volumique est une fonction linéaire de la concentration, avec

P = 2 Po

Les paramétres S1 et S2 décrivent les rapports des masses
volumiques et des diffusivités aux deux extrémités de 1’ échantillon et

sont définis comme suit:

Sl=p /p . S$2=D /b (2-59)

La dépendance explicite par rapport au temps du profil de vitesse

n'est pas montrée dans la figure (2-2). ia coemposition @ figure

également, mais aussi @, qui représente le cas ocu il n'y a pas de

0

convection. L'écart entre @ et - @D illustre 1le mouvement de

convection 1induit par la différence des masses volumiques des deux

espéces diffusantes.

Le profil de vitesse subit des variations importantes dans la zone
de diffusion, mais il est essentiellement uniforme dans les régions en
dehors de la zone de diffusion. La vitesse positive dans la zone de
diffusion indique que le matériau se déplace vers la région la moins
dense. Les vitesses ne sont pas nulles aux extrémités car- ces
dernieres sont libres; voulant dire par 1la qu'il n'existe aucune force

appliquée en ces endroits.
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La figure (2-2) est un résultat type qui illustre le mouvement
induit uniquement par la différence des masses volumiques. Cette
figure donne une idée sur les types de solutions attendues lorsque lés
équations (2-33) et (2-53) sont résoluds numériguement et permet aussi
une comparaison du moddle de diffusion par rapport & son é&loignement
de la référence @0 , ainsi que 1'écart qui en résulte lorsqu’on
néglige la variation de la masse volumique avec la concentration. Cet
écarc est d'aprés la figute {2-2) de 1l'ordre de 10 % sur la
concéﬁﬁfgzgéajiD‘autfés fésﬁlfats seront présentés dans le chapitre

Iv.

La prédiction du déplacement des repéres exige la connaissance du
déplacement de la particule dans la direction de la diffusion. Des
expressions de la composante x du vecteur de déplacement sont

développées dans la section suivance.
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Figure(2-2): Profils de concentration et de vitesse en
fonction de la profondeur (S1=2,82=1)
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3. Déplacement d’'une particule.

Dans cette section, nous cherchons & développer une expression pour
le déplacemént d’une particule solide le long de la direction de la
diffusion. Cette expression est nécessaire pour 1’obtention d’une
équation qui gouverne la position des repéres inertes placés

initiallement a 1'interface du couple de diffusion.

Le déplacement d’une particule le long de la direction x est défini
comme étant la différence entre la position en un point denné dans

1'espace x et la position initiale X.
Uix,t} = x - X _ ' (2-60)

Celle ¢l étant la composante x du vecteur de déplacement [2]
L'équation différentielle partielle qui gouverne le déplacement d’une
particule est obtenue en prenant 1'opérateur différentiel de

1’équation définissant le déplacement, & savoir 1’ équation (2-60)

ﬁ .= ﬁ = ﬁ (2““61)

Puisque 1’'opérateur différentiel de la position x est égale a la

vitesse massique moyenne V,

_ Dx _ -
ﬁ-_DT_V (2-62)

1’équation gouvernante pour le déplacement d’un point matériel peut

étre écrite donc comme suit
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o
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Nous avons besoin dfune équation pour le déplacement dans les

coordonnées y, pour cela nous utilisons d’abord 1‘é&guaticn suivante,

C

X = x - | v(-L) dt (2-20)
0

pour passer du systéme de cocrdonnées x , t aux coordonndes du

systéme établies dans 1'é&chantillon x et t, et on obtient

— - V(-L) — + V| — = V (2-64)

En utilisant la transformée de variable, y , et l'expression (2-53)

pour la vitesse massigue moyenne V, il vient

3 U U 3y _ 6 U iy
] [ - + [v - V(—L)] — — | = v (2-65)
a t)]— c j— J d
y g v ‘ 0 % d vy c d = c
et en insérant les équations (2-52) et (2-53), on cbtient 1’ équation

de transport du déplacement d‘un point materiel:
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_ I
= VDm t Hi{y) - - (2-66)

La vitesse V est proportionnelle 3 H{;) , et elle peut étre positive
ou négative, il s’'ensuit que le terme (; + H(;)/Z) peut passer par
zéro (volir profil de vitesse), et comme il passe, ce point sera un

point singulier de 1'équation (2-66).

Si on dénote ce point singulier par ys, nous pouvons définir,

2ys + Hiys) = 0O (2-67)

comme étant 1’équation du point singulier.

L’ importance de ce point singulier deviendra claire une fois que

1’ équation (2-66) est résolue.

La présence d’un point singulier nous oblige a résoudre 1'équation

gouvernante du déplacement séparémment du coté droit et du coté gauche

du point singulier ;S. Ceci exige donc une condition aux limites dans
chaque reégion. Etant donné gque les deux extrémités du couple de

diffusion ne sont pas fixes, la détermination des conditions aux

limites du coté droit ou du coté gauche de ;s exige une examination du

profil de vitesse.

A partir de la figure(2-2) , on voit gque aux deux extrémités de
1" échantillon la vitesse est uniforme. Etant donné que la vitesse est
indépendante de la position toutes les particules aux deux extrémités
de 1’échantillon se déplacent identiquement. Il s’ensuit que le
déplacement des particules s'obtient tout simplement en intégrant les

équations (2-52) et (2-54) par rapport au temps. On obtient ainsi
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l"expression du déplacement au niveau de 1'extrémité située a gauche

du peint singulier, .

Ul-w,t) = ¥D_t /0 . (2-68)

et 1l’expression du déplacement au niveau de 1'extrémité située 3a

droite du point singulier

U, t} = - VDm t [ H{(L) -~ I/J } (2-69)

Ces deux expressions constituent les conditions aux limites a
utiliser pour résoudre 1'équation gouvernante du déplacement (2-66)
dans les deux regions situées de chaque coté du point singulier. la
méthode de résolution de 1’équation (2-66) est la méthode des
"caractéristiques”. Un bon exposé de la technique se trouve dans
Hildebrand [27]. L'algébre nécessaire a la résolution de 1’équation

(2-66) est intéressante, cependant trés longue et est donc placée en

Appendice B.

la solution de la composante du vecteur de déplacement est donnée

ci-dessous :
pour y < ys

_ _ _ _ ) ply)
U_(y,t) =~ vD_ t {{H(y) - 1/J]| - [2 y o+ H(y}] 1 - — (2-70)

pour ; > ;é
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- - _ o (ply)
U (y,t) = - VDt {|H(y) - 17| + [ 2y + H(y}] = -1 (2-71)

o}

Puisque U_(;,t} et U+(;,t] ont la méme valeur lorsque ; s’ approche
de §s, le profil de déplacement est donc continu. Cependant, le

gradient du déplacement est discontinu au point singulier ;s. Ceci

peut étre démoniré aisémment en différenciant les équations (2-70) et

(2-71) par rapport a ; et en insérrant la relation suivante développée

en Appendice B.

P (y) [ 2y +_H{§)] = - H (y) ply) (2-72)

Les expressions ci-dessous relient donc le gradient du déplacement

a de simples fonctions de la masse volumique :

pour ; < ;S :

o (2~73)

pour ; > ys

S (2-74)
o

b

Q:-'O.)
o
+
fl
=
[w}
+
—
1
©
< |
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En général, P_,, n’est pas égal a P, et les gradienis de déplacement

donnent des valeurs différentes quand ;'tend Vers ;s.

Il est a noter que les expressions (2-70) et {(2-71) du déplacement
dans les régions situées de part et d’autre du point singulier
satisfont i’équation différentielle (2-66) qui gouverne le profil de

déplacement.
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4. Déplacement des repéres

Comme le montre le tableau (1-1), le déplacement des repéres est
généraié&ggg*;;iié aﬁx dﬁfféréﬁéés des masses volumiques des espéces
diffusantes. D'autres effets peuvent étre aussi importants, tels que
les réactions chimiques, les changements de phase ou les intéractions

des repéres avec les cavités.

Cependant, dans c¢e travail nous supposons que les repéres se
déplacent avec la vitesse massigue moyenne. Etant donné, qu'on dispose
d’une équation pour le déplacement (voir section 3), il est donc aisé
de déterminer la position des repéres initiallement placés a

1”interface X = 0, et par définition du déplacement d’une particule on
peut écrire '

+

Un = xm -Xm ' (2-7%)
ou, Xm = X, car les repéres sont placés a 1'interface d'origine au
temps t = 0 , d’ou:
Am =0 {(2-76)
et
t
Um = xm = xm + [ V(-w,t) dt = xm + VDt 1/J (2-77)
0]

En utilisant la transformée de variable
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ym = xm / Vap ¢ : (2-78)

dans 1'éguation (2-77), il vient

Um = ym Vab_c + VDt 1/3 (2-79)

En égalisant cette éguation avec l'expressicn du déplacement {2-70)
ou {(2-71) , on obtient aprés simplificacion l’expression suivante qui

gouverne le déplacement des repéres.
2ym + H{ym) = 0 ' (2-80)

Cn peut donc conclure gque la position des repéres coincide avec la

position du point singulier , ym = ys.

I1 faut noter gue

ym = - 1/2 Hiym) (2-81)

et que l'expression de vitesse est

, 1 '
Viy,t) = - — / De Hiy} - 1/J {2-53)
) 2 t

el -1/2 H(;) peut &étre aussi bien positif que négarif dépendant de la

différence des masses volumiques du systéme, et il en est de méme pour

ym, la position des repéres.
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L'équation qui gouverne la position des repéres peut étre écrite de

la facon suivante

-
=
1l

xm / _t =- 172 H{ym) (2-82)

xm = - H(ym) /DTO It (2-83)

qui montre que les repéres se déplacent relativement & 1'interface
d’origine avec la racine carrée du temps. Cecl est en accord avec les

observations expérimentales [12,15,16,17,28]. L’équation (2-83) mentre

iy

que xm est propertionnel a Jﬁ; t expliquant que le processus est

contrdlé par la diffusion .

D’aprés 1’'équation (2-83),i1 ressort que le déplacement. des repéres
dépend des variaticns des masses volumiques et des diffusivités du

couple de diffusion.

Un exemple sur le profil de déplacement et la position des reperes
est montré dans la figure (2-3). Les valeurs des paramétres décrivant
les variations de la masse volumique et du coefficient de diffusion
sont S1 = 2 et S2 = 1, ce qui veut. dire que le coefficient de
-diffgsion est c?qstant.Di E_} g}rp_m = 2 P, ._Ce cas est le méme que

.celui de la figure précédente et bien entendu d'autres cas sont

présentés au chapitre IV.

En ce qui concérne le cas présenté dans la figure (2-3), le
déplacement est constant et uniforme dans les régilons hors de la zone
de diffusion, mais varie dans la zone de diffusion. Le déplacement
positif indique que le matériau le plus dense se déplace vers la
région la moins dense d'’ou le déplacement négatif indiquant une

contraction de cette derniére.
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lLa discontinuité du gradient du déplacement se manifeste au niveau

du point singulier ;s qui est aussi la position des repeéres, ;m =
0,140

On remarque donc que les repéres possédent le déplacement le plus
grand relativement & n'importe quel point matéfiel se trouvant
initialement proche de 1l’'interface. Le déplacement varie d’une maniére
prononcée dans la zone de diffusicn et devient uniforme en dehors de

cette zone.

L.’ étude de 1’expansion et de la contraction qui se manifestent dans
les couples de diffusion nécessite une certaine analyse de la
déformation. Dans la section gqui suit, des expressions sont

développées pour deux mesures de la déformation, la déformation

d’Euler et 1’allongement.
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Figure(2-3): Profils de concentration, de dép'lacement et de
vitesse en fonction de la profondeur (S1=2,82=1)
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5. Déformation Eulerienne et Allongement.

Générallement, les études faites sur la diffusion binaire dans les
solides [15,17,29] ont montré une expansicn de la région la plus dense

et une contraction de la région la moins dense.

l.es équations qul décrivent ces déformations peuvent étre formulées
dans la configuration Lagrangienne non déformable (¥X,t)} ou dans la

configuration Eulerienne déformable ( x,t}).

La formulation de Lagrange se refére a un état de non déformation
et donc a un systéme de coordonnées fixes dans 1'espace, par contre la
formulation d’Euler se référe a un état de .déformation et donc a un
systéme de coordonnées spatiales. Malvern [26] donne une bonne

discussion sur la déformation et 1’allongement des matériaux

La déformation d’Euler est une mesure de la déformation et est en
relation avec le profil de déplacement U . Etant donné que le
déplacement est déja exprimé dans le systéme de coordonnées spatiales
{voir les équations (2-70) et 2-71)), on adoptera ici la formulation
d’'Fuler.

Bien que la déformation d’Euler décrit complétement la.déformatioﬁ
du systéme, 1l existe une autre mesure intuitive de la déformation a

savoir 1’allongement.

L’allongement est défini comme étant le rapport d'une longueur
différentielle a 1’état déformé ds, sgf la longueur d'origine a 1’état

non déeformé, dS.

-L'allongement et la déformation d’'Euler sont qualitativement les
mémes mals leur ordre de grandeur est différent car ils ne sont pas
définis de la méme maniére, mais tous les deux peuvent étre exprimés

en fonction de la variation de la masse volumique du systéme.
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5.1 Déformation Eulerienne.

La déformation d'Euler est un tenseur du deuxiéme ordre défini par
la différence entre le carré d'un élément différentiel de longueur
dans 1’espace (ds)2 et le carré d‘un élément matériel différentiel

dorigine {ds )2.

ds)? - @s)? = g (2-84)

Malvern [26) donne une é&quation reliant les composantes du tenseur

-
de la déformation Eulerienne E ij aux gradients du déplacement,

1 d Ui a u, 4 U au

E ij (2-85)

2 3 xj & xi 4 xi 0 xJ

ol xi et xj sont les composantes du vecteur de position daﬁs 1 espace.
L'&guation (2-85) est wvalable pour un systéme de coordonnées
cartésiennes a trois dimensions, mais étant donné qu’on analyse ici un
_.systéme & une dimension, les gradients du déplacement dans les
directions nofmales a la diffusion sont négligés et 1’'éguation
utilisée ~pour déterminer la composante E xx de la déformation

Eulerienne dans la direction de la diffusion est donnée par

au 1 a U .
E XX = »——— - -~ —— (2-86)
d x 2 J x

ol U a déja été défini comme &tant la composante x du vecteur de

déplacement dans la direction de la diffusion.
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Etant donné que le déplacement U, est connu en fonction de ; et t

>

les gradients de U dans 1'éguation (2-86) doivent étre transformés en

—_ L
fonction de y. L’expression de E est donc réécrite sous la forme

suivante

2
. 1 au 1 U
E xx = — | - —_ - (2-87)
V4D _t 8y )y 8, tloy],

En insérant les expressions des gradients de déplacement (2-73) et
(2-74) dans 1’équation (2-87) on obtient les expressions de la
déformation Eulerienne en fonction des variations de la masse

volumique (voir Appendice C).

A gauche du point singulier (; < ;s)

E (y)= — |1 - | — (2-88)

* ] .
E+ (y) = - 1 - ——— (2-88)

Le profil de déformation Eulerienne est discontinu au point

- * * ) .
~singulier {(ys), car E_ et E_ tendent vers des valeurs différentes
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quand ; ténd vers §s. Cette discontinuité dans le profil de
déformation Eulerienne est la conséquence de la discontinuité des
gradients du déplacement (voir section 3) qui elle méme‘ est le
résultat direct de la discontinuité initiale du profil de masse
volumique qui s'établit lorsqu’on joint les deux solides & 1’interface
d’origine (voir figure {2-1)).

Malvern (26) donne aussi une équation cinématique reliant
1’ opérateur differentiel de la déformation FEulerienne aux gradients de

la vitesse. La forme de cette équation dans un systéme 4 une dimension

est
* * *
DE d E xx 8k xx * a Vx
= + Vx = {1-2Euxx) (2-90)
Dt gt 8 % J x

En transformant cette équation dans les coordonnées du systéme ;,t
, et en utilisant 1'équation (2-52) pour la vitesse, on obtient
1’équation différentielle partielle qui gouverne la déformation

Fulerienne dans la direction de la diffusion {(voir Appendice C)

[2§+H(§)] — | -4t ] — =(1-2E ) H(©) (2-91)

Si les expressions obtenues pour la déformation Eulerienne (2-88)
ét (2-89) sont en concordance avec le profil de vitesse, elles doivent

satisfaire 1’ équation {2-91).

Dans 1'Appendice C, on démontre que les expressions de la
déformation Eulerienne satisfont 1'équation différentielle qui
gouverne la déformation (2-91) , et sont de ce fait compatibles avec

1’expression de la vitesse massique moyenne.
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5-2 Allongement.

Bien que la déformation Eulerienne décrit complétement la
déformation dans un systéme, elle ne relle pas la longueur actuelle
d’'un élément matériel ds, a sa longueur d'origine dS, d’'une maniére
simple parcequ'eile est définie comme une différence entre les carrés

de ces termes.

* 1

Deux mesures géométriques de la déformation sont 1'allongement et
1’unité d’extension. Ces fonctions sont définies d’une maniére simple

et donnent un apperqgu sur la déformation d’un systéme.-

L’allongement A , est défini par 1'expression suivante :

A= S : (2-92)

= aA-1 - I 4 (2-93)

A partir des équations (2-84) et (2-92), il est facile de montrer
pour le cas a une dimension la relation entre 1’allongement et la
.composante de la déformation Eulerienne dans la direction de la

diffusion.

A=(1-2€E ) 12 Lo (2-94)

En intreduisant les éxpresSions {2-88) et (2-89) de la déformation
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[
1

Eulerienne dang 1’équation (2-94), on obtient une- relation entre

1’allongement et la variation de la masse volumique du systéme .

A gauche du point singulier (y < ys)

A(Y) = p__ / pty) | (2-95)

et a droite du point singulier (; > ;S]

A+(y) =P, 7/ ply) | (2*96)

Ces expressions indiquent que les couples de diffusion se déforment
comme des corps différentiels de masse constante en ajustant
localement leur volume pour compenser la variation de la masse

volumique induite par la variation de la composition .

La: figure (2-4) montre la masse volumique, la déformation
Fulerienne et 1'allongement pour le méme systéme reﬁrésenté dans les
figures précédentes ou S1 = 2 et S2 = i, Lés paramétres S1 et S2
décriﬁent les variations linéaires de la masse volumique et de la

diffusivité en fonction de la concentration.

. D(y)

D =— = 1+(S2-1) @& (2-97)
D
s3]

et

. ey .

p =— = 1+ (S1-1)e (2-98)
pm

Ici le profil de masse volumique ressemble a celui du profil de la
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concentration comme 1’indique l’équafion (2-98).

Le tenseur de déformation est une meéure générale de la déformatioh
et est particuliérement utile lorsqu‘dn formule des équations
constitutives pour la contrainte. Lles composantes du tenseur de
déformation Eulerienne et de 1’allongement qui est un scalaire, sont.
toutes deux des mesures utiles de la déformation dans les couples de

diffusion binaire

Cependant, l’allongement est une mesure géométrique de la
déformation et sa valeur indique directement soit 1'expansion scoit la

contraction du matériau .

La valeur de la déformation Eulerienne de 1’ordre de 0,75 {voir
figuré[2-4]) dans la région la moins dense indique que le matériau se
contracte. La raison essentielle est que le matériau le moins dense
est remplacé par le matériau le plus dense cbnduisant_a une diminution

de volume.

La discontinuite QUi appafait dans le profil de déformation
Eulerienne est le résultat direct de la discontinuité des gradients de
déplacement ({(voir 1es‘ équations (2-73) et (2-74)). Cependant, la
source physique de la discontinuité dans les gradients du déplacement,
la déformation Eﬁlerienne et l'allongement est la discontinuité

initiale du profil de 1la masse wolumique représenté dans la figure
(2-1). '

I1 eést intéressant de noter que les repéres sont localisés au
niveau de la  discontinuité du profil de déformation. Ceci est’
physiquement raisonable et on peut considérer que les Trepéres se

déplacent comme une onde de déformation " qul se propage a travers
le matériau avec la racine carrée du temps. On dirait que les repéres
"voient" une région en expansion derriere eux, tendant a les pousser
vers 1’avant, et une région en Cohtraction devant eux qui s'oppose a

leur déplacement

On peut dire que probablement le profil de déformation Eulerienne
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Joue un réle important dans la formation des cavités observées. dans
les couples de diffusion binaire. Les valeurs calculées de la
déformation sont relativement élevées ; de 1'ordre de 0,75, et
suggerent qu’une certaine forme de défaut puisse se manifester dans le
matériau. Les cavités qui se forment dans la région la moins dense

peuvent constituer une évidence de ce type de défaut du matériau.

A ce stade, nous avons développé des équations qui décrivent 1la
composition, la vitesse, le déplacement des repéres et la déformation
dans les couples de diffusion binaire. Dans la prochaine section nous

développerons les composantes de la contrainte.
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Figure(2-4): Profils de masse volumique, de déformation
d'Euler et d'allongement en fonction de la profondeur ( S1
=2,82=1) '
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6. Distribution des Contraintes

Dans la section 2, une expression de la contrainte dans la

direction de la diffusion Txx (;,t) a été obtenue a partir de
1’ équation de_ quantité. de mouvement en négligeant les. forces de

pesanteur et de cisaillement (Eq. (2-55)).

S S O A R S SRS T O A
T(y,t)= — ply) — <y Hiy) + n H{y)r dy =~ — | ply) dy {2-99)
2t L dy J L '

En utilisant 1'équation (2-50) réécrite ci-dessous,

p*(§) = p(?] /P, . (2-100)

on obtient 1’expressicn finale de 1la contrainte (Txx) dans la

direction de la diffusion,

D p Y _d (_ _ 1 _ _ I Y _ _
—_ o w© * 2 . *
T(y,t)= p (yl—dyH(y) + — H'(y)dy - - | p (y) dy
2t dy 4 ‘ J
L ‘
(2-101)

ot 1 et J sont donnés par les équations (2-48) et. (2-49)

Du féit que les deux extrémités de 1’échantillon ne sont pas fixées
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et par conséquent libres, les conditions aux limites qui accompagnent
1’équation (2-101) sont

s

T(-L)

1]
o

(2-102)

T( L)

1l
=]

Ces deux extrémités sont les seules surfaces qui n’exércent ol qui
ne transmettent de force nette, car il n’existe pas de matiére qui

puisse étre accélérée au dela des extrémités de 1’ échantillon.

Au vu de 1l'égquation (2-101), les intégrales entre cfochéts sont
multipliées par le coefficient de diffusion (D) qui est de 1’ordre de
10_9 cmz/s. Il s’ensuit que la contrainte dans la direction de la
diffusion sera faible 4 moins gque ces intégrales prennent des valeurs
trés grandes. Cependant, les termes qui sont contenus dans ces
intégrales sont tous sans dimensions, et ne peuvent donc avoir des
valeurs numériques grandes a moins que la limite ﬁumérique L soit
efféctivement trés grande. Enf d’autre termes, on peut s'attendre & une
faible contrainte dans la direction de la diffusion (Txx) pour des

échantillons de dimensions raisocnables.

Un résultat typique de Txx est montré dans la figure (2-5)
représentant le méme couple de diffusion montré dans les figures

précedentes. Icl la contrainte décreit o0 croit linéairement par
rapport a ; de chaque cOté de la zone de diffusion la ou la vitesse

est constante par rapport a4 la position ;. Dans la zone de diffusion

la variation de la contrainte refléte la variation de la vitesse.

LLa variation linéaire de Txx dans les régions ou la vitesse est

constante par rapport a y est analogue a4 la perte de charge linéaire
rencontrée pour un écoulement laminaire a vitesse constante dans une
conduite. Enfin, la contrainte Txx est égale a 2zéro aux deux

extrémités libres de 1’échantillon
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extrémités libres de 1’échantillon .

Les observations expérimentales de Ruth [18], Stevens et Powell
[15] suggérent 1’existence de grandes contraintes transversales ou

normales a la direction de la diffusion.

En ce qui concerne, 1’ordre de grandeur des contraintes
perpendiculaires a la direction de la diffusion , il peut étre estimé

a partir de la premiére différence des contraintes normales.

1l
—
}

N1 (2-104)

T
XX Yy

ou X et vy indiquent les directions x et v dans le systéme Lagrangien .

L’ordre de grandeur de cette premiére différence des contraintes
normales (N1} peut étre estimé en faisant wun postulat sur le
comportement du matériau et donc sur le degré de déformation

élastique.

Si le matériau subit wune faible déformation son comportement
linéaire et élastique obéit a la loi généralisée de Hooke [52] dont

les composantes normales sont

Txx =2k Exx MR Exx f EYY * Ezz ) o+ Ch (2-103)

ou

E =E_=c¢E - (2-106)
Yy . 2z XX

ft et I' sont les constantes de Lamé, o est le ratio de Poisson et Chest

la contrainte hydrostatique. On peut donc écrire :
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S
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[aS]
g
-
el
+
A
1l
3
=
-+
S
=

) (2-107)
XX

T . -
St G (7-108)

ol E est le module d'élasticité de Young.

En retranchant (2-108) de (2-107) on obtient 1’ expression de la

premiére différence des contraintes normales.

N1

1]
—]
i
—
1l

XX YY E ( 1 -0 ) Exx . (2_109)

Etant donné que pour les petiles déformations ¢lastiques 11 n'y a
pas de différence entre les configuraltions Lagrangienne el Fulerienne,

on peut denc écrire,

=T T =Ty (2-110)
) * Py

Exx'ﬁ E xx , EYY = E yy (2-111)
d’ou

N1 = Txx - TYY =Tux - Tyy =E (1 - ¢ ) E xx (2-112)

S1 maintenant la déformation élastique est importante et donc

non-lingéaire et que le matériau est isotrope et compressible, la loi
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de Hooke n’est plus applicable et on utilise dans ce cas les équations

suivantes [30].

T ~=EE
XX XX

—
1l

YY Yy

Sachant que

YY zz XX
et que : a=1+ 2¢

I1 vient
N1 =T - T = EE ci1 + cz E + c3 E 2 )|
1 = KX vy Y% T Tux XX
avec
ct=(1-¢)

(1 +2E
%X

E E (1 +2¢E
Yy

) (1 - a Exx )+

Y (1 - a EYY )+
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c3 = (1 - 03 iH2+40 ) ‘ \ (2-120)

L’ équation (2-117) renferme les contraintes Txx ,TYY et  la
déformation Exx qui sont valables dans la configuration de Lagrange.
Leurs relations avec la configuration d’'Euler sont les suivantes

[2&,30].

*
1 +2 (o-1) E xx ] Txx

T = T ‘ ' (2-121)
{1 -2 E xx )
l (2-122)
oy = ' P Tyy =Tle
(1 -2E xx)
E xx ;
; = (2-123)
1 - 2E xx )
o
F = ﬁ—*w.{y, PR {2-1 .2[1)
Tvy 2

Etant donné que ¢ est de 1l'ordre de 0,4 | 15,18,31 | , et que Elxx
et  Txx sont de pelits nombres, il s ensuit, aussi bicn pour la
déformation élastique lineéaire que non-linéaire (voir les équalions
(2-110) et (2-117}) que N1 est proportionnel au module de Ycung E

qui est de 1'ordre de 105 MPa.

r

De ce fait, on peut dire qu'étant donné que N1 est grand et que Txx
est effectivement . petil, la contrainte Tyy, normale & la direction de

ladiffusiecn est denc tres grande.
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On peut donc conclure que dans les couples de diffusion, il existe
de grandes contraintes transversales ou normales a la direction de la
diffusion expliquant la distorsion et le fluage des matériaux. Ceci
est en accord avec les observations expérimentales de Ruth [18], et

Stevens et Fowell [157.



Figure(2-5): Profils - de contrainte, de vitesse et de
concentration en fonction de la profondeur( S1 =2, 82 =1

)

CONTRAINTE & VITESSE & CONCENTRATION

PROFONDEUR y

- ﬁo — Q’ —— Vxyt/Dy % Taix (th,.afba)
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7. Tranformation des équations sur une base molaire

Dans la section 2, nous. avons formulé el résolus le processus de
diffusion binaire sur une base massique car la déformation et la

contrainte sont liées a la vitesse massique moyenne.

Cependant, la formulation massigque ne peul résoudre ou distinguer
les éffets molaires, ce quli revient a dire gu’elle ne renseigne’. pas
sur la vitesse meclaire moyenne. Il est & noter également que les

données expérimentales sont reportées en terme de fractions molaires.

L’objectif de cette section consiste en une formulation mblaife du
processus de diffusicn binaire ou des équaticons qul gouvernenl lecs
variations de la fraction molaire et de la vitesse molaire moyenne
sont développées. Les résultats de ia formulation molaire seront
comparés aux résultats de la formulation massique.

La formulation molaire du processus de diffusion binaire pecut étre

développée a partif de 1’ équation de continuité globale,

& C G(C V= ) _
+ . =0 ’ (2-125)
i dx :

et de 1'équation de continuité du constituant A

Qs
@]

S{C  Vax)
oA = 0 : (2-126)
gt %

A

ol la composante dans la direction x de la vilesse molaire meyenne est

donnée par:

C Ve = CA Vax + CB Vi (2-127)
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»

3
la concentration molaire totale en mole /cm™ est

C=C +C (2-128)
A B

Les vitesses des corps A et B a savolr Vax ol Vux sont des puraméires
fondamentaux qui apparaissent aussl dans 1'expression de la vitesse
massique moyenne (Equation (2-4)). Le flux molaire du corps A, CA VaX,

se décompose en un terme de convection et un terme de diffuslog

] * '
C Vax =C Vx + ] (2-129)
A A AX .

ol le flux molaire de diffusion relatif & la vitesse molaire moyenne

pour le cas Fickien [ 23,24,32 j est donné par la relation

- a X ) .
J = - C Dag —— - (2-130)
4 x

ou Dag est le coefficient de diffusion binaire et xA est la fraction

molaire du constituant A définie de la maniére suivante.

x, = , {2-131)

Les équations ci-dessus constituent la base de la formulation
molaire du processus de diffusion binaire et sont analogues aux

équations de base de la formulation massique.

En introduisant les équations (2-129),{2-130) et (2-131) dans



1'équation {2-126), on obtient 1"équation de continuité du constituant

AL

a(C %) a(c XAVX. ) a ox,
+ _ C Dap —— (2-132)
Jt 8 x d x Ox ‘ ‘

It

51 on suppose que la concentration molaire totale ot le coefficient

de diffusion binaire sont tous deux fonction seulement de la fraction

molaire.
C =1 xA) (2-133)
Dag= g( xA} (2-134)

On peut dans ce cas réeécrire 1’équation de continuité globale

{2-125) sous la forme

*

5C (82, 8 Vx . 6cC J x,

— =l +cC + Vx — = 0 {2-135)
& x, J t d x d A 8 x
ol
8 Vx 1 ac[ax . a'xA

= = - + Vx {2-136)
J x C xA d t g x

et celle de 1"équation de continuité du constituant A, & savoir

1"équation (2-132),

J x , 0 x, g C a(C vx ) & a X,
C{—"v v b d — v Lo e —") (2-137)

a t J = at a x d = g x
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On voit bien que le deuxieme terme de gauche de 1'équation (2-137)
est égal a zéro a cause de 1l’équation. de .continuité globale (2-125).

En développant le membre de droite de celte équation on obtient

bx . 8 8%y [ 1 oDas 1 8C oy 1>
A A , A
e+ VR — = DaB s —5 + - + - e
at ax dxn Dag BxA C 8xA ax
(2-138)
Afin de simplifier la notation on utilise,
D = DaB ‘ ) : (2-139)
‘et on définit la fraction molaire normalisée du constituant A,
X -
A AQ .
N=E —— ) (2-140)
Ay xnm
ou xA_m et xAm sont les compositions initiales dans chaque région, et
les fonctions,
. 1 &b . 1l ac
f:_*_ H g:__ i ! (2_141)
D 68N C 8N
ou
k3
D =D/ D
@

A ce stade, on peut regrouper les équations gouvernantes dans les

coordonnées du systleme x et t.
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a

l.”équation de continuité du constituant A

’

R . aN
— + Vx —_— =D 5 + [ f + g ] — (2-142)
at ax ax '

avec les conditicns aux limites

=
1l

1 quand x® > ~c0

=
Il

0 quand % ——— «

et 1'équation de continuité globale

§ V¥x a N
- = -g _— + Vx — . (2"‘144)
g % Ja t

a1}
=

o
>

En remplacant le terme,

Qs
=

d N
Vi —
Jd %

|

a5
-

par le membre de droite de 1’éguation (2-142) on obtient la forme

suivante de 1’équation de continuité glebale.

» * LS
= o D ey |:,J‘ + g ] —_ (2-145)

Pour pouvoilr comparer les deux formulalions molaire et massique du

processus de diffusien, on doit exprimer les éguatlons de la
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formulation molaire dans les cordonnées du systeme y et L. Pour cela

on utilise,

_— ES

X = - Vx (-wo,t) dt = x - XH[t) _— {2-146)
0

ol ¥ et t sont les coordonnées du systéme établies dans 1'échantillon.
Ce type de coordonnées est plus communément appelé coordonnées de

Matano [36].

D*ou
8 vk 8 Vx 5N &N &N 8N

= —_ , = o—_ T, Ty T (2-147)
g = X g = 8 % d xz a x2

de sorte que le gradient de vitesse dans les coordonnées x et &

devient

g Vx - BZN " - 48 N 2

— =-g Dy —, [ f +g ] — (2-148)
3 % g x d x . -

Maintenant, on utilise la transformée de variable

y =x /4Dt | (2-149)



o - = 2-150
d % v 4 % ﬁD " dy ( )

m
5°N 1 (8N
5 %2 i 4D_t 5_y2
8V &V (ay 1 8 v
6% oyloxl 5y

Aprés substitution de ces relations dans 1"équation de continuité

globale {2-148), on obtient:

- ' =
5 Vx B D_ .. [ N . NNTENE
— -3/ ¢ v {— - [ f +g } —_| (2-151)

L' intégration de 1'équation (2-151) donne
Vi (y, 1= Vs (me,U) - 122V0 st 1 (y) (2152
: [£y)
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avec

Y 2 2
E * @ * BN * * 6N —
H (y) = D g — 5 + [ f + g ] —_ dy (2-153)
d dy
oW

En effet si 1’équation de la vitesse molaire moyenne (2-152) est

réécrite comme suit
* — * * — .
Ve (y,t)= Vx (-L,t) - 1/2 VD00 /t H (y) (2-154)

avec L suffisamment grand,le résultat obtenu sera le méme. On retourne

maintenant vers la forme de 1'équation de continuité du corps A en

exprimant cette équation (2-142) dans les coordonnées du systeme x et

t

5 N . . anN &N .. g NY?
— + (Vx - Vx '(-L))|—_|=D —_y +[ f +g } —_— (2-155)
d t d x a % J x

avec

Ve (y) - Vx (-L) = - 1/2 vb_ /st H (y) (2-156)

L’utilisation de la transformée de variable y , dans 1’équation
(2-155) donne 1’expression finale gui gouverne le profil de la

fraction molaire normalisée,

2

N+ (f =g ) N'“ + 1/D (2y + H (y)) N' = 0O (2-157)
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ou

; Nl: - 2 (2_158)

Lles conditions aux limites sont

N =1 quand ; — —@ ou -L f2—159)
N =0 guand ; ——— @ ou L
L'expression (2-157) est wune équation intégrale - différentielle

non-linéaire dont la forme est analcgue & celle de la formulation

nassique.

Pour clére cette formulation molaire on a besoin d’une expression
pour Vx*(—L] afin d'obtenir le profil de la vitesse molaire moyenne.
Bien que les vilesses molaire et massique sont différentes dans la
zone de diffusion elles doivent étre égales la ou les gradients de
composition sont nuls. Cecl est raisonnable du poinl vue physique et
peut étre démontré aisément a partir de 1'expression générale qui lie

les composantes des vitesses massique et melaire.

Le flux massigue du corps A, donné par 1’ égquation (2-5), peut étre

exprimé sous la forme,

pa Vax = pa Vx + _JAX (2-160)

quant au flux molaire du corps A, donné par 1’équation (2-129), il

eut s’ écrire comme suit
p

#* »

C Vax =2C Vx + J ' (2-161)
A A AX
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En égalisant les expressions (2-160) et (2-161) on obtient une
expression liant la vitesse massique moyenne a la vitesse molaire

moyenne pour un systeme de diffusion binaire.

Vo = Vx + — J N (2-162)

Cette eéquation peul eélre réecrite en introduisant les expressions

appropriées des {lux de diffusion molaire el massique, el on obliont:
Ve =Vx - — D | — - — D | ——= (2-163)

11 est donc clalr que lorsque les gradients de composition sonl nuls,

les vitesses massique et molaire sont égales.

Dans notre cas, les gradients de concentration sont éffectivement nuls
aux deux extirémites libres de 1'échantillon, et on peut donc dire que

les vitesses moyennes massique et molaire sont égales. Dol 1’on tire:

Ve (L) = Vx(-L) : | (2-164)

* .
Vx (L) = Vx(L) : {(2-165)
En utilisant 1’équation (2-52) pour Vx(-L), on obtient:

VX*(—L) = 1/2 VDm AT V| (2-166)

d'ou 1’ expression générale de la vitesse molaire moyenne,
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* — * —
Ve (y) = - 1/2 VD00 /t H (y) - 170 | (2-167)

ol 1 et J sont donnés par les équations (2-48) et (2-49) et H*(;) par
1"&quation (2-153). ‘

Les équations (2-157) et (2-167) décrivent complétement le
processus de diffusion binaire sur une base molaire et sont
complétement analogues aux équations (2-33) el (2-53) qul décrivent le

systeme dans la formulation massique.

Les deux formulaticns se valent mais chacune d'elles peut apporter
plus de lumiére sur un phénoméne donné. A titre d’ exemple, on préfére
la formulation massique lorsgu’on veut connaitre la contrainte , car
la vitesse'apparaissant dans 1’équation de quantité de mouvement est

une vitesse massique moyenne.

Tout Jjuste comme les varlations de la masse velumigue sont la
source du profil de la vitesse massigque moyenne, les variations de la
concentration molaire sont la source du profil de la vitesse molaire

- MOYenne.

Etant donné gque les vitesses moyennes massique et molaire ne sont
pas toujours égales, il existe des systemes ou la vitesse convective
esl uniforme dans une formulation mais pas dans Caulre. A bLitre
d’exemple, la {lgure (2-6} montre la composition et les profils des
vitesses moyennes massique et molaire pour un systeme avec une
variation de la’ masse volumique mais avec une concentration molaire
constante. Cecl est similaire au systeme Au-Ag ou la masse volumigue
de l'or est presque le double de celle de 1'argent alors que la

concentration molaire est la méme pour les deux espéces.

En ce qul concerne le systéme montre dans la figure [(2-06), la
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concentration molaire est constante de méme que le coefficient de
* ,

diffusion, D = 1.La masse volumique du corps A est le double de celle

de B, mais la masse volumique n'est pas une fonctieon linédaire de 1la

fraction massique comme dans les figures précédentes,

Ceci vient du fait ,que lorsque la dépendance de la concentration
molalre sur la fracticn molaire est spécifiée, la dépendance de la
masse volumique sur la fraction molaire ocbéit a la contrainte

imposée par les poids moléculaires des deux corps Ma et Ms.

o = CA Ma + CB MB ' o ' (2-168)
ou : .
p=Co{x, [ Ma-Mp)+ Mg b : (2-169)

Cette expression montre que lorsque la concentration molaire totale
C est constante, la masse volumique devient une fonction linéaire de

la fraction molaire.

Afin de décrire les variations de la concentration molaire totale,

on introduit deux nouveaux paramétres Sc et Suw

C—CD

Se' = T : : (2-170)
4]

et
Ma

SHW = H‘g - (2‘1[1)

3

Du fait que la masse volumique el Ja concentration molaire sont
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li¢es par les peids moléculaires, il s’ensuit que les paramétres S1,Sc

,et SHW obéissent a la contrainte suivante:

51 = 5S¢ Suw (2-172)

Dans la figure (2-6) ces parametres ont les valeurs suivantes:

S1 = =2 , Sc =1 , SMw = 2

Le résultat obtenu consiste en une vitesse massique moyenne variable

et une .vitesse molaire moyenne uniforme. lLe profil de la fraction

massiqué normalisée subit une distorsion du fait de la convection

induite par la variation de la masse volumigue, alors que le .profil

de la fractlion molaire normalisée N ne subit pas de distorsion car la

vitesse molaire moyenne Vx' est uniforme et gque la diffusivité est
*

constante D = 1, il s’ensuit gque le profil de N est donné par la

fenction de Gausse analogue a 1'équation (2-57),

N, =2, =1/24{ 1 ~ erf(y) (2-173)

Dans certains cas les vitesses massique et molaire moyennes sont de
signes opposes, 11 s'ensuit donc gue la direction du mouvement de
convection dépendra de la formulation massique ou melaire utilisée
pour analyser le systeme. ici la masse volumique du corps A est
supérieure a qelle de B, mais sa concentration molaire est imférieure
& celle de B. Un tel systéme est simulé dans la figure (2-7) ou la
concentration mclaire est supposée étre une {fonction linéaire de la

fraction meolaire.

Ayant dévelcppé un modéle de diffusion binaire, on retourne notre
attention maintenant vers la détermination des coefficients de

diffusion binaire a partir des profils de concentration.
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Figure(2-6): Fractions massique et molaire normalisées et

vitesses molaire et massique moyennes d'un systeme avec

une concentration molaire constante (S1 =2, §2=1, Sc=1,
Smw= 2)

Concentration ef vitesse

Fa s X
Y

.4 -3 -2 A 0 1 2 3
PROFONDEUR ¥

S ¢0 = NO —— ﬁ _ - '\"x* Pterw'."' Vx btlnm
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CONCENTRATION ET VITESSE

Figure(2-7): Fractions massique et molaire normalisées et
vitesse molaire et massique moyennes d'un systeme avec
une concentration molaire varaiable (S1=2, S2=1, Sc¢=0,5,
Smw=4)

[ -3
[ ]
[ 2
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CHAPITRE 1l

DETERMINATION DES COEFFICIENTS DE
| DIFFUSION A PARTIR DES PROFILS
EXPERIMENTAUX DE CONCENTRAT I ON
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A. Nacer, These ] Chapitre 1117

111 DETERMINATION DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION A PARTIR DES PROFILS
EXPERIMENTAUX DE GONCENTRATION.

.Jusqu’a présent nous avons développé des équations qul gouvernent
la concentration, le déplacement des repéres, la vitesse, la
contrainte, 1’allongement et la déformation Eulerienne dans les
couples de diffusion bkinaire. La scolution numérique de ces éguations
nécessite la connalssance des variations de la masse volumique et du
coefficient de diffusion avec la composition. Ce qul revient a dire
que les fonctions { et g dolvent étre connues pour simuler

numériquement le processus de diffusion.

Un autre probléme consiste en la détermination du coefficient de
diffusion a partir d’un profil deonné de concentration. L’ebjectif de
ce chapitre consiste a développer une méthode générale pour déterminer
la diffusivité dans un couple de diffusion binaire. Etant donné que
les échantillons renfermant des repéres sont sujets a des erreurs de
mesures, l’analyse decit étre indépendante de n’ importe quelle mesure
des repéres. lLa dépendance de la masse volumique sur la composition
est supposée connue car celle ci peut étre obtenue a partir d’'une

expérience indépendante.

Afin d'éviter des erreurs dans le calcul des diffusivités, les
données expeéerimentales a analyser dolvent &tre reportées dans les
mémes coordonnées du systéme utilisées dans la f{ormulation des
équations qui modélisent le‘processus de diffusion. La localisation
des coordennées du systeéme dans les échantillons expérimentaux
‘constitue un des problémés importants que 1'on rencontre lorsqu’ on

analyse les profils de concentration.

On rappelle les coordonnées du systéme établies dans !’ échantillon

par x et les coordonnées d’origine fixes par x ou:
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Les profils de concentration des échantillons expérimentaux sont

géneralement reportés dans les coordonnées de Matano

définies par

x dy, =0 (3-2)

“ou X, est la fraction molaire du constituant A.

" n

L' équation (3-2) localise le plan de Malano ", qui esb Yorigine
des coordecnnées, en égalisant les aires hachurées montrées dans la
figure (3-1).La position du plan de.Matano dans les coordonnées x,t du
systeme est xH(t). En géneérale, la position du plan de Matano ne

‘coincide pas avec 1'origine des coordonnées x ct t, ainsi les donnces

expérimentales ne peuvent étre analysées dans les coordonnées fixes.

Dans la section sulvanie, unc mélhode d’ Inversion pour  la
détermination de la diffusivité a partir des profils de concentralbion
reportés dans les coordonnées de Matano esl développée a partir de la

formulation massique décrite au chapitre 11
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A

Fraction IR

molaire . .

X Interface d'origine Origine du plan de Maﬁtano

‘ 1 > dans les coordonnées x -
{(non mesurable
dans les échantillons
expérimentaux)
€

.
X

=0 | xM(t) ' Distance

Figure{3-1): Relation entre les coordonnées d’origine et

coordonnées de Matano avec x - x = xH(t)
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1. Méthode d’inversicn pour la détérmination du coéfficient de

diffusion.

Dans cecce section, on se propose de déterminer la diffusivicé D &
partir des dennées expérimentales de concentration reportées dans les
cocrdonnées de Matano. Pour cela on intégre formellement 1°équation
(2-33) qui gouverne la concentration dans un couple de diffusion
binaire. -

Le terme " méchode d’ Inversion " fait référence au calecul de D

-connaissant ©, qui sst donc 1l'inverse du calcul de @ & partir de D .

On débute avec 1‘équacion (2-33) du chapitre Il réécrite ci-dessous

7 w — —
0« (L~ g ) & +1/D {2y + Hly) ) &' =0 ©3-3)
ol A
Y
— - 2 -
Hiy) = D g @ " + (£ + g @ dy ‘ (3-4})
-0 !

Ces &guations sont valables dans les coordonnées v de Matano et
forment la base ds la wé€rhode d'inversion utilisée pour le calcul de

"

b

Etant donné gue 1'équaticon (3-2) définie le plan de Matano & un

temps de diffusion fixe, il s’ensuit gue 1l‘'cn peuc écrire,

y dx. = 0 , (3-5)
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o

mais comme le profil de concentration dans les coordonnées ; est
indépendant du temps, 1'é&guation (3-5) locdlisera le plan de Matano a

une certaine valeur constante, a savolr Y, o Ainsi, la position du

plan de Matano dans les corrdonnées ;, t est

xM(t) =y 4Dm t : : (3-6)

L’ introduction de cette équation dans 1’équation (3-1) donne,

y -y =y ' . o (3-7)

ce qui 1lmplique gque les dérives de @ par rapport a y cl y sonl égales
car y, eslt une constante.

L'équation (3-3]) peut étre réarrangée pour donner

e (D @)D gl (2y+HEY)) =0 (3-8)

qui aprés intégration a partir de la limite numérique pesitive L donne

Y d Y ; Y Y
[ -~ (D @) d& +J D g @’2 dé + 2 J £ o'df + [ H(E) 2'dg =0
dg

L - - . (3-9)
ou
- v y ¥ 5
D e -D (L) 2" (L) +J D g‘@’z d + 2{€ @ - J @ d& +J H{£) @ dE€= 0
- Lok - (3-10)
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cu

y Yy y
D" @' -D (L) o’ (L)+| D g o' dfi2ye -2L (L) -2| & df +| H(E) o'df = 0

L L L
(3-11)

L‘é&guation (3-11} peut constituer wune base pour une méthode
ivrérative pour calculer D“, mais cela nécessice une division par w'(;)
guli est une différenciaticn numérique ds @(;) et qui souvent donne
des " pigs : Afin d'éviter la division par @'(;), 1’ &quacion (3-11)

. —

sera incégrée une seconde fols pour donner une expresgion pour D (y)

aly).

v Y y Y £
= 3 "
Da ds -] D (L' (Lid§ «| - | D ge'® dy df «2| & e(Frde -2 e(L)| d¢
L L ' L L L L
y Y o .
- 2 @{z) dy 4f + H{z) o' (z) dy d¢ = 0 (3-12)
L L ' L "L
ou
R Y an” £ . , Yo . -
Do - — »df- D (Lye' {LYdf+ D ge' dydé- 2Le{l) (y - L)
L p 04 L L L '



Y Y Y Y
+J J H{z)la' (z)dyd& + 2J_ge(&)dg - 2; J 2(g)dE+ ZJ €e(£)dg = 0 (3-13)
L L ‘ L L L :

ou y et € sont des variables muettes d’intégration et ou la relation

suivante a été utilisée [27].

y £ - y y | '
[ J @({z) dy d€ = vy J o(g) d&. - [ g o(£) dg (3~14)
L

L

L' équation (3-13) devient :

. e : Y
D (y) e(y) - D (L) (L) - [ — 2 df - 2L 8(L)(y - L) + 4J £o(£)dg -
El3
. L L
y (€ vy &
% — *
. D (L) (L) (y - L) + J J D g z’qu d€ + J [ Hiy)} @ (y} dy d€ = 0
bob -k (3-15)
Finallement on obtient 1" expression sulvanie pour Dh{;) z(;):
.. . Y &’ _ .
D (y) wly) =D (L) 2(L) + J — @ df + (y - LH2 L (L) + D {L)a" (L)
9
L .
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y % ¥y £ y &

— ‘ R . o L2
+ 2y| o(E)dE - 4 Ealg} dE - b ope’ Tdy df - { Hiyle' (y) dy d&
L L L ~-L L L
' (3-16)
Les données expérimentales renferment  des  perlurbations.  Ces

perturbations sont amplitiées par diffc¢rencialion de sorte que les
dérives secondes des données expérimentales ne sont plus fiables pour

o

dans  Llexpression de Hiy),

te calcul numérique. Afin d'éliminer @

1"équation (3-4) scra integrée par partie ol rearrangee pour donner

1’ expression suivante de H[;) (voir Appendice E),

: y
H(y)= D (¥) g ' (y)- D (<L)g(-L)o’ (-L)+ o”z'{g%’ - g'}dg (3-17)
L

L’utilisation des équations (3-16} el (3-17) sous forme de
-
différences finies permet la détérmination de 1 par integration

numérique.

?

Connaissant -L , L , g , @ et @& le programme informatigue

*
perméttra de résoudre pour D par itération. Les élapes suivantes

donnent les grandes lignes de 1l algorithme.

.
1) On suppose ' = 1 dans tout le domaine de concentration,

— * — —
2) On calcule Hiy) el D (y) &(y) en utilisant les équations (3-16) et

(3-17) sous forme de différences finies,

* — E x — — —
3) On calcule un nouveau profil D (y) en divisant D (y) 2(y) par e(y]),

£ - Y-
4) On compare le nouveau profil D (y) a 1’ancien D (y) utilisé dans

1’ étape 2
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e * — E —
5) Si le nouveau D (y) est suffisamment proche de 1'ancien D (y) on

arréte le calcul. S5‘ils ne sont pas proches, on retourne & 1’ atupe

' . -
2 mais en utilisant le nouveau D (y).

Générallement, les données expérimentales de concentration sont
reportées dans la littérature sous forme de graphique de fraction

molaire X, en fonction de la position dans les coordonnées de Matano

pour un temps fixe t. Le passagé de x a ; nécessile la connaissance de
D00 . Si le couple de diffusion binaire est constitué de deux corps
purs A et B, Dw peut étre pris comme étant la diffusivité du traceur
de A dans B, car a dilution infinie le coefficient de diffusion du
traceur est égal au coefficient de diffusion binaire [38]. Si
1’ échantillon est constitué initiallement d’un alliage de A et B, D00

doit étre éstimé & partir des corrélations [39)}. Une fois que 1'on

connait D00 il devient trés simple de passer de xA[x) a xA(y). Les
fractions molaires sont aisémment transformées en fractions massiques

w, 3 1’aide de la relation [24] suivante:

x Ma ‘
£y

= . : (3-18)
+ - -
A xA Ma xa Mz

ou Ma et MB sont les masses molaires des corps A et B, respectivement.

Evidemment z{;] est obtenu a partir de wA(;} en utilisant w_ et la

définition de @ , a savoir 1’équation (2-32) du chapitre II.

Dés que z(;) est obtenu, B'f;) peut étre obtenu par différenciation
nunérique. La dépendance de la masse volumique sur la composition doit
étre mesurée ou supposée. En tout état de cause, g({w) doit étre une

fonction connue de la composiiion.
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2. Méthode de Boltzmann-Matano et son extension.

La détermination du ccefficient de diffusion en fonction de la
concentration se fait généralement & 1'aide de 1la méthode de
Boltzmann-Matanoc [36,40]. Comme il est montré dans 1’ Appendice E,
cette technique a &été obtenue a partir de 1’équation de continulté de
1’ espéce pour le cas d’une concentration molaire constante et sans le

terme de transpori par convection:

a CA d SCA
= — n —= {3-19)
J t 8% d x
"En  inlroduisant la transformée de wvarlable y , el aprés
»
intégration on obtient 1’éqgualion pormebiant  le  calcul  de D

connaissant xA(yJ,

_oﬁ X, est la fraqtjon molaire, introduite simplement en divisant
1"équation (3-19) par la concentration totale C, qui est supposée
constante. Ceci est fait car experimentalement les profils de
concentratlon sont généralement reportés en fractions molaires. Etant
donné que les gradients de composition tendent wvers =zéro aux deux
extrémités de 1’ échantillon et que D* a une valeur finie la contrainte

suivante se déduit de 1'équation (3-20).
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AT
= O 3"5
y dx, | | {3-5)
4
s3]
Celle ci clanl 1'expression utilisée pour localizer le plan de Malano

dans le cas d’une concentration molaire conslante.

Du fait que ces éguatlons ont été dérivées pour le cas particulier
ou la concentration molaire est constante, elies ne sont exactes que
‘pour les systémes ou C est constant. Etant donné que les équations
(3-19) et (3-20) ont été développées dans les coordonnées x,1’ équation

(3-21} localiséra le plan de Matano coincidant avec 1'origine des

coordonnées x, <’est a dire que x = x, quand C est constant. Cependant
guand C varie avec la composition, la vitesse molaire moyenne ne sera
pas nulle, et les équations (3-19) & (3-21) manqueront un terme de
transport par ccnvectlon. [l s’ensuit que 1" équation ({3-21) ne
_localisera plus le plan de Matano avec 1’origine des coordonnées X

r

alors que les données expérimentales sont reportées dans les

coordonnees x

La distinction entre, le cas d'une concentraticn molaire constante
{ou la méthode de Boltzmann-matano est exacte) et le cas ou O est
variable (et donc la méthode n’'est pas exacte) esl généralement

ignorée. De ce fait la méthode de Boltzmann-Matano est routinement

appliquée méme aux systémes ou C est variable.

En résumé&, quand la méthede de Boltzmann-Matano est appliquée aux
couples de diffusion binaire ou la concentration molaire est variable

les diffusivités calculées renfermeront deux sources d’ erreur

*®
1) La vitesse molaire moyenne Vx , est ignhorée.

2) L'éguation (3-21) ne localisera plus le plan de Matano a 1’
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origine des coordonnées x, c'est & dire que x # x, alors que la
méthode a été dérivée dans les coordonnées x. [l s’ensuit que les
équations et les données expérimentales sont dans deux systemes de
coordonnées totalement différents, et le déplacement relative des deux
coordonnées du systeme n’est pas pris en comple dans la dérivée par

rapport au temps dans les égquations.

Dans cette section, une forme générale de la méthode
Eoltzmann-Matano est développée qui tient compte de la vitesse molaire
moyenne et de la différence des coordonnées du systeme. Il s'avére que
1'extension de la méthode ne peut étre appliquée directement pour
1"analyse des échantillons expérimentaux car la vitesse molaire
moyenne ne peut étre calculée. Néanmoins, les erreurs qui découlent de
1"application de la méthode de Boltzmann-Matano a des systemes ou la
concentration molaire est variable seront illustirées par la procédure

sulvante

1} On génére un profil de concentration et une vilesse molaire moyenne
par la résolution des équations (2-157) et (2-167) pour un systeme
avec unec concentrabtion molaire constanle. 1cl la diffusivite ost une

fonction cennue de la composilion.

2) Ce profil.de concentration est analysé en utilisant la méthode de.
Boltzmann-Matanc et son extension développée dans cette section. Le
calcul de D‘ a 1l'aide de 1l'extension de la méthode de Boltzmann-Matane
est possible car maintenant la vitesse molaire moyenns est connue &

partir de 1’étape 1.

3} A titre de comparaison, les résultals de chague méthode seront

données ainsi que D vral wutilise pour générer le profil de

concentration.

On démarre avec 1'éguation de continuité du corps A sous forme

molaire
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g CA g X‘ , g ac.
(3-22)

ou D est le coefficient de diffusion binaire. Cette équation sera

transfdrmée d’abord dans les coordonnées x de Matano définies par
L'Eq. (2-146)

g C

. ac 3 * 3 ac
A
—2 b -V (-a)

{3-23)

Q@
+

|

e |
L
Q@

kg

[»1)

=

> |
E

En introduisant la transformée de wvariable ;, donnée par
1’Eq. (2-149),et en utilisant 1’équation {2-152) développée au Chapitre

IT et réécrite ci-dessous,

* — * * —
Vx (y,t)= Vx (-, t) - 1/2 fDm 7/t H (y) {3-24)
i1 vient:
(& 8 y - P 5C
2y At G HW —{n 4 (3-25)
Jy ay 3y dy

* * — ‘
ouD =D/D , etH (y) est donnée par 1’équation (2-153) développée

au chapitre IT1.

Aprés intégration et réarrangement de 1'équation (3-25) on obtient
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couples de diffusion binaire.

< 2 ay _ . .

D (g} =-—-| — ydC + 1/2 C H (y) (3-26)

A A A
C ax C

‘ : . _

On voit qu'il y a un terme en plus ( CA H {y)} ) qui tient compte de
la convection. On peut montrer facilement que la méthode d’extension
donnée par l’équation (3-26) se réduit a la méthode conventionelle de

*
Boltzmann-Matano. En effet quand C est constant , g devient nul et

»  —_— w* —
H {y) aussi, d’ou CA H (y) est égal a zéro. Finalement,étant donné que
C est constant, il peut étre placé 4 1'intérieur de 1’ intégrale et

1’ équation (3-26} se réduit a,
. dy .
D (xA} =-2 | — y dxA (3-27)

qui est identique & 1’équation (3-2C) de Boltzmann-Matanc. La figure
*

(3-2) montre les erreurs dans le calicul de D quand la méthode de

Boltzmann-Matano est appliquée a un systeme ou C est variable. Ici la

concentration molaire varie linéairement avec la fraction molaire,
C(N) = Cm (1 + {(Sc -1} N ) (3-28)

oU la concentration molaire de A est le double de celle de B ; Sc = 2.
' *
La diffusivité utilisée pour générer le profil de concentration est D

"
= 1 partout. Ce D est montré en ligne continu dans la figure (3-2) et
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lister sous le terme D‘»i vral dans le tableau (3-1).

Les diffusivités caiculées par la méthode de Boltzmann-Matano sont
listées sous le terme DﬁBM dans le tableau (3-1} et apparaissent sous
forme de courbe dans la figure (3-2). Les erreurs sont systématiques
car elles sont le résultat d’un terme de convection manquant dans
1’ équation (3-29).

Dans la pratique la méthode de Boltzmann-Matanc n’est pas employée
dans des régions oG les gradients de concentration deviennent faibles,
a cause de la difficulté de différencier avec précision les données

expérimentales de la fraction molaire en fonction de la position.

A ‘cet effet, la methode de Beltzmann-Matano est appliquée
uniquement dans les régions de composition interhédiaire la ou les
erreurs montrées dans la figure (3-2) et listées dans le tableau (3-1)

"sont petites.

Quant aux résultats obtenus avec la méthode d’'ektension, ils
*
colncident avec ceux de D vral. Ces résultats sont listés sous le
* .
terme D exTBM dans le tableau (3-1) et apparaissent avec le symbole

cercle plein dans la figure(3-2).

Dans 1le tableau (3-2) , la méthode de Boltzmann-Matano est
appliquée & un systéme ol la concentration totale molaire est presque
constante C_oo = 1,01 Cm ou Sc ='1,01. Comme on peut le constater
d’aprés le tableau (3-2), les erreurs qul en résultent sont trés

petites lorsqu’on neglige les faibles variations de concentration .
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DIFFUSIVITE D*

Figure(3-2): Comparaison des diffusivités évaluées par les
méthodes d'extension et de Boltzmann-Matano pour un
systeme avec variation de concentration molaire (S1=1,
S2=1, Sc=2, Smw=(,5)

1,4 -

0,6 - .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FRACTION MOLAIRE NORMALISEE N

I—-"Matnno—Extension o Vrai
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Tableau (3.1}: Comparaison des diffusivités calculées par la
méthode de Boltzmann-Matano et la méthode
d’Extension a partir d’un profil de concentration
généré numériquement (C_. =2C_ ). )

. Ll * ES
N : D vrai D BM % Erreur ! D ExTBM I% Erreur
0,999 1,000 1,087 8,7 1,000 0
0,995 1,000 1,100 10,C 1,000 0
0,990 1,000 1,106 10,6 1,000 0
0,985 1,000 1,110 11,0 1,000 o
0,980 1,000 1,112 11,2 1,000 0
0,975 © 1,000 1,114 11,4 1,000 0
0,970 --1,000 i,116 11,6 1,000 0
0,965 1,000 t,117 . 11,7 - 1,000 Q
a, 955 1,000 1,118 11,8 1,000 Q
Q0,950 1,000 1,118 11,8 1,000 Q
‘0,900 1,000 1,115 11,5 1,000 0
Q0,850 1,000 1,105 10,5 1,000 0
0,800 1,000 1,094 9,4 1,000 0
0,750 1,000 1,078 7,8 1,000 0
0,700 1,000 1,064 6,4 1,000 0
0,650 1,000 1,044 4.4 1,000 0
0,600 1,000 1,029 2.9 1,000 0
0,550 1,000 1,009 0,9 1,000 0
0,500 1,000 0,987 -1,3 1,000 0
0,400 1,000 0,950 -5,0 1,000 0
0,350 1,000 0,932 -6,8 1,000 Q
0,300 1,000 0,905 ~9,5 1,000 0
0,250 1,000 0,888 -11,2 1,000 0
0,200 1,000 0,369 -13,1 1,000 0
0,150 1,000 0,849 -i5,1 1,000 0 :
0,100 1,000 0,830 -17,0 1,001 0,1
0,050 1,000 0,810 -19,0 1,001 0,1
0,020 1,000 0,800 -18,4 1,002 0,2
0,001 1,000 0,823 (- -17,7 1,005 0,5
D‘BH :Diffusivité calculée par la méthode de Boltzmann-Matano
D*EXTBH :Diffusivité calculée par la méthode d’'Extension de

Boltzmann~-Matano

% Erreur : Erreur relative en pourcent

106



Tableau (3-2) : Résultats de la diffusivité calculée par la
méthode de Boltzmann-Matano obtenue a 1’aide
d’un profil de composition molaire généré
numériquement pour un systeme avec une
concentration molaire constante (C_00 = Cm )

* *

N D vrai D BH % Erreur
0,999 1, 0000 1,0001 0,01
0,990 1, 0000 1,0001 0,01
0,985 1, 0000 . 1,0000 0
0,981 1, 0000 1, 0000 0
0,975 1,0000 1,0000 0
0,969 1,0000 1,0001 0,01
0,960 1,0000 1,0001 0,01
0,955 1, 0000 1,0001 0,01
0,940 1,0000 1, 0000 0
0,929 © 11,0000 1, 0000 0
0,921 1, 0000 1, 0000 0
0, 908 1, 0000 1, 0000 0
0,852 1, 0000 1,0000 0
0, 802 1, 0000 1,0000 0
0,751 - 1, 0000 1,0C00 0
0,705 1, 0000 1,0000 0
0,600 1, 0000 1, 0000 0
0,500 1, 0000 1, 0000 0
0, 400 . 11,0000 1, 0000 0
o, 305 1, 0000 1, 0000 0
C, 198 1, 0000 1, 0000 0
0,102 1, 0000 1, 0000 0
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CHAPITRE IV

RESULTATS ET DISCUSSIONS
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A. Nacer, Thése : Chapitre IV

IV. RESULTATS ET DISCUSSIONS.

Dans le chapiére IT, les équations qui décrivent les co&ples de
diffusion binaire ont été développées .et leurs solutions ont été
données pour un cas spécifique, a saveoir S1 = 2 et S2 = 1. Dans le
chapitre 1III, wune méthode d'Inversion perméttant le calcul des
coefficients de diffusion binaire a partir des profils expérimentaux

de concentration a été présentée.

Ce chapitre a deux objectifs principaux :

~ La simulation du modéle.
.

Nous décrirons les principaux résultaté du modéle de diffusion
binaire présenté dans le chapitre II en simulant numériquement un
couple de diffusion binaire pour des valeurs choisies des paramétres
de masse volumique et de diffusivité S1 et S2. FEn outre, nous
‘souhaitons interpréter ces résultats en termes de variations de masse

volumique et de diffusivité en fonction de la concentration.

- La confrontation du modéle aux résultats expérimentaux.

a} La comparaison des-coefficients de diffusion binaire expérimentaux
évalués par la méthode d'Inversion et par la méthode de
Boltzmann-Matano pour les couples de diffusion Au-Ag, Au-Pt, Au-Pd,

Au-Ni, Cu-Ni et 2r-Ti.

b) La confrontatien de la prédiction du déplacement des repéres par
rapport aux résultats expérimentaux pour les couples de diffusion

suivants : ( Au~Ag, Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni, Zr- (20 % Zr-80 % Ti )
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c) La prédiction de la déformation dans les couples de diffusion

suivants : (Au-Ag, Pt-Au, Au-Pd ,Au-Ni ,Cu-Ni ,Zr-( 20 % Zr-80 % Ti )

1. Simulation des résultats du modéle.

Dans le chapitre 1I, les équations de continuité globale et de
1'espéce ont été transzrméeS en un ensemble d’ éguations qui
gouvernent leg profils de concentration, de vitesse, de contrainte ,et
de déformation dans les couples de diffusion binaire. Les équations

qui en résultent sont résumées dans le tableau (4-1).
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Tableau {(4-1) : Résumé des équations décrivant la diffusion binaire
a l’état -solide ]

1. Equation gouvernante de la composition -~ @ (;) -
. 2 ¥ e - '
2’ + (f+g)(@’ )™ + /D (2y + H(y))g’ = 0 (4-1)

2. Définition de H(y)

y
H(y) = J D g {z “ v (frg) (e )2 } dc . (4-2)

3. Equation de vitesse massique moyenne :

- _ I
Vely,t) = = 1/2 VD 7T |H(y) -~ ' (4-3)
J
e, _d (. _ 1 _23) _
~I=p_ p (y)—_ <y H(y) +—H(y) dy (a-4)
J dy 1
—0J
r® .
» - - R
J = P, p (y) dy , (4-5)
Y -m
4. Localisation du point singulier et des repéres , ;s = ;m
2ys + Hlys) = Q (4-6)

5. Position des repéres

xm = ym VaD_t (4-7)
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6. Equations du déplacement

_ ' _ I . ety
U (y,t)= —VDmt {{H(y) - — )-(2y+H(y)) [ 1 - ] }'
- J p-ca

(4-8)
y > ys
_ o I o ply)
U+(y,t)= —Vﬁ;z (H(y) - — )+{2y+H(y)) [m-—— -1 ] (4-9)
_ J poa
7. Equations de la déformation d’Euler dans la direction x
y < ys
. o p(y) )7
E _y})= =4 1 - }—— (4-107.
2 p_,
y > ys
. p(y) )2
E +(y): - 1 - j— (4-11)
2 Py,
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8. Equations de 1’allongement
Ay = P_y Zply)

A ly) = P, /ply)

(4-12)

(4-13)

9. Composante de la contrainte dans la direction de la diffusion

_ p_D Yo od (. _ R N G U A
W * 2 * —
Txx(y,t)= p {y) — |yH{y)+1/4H(y)" |dy - - p {yldy
2t dy J
. —w
(4-14)
10. Définitions
.t
; = x - xM(t} = x - [ V-, t) dt (4-15)
. JO
V(- w) = 1/2_V6 /tw[l/J) (4-16)
y = x /vﬁD t, (a-17)
W - W
o = © (4-18)
W - w
- [se]
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1 4D

f=— — (4-19)
B 3z
1 ap .
g=— - {(4-20)
p oo
*
D = D/D . (4-21})
s+
*  — —
p (y) = p(y)/p00 (4-22)

11. Paramétres du modéle

S1 {4-23)

il

©
~

e

52

H]
w]
~
o]

(4-24)

Les équations gouvernantes doivent étre résolues numériquement pour

cbtenir la composition z(;], et les intégrales H(;), I et J. Les
dérivées premiére et seconde de 1'équation (4-1) seront approximées
avec la technique des différences finies a savoir la différence

centrale standard a trois points [53}.

Ceci conduit a une matrice tridiagonale dont 1’ Inversion se fera
a4 1’aide de 1’algorithme de Thomas [53] pour donner un nouveau profil
de composition. Ce nouveau prefil de composition sera comparé a
1’ancien profil et quand 1'erreur absolue de la différence est
inférieure &a un certain critére de convergence, le profil de

conceniration est alors accepté (voir Appendice D).
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Une fois que @(;] et H(;) sont connus, le point singulier (position

des repéres) est déterminé tout simplement‘gn comparant H(;J a 2;. 11
y va de méme pour le déplacement, la déformation FEulerienne,
1’allongement et la contrainte dans ta direction de la diffusion qui
sont calculés 4 1’aide des différences finies en utilisant des
équations du tableau (4-~1). Toutes les intégrales sont calculées a

1’aide de la méthode des trapézes.

Etant donné que la masse volumique et le coefficient de diffusion
doivent étre, suppléés au programme, 1'introduction de n’ importe quelle
forme de fonction dépendant de la composition est possible. Dans ce
modele on utilise des fonctions linéaires pour la dépendance de la
composition sur la masse volumique et le coefficient de diffusion,
néanmoins d’autres fonctions sont wutilisées pour étudier leur

influence sur le déplacement des repéres (Qoir Tableau (4-2)).

Ly *
p =(81 - 1) m+ 1 : D = (82 -1) @ +1 (4-22)
ou’
81 = P /pDo : - 82 = D_00 7/ Dm (4-23}

Les fonctions f et g données par 1l'éguation (4-18) sont done définies

de la fagon suivante

(52 - 1) (81 - 1)

f = ; g = (4-24)
1 + (52 - 1)@ 1+ (81 -1) &
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Tableau(4-2} : Influence du type de fonction p = f{ @ ) sur le

. déplacement des repéres

Fenction p = f( @ ) |Déplacement des repéres ;m % Erreur relative
p=p (i+ao) 0,140 = -
P =P (1 -ae) 0,195 _ +39,3
2
p=p, (1 -amo) 0,173 +23,6
2 -
p = pm(1+a @+ b o) 0,175 +25
2
p=p/(l+a @ +b 27) 0,112 -20
E )] *
les paramétres p , g , D et { associes aux différents types de
relations p = f{ @ ) sont donnés en Appendice E.

A titre d’exemple, S1=2 indique que !a masse volumique du corps A
est le double de celle B, par contre si Sl= 1 et S$2= 1 cela veut dire
que la masse volumique et le coefficient de diffusion sont constants.

Quand St=1 et S2=1, les fonctions f et g sont nulles. 11 s'ensuit ‘que

*

D =1 sur tout le domaine de concentration, et H(;j =1 =J=0. Dans

ces conditions, 1'équation (4-1) se réduit a

2" + 2y @ =0 ‘ {4-25)

.dont la solution analytique est donnée par (voir Appendice A):
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2, = 1 - erf (y) | (4-26)

N

Cette eéquation est utilisée pour tester les résultats numériques
gquand f et g sont nuls et constitue donc le cas ol il n’'y a pas de

convection et ou le coefficient de diffusion est constant.

La figure (4-1) montre les profils de concentration, de vitesse et
de déplacement_pour le'cas de base, Sll= 1 ' S2 = 1. Pour ce cas , le
'profil de cencentration est le méme que celul donné par l’équdtion

(ﬁ—26) ce qui vérifie que le programme converge vers un profil de
concentration correcte. Pour ce cas de base, le déplacement et la
vitesse sont égaux a zéro n’ importe ou.

La figure (4-2) présente le rapport de la masse volumique p*,
i’allongement A et la déformation Eulerienne E*xx pour le méme cas.
Etant donné que p* et A sont tous deux égaux A un n’ importe ou, leurs
profils colncident. La déformation Eulerienne est égale a zéro, car la
masse volumique est constante. Tous ces résultats sont prévisibles de
'part les équations qui figurent dans le tableau (4-1) car la masse
volumique- est constante (S1 = 1) ce qui force g, H(;), I et J & étre

constamment nuls.
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PLACEMENT

ﬁ
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CONCENTRATION & VITESSE & DE

Figure(4-1): Profils de concentration, de vitesse et de
déplacement en fonction de la profondeur (S1=1,82=1
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Figure(4-2): Profils de déformation d'Euler, d'allongement
et de masse volumique adimensionnelle (S1=1 S2 =1)
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Ayant tester le programme avec une solution analytique, on peut
maintenant procéder a 1’investigation numérique du modéle de diffusion
binaire, et la série des figures suivantes 1illustre les effets des

variaticns de !a masse volumique dans les couples de diffusion

binaire.

Les figures (4-3) a (4-5) représentent le cas ol la masse volumique
du corps A est le double de celle de B, et le coefficlent de diffusion
est constant (51 = 2, S2 = 1). 1l s’agit du méme exemple présenté au

chapitre II. Comme on peut le voir dans la figure (4-3), le profil de

‘concentrationm;e déplace du coté des ; positifs par rapport a @y
quant aux profils de vitesse et de déplacement représentés dans les
figures(4-3) et (4-4), leurs variations sont appréciables dans la zone
de diffusion mais sont uniformes loin de cetle zone. Le plc dans la
courbe de déplacement coincide avec la posilion des repéres et indique
que les repéres subissent le plus grand déplacement dans la zone de

diffusicn.

L'allengement montré dans la figure (4-5) donne une bonne
indication de la déformation gul se maniféste dans le couple. On
constate que la discontinuité dans 1'allongement et dans la
déformation Eulerienne coincide avec la position des repéres, ce qui
peut suggérer qu'un certain type de défaut -se manifeste au niveau du
matériau au wvue de la valeur élevée de la déformation Eulerienne qui

est de 1’ ordre de 0,75.

Les figures {4-86) a (4-9) décrivent un systéme ol 1la masse
volumique du corps A est la moitié de celle de B et la diffusivité est
constante (52=0.5, S2=1). 11 s'agit donc de 1'inverse du cas
précédent, c¢’est comme s1 on a retourné 1'échantillon. La vitesse et
le déplacement sont maintenant négatifs dans la zone de diffusion. La
position des repéres est maintenant négative; ce qui indique que ces
derniers se déplacent vers la région 1la moins dense. 11 est
intéressant de noter que dans le cas précédent et dans le cas actuel,
les repéres se trouvent a la méme valeur de la fraction massique du
constituant le plus dense. En d’autres termes, la position des repéres

relative au profil de concentration est indépendante des conditions
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aux limites de la vitesse. A titre d’ exemple, dans la figure (4-4), la
concentration correspondante aux repéres est de 0,60, alors que dans
la figure (4-7), la‘concentration est de 0,40 . A vral dire, il s’agit
de la méme concentration car 0,60 est la fraction massique du corpé A,

alors que 0,40 représente la fraction massique du corps B.
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CONCENTRATION ET VITESSE

Figure(4-3): Profils de concentration et de vitesse en
fonction de Ia profondeur (S1 =2,82 =1)
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Figure(4-4): Profils de concentration, de déplacement et de
vitesse en fonction de la profondeur (S1=2,82=1)

Ano

T

CONCENTRATION & DEPLACEMENT & VITESSE

L]
(]

-5 3 -1 - 1 3
PROFONDEUR ¥

Q —0- Ux/ Vﬁml — Vx L/JD_;

.

Page 123




J

MASSE VOLUMIQUE & DEFORMATION D'EULER &

Figure(4-5): Profils de masse volumique, de déformation |
d'Euler et d'allongement en fonction de la profondeur ( S1
=2,82=1)

ALLONGEMENT

-5 -3 -1 1 3

. PROFONDEUR ¥y

—"‘6* b E*xX 0= A xx

Page 124



CONCENTRATION ET VITESSE

Figure(4-6): Profils de concentration et de vitesse en

fonction de la profondeur (S1=0,5,82=1)
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~Figure(4-7): Profils de concentration et de déplacement en
fonction de la profondeur (S1=0,5 ,82=1)
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MASSE VOLUMIQUE ET ALLONGEMENT

Figure(4-8): Profils de masse volumique et d'allongement
en fonction de la profondeur (S1=10,5,82=1)
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MASSE VOLUMIQUE ET DEFORMATION D'EULER

Figure(4-9): Profils de déformation d'Euler et de masse
volumique adimensionnelle (S1=0,5,82=1)
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La série des figures qui suivent illustre 1’éffet de la variation
de la diffusivité dans les couples de diffusion binaire. Dans toutes
ces figures la masse volumique croit linéairement avec la composition,
51=2. la premiere série relative aux figures (4-10} a (4-13) illustre

le cas ol la diffusivité augmente linéairement avec la composition, S2

* -—
=2, d'ou D. est plus grand a 1’extrémité des y négatifs. Le profil de
concentratien subit une variation douce toujours au niveau de cette
méme extrémité car le coefficient de diffusion est élevé dans cette

régioh,.ce quil permet une interdiffusion rapide des constituants.

Par contre dans la série des figures (4-14) a (4-17), ou S2 = 0,5,
le profil de concentration est presque cdonstant a 1'extrémité des ;

négatifs car D* est décroissant dans la région des ; négatifs ce qui
limite la diffusion des deux constituants. Les ordres de grandeur de
la vitesse et du déplacement dans les figures (4-14) et (4-15) sont
faibles relativement & celles des figures (4-10) et (4-11) a cause de
1"interdiffusion limitée. Plus les coefficients de diffusion sont
faibles plus 1’'interdiffusion des constituants est limitée. Le
mouvement des reperes ou le déplacement de Kirkendall est plus grand
dans la figure (4-11) que celui de la figure (4-15). Des arguments
similairés peuvent étre avancés pour ce qui est des profils de

déformation montrés dans les figures (4-16) et (4-17).

L'augmentation des diffusivités entraine 1'accroissement de
1’ interdiffusion et par conséquent de la déformation résultante, mais
la diminution des diffusivités retarde 1’ interdiffusion et conduit a

des petites déformations pour un temps t donné.

les effets de la diffusivité et de la masse volumique sont
montrés dans les figures (4-18) et (4-19). On voit que
1’augmentation de la diffusivité a une influence sur la distorsion du
profil de concentration et permet 1'élargissement de la zone de
diffusion. Par contre, 1’augmentation de la masse volumique ne fait

que déplacer le profil de concentration.
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CONCENTRATION ET VITESSE

Figure(4-10): Profils de conicentration et de vitesse en
fonction de la profondeur (S1=2,82=2)
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CONCENTRATION ET DEPLACEMENT

Figure(4-11): Profils de concentration et de déplacement
en fonction de la profondeur (S1=2,82=2)
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Figure(4-12): Profils d'allongement et de masse volumique
adimensionnelle (81=2,82=2)
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DEFORMATION D'EULER ET MASSE VOLUMIQUE

Figure(4-13): Profils de déformation d'Euler et de masse
volumique adimensionnelle en fonction de la profondeur (
S1=2,82=2) '
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CONCENTRATION ET VITESSE

Figure(4-14): Profils de concentration et de vitesse en
fonction de la profondeur (S1=2,82=0,5)
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CONCENTRATION ET DEPLACEMENT

Figure(4-15): Profils de concentration et de déplacement
en fonction de la profondeur (S1=2,52=10,5)
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MASSE VOLUMIQUE

PARAMETRES ( S1 = 2, S2 = 0,5 )
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en fonction de la profondeur
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MASSE VOLUMIQUE

. PARAMETRES ( S1 = 2 ,-S2 = 0,5 )
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Figure(4-17): Profils de la déformation d’Euler et de la

masse volumique en fonction de la profondeur
(81 =2, 82=0,5)
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La position des repéres, ym est portée sur la figure (4-20) pour
différenfes valeurs de 51 et S2. On peut conclure a partir de cette
figure et de la précédente discussion que la direction deslrepéres est
gouvernée par le paramelre de la masse volumique 51, Cependankt, le
paramétre de diffusivité 82, affecte l’'ordre de grandeur du
déplacement des - reperes. Dans les figures (4-3), (4-6), (4-10) et
(4-13) 1la _position des repeéres se {trouve toujours éu point ou la
vitesse est maximale ou minimale et ceci peut étre démontré de la

maniére suivante:

L' équation qui décrit le gradient de la vitesse (équation (2-25) est:

[83)
<
x

et

D g " + (£ + g ) 9’2 (4-27)

® |
< |

g Vx
gy
d’ ou
u 2 )
2" + {f+g)e” =0 {4-29)

En introduisant (4-29) dans (4-1) on obtient:

2y + H(y) =0 (4-30)

qui est exactement identigue a 1!’expression qui définie la position

des repéres.

On peut donc conclure que les repéres se déplacent a la vitesse

relative maximale ou minimale.
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CONCENTRATION

concentration

Fig(4-18): Effet de la variation de la diffusivité sur la

aaaqgg%o O q

(e} |

©

-1 0 1
PROFONDEUR ¥

nS2=4 082=1

Page 139 ~




CONCENTRATION

Figure(4-19): Effet de la variation masse volumique sur la
concentration ( S2=1) '
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POSITION DES REPERES

Figure(4-20): Effet de la masse volumique et de la
diffusivité sur le déplacement des repéres
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La contrainte dans 1la directicn de la diffusion est ohtenue a
partir du bilan de quantité de mouvement et se calcule a 1’alde de
1’ équation (4-15). Les figures {(4-21) A& (4-25) représentent la
composante X de la contrainte pour les cas de diffusion discutés
précédemment. Dans tous les cas, la contrainte est égale a zéro aux
deux extrémités de 1'échantillon. Ces extrémités sont libres voulant
dire par la qu;il n'existe aucune force appliquée en ces endroits. Les
variations de la contrainte reflétent les variations de la vitesse.
1’ ordre de grandeur de la contrainte dépend de la variation de la
masse volumique (voir figures (4-22) et (4-23)), mals aussi de la
variation de la diffusivité comme le montre les figures (4-24) et

{4-25).

A cause de 1’influence de D_ dans 1’ équation {4-15}), la contrainte
est faible. l.a quantité représentée dans les figures (4-21) a (4-25)
est Txx (t/pm Dm )}, qui est de l'ordre de un, doit étre multipliée par
e, Dm et divisée par le temps de diffusion t. Pour des valeurs
typiques de Po = 10 gmole/cm3, Dm = 10_9 cmz/s et t = 104 secondes, la
valeur de la contrainte dans la direction de la diffusion est de
1’ordre de 1()_13 Pa . Physiquement, ces faibles valeurs de la
contrainte indiquent que le matériau est en accélération tellement
faible qu’une faible contrainte suffit en tant que force requise pour

accélérer la masse.

Tous les résultats de la simulation numérique de la diffusion
binaire obtenus Jjusgu'a présent 1’ont été en supposant des variations
linéaires de .la masse volumique et de la diffusivité avec la
conposition. Etant donné que la variation de la masse volumique
gouverne la direction du déplacement des repéres , il est nécéssaire
d'étudier 1'influence de la nature de la variation de la masse
volumique avec la concentration. Dans le tableau (4-2}, on voit que
entre une variation linéaire et une variation quadratique de la masse

volumique avec la composition, 1’erreur qui en résulte est de 39 % .

On peut donc conclure que la variation de la masse volumique avec
la concentration doit étre obtenue expérimentalement car elle

constitue un paramétre important du modéle de diffusion.
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Les résultats qui sont présentés ici pour les couples de diffusion
binaire seront résumés au chapitre suivant, ol on dressera aussi les

conclusions.

Dans la section suivante, on présentera les résultats de
}’application de la méthode d’Inversion pour le calcul des

coefficients de diffusion.
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Fiéure(4-21): Profils de contrainte, de vitesse et de
concentration en fonction de la profondeur ( S1=1 S2 =1)
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Figure(4-22): Profils de cdntrainte, de vitesse et de
concentration en fonction de la profondeur( S1 =2,82 =1
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Figure(4-23): Profils de concentration, de vitesse et de
contrainte en fonction de la profondeur (S1=0,5,82=1)
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Figure(4-24): Profils de contrainte, de vitesse et de
concentration en fonction de la profondeur (S1 =2, 82 =2

)
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CONTRAINTE & VITESSE & CONCENTRATION

Figure(4-25): Profils de contrainte, de vitesse et de
concentration en fonction de la profondeur (S1 =2, 82 =

0,5)
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1

2. Confrontation du modéle aux données expérimentales.

2-1. Détermination des coefficients de Diffusion.

Les données expérimentales de la concentration en fonction de la
profondeur pour les systémes Au-Ag, Au-Pt, Aﬁ-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et
Zr-Ti sont analysées pour déterminer les coefficients de diffusion
binaire en utilisant la méthode de Boltzmann-Matano et la méthode
d’ Inversion présentée dans ce travail. Ces deux méthodes ont été

décrites en détail dans le chapitre III et dans l’Appendice E.

Le profil de concentration de Au-Ag a été publié par Dallwitz [41],
ceux de Au-Pt, Au~Pd et Au-Ni par Jedele [42]), celui de Cu-Ni par
Jedele et Grube (48] et enfin celui de 2r-Ti par Raghunathan [21]. Ces
systémes sont intéressants a étudier expérimentalement car ils forment

une phase stable sur tout le domaine de la concentration [43-45].

Les conditions expérimentales utilisées pour produire les couples
de diffusion ainsi que les propriétes des constituants sont reportées

dans les tableaux (4-4)} a (4-9).

La concentration molaire totale est presque constante pour le
systéme Au-Ag, moins de un (1) pourcent sur tout le domaine de
concentration. Cependant, le "systéme Au-Ni posséde une variation de

concentration molaire de 35 % sur le domalne de concentration étudieé.

Générélement, on ne dispose pas de la variation de 1la masse
volumique avec la composition aux températures élevées des expériences
de diffusion. On peut dans ce cas utiliser les données de la masse
volumique a la température ambiante que 1’on ajuste a la température
de diffusion du couple a 1’aide des coefficients d’expansion thermique

.
qui sont disponibles pour les corps purs afin de calculer p et g
Bien que les coefficients d'expansion thermique sont disponibles

pour les corps purs, ils ne sont généralement pas donnés en fonction

de la concentration.
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Lorsque les données de masse volumique en fonction de la
composition ne sont pas disponibles on peut supposer une certaine

forme de dépendance sur la concentration.

Cecl a été fait pour les systémes Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et
Zr-Ti en supposant par exemple une dépendance linéaire de la masse
volumique sur la fraction molaire comme le montre les figures (H-1) a

(H-6) de 1’'Appendice H.

Dans le but de comparer 1la méthode d’Inversion a celle de
Boltzmann—Maténo , les diffusivités en fonction de la concentration
sont présentées dans les figures (4-26) a (4-31).

Dans -la figure (4-26) relatif au systéme Au-Ag, les méthodes de
Boltzmann-Matano et d’Inversion donnent comme prévu des résultats
similaires car le systéme posséde une concentration molaire presque
constante, et la méthode de Boltzmann-Matano est dans c¢e cas

particulier exacte.

Dans . les figures (4-27) a (4-31) relatives aux systémes Au-Pt,
"Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et 2r-Ti, la méthode de Boltzmann-Matano donnent
des diffusivités inférieures a celles de la méthode d’Inversion,
L'erreur relative (voir tableau (4-3)) entre les diffusivites
calculées par lés deux méthodes passe de 10 % pour le systéme Au-Ag
dans leguel la variation de la concentration molaire est de 1’ordre de
1 %, a 45 % pour le systéme Au-Ni ou la variation de la concentration

molaire est de 35 % .

L'erreur est systématique car elle est le résultat d’un terme de

convection manquant dans la méthode de Boltzmann-Matano.
Ceci peut étre montré en examinant 1’équation (3-26) qui représente

1’ extension de la méthode de Boltzmann-Matano qul renferme le terme de

convection et qul est réécrite ci-dessous.
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- C,
- 2 ay _ * _
D () =--] — ydC + 1/2 C. H {y) (4-31)
A C 3 A A
Xy c
: A—w

Etant donné que la concentration molaire de Au est inférieure a
celle de Pt ou de Pd ou de Ni et que celle de Cu est inférieure a
celle de Ni ou encore celle de Zr est aussi inférieure a celle de Ti,

on s’attend a ce que la vitesse molaire moyenne soit négative ({voir
g

*
cas similaire figure (2-7), ainsi H (y) devient positive.

I1 est donc évident que étant donne que la méthode conventionnelle
de Boltzmann~Matano ignore ce terme de convection elle donnera de
Taibles diffusivites. Il faut remarquer toutefols que ce terme de
convection tend vers zéro a proximité de la limite numérique négative
et ne peut donc étre la source des larges déviations quand la
concentratioen tend vers un, et o0 la diffusivité calculée devient
négative comme c’est le cas pour les systemes Au-Pt, Au-Ni et Zr-Ti

(voir figures (4-27), (4-29) et (4-31) ).

La diffusivité négative est le résultat d’une erreur d’intégration

dans 1’équation utilisée pour calculer la diffusivité avec la méthode

de Boltzmann-Matano,
Y
* ay dxA
D [xA) =-2 | — I — | d¢ {4-32)

qui est équivalente a 1’Eq.(3—26) car les coordonnées de Matano sont

localisées a 1'aide de la définition,
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J ydy =0 (4-33)

_ dxA -
y _ | dy =0 {4-34)
y

On voit que quand la concentration tend vers un, aussi bilen le
-gradient de la composition que 1'intégrale de 1'Eq. (4-32) tendent
vers zéro. Etant donné que la diffusivité est calculée par un rapport
de ces deux quantités, sa valeur est donc trés sensible aux déviations
de chacune d'elles. lLa raison pour laquelle la diffusivité devient
negative quand la concentration tend vers un est que 1’ intégrale de
1"Eq (4-32) ne retourne pas précisémment a zéro, mais elle surpasse
et devient legérement positive. Cette petite erreur peut étre causée
par des erreurs de mesure du profil de concentration, ou une erreur'
d’intégration numérique par la méthode des trapézes ou encore une
légére erreur sur la position du plan de Matano. Mais quelque soit la
lsourceidéii’ef}éﬁr, la petite valeur non nuile de 1’intégrale aé l’Eq;
(4-32) sera divisée par une quantité qui tend rapidement vers zéro ce
quil entraine de trés larges erreurs dans le calcul de la diffusivité.
Ceci est 1la raison essentielle pour laquelle les chercheurs
n'utilisent jamails la méthode de Boltzmann-Matano dans les régions ou

le gradient de concentration devient trés faible.

Ceci failt ressortir, 1 avantage de la méthode d’ Inversion qui ne

nécéssite pas de division par le gradient de la concentration.

Les coefficients de diffusion des traceurs Da et DB calculés par la
méthode d' Inversion ont été comparés a ceux mesurés expérimentalement
par la technique du traceur. Les résultats présentés dans le tableau

(4-3) sont en bon accord avec les résultats expérimentaux .
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En résumé, les résultats de cette section sont :

1) La méthode d’Inversion qui prend en considération le transport
par convecticn donne de meilleurs résultats que la méthode de
Boltzmann-Matano -pour --le.-calcul du coefficient -de diffusion en

“fonction de la concentration.

2) Les deux méthodes d’ Inversion et de Boltzmann-Matano donnent des
réesultats similaires uniquement dans le cas particulier d’un systéme
ou la variation de la concentration molaire est presque constante (
par exemple le systeme Au-Ag ). Par contre, lorsque le couple de
diffusion posséde une variation importante de 1la concentration
molaire, la méthode d’ Inversion donne de meilleurs résultats car elle

est plus générale que celle de Boltzmann-Matano.

3} Les erreurs les plus importantes dans la méthode de
Boltzmann-Matano se situent au niveau des extrémités du profil de

concentration.
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DIFFUSIVITE D*

Figure(4-26): Coefficients de diffusion binaire en
fonction de la concentration pour le couple Au-Ag,
évalués par les méthodes d'Inversion et de Boltzmann-
Matano : T= 905 °C, = 48 heures '
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DIFFUSIVITE D*

Figure(4-27): Coefficients de diffusion binaire en fonction
de la concentration pour le couple Au-Pt, évalués par les
méthodes  d'Inversion et de Boltzmann-Matano
:T=900 °C, =120 heures
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DIFFUSIVITE D*

Figure(4-28): Coefficients de diffusion binaire en

fonction de la concentration pour le couple Au-Pd,}

évalués par les méthodes d'Inversion et de Boltzmann-
Matano: T= 900 °C, t= 120 heures
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DIFFUSIVITE D#*

Figure(4-29): Coefficients de diffusion binaire en
fonction de la concentration pour le couple Au-Ni,
évalués par les méthodes d'Inversion et de Boltzmann-
Matano: T= 900 °C, t= 120 heures
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Figure(4-30): Coefficients de diffusion binaire en
fonction de la concentration pour le couple Cu-Ni,
évalués par les méthodes d'Inversion et de Boltzman-

DIFFUSIVITE D*

Matano : T=1025°C, t=120 heures
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Figure(4-31): Coefficients de diffusion binaire en
fonction de la concentration pour le couple Zr-Ti,
évalués par les méthodes d'Inversion et de Boltzmann-
Matano: T=1030 °C, = 6 h 10mn
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Tableau (4-3) : Comparaison des diffusivités calculées par la
méthode de Boltzmann-Matano et la méthode
d’ Invergion ’

Couple D*B/D*A D*B/D*A ac Erreur

A -B Modéle Expérimental relative
| A 7

AU-AG 2,72 2,71 0,9 10,0
Au-PT 5,86 5,36 11 36,9
Au-Pp 14,30 14,50 13 37,3
AU-NI 37,40 37,50 35 45,1
Cu-Ni 44,96 44,85 7 12,1
Zr-T 0,49 0,39 20 39,0

Erreur relative = D*Modele - D*Matano / D*Modele

D'A : Diffusivité du traceur de A dans B

-*
D8 : Diffusivité du traceur de B dans A

AC : Variation de la concentration molaire totale

?
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Tableau (4-4) : Conditions expérimentales et propriétes des
constituants pour le couple de diffusion binaire

Au-Ag
1. Auteur (référence) Dallwitz (30)
2. Composition initiale
~00 100 % Au
) ) 100 % Ag
- 0
3. Température 804,7 C
4. Temps de diffusion 48 heures
5. Position des repéres dans
les coordonnées de Matano
. - -10 2
6. Do (Diffusivité du traceur B,66 1D cm /s
Au dans Ag ,référence 35)
, s -9 2
7. D-wo (Diffusivité du traceur 2,35 10 cm /s
Ag dans Au ,référence 35)
8. Position des repéres dans
les coordonnées ;
9, Masse volumicque a (300 K ) 5
' Au . 19,3 g/cm
Ag 10,5 g/cm
10.Concentration molaire 3
Au 0,0980 mole/cm
Ag ] 00,0971 mole/cm
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Tableau (4-5)

Conditions expérimentales et propriétés des

constituants pour le couple de diffusion binaire

Au-Pt

Auteur (référence)

Jedele (31)

Composition initiale

-© 100 % Au
© 100 % Pt
. o]
Température 900 C
Temps de diffusion 120 heures
. Position des repéres dans —_—
les coordonnées de Matano
. e s -11 2
Do {Diffusivité du traceur 1,62 10 cm /s

Au dans Pt ,référence 36)

D-w (Diffusivité du traceur
Pt dans Au ,référence 36)

8,68 1071 enlss

Position des repéres dans

1

les coordonnées y

Masse volumique a (300K )
Au
Pt

-

19,3 g/cm:3
21,45 g/cm

10.Concentration meolaire

Au
Pt

0, 0980 mole/cm3
0,1099 moles/cm
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Tableau (4-6) : Conditions expérimentales et propriétés des
constituants pour le couple de diffusion binaire
Au-Pd

1. Auteur (référence) Jedele (31)

2. Composition initiale

~® 100 % Au
o 100 % Pd
3. Températire Co 900 °C
4, Temps de diffusion 120 heures

5. Position des reperes dans ——e
les coordonnées de Matano

6. Do (Diffusivité du traceur 2,314 10 '} en®rs
Au dans Pd ,reéférence 36)
. C -10 2
7. D-w (Diffusivité du traceur . 3,356 10 cm /s
Pd dans Au ,référence 36)
8. Position des repéres dans
les coordonnées ;
9. Masse volumique a {300 X ) 1
Au . 19,3 g/cm
Pd 12,0 g/cn
10.Concentration molaire 3
Au 0,0980 moles/cm
Pd 00,1128 moles/cm
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Tableau (4-7) : Conditions expér

imentales et propriétes des

constituants pour le couple de diffusion binaire

Au-Ni

Auteur (référence)

Jedele (31)

Composition initiale

- 100 % Au

% 100 % Ni
Température 900 °c
Temps de diffusion .

120 heures

Position des repéres dans
les coordonnées de Matano

Dw (Diffusivité du traceur
Au dans Ni ,référence 36)

2,314 101 en®ss

D-w (Diffusivité du traceur
Ni dans Au ,référence 36)

8,68 10719 en/s

Position des repéres dans

les coordonnées y

Masse volumique a (300 K )
Au
Ni

19,3 g/cm3
8,9 g/cm

10.Concentration molaire

Au
Ni

0,0980 mole/cm3
0,1516 mole/cm
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Tableau (4-8) : Conditions expérimentales et propriétés des
constituants pour le couple de diffusion binaire
Cu~-Ni

1. Auteur (référence) Grube et Jedele (37)

2. Composition initiale

g 100 % Cu

@ 100 % Ni
3. Température 1025 °C
4. Temps de diffusion 120" heures

S. Position des repéres dans —_
les coordonnées de Matano

6. Do (Diffusivité du traceur 2,136 10—1{ cmz/s
Cu dans Ni ,référence 28) '
. s -10 2
7. D-= (Diffusivité du traceur . 9,58 10 cm /s
Ni dans Cu ,référence 28)
8. Position des repéres dans
les coordonnées ;
9. Masse volumique a (300 K ) 3
Cu 8,93 g/cm
Ni 8,90 g/cm
10.Concentration molaire 3
Cu . 0, 1405 mole/cm
Ni 0,1516 mole/cm
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Tableau (4-9) : Conditions expérimentales et propriétés des

constituants pour le couple de diffusion binaire
Zr-Ti

1. Auteur (référence) Raghunathan (10)

2. Composition initiale

- 100 % Zr
00 20 % Zr - 80 % Ti
3. Température 1030 °C
4. Temps de diffusion ‘ 6 hr 10 mn
5. Position des repéres dans pas de repéres

les coordonnées de Matano

6. Dw (Diffusivité du traceur 3,50 10“9 cm2/s
Z2r dans Ti ,référence 10)

7. D-w (Diffusivité du traceur 1,38 107° en?/s
Ti dans Zr ,référence 10)

5. Position des repéres dans

les coordonnées y

9. Masse volumique a (300 K )

Zr 6,49 g/cm3

Ti 4,50 g/cm
10.Concentration molaire 3

Zr 0,0709 mole/cm

Ti 0,0940 mole/cm
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2-2 Comparaison de la prédiction du déplacement des repéres aux
résultats expérimentaux.

v

La comparaison de la prédiction de la position des repéres, ;m, a
celle mesurée expérimentalement est présentée dans le tableau (4-10).
Les résultats obtenus pour les ccouples de diffusion binaire Au-Ag, Au-
Pt , Au-Pd, Au-Ni , Cu-Ni et Zr-Ti montrent que les repéres se
déplacent toujours vers la région du matériau le moins dense. Ceci est
en accord avec les résultats expérimentaux. Il est a noter toutefois,
que le 'medéle de diffusion présenté dans ce travalil & 1‘avantage de

guantifier le déplacement des repéres dans les couples de diffusion.
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TABLEAU (4-10) : Comparaison du déplacement des repéres

Modéle vs Expérimental

COUPLE DEPLACEMENT DES REPERES

A-B ym
Modéle Expérimental

Au-Ag 0,365 vers Ag
Au-Pt -0,05 vers Au
Au-Pd 0,24 vers Pd
Au-Ni 0,64 vers Ni
Cu-Ni 0,05 vers Ni
Zr-Ti 0,1; ‘vers Ti

ym POSITIF. — 5 DEPLACEMENT vers B

ym NEGATIF ——— ), DEPLACEMENT vers A
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2-3 Prediction de la déformation dans les couples de diffusion.

{ Au-Ag, Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu~-Ni et Zr-Ti )

Les figures(4-32) & (4-37) présentent les profils de déformation
d’Euler et de 1l’allongement et les figures (4-38) a (4-43) donnent les
profils de vitesse et de contrainte dans la direction de la diffusion
pour les couples de diffusion Au-Ag, Pt-Au, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et
Zr-Ti

A 1’exception du couple Cu-Ni,'tous les autres couples présentent
un allongement supérieur a un (1) dans la région du matériau le plus
dense et inférieur a un (1) dans la région du matériau le moins dense,
ce qul explique 1’expansion de la région la plus dense et 1la
contraction de la région la moins dense. De méme, et a 1'exception du
couple Cu-Ni , la déformation d'Euler est positive dans la region du
matériau le plus dense et négative'dans la reégion du matériau le moins
dense. Les valeurs élevées de la déformation Fulerienne obtenues

expliquent la formation des cavités qui se manifeste au cours du

processus de diffusion.

Dans les figures (4-38) & (4-43), on constate que les vitesses dans
les couples de diffusion sont de 1’ordre de 1’Angstrdunm par seconde,
ce qui explique 1les trés faibles contraintes obtenues dans 1la

direction de la diffusion dont 1’ordre de grandeur est de 10_15 Pa .

Etant donné que la contrainte dans la direction de la diffusion est
faible et que la premiére différence des contraintes normales est
proportionelle au module de Young qui est de 1’ordre de 105 MPa (voir

tableau {4 - 11)), il existe donc de grandes contraintes

3
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perpendiculaires

fléchissement ou

a la direction de la diffusion expliquant

la distorsion des couples de diffusion.

Tableau (4-11) : Module d’élasticité de Young et rapport de

Poisson des constituants du couple de diffusion

Couple Module de Young [103 MPa ) Rapport de Poisson
A-B En Ep o o,
Au-Ag 77 | 83 0,42 0,37
Pt-Au 171 77 0,39 ‘0,42
Au-Pd 7 115 ‘ 0,42 0,39
Au-Ni 77 200 ' 0,42 0,3
Cu-Ni 128 200 0,34 0,3
Zr-Ti 89 113 0,39 G,32
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DEFORMATION d'EULER & ALLONGEMENT

Figure(4-32): Profils de déformation d'Euler et
d'allongement dans le couple Au-Ag
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Déformation d'Euler & Allongement

Figure(4-33): Profils de la déformation d'Euler et
d'allongement dans le couple Pt-Au
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Déformation d'Euler & Allongement

Figure(4-34): Profils de déformation d'Euler et|
d'Allongement dans le couple Au-Pd
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Déformation d'Euler & Allongement

| Figure(4-35): Profils de déformation d'Euler et
d'allongement dans le couple Au-Ni
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Figure(4-36): Profils de déformation d'Euler et
d'allongement dans le coupte Cu-Ni
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Déformation d'Euler & Allongement

Figure(4-37): Profils de déformation d'Euler et

d'allongement dans le couple Zr- (20 % Zr 80 % Ti)
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Figure(4-38): Profils de contrainte et de vitesse dans
le couple Au-Ag

i 8

Contrainte et vitesse

Profondeur )7

o
- Vx (A/sec) —a- Txx (E-15Pa)

Page 177




Contrainie et vitesse

Figure(4-39): Profils de contrainte et de vitesse dans
le couple Pt-Au
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Contrainte ct vitesse

Figure(4-40): Profils de contrainte et de vitesse dans
le couple Au-Pd
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Contrainte ct vitesse

Figure(4-41): Profils de contrainte et de vitesse dans
le couple Au-Ni
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Contrainte ¢t vitesse

Figure(4-42): Profils de contrainte et de vitesse
dans le couple Cu-Ni
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Contrainte et vitesse

Figure(4-43): Profils de contrainte et de vitesse
dans le couple Zr - (20 % Zr 80 % Ti)
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A. Nacer, _Thése 7 Chapitre V

V RESUME ET CONCLUSIONS

Ce travaill présente une nouvelle formulation du probléme de

diffusion binaire a 1’état solide d’'un systéme a une dimension basé
sur les équations de continuité globale, de 1’espéce et 1’ équation de
la gquantité de mouvement. En transformant simultanément chaque

équation avec la transformeée de variable ; , et en combinant les
équations résultantes, 1'équation de continuité du constituant A est

transformée en une équation intégro-différentielle ' qul gouverne la

concentration.
Y 2 * - —
"+ (f +g ) @” +1/D (2y + H(y)) @ =0 (5-1)
avec
Y
Hiy) = D g g" + (f+g )& dy {(5-2)
[e9]

L’équatioh de continuité globale est intégrée dans le domaine ; pour
donner moyennant des conditions aux limites sur la contrainte dans la
direction de la diffusion (aucune force appliquée aux deux extrémités
de 1'échantillon), une expression pour la vitesse massique moyenne

dans la direction de la diffusion.

Vx(y,t) = - 1/2VD_/t | H(y) - 1/ (5-3)

ou I et J sont donnés par
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d
* — — —_ — —_
I=p_ p {y) — <+ vy Hiy) + t/74 H{y) ) dy (5-4)
dy
0]
m .
J=p, p*(;) dy (5-5)

Les Egs (5-1) et (5-2) sont résolues numériquement par itération
moyennant la connaissance de f et g qui représentent les variations de
la diffusivité et de la masse wvolumique avec la concentration.
L’introduction de la transformée de variable ;, a condult vers une
simplicaticon significative de la technique de résolution numérique
ainsil que la présentation des résultats. Ceci est di au fait qu'une
seule équation avec une variable indépendante deoit étre résolue, au
lieu de deux équations différentielles partielles couplées avec deux

variables indépendantes.

Les équations (5-1) & (5-5} sont formulées sur une base massique.
Néanmoins, il existe une formulation analogue sur une base molaire
conduisant a une équation qui gouverne la fraction molaire et une
équation qui gouverne !a vitesse molaire moyenne. En général, les
vitesses moyennes massique et molaire ne sont pas égales, et peuvent
méme avoir des signes opposés. Dans ce cas, la convection des moles se
fera dans une direction et celle de la masse se fera dans la direction
opposée et cela pour le méme systéme. Cecil est discuté en détall a la
fin du chapitre II. Etant donné, gque les données expérimentales
suggérent que les déplacements des repéres sont influencés par les
variations de la masse volumique plutdét que par les variations de la

concentration, la formulation massique est développée dans ce travail.

Les composantes x du déplacement et de la déformation FEulerienne

sont exprimées en fonction de la variation de la masse volumique et

des fonctions H{;), I et J. Les repéeres sont supposés se déplacer avec
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la vitesse massique moyenne. La prédiction de la position les repéres

est obtenue a partir de 1l'éguation du déplacement,

xm = ym /4Dt {(5-6)

o0 ym est une constante. Quelles gque solent les variations de la
diffusivité et de la masse volumigue, 1'Eg (5-6) prédic que les
repéres se déplaceront toujours avec la racine carrée du temps. Ceci

est en accord avec les résultats expérimentaux.

La comparaison de la prédiction de la position des repéres avec les
observations expérimentales pour les six couples de diffusion étudiés
(Au-Ag, Au-Pc, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et Zr-(20 % Zr 80 % Ti) a moncré
gue le modéle de diffusion présenté dans c¢e travail non
seulement prédit correctement le. déplacement des repéres mais il

permet aussi de quantifier le déplacement de ces derniers.

Le profil de déformation Eulerienne est positif dans la région 1la

plus dense, discontinu au point singulier ;s, et négatif dans 1la
région la moins dense, La valeur positive de la déformation Eulerienne
indique 1'expansion ou,ie gonflement, tandis gue la valeur négative,
indigque la contraction. Ceci est en accord avec les observations
expérimentales’’ faites par Ruth (18] et Stevens et Powell ([15]. La
discontinuité dans le profil de la déformation est le résultat direct

de la discontinuité initiale des masses volumigues.

Ecant donné que le probléme est & une dimension et gue la masse
volumique et la diffusivité sont supposées étre indépendantes de la
contrainte, 1‘'équation de gquantité de mouvement est découplée des
équations de continuité. L‘équation de gquantité de mouvement peut
ainsi é&ctre résolue indépendamént pour obtenir la composante x de la

contrainte une fois qu’on connait le profil de vitesse.

la contrainte dans la direction de la diffusion indique qu’‘elle est
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. négligeable. Ceci est le résultat de 1la faible wvitesse dans 1la
direction de 1la diffusion qui fait qu‘une trés petite contrainte
suffit' pour ramener la force requise pour accélérer la masse. Bien
que la contrainte dans la directicn de la diffusion est
essentislilement nulle, les contraintes normales ou perpendiculaires
ont &cé éstimées de l'ordre du module de Young dont les valeurs
typiques varient entre 105 et 106 MPa. Ces larges contraintes normales
peuvent induire des déformations tels que la distorsion ou le fluage

d'é&chantillons minces observés par Stevens et Powell [15].

Les principaux résultats et prédictions du modéle de diffusion

binaire présenté& dans ce travail sont

1) La direction du mouvement des repéres est gouvernée par les
masses volumiques des espéces diffusantes avec un déplacement des
rep2res vers la région la moins dense.

2) les repéres se déplaceront toujours avec la racine carrée du
temps quelles gue soient les variations de la masse volumigue et de la

diffusivité avec la concentration.

3) N'imporce guel point matériel se déplacera. avec la racine carrée
“du temps ce qui explique gque le processus este contrdlé par la

diffusion.

4) La prédicrion de 1la position des repéres coincide avec .la

position du point  singulier ;s, rencontré dans le profil du

déplacement et de la défcrmation Eulerienne.

5) La prédiction du déplacement des repéres 83T  &n

concordance avec les résultats expdrimentaux.

&) Les profils de vitesse, de déplacement, de déformation
Eulerienne et d’allongement sont fonction des variations de la masse
volumique gqui sont induites par la varviation de 1la concentration

lorsque la diffusion progresse.

7} Une déformation Eulerienne positive indigue une expansion de la
.
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région la plus dense et une déformation négative indique une

contracvion de la région la moins dense.

8) La déformation Eulerienne calculée est large pour les couples
Au-Ag ,Pr-Au, -Au-Pd, Au-N1 et Zr-Ti ; Jjouant probablemen; un rélé

‘dans la formation des cavités.

9) L‘allongewment calculé .pOur les couples de diffusion Au-Ag,
Pr-Au, Au-Pd, Au-Ni et Zr-Ti est supérieur & un (1) dans la région du
matériau le plus dense et inférieur & un (1) dans la 1égion du
matériau le moins dense ; ce qui explique 1’'expansion du matériau le

plus dense et la contraction du matériau le woins dense.

10) La contrainte dans la direction de la diffusion est
approximativement nulle pour les couples de diffusion Au-Ag, Pr-Au,

Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ki etv Zr-Ti.

11) La contrainte estim@e dans la direcrion normale a la diffusion
est grande. Ces grandes contraintes normales induisent la distorsion

et le fluage dans les couples de diffusion minces.

12) Le probléme de la diffusion binaire peut étre‘formulé aussi
bien sur une base mclaire gue sur une base massique. Bien que les deux
formulations sont valébles, la formulation massique permet dfavoir
plus d’'éclaircissement sur le déplacement des repéres, la déformation

et la contrainte. .

Une fois que le modéle du processus de diffusion binaire est mis en
place, une méthode d'Inversion pour calculer les coefficiencs de
diffusion a4 partir de profils de concentration a &té développée. La
méthode d‘Inversion est obtenue en intégrant formellement deux fois

*équation (5-1) qui gouverne la concentration.

La méthode d'Inversion a é&té appligquée avec succés pour la
détermination des coefficients de diffusion binaire en fonction de 1la
composition pour les systémes Au-Ag, Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni et
Zr-Ti.
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La méthode d’Inversicn donne des résultats similaires & la méthode
de Boltzmann-Matano pour le couple Au-Ag car ce systéme posséde une
concentration molailre presque constante (indépendante de la
composicion) . Ce résultat est attendu car la méthode . de
Boltzmann-Matcano n‘est exacte que pour des systémes ol la

concentration molaire est constante.

Par contre, pour les systémes Au-Pt, Au-Pd, Au-Ni, Cu-Ni ou 2Zr-Ti,
ol la concentration molaire wvarie de 7 & 35 % , l'erreur relative

enctre les deux méthodes varie entre 12 et 45 %

L'erreur est systématique car elle est le résultat d'un terme de

fransport par convection manquant dans la mé&thode de Boltzmann-Matanc.

La méthode d’'Inversion est plus générale car elle prend en
considération la variation de la concentration molaire et donne ainsi
de mellleurs -résultats car elle prédit des valeurs de o Crés
"proches de celles publiédes dans la litcérature concernant la

diffusivit® des traceurs.

Le modele de diffusion binaire développé ici représente un cas de
base, sans réaction . Dans la deuxiéme partie de ce travail, on fera
une extension de cette formulation pour €étudier des systémes avec

réaction chimique.
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A. Nacer, These S L ‘ Chapitre VI

VI FORMULATION DU MODELE REACTIONNEL

L' objectif de cette deuxiéme partie consiste en une extension du
modéle de diffusion au cas réactionnel. En effet, dans le domaine de
la techhologie des couches minces, les études sur les réactions de
" métallisation {(métal - métal) ou sur les siliciures ( métal de
transition - silicium ) utiligéés éans la fabrication des circuits
électroniques n’ont pas cessé de progresser depuis les années 1970
[3], sans doute & cause des impératifs technologiques mais aussi de

1’avenement de's techniques d’analyses microscopiques.

Etant donné que la majorité de ces réactions sont conlrélées par la
diffusion a travers la couche de produit, cinétiquement elles sont

décrites par une lol parabolique,

X" = k(T) t

X étant 1"épaisseur de la couche de produit, t est le temps de
p

croissance de la couche et K(T) est une constante de vitesse souvent

assimilée a un coefficient de diffusion que nous allons d'ailleurs

tenter d’élucider.

Notre objectif ne consiste pas uniquement a determiner les profils
de éoncentration, de vitesse, de déplacement, de déformation et de
distribution des contraintes mais aussi de d’étudier les paramétres

qui décrivent la croissance de la couche de produit.

L’interface ou plan réactionnel sera étudié en utilisant les bilans
matiére de saut développés par Slattery {23]. De méme, 1'étude du
déplacement des repéres nous donnera des infeormations sur 1’ espéce

diffusante primaire et permettra d'élucider le mécanisme réactionnel.
P P
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Le modéle de diffusion avec réaction sera appliqué aux réactions de

métallisation suivantes,
Ti + 3A1 —— TiAl
2 Ag + Al ——— Ag Al
2 Au 4+ Al —— Au Al

Au + 2A1 — AuA1‘2

aux siliciures riches en métal,
2Pt + S1i —m— PtZSi
2Pd + 51 ——— Pd,Si
2 Ni + S5i ——> Ni,5i

2Co + 81 —— C(Co,.Si1

aux monosiliciures,
Hf + Si ——» HfSi
Pt + S1 -————— PIS1
Com + 81 — CoSi

Fe + Si =y FeSi

ainsi qu’aux disiliciures,

v + 251 ——— VSi
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6-1 Définition du probléme.

Nous approchons le probléme de la' reéaction chimique et de la
diffusion qui 1’accompagne en analysant un systéme solide infini et a
une dimensien” formé par deux échantillons de forme plane avec un
systéme de réference ou x est fixe dans 1’ espace avec zéro comme étant

la poéition initiale de l’'interface comme le montre la figure (é-1).

Les deux matériaux sclildes réagissent rapidement en donnant lieu a
une fine couche de preoduit. L’interface ou plan réacticnnel peut étre
considéré comme un plan singulier ou la seule espéce présente est le
l.produit C. I1 s'ensuit due tout autre formation du produit C nécessite
au préalable le transport de 1’un ou dés deux reéactants a travers la
couche de produit vers la =zone de réaction, perméttant ainsi 1a
croissance de 1la couche du preoduit C au fur et a mesure de la

consommation des réactants.

En général, le plan réactionnel x, se déplace a cause des
différences des masses volumiques: ef des diffusivités entre les
réactants et le produit. La position du plan est donc fonction du
temps; de sorte gue xi(O) = 0 , constitue la position initiale de

1’ interface, comme le montre la figure (6-2).

On peut donc définir deux régilons de diffusion binaire par 1la
présence de deux paires miscibles A-C et B-C. De plus, si la reéaction
est instantanée et que le produilt C diffuse a travers les réactants A

.et B on peut s’'attendre & ce que les profils de cencentration des
réactants et du produit ressemblent a ceux de la figure (6-3). Dans

cette figure Wy W, et Wy représentent les fractions massiques des

constituants A, B et C resﬁectivemept.
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REACTION

Va A+ Vi3 B

Ve C

s

g

+ o0

Figure(6-1): Conﬁguration initiale des réactants et systeme de
réference

-t

196



+———— REGION ] ' » REGION 1l ——

F 3

DIFFUSION BINAIRE DIFFUSION BINAIRE

A et C B et C

»

x=0 x ( pian réactionnel )

Figure(6-2): Définition des régions de diffusion binaire et du plan
réactionnel
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Interface

|
/u1A+uzB———:v3C

2

Figure(6-3): Représentation schémaitique des profils de

concentration et déplacement de 1'interface.

198



6-2. Equations gouvernantes du processus réactionnel.

6-2-1. Concentration et vitesse.

En traitant le probléme de diffusion et de réaction & une
dimension, en appliquant la loi de Fick (24] pour le flux de diffusion
pour les deux_paires miscibles A-C et B-C formant les deux reégions de
.la diffusion binaire de la figure (6-2) et en considérant que la masse
volumique et la diffusivité sont des fonctions de la concentration
uniquement, nous obtenons les équations gouvernantes suivantes
analogues a celles développées au chapitre II pour le cas du processus

" de diffusion.

REGION I

{ Diffusion binaire du réactant A et du produit C )

Fraction massique w du produit C :

— 2
w +(f1+gI)w

+ (29 +H (M) =0 (6-1)
DI
Conditions aux limites :
w (-e) =0
(6-2)
w (ni) =1

ou
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n=x/v4D__t (6-3)

. DI ‘
DI = *'—1- (6-4)
D
-0
1 'BDI
fo=- — : (6-5)
b Bdw
1
1 Bpl
g = - —_— (6—6)
! dw
Py
7
- : v (£ +g ) w? | (6-7)
Hl{n) B DI &1« T8y -
8]

Vitesse massique moyenne :

Vo (mt) = - 12V D st { H () = 1/ } (6-8)

Conditions aux limites :

-V (mt) = 122 p' /¢ 1/J (6-9)

-

- La vitesse est continue a 1’interface

VI (ni,t} = Vll{ni,t) ) (6-10)
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REGION 1II

( Diffusion binaire du réactant B et du produit C )

Fraction massique w du produit C :

1
" ) :2 ¥ — ’
w"+ (f +g )ow + —D—;(2n+H”(n)]w =0 (6-11)
11
Conditions aﬁx limites :
(6-12)
w ( w) =0
ou
D
* 11
DII= 1 o (6-13)
D
-
1 BDII
i}l= — ‘ ) : (6-14)
dw
11
1 apl]
g, — — {(6=15}
dw :
P
T} .
— * I ,2
HII(n) = HI(ni) + J DII B, { w'+ (f +g ) } dg (6-16)
n .
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Vitesse massique moyenne :

v, (nt) =-1/2VD st { H () - 1/ } ' (6-17)

ou
o .
I » d 2
I=p_, p — 4 m+ H(n} + 1/74 H () dn _ {(6-18)
w dn
(2]
I * :
w

Dans les équations (6-18) et (6-19), les expressions a utiliser
*
pour p en passant d'une région & une autre sont

. P
P = (6-20)
Py
x p () .
Pir T 3 (6-21)
p-—m

Ayant déterminer les équations quil gouvernent les profils de la
fraction massique w du produit C et celul -de la vitesse dans chaque
région de diffusion binaire, et afin de pouveir les résoudre
numériquement nous devons déterminer une équation qui gouverne le

mouvement de 1’interface ou du front réactionnel.

o
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6-2-2. Déplacement de 1’interface ou du front réactionnel.

Généralement, 1’ interface ou front réactionnel peut se déplacer a
cause des différences des masses volumiques et des diffusivités entre
les réactants et le produit. Pour qu’'une réaction instantanée puisse
se dérouler entre les deux espéces réagissantes, 11 doilt y avolr un
plan, e front réactionnel ou interface, ol les flux de matiére sont
déterminés par la stoechiométrie de la réaction chimique et les

coefficients de diffusion dans chaque phase. :

Afin de décrire le déplacement du front réactionnel en fonction du
temps, nous devons le localiser a un instant particulier relativement
4 une position de référence, telle que X, (0) = 0 comme le montre la

figure (6-3}.

Pour dériver 1'équation qui gouverne 1la position du {front
réactionnel, nous utilisons les bilans matiére de saut & 1’interface
entre les phases séparant la région 1 de la région 11. Nous traitons

1’interface ou front réactionnel comme un plan singulier.

Slattery [23] donne une équation générale pour le transport a
1’interface entre deux phases « et 3. L’'application de cette équation
au transport du réactant A au voisinage de 1l’interface s’écrit (voir

Appendice G): 7

A

BPA ‘ : .
— = - : + - . . n -
at i E“ iAW Pa (YA E) T T iA Dap | (6-22)
avec

A

iAU = - DAG SG Py ( DAcr est le coefficient de diffusion de surface )
et
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JA = - Dag V_ Py ( Das est le coefficient de diffusion binaire )

~ ~

En négligeant les éffets de tension interfaciale, 1’équation de bilan

massique de saut du réactant A (6-22) se réduit a:

Py (VA - U} .2 B + 0 J j S + R, = 0 : (6-23)

Le terme entre crochets est le flux de matiére entrant a l'interface
par convectlion et par diffusion et RA étant la vitesse de la réaction

qui se déroule & 1’ interface.

En appliquant ceci a notre systéme (figure (6-3)) avec les phases «
et B représentant les régions 1 et 11, 1'éguation (6-23) prend la

forme suivante

Ay ~uret o+ nl=-R (6-24)
I 1 N N Lok A
Vo Vitesse massique moyenne
U : Vitesse arbitraire de 1’interface
J?g : Composante x du flux de diffusion massique
RA : Vitesse de réaction a l'interface

D’ une maniére similaire le bilan matiére de saut du réactant B s’écrit

pBI( v -~uoatt o+ 0B at e o (6-25)
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On peut cheisir un vecteur de base i le long de la direction % tel que

~

de sorte que les bilans matiére de saut pour les réactants A et B

s’ écrivent

A ‘ A _ _
SR AR D A N (6-26)
B B o _
pII( Vi ul o+ JIIX - RB (6-27)

o
—
—

== = 4 = , (6-28)

v
<
=

on obtient

A A B B
- P ( VI U ) JIX = 4 pII[ VII Uu) + 4 JIIX {(6-29)

Pour une réaction instantanée il y'a une déplétion des réactants A
et B au niveau du front réactionnel de sorte que
AL B ooy : ‘ (6-30) -

I} s'ensuit que 1'équation (6-29) se réduit a
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=gy a x =x, (6-31)

Ce qui montre que ies flux massiques de diffusion & 1’interface sont
directement li&s au rapport .4 des masses réagissantes et donc a la

stoechiométrie de la réaction chimique.

Pour un systéme binaire la somme des flux massiques de diffusion

est égale A& zéro ; d’ou.

JA = - JC dans la région 1 (6-32)
X Ix :
Bo_ . JC dans la région 11 (6-33)
IIX IIx |

d =~ 4] (6-34)
X 11X

Er utilisant la lei de Fick [32], 1’équation (6-34) prend la forme

suivante
. dw . Ow
pC Dt — = — o pC Dt — a x = x, (6-35)
1 1 1T 11 1
Ox dx :

1 ' 1L
Fn utilisant la transformée de variable

»

nm=x/v4a D £ (6-3)
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on obtient

{6~36)

a cause de la déplétion de A et de B au front réactionnel.

Dans ces conditions, nous obtenons 1’équation qui gouverne la
position de 1'interface,
Bu DI b
—_— = - 4 = —_— a T o= . (6"37)
&m D} 4 !
1 I 11

ou Di et Di représentent les coefficients de diffusion binaire du

1
produit évalués au front réactionnel et 4 représente la stoechiométrie

de la réaction chimique.
Cette eéquation qui gouverne la position de l'interface montre que

le rappert des gradients de concentration est déterminé par les
coefficients de diffusion & ©proximité de 1’interface et la

stoechiométrie des réactants.

11 est a noter que 1’équation qui gouverne le mouvement de
1"interface a été dérivé en utilisant uniquement les bilans matiére de

saut des réactants A et B. Le bilan matiére de saut du produit C peut
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maintepant étre utilisé pour démontrer la consistance des résultats

obtenus, et peut étre écrit de la fagon suivante

C I I 1 C I _

Py (E B )'T I E Py (VII 8 )'f iIIX TR =0
{6-37)
En utilisant
I
n = -i

de sorte que

C C C c _ _
Py vV -U ey pII(VII Ud = J0 = Re (6-38)
En considérant que la vitesse est continue a 1'interface,
v =V (6~39)

et en notant que ,

pour une réaction chimique instantanée; dans ces conditions 1’équation

(6-38) se réduit a :
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Jo - JI =R . a %= x, _ (6-40)

R + R. = _R : (6-42)

On peut donc conclure que le bilan matiére de saut du produit C est

en conformité avec les bilans matiére de saut des réactants A et B.
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6-2-3 Définition des paraméires

Pour résoudre numériquement les éguations qul gouvernent la
fraction méssique (6-1) et {6-11), celles de la vitesse massique
moyenne (6-9) et (6-17), ainsi que celle qui gouverne la position ou
le mouvement du front réactionnel (6-37), les fonctions f(w), glw) ,

* ®
p (w) et D (w) doivent étre connues. On supposera une variation

linéaire de la masse volumique et de la diffusivité avec la

coﬁcenfration.

i _ T I 1 e

p (w) = ( Py P Yw o+ Py {6-43)

It VIS § S I II -

p{w}—(pi pw)w + P (6-44)

D" () = (D' - 0 yw +0D (6-45)
1 - —-w

p'lw) = (D' - 'ty w + DY (6-46)
1 o o0

"
Le tableau (6-1) résume les différentes fonctions f(w), gluw}, p (w) et

D {w) dans chaque région. Les différents paramétres du modéle sont

R I e

S1=p /p_, . . (6-47)
1 |

s2 = D /D (6-48)
1 -0

s3 = plly p_I_m (6-49)

11, 1 _
sa=p '/ pl_ (6-50)

210



S5 =D,/ D © (6-51)

S6 =D/ D : (6-52)
[#1] Q0 .
v. M

4 = V1 Ml (6-28)
2 M

Les indices 1 et * « signifient que la propriété en question est
évaluée a 1’ interface et aux deux extrémités de 1’ échantillon. Les
exposants 1 et 11 représentent les régions 1 et 11. Il est & remarquer
que 51 = S3 , et de ce fait, il existe donc six paraméires pour ce

modéle réactionnel.

P . * * N
Tableau{6-1): Définition des fonctions f, g, p et D en fonction de

la concentration

Région I Région 1I
: 1 8p (81 - 1) 1 dp (S3 - s54),
g lw) =~ —= g (w =—-—-=
p 8w (81 - 1) w+ 1 . p Bw (83 -S4)w + S4
1 8D (s2 - 1) 1 8D (S5 - S6)
fI{w) = - = — fII(w) = — — =
Ddw (82-1)w+1 D dw (S5 -S6)w + S6
. p'(w) . Pt w)
pI(wJ = — = (51 - 1) w+1 p”(w) = =(S3 - S4)w + S4
P_, Py
. D' (w) . D' (w)
B (w) = = (82 -1) w+1 D (w) = =(55 - S6)w + S6
I DI ' 11 DI . ‘
—m 00

211



6-2~4. Déplacement des repeéres.

D’une maniére similaire a celle du processus de diffusion, et a
partir de la composante x du vecteur de déplacement nous obtenons
1’équation qui gouverne le transport du déplacement d’un point

matériel,

Hin) au au I
n ot —| -2t |—| =vD__t Hin) - - {6-53)

et 1'équation qui définie le point singulier,

2 a_ + H{ns) = Q (6-54)

ainsi que les conditions aux limites suivantes

Ul-w, t) = D t 1/] (6~55)

U{ w,t)

il

- Vbt { H{w) - 1/J }  (6-56)

La résolution de 1'équation {(6-53) & 1’aide de la méthode des
caractéristiques de Hildebrand [27] donne le déplacement de part et

d'autre du point singulier,
n<m
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I
)

0

pin)
U_(Vﬂ,t] = - Dim t Hiw) - 1/ - { 27 + H(n)} [1 - ____J (6=-57)

o>
n T?S

. pln)
U (n,t) == vD_ 't H{n) - I/J + { 27 + H(n)} [ — -1 } (6-58)

o}

Au point singulier les deux expressions pour le déplacement tendent
vers une méme valeur, il s’ensuit que le déplacement est continu mais
les gradients du déplacement sont discontinus au point singulier comme

le montrent les expressions suivantes :

8U_ - p(n)

—1| =v4D t 1 - (6-59)
- -G I )

o t p—m

au p(n)
—*l =vap!'t 1 - (6-60)

- I
an ¢

g +H

A partir de l'une des expressions du déplacement (6-57} ou (6-58),
de la définition du deéeplacement d'un point matériel et sachant que les
repéres sont initialement placés a 1’ interface d’origine, on obtient

alsemment 1’équation sulvante qui gouverne le déplacement des repéres

2w+ H(m ) =0 _ (6-61)
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qui est identique a 1’équation qul définie le point singulier,

2 m_ + H(n) =0 , (6-54)

la

ou

®

On peut donc conclure que la position des repéres coincident avec

position du point singulier

[.>eéquation (6—6}] peut étre réécrite de la fagon suivante

= - 1/2 H(nm] 7 ‘ (6-62)

= - H(n ) ¥D! 't ' (6-63)

Cecl explique que les repéres se déplacent avec la racine carrée du

temps. L’équation (6-63) montre aussi que la réaction chimique est

contrélée par la diffusion des deux réactants dans le produit.
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6-2-5. Simulation des résultats du processus réactionnel

( concentration - vitesse - déplacement ~ repéres )

Les équations (6-~1) et (6-11) réécritent ci dessous,

w" o+ Cf +g ) w * —x (2m+HMM ) =0 (6-1)

1
14 2 2 H] —_ - N
w + { fII+ gII) w v —= 27+ HII(n) ] w =0 (6-111)

D
11

avec les conditions aux limites,

w (=) =0
w (ni) =1
w (w) =20

sont résolues numériquement a 1'aide de la méthode des différences

finies dont le schéma numérique est exposé dans 1’ Appendice D.

L'équation qui gouverne le mouvement de 1'interface est résolue

numériquement & 1’aide de la méthode de Newton - Raphson [53].

Iz
( 3w /dn )I vy Ml ?i

I
( Bw /80 )II v, M2 D.l

= 0 (6-64)
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Les résultats de la simulation avec les paraméires suivants

S1=p, /p. = 0,75
s2=pl/p! = 1
1 ~00
s3=pllspt = 0,75
-m
sS4 = pII/ pI' = 0,5
—Q
ss =pit/ Dt = 1
1 ]
s6 =p'fspt = 1
e ] bl + v
v, M
4 = -1 -
vo My

sont montrés dans la figure (6-4). Les résultats concernent les
profils des fractions massiques du produit et des réactants, de la
vitesse et du déplacement. Les profils de la vitesse et du déplacement
sont similaires & ceux obtenus pour le processus de diffusion, quant
au profil de concentration il montre la déplétion des réactants au
niveau du front réactionnel 13 ol la fraction massique du produit est
égale 4 1 . L'interface ou front réactionnel se trouve au niveau de la
région la moins dense a cause des differences de masse volumique entre
les deux réactants A et B.
i

Les figures (6-5) et (6-6) réprésentent les effets de la masse

volumique, de la diffusivité et de la stoechiométrie sur les

déplacements de 1'interface et des repéres.

On peut donc conclure que la stoechiométrie de la réaction chimique
et la variation de la masse volumique gouvernent respectivement le
déplacement de 1’interface et celui des repéres. La diffusivité quant

a elle &4 une faible influence.
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Actuel

Figure(6-4): Profils des fractions massiques du
produit et des réactants, de la vitesse et du

- déplacement
S1=83=0,75 ,84=0,5 ,S2=85=86=1 ,A=1

" Fractions massiques de C, A et B, vitesse et déplacement

%
-056
-5 -3 -1 1 3 5
PROFONDEUR
——C —A/B - Ux¥YD ot —o— ViVt/Deo
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POSITION DU FRONT REACTIONNEL

07 -

0.6

05 -

04 -

0.3 1

02 -

0,1

Figure(6-5): Effet des paramétres de masse

volumique, de diffusivité et de stoechiométrie sur le

mouvement du front réactionnel

0.2 0.4 0.6 0,8 1
PARAMETRES S§1, A, Sé6

G54 —8—p =56

Page 218

1,2




Figure(6-6): Effet des paramétres de masse
volumique, de diffusivité et de stoechiométrie
sur le déplacement des repéres
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DEPLACEMENT DES REPERES
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PARAMETRES S1, A, S6

—8—31 - x— A —0—56
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6-2-6 Déformation et distribution des contraintes

les expressions qui gouvernent la déformation Eulerienne,

1’allongement et la conirainte dans la direction de la diffusion sont:

Déformation Eulerienne

n <o
1 plm) 12
E () = - 1 - - (6-65)
2 Pe
n >
. 1 p(n) 12
E. (m) =; 1 - - (6-66)
o
Allongement
n o< om
pI
A () = — (6-67)
pln)
n > g
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Il

A m) = == . (6-68)
pln)
Contrainte dans la direction de la diffusion
1 I
p—m D—m & * d ‘ 2
Tux(n,t) = —— P — { n + H(n) + 174 H™(n) } dg -
2t dn
1o,
- p dg (6-69)
J
{o2]

La simulation des résultats est montrée dans les figures (6-7) et
(6-8). Dans ;a figure (6-7), les profils de déformation Eulerienne et
de 1’allongement indiquent que la région I est en expansion et la
région Il est en contractlion. L’ordre de grandeur de la déformation
Eulerienne indique qu’au cours de la réaction, la déformation qui se
-manifeste peut étre le <siége de contraintes internes non -
négligeables pouvant expliquer la formation des cavités observées

expérimentalement.

Dans la figure (6~8), la contrainte dans la direction de 1a
diffusion est falble et ce a cause de la vitesse qui est trés faible.
Cette contrainte constitue la force nécessaire perméttant

1’accélération de la masse au cours du processus de diffusion.
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ALLONGEMENT

PARAMETRES
S1=853=0,75 ,54=0,5 ,S2=85=S6=A=1
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Figure{6-7): Profils de déformation Eulerienne et d’allongement
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Figure(6-8): Profils de la contrainte, de Ia vitesse et
de la concentration en fonction de la profondeur
S1=S3=0,75 ,S4=0,5 ,S2=585=S6=A=1

CONTRAINTE, VITESSE ET CONCENTRATION

5 B S 1 y -
PROFONDEUR

— 0 VxVt/Dgo 3= Txx(t/ Deo feo)
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6-3. Investigation de la Cinétique de croissance de la couche de

produit dans les réactions d 1’état solide.

La caractériscique générale des réacticns solide - solide du type,

Vl A+ v2 B ———e—— u3 c
est la fine couche de produit qui se forme inictialement dés la mise en
contact des deux réactants et la continuation de 1f/intéraction va
dépendre de la vitesse de diffusion par léquelle les réactants peuvent
traverser cette couche de produit. Le déplacement des réactants &
travers la couche de produit permet a la réacticon de progresser et &

la couche de produit de croitre au fur et & mesure de la consommation

des réactants.

Le mede de croissance de 1la 'couche du produit C dépend de 1la
diffusion des réactants A er B & travers cette couche; ainsi les
gradients de concentration constituent la force motrice du systéme.
‘Dans le cas particulier, o0 A peut diffuser & travers C et B ne peut
nas, A péndtre la couche € & l'incterface A/C, diffuse 4 travers C, et
se combine avec B & 1l'interface C/B. Ainsi, la croissance de la couche
prendra place du coté de B ol la réaction s’éffectue. Maintenant, si A
et B peuvent diffuser ctous les deux & travers la couche. C, la
combinaison ou 1’intéracrion & 1l intérieur de la couche elle méme et
la croissance de cette derniére s’'effecruera par la consommation
progressive des deux masses réagissantes adjacences.

Pour les intéractions solide - sclide du type:

Vl A+ u2 B — V3C .
la diminucion de la vitegsse de la réaction est une conséquence de
17 augmentation de 1'épaisseur de la couche de produit au cours de 1la
progression de la réaction. La loi cinétique obé&it par ce type de

réaction est une loi paraboliqgue [3].

Notre but est d’une part de dériver cette loi parabolique pour des
variations arbitraires de la masse volumique, de la diffusivicé et de
la stoechiomé&trie et d‘aurre part d’égudier les paramétres gqui
décrivent la creissance de la couche de produit afin de comprendre

le mé&canisme.
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6-3-1 Dérivation de la loi parabolique
Considérons la réaction solide - solide suivante : .
v A+ v,y B ——— v.C (6~70)

qui est instantanée de sorte que la réaction entre A et B donne le

produit C.

Nous définissons 1'avancement de la réaction « comme le rapport

entre la quantité du produit C formé mp et la quantité totale possible

mo. .

~ | (6-71)

ou la quantité totale théoriquement possible est la somme des masses

initiales de A et de B, .

My = m, + s ‘ ‘ (6-72)

A partir de 1’'avancement de la réaction qui évolue selon la

relation :
n n n
A B cC
5 = 7o = N (6-73)
1 2 3 ;
ol nA, nB, et nC sont les nombres de moles de A,B et C & chaque

instant t, et de. la relation de conservation de masse du systéme

réactionnel décrite par :
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v. M. + v_ M.+ v. M. = 0 (6-74)

&
on obtient 1'expression sulvante pour my
v, M
33
m, = - m (6-75)
0 . ?1 M1 A
En définissant
v, M v, M 1 4+ 1
Bz—VSMa-—— 1+v2M2 = 1+ — = {6-76)
11 11 A A
et .
m, =Py lA Ai (6-77)
-avec

p, @ masse volumique du réactant A
1 : 1’'épaisseur initiale du réactant A

Ai : 1’aire interfaciale

1’ expression de ™ devient :

my = [ Py 1A Ay ] B | (6-78)

La quantité du produit formé peut étre définie de la maniére suivante:
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N o0

m_ = A, [ plw) wlx) dx {6-79)
p i
1]

Al est 1’aire interfaciale
p est la masse volumique du produit

) est la fraction massique du produit

En wutilisant la transformée de variable 7% donnée par 1’ équation

(6-2), on obtient:

(a1

o= A Va4 DLt [ p(n) wln) dn (6-80)
[s.9]

En wutilisant maintenant la masse volumique adimensionnelle du

tableau {6-1),

x pin) pin)
p (n) = . = (6-81)
P Py
et en définissant,
(s1]
T = [ p*(n) w{n) dn ' (6-82)
0

on obtient,
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m = A, p Cv 4D t (6-83)
gui montre que la quantité de produit formé est une fonction de 1la
racine carrée du temps. T

La vitesse de formation du prodult C est obtenue en prenant la

dérivée'par rapport au temps de 1’équation (6-83),

d t - | (6-84)

qul peut étre reéarrangée en e¢liminant le terme contenant la racine

carrée a 1'aide de 1’équation {6-83},

P -
T _ (6-85)

Ce resultat montre bien que la vitesse de formation du preoduit diminue

avec la quantité de produit formé.

De part la définition de 1’avancement de 1la réaction, on peut

écrire
m m . .

« = EE = P . ‘ {6-86)
0 ( Py lA A, )R

1
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En substituant mp de 1’ expression ci-dessus dans 1'équation (6-85),

il vient:

o = - (6-87)

o.
ot
=

>

(8
™

Etant donné que le terme ( C/8 ) est sans dimensions, le terme de
droite de 1’équation (6-87) posséde les unités de 1’inverse du temps.
Il s’ensuit que ce terme. représente une constante de vitesse °

“apparente"” de la réaction ; et qui s'écrit

K = 2| (6-88)

L'équation (6-87) s'écrit donc :

— = .2 , : (6~89)

Ce qui montre que la dérivée par rapport au temps de 1’avancement de
‘la réaction est une fonction inversement proportionnelle &
1’ avancement de la réaction a.

L’ intégration de 1’équation (6-89) permet d’obtenir la loi

parabolique basée sur 1l’avancement de la réaction.

« =2k t ' (6-90}
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Cette lbimﬁafabbliqué décrivant la cinétique de la réaction"{

i)lA"":VB—)V

a été dérivée icl pour le cas général prenant en considération les

variations de la masse volumique, de la diffusivité

stoechiométrie de la réaction chimique.

11 est utile d’ exprimer

adimensionnelle,

do 1 aa® 2 nl_ c)?
a—:- = 2 —

d t 2 dt (1) B

A
de sorte que,
¢« anl ¢ )?
- = o = 2
at a1 e “
A

1’ équation (6-92} devient :

1"équation

230

(6-87)

et la

forme

(6—92)

(6-93)



— = — : (6-94)

=)
7]
™

ou T et B sont donnés respectivement par les équations (6-82) et

(6-76),
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6-3-2 Etude des paramétres décrivant la croissénce de la couche de

produit.

La constante de vitesse "apparente",

k, = ——s | - (6-88)

montre que les éffets de la diffusion et de la stoechiométrie de 1la
réaction sont contenus respectivement dans les termes Dim et B. I1
demeure le terme C élevé au carré, définit par 1’équation (6-82) et
gui est fonction des paramétres de masse volumique S1, S3 et S4, de

diffusivité S2, 55 et S6 et de la stoechiométrie 4.

. L’analyse du terme CZ est conduite en faisant varier un paramétre a
la fois tout en gardant les autres paramétres constants, Les résultats
sont portés sur la figure (6-9), a partir de laquelle on peut déduire
que le terme Cz est surtout fonction des variations de la masse

volumique du systéme.
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TERME CA2

Figure(6-9): Effet de la masse volumique, de la
diffusivité et de la stoechiométrie sur le terme
CAr2

25
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6.4 Application du modéle aux siliciures et aux réactions de

"

métallisation.

A ce stade de développement du modéle, nous avons dérivé la loi

parabolique basée sur 1’avancement de la réaction «,

o =2 kA t : (6-90)

k = —— - ' : (6-88)

Nous avons trouvé gue le terme 82 est fonction des variations de
la masse volumique ; cependant, les contributions de la diffusivité et
de la stoechiométrie au sein de la constante de vitesse "apparente"
sont respectivement contenues dans les termesg Dim et .
Malheureusement, l’avancemént de la réaction n'est pas une grandeur
facile a mesurer expérimentalement, par contre la constante de vitesse
k (T) est utilisée couramment & partir des mesures de 1’ épaisseur de

la couche de produit et du temps de croissance de la couche.

Cette loi parabolique [3,54,55] basée sur la constante de vitesse

k(T} s’écrit : : :

X_=k(T) t ‘ (6-95)

ou Xp et t sont respectivement 1’épaisseur de la couche de produit et

le temps de croissance.

234



Généralement, cette constante de vitesse k (T) est assimilée a un
coefficient de diffusion D, c’est ainsi que des coefficients de
diffusion pour les formations de phasé sbnf‘déduites expérimentalement
a partir d'un simple graphique du typé Arrhénius [3] basé sur .
1"épalsseur de la couche de produit et le temps de croissance. Afin
d’obtenir une expression analogue a 1’équation (6-95) on procéde de la

maniére suivante :

Soit

X = X, = X : , {6-96)

1’ épaisseur de la couche de produit, de sorte que :

(x. -~ x.)% = K(T) t (6-97)

En utilisant la transformée de variable % dans 1'équation (6~97) on

obtieni:

k(T) =4 (m, -, )°D | ' (6-98)

ol le terme [ N, - My ) représente 1'épaisseur adimensionnelle de la

couche de produit.

Une tentative d'appliquer rigoureusement notre modéle aux données
expérimentales pour les réactions de métallisation et aux siliciures
n’a pas été rendue possible par manque de données sur les coefficients

de diffusion des phases produites que ce soit pour les composés
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bimétalliques ou pour les siliciures. De ce fait, nous nous sommes
proposés de déterminer les coefficients de diffusion des ﬁhases
produites a partir des constantes de.vitesse expérimentales k{ T )} a
différentes températures en utilisant 1’équation (6-98), wu que

1'é&paisseur adimensionnelle (nz—nl} peut étre générée numérigquement.

Dans les tableaux (6-2) a4 (6-14) nous avons dressé les résultats
obtenus peur les siliciures et leé réacticns de métallisation ol l‘on
remarque gque le terme (n2 - nl) de 1’équation (6-98) ne dépend pas
beaucoup de 1la température. Nous pouvons donc conclure gue - la
dépendance de la constante de vitesse k(T) sur la masse volumique et
sur la stoechiométrie est contenue dans le terme (nz - nl) qui
répfésence 1’ épaisseur adimensionnelie de la couche de preoduit. De
plus, ies graphiques du type Arrhénius portés sur les figures (6-10) a
(6-22) montrent que le coefficient de diffusion de la phase ﬁroduite
est inférieur & la constante de vitesse k{T) par un facteur de 100 et

cela pour toutes les réactions é&tudiées.

Nous pouvons donc conclure que le coefficient de diffusion seul,
n‘est pas représentatif de la croissance de la couche du produit formé
que ce soit pour les siliciures ou les réactions de mérallisation. Il
s‘ensuit que la distinction entre la cdnstante de vitesse et le
coefficient de diffusion ne doit pas étre ignorée lorsqu’'on analyse la
croissance de la couche de produit pour les intéractions solide -

solide du type,

Les données relatives & 1'é&valuation des pavamétres du medéle 51,

82, S3, 84, 585, 56 et 4 figurent dans 1-aAppendice F.

Dans les réactions de métallisation ou dans les siliciures, il est
importanc d'identifier 1'espéce diffusante primaire durant la
croissance de la couche de produit, dans le but d‘obtenir des

informations sur la direction de la diffusion ( quel est le réactant
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‘qui diffuse plus rapidement ? ) et d'élucider le wmécanisme

réacticnnel.

Ces informations sont obtenues en insérant des repéres inertes &
1'incerface d'origine dans les expériences relatives aux réactions
gelide - solide. Il s’ensuit gque & partir de la direction du
déplacement des repéres, 1l'identification de 1'espé&ce diffusante
primaire peut étre déterminée. L‘équation qui gouverne le

déplacement des repéres inertes est donnée par 1'équation (6-61).

Les résultats numérigues concernant le déplacement des repéres pour
les siliciures et les réactions de mérallisation sont portés sur les
takleaux (6-2) a (6-14). Dans les tableaux {6-15) et (6-16) nous
dressons une comparaison des résultats obtenus par le modé&le aux
résultacrs expérimentaux pour le cas des siliciures et des réactions de
mérallisation . A partir de ces tableaux nous pouvons conclure que la
prédiction du déplacement des repéres par le modéle est en excellent

accord avec les résulcats expérimentaux,
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k(T) et D* P1,Si cm’s

" 1E-17

"

Figure(6-10): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la
réaction: 2 Pt + Si ----- > Pt,Si

1E-11 1

TE-13 +

1E-15 4

1000/T (K)

—a— Constante de vitesse —e— Diffusivité
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Figure(6-11): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la
reaction: 2 Pd + Si--—---> Pd,Si
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£
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K(T) et D NigSi cm7s

1,0E-11

1,0E-13

1,0E-15

1,0E-17

1,0E-19

Figure(6-12): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la
réaction: 2 Ni + Si-----> Ni,Si
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k(T) et D* CosSi cmTs

Figure(6-13): Comparaison du coefficient de diffusion
et de la constante de vitesse pour la réaction: 2 Co +
Si ----- > CopSi :
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1E-18 : ¢
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k{T) et D* PtSi cm%s

Figure{6-14): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la
réaction: Pt + Si ----> PtSi
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cmzls

k(T} et D* FeSi

Figure(6-15): Comparaison du coefficient de
diffusion ét de la constante de vitesse pour la

réaction : Fe + Si----- > FeSi
1E-10 +
1E-12 +
1E-14 4
1E-16 4= 4 4 $ —
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1000/T (K)

—4— Constante de vitesse —— Diffusivité
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k(T) et D* HfSi cmzls

Figure(6-16): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la

réaction : ] Hf + Si ----> HISi
1E-13
1E-15 4
1E-17 +
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Figure(6-17): Comparaison du coefficient de diffusion
et de la constante de vitesse pour la réaction
Co + Si --—--- > CoSi
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k(T) et D* VSiz cm?s

Figure(6-18): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la
réaction: V + 28i----- > VSip
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Figure(6-19). Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la

réaction : Ti + 3Al ----- > TiAI3
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K(T) et D* Ag Al em™/s

Figure(6-20): Comparaison du coefficient de
diffusion et de la constante de vitesse pour la réaction
2Ag + Al —--> AgpAl
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k(T) et D* Au Al emZs

Figure(6-21): Comparaison du coefficient de diffusion
et de la constante de vitesse pour la réaction

2 Au + Al ——-> AupAl
“1E-14 o
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/s

\']

k(T) et D* AuAly cm

Figure(6-22): Comparaison du coefficient de diffusion
et de la constante de vitesse pour la réaction
Au + 2 Al - > AuAlyp
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1E-13 4+
16-15 4
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—&- Constante de vitesse = Diffusivité
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Tableau(6—2): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction

: 2Pt + Si — Pt_Si

2
200 °C 225 °C 250 °C 275 °C
Constante de
vitesse )
K(T) em®/s (561 2,5 10°% 12 1073 48 10713 1710712
Coefficient de
diffusion
k] . p— _ —_
S 2,9 107% 1,390 107 5,58 1071 1,94 10714
Pt251
Epaisseur de la
couche de produit
4,643 4,643 4,635 4,625
(n, _ m)
Position des
repéres
n 0,0464 0, 0482 0, 0485 0, 0490
Position du front
rea;tl°““61 -0, 437 ~0, 445 -0, 468 -0, 480
i
U ~2,507 -2,510 -2,516 -2,525
7 2,136 2,133 2,119 2,100
n, /o, 1,173 1,176 1,187 1,202
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Tableau(6-3): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repreres pour la réaction : 2Pd + Si — —— Pd_Si

2
210 °C 230 °C 250 °c 270 °c 300 °C
Constante de
vitesse
K(T) en’/s (571 5,42 1070 21070 7,33 1071 2310713 40712
Coefficient de
diffusion
DY . comss 5,110 1,0 1071 6.9 10718 2.2 10715 9.4 10710
Pd,Si
Epaisseur de la
couche de produit
5,156 5,156 5,156 5,156 5,156
N, = 0
2 1
Position des
repéres
- T 70,0395  0,0390 0,0384 0,0377 ' 0,0365
Position du front
reactionnel 0,692 0,691 0,690 0,689 0,688
My
n, -2,334 -2,334 -2,335 -2,335 -2,336
K ' 2,822 2,822 2,821 2,821 2.820
n, /7 m, 0,827 0,827 0,828 0,828 0,828
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Tableau{(6-4): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction ;

2 Ni + 81 —— Ni_Si

2
200 °C 250 °C 300 °C
Constante de viitesse :
K(T) cnlrs (58] 1,9 10718 6,7 10 1> 1,37 1o 3
Coefficient de
diffusion
* _ — -
D . . sz/s 1,78 10 18 6,29 10 17 1,29 10 15
N1251 )
Epaisseur de la
couche Ee produit 5 156 5.156 5 156
iy =y
Position des
reperes
nm 0, 0406 - 0,0405 0,0404
Position du front
réactionnel 0,693 0,692 0,692
7.
i
ny -2,334 ‘ ~2,334 -2,334
nz 2,822 2,822 2,822
n /s ., 0,827 0,827 0,827
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Tableau (6~5) : Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction : 2 Co + 81 — COZSi

405 °C 419 °C 431°cC 460° C
Constante de vitesse 1,42 101> 2,73 10713 4,7 10710 1,4 10714
-2
k(T) cm™/s [59]
[ ]
Coefficient de
diffusion cm’/s 1,24 10717 2,8 10717 a8 10 Y 1,4 1071
*
D .
C0281
Epaisseur de la couche
de produit 4,964 4,956 4,940 4,924
(nz - nl)
Position des repeéres
. 0,0424 0,0425 0,0426 0,045
Position du front 0,328 0,305 0,281 0,245
réactionnel
3
n -2,360 -2,364 -2,365 -2, 370
n, 2,604 2,592 2,575 2,554
n, 7 m, 0,906 0,912 0,918 0,928
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Tableau (6-6)

: Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

reperes pour la réactipn: Pt + Si — Pt Si

300 °C 350 °C 430 °C
Constante de vitesse 7.2 10*13 6.8 10—12 10—10
K(T) cn°/s  [56]
Coefficient de
diffusion cm /s 8,5 10 15 8,05 10 14 1,18 10 12
*
D PtSi
Epaisseur de la couche
de produit 4,603 4,595 4,595
(nz*nl)
Position des repéres
N -0,1713 -0,1775 -0,1776
Position du front
- réactionnel 0,534 -0, 540 -0, 546
Ty
K - 2,518 -2,529 -2,535
., 2,085 2,066 2,060
0y 7/ nz 1,21 1,22 1,23
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Tableau (6-7) : Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repeéres pour la réaction: Fe + Si —— Fe Si

452 °c 475 °C 503 °C 528 °C
Constante de vitesse 4,4 107°° 9,6 10 ° 2,5 10 '% 5,4 1012
k(T) cmz/s [60]

' T - : —14 -
Coefficient de 1,6 10 1,0 107" 2,6 107 5,64 10714
diffusion cm /s

*
DFeSi
Epaisseur de la couche
de produit 4,883 4,891 4,892 4,892
(712 - nl) ,
Position des repéres

nm -0,0145 -0,0120 -0,0101 -0,0101
Position du front ‘
réactionnel -0, 401 -0, 403 -0, 405 -0, 405

0y

Sy -2, 600 -2,604 -2,605 -2, 605
'n2 : 2,283 2,287 2,287 2,287
1,77, 1,138 1,138 1,139 1,139

256



Tableau(6-8): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction :

Hf + S1 —— HfSi

550 °C 600 °C 650 °C
Constante de vitesse
K(T) em’/s  [61] 2,56 10718 2,11 107 1,38 10714
Coefficient de diffusion
#* - — -
Do em“ss 2,66 10718 2,18 107Y7 1,41 10716
HfS1 .
Epaisseur de la couche
de produit 4,907 4,915 4,939
(nz - nl)
Position des repéres
nm -0, 044 -0,049 -0, 056
Position du front
reactionnel 0,846 0,860 -0,893
. )
i
nl -2,782 -2,790 -2,813
] 2,124 2,125 2,126
y / n, 1,310 1,313 1,323
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Tableau(6-9)}: Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction :

Co + Si —— Co Si

496 °C 527 °C 543 °C
Constante ge vitesse 5.66 10—14 1,60 10~ 278 10—13
k(T) em /s [59] ‘ .
Coefficient de diffusion
#* -— —_ —
D. .. cmss 6,03 10710 1,72 10 2,99 107>
CoSi
Epaisseur de la couche
de produit 4,795 4,812 4,820
{(n, - 2n,)
2 1
Position des repéres
nm -0, 042 -0,044 -0, 045
Position du front -0, 368 0,390 -0,398
réactionnel
Ny
-2,547 v -2,563 -2,569
5!
nz 2,248 2,249 2,251
41
nl / nz 1,133 1,139 1,1
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Tableau(6-10): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction : V + 2 Si > V 812
600 °C 650 °C 700°C
Constante ge vitesse 2.9 10—15 2 2 10—14 1.3 10 -13
k(T) cm™ /s [62] ‘
Coefficient de diffusion
E — — —_
D, _. e’ /s 3,03 1077 2,31 1071 1.4 1071
VSi
2 .
Epaisseur de la couche
de produit 4,892 4,876 4,828
(n, - n,)
2 1 : :
Position des repéres
ny -0,0436 -0,0317 -0,0332
Positlion du front ~0,265 ~0,223 0,152
réactionnel ni
nl : -2,551 -2,527 -2,476
n, 2,341 ‘ 2,349 2,352
nl /s n2 1,089 1,076 2,352
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Tableau(6-11): Coefficent de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction

: Ti + 3 Al > TiAl3
200 °c 225 °c 250 °c 275 °c
Constante de vitesse
K(T) em’/s  (63] 3,65 1077 5,28 1071% 1,74 10715 1.5 10714
Coefficient de
diffusion
E — - — -
D... cmZZs 2,41 10 19 3,62 10 18 1,21 10 17 1,1 10 16
TlAl3 )
Epaisseur de la couche
de produit
n2 - nl 6,154 6,034 5,986 5,810
Position des repéres
nm -0,0076 0,0012 0,0045 06,0117
Position du front
reactionnel 2,271 -1,962 -1,829 -1,433
.
1
, -3,610 ' -3,508 -3,462 -3, 305
nz : 2,544 2,526 2,524 2,505
nl 7/ nz 1,419 1,388 1,372 1,319
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Tableau{6-12): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

reperes pour la réaction : 2 Ag + A1l —— Ag2A1

125 °C 130 °C 135 °C 140 °c
Constante de vitesse
K(T) cn’/s [64] 4,36 107 6,710 10107 15 107
Coefficient de
diffusion
* i — — V — -
D cmz/s - 4,6 10 17 7,1 10 17 1,1 10 1,6 10 16
Ag. Al
2
Epaisseur de la couche
de produit 4,860 4,852 4,844 4,836
(nz - nlJ
Position des repéres
0 0,136 0,140 0,143 0,145
Position du front 0,259 0,246 0,232 0,217
réactionnel .
y
n -2,330 -2,331 -2,332 -2,334
nz : 2,530 2,521 2,512 2,502
ny / n, 0,921 0,925 0,928 0,933
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Tableau(6-13): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour la réaction : 2 Au + Al ~———— AuzAlr

70°C 80 °c 90 °C 100 °C
Constante de vitesse
-16 -16 -15 -15
k{T)'cmz/s (65) 2,3 10 6,4 10 1,7 10 4.2 10
Coefficient de diffusion
* - —_ -1 —_
D sz/s 2,310 18 6,5 10 18 1,7 10 1 4,4 10 17
Au_Al
2
Epaisseur de la couche 4,972 4,956 4,948 4,924
de produit
(n2 - nl]
Position des repéres
nm 0,106 0,109 g,110 0,114
Position du front 0,488 0,461 0,433 0,400
réactionnel
“i
nl -2,303 -2,304 -2,311 -2,314
n, 2,669 2,652 2,637 2,610
nl / n2 0,863 0,869 0,876 0,884
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Tableau(6-14): Coefficient de diffusion, épaisseur et position des

repéres pour

la réaction

: Au v 2 A —— AuAlz

175 °C 185 °c 200 °C
Constante de vitesse
K(T) em®/s  [65) 1,65 10714 5 10 10”14 9,16 10 14
Coefficient de diffusion
* -— _ ' -
D 1,60 10710 4,95 10718 8,91 10716
Au Al . o ke
2
Epaisseur de la couche
de Pr°f“:t 5,074 5,076 5,068
n, =,
Position des reperes 0,040 . 0,041 0,042
nm
Position du front *
ositlon cu iron 0,560 0,551 0,537
réactionnel
RE
Ul -2,335 -2.3 ~2,339
1, 2,740 2,738 2,729
n, / 7, 0,852 0,854 0,857
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Tableau(6-15): Comparaison de la prédiction du déplacement des

repéres aux résultats expérimentaux pour les

siliciures
Siliciures Espéece diffusante primaire

Modéle Expérimental Réference
NiZSi Ni Ni [(70,71,72]
COZSi Co Co [74]
szs'; Pd Pd, Si [71]
PtZSi Pt Pt, Si . [75,76,77]
PtSi Si Si {771
HfSi Si Si [73]
FeSi Si Si [60,71]
CoSi Si _
VSi2 Si 51 (70,71]
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Tableau(6-16): Comparaison de la prédiction du déplacement des

repéres aux résultats expérimentaux pour les

réactions de métallisation

Phase produite

Espéce diffusante primaire

Modele Experimental Référence
_TiAl3 Al Al {63]
Ag Al Ag Ag [64]
Au2A1 Au Au {65]
AuA12 Au Au [65]
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6-5 Conclusion et suggestions.

Dans les processus de diffusion et de réaction a 1’état solide du

type

v, A + v. B —— v_C ,

les différences des masses volumiques entre les réactants et le
produit induisent un mouvement de convection du plan réactionnel et de
n’ imperte gquel repére inerte placé 1initialement a 1’interface
d’origine. Aussi bien pour les repeéres que pour le plan réactionnel le
déplacement est proportionnel a la racine carrée du temps expliquant

ainsi que le processus réactionnel est contrdlé par la diffusion.

Ce mouvement de convection couplé a la diffusion induit de petites
contraintes dans la direction de la diffusion, mals aussi de grandes
contraintes normales responsables de la distorsion et du fléchissement

des échantillons minces,

Les valeurs ¢élevées de la défcrmation FEulerienne et ~de
1’allongement expliquent la formation de cavités qui se manifestent
lors de progression de la diffusion. Ce type de déformation peut.

stopper 1’évolution de la réaction.

Le développement d'une théorie phénoménologique du processus
réactionnel a permis de dériver la loi parabolique qui gouverne lé
éroissance de la couche de produit et cela pour des variations
arbitraires de la masse volumique, de la diffusivité et de 1la

. stoechiométrie. De plus, 1'investigation des paramétres qui

u "

interviennent dans la constante de vitesse apparente a permis

d’élucider la constante de vitesse mesurée expérimentalement.
L'étude que nous avons mené montre que contrairement a ce gui est

généralement admis, la constante de vitesse de la croissance de la

~couche de produit ne peut étre assimilée a un coefficient de
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diffusion. En effet, la diffusion a elle seule n’est pas
représentative de la cfoissance de la couche de produit, car la masse
volumique et la stoechiométrie de la réaction ont une influence sur la

constante de vitesse mesurée expérimentalement.

Dans le but de confirmer ceci, les coefficients de diffusion
obtenus & partir des données expérimentales sur la croissance des
couches; que ce soit pour les siliciures ou pour les réactions de
métallisation sont cent fois plus faibles que les constantes de

vitesse.

L’ identification de [l'espéce diffusante primaire est d’une
importance capitale pour la connaissance du mécanisme des siliciures

ou des réactions de métallisation lors de la fabrication des circuits

intégrés électroniques.

La prédiction par le modéle de 1'espeéce diffusante primaire a
montré gque le metal est 1’ espéce diffusante pour les siliciures riches
en métal, par contre le silicium est 1’élément le plus rapide dans le
cas des mono et des disiliciures. Ces résultats sont en parfait accord
avec les résultats expérimentaux que ce soit pour les siliéiures ou

pour les réactions de métallisation.

Pour clére, nous suggérons que ce travail soit placé en perspective
et en direction d’un travail futur. Le modéle développé dans ce
travail, peut probablement étre généralisé davantage pour tenir compte
des limitations de la solubilité que 1l'on rencontre dans certains

processus de diffusion et de réaction.

Il est aussi possible d'étendre le modele a des systemes ternaires
ou trois «censtituants interdiffusent, mals ceci va compliguer
énormément le modéle.

Ce modéle de diffusion et de réaction a 1'état solide peut trouver
d’ autres applications surtout dans le domaine des semiconducteurs. Par
exemple, en développant des corrélations entre les paramétres du

modéle et les propriétés électriques. Le modéle peut étre utilisé pour
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prédire les caractéristiques électriques des jonctions entre le métal
et le semiconducteur. lLa, on peut a4 titre d’'exemple évaluer ces
quantités comme aes Jonctions d’impédance qui limitent la fréquence de
réponse des Jjonctions des semiconducteurs. Dans la ,catalyse de
contact, 1l est possible de prédire la sélectivité des couples de

diffusion par un choix judicieux de la composition.

La diffusion et la réaction & 1’état solide sont des processus
fondamentaux qui sont importants dans plusieurs procédés industriels,
mals aussi en recherche fondamentale. A ce Jjour, le transport par
convection de méme que la déformation qul se manifeste au cours de la
diffusion n’ont pas €té correctement pris en compte; ce qui n'a pas
permis d'expliquer ou de comprendre les phénomenes observés
expérimentalement. Il en résulte que le modéle proposé dans ce travail
peut étre utilise dans plusieurs domaines d’ application sus-cités: car
il est beaucoup plus général et donne de bons résultats dans sa
confrontation aux resultats expérimentaux que ce soit pour les couples

de diffusien binaire, pour les siliciures ou pour les réactions de

métallisation.
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A. Nacer, Thése Nomenclature

NOMENCLATURE

A constituant A, ou réactant A

Al Aire interfaciale

AaB(t) Surface de 1'interface ‘

of Rapport des masses réagissantes

a Constante o

B Constituant B, ou réactant B

b Force de pesanlteur

C concentration molaire totale ou produit de la réaction
CA,CB concentration molaires des constituants A et B
C constante .

cl constante

c2 ‘ constante

c3 constante

Di,DaB coefficients de diffusion binaire

DI,DII coefficients de diffusion du produit a 1’interface
DA,DB coefficients de diffusion intrinséques

DAU coefficient de diffusion de surface -

D diffusivité adimensionnelle

D__m coefficient de diffusion de corps A pur

D00 coefficlent de diffusion du corps B pur

D coefficient d’interdiffusion

D, éoefficient de diffusion region 1

DII coefficient de diffusion région 11

ds elément différentiel de longueur

ds ‘ elément différentiel de longueur d’origine
dr différentiel du vecteur de déplacement

E* déformation d’'Euler

E;x composante x de la déformation d’Euler

E;y composante y de la déformation d’Euler

Exx composante x de la deformation Lagrangienne

270




E
YY

ZZ
Ei(;/)

E+(y)

erf

I

H{y)
HI(n)
Hll(n]

o3

0

S
b

O O S I i T R S O
3 >k
9 ®

-
kS

composante y de la déformation Lagrangienne

composante z de la déeformation lagrangienne

déformation Eulerienne & gauche du point singulier -

déformation Fulerienne a droite du point singulier
‘module d’'élasticité de Young '

fonction de Gauss

energie interne

fonction representant la variation du coefficient

de diffusion avec la fraction massique

fonction représentant la variation du coefficient

de diffusion avec la fraction molaire

fonction représentaht la variation du coelficient

de diffusion avec la fraction massique dans la région 1
fonction représentant la variation du coefficient

de diffusion avec l? fraction massique dang la région 11
fonction représentant la variation de la masse velumique
avec la fractlon massigue

fonction représentant la variation de la conceniration

-molaire avec la composition molaire,.

foncticen representant la variation de la masse volumique
avec la fraction massique dans la région 1

fonction representant la variation de la masse volumique
avec la fraction massique dans la région 11

intégrale apparaissant dans }’'équation de vitesse
intégrale apparaissant dans 1’équation de vitesse région 1
intégrale apparaissant dans 1’équation de vitesse région II
pas d’intégration

conétante apparaissant dans 1’ équation de vitesse
constante (Eqg.(1-6))

vecteur de base dans la direction de la diffusion

constante apparaissant dans 1'équation de vitesse

flux massique de diffusion de A
flux molaire de diffusion de A
flux massique de diffusion de surface

flux massique de diffusion region 1
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flux massidue de diffusion région 11

k{T) constante de vitesse )

kA constante de vitééseraﬁparen{e‘r ‘

L limite numérique

lA épaisseur initiale du réactant A

MA,MB masses moléculaires des constituants A.et B

Ml'MZ masses moléculaires des réactants A et B

M3 : masse moléculaire du produit C

m masse d’un systéme & multicomposants

m quantité de produit formé

my guantité totale de produit théoriquement possible
m, masse initiale du réactant A

5 masse initiale du réactant B

. N fraction molaire normalisée
N1 premiére différence des contraintes normales
naB vecteur perpendiculaire a 1’ interface pointé vers jB
n, vecteur perpendiculaire a 1l'interface pointé vers région 11
no, vecteur perpendiculaire a 1'interface pointé vers région 1
n, nombre de moles du réactant A
D nompre de moles du réactant B
? ne nombre de moles du produit C

RA vitesse de réaction par rapport a A

RB vitesse de réaction par rapport 4 B

RC vitesse de réaction par rapport a C

S1 paramétre du modéle de diffusion et de réaction
g2 paramétre du modéle de diffusion et de réaction
S3 paramétre du maodeéle réactionnel

54 paramétre du modéle réactionnel

S5 parametre du modéle réactionnel

Sé6 paramétre du modéle réactionnel

Sc - parametre du modéle de diffusion base molaire

Suu parametre du modéle de diffusion base molaire

T température

Tf température de fusion

Txx contrainte dans la direction de la diffusion

Tyy contrainte normale a la direction de la diffusion
Txx contrainte dans la direction de la diffusion dans
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V{-w,t)
Vi{w, t}
vV (t)

o

V. (t)
v (L)
m

Viy, t)
vV .,V

Xp
X (t)
H

e
=]

Rl B - - T
= E)

<

»
la formulation Lagrangienne

contrainte normale & la direction de la diffusion
dans la formulation Lagrangienne
contrainte a 1'extrémité gauche (libre) de 1’échantillon

contrainte a 1’extrémité droite (libre) de 1’échantillon

contrainte dans les coordonnées ; et t

temps .

déplacement d’'un point matériel

composante x du vecteur de déplacement
déplacement & 1'extrémité gauche de 1’échantillon
déplacement a4 1’extrémité droite de 1’échantillon
déplacement a gauche du point singulier
déplacement a droite du point singulier

déplacement des repéres
vitesse du plan réactionnel

vitesse massique moyenne

vitesse molaire moyenne

vitesse moléculaire des constituants & et B

vitesse des repéres (Darken)

vitesse massique moyenne & 1'extrémiteé gauche de 1'échantillon
vitesse molaire moyenne a 1'extrémité droite de 1'échantillon

volume de la phase «
volume de la phase
volume englobant les phases a et f8

vitesse massique moyenne dans les coordonnées y et t

vitesses massiques moyennes dans les régions I et II

position initiale 4’un point matériel

épaisseur de la couche de produit

position du plan de Matano

position initiale des repéres
composante x

position des repéres
coordonnées de Matano
transform@e de variable

limites numériques adimensicnnelles
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position du point singulier

position des repéres

Lettres gréques

masse volumique du couple

nasses volumiques région 1 et II

' masses volumiques des constituants A et B

masse volumique du constituant i

masse volumique adimensionnelle

fractions molaires des constituants A et B

coefficient stoechiométrique
fraction massique du produit de la réaction

fractions massiques des constituants A et B
fraction massique du corps A pur
fraction massique du corps B pur

transformée de variable adimensionnelle
position des repéres

position de 1’ interface

fraction massique normalisée
allongenent

allongement a gauche du point singulier
allongement a droite du point singulier
rapport ou ratio de Poisson ‘

constante de Lamé

constante de Lamé

contrainte hydrestatique

masse ‘par unité de surface
avancement de la réaction
rapport stoechiométrique
temps adimensionnel
variable muette

quantité par unité de volume
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12 it e e B S
g g g

q

H

9

t i

gquantité par unité de masse

33,1416

flux entrant & 1’interface & partir de la phase «
flux entrant a 1’ interface a partir de la phase §3
flgx quiffant 1’ interface

source générée dans la phase «

source générée dans la phase B

quantité de ¥ générée par les sources par unité de temps

)
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APPENDICE A

Dans cette appendice on démontre que

By = 1/2 [ 1 - erf(y) ] (A-1)
avec
_ 2 2 '
erf(y) = — J e * df (A-2)
T Jo

" + 2 ; 2 =20 ' (A-3)

avec les conditions aux limites suivantes

En prenant la dérivée premiére de 1’équation (A-1) il vient

e, =- 12— erf(y) (A-4)

ey =- 1/2 — 5 erf(y) (A-5)

Afin d’évaluer ces deux expressions, on doit prendre la dérivée de la

définition de la fonction de Gauss , Eq.(A-2) -
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- erf(y) e : (A-6)
dy T
.

el

a? _ 2 -2

4 erf(y) = - — (2y) &7 (A-7)

2 : - - . - - .
dy .- _— - n . . -

Ces expressions sont substituées dans les équations (A-4) et (A-5)
pour donner

2 ' o .

. =-e 7 Wn : : {A-2)
=2

By =2y e Y Woa (A-9)

Lz substitution de ces expressions dans 1'équation différentielle
{A-3) donne 1’identité 0 = 0, ce qui prouve que 1’éguation (A-1)

satisfait 1’équation (A-3).

Etant donné que laz valeur de la fonction de Gauss aux limites est:

I
|
—

erf (-w)

erf( w)

1
-

Ce qui prouve que 1'équation (A-1) satisfait aussi les conditions aux

limites.
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APPENDICE B

Cette appendice présente la solution détaillée de 1’ équation [(2-66)

qui est 1’ équation différentielle partielle qui gouverne le profil de

déplacement

_ Hy) (8u 8 U I

{y + —z; y — - 2t j— = VDm t [ Hi{y) - - ] {B-1)
. 3y L gt ; J

avec les conditions aux limites suivantes : .

Ul-w,t) = VDm t 1/J (B-2Y

Ule,t) = - VDt [ Hw) - 1/] ] (B-3)

le point, y ys, est un point singulier définit comme suit:

1

1§
[w]

ovs + H(ys) (B-4)

A cause de ce point singulier ;s, 1’ équation (B-1) doit é&tre résoclue
dans chaque régilon separeée par ;s. Cela veut dire que nous avons deux

solutions pour le déplacement, la premiére U_(;,t) est wvalable dans
1'intervalle (—m,§s) et la deuxiénme U+(;,t] est wvalable dans

1’ intervalle [;S,+m ).

L'équation gouvernante du déplacement (8-1) est résolue par la méme
technique pour les deux régions separées par ;s, la seule différence
réside dans 17utilisalien des conditions aux limites spécifique a

chaque région.
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1. Solution de 1'équation gouvernante du déplacement par la " méthode
des Caractéristiques " '

La premiére eélape de ia méthode des caractéristiques est une
relation entre les différentielles des variables indépendantes
divisées par leurs coefficients respectifs, et la différentielle de ia
variable dépendante U, divisée par le membre de droite de 1’equation
(B-1).

2 dy dt d U

- — = - — = - {B'—S]
2y + H(y) 2t (Hly) - 173 ) vD ot

Deux équations peuvent étre extraites de 1’équation (B-5) et

doivent étre résolues.

On commence par la premiére :

2 dy dt
— - =T (B-6)
2y + Hiy) 2t .
Aprés intégration on obtient
Y 2 dg C1 ' -
—_— = ~ 1/2 In{t) + In(C1) = ln — ' {B-7)

26 + H(E) vVt

Pour simplifier la notation, on définit la fonction F(;)
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_ Y2
Fly) = [ [ — (B-8)
2 + H(E)

ainsi 1'équation (B-7) est réécrite comme suit:

Fly) - n &L o C1 =v e W (B-9)
vVt

On laisse ceci pour le moment, et on prend la deuxiéme relation de

1'équation (B-5).

2 dy d U o
- _ = _ (B-10)
2y + Hly) ( Hiy) - 1I/J ) JDm t :

La dépendance explicite par rapport au temps dans !'équation (B-10)

peut étre éliminée en insérrant 1'équation (B-9],

2c1 e Ty D ¢ Hiy) - 1/J) dy
d U= : _ (B-11)
(2 y + H(y))

L'intégration de 1’équation (B-11]), donne une expression pour le

déplacement U dans 1'intervalle (~w ,ys)

y
U ty,t) =2c1 VD [
w

¢ &) hee y FE)
_  dE - [ ————— d€ | + F_(C1)

2€ + H(E) 2€ + H(E)

En remplacant Cl1 par 1’équation {B-9) il vient:
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' y y
_ ~ e H(E)
U_(7.t) =2 VD_t em’)H dg -[

© 28 + H(E)

-F(g)

F v e )

Pour intégref cette équation on utilise :

_ Y 2de
FW[ e

2§ + H(g)

afin de démontrer que :

dF (y) 2
dy 2y + H(y)
d’on

_ _ -y -~Fly)

d _ _ dF (y) -2 e
~ { o F[y]} - e Fly) |_ ) _ ~
dy d vy 2 y + Hiy)

e—F(E]

© 2€ + H(g)

1/J
dg +

{(B-12)

(B-8)

{(B-13)

En substituant 1’équation (B-13) dans 1’équation (B-12) ,il vient:

- ‘
- " d ‘
U_(y, t)=—D_ t eF(y){ [ H(E) — { e'F(E)}dE -

dg

0

r P VT Y

Y
[ I7]
o

d

d

Al



et 1’intégration par partie donne:

- y Y
- _ Y -
U_(76) = - vb_ ¢ W [{ e « T8 - [ W (g) o FE) dg}

-
o

—o3

- y
Fie) .Y _ -
- { vy e FET { (1/3) e F(E) dg} } fF T8y (g

ou
U (y,t) = /Dt [n(g) cTWIFY) - Flwd oy F ) Ly o TFY)
eF(y) + 1/J e_F(_m)e P(y)} + vDw t ek(y)[ [ H (&) e_b[g)dg
[e1]

y -
- [ (/0 e T ®4g ] + F_(Vt Sy
0

Cette équation a été obtenue en utilisant H(-w)

= 0 (voir section 2),
ainsi que le fait qu'une fonction de y peut étre utilisée a
1’ intérieur ou a 1'extérieur d’une intégrale par rapport & g

pour
obtenir :
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. ' . Vi _
U_[;’t]z -V Lt {H(;)—I/J+ 1] e(F(y)—F(—m)]_[ H (§) e(L{y)—F[g))dE

o3

y _ _
s [ (1/3) ¢ TW) ~ FE)) 4 } FF VT WY (B-15)
Q

On a besoin & ce stade d’évaluer F(;)—F(&), d'ott 11 convient de

rappeler que :

2 dy

- M
Fly) - F(g) = ———— - —
2y + Hy) 2y + H(y)
00 : 4] .
Si ; > ;S on peut écrire :

_ £ 2 dy Y 2 dy £ 2 dy
F(y}_p(g)=[ L J _m_[ el

2y + H(y) . 2y + Hiy) 2y + Hiy)
_ Y 2 ay
Fly) - F{g) = _
£ 2y + Hiy)

ou

_ y 2 + H! y H’
Fly) - F(g) = [ —_—dy - J ————— iy (B-16)

‘ ‘ € _Zar + Hix) £ 2y + Hly)

On peut facilement démontrer (voir la seconde partie de cel appendice)




H (y)
_ - =-—g®@ (B-17)
2y + Hly) ‘

et 1'équation (B-16) prend donc la forme suivante:

i o 2+ W Y
Fly) - F(&) = J — dy +J g @ dy
2 H
g °Y + Hiy) £
_ 2y + H(y) Y 1 8p ay
F{y) - F(E€) = 1ln + [ - — — @ dy
26 + H(E) e P sy oo
_ ply)
_ 2y + Hiy) dp
F(y) - F{€) = In + J -— (B-18)

Les valeurs absolues sont nécessaires car la solution est wvalable
uniguement dans la région ou ; et £ sont inférieurs a ;s ,1la ou le
terme entre les barres est toujours négatif . Il est a noter aussi
qu’'on a changé la variable d’intégration dans le deuxieme membre de

droite de 1l'équation (B~18) de sorte que celle ci devienne:

_ 2y + H(y) p(y)
Fly) ~F(¢)=In |———| + 1n | —-

28 + H(E) p(g)

en combinant tous les logarithmes et en prenant 1’ exponentiel, il
vient :
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- 2; + H(;) p(g) ,
L(Fly) - F(&)) _ [ _ ] (B~19)

p(g)

2E + . H(E)

Tant que y < ys et £ < ys, les termes (2 ; + H[;)) et (26 + H(E))
sont négatifs et leur rappert est toujours positif ou nul. [1 s’ensuit
que les barres indiquant la valeur absclue de ces deux termes de

1"équation (B-19) peuvent étre éliminées, d’ ol

2y + H{y) 2y + H(y)

2€ + H(E) 26 + H(E)

et 1’équation (B-19) devient:

- 2y + Hy)) [ ply)
JFly) - F(&)) _ (B-20)
2€ + H(E) p(€)

En substituant, maintenant (B-20) dans (B—lS) il vient:

U"(;’t] T Dm t {H{;] - 1/] + 1/1] e(F(y]_F(_OU)) _ P{;)[ 2; . I-[(;) ]

Y owie) (1 T N "
dg + P(y][2y + H(y)] , [ = ] [————____ ] .
Jg 2€ + H(E) | plE) [w J 2€ + H(E)) p(€)

+F (VT e ) | (B-21)
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Maintenant, si on utilise:

H’ (€]

= - g B (B"'l?)

2E + H(E)

sachant que,

1 8p 8m 1 8p 3£ B 1 8p

et en notant que F(-w) est égal a =zéro, l'expression du déplacement

devient.

Cply)

3 ) . o .
U_(y. )= VDt {1« 1a et Y s p(yJ[ 25 + H(y)] J —

2.

B N L. G

L

On peut démontrer que {I/J)" est égal a zéro (voir la troisieme partie
de cette appendice) et aprés intégration de 1’unique - intégrale

restante de 1’'équation ci-dessus, on obtient:

- : - - _ _ _ 1 1
U_(7.t= VDt {H(y]—I/J w13 e Yy p(y)[Zy . H[y)] {— — - }

ply) pl-w)

P (/T WY | (B-22)
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L ]
En utilisant, la conditicn aux limites dans la région gqui se trouve a

gauche du point singulier.
U (~w,t) = VDm t I/J

on chtient:

-

‘ o _ - pl-w)
vh t I/J= -V t {H(-w)-1/J+ I/J eF( w) - [2y,+ H(y}] 1 -

® ® pl-w)
+F (T T
, de sorte que:
F /) = véi:_f 1/ ) | (B-23)
d’ ot B
FT e - vfg;_; 1y FY) (B-24)

En substituant 1’ expression (B-24) dans 1’équation (BF22), on obtient

1’ expression du déplacement dans la région située a gauche du point

singulier

ply)

U (y,t) = -vD_t {H(y) - /) - [ 2y + H(;)] 1 - (B-25)

pl-w)
Cette expression du déplacement est valable pour ; < ;s, et ne peut
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r
étre utilisée dans la région ol y > ys car cela nécessite une

intégration sur le poinl singulier (2;s + H(§s)) = 0 dans F(;}.

Dans le but d'éviter une intégration sur un point singulier,
l’équatibn goﬁ;érndnte du wdéplaeement (B-1) doit étre réesolue
aussi dans la région ou ; > ;s, c'est a dire & droite du point

singulier.

Comme précédemment, 1’ équation gouvernante du déplacement est

réécrite ci-dessous :

_ Hly) (8u 8 u 1
(y + =) |— | 2t |— =\/Dmt[H(y)——] (B-1)

2 8y ). 5t |-

4 laguelle on appligque la méthode des caractéristiques:

2 dy dt du
_ = - — = - ‘ (B-5)
2y + H{y) 2t ( Hly) - 1/J ) VDm t
On démarre avec la premiére égalité,
2 dy dt
— . =T ‘ (B-6)
2y + H(y) 2t
et on intégre maintenant de +w jusqu’au'point singulier
Y2 dg . ,
- — = - 1/2 In(t) + In{C2) = 1In — {B-26)

2€ + H(E) . vt
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Soit :

N ® 2 4de . aGly) -2
Gly) = e po— = - (B-27)
' — 26 + H(&) dy 2y + Hiy)
de sorte que:
c2 = v et ‘ (B-28)
A partir de 1'équation (B-5), il vient :
2 dy du
— = " (B-29)

2y + Hiy) ( H(y) - 1/3 ) Vbt

La dépendance explicite par rapport au temps dans 1l'équation ({B-29)

peut é&tre éliminée en insérrant 1'équation (B-28) dans (B-29)

2 c2 e G D (H(y) - 1/1) dy
du = (B-30)
(2 y + H(y))

L’ intégration de 1'équation (B-30), donne une expression pour le

déplacement U dans 1’intervalle (+c ,y§3

y
U dy.t) =2c2 Vb [ [

e G(g} G(g)

H(E) Y e
_— dE - —_
2€ + H(E) 2€ + H(E)

1/]
d€
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+ F+(C2)

En remplacant C2 par 1’équation (B-28) il vient:

o o) @ 265 e = _ellE)
U+(y,t)=x/Dm te y [ _— dE- [ —_— d§ + i-"+(CZ)
; 26 + H(E) - 2¢€ + H(&) ‘
(B-31)
ou ~
Le1] 00
- I dG(g) dG(£)
U (y.t) =D te GW)U H(E)—— o0 Elge —J /) ec(g)dg]+1?+(ch
" dg " dg
¥ Y
(B-32)
Deux intégrations sont requises a ce stade pour obtenir :
_ w s}
U+(§,t) = VDm t e'G(y][{ H{E) eG[E) - { H' (&) eG(E) d§ }
y Uy
- { 13 LY J (173) &) dg} ] . F+(V”E eTGly)y
Yoy
{B-33)

ou

U+(§,t):\*Dm £ e S ey S yTy e WL 1y e SOV 1, . G(m)}

- bt e G [ w ey 5 80ge - J (173 Cl8) 4 }

Yy y
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F F (VT e By (B-34)

En notant® gue G(;) —— 0, gquand ; —3 w , et que (I/3)" = 0, il

s’ ensuit que :

U+[;'t):VDm t {H(m)e‘c(y)ef}(m]_ eG(y)_G(y][H(y) - 1/] } - 1/J e—G(y}}

(03]

- VD t{ J gy oG8 7 Gylge } +F VT Gyl

y
(B-35)

On a bescoin & ce stade d’'évaluer G(§)~G(;], d'oit il convient de

rappeler que:

B ® 2 dy 2 dy
G{E) - Gly) = J ———— - J e
¢ 2y + H(%) - 2y * H(y)
- 2 d & 2 4 w
- ¥ ¥ 2 dy
GIE) - Gly) = _— - _ - _
: £ 2y + H(yx) ; 27 + H(y) £ 2y + Hiy)
- £ 2wy
G(&) - Gly) = - J _—
' v 2y + Hiy)
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ou

G(E) - Gly) = - { —— dy o+ J —_— dy . (B-37}
; 2% + H(y) ; 2y + Hly)

On peut .dans ce cas substituer le deuxiéme membre de droite pour avoir:

€

N _ Y 2 + Hs
G(E) - Gly) = [ — dy +f g @' dy (B-38)
2y + H(¥)

En utilisant 1'équation (B-17) rééerite ci-dessous.

gR= - —= - — — — = - —
P oo ge P ot oo P oot
- (y)
_ 2y + H(y) 1 dp
G(E) - Gly) = In + J - — dg
26 + H(E) ¢ PO
L 2; + H(;) p(;)
G(£) - G(y) = 1n + 1ln | — (B-39)
2€ + H(E) plg)

en combinant tous les logarithmes et en prenant 1’exponentiel,ilvient:

- - 2y + H(y) [ ply)
e{G(y) Gly)) _ [ ] (B-40)

2€ + H(g) plE)

et 1’éguation (B-36) devient:
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U ly,t) = vB_t { (Hlw) — 1/0) ¢ C) Wy - /)
T 2y + Hy)) W (E) { ply) e
-l € t+F (VTe V) (B-41)
- 2€ + H(E) p(€)
ou
Uy t) = VYDt {““m) - 1/0) Y w@)- 1) - ey« nGy

(0]

H' (y) € - ,
J — = +FVT Yy (g
= 2 + H(E) pl(€)

En utilisant 1'équation (B~17) dans (B-42} , il vient :

R , plew)
v GO _ (o S BT (E ae
U+[y,t]= Dco t {(H{w)- I/J)e -(H{y)- I/0)+ ply}(2y+H(y)) —
_ P
ply)
+ F (VT W (8-43)

L’ intégration de cette équation donne:
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_ oly)

U (y,t) = VD_ t {(H(=) - 1/0)e S - 1/0)- 2yeH(y))| — -1
. p (o)
FLE e ¢ (B-14)

Pour évaluer F+, on a besoin d’une autre condition aux limites,

pour ce faire, on raiscnne comme suit :

Quand ; devient grand (tends wvers w), on a une accélération
uniforme(voir profil de vitesse de la section 2, et le profil de

déplacement de la section 3 du chapitre I1)

au au
[ - = =V
at ay

ou

_ I
vV =-1/2 VDm/t [ H{y) - - ]

J

H{w) et I(w)/J(w) sont constants et la vitesse devient fonction du
temps uniquement .Ainsi,pour déterminer le déplacement de n’importe
guelle particule dans la région ou ; tends vers w,on a besoin
uniguement d'intégrer la vitesse

par rappert au temps.

. t
U, (m, t)= [~1/2 D { Hw)-1(@)/)(w) [ t_1/2dt] + U (2,0) (B-45)
‘ 0

Si on suppose que

U+{m,0) =

on obtient
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U+(m,t) = - YDmt H{w) - T(w)}/J(w) (B-46)

Cette expression est exactement la méme que 1'équation(2-69) du
chapitre II et constitue la condition aux limites dans la région
située a droite du point singulier. En utilisant donc 1'équation
(B-46) dans (B-44) on obtient:

-VD_t [H(m)—I/J]= VD t { H(w)~ 1/J g Gl=)_ [H(m) —,I/J] ~(2 y + H(y))

plw)

. ~G (=)
W 1 + F+(\/—te )

F+(V"T) = - Vnwt [H(m) - 1/J ] {B-47)

de saorte que:

P,V Gy _ | Dt [H(w) -1/ ] o Gly) (B-48)

L'utilisation de (B-48) dans (B-44) donne 1'expression finale du
profil de déplacement dans la -région située a droite du point

singulier (; > ;S)

p(§)
- (B-49)

ULy, t) = - Vbt Hiy) - 1/J - [ 2y + H(;)} 1 -
pl w)

On note que aussi bien U_(;,t) que U+(;,t) tendent vers
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1’expression suivante ; ’

Us(y,t) = - b t 4 H(ys) - T(ys)/J(ys) (B~50)

guand ; tends vers ;s. I1 s’ensuit que le prefil de déplacement est

continu, mais le gradient du déplacement (voir chapitre II) est

discontinu & cause du point singulier.

3. Démontrons la relation suivante.

H (y)

- _— = - g %] (8-17)
2y + Hiy) T

On démarre avec 1’ -équation gouvernante du rofil de concentration
g

(chapitre 11
2 r T -
g" + (f+g)a” +1/D {2y +H(yl)e =0 {B-51)

avec

y .
H{;) = [ D# g4 2"+ (f+g) 9’2 d& (B—SZ)

En prenant la dérivée de (B-52)

{B-53)
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et en introduisant (B-53) dans {B-51) , il vient :

H' (y) . _
+ 1/D (2 y + Hly)) @ =0 (B-54)

E

D g

Cette expression une fols réarrangée donne la relation recherchée

H (y)

— - =—gg’
2y + H(y)

Etant donné que:

on obtient une autre relation utile

W (y) ply) = - p’ (y) [ 2y + H(y) }




3. Démontrons la relation suivante

e = | — =0 (B"SS)
dy | J J

L’ expresslion de vitesse est:

_ _ I
Viy,t) = - 1/2 vh_/t [ Hiy) - - ] (2-53)

oul

8V N 1
— =~ 1/2VD /L | W) - (B-56)

ay ®

il

En utilisant 1" expression du gradient de vitesse développée au

chapitre II.

av

|

_ == 12V st B () (2-29)
. ‘

Ga

Dans 1'égquation (B-56), il vient:

I

H (y) = H' (y) - 5

D’ou ia relation rechérchée:

d I I

304




l 4. . Démontrons que 1" expression U _(y,t} satisfait l'équaiion

gouvernante du déplacement (B-1)

L' équation de U_(;,t) est:

_ ‘ _ | _ _ p[?)
U (y,t) = - JDm t {H{y) - 170 - [ 2y + H(y)][ 1 - ——— ] } (B-25}

pl-w)

[.équation différentielle gouvernante du déplacement est:

_ H{y) a u g u _ I
{y + 5~ ) [—_ ] - 2t [”———-‘ ] = VDoo t [ Hiy) - - :l (B~-1)
. -

J

En utilisant les expressions suivantes dans (B-1).

¥ *

8u_ _ _ (e’ (y) ely) _ p(;) I .
- | = = o & {2y + H(y}) -211- +H (y) - {B-57)
t

P P P J

- - =0

8U- _ . - - ply)
[__ ] = -1/2 JDm/t { Hiy) - 1/J -(2y + H(y)][ 1 - ————} } (B-58)
y

P

-

et en notant que,

Il vient:
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H' (y) 1 8p 1 8p o

—_ D = . = =2 - = - g2

2; + H(?) ol 5; p do 6;

On obtient la méme expression que 1’équation (B-17), on peut donc
conclure que dans la région située a gauche du point singulier (; <

§s ), 1'expression du déplacement satisfait 1'équation gouvernante du

profil de déplacement.
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5. Démontrons que U+(;,t) satisfait 1’ équation différentielle
*

gouvernante du profil de déplacementl

Déplacement:

U+(;,t) = - VDw t {H(;) - 170 - [ 2; + H(;)] 1 - — (B-49)
Equation gouvernante:

8y

H(y) (8 U 8 U o
) [ - 2t [—;— =Dt [ H(y) - - ] (B-1)
£

G+ ) |
2 at j—
Y

En utilisant les expressions suivantes dans (B-1)

U _ _ (e y) = ey (1
[—,+] =—y - t {(Zy + H(y))[ ]+(2+H’(y))[ _ - 1]_+ H' (y) ~[H] }
9y J4 P_g | P_., J
(B-59)
U, _ o _ ply)
— = -1/2 VD _/t H(y) - 1/) =(2y + H(y))| 1 - — (B-60)
8t |- p
y -0
avec
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on obtient.

H (y) 1 8p 1 8p 8o

—_ = = — . :w-_....v..__.=--g@

2y + H(y) p By p 3 8y

qui est exactement la méme 'que 1'équation (B-17), on peut donc
conclure que dans la région située a droite du point singulier, [; >
;s), 1’ expression du déplacement satisfait 1'équation. différentielle

qul gouverne le profil de déplacement.
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APPENDICE C

SOLUTION DU PROFIL DE DEFORMATION

Cette appendice présente 1’algébre associée a la solution du profil
de déformation d’Euler. Les expressions finales (2-88) et (2-89) de la
déformation d’Euler seront dérivées. L'équation différentielle et
partielle qui gouverne de ia déformation d'Fuler, (2-91}, sera
derivée a partir d'une éguation géﬁérale ﬁensarielle cinématique
donnée par Malvern [26]. On démontrera que les expressions de la
déformation d'Euler satisfont 1'éguation différentielle et partielle

qul gouverne la déformation.

La composante de la déformation d’Euler dans la direction de 1la
diffusion E , est reliée aux gradients du déplacement par 1’équation

(5-4) réécrite ci-dessous.

E = - - 1/(8D t) | — (C-1)
m » N

Etant donne qgue la solution du déplacement est donnée par deux
équations, l'une pour 1’'intérvalle (-w ,551, et 1'autre poﬁr
1’intervalle (&,;s), la déformation d'Fuler doil aussi étre calculée

séparémment dans chaque région.

Les expressions des gradients du déplacement sont données en

appendice B et reprises ici.

A gauche du point singulier (; < ;s].

L

8U_ __ (e ¥ ply) _ plyy (1)
- =~VDm t < (2y+H(y])) -211 = —— |+H {y} +|- {C-2)

3y )¢ e P p .|

- - -m o
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et a droite du point singulier (; > ;s)

P P

-0 —00

U N R (e (I

‘ [—:] ==vD_t {(2y+H(y))[ }+(2+H’ (y))[ — —1}+ H (y) -|-
3y t

(C-3)

En appendice B, on démontre que:

H (y} ply) = - o' (y) [ 2y + H(y) ] , (C-4)

Fr introduisant cette équation dans (C-2} et (C-3) on obtient:

8u_ ply)
~ | =Vt |1 - —— (C-5)

dy t p—oo
et
au.) - ©ply)
— =v4D t |1 - —— (C-6)
a [ee]
y t pm

L’ insértion de (C-3) dans (C-1) donne 1’expression de la

déformation d’Euler dans la région située a4 gauche du point singulier

(; < ;s).

L. 1 p(yN*
EG)=-1{1- |— (c-7)
2 P_, ‘
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et  1’insertion de (C-6) dans (C-1) donne 1'expression de la
déformation d’Euler dans la reégion située a droite du point singuler

(; > ;s).

1 - |— ' (C-8)

Malvern [26] donne également 1’équation cinématique suivante pour

la déformation d’Euler.

* * T *
E =01 -(E.L+L E ) (C-9)
ou
1 T
D = - L + L {C_].O)
T 20z oz
et
L=VYV (C-11)
Pour le cas a une dimension, 1’équation (C-9) se réduit a :
* *
aE 8E &V -\ N,
— +V— = ~-dF — + _E (C-12)
at ax dx dx o oax
ou
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5E OE Y
— Ve = (1-2E ) — (C-13)
gt 8x ax '

En transformant 1’équation ci-dessus dans les coardonnées du

systeme ;,t » 11 vient :

—| s veE =1 -28 ) |- (C-14)

-

et la transformation dans les coordonnées du systeme y,t nécessite les

relations suivantes :

* * — #* £ —_ *
gE JoE ay 8E at ok y 8E
— = |—_ — | — — =|— - = (C-15)
gt ” dy t at - at ; at X at ; 2t |8y ¢

* * - ¥ o * ‘
3E 8E dy aE at gk
- = |- - + —1 -~ = 1/V4Dno t - (C-16)
Ix ¢ dy ¢ Ix% ¢ at |- lax ¢ gy "

—_— r

Ay av gy gV gt av
- = |- - + [— - = 1/\/4[)oo t - (C~17)
ox ), 3y ¢ ax ¢ gt |- ax ¢ dy L

ou
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av _ ' |
[f_ ] = -2Vt W) N (C-18)
t : o

et

(V- V(1)) = - 172 VDb st H(y) ‘ (C-19)

L’introduction des équations (C-15), " {C-16) et (C-17) dans

1'équation (C-14} , on obtient une expression reliant la déformation
-

d’Euler E a4 la vitesse massique moyenne V ( la composante de la

vitesse dans la direction x ).

* * -
8E OE y g 1 v
V- V(- o
i [ Gl TR TENT A P L Sl I
ov )y Wy g vaD ¢ 2t vap % )¢

Finalement , en insérant (C-18) et (C-19) dans (C-20)} on obtient

L] *

o 8E 3E : . .
(2 y + Hly)) |—_ - 4t |~ = (1 -2E ) H {y) . (C-21)
ay ¢ gt ;

qui n’est autre que 1'équation (2-91) du texte.
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APPENDICE D

1.)‘Solution numérique pour @(;)

La simulation du phénomene de diffusion binaire nécessite une

solution numérique de 1'équation gouvernante pour @ (;) donnée'par

1’équation {2-33).

* - _
a" +(f+g)z‘2‘+ /D {2y + H(y)) @ =20 {E-1)
ou

. Y o )

— * 2 )
Hiy} = D g4ae"+ ({f+g)e dE (E-2)

(s
Un nombre fini de points, N , & égale intervalle est définit le

long des coordonnées y avec les limites numériques ya et ;ﬁ. Les
points sont numérotes individuellement de 1 a N avec 1’indice i. Un

paraméire important dans la résolution numérique est le pas, h.

h=ys - ya/ (N-1) (E-3)

L.a solution de 1’'équation (E-1) est approximée par la valeur de @ &

chaque point, Gi.

Les dérivés de © par rappoert a ; sont calculées par 1’ approximation

des différences finies utilisant les différences centrales suivantes:
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;= le. @ ) /2h oo ' {E-4)

[
il

et

@ (@, -20 +a. ) /h {E-5)
i i+l i i-1 ,

L’ intégrale H(;) est calculée avec la méthode des trapézes [53]
pour obtenir la valeur Hi a chaque point. De cette facon, la
formulation du schéma numérique conduit & une matrice tridiagonale qui

une fois invérsée donnera les nouvelles valeurs de @i.

La solution de 1'algorithme est principalement une procédure

itérative pour trouver Bl et est décrite ci-dessous:

1. Cn suppose un profil de concentration @i {une dépendance linéaire
de @i enfonction de la position yi)

* #*®
2. 0On calcule Hi, gi, fi, Di et pi qui sont les valeurs de ces

forictions en chaque point 1i.

3. On procede a 1’inversion de la matrice tridiagonale avec les
¢lements calculés dans 1'étape 2. Le résultat obtenu constitue un

nouveau profil de @i en fonction de la position yi.

4. On compare les nouvelles valeurs de @, aux valeurs précédentes. Si
les valeurs de zi sont trés proches, c¢es nouvelles valeurs sont
acceptées comme solutlion. S1 elles sont différentes, on retourne a

1’'étape 2 mais avec ces nouvelles valeurs.

S

Les parameétres importants dans la solution numérique sont le pas, h,
et les limites ;A et ;E. La s=solution corrécite de ®i doit étre

indépendante de h , de ;A et de ;B. Bien entendu, il existe bien un

compromis entre la précision et le colt (temps d'exécution), mais les

valeurs suivantes donnent des résultats correctes avec une convergence




rapide dans la majorité des cas étudiés; ya= -4, ys= +4 et h =0,01
Les résultats du programme ont été testés avec 1’'équation (2-57) qui
constitue la solution analytique quand il n’ya pas de variation de

densité ou de coéfficient de diffusion avec la composition.

Dans la section 2 nous développerons les équations algébriques
obtenus par 1’utilisation des différences centrales données par les
équations (E-4} et (E-5), ainsi que les équations de la matrice

tridiagonale et son inversion.

2. Solution numérique pour w(n)

La simulation du phénoméne de diffusion' binaire avec réaction
nécessite une solution numérique des éguations gouvernantes de w(y)

figurant au tableau(6-1)

Ces équations pour w(n) ont la méme forme gque celles de m(;)

2

"
W'+ (T +rg )™+ 1D (23 + H(n)) w =0

* »*
Quand 1 varie de -w a +e , les équations appropriées pour f,g,0 ,p et

H(n) sont celles du tableau (6-1)

Afin d’obtenir la fraction massique ©w en fonction de wn , on
rechérchera la solution numérique pour les deux reégions 1 et 1I
séparémment car chagque région constitue une paire de miscibiliteé

formée par un réactant et le produit de la réaction.

Un nombre fini de points, N, a égale intervalle est définit dans
les coordonnées m avec les limites ma, mB pour la région 1 et mB, NC
pour la région 11, -

Les points sont numérotés individuellement de 1 a N avec un indice

316



i, dans chaque région.

Le pas est définit pour ChaQue région :

h =58 - na/ (N-1) ‘région 1

=y
1l

nc - 1/ (N-1) région 11

~La méme formulation du schéma numérique que celle pour z(;) sera

utilisée sauf gqu'ici la position de 1’intérface ou du plan

réactionnel, =i, sera obtenue par la résolution de 1’'équation

suivante:

w’ =40
Il

: 110
2 "2 D'

en utilisant la méthode de Newton Raphson. Une fois que le profil de
concentration convérge dans la région 1 et 11, la méthode de Newton
Raphson sera wutilisée pour. rechercher 1la position corrécte de

1'interface.

Afin de déveiopper une solution%numérique a l'aide des différences
finies, on remplace 1’équation différentielle qui s’applique partout
dans le domaine -= , %1 ou 7ni, +w (i étant la position de
1’ interface) par une sérié d’'équations algébriques qui peuvént étre

obtenues en utilisant les séries de Taylor pour w ,

2 ZU An3 3 Aﬂ4 4

[o1]

J w An w

2

am 2! n 3! 3

4

g w
wln + Anl= wlnl+ An — + — - tr — — + — —_—, t
amn

d
414 amn




a w An2 82w » Ay 63w An4 84w
wln - 4An) = win) - anp — + — — T = oy v —,t
amn 21 amn 3! amn 41 8 7

Aprés addition de ces deux expressions:

: 5 dzw Ay 4 84w

wlin + An} + win - AR) = 2 wiy) + An —y t = —
an 12 a7

... 2 )

et division par Am ,on obtient
2
87w wln + An) ~ 2 win) + win - An) 5
5 = + 0 {(An7) {E-9)

g 7 2 ~

aAn

Généralllement, 1’équation (E-9) est réécrite comme suit:

62w wln + An) - 2 win) + win - aAn) 2.
w' = 5 = + 0 (AnT) (E-1Q)

amn An 2 ~

Celle-ci étant l'écritpre de la dérivée seconde utilisant les
différences finies, plus An est petit, plus le résultat devient une

bonne approximation pour la dérivée seconde.

Faisant, maintenant la soustraction des équations (E-7) et (E-8)
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wln + An) - win - An) = 2 An —— + - — {E-11)

et divisant par 2 An on cobtient aprés réarrangement.

J w wln + An) - w(n - An) >
w = = + 0 (Ap7) (E-12)
9 m 2 An v

Soit mi= i Amn, les équationsr(E—IO) et (E-12) deviennent:

5% wli + 1) - 2 wli) + wli - 1) ) :
w' = = + 0 (An7) (E-13)
i P 2 e ] S g o N
mJy An
3 w wii + 1) - w(i-1) 5
wi = = + 0 (AnT) (E-14)
8m 2 An ~

Maintenant, notre équation différentielle,

E 3
w'+ (f+g) w’2 +1/D (27 +H(p)) w =0

s'écrit:

wli+ 1) - 2 wli) + w(i - 1) Y wli + 1) - w(i - 1)
+H{ {(f+g) w' (1)

2

An 2 An
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" | oli + 1) ~ wli - 1)
+ 1/D 2 i o+ Hini) — =0

2 An
ou
Ag
wli + 1)~ 2 w(i)+ w{i - 1)+ 5= (f+p) w' (1) (wli + 1) - w(i - 1})
Ay *
5= 1/D {2 mi + H(ni) {wli + 1) - w(ii-1))=0 (E-15)
Soient:
al = (f +g ) wi (E-186)
«2 = 1/D (2 i + H(ni)) (E-17)
L'équation(E-15) devient;
Am
wli + 1) -2 w{i) + w(i - 1) + 5= el (w{i + 1) - w(i - 1))
an
* 5 al (w(i + 1) - w(i - 1)) =0

Une fois développée et réarrangeéee, cette équation s’ écrit:

Shn_ o Coe , An
wli - 1141~ 5= (el + «2)) - 2w(i) + w(i + 1) {1 =+ 5 (1 + w2}y =0

(E-18)
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Soit

Am

Bi = 5 lal + a2) - o (E-19)

L'équation algébrique finale est la suivante:

(1 -B1) wll - 1) -2 w(i) + (1 +Bi)wli+1)=0 (E-20)

Celle ci est 1'équation aux différences finies qui doit étre résolue.

numériquement dans chaque région avec les valeurs appropriées de f,g,
. .

£
D et p ,ainsil que les conditions aux limites pour la concentration.

w(li-1) , 1 =2 ——— Wy W, et W sont connus a partir

w(i+l) , i= N-1 ——s W des conditions aux limites

L'équation. (E-20} est de la forme:

Ai Wi, + Bi Wy + Ci Wiy = Di i=2,3,.. .81 (E-21)
ou

AL =1 - Bl (E-22)
B, = -2 : ' (E-23)
C, =1+ 8t (E-24)
D, =0 Cr (E-25)
Bl = An/2 (ol + o2) ’ (E-19)
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al (f + g) wi (E-16)

ol

/D [2ni + Hini)l (E-17)

L’ équation (E~21) s’écrit donc:

- 1
A2 wl + B2w2 + C2w3 = D2
A3 w2 + 83w3 + C3w4 = D:3
{E-26}
Ay-z “y-3 * BN-Z “y-2 * CN—Z “N-1 7 DN—Z
An—l wN"Z * Bu—l wn—l T CN—l wN - DN—l
|

Etant donné que ulet W sont connus a partir des conditions . aux

limites, 1’équation (E-26) s’écrit:

BZwZ + C2w3 = D2 - A2 wl

A3 w2 + B3w3 + C3w4 = D3

A4 w3 + 84w4 + C4w5 = D4

: (E-27)
AN—Z “-3 7 BN-Z “y-2 CN~2 “N-1 7 DN—Z
Au-l “N-2 " BN—l “n-1 7 DN-I B CN—l “x
J—

Dans notre cas: D2 = Dé = Du-l = 0, et 1'Eq. (E-27) donne une matrice
tridiagonale.

322



Région 1 :
Les conditions aux limites sont:

0 a -w

£
"

£
It

1 & =i (au plan réactionnel)
et puisque Di =0

La premiére ligne de 1'Eq.(E-27) donne

<,
W2 = = —— W ‘ (E-28)
B Y3
2
soit -
* )_1 *
w, = (B, » By T 0, G (E-29)

wz = e b2 (_,_)3 ‘ (E"3D)

L'utilisation de ce résultat dans la seconde ligne de 1’Eq (E-27)

donne
b
-C, w
A T . (E-31)
By = byAq '
soit :
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on obtlent

w3 = - b3 (_,_)4 (E"‘32)

Substituant ce résultat dans la troisiéme ligne de 1'Eq. (E-27), il

vient

w4 :‘B—_'b"—'"";"” . [E_33)

De méme nous définissons:

. * -1 »
w, = (B4 - b3A4) , b4 = C4 W,
»
Afin d’obtenir,
Wy = T by g | (E-34)

11 est clair a ce stade que 1'on se doit de calculer les quantiteés

suivantes:

. . .

wy = (BZ) , b2 = W C2
¥ -1

w, = (B, - b, A) , i=3,4,..8-1 (E-35)
i i i-1 71

3

b, = C. w, , 1=3,4,..n8-1

i 11
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et les concentrations sont en relation & partir de 1’équation

suivante:

w, =~ b, w L i=2,3,4,...82 (E-36)

Une fols que bi' w, sont calculés, l'utilisation de 1’équation (E-36)

donne

@ = -b W ' (E-37)

Substituant ce résultat dans la derniére ligne de 1'Eq. (E-27)

w _ N-1 N
§-1 Ble - bN-2 AN—I
k'3
wN—l " wn—l CN-I w N
¥
Puisque; w =1, et w C =b , on obtient
N N-1 "N-1 N-1
we_y = - b, (E-38)
wl =0
w =1
N

Région 11:

Les conditions aux limites sont:

w =1 a 7 =m73i (Plan reactionnel)

325



et

L'utilisation de 1'équation (E-39) dans la 2eme ligne de 1’équation

(E.27) permet de résoudre pour

x
W =—2w—c_2‘b
2 B2 1 82 3
wl =1
soit
* ‘1 * * ,
w, = l/B2 = (BZ) , b2 =w, C2 > A2
Wy = 85 ~ b2w3 (E-39)

L'utilisation ~ de 1’équation(E-39) dans la ' deuxiéme  ligne de

1" équation(E-27) permet de résoudre pour Way

oo M8 Gy
37 B, - Ap, | B, - Ap,

Soient

359 by v 837 7 Ag g, wg

d’ ou

Wy = 8y - b3w4 (E-40)

Substituant (E-40) dans la troisieme ligne de 1’Eq. (E-27), il vient:

Y e Ap 83 Cpug
4 B, — &b, B, - A,
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et

T d’ou
TR s N e

11 est clair & ce stade que nous devons calculer les quantités

suivantes :

g
*
Il
w
-
[
—
=2
|
E
*
0
1l
t
>
E
*

E 3 -
wl = (Bi - bi 1 A) 1 , 1=3,4,..n"1
(E-42)
*
b. = C, w, , i=3,4,..81
i 171
* -
gi = -Ai - gi—l wi ) , 1=3,4,..n"1
et les concentrations sont:
w, =g - biwi+1 , 1=2,3,4,..n-1 (E-43)

Une fois bi’ w, et 8 sont connus, l'utilisation de la derniere ligne

i
de 1’équation (E-43) donne :

b

wN—Z - gN-—2 T Py-2 wN+1 : (E-44)

Substituant ce résultat dans la derniére ligne de 1’équation (E-27)



Etant donné dque @, et W sont connus a partir des conditions  aux
limites , on recalcule toutes les valeurs de wi a

1’ équation{E-43).

partir de

RECAPITULATIF DE L’ELIMINATION GAUSSIENNE

Région 1

A, w, + B, w., +C., w, = . i=2,3,...n-1

Etant donné que :

Bzw2 + C2m3 = PZ - A2 wl
A3 w2 + B3w3 + C3w4 = D3
A4 w3 + qu4 + C4w5 = D4
AN—Z “u-3 7 BN—Z “y-2 * CN~2 “n-1 7 Dn—Z
At “nmz T B 9 T8 T G ey

cu
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D.1 =0 et 1 sont les conditions aux limites
T e w =.1..1 . —
N
On calcule:
* .._1 *
W, = (BZ) , b2 = w, C2
. #

b. = C. w. , 1=3,4,..8-1

i i "1

* -1

w, = (B, - b, A) , i=3,4,. .81
i i-1 i

w = - b

N-1 N-1

w, = - b. w, , 1=2,3,4,..n-2
i i i+l

Région 1I :

wl = 1 et wH =0 sont les conditions aux limites
¥* _1 * *

L) = (BZ] » b2 - w2 C2 ] 82 W D2

E 3

b, = C. w. , 1 = 3,4,. .81
i i i
* -1

w..= (B, - b. A.) , 1 = 3,4,..r"1
i i i-1 "1

) “nar T By
wl = gi - iwi+1 , 1 = N-2,N-3,8-4,....3,2
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APPENDICE E

1.) Expréssion de H(;} sans @"

¥

-_— *

T Hiy) = [ D g { g" + (£ + g ) z’z d€ (F-1)

-1
y y y |

- > " * . 2 * 2 .2 -

Hiy) =.[ D g e" d€ + [ D g f e dEé + [ D g @~ dEf (F-2)

L L L

YL dwe) y any Y, N
= [ D g dg + [ @'g —_— dE + [ D g~ &% dE (F-3)

Y Y Y d(D*} Y
— x* * » >
Hiy)=D g o' - (D g) @ d&+ w'g - — dE + D g2 z’z dg
L dy

-L L L
(F-4)
_ . . o, Y 4o
H(y} =D g &' (y)-D (-Llg(-L) &’ (-L)- (D g) @’dé+ | @'g -~ dE
L LW
; .
+ [ D g2 o2 dg (F-5)

Considérons les 3eme et Seme membres de droite de (F-5)
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y * y y Y
d(D ) » ¥ * * *
p'g — — dE~ |. (D g) @df = | (D) g@’dS—Jisa’(D g+ D g) df
L dy L : L L

Y
*
= - [ D g @' dE (F-6)
L
La substitution de (F-6) dans (F-5).
y y
— * —_ * #* 2 2 *
H{y}= D g&'{y)- D (-Lig(-L) @& (-L}+ [ D g” 2" dg - [ D g e'dE
L L
ou
; v ,
s * — * . * 2
H(y)=D ge’'(y)- D (-L)g(-L)&’ (-L)+ [ D ej'{ g” o - g’} de {F-7)
L
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2.) Analyse de la méthode de Boltzmann-Matano

L’analyse de Boltzmann-Matano est une méthode couramment utilisée
pour déterminer les coéfficients d’interdiffusion & partir des profils
expérimentaux de concentration. Principalement, ¢’est une procédure a
deux étapes, d'abord les coordonnées du systéme sont établies dans
1’échantillon ce qui permet de reporter le profil de fraction molaire,

ensuite le coéfficient d'interdiffusion est calculé.

La méthode est formulée sur une base molaire mais elle est exacte
uniquement lorsgue la concentration molaire est constante car le
transport par convection est néglige.

Dans cet appendice, on présente les dérivations sulvantes:
1) L’équation de continuité de 1'éspeéce sous forme molaire est
présentée sous sa forme générale et réecrite pour le cas d’'une

concentration molaire constante.

2} La dérivation de la méthode de Boltzmann-Matano en utilisant la

transformée de variable n = x / vV t

3) la présentafion des résultats de la méthode a 1’aide de la

transformée de variable utilisée dans cette thése.

L'équation de continuité du constituantA sous la {forme molaire

s’ écrit:
* *
8CA ; B(CA Vx ) & JAX
—_— + - - = - - {F—S)
at ax ax

o
ou Vx est la composante x de la vitesse molaire moyenne et le flux de

*
diffusion molaire .IAx est donné par 1'équation.
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. o, ac,
J = - C Dap —= - Dap —— (F-9)
Ax 8% ax

Quand la concentration molaire est constante et que les cocordonnées
Iy
du systéme sont f{ixés dans 1'échantillon, Vx = 0, et en substituant

(F-9) dans (F-8) on obtient

ac 8 ac,
A= __ ! pas 2 (F-10)
dt ax ax

Cette expression est 1’équation de départ de |’analyse de

Boltzmann-Matano.

En 1893, Bolizmann(40] a montré que lorsque le transport par

convection est négligé et que la transformée de variable 7 = x /

v t , est introduite, 1’'équation de continuité

oc, 8 (_dcC
Lt _ ! p2 : (F-11)

CA = CA © x <0
t =20
C =C x >0
A A
se transforme en :
n dc d N dCA . :
-- 4 =_ {52 (F-12)
2 dmn dn dn
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avec les conditions limites:

@
1]
]
=
|
i
8

(F-13)

m
i
@]
=3
B

L'intégration de (F-12) donne une expression explicite du coéfficient

d’ interdiffusion en fonction d’une intégrale.

N 1 dn 1 dx :
pD(c ) = - — pdC = - — — x dC (F-14)
A A A
C C

2 dC 2t dC
A A

Etant donné que ﬁ(CAJ a une valeur finie et que dCA/dn tends vers 0 a

+ ou -w, l'équation sulvante g’ impose,

[ n dC = [ xdC =20 (F-15)
A A .
C C

Cette équation est utilisée pour localiser le "plan de Matane" qui
est l'origine des coordonnées du systéme utilisé pour reporter les
données expérimentales. En 1933, Matano [36] employa 1'analyse de
Boltzmann pour détérminer le ccéfficient d'interdiffusion du systéme
nickel-cuivre. Cette technique qui locaiise les coordonnées du systéme
dans 1'échantillon et qul détérmine le coéfficient d’'interdiffusion en
fonction de la concentration est maintenant appelée méthode de

Boltzmann-Matano,

Du fait qgque Boltzmann a igﬁoré le terme de convecticn dans
1’ équation de continuité de 1’éspéce, la méthode est donc exacte
seulement quand la concentration molaire est constante.Mais lorsque C

est constant, 1l’équation (F-15) localise 1l’interface d’'origine.
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Dans ce travail , la transformée de variable y= x/ VQDm t, est

utilisée a la place de n = x/v . La méthode de Boltzmann -Matano

est formulée trés facilement en fonction de y ou 1'équation (F-12)

g’ écrit:
dCA d % dCA

-2y - = b —_ ' : - (F-16)
d 7 dn dn '

oll

¥ ~ '

b =D/D . {(F-17)

© )
et

y =x/ViD_t ‘ (F-18)

Avec les conditions aux limites de (F-16)

Cn obtient ainsi les équations analogues a (F-14) et (F-15) en

fonction de y.

» a "
Bc)=-2— y ac  (F-19)
dCA C
A~
C
A—w
J ydc, = 0 ‘ | (F-20)
c
A

de transport par convection.
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3.) Définition des paramétres du modéle de diffusion

La résolution du modéle de diffusion binaire nécessite 1la

* *
connaissance des {fonctions f, g, D et p .Plusieurs formes de
dépendance de la masse volumique et de 1la diffusivité sur la

composition sont données ci-dessous.

ler cas : forme linéaire

p=p0(1+az) D:DO(_1+a’z)
p = (p-cu_pm L +pm b= {'D-w—Dw)D.‘-Dm
#« P « D
p = » = (S1 - 1) + 1 D = 5 = (s2 - 1)a + 1
] o
1 8p , (S1 - 1) : 18D {(sz2 - 1)
g = - = f = —~ =
p 8w (S1 - 1)a + 1 Ddow (52 - 1o +1

11 ya donc deux paramétres a fixer et qui sont:

S1 = p
s2 = D

- w

g0 pm

Zeme Cas : forme inversement linéaire

P =rpy/ (1-ba) D=D, 7 ({ 1-b'e )

[

p=p__ /(51 -(S1-1)a ) . D=D_ /(S2-(S2-1)e)
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S1

p:p_: D:-ﬁ._:
w S - (S1 ~1)e w  S2 - (82 -1)a
18p (51 - 1) 18D (52 - 1)
g:_ = f:— =
pde "81 -(S81 - 1)@ Ddéw 52-(82 1)
Il ya donc deux parametres & fixer et qui sont:
51 = P / Py,
S2 =D /D
-0 oW
3eme Cas :
p=py/ (1-bo)? D=0,/ (1-b&)?
p=p /st -(/s51-112)°  p=p_s/s52-0/52 -1 )82
- P S1 ' « D 52
= — = D=—=
P P

® st -(/st -1 e )2 Do /52 -(/52 -1 )12)2

18 p 2(v/ s1 -1 ) 180D 2/ 52 -1 )
gz_ = f=_ =
P2  (/fs1 -(/s1 -1 )8 )2 bae (/eo-/s2 -1)0)2

I1 ya donc deux paramétres a fixer et qui sont:

St =p - / P,

s2=D /0D
0 P
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4eme Cas : forme quadratigue

p=p0(1 +bo+c 92) D:DO(I + b'e + c’zz)
po=p_ * (p_cn - p o+ c'ele-1) D=0+ {D_00 - D)o + c'ele-1)
- P x D

p = — = 1+(S1 - 1)@ +SiE o{@-1) D = o =1+(52-1)e +S28 ale-1)

Pm @

138p (51 - 1}+518(28 -1) 18D (82 - 1)+828(28 -1)
g:—— = - S ——— =

pdwr 1+{S1 - 1}2 +S1B @(2-1) Daae 1+(S2-1)e+528 sle-1)

I1 ya donc quatres paramétres a fixer et qui sont:

Sl =p /op S2 =D /D

S1B

1l
(@]
>

©
g -

528 = c"/D
o

4eme Cas : forme inversement quadratique

p=p0/(1 +2a@ + b 92) D=DO /{1 +23°2 + b'e )2
. 2 2
p =p_ /{51 +(1-S1-Slsle + Sis 2 D =b__/(51+(1-S1-S18)e@+318 o
. P S1 , D S2
Pu  (S1+(1-51-S1p)o +Slsa ©  (S2+(1-S2-528)2 +S2po
19p (Sl -1)-S1e(2e -1) 18D (S2 - 1)-S28(22 -1)
g = - = 5 f= — = 5
p 8 @ (S1+{1-S1-Slp)o +Sleaz D3we (S2+(1-52-525)2+52Bo

Il ya donc quatres paramétres a fixer et qui sont

S1 =p /p S2 =D /D

-, [+1] —&x o]

€]
—_
=

It

b S1 528 = b' S2
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APPENDICE F

Tableau(F-1): Données utilisées pour générer le coeffic

ient de -
diffusion de la formation de la phase : PtZSi
Réaction : 2Pt + Si > PLSi
M e (g/cms) T { °C) a (A) Structure
fusion
Pt 195,09 21,45 1773 3,9231 F.C.C
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
PtZSi 418,266 15,2 1100 3,933 Tetragonal
th251 gy -
Paramétres : S1 = S3 = ——— = (0,7086 |, S4 = = 0,1086
' Ppy o Ppe
A= Vl Ml / V2 M2 = 13,89

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de

fonction de la température

vitesse en

250

200 °C 225 °C ‘C 275 °C

D*Pt cm’/s 1,28 10 -32 5,12 10731 1,44 10727 3,00 10728

* 2 7,59 10733 3,23 10731 9,61 10730 9,78 107%°
D .. cm /s

Si
K cmi/s 2.5 10714 1,2107°% 48 1013 1,7 10712

*
Dpy = 1,102 expl ~34782/T ) [39]

*
DSi = 2,144 exp( -35343/T ) [39]
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Tableau(F-2): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase

: Pd2 Si
Réaction : 2Pd + Si —— PdZSi
M p (g/cm3) T ( "Cc) a (A} Structure
fusion
Pd 106,4 12,02 1554 3,8898 F.C.C
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
PdZSi 240,886 9,68 1330 6,48 Hexagonal
deZSi Ps;
Parametres : S1 = S3 = =0,808 ,81= — =290,194
Ppg Ppg
A= vl M1 / 02 M2 = 7,57

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

210 °C 230 ‘C 250 °C 270 C . 300 °C
DY ew?ss 1,14 1028 1,27 1027 1,56 10°2° 1,40 1025 2,78 10724
D, ca’/s 5,56 1072 6,51 10731 9,61 1070 1,16 1072% 3,50 10727
k  cm /s 5,42 1077 2,00 10-"i4 7,33 1071 2,30 1071 10712

D*Pd = 0,967 exp( -31059/T )  [39]

D*Si = 2,144 exp( -35343/T )  [39]
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Tableau(F-3): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phage : NiZSi
Réaction : 2Ni + 8t —— Nizsi
M Jo) (g/cm3) {‘c) a (A) . Structure
fusion '
Ni 58,71 8,9 1455 3,5316 F.C.C.
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
NiZSi 145,51 7,23 1318 3,75 Orthorhombique
pNiZSi Psi
Parametres : S! = 83 = = 0,812 , S4 = —— = 0,262
PNi PNi
A= vy Ml / v, M, = 4,18

Coefficients de diffusion des traceurs et constante

fonction de la température

de vitesse en

200 250 *C 300 *C
D" en’ss 8,08 1028 3,04 107%° 4,40 10723
D'y, ew’/s 7,59 107 9,61 10 3° 3,49 10747
k cmz/s 1,9 10_16 6,7 10_15 1,37 10'13
D), = 0,754 exp( -29376 /T ) [39]
D'y, = 2,144 exp( -35343/T ) (39
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Tableau(F-4): Données utilisées pour générer le coefificient de

diffusion de la formation de la phase : COESi
‘Réaction : 2 Co + Si —————;9 CDZSi
M p (g/cm3] T . () a (A} Structure
fusion
Co 58,93 8,8 1490 3,544 F.C.C
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
COZSi 145,946 7,28 1332 7,109 Orthorhombique
pcO251 Psi
Paramétres : S1 = S3 = = 0,827 S4 = — = 0,265
Pco pCo
A= vl M1 / vz M2 = 4, 196

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en *

fonction de la température

405 °C 419 °C 431 °C 460 °C
D', ci/s 2,10 10722 8,22 107 1,87 107 1,23 10720
n*si ca’ss 3,34 10777 1,41 1079 3,37 10777 " 2,46 1072}
K cm’/s 1,42 10713 2,78 107 4,7 10717 1,39 10 14
D*CO = 0,866 expl( ~33497/T ) [39]

D'Si = 2,144 exp( -35343/T )  [39)
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Tableau(F-5): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : PtSi
Réaction : Pt + Si -——— 3 PLSi
M p (g/cm3) T ("'c) a (A) Structure
fusion
Pt 195,09 21,45 1773 3,9231 F.c.C
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
PtSi 223,176 12,4 1229 5,93 -
Ppesi Pgi
Paramétires : S1 = 83 = = 0,578 , S4 = = 0,109
Ppt PPy
A=v Mo/ v, M2 = 6,946

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

300 °C 250 °C 430 °C

- - 27

D*Pt cm’/s 4,80 10727 6,24 1072 3,60 10”27

D*; ca’/s 3,49 10727 4,94 107%° 3,14 1077

k em?/s _ 7,2 10713 6,8 10712 10710
D p, = 1,102 exp( -34782/T )  [39)

*

D g1 = 2,144 exp( -35343/T ) {39]
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Tableau(F-6): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : TFeSi
Réaction : Fe + Si —— FeSi
M p (g/cmg) ( "c) a (i) Structure
fusion
Fe 55,85 7,86 1530 2,8664 F.C.C
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Piamant
FeSi 83,933 6,1 1460 4,489 Cubique centré
pFeSi Psy
Paramétres : S1 = S3 = = 0,776 , 54 = = 0,296
Pre Pre
A= vy Ml / vy M2 = 1,988

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

452 °C 475 °C 503 °C 528 'C
D’“Fe em2/s 5,03 10722 2,30 10! 1}24 10740 5,06 1020
¥y, emlss 1,40 10°°0 6,47 10720 3,52 107%% 1,44 107Y°
k cm’/s a,a 10713 9,6 10713 2,5 10712 5,4 1072
D*Fe = 0,595 exp( ~35158/T }  [39]

DMS.1 = 2,144 exp{ -35343/T7 ) [39]
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Tableau(F-7): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase.: - HfSi
Réaction : Hf + 81 ——— HfSi
M p (g/cm3) T ( ;C } a (A) Structure
fusion
Hf 178,49 13,31 2227 3,1946  Hexagonal
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant
HfSi 206,576 11,82 - 6,385 Orthorhombique
Prfsi Psi

Paramétres : S1 = S3 = —— = 0,888 , S4 = — = 0,175

‘ Pur Pur

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

'ssq "C 600 C 650 °C
D*Hf cm/s 2,93 10721 4,34 10720 4,81 102
D', /s a,79 107° 5,61 10718 5,03 10717
K cm/s 2,56 10716 2,11 10717 1,38 10714
D*Hf = 0.822 exp( - 38750/?) [39] .
D', = 2,144 exp( -35343/T )  [39]

345



Tableau(F-8): Données utilisées pour générer le coefficient de

- diffusion de la formation de la phase : CoSi
Réaction : Co 51, —— CoSi
M P (g/cm3) T . ("C) a {A) Structure
fusion
Co 58,93 8,9 1495 3,544 Hexagonal
Si 28,086 2,33 1410 5,4282 - Diamant
Co Si 87,016 6,5 1460 4,445 Rhomboédrique
Peosi Pgyq
Parametres : S1 = 83 = = 0,738 , S4 = — = 0,265
pCo pCo
A= vy Ml 7 v, M, = 2,1

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

496 °C 527 °C 543 °C
_ - [ -

D’C0 em?/s 1,05 10717 5,66 1071° 1,29 10718
D*Si cm?/s 2,35 1071 1,39 10 % 332 10718
k en’/s 5,55 10°% 160 10710 2,78 10713
D' o= 0,866 exp( -33497/T,)  [39]
D'Si = 0,214 exp( -35343/T ) [39]
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Tableau(F-9): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : V812
Réaction : V + 281 — V512
3, . .
M p {g/em™) ~ T . (°c) a (A)  Structure
fusion :

v 50,942 5,96 . 1890 3,023 Cubique centré

Si 28,086 2,33 1410 5,4282 Diamant

V512 107,11 4,42 1750 | 4,562 Héxagonal
pvs12 Psy

Parametres : 51 = 53 = = 0,742 , 54 = — =0,39
Py ' Py ‘

A =v Ml / vy M2 = 0,907

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

600 °C 650 °C 700 °C
D%, em’/s 3,53 1071° 3,45 10718 2,67 1077
p*, em’/s 5,61 10718 5,03 10717 3,60 1010
kK emss 2,9 10 12 2,2 10"14- 1,3 10713
Div = 0,692 exp( -36771/T )  [39}
D"Si = 2,144 exp( -35343/T }  (39]
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Tableau(F-10): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : TiAl3
Réaction : Ti + 3 Al — 3 TiAl3
M P (g/ém3) T, . (°C) a (A) Structure
) fusion )
Ti 47,90 4,53 . 1800 2,9511 Hexagonal
Al 26,97 2,7 658 4,0496 F.C.C
TiAl3 128,81 3,31 - - 3,85 Tétragonal
pA13Ti Pa1
Paramétres : S1 = S3 = —"— = (0,816 , 54 = — = 0,596
Pri Ti

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

350 ‘C 400 °C - 425 °C 475
D*Ti em?ss - 2,30 1077 1,06 1074} 5,87 10 °0 1,27 10
. em?ss 4,14 10717 562 10718 1,80 1017 1,43 10
k em’ss 3,65 1071 5,08 10710 1,74 107 1,48 10
D", = 0,739 exp( -21878/T ) [39]

D*Ti = 0,576 exp( -32131/T ) [39]
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Tableau(F-11): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : Angl
Réaction : 2 Ag + Al —— Angl
3 .
M p lg/en™) T, . ("c) a (A) Structure
fusion

Ag 107,88 10,50 960, 5 4,0862 F.C.C
Al 26,97 2,70 658 4,0496 F.C.C
Ag, Al 242,73 4,966 - - -

pAngl Par
Paramétres : 51 =83 = -~ =0,47 , S84 = — = (0,26

PA pAg

g
A= vy M1 / u2 M2 = 8

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

125 °‘C 130 °C 135 “C 140 °C
D*Ag cwl/s 9,49 19'24 1,82 10°2° 3,45 10°2% ¢ 43 19729
D*Al cm®/s 9,90 107%> 1,95 1074 3,80 10 22 7,28 10744
Kk cm’/s 4,36 10 1° 6,70 107> 1,02 1014 1,53 1074
D*Ag = 0,722.exp( -20969/T }  [39] .
b, - 0,739 exp( ~21878/T )  [39)]
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Tableau(F-12): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : AuzAl
Réaction : 2 Au + Al _ Au2A1
M p (g/cm3] C) a (A) Structure
fusion
Au 197,2 19,29 1063 4,0785 F.C.C
Al 26,97 2,7 658 4,0496 F.C.C
Au Al 421,37 9,2 - C- -
pAuzAl Pal
Paramétres : 51 = 83 = w—e—— = (0,48 , 84 = — = 0,14
pAu pAu

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

70 “C 80 *C 90 *C 100 *C
D*Au cn’/s 4,28 10727 2,3§ 10726 1,20 107%% 5,50 107
*,, cm?/s 1,47 10728 500 107%% 4,03 10727 2,48 1072°
Kk cwl/s 2,28 1071 6381071 1,69 1077 4,24 1071
D, = 0,710;;p( ~41002/RY) 1391
D ,, = 0,739 exp( -21878/T) (39
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Tableau(F-13): Données utilisées pour générer le coefficient de

diffusion de la formation de la phase : AuAl

2
Réaction : Au + 2 Al —M— AuAl2
M p (g/em’) T (°C)  a (A) Structure
fusion
Au 197,2 19,29 1063 4,0785 F.C.C
Al 26,97 2.7 658 4.,0496 F.C.C
AuAl2 251,14 15,436 - 5,9989 F.c.C
pAuA12 Pa1
Parameétres : Sl = 83 = " = 0,8 , 5S4 = = 0,14
pAu pAu
A=v, M, / v, M, = 3,656

Coefficients de diffusion des traceurs et constante de vitesse en

fonction de la température

175 °C 185 °C 200 *C
D, cm/s 3,48 10720 9,74 107%0 4,19 1071°
D, cm/s 7,35 10720 1,91 10717 7,38 10 17
K cm?/s 1,65 10714 5,1 10 4 9,16 1071
D*Au = 0,710 Texp( -41002/RT §  [39]
D*Al = 0,739 oxp( -21878 /T ;  39]
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APPENDICE G

Dans cet appendice on se propose de développer les conditions de saut
4 l’interface séparant deux phases. Par conditions de saut nous
voulons dire les variations de flux massique, de guantité de mouvement

ol d’énergie au voisinage de 1’ interface.
Conditicons de saut & 1'interface entre deux phases :

L'interface entre deux phases posséde souvenl des caractéristiques
qui sont drastiquement différentes des phuses qui la compose. A titre
d'exenple si quelqu’'un essaye de mesurer la contrainte & travers
1"interface, 1l notera une grande variation de la contrainte locale
die a la tension de surface. Si il considére 1" adsorption d’'un soluté,
d’une phase vers une autre, il n’est pas surprenant qu'il y;ait une
accumulation a 1" interface, par exemple, les tensio-actifs
s’accumulent aux interfaces {fluilde-~fluide, et & la surface des
catalyseurs poreux, les réacténts et les produits tendent a rester

iongtemps adsorbés.

T )
Yy ’
et’ .
c Phase « Fhase f3
T
Yy

Figure{(G-1): Interface entre deux phases montrant les variations

de la contrainte et de la concentration



-

Nous nous Iintéressons au transfert de matiere de n’importe gqu'elle
espéce, de la quantité de mouvement et de 1’énergie a travers une
interface. Nous considérons 1'interface comme étant constituée d’'un
plan singulier ou d'une surface qui sépare un volume matériel en deux

phases de volumes Va(t) et V_{t),

B

Vm[t) = Va(t) + VB(tJ (G-1}

Volume materiel

V (t)
m

A (t)
o

.interface A (L)

of

Figure(G-2) : Volume matériel avec une interface

Bien due les interfaces sont en réalité finies et non infiniment
minces comme le suggére la figure précédente. Ces épaisseurs sont de
1'ordre de 1'angstrolm A (_ 100 A ) de sorte que pour la plipart des

cas on représente 1’ interface comme un plan singulier.
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Si nous considérons la forme des équations de transport pour les

systemes a multi-composants:

8p
Continuité: A e p V=-0)  +r . (G-2)
A A A
at ~ ~ ~ :
ap

— + V. pV =0 (G-3)
gt ~ ~

Quantité de mouvement : ' )

a(pV )
_ + Vo(pV V)= 9.T + pb (G-4)
at . ~ o~ ~
Energie:
dl(pe) N
+V.(peV})=-V.q + ¥} P, bA.uA + ¢ (G-5)
at ~ ~ ~ o~ a=1 _

Comme on le voit, nous pouvons les écrire sous la forme générale

suivante:

aly a)

_ + 9. (g V] = v.n + o (G-6)
at L x o L Lo

ou wa est n’importe quelle propriété associée & la phase «, Va est la

~ ~

vitesse massique moyenne de la phase «, Ha est le flux de wa et o est

un terme représentant la source générée dans le volume renfermant les

deux phases.
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Si la quantité ¢ tends a s’accumuler & 1’interface, appelons

1’excés de ¢y a 1" interface ¥, et définissons le comme suit:

deU: Jwadv+J¢BdV+JwadA (G-7)

Il est a noter que ¥(=) ¥ / surface alors que ¥(=) ¢ / volume. Ceci

est conforme avec 1'interface définie dans la figure ci-dessous.

Phase «

Figure(G-3): Définition d’une interface avec une guantité ¥ en excés

IL est clair gue nous savons comment wa et ¢Bvarie avec la position et

le temps a 1'intérieur de Va et V. Ce que nous souhaitons dériver

3
est une équation qui montre comment ¥ varie la position et le temps a

~

la surface AaB(t)’ en d’autres termes, nous. avons bescin d'une -

equation de transport a la surface.
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Considérons 1’éguation de transport suivante,

8y a)
—_— + 9.y V)= TH + o : (G-8)
at A L o

~

et intégrons cette équation sur Va(tJ

~

{ — + V.(wa Va) dv :[ V.1 o dv  + J o dV (G-9)
t) Kx(t] : 'ﬁ {t)

Utilisant le théoréme de transport général et le théoréme du

divergent,

B [ wa (v -UuU). 2 B dA .(G—IO)

ou n
ap’

n U et AaB{t) sont définies dans la figure{G-2). D’une
faqgn similaire , 81 nous faisons 1'opération analogue pour le cas

de la phase B, nous obtenons,
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- J wB ( VB -U). n aB‘dA {G-11)

D d d d
— J g dV = — J Vo v - J Vg AV - [ v dA (G-12)
Dt ~ dt ~ dt ~ dt

v o(t

_ v, g Aalt)

Nous pouvons aussi définir le flux de surface de sorte que

. 0, dA + Qd G-13
g Mg J s ( )
t

et la source a la surface telle gue,

. [ T dV¥ = [ Sa dav  + J TB dv + J g dA ' {G-14)
v

(?) Va(t) VB(t) AaB(t)

L' équation de transport de @ dans Vm(t) s’ écrit donc:

~

gy diV = J n. Tda + J o dV (G-15)
t T A
m

qui est donc conforme avec,



— T 4V V)= VE_+ o  (G-16)

En faisant la somme des équations (10) et (11} et du fait que naB = -
n, , on obtient: ”

B

~ ~ ~ . ~

[ fﬁﬁ . { .- E‘B + ¢B ( VIB - E ) - fa (v, -Uu) } dA +

J o dV + J o dv (G-17)
& B .
'V&It) %g(t]

En utilisant les équations (12), (13), (14) et (15), 1’équation (17)

se réduit a,

g )
- j ¥ dA = Yy dA + J Q ds +
dt ~ ~

A&B(t] AaB[t) C
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dA

IR =]

B] " Do

~

R R I IR EP
IR

(t}
B (G-18)

Cette expression représente 1’ équation de transport de surface pour la

quantité d’'excés V.

~

Cette équation exprime la variation en fonction du temps de la

quantité ¥ au niveau de 1’'interface AaB(t]' Elle renferme plusieurs
contributions :
d .
- ¢ dA = ¥ da + Va H@ dA
dt ~ ~ AT
Aaﬁ(t) 7 AaB(t) Aaﬁ(t)
Variation par Quantité de ¥ générée Quantité de V¥
rapport au temps par les sources par sortante par~
de ¥ sur AaB[t) " unité de temps unité de temps

~

a travers les

limites de Aa (t)

B
R AT TSR LR M R
A (L) ” ”

B (G-19)
Quantité de ¢ entrant par . Quantité de Y entrant
.convecticn éwpartir des par les flux & partir
phases a et 3 des phases w et 8
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.Figure(G-4): Schéma du plan de 1'interface

11 est a noter que nous avons utilisé 1’expression suivante [23]

Q= E . HW , (G-20)

~ ~

~

ou p est défini dans la figure (G-4) et HU est le flux quittant

1"interface, et sl en plus la surface est fixe dans 1'espace, nous

avons:
d y ' ay
- s dA = —~ dA (G-21)
dt ~ at ‘
AaB(t) AOLB

Ainsi, en substituant (G-21) dans (G~19}, et en notant gque Aa est

B

arbitraire, on obtient 1’équation de transport pour la quantité
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d’excés a 1’interface ¥ ,

o¥ : ' ‘
o I e e Y - [

~ e

{G-22)

En adoptant la notation de Slattery [23], 1’équation (G-22} s’écrit. :

av
R I S I B (G-23)

2

L’application de cette équation au transport a l'interface de 1'espéce

A, avec les identifications sulvantes :

A . .
¥ = Py { masse par unité de surface )
g = Py ( masse par unité de volume )
¥y o= RA ( vitesse de réaction hétérogene )
nm =- JA { flux massique de diffusion )
H@ = - JA@ ( flux massique de diffusion de surface )
on obtient
A
apA
; = RA - YU‘ . iA(T + PA (YA - E) -I: 0‘..8 + :J'A- E CCB (G_24)
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avec

A
T po = - DA@ Y@ Py ( DA@ est le coefficient de diffusion de surface )
et
iA = —'DAB Y Py ( DAB est le coefficient de diffusion binaire )

En négligeant les éffets de tension interfaciale, 1’équation de bilan

massique de saut de 1'espéce A (G-24) s’écrit:

{VA -U) .n + J . n + R, = 0 {G-25)
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MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE

0,8 -

06 {

04 1

0’2 4

Figure(H-1): Profil de Ia masse volumique
adimensionnelle pour le couple Au-Ag

"
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FRACTION MASSIQUE de Au
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MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE :

1.4

Figure(H-2): Profil de la masse volumique
adimensionnelle pour le couple Au-Pt

1.2

06 -

0.4 |
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MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE

18]
16 |
14 -

1,2

0.8 -

0.6

0.4

0.2

Figure(H-3): Profil de la masse volumique
adimensionnelle pour le couple Au-Pd
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2,5

0,5

MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE

Figure(H-4): Profil de la masse volumigue
adimensionnnelle pour le couple Au-Ni
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MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE

. 1,025
1,02 |

1,015 }
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Figure(H-5): Profil de la masse volumique
adimensionnelle pour le couple Cu-Ni
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MASSE VOLUMIQUE ADIMENSIONNELLE

Figure(H-0): Profil  de  masse volumique
adimensionnelle pour le couple Zr-(20% Zr-80% Ti)
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