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CHAPITRE 1 ’ . .
CormmoEEIT . INTRODUCTION

N L)

’nan§ e catcul da; efforts‘d;na'un&.stﬁucture en bé%on
armeé , on uti?%;e hahifu%iieﬁent'des'métﬁédgs prenant en compte
tes inertiés des §ection$ hrutes dﬁélélémentﬁ et le moéﬁ}e de
déforméticn' longitudingls du beton . Les déformatioms  dqui  en
résultent . ne ref1htgnt Pas coné&nah?ement 1a‘né&fi;é i ce qui
amena différents rEalements a definir la valeur de; inerties a

prendre en coﬁpta daﬁg e caloul des fteches . £n fait , dans ce

type de méthodes classiques plusieurs 1néert%tudes‘régnent Gur

< 1a valeur du module d'élasticite Yongitudinale du béton qui est

fonction de ta durée du chargement (probhléme de ¥luage) . -
. e , ‘

-~ les moments d'inertie & prendre en compte : en , effg T, e
moment d'inertie au nmiveau d'un élément n'est pas constant car

4
L]

‘toutes ies sgctions de cet élément ne sont pas fissurées et les:.

armatures n'ont pas la méme section le long de cetl ¢l ément
tbroh1éme dtinertie et de fissuration}; . .
- la participation du béton entre les fissures ;

Trinfiuence des grands devlacements ;

i

les liaisons entre tes &lémants de 1a structure considéree

f Le premier aspect de cette étode est de proposer uae
méthode prenant en compte 1'effet de 1a fissuration sur e caleul,
gxact des efforts et des déformations dans une structure en beéton

armé . Cette méthode €st basée suv un pProcessus d'approximations

-

successives (matrices sécantes ). _
: o . , : R



iLE deuxikme aspect de rette recherche’ concerne e
comportement piastigque des structures en béton armé . -

Pour etudier ce comportement , on dispose actuellement de

deux types de méthodes

o -
i \

SRR A L AR e e e e e R U R R e e e e o e

plasticité et leur vrésolution se fait' généralement par 1a

-

©programmation linédaire . Elle ne renseignent le proi@teur gque sur

_ [ ] . . -
l1'état de ta structure au moment de 1a ruineg par formation d'un

mecanisme . A cet éffet , 11 est a signaler les travaux effectués
en‘Charpente Metallique (CTICM) par NGUYEN DANG et W.G.SAXE {241,

8t Y. LESCOUARC'H [251 et les ftravaux . de C.K.WANG ' 1401 et

M. B HANGAN 331 . -

~-les méthodes pas-a-pas : Pans ce type de méthode , on syit pas-

’

a-pes le comportement de la structure et de ses éléments et on
connaita1'état &e ta siructuFe ;,tout tnstant du chargement . Le
caleul ¢ esy eﬁuiéagé comme une succession de caculs éiastiqués
et le chargement de tTa structure s'effectue progressivement
jusqu‘'a 1a ruiﬁe‘. Les variantes les plus 1mportqntés sont
“ley méthodeé utilisant Tes matrices tangentesrdes éldments;
. ' S .

*les ‘méthodes. de type contraintes imitiales (travaux de

ZIENKIEWICZ LVALLIAPAN et KING en 1949 )

—-

)

En béton ‘avrmé , plusieurs méthodes non-lindairves ont été
proposéss | [20,30,37) .Les . non~lingarités prises en compte
proviennent géneéralement " des 1ois constitutives des matériaux

A



acter et béton , de la fissuration et des effets du second ordre.

Nous — utilisons une méthode pas-3-pas basée sur lec

matrices gécantes des éléments pour déterminer la charge de ruine

de 1a structure . Cette méthode permet de tenir compte , en p?u&
de la fissuration ,ﬂy comportement é?aﬁto—pfasfique-dEQ eléments.
E§UP petre ‘cas  ,  nous utilisons des lois. de compcrteﬁént
réglémentfives pouﬁ lesg ﬁatériaux-acier et béton |

| lka méthode propoqée Présente un 1nt§ret certa1n puisgue - |
dune part el]e peut étre utilisg 9& pour toute -lot de comportement

(avec hrancha'concave Y et d'autre part moyennant ‘une analogie

avec les calculs habatuwlq de qivurlures a noeudf relaxés |, elie
p ;

~

permet 1'utilisation _ des programmes c1a$ﬁique5A aver des
relaxations nodales fictives
Nous nous sommes fixés comme objectifs de déveiopper cette
méthode sur un micro-ordinateur tvpé compatible IBM en language
’ 7

:BQSIC, éimple de facon A ce qu'il soit possible  de faire la

transpesition sur.des machines de plus faible capacite

-
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CHAPITRE 1

-
(1)
nom

H
ii

o

CALCUL Bt BETON ARME A L'ETAT LIMITE
DE SERVICE

IT-1-1:Hypothtses:

-0n ﬁu;;;;;_“;;;ww;;“w;;i de comportement du béton en
rompression est linéaire (voir figure IX-1).La résistance a
Ta traction du béton est negligée
-GN GSUPPOSE  que la 1oi de comportement des aciers est
lindaire Cacier tendu et acier comprimé)..
~Yeg ae;tiong restent planes apries application des efforts.
(posecibilité d'établir des relations de similitude entre tes
déformations des fibres de héton et des aciers).
~il n'y a pas de glissement reiatif entre les armafures et -

~

Te bhéton.

~les  armatures sont suppostes concentvrées en leur centre de

aravitié. - o
i A
: %
. €’
. | b ‘ . ]
Figure TI-1 Figure I1-2
{101 de comportement du héton) (loi de comporte-

ment dgs aciers)



ITi-1-Z:Principe de ['ALGORITHHME:

La méthode utiluvsée pour étudier les

=

variations de.la rigidifé des structures en béton armé gst
hasée sur un processus itératif, ‘

e premier valcul consislte 3 prenidre comme inertie initiale
Io ,ltinegrtie des sections brutes des éléments BT comue
modul e B ,le module de déformation longitudinaie Gy
béton.iles efforts ainsi détérmines sont tle moment
fléchissant a chague extrémité de 1'¢lément considére et
1'effort normal;le programme de calcul utilisé étant Lasé
sur ta méthode des déplacements iUoiP gn #Annexe LI ),

sous 1'action de ces w%forts ,0n détérmine 1a postition dfaxe
fneutre et on caleule les armatures dans 1a section la plus
soliicitas ge 1'élément en utilisant les - différentes
Bquatians d'equi1iﬁre des sections an bélton armé.

0n calcule ensuite dans une deuxiéme é€tape de nouvelles
vigidités en utilisant e méme module £ (supposé constants
et le moment d'ipertie de 1a section homogénéisée (beton
tendy wégligé ,une armature de section A ou A' étant
considérés cgu.valente & un élément de béton dtaire n.fi ou
n.A' s nccoefficient dtégquivalence )

Aver ces nouvelles vireigités ,de nouveaux efferts sont

obtenus .Avec ces nouveaux e¢fforts ,vn celcule d'autres
rigidites comme a8 1'étape précédente ;et ainsi de suite.

jusqiufa  ce gu'il vy a2it convergence des sfforts en fonction



des rigidités correspondantes .

Une itération c&?vespond donc & un calcul de 1a structure
en adoptant comme rigidité des él?ments de cette structure
celle qui correspond aux efforts détérminés au cours de
Iritération précédente

I1 est clair que la structure étudiée est considérée
comme un assemblage d'éléments-parres liés entre eux suivant
certaines regles et satisfaisant & des conditions d'appuis

données

pu fait de. la variation de 1*inertie I au cours des
differentes étapes die :
-A& la nouvelle position de 1'axe neutre sous 1taction
extérieure ,
-fux nouvelles sections d'armatures (dans le cas d'un
prohléme‘dg détérmination 3 ,
-Au changement de rigidité d'un élément 3 un autre ,
NOUS poﬁvons considérer ce type de problekme comme non-
lTinéaire.Cette non-lingarité n'est pas physigue mais
d aspect géométrique ¢ modification de 1‘'inertie I , eile-
méme lide a 1la rotation ) bien gque les gffets du second

ordre ne soient pas pris en considération

.
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BUT: Etant donnée une section en béton armé parfaiteﬁent
détérminée &n dimensions et armatures détérminer les
contraintes dans le béton et les aciers , et verifier 4que
ces contraintes sont inferieures aux valeurs admissibles.
Cette étude-portera sur des sectionﬁ’de forme rectangulaires
[ 4, &)

TT1~-2-a: Cas de Ta Fiexion composée

11-2-a~1; Recherche du centre de gravite 6' de 1a section
bomeneney T
e ats Ry
— et
Ht Y Gs‘/"',
[ \
oy
A \_ ‘: + d "s'.z/n
+ b b 44-“' ¢’ ’
b2

Figure II-3: Section béton armé

.

Le centre de gravité &' ‘est repéré par v et v
respectivemeﬁt distance au parement supgrieur (le plus
comprimé ) et au parement inferieur de la section .

On a la relation

(] m:moment statigque
T S:section homogene réduite




- S

2
It

Ht , ‘
J b.y.dy + 15.(A' . d'+A.h )} = b.Ht2/2 +« 15,(Ad'+«A.h)
o |

S

i

h . Ht +15.(A + A')
Le moment d'inertie 1 de 1a section par rapport & la fibre

supérieure vaut

Ht :
I = [ b.y2.dy + 15.¢A'd'2 « A.h2) - § y2 -
o . 7 _
5
1 = b.Ht/3 + 16.fA'd'2 + A, h2) - 5, y2
Ii 's'agit maintenant de savoir si ,B0US 1taction

extérieure , ia section est entikrement ou partiellement
comprimée . _ “

Elle est entikrement tendue si 1'effort normal est une
traction et est appliqué entre les armatures A et ﬂﬁ. L*axe
neutre se trouvera ators en dehors de 1a section .

Dans le cas d'une section rectangulaire brute, , ce]\g~cf
est entjgrement combrimée. i 1a resultante de ‘l}effort
exteriéﬁr de compﬁeséién N est dans'Tgef{grs Eenfréijdé Ta
hauvteur Ht_(excgntricité inferieure & Hts/4 J;la présence des
aciers loin du centre de gravité va auqmentgrﬁ}avugyeur‘lQQ
cet?é?e§c¢ntﬂigité . .

1 suffit donc de trouver 1'excentricité limite e',par
ﬁéﬁporfﬁ du‘céﬁtre‘detgﬁiuité é'&é'ia section homogkne ~,qui
corresponde. a une contrainte nutle au niveau de la fibre
inférieure .

A

~ On a la reiaticn:  6bZ = N/§ + M.v'/71 = O

e



“or B T B

y gt = IG5 !

honc  Ns§ - N.e'.y'sIz0
. -
les efforts H et N étant détérmings ﬁaw Fappovt‘au centre
de graviteé de la section brute , 1'excentricité par rapport
att pouveay centre dz gravité ¢' sera
e = g'~- (Htsz - V) = ogle ¢ ~HErs2
St £ % eV la segtion gat entiéremenf comprimég

St e > u' la section est partiellement comprimée
N

11-2-a-2: - Cas de 1a -section entikremeniy comprimée

Les contraintes valent
Gy = N/S N.e. usl .' ' S

I o ¥ e + T-
ubzﬂ P H.e.v'r1

551: 1B(N/S+Nel{u-dt I T1)

] \.
6' = 15(N/S~-Ne(h-v)/1) - ]
s2

I1-Z-a-3 : Cas de la section partieliement comprimée
N (Voir figure 13-4}
.a Resultante de }'effort normal extérteur est -en dehors du

novau central de ta section .

petérminens les équations diéquilibre :

SOTENT: . _
Fc : résultante des forces de compression dans le

héton h ‘_

“mb ; wmoment statique du béton ;ompﬂimé par rapport

a 1'axe neutre .



y1 - : hauteur de ta zone de béton comprimée
bUn élément comprimé de béton d'aire (b.dy) sityt 3 la cote y
est soumi§ a une force
dfFe = b.c;.dv dOr Az 0'.ysyi

o F = v, /
d*ou e uqub v

Un caiecul analeguye peut Etre meng pour
-L'acier tendu :

aéea Fe .= aéfméfyl
ﬁ Fg ﬁésu?ténte de traction des aciers
me : moment statigue daS'ac@ers tendus par rapport 2
Tlaxe neutré .
-L'acier comprime

Fe' = 6. m' /7yl

. 5
avec b
Fe' : résultante de compression des aciers
me . momeat oetatigque des aciers comprimés par
rapport a 1'axe neutre
r ‘ '
N . T 15K
-+ - -
Yy n
h
avy
Ht 2 ~-«;-\:- - — —— -—----——.r.-ﬂ-\-:.p--
. f
- A o | §s2
L d n
-+ ~
< b 1 - 6F
T T . 2

- - e



4

{7~

L*équilihre des forces horizentales nous donne :
Fr '+ Fs + Fs*' = N
(mb+m5'mms).aﬁ(y1 - N

ou hien :

mt.aglsyl = N ) '
. b
aver

mt = mb + ms' -ms

p*autre part , le moment de la fbrce dFc par’rapport a 1'axe

’

neutre vayt

dic = y.dFc = (bryl). o, 2. dy
d'oi- -
Mc = (h/yt).nﬁilc .

IF ] Moment d'inertie, du béton comprimé par rapport a 1'axe

.
i

neutre .

Le méme raisonnement est mené pour Tes aciers et on ebtient

les relatioﬁs guiuaﬁtegl-

M? = UE{IS/yl ; Mg = Uéils’/yi

Ms : moment de la force Fs par rapport a 1'axe neulre

Ms ¢ mohenf‘de 14 force Fs' par rappovrt & 1'axe neutre ..

Is :moment &'inertie des aciers %endus par rapﬁort a 1?axe
neytre

Is' :moment dfinerfie‘HEﬁ aciers comprimés bar rapport A
1'axe neutee

‘A 1'équilibre nous avons
' M= 5'. I ryt

fvec M = MC « Ms o+ Ms! b1
et I = Ic + Is + IS’
N.(ef+ yi = v) = o' . L/y] )

A b1



o bien . -

N.yt.(e's yl —v3 = g5°.1 (23
1 by . .

Eé‘ gxcentricité de 1'effort N pav rapport 8 'axe neutre.

Nous obtenpons ainsi un systéme de deux équations_(i) et (2)

+

d deux inconnues yi et o) .

by

ltans e tas d'un  prebleme de . vérification . des
contraintes , on catculera le moment de toutes Tes forces
intérieures pav rapport au point dlappliication D de t'teffort

extérieur N (Yoir figure II-5 ).

D - T N
+ (") - 7 ] *
L . 1 G4 ,
Al . ' , , ' 5.54
v L " (ﬂ n
Ht Y4 Y%
TR TN IRH TN T LI Va I dy .
AN
’ i! . i . -
. 4 .
A i E & 4 d . . G.S%
1 - -
T b —+ ’ ' ‘bg

Figure II-5:section béton armé;vérification des contraintes

4 v e e e e . -

Pour chaque résultante Fo ,Fs ,F3' -, nous aurons

fvi~a Yli-a
MC :,i y.dfFe = (b/y\i.ﬁs{(y1~an9)y.dy
-3 -4 '

Ms

n

(15/p1).e&.n.(vi*h).thwa) -,

_Hs':::\(‘15/91)“‘:;9'(\;1—{&’)(d'_-a)
' 4

-
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A l'équilibre ,la somme des moments par Paéport au poﬁnt"b

est nulle

‘ Yl-a |
(Ug/yl)[Jbiviwafvlydy+1ﬁﬁ(y1—h)ih~a)+f5ﬁ'(yi—d'1(d‘~a)]:0
4 o :

~

AprEs transformation en obtient une équation au

troisikeme degré en yi

y13--3ay42+(90/b>[n- (d‘_—-anﬂ(_h-—a)]w—(‘?O/b) [n*:j' (dLa)+Ah(h»a)]:0

Pour la reéselution de cetle équation on utitise une méthode
utilisant les fonctions trigonométriques (basée sur 1a

formute de CnRDAH ).Parmi les racines de cette équation

“celle phvsiqUeﬂent admissible est comprise entre O et h . T
La hauteur de 1a zone comprimée 91 gtant gbtenue ,0OUS
pouvoens calculer. les différentes contraintes par Tes
relations suivantes o .

~Contrainte de comprassion”dans e héton

yi-a - o
sgf vi.N/smt avec mt = b(y1wa~v)dv+15ﬁ(91whl+l59‘{x—d”)
-a

-Contrainte de traction dans les ac%eéﬁ a
= Gat - / .
osz 1 ub“('.ﬂ h)syl

~Contrainte de compression dans las aciers A':
[ Hg! —ph? '
651 i ﬁ%I9¥ dl syl

11-7-b : Cas de la flexion simple



Pour détérminer la haufeur de la zone comprimée y1 ,on
passera dans ce cas par ta résolﬁtion d'une équation du
second degré .0n remarque que Ta position de 1a fibre neutre
ne depent que des aciers uytilisés et non de ’1’effort
extérieyr |

Les contraintes valent alors

6! =Mpirsl
by ™Y _
6! =i15M(yt-d'3}/1
51
8, =15MCh-y1)/I
2 N

Aver I:bg?/B +15A' (y1-d')2+168ACh-p1)2



Organigramme méthode utiliséde pour verification d'une section
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y

Dehut
M

Pescription de Ya struc
~noeuds, harres, tnerties
~-garactérigsliques méca.
~chargenent

ture
, sections
des matériaux

%

Calcul de ta matrice de
gliobate de 1; structure

rigiditeé

: )
[ Conditions aux limites |

Resolution (calcul des dépacements)
)
L = 1 , HE
Efforts internes dans chadque harre
Mg , Md , N
r -
M = HMax ( Hg,Md } .
¥
Recherche du ¢.d. 9. de 13 section

homogeneisée

¥

Catlcul de Y'excentvricit
taicul de 1*excentricit
Traction extérieure e

¢ limite &
¢ due a

‘ﬂw—ﬂﬁw—<<:

non

¥

& >

] el

e

_

admissihles

T
LLa section est partiel- La section est enti-
Tement rcomprimeée erement compringée

¥ : i
détérmination de la position calcul de Y'inertte
de 1'axe neutre yi1 (vrésolution parv vapport av c.d.g
t'une dquation du Zeme degra) de 14 sect. homooine

I T
calcul de 1'inertie homog. I Evaluer la section

" de 1a section G totale homogane

) ] ¥
calcul de obi' |, ost , osZ i caltul de obt',abz’,
et romparaison aux valeurs sl ,0%2

et comparer
du¥ vagurs admissibes

_—

o

T
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Notations

23w

Correspondances dans le programme UVER

oa
uwh'

B (coéf. dlequivalence)

d (enrohage inférieum

d*( " supérieur)
A (acier tendu)

A'( o comprime)

o

Md

N

M = Max(Mg, Mmd)
I {inertie homogéne)
5 (section homogéne)
ET = E.T (rigidité flexi.)
EA —E.5 ¢ n eff.nN)
e' (excentricité limite)
e " fext.,?)
oh?

sbi’
obz?
651
652
w1
&, h, ht

CAn

cag

CE

£t

FZ

AT{L) '
aciL '
TCV,2)
T(z,2)
T<(3,2)
T1

ECL)
F{LY
EICL)
EACL)
E3

E4
CB(L
chHi

¥4
casct
Chsz

i1
respectivement BA,H,HT
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TI-3 : DETERMINATION DES SECTIGNS D'ARMATURES :
La methode utilisés consiste en I'étabiissem&nt
d‘egpfessionﬁ " adimensionnelles a partir des équations
g'équiltibre des sections en héton armé € 5 , 6‘}

Par cette méthode , 11 es{ pessible de caracteriser toute
section en béton armé par trois zones de comportement,que ce.
soit en flexion simple ou gempasée .avec armatures de

tompression ou NoR

En effet sott 1a section d'yne pitce en héteon avrmé

représentée pgar la Figure Ti-4

. . e N
e Position inttale
VE L g

£ 1 ! .
- . : i Q 3/ - E—
Hi b E ) ﬂ »0

.
-

Bl H :

ot 1 A
) H

A A
i \[‘rfm g’ \Posirim finale

FIGURE I1i-é:section heton armé;détérmination des aciers

M e e = —

l.a po&ition_OH et la positionr initiale de la section
cette position ,soit 1'axe ob (orienté vers le bas} _et
graqué’suiuant'la variable sans dimension & = w¢i1/h
l.a fibre, supérieure de 1a section correspond a & = 0 ét 1a
position des armétures ten@mas A correspond 4 & = 1

Suivant la position que pect prendre la section .sous

N



T'action extérieure , et l'ordonnée de son intersection avec
Trewe des & , on distingue les trois zones sutvanles

.‘ ) . " ‘ ..\ s
ZONE T : _ ‘ . -
tlle correspond aux ppsitions de la section entre 1
et 2 de la figure I1-6: : )
' - (B ¢ O

Ls sectien est entiéfement tendue ;  Te matériau bhétan

ntinteryicent pas.t'effort de traction N est appliqusd entre A
gt &' . Les ¢guations d'équilihre sont les suivantes
. . .
N:a%lﬂ

. - - p . .
l.u- .
1 ] SR , =
H.1 = A's. th-d') J | - : *
! . A , :
par les rvelations de similitude , on peut exprimer %5 en

e

fonction de g : -
4

H ' € ‘:12 . C.
= ’ ‘pour & % O : o
tdsh~ &) es% .

t

positien 1 : €% :€ﬁ1

C

position 2 : &=0 .dbnc_e%x (d‘/h).csz

' i

ZOHE TI RS .

— b

Elle rorrespond aux positions de la section entre 2

et 3 de 1a figure I1I-6 ¢ - .
« 6« & £ (Ht/h) .
La- section est lpartieTlement coﬁﬁriwée . ‘En prégence

d' apmaltures comprimées et tenduss , on a les égquations,
d'équilibre sutvantes

W

P a6 ¢ +a'c’ +Rtg’ - -
e ]

H

- % > bm _
N.1 a'gt(hed'y + B'.u.ht1-53)
s b

4

H



-2 &=
i . - . &

Les relations de similitude nous permettent d'écrire

1-8 | €S o L.
. g ;_;;2_ avec & » O
(&-~d*7hY -e's1 '

~ethy, B o €59

et & = = avec I' = -
(e%z€n]1 1+ . e'q1

Le systeme (2) peut se mettre sous forme_adimenfionne11e‘ de

4

Ta manikre suivante

1 (N - Ag_ -~ A'sl d.h ST
a = — = S2 54 o
- Y. 1] s \
) 1 gd (N.1)-A ﬁs1lh d.) | |
Pour . des formes de sections usuelles (sections

‘rectangulaires ,triangulaires ,circulaires ) , la section de
béton comprimée ' peut s'exprimer comme un produit de deux
fonétions 8*'1 et B'2
87 = B'(5).B5¢d, b, h,...)
T4 8, !

’94 uniquehent fonction de &
]

t° ’ .ll’ B oY g
BZ de b,d,h

Les égquations (2) peuvert ainsi s'écrire

1 N h : 8'¢b,d,h,...)
- = z .6
7 ) bt - \ bm “-
(1 - 98).8,¢5) | N.1- & q31(h_d ) N

ZONE III : ’

e

Elle correspond aux positions de la section entre

4 2t 4 de 1a figure 1I-4 . ‘
‘ ' {Ht/h) £ & 5 + =

-,

La section est_enfiérhmenf'éompriﬁée A .

L ]

.o, T



‘Moz A.o_+ A'g' + Blo/l
52

Pour euiter de mantpuler dans les cakouls de tvop grahdee

valeurs de & , on pose - Ht .8,y
o A S— gt g9't —e—
§.h Ht

On aura ainsi les équations d'équilibre suivantes

_ 84 S_brm . ]_ (23

- \ ] . . i ¥ N~ t
N1 o= ﬁ_“sfh d') o« Haubn{h g .Ht)- ‘
Relations de similitude : ‘ ‘

6|. G’.&' € _5: -€'-6‘ Ly
. s : ,
Gl; . = A Epe 2 ‘ = b2
o4 HE  Ht-d', &' HI-h. & Ht. (1-8")

i

Remarque , .
---------- Pour notre vas de section vrectangulaire | et de

comportement ¢lastique des deux matériaux agier et héton
nOUS auroens

-poyr ta zone I les equations (1) sont directement
i o e o e e e applicables

-pour 1a zone 11

g = 173 ; Génf 672 . (rgpartiti&h'triangu?aire
: 1 des contraintes ) '

1 O 652 .
M e =1 = = 4 = e

3 n. g in.o

b4 bm _
Br= Blbih donc B1= & et _HZ = b.h -
1 (M-a.0. ~A'a' YTh

« - . Y

1 - §/3 (N .1)-A'g' (h-d")
- 54
. 1 h.h2, o!
8= . bm
(186338 (N,.1)-ar . o' (h-d")
>4

aullieu de o' ,dn a
52 bm ,
- N

51 on se fixe o



- ha . -
Z.(1-5) . b.h .q52,

(1-5,3)42 n.iN,1-A"' qs(h d')1l

E—1
1

Cas prt1cu11er important :flexion.sans armatures/compr1mées

e e ma e e e WA W e M T e i M s W T M W e e

N nul-& ¥Y'iafim

(N.1) = M S 0 I
a.  Nn.A o
YT e T : (k est caractéristique du
N g b.h. pourcentage d'armatures )
. —pour. la zone III : o T
T teg,e 2.90) L ' ,
g's ——. A [ : (répartition trapézoidale des
2 P4 ' h contraintes )

Ces valeurs de g'et de o¢ sont a

, L uéz prendre en compte dans le systéme
' 0;: : d'équattions (3).
m -4 N T
!
CONCLUSIONS ) -
10~ Soit une section en’ béton armé comportant des
armatures: A et A' . La zone I sera caractérisée par des -

tractions donﬁ fe point d'épplication est'situé entre ces
armatures ﬂ‘et R'. La zone iII parldes homﬁressipns situées
5 1'interieur du noyau central de 1a section . Le reste du
plan de la section est la zone 11

79-. Dans le cas de la'zoné'll . l'axisteﬁce de 1'armature
a' ntest fhég#iquement nécéégairé gue lorsque 1Lafh§ture 1y
et le bétoﬁ n'équi\ibrent'p§$ 1'effort exterieur N dans des’
conditions de sécurite.suffisaﬁtgs |

30 Etant donﬁé le. nﬁmbre é{eyé d'%ncohnues daﬁs e

-

A



,Gg1 !

N
calcul d'iune section en béton armé ,les uvaleurs & donner aux
paramiétres choisis comme Fixes dépendent du projeteuvr . ln
calcul  économique  seérait ceiui permettant d'utiliser 1les

matériaux & VYeur taux de travail maximal ; [ 65 , 4 1 .

40 Par cette méthode , la détérmination de la-contrainte: .

de  compression du bétbn.ﬁgaef de 1a section d'armatures 4

passe par les opérations suivantes
a-détérminer e coefficient #°

' - " . - -
b-trouver Ta valeyr de & en résolevant une équation du Ieme

degré .
c—calcu1er'&$qpar Itintermédiaire de . .

d-ralculer Ta section d*armatures & en uwtilisant 1'expression

de a

Dans le cas ou i1 existe des aciers comprimés A', on doit

d'ahord getérminer " 1a valeur de %ﬁ fune facon ‘dtopérer

consiste a thoisir une valeur approchée de qé1en fonction de

ot des vrelations de simiiitude et itérer jusqu’a
stabiligsation ‘de %%)

La déteérmination de A et A'passe alors par la résolutien du

systeéme d'équations (2}

59 - Connaissant la wvaleur du coefficient & , on peut:

connaitre la position de 1'axe negtre .La détérmination - du

“moment d'inertie de 1a section homogkne réduite est alorg

.

aisée . ‘ ’ o : o _ . ~

~ -~

6° - Dans s cas de flexion simple sans = armatures

. ' : R

-



comprimées , 11 a é?é possible de trouver une EXPTESSION

-

simple de ce moment d'inertie en fonction des paramétres

hY

adimensionnels definis plus haut . On treuve

b.h
T = r.&
B.
e
Le terme remplace e facteur diviseur 1% de 1fex-
r.b . : )

pressidn du moment d'inertie de la section brute .
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Organigramme de 1a méthode utilisée pour la Gétérmination des

ek e s e e vme b b i v Y T R W M e ROG R Mk e s b B PSR KL TRS ML e A mee el e MY v e T e e bl LBR BE e peh W s e e Ger e P R et b s v -

aciers dans une section en beéton arm! (cas de la flexion simple

T MR AR LR M e o s we S s e A T SN R e e G s e e e i et i T e R M s L et e b e s ey T e e R S B e f S o e s e e e b v . e oo

aver ou sans armatures comprrimées)

S ke ke i g A e W b W WR Ed B A (P A e is e me e e v 1 EE E e A e bt

.\

Debut
)

bescription de la structure

~-noeuds, barves,inerties, sections

~paractéristiques méca,des mateériaux

~thargement

I )
(@-—]CaTcuT de 13 matrice de rigidite
gltobale de la structure
%
Conditions aux limites
. )
LReﬁo1utian'(ca1cu1 des depatements)

O————tL =1, n&
» .
Efforts internes dans chaque carre
. | Mg , Md , N
+
Lf = Max ( Mg, nd )
.

h.h2,0652
calcul duy coéf.d'c

n.xn.l—a'.ost'<h;d!§

| 1 :
Colcul de & en résolvant 1'éguation duy Jewme
degré (formulic de CARDANY: Z2.41~-8)
! B = —— e
(1~-6,3)82
.
[ =1/8 -1}
.
A\ a = 12(1~-823)

Calcul de osh1® par ta relation

abi’' = WEGI(R.F)

~




"boucte sur leg

Ul

gh!

4::nh1' %

non

3

shi* = ;b‘
sbhm' = obhti"
L )
n.ocasab?
r

.
18 = iscter)
C 3

i1

|

nL (8. h-d').ab"

&.h

¥

M~b.h%.8.(1~823)

Lobm!

oa.(h-d"'?

(' .68 + b.h.5.

ohm’

Ga

L 4

7

n

Calcul
EY (L)

de I st de S
JEACT)

havraes

reconstruction de
matrice globale ¥

Ya
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g'bnm
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I1-4 : EXEMPLES

’

Trois structures type ‘ont été choisies

-une poutre sur deux appuis isostatigue (uniformément

chargee) _
/ . \
_-une poutre continue 2 trois travées eégales {uniformément
chargée) . -
C o, . r L . . .
-un portique simple entastre en pieds {(traverse uni formément

chargéer)

on distingue ainsi ﬁéux‘type%‘d'exemplas :
_EXEMPLES DU TYPE a : Traités en probleme de détérmination
e i mm e mw . de Sgrtion diavmature

" xpxemple A1 :poutre isostatique

*Exemple &2 :poutre continue
_ s . . )
~EXEMPLES DU TYPE B :Traités en probliéme de vérification

*gxemple Bt :poutre isostatique

. ‘ . " *fxemple BZ :poutre continue -
. . sExemple B2 :portique simple enRcastire
Chaque  structure a @té calculée comme un assemblage

" d'élements-barres dont les dimensions sont suffisamment
petites pour suUpposer les sections d'armatures constantes
Les caractéristigques mécaniques des matériaux suivantes ont

¢té choisies .: ‘ .
4 - . - o . - Vo ., N ‘a .
-contrainte admissible des ariers &n traction gt . en

-

compression

ie !

Tl'—a:.'Z.EF'xADE*:ET‘/mz . R




~résistance & Ja compression ¢u beton : Tz 165 x AN tf/m?

b

-modutle de déformation longitudinale du béton

Eb = 386,56 xApttEem?

—coetficient d'équivalence ¢ =TS

~eprobages - d = d' = 0.03F m

[
11~ 401 ¢ EXEMPLES A

.._....._..._.._..__....,...._-_

411 Exeupie. A1

. a 2.9 tsml Ht = 0.40 n
. - . b= 0.30
WII!!!I{}E&;E;}Ellllllltl{l![ﬂ ’ E1C = §1¢2.96kgxmz
$ b "

modélisation

ST 23 B 4 @5

-

im, 145 ;15 1

.

¥

il

f T ! :
FIGURE 1I-7:Poutre isostatique ; Exemple @1

P .

Cette poutre‘ gst caleculée comme un assemblage de 04
éléments-barres tels que ﬁebvéaentes sur 1a figure II-7 . ON

: ' : ‘ |
détérmine pour chague élément ‘

~-les moments flechtsssnts aux extrﬁm}tés'.

-1a sect1on ‘extreme 1a p!us 50111c1fée pour Jaguelle on

-~

ca1cule la section ﬂ'armaturps.et 1'inertie suivant ta

“méthode decr1te en paragvaphe 11-%.

/
én procéde an5u1ts su1uan1 1'dlgor1thme dpcrlt au paragraphe

11-3-2 . . - ' ' -

- . »

-



—-34~

sont consignés dans te tableau I

Leg reésultats obtenus
suiuant
barre }iterat. [Mmax(tm) jrigidite(tm2) {Atcn?) {depl.verti,
n.gau, |n.dro
1 0 6168,96
1 5.8 2771.,07 4.4 4] z2.27
2 5.8 ‘2771.0?4 4.4 0 3.96
3 5.8 Z771.,07 4.4 0 3.96
2 0 4148 .946
1 ?.048 3715.858 10.35] 2.27 3.82
z ?.08 3715,85 10.35) 2.27 4,54
3 ?2.06 3715.85 10.35| z.27 4,54
N.B:symétrie pour leajéléments 3 et 4
TaBLEAU I
II-4-1-2:Exemple A2
___________________ .
q=2.9 tsmi ,
1=5m 1=5m 1=5m
1 . I 1
T T ' ] T ] ‘ 1
modélisation :
122303 465 | 12 13
& - . o P - . -4 > -> ‘ﬁ -
i 2 \
1,101 1 om | Om ( )I
i T T T : ) T

Figure IT-B: Poutre continue ; Exempe AZ
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Les résultats oBtenus sont consignés dans le tableau 11 .
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havrr. |iter. [Mmax(tm) eniRigdite I depl verti . imm)
val.ahsolue] (tm23 (em23in. gauche (n.drel.
1 0 HTEI 44
1 4,35 2404 .02 4. 09 o 0,93
Z 4.2% Z&ER 1 .99 O Z2.5673
A 4.723 2heB .01 F.98 { 2.4
4 4,289 26274 1k A.%7 Y] 2.618
bl 4, 22% RN - ¥ 2L 97 O 2.ala
A 4, 2246 - VAN .97 0 .67
¥ 4,224 ZA7E 44 3.97 G z. 817
z i} SYER .44
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barr. jiter. (Pnaxitm) en{Rigdite A depl.verci, (am)
val.absolue| (tm2) {cm2) jn,gavchein. drof.
& Q G743, 44
1 i, 81 1276 .25 1.64 -~-0.05h5 9.1
2 1.964 1368 .78 |~-6.% 0.44
3 2.04 1417 .94 1.684 -0.3 0.25
4 2,05 142% .09 1.87 |-0.318 0.2
5 Z2.0% 14246 .14 .87 -0.32 Q.Z202
é 2,05 14724 .3 1.87 -0.32 0.2
7 2.0% 1426 .3 1.87 }-Q.32 0.7z
N.B.,:Symétrie pour les harres 7 & 12
TABLEALY II (Suite)
I¥T-4-2 : EXEMPLES B
11-4-2-1:Exemple B1:
q = 2.% tral HE = 0.40 m
" b 0.30 m

i1z n

% ffo‘}l!
‘modélisation : '
102 @33 46 5
]1”1} 15 i ) i 1 }
| | T T )

Figure II-9:Exemple B

-

Elo

4148 .76 trm?




garr, |iter. [Mmaxttm) en{Rigdite f depl.verti.(un)
val,absoclue ] (tm2) (cm2) {n.gauchein. droi.
1 0 A1AB . Y4
1 &, 2111.7% &, ) 2,27
2 . & 2111.72 AL Q X.h3
Z 6148 .94
I 9,064 4170 . 41 10.25 .27 ICI 34 4
2 .04 4170 .41 16,25 Z2.R3 5LoR2

N.B.:5ymétrie pour les harres 3 et 4

TaBLEAU IIX

Il-4~2-2:Example BZ:

n=?2.% t/ni

T T O O T O

ru‘:rﬂ Y=hn ; 1=5hm 1=5m j_{-;c
Free RIS TR
4 I )N )3
i T ki ¥

modélisation identique a celie de ltexemple AZ

Caractéristigues geométriaues

glem, jdim.transv. (cm) A (gm?)
1 30/45 4,42
z2 W 4. .42
z u L
4 " .5
5 1t ?‘69
é . h Zz.3%

Figure 11-10: Excaple BZ

T

RESULYTATS :Voir tahleau IV
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harr, {iter, IMmax(tn) enlRigdite %A depl.verti. (um
val.abseolueg| (tm2) n.gauvchein. droxy.
1 4] U783 . 447 0. 34
i 4.35 3070.,391% Y] g.%
z 4,245 3070 . 393 4] 7. 2%
2 0 H783,442 .34
1 H.44 3520.52 0.%4 1.4
Z 5.1758 3520 .52 Z.28 3,32
3 0 G783.442 0.41
1 5,44 3520, 57 1.4 0.4
z 5.175 4520 .57 3,37 1,41
4 ) CGYR3 447 G.41
1 7.Z58 4h38,78 LA G
2 7.78 4h38 .76 t.41 O
2} 0 783,44 0.57
1 7.25 45323.78 1] -0, 0585
2 .79 4h3B .78 0 -0,23
A ) 4195.07 0.178
i ¥.6E1 41958.73 «~0. 0085 0.1t
4 .98 4195 .82 -0 .23 0.24

N.B. :Symétrie pour

les barres 7 a 12

ThABLEAU IV

. am e we —

Il-4-7Z~-3:Exemple B3:
R g=étrmt
RERRRARNAIRRNRARRESARASNRNIN
1=4nm
T’Til?’_' I=an 7'—'1; -
t 1




modélisation

‘wre
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3 L] >l 4
¢
Y4
2.
2 L) 10 -+
¢
11 ]
T W A 1 1.5 1.5 1.5 & &
Iy

L T

e A G e L e A e nE I S e Y W W e el e mee A g e e dels Aot WAL M S M TTE e W M e T e P Th S bl SR e S e s e e e e e

elem, idim,transv,.{cm} d (cm?) At {cm2)
1 20740 4 2
A Y b 3
3 " ¥4 4
4 K{+F I 10 4
5 i 18 ¥4

Les résultats sont consignés dans le fahleau y

—-——

e -

harr. Jiter, [Mmax(tm) enjRigidite Aciers|{depl . .verti. tmm)
val.absolue] (tm?2) (%) n.gauche |n.drot,
1 0 FANS A=.34% :

1 4.79 - 29720.041 l&‘'=.17% 0 0.004

pd 3.4R 37846.234 0 0.00¢

3 4.148 3309 .251 0 0,007

4 R.887 3h44,942 G 0.0067

h 4.02 3414.92¢9 4] 0.007

& 3.94% 2483 .809 4] 0.007

? 3.984 3447 .275 0 0.007

g 3.%96 34466 .72 0 0.007

@ 32.9764 1454, 3 4] G.007

10 3.971 3461.86 Q 0.007

TABLEAU U




-4% -
barre. liter, [Mmax(tn) en Rigidite aciers jdegl . verti. (mm)?
val.absoluef (tm#) (%) n.gaucheln.droi.,
Z 0 £16468.96 Az . 5%
1 4.02 TREE, 942 JA'=.28% 0.004 0.117
2 5,293 Ip13. 004 0.008 0.226
3 5,344 B70S B30 0.007 0.2t
4 5,367 A7ER ., 177 0.007 c. 21
8 4 5,341 APET.AA7 0.007 0.%21
& 5346 4785, 8R3 0.007 6.271
7 H.364 37EA . T 0.007 a. 21
B R.345 A764, 231 0.007 0.2
] 5,264 2704 4Y 0.007 0.21
10 5,344 A704 L34 0.007 6.2
3 0 ATAD .94 fiz  THY
1 ¢, 628 ARTR L 4E8 1A'z=.34% 0,117 G.154
z 9,284 4454 .79 0.224 0.2%%
3 R, 837 4441 .45 0.21 0.275%
4 B.48% T 4469.T4T 0.215 Q.24
5 G, 489 L444 . 163 0.213 0.27%
4 8,47 4467 . 993 Q.214 0.27%
7 &.48 4447 .04 G.713 0,279
& 3,475 4467 .55 0.214 0279
4 CG.aT7? 4467 .27 0.214 0. 27%
10 8.474 G467 4% 0.213% 0.Z7%
& ) 14034, 4
) 1 10,425 GaaT . 44 0.154 2.628
2 11.964 YER0.2Té 0.293 3.473
3 11,713 $454 .03 0.275 3,39
4 1.7y 9452 .34 0.23 3,42
5 11.74 P4RE.13 0.278 3.4 .
4 11.7% $452.7 0.27% 3.41
7 11,77 9452 95 0.27% 3.41
. 11,778 P4R7.83 0.27¢ S 3,41
? 11.77 Y4%h7, 88 0.27% 3.41°
io » 11.774 9452 .63 0.279 341
5 ‘o 16036 .4 . '
1 17.375 1hZEE .Y Z.46728 3,768
2 1e. 7146 1R2ZB4 .71 3.473 4.77
| 3 16,443 18257 .23 2;3% | 4.67
1 4 18,548 15766.01: 3.4% 4.7
‘e ] 18.B1 1RZES. 6 3.4 4,49
i 6 7 19,53 15254, 34 ©3.41 4. 69
7 18.5% ‘ TIRZBA .44 3.41 4. 4% '4
& 18,82 ‘1 15%254.37, .41 4. 69
i 16,87 15286.4 R4 4,49
10 18,62 CIBZRA.VAT T 3,41 4. &9

N.§:5ymétrie pour les barres 4 A 10

TABLEAU U (S5uite)
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11 s'en dégage les remarques suivantes:
a- A la pregikre itération , la rigidité de chaque él ément
chute fortement :
~de 4168.946 tn2 3 2771.073 tm® pouvr l1'élément (1} soit
une diminution de B5.06 %

~de H4145.94 tw?2 A 3715.85% ta2 pour l1iélément (2} soit

o

une dimipution de 39.4
h- Cette chute de rigidité n'affecte pas 1a valeur du moment
f?échisSaht raleculé dans 13 section la plus sollicitée de
chague élémknt
t- La convergence et obtenue 3 la deuxiéme itération
Cette rapidité de convergence est dde au caractére
faiblement non-linéaire du probliéme (Flexion simple s
jaostaticité 3
8- La'lrigidité ,initialement constante sur toute la poutre,
varie d'un elément & un autre apres appl}cation de 1la
méthode :

~de 1'élément (1) a 1'élément (2 , 11 v a augmentation
de 1a rjgigité de 34.1 %
e— La wvaleur de la sectjon'd‘acier dans la section la glus
sollicitée de chaque élément demeure.pratiqpemznt constante

au rours des itérations
Y
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I¥-H-1-Z2:Exemple AZ:
----------------------- On reliéve les points suivants
a- A la premiere itération ,i1 v a aussi forte chute de 1la
rigiditeé de chaque élément apres application de 1a méthode
-tde B?$3.44 tm? 3 24654.02 tm2 pour 1télément (1) soit une
diminution de 4%.44 %
-de B783.44 tm2 33199 .77 tm® pour le§ ¢léments (2)Y et (2)
soit une diminution de 4%.44 %
~de B784.44 tm2 3 3965.97 tm? pour les éléments (4) et
(5) soit une diminution de 54.35 & ,

~de B783.44 tm2 3 1274.25 tm2 pour 1'élément (43 s0it une

»ne

diminution de 55.47 .
b-A Y'inverse de Jtexemple Al , Yta waleur du moment
fiéchissant dans chaque élément est affectée par ces chutes
de rigidité . Il vy a vne légere aupmentation des moments aux
APPLIS intermédiaires et & la travée centrale et wune
giminution des moments fléchissants aux travées de Trive

(+8.4 % a2 Y'appui 5 , +13.5 % en travée centrale , -5.4 % en

travée de rive 3

c~ Il stensuit de cette wvariatton d*efforts ' une
augmentation de 1a section d'acier aux appuis intermédiaires

et en travée centrale et une diminution en travées de Tive,

d~ La vigidité ,initialement constante supr toute ta poutre |



B

varie d'un é1ément a un autre aprés application de a4
mnéthodea

Ainst pour 1a premibére traveée : ’
~de 1'étément (1Y 3 Viétément (2) , i1 y a augmentation ds
la rigidité de 146.45 %

~de.1'é1ément'(3) g 1'élémunt éé) ,11 v a augmentation de la
Pigidité de 37 .2 %

Pour le travée centrale

-de 1'élément (5) a-1'elément (4} , ity oa diminutiqn‘ﬁe ia

L
vigidite de 44.03 %
g~ On obtient 1a ;onuérgenc& en rigidité aw bout d'un nomsro
plus elevé drtitérations gque pour Trexemple @Al . Ceni

stexplique par le fait gue 1fhppar5taticﬁté augmente Te

caractére non-linéeivre du problEme

I1~5~2: PROBLEME BE VERIFICATION : *

-t e vm e o s i oo e A L e e s e e am

on constate que
a-Log . chutes de rigidité sont du méme ordre de grandevr que

pour l'exemple A1 , et ce a la premibre itération
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~de 6168.93 tm2 4 3111.72 tm? soit -49.56 3 pour‘}'élément,
{11, |
‘~ﬁa GIOH.Y3 tm? 34170.41 tm2 soit -32.4 % pour 1'élément (2)
S~ La tconvergence est atteinfe 3 13 premikére itération dans

te cas de vérification fles contraintes . Cela ast di au fait

Tue la position de ('axe neutre ne dépend pas du wmoment .

fléchissant dans ce cas de flexion simple, Elle ne dépend
‘ r .
cue du poucentage 7'armatures , des dimensions de la section

et du coéificient d'équivalence n

t- L.a chute de rigidité par rapport 3 1a rigidité initiale

n'affecte pas 1a valeur du moment fléchissant

d- D'un é€lément & un 2utre ,1a rigidité Oarig notablement
aprés application de Ya méthode (+34 % de 1'élément (1) 2

V'élégent (2) ).

Copstatations et commentaires

On observe d'importantes chutes de rigidité & la premikre
ftératidﬁ {du méme crdre dn grandeﬁr“que pobr 1'exenple AZ):
é§€\87e3.44'tm= 3 3076.39 tm2 soit -A% % pour 1'élément (1)}

-0

n

. B783.44 “m? 3 3520.52 tm? soit -59.9 3 pour les élémeénts

Cai )
g
—t

et (3)
~de £783.44 tm2 i 538,78 tm? soit -48.3 % pour les éléments

{4) et (B)
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-de 8783 .44 tm?® & 1760.92 tm? soit -80 % pour T'é1ément (4),

b-0On a convergence a la premikre itération et ceci pour 1la

méme raison que pour la poutre B ..

t- Comme pour 1'exemple A2 , 1a&a chute de rigidité provoque

g changgment dans 1a valeur des moments ftéchissants

d- D'un élément & wun autre , on e@bserve une wvariation
notable de rigidité

Pour la premiére travée:

~-de 1'élément (1) 3‘1'é1§ment (2) il vy a augmentatién de EI-
de 14.466 %

~de 1'élément (3) & 1'élément (4) EI augmente de 2&.9 <

Pour la 2eme travée , EI diminue de 41.2 2

I1~5~2-3:Exenple B3:
unu-__—_““u-"n—uuufiﬂpusA'sqmmgsl¥en.presgnce d'un  cas de
flexion composée: - ‘

a- 'On observe  qu‘d 14 premidre itération ta 'chute de
rigidité dans chaque élément est importante |

~-pour (1) , de 61#97?6 tmf a 2920.04 tm2 soit -5Z2.66 % ;
~pough§2)‘J ﬁehﬁyéat?éagmﬂ q 3585.94‘§m2 501t,:41:§?5%-;
~pour (3) , de A168.96 tm2 & 4373.49 tm2 goit -29.1 % ;
Zpour (&) , de 16036.6 triz i 9448.46 tw? soit ‘41 T ;)

-pour (5) , de 16036.6 tm2 3 15265.9 tm2 soit -4.8 %

1
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b~ Les wvariations des efforts suite aux chutes de rigidif{é
dans chasue €lément (3 la convergence ) sont les suivantes
«~bu fait de la symétrie , J'effort normal reste constant au

”

cours des itérations
i 3 . N : ‘ o
~Moments fléchissants dans les montants du portigque

*¢lément (¥y,diminution de M de 17.1

0

fde 4.7% tnm a 3.%97tn)
®¥¢lément (2),diminution de M de 10.9 % (de 4.0% tm 3 5.34tm)

*élément (3),dimfnution de M de 11.9

-

e

(de 9.67 thm 2 ®.47¢m)

Nous pouvons donc dire gque dans la tas des poteaux 1a

variation de M die 3 la dininution de la rigidité va dans 1a

sens de la securité . On remarque de plus que la dipinution

du moment fléchissant est plus accentusre 3 la base du poteau
. L

du portigue qu'en partite superigure ' -

-Moments fléchissants dans 1a traverse

i

*$lément (4),.augmentation de M de 10.8 % (de 10.42 tm &

1v.?77 tmdy

%&1ément (H) ; aﬁqmentation de M de 6.4 % ( de 17.37 tn a

18.54 tm ) .

v

Bfans l1a cas de la traverse , 19 variation de M ne va - pas

dans 1a sens de 1a securite

~

£~ Yariation de 1a rigidité dun élément & un autre a 15

copvergence

~augmentation de EI de 35

[

de (13 a (2)

-

~aungmentstion de EI de 5@ de (2 a (3) ;

B

-auvgmentation de EI de 30 de (4) a (5) .

5P
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‘#- Convergence "en rigidité au beut d'un nomhre plus éleve

d'itérations .

e e e e WL P L WL LR W A e e e e e e

‘Par cette methode | nous avons mis grn evidence les points

~
" Lot
' .

suivants
- ) '

1%. Dans upe structure en béton -armé , 1es rigiditeés

A

calculées en négligeant le béton trendu chutent fortement par
; .

rapport a .celles obtenes en considérant les. inerties des

sections brites de hétom . Ces thutes peuvent atteindre B0 3
par Tapporty %wux valeurs initiales dans un méme ¢lément;le
tablieau VI donne tes differents ratios pour thagque exemple

traité . Cependant , les variations de rigidité dtun €lément

,

. . . : /
3 un autre sont moins marquées , de sorte que feg efforts

sont moineg affectés
2°- Calculer une structure en bétoen armé¢ par la méthode

.

proposée revient 3 considérer cette structure & inertie
variable d'un élément & un autre

' : 7 : _ .
Les -écarts’ entre pigidités de deux @léments adiacents.

varient dans le méme sens que e moment fléchissant agissant

-

dans Iesf deux sections 1gs,pfus sollicitées de ces deux

¢léments . Ces gcarts peuvent étre de 65 %

-

35. La méthode proposeée permet de représenter au Mmieux ie

comportement d'une structure en béton armeé tel aqu'il doit

gtre envisagé dans la pratique des calculs de proiets Bar

.

1'ingenteur . o ‘ ' .

4%~ Les chutes df rigidités.par rapport aux yaleurs Dbhrutes

-
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affectent les ovaleurs des moments fﬁéchissants dans les
¢léménts de Ya structure , notammént lorsgque celié-cir est
hvperstatiqué . Cette variation ne va.pas toujours dans le
sens de Ta securité :on'a chserve 1'abqﬁeﬁtation des
moments sur‘appuis dans le cas de la poutre continue ou en

travée dans le cas de 1'exemplie B3

5%~ Sur Jes exemples traités , le processus itératif a été
rapidement convergent (2eme itération dans la cas de 1la
poutrerisostatique , un maximum de 8 iterations dans le .cas

“de 1‘exemple B3 )

4%~ Une conséquence _des conclusions  (1) et (2) : les
'différentes‘chutes de rigidités constatéeg'dans les exeﬁpies
'éfudiés , lous amine b‘déffnir ; dans lé cas d'une‘ section -
rectangutaire , une hauteur équiualenfe de section He pour
chaque élément d'une structure donnée . Cette hauteur He
sera'par exemple }omparée a ta hauteur totale Ht , elie-méme
donnée par un‘prédimengibﬁnement ou par'des exigences 'de
cahier des charges ou architecturales |

En calcul de structures , cette hauteur équivalente s'avére
trks utile puisqu'elle permet de'calcﬁlar Ta rigidité réél]e
dans la structure , et par voie de conséquence les effoﬁts
rééls et les déformations‘instantanéés correspondantes

Cétte hauteur équivalente ‘présente_ aussi un aspect
-Pégiementaire 1 pour un type de stﬁucture donné , il est

‘,--.,‘
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possible drétvablir un ratalogue de coéfficients par 1&5&3&15

. .
i1 faut muttiplier~la hauteur totale . Ht pour aveir 1a

hauteur éoguivalente He Trinertie 3 introduire alers dans

e caleul dEs eﬁfortg Sena 3

Ie = b.(He™) 12

Ces coefficients . auront la ménme signification qUE  Caux

.
donnés par.la méthode forfaitaire des rkales CCBA &8 .

-

on ohtient He de la manikre suivante i . - ' )
1 gtant 1'inertie obtenue dans .chaque é!émept a la
CORVETQGENCRE , Of A
’ <. He = N12.1Irsb
i . ) h
type delexempl telen, RIGIDITES (tm2) jecarts
problen vat.initialelv.proposee (%)
T
D Al 1 414B. 94 277107 ~55
E yi " 3715.858 ~-25.93
T . 4 1 .
. E az 1 B7e%. 44 7| 2623.44 | -70.15
R Z o 3040 .54 ~45.15
M 3 oo 30460:54 ~48.15
I 4 " _ 4198.94 | -BZ.2
N 5 " 4198.%4 -8z .2
A 4 | " 1426.23 | -83.764
Y B1 1 AV6E . V6 111,72 49 . B4
E ] " 4170Q.41 ~32. 4
R _
I B2 1 G703 .44 ‘ 3070, 3% -45.04
Fo 2’ " 3520.52 | -5%.9
I 3 " 3520 .52 ~By . W
. ¢ 4 " : 4536 .9 -48,32
A 5 " ’ 4548 . & ~48. 32
) & " 1740.%2 ~H0
ot . : =
O B3 1 Al1AuL. .74 - 34461 .84 -43.%
N : Z " 37856.34 | -394 .
2.0 0 4467 .42 | ~274
4 16036 .64 Y452 .83 -41
5 wo 15256 .37 | -23%.6
. TABLEAU UT . ' ' o
o i et N 4 .
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II-4: RIGIDITES REGLEMENTAIRES: [ 7

[ SRR S M

o0
At

selon gque 1'on effectuve un calcul de déformations ou que
1'on vecherche 1a distribution des sellicitations dans une
structure ; tes differents Pég1amgnts dannent une expression
différente de la rigidite

ainse , pour la détérmination des . efforts dans  les
structures {outes ies normes admettent des méthodes
d'analyse prenant en considération les iperties des 9&ﬁtioné
brutes =, notammentl dans lé cas des sollicitations de
sevviée |

Joutefois , certains reglements permettent 1'adoption par

Te projeteur e touts hyppthése raisonnahlé ,-a 1a condition

gutelle soit ronservée tout au. lopng du caicul

Crest e cas du rég}em&ﬁt-brétanniquE‘CP 110 guil admet

H

1'une dés hypothises suivantes
o="la section est 1a section nette de bévon seule
hh | . . B " * - ~ N - L N

.(armaturgsﬂneglﬂgées) L , _ . _ .
~-%ts  section est 1a section homogkne “totale. brute
(armatures .incluses) “

~"1a section est la section homogkne rédutte (héton tendu

négiige >

¥

Le réglement américain donne un Tibre choix ~“pour toute

‘méthode approchée



La norme allemande BIN 1045 donne awssi un libre choix de
'a meéthode . Eite impose cependant une vérification de 1la
stabilité d'ensemble des éthucturés 3 noeuds déplacables

Rinsi_ . pour f&étimeq - 1a rigidité des ¢€léments d'ung

»

structure éett& norme -doﬁne 1&5' valeurs moyennes du
rapport EI/Elo pour ‘
-les ,sqationé Pectangulairés et dans e ‘ﬁas des
sollicitations de service |
-les géctions en T telles que : bsbo ¢ 2 -

les wvaleurs de ces rapports figurent dans le tableau

syivant (tableao VI

Cas considere S T EX/ElO ’

Flexion avec Compression
Y s . . -

(armature sensiblement 0. 6+1B(Wo+Wo ')

symetrique) - :

Flexion aver armatunre .
d'un seunl coté (sections| Q.&+10W0
'encastrement) o
7 .

flexion aver traction -
(armature sensiblement 0.2 + 15 (Wo + Wo'}
gymetrique)

Woe et UO‘:pqurcentages'Qeometviques des armatures
.respectivenent tendues et comprimées

TABLEAU VII

Dans le tableau VIII ,l‘ncus étab?iésons une comparaison des
valeurs de EI/EIo données par la norme DIN 1048 aux valeurs

‘données par la méthode proposce | L
R SN
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Toutes Tes normes &'accordent pour prendre constant Te
module de.deformation longitudinale du béton en ‘détat limite

de service

type de jexenpl jelem. tEI/klo0 ElsElo gcarts
probhtem (RIN 10453 |(propose) (%]
DETERM. | A1 2 - 0.684 0.603 -12
AZ Z 0.404 G.34%8 ~82 .4
4 Q.,&587 0.4%8. . ~-A&K,15
VERIFI. B1 V4 0,685 ' 0.674 -1.3
gz Z 0.44 0.4 -37.5
4 0,648 0.52 ~21 .2
g3 1 0.675 .0.54 -17
Z 0.72 0.614 ~14.7
. IO 0.7 9.7z 3 5.3
| 4 0,727 0.5% ~1878
L&) 0.84% . 0.?6 -10
TABRLEAU VIILI
b T N § = 3k .
.
N+ T ’ ) ' \..' ;“A e :
4 bl v — “.“' -'j
Lo . S )
- oo .
[ . \ e !
i L “ ' D SN i
! 1 s : P ‘ i :
. 5 b : ; §
' N ¥ ¢



11-7: €ALCUL . DES FLECHES

s oy W2 % dRm i M e S A bTE P pe WA e B G4 TER T e

COMPARGISON AUX FLECHES REGLEMENTAIRES : [ 7

o u e et e m e R e e P e ek Ml by G T e et i R A L e i S e o

m
3
Bl

1

pour le calcul des déformations 1a rigidite  gst  percue
différemment par les normes . - _
I1-7-1:Réulement Francais CCBA &6:

Ces Tregles perwettent de tenir compte de tTrexistence de
fissures eventuelles dans les rones tendues de 12 section
tetade fissuré) .- Ainsi , dans le catcul des fleches

L
eubstitue au moment d'inertie It de 13 section totale rendue

,  on

homogine , le moment d'inertie If donné par la farmule

suyivanite

It
=
1+Q.
Ot - -
ob
0 = 01 u= pour les charges de
¥2(2+({3boshY o tourte durée
sh
g = Qv = pour les charges
jg0¢Zz+t3hos/b) MO permanentes !
et .
: H5.ob -
o= i~ 51 B o U

4.uo.ﬁa+35b
o= O s1 P < ©

La fleche et alors dgale a ¢

M.z
U 2 e — sous Charges de courte durée
10.E1.1%1 ifi:valeur de 1§ ahtenus
- en utilisant Q1
Mm,i2
L o T, sous charges de longue durée
10 Ew, Xfwv Ify correspendant a Qv

-
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"B oz Eis%

ix2
—
i

Aver -

IT-7-2:Normes americaines ACT:

L'American Concrete Institute utilise pour le tcaleul des

géformations A& 1'état de service , les formules empiriqiues

suivantes:

~

1
~pour les poteaux: : B -
Dl o= (0. ZED. Tbh+Ea.T3) o
h 1 +«+ B
~pour les poutres: ‘ 3 3
ET = Eb.Th(MF My " UV (MF/M37 Y, F3.5F
avec:
Ihb:moment d'inertie de ta section totale de héton $ang
Ttenir compte dey armartures
Fa:module diélasticitsd de 1'acier
la:moment d'inertie des armatures pris par rapport 3 1'axe
neutre de Y2 gection totale
Ricoefficient dipendant du fluage ; rapport de 14 charge

A

perwmanent= a 14 charge totale (0 < 8 1)

Tfomomeat d*inurtis de Ta-section de héton Fissurée
. -

M
af o w1
\ . oah : -
. ah.Ih

Mf:momeat de Figsuration tel que ; Mfz

. o

gb:vontmaitnte de toaction de référence
]

v'sdistance de Ytaxe neutrs 3 la fibre )a Plus tendye

IIm?uF:RﬁCQmménﬂatinnﬁ dit MER/ETIP 1977: _ '

R R L L L e e e e e e e e o



Le comité euro-international du béton a adoptd la méthode
clasnsigque dz doulb'e intégration de ia courbure e long de
Ptaxe de la pikce pour le rcalcul des déformations daeﬁ‘é 1a
flexion . Dang ce réglemant , on Tient comple de 13 rigidite
rédlie deu ﬁhaqu& didment
~51 MeMF altors EIofTf

It:mﬁmﬂnt dtinsrtie de la section tota]é homogéndisée
~5i MaMT alers EI:EI{_

Tt omoyent dtivertie de Ta section Fiscuras,
Ii-7T~4:Comparaisons effectudes:

an pampary Tog measultats obtepus en gtilisant 1a méthode

proposde  aux résuitalts donnés gpar 1a métvhode ¢lassigue de

daouble datregration de T3 courhure (ingrtiey brutes) et Tes
diffiventes vieglomentations (CCBA &8, US , CER/FIBY  ;la

pethode prosesdén oviliss tee ravactérisvigues des materiaux

dopnndas pae ls rhglament CORA A8

On Troavers cps JiFfAreotas comdaraisons dans tes  tabieaux

b
e

- WY
=¥ [



Methode Regles CCBA 48] Meth.proposee |Meth,classiqu
Exemple jelemenirigid. {fleche [rigidi. |flechelrigid. {fliech,
{(tme) mex(mm) max, max.,
B 1 Z24%1 .9 4,88 |3111,72) 3.R3 |at148.%} 2.27
2 2954 .1 2.13 14170.41 5.43 u 3.82
Rz 1 INF2, 4 Z.5 3070.39) 2.28 (27R3.4} 0.94
Z 2144.3 3.7 3520.521 3, 3% n 1.3%
3 31464.3 3.7 3526 .57 3.32 " 1.2¢%
4 3555.3 0 4538.8 0 “ 1 G
h 3555 .3 0] 453a.8 g " 0
& ¢7h 0.87 174640. 8 0.24 ' Q.11
B3 1 3349 .8 24589 .93 &1488.9
z . iome. v 2784 .4 i
3 3145, 8 4447 37 H
4 T7ZR .5 4.4% [(9482.841 3,41 14037 2.63
5 11154 A7 15254 .4 4,649 " 277
Tableau IX
Methode Regleslis(ACT) Meth.proposee Neth.ciassiqu!
Exempletelemen|rigid. [fleche [rigidi., |flechelrigid. {fiech.
(tm2) Imax(mm) max. max.
81 1, ZEZRAE R} K, Z3 3111.721 3.853 161482,.9] 2.27
2 27T 7 NS 4170, 41 .83 " 3.82
pz Y1 ITHE. 8| 2.807 3Q70.3%91 2.20 [DV¥83.4 0.%4
Z 3139 .4 3. 3520.52 3,32 " 1.3%
3 E139 .4 3.9 ARED B2 Y4 N 1.39
% 272462 .3 0 4R%8 .0 0 " )]
5 a3 Q 4538 .82 O ki 4]
% 5774.1) .003 1760.8 0.24 " 6,11
B3 1 911.09 RERY 93 5148.%
2 811.0% ITEA, G H
K 811 .09 G447 37 te
4 6AHT 3 4,93 402 . 04 3. 41 140327 Z.463
5 to04n .4 15256 . 4 4, AY u 3.¢77¢

Tableau ¥
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Methode Regles CEB/FIP| tMeth.proposee Mmeth,classiqu
txemple [elemen|rigid. (fleche rigidi, [flechejrigid, |[flech.
ttm2) max{mm) max, max.
831 1 Z2510.8 s R I I 4 3,83 |614B.9| 2.27
Z 3344.Y9 f.22 4170.41 5,83 " 3.8
BZ 1 2477 .4 2.87 3070.3%) 2.28 |8vei.4 0.%4
2 7889 .46 4.21 35z0.52 ) 3.32 " 1.39
3 2a00.61 4.21 A5%0.bh2 3,32 " 1.39
4 KXY 0 4538 .48 0 " 0
5 3442 0 4538.83 O " o
& 7493.8 ] Q.26 1760.8 0.24 n 0.11
B3 1 2354 .1 459,93 &168.9
2z 2893, 4 A7TH&4.4 "
3 3I528.8 4447 .37 "
4 763%.7| 4.% |9452.84) 3.41 116037 | Z.63
5 12318 L= 15266 .4 4.69 " 3.77

Tableau X1

fes tableaux IX a XI indigquent que tes fleches obteaues par
1a méthode proposée sont plus proches des fleches
réglementaires

bans les exemples étud%ég . les f1§th25 proposées‘sont
plus proches des valeurs données par les régles du CEB/FIP
Les vaieuré ohtenués &n uti1i§apt la méthode prenant en
compte les inerties des sections hrutes demeurent nettement

plus faibles comparées aux valeurs reéglementaires et aux

valeurs proposess . )
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HAPITRE 111

G L A M P G L
ot g i iy

STRUCTURES PREFABRIQUEES

II-1:Généralités et considérations pratiques:
" La deétérmination des efforts dans les  structures
ormées de barres est généralement faite en considérant les
arres liées entre elles par des noeuds' parfaits
encastrements parfaits). | '

En fait , dans 1a pratique des projets et dans
lusieurs domaines de la construction . }a réalité est toute

utre .

C'est le cas pér exemple en charpente métallique ;
g:3 ossatu;es méta?]idues sont constituédes d'assemblages
soulonnés  ou rivés . aihsi , les attaches des barres aux
roeuds ou des poteaux aux fondations sont réalisds avec des

dlements déformables : platines ,‘ torn{éres , . mivets |,
houlons etc... Dans ce:démaine-, de nombreuses recherches
snt  été effectuédes .sur le comportement de ces “noeuds
té¢formables et sur  leur inf1u§nce sur 1€ comportem&nf

géneéral de 1la structuré . En téfévence £ 10 1 , 1'auteur

~
i

wéa1i§e " une console par découpage d'un espace infini
élastique .. La continuité parfaife tntre 1‘&5paqe Semt -
infint et lg console n]empéche pas  J'existence au point
dlencastrement d'une rotation'non uu1ie de ta fibre moyenne
de cette console , provoquée par la deformation de 1'espaﬁa

L



¢lastique autour de 1'encastrement . Aprks une

généralisation de la définition du degré %d'encastrement 3
tous les degrés de liberté , 1'auteur étahlif Ta matrice de
rigidité d'uﬁe barre éiastiquement encastrée .

e la méme manikre , en référence [ 11 1 , i1 est
exposé une méthode de calcul de Ta matrice de rigidité d'une
poutre droite travaillant en flexion tenant compte des
imperfections de liaisons . Les auteurs montrent gque
1'élasticité de certaines liaisons peut avoir une influence
détérminante sur le comportement d'umg structure . On @
constaté gue pour un poﬁtique simple , plus les liaisons au
sol deviennent souples , plus les deéplacements des peints du
portique deviennent importantes . Avec un critkre de ruine
basé suyr T'amp]ifude des déplacements , 1a charge de ruine

varie de manikre appréciable avec Ye degré d'encastrement.

be 1a méme faton , en béton arme ,{121, le noeud parfait
n‘existe pas . Certaines dispositions réglementaires
recommandent meme de placer des coutures dans le noeud
{cadres et etriers dans les deux sens) .
Comme dant e cas de 1a charpente métallique , les
tauses de mauvais encastrements sont nombreuses :
12~ Les contrainte;‘ de cisaillement provequent des
déformations de Fluage nettement supérievres & celles

provoquées par les contraintes normales (en etat de

YR
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tontrainte tridimensionne1 , ltexpérience 4 montré que le

fluage diG au deviateur des ﬁgntra{ntes est beaucoup plus

grand que celul di au tenseur sphérique) ‘ . or les

ZONES d‘appuis_soht le sikge de contraintes de cisaillement
“

importantes

20- Toujours du point de vue fluage , ©ON constate
qu'il .se développe.des deformations plus fortes que celles
prévues par 1a résistancé des matériaux classique . Ces
déformations indiquent souvent une diminution.du module de
déformation longitudinale £ aux appuig (zones a fortes
contraintes)

30. Les aciers freinent 1e fluage mais sont en contre-
partie-plus sollicités . Les Iones d'appqis étant déja sur-
ferraillées , ceci provoque une fjssuration plus importante

4°- pspect préfabrication: [12 ) 131

ne nombreux procédés de preéfabrication pratiquent
un coulage en deuxibéme phase (en place) des zones d'about et
des noeuds (prefabrication par ﬁanneaux l1ourds,systemes
poteaux—-poutres P B Etant donné que le béton de chantier
est généralement de qﬁalité amoindrie , les éges du béton
préfabriqué et du .béton coulé en place sont différents , les
zones d'interface sont afFfaiblies , 1'adhérence acier-béton
ret plus fatble , 125 ZONES nodﬁle% deviennent vulnérables
Une facon‘ de tenirv compte de tﬁuteg ces imperfections dé
liaison est de diminuer le deogré d'encastrement

L
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ntun point de vue cecuritée , le fait de diminuer
te degré d‘encaﬁjrement provoque une diminution dreffort au
piveau fn nogud et une augmentation dteffort en travée .Dans
1 cas drun dimensionnement BN travee 1a sgecurité est
mieux A%GUTER en orenant en compte fes ' degres
dtencastrements rééls

finsl , calculter une ctructure sans teniv comple

atifs des  noeuds revient 3 Sou%-

-

des déplacements rel
dimensicnner les #léments de cette structure . d'ol ia
necéssitd , pour une meilleure tenue des ouvrages deg Tenir

compte des gncastrements glastiques .

I11-2:6imulation de 1 glasticité drdne liaison

Tnfluence sur la matrice de rigiditeg {111 g

Ay vy deo toutes'leﬁ considérations précédentes 11 gst
‘possible de tenir rompte de ces vimperfections" de liatisons
zentfe'é1éments de 1a structure et aux points dtappuis)

Paur cela , SUPpOSONRG QuE

~tes nowuds de la structure soieat assimiies a des  noyaux
riagides ;‘

~1E5 é}émeﬁts de 1a structurse étudiée ne soient le sikge QUe
dr phéncmines €lastiques

~auy niveauy des Ylarsons necuds-6iéments , des écoulements

slastiques ou  dlautves phénomienes complexes peuvent SE
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développer ;

~-les déformafiqns sont ﬁetites
~1'effort normal n'a aucune influence sur les déformations
de flexion

Soit donc un élément soumis en ses extrémités aux efforta

M1,M2,N (figure III-1 )

{Mr+i)
. . 4 ' L

Figure III-1: Elément-barre sollicité en £lexion

Aux efforts M1,MZ,N correépondent respectivement 1a rotation
81 a 1'extrémite 1., 1a rptation 62 a 1'extrémite 2 et
1'allongement &1 de 1'élément - N
En  appliquant les formules de BRESSE ., on ohti?nt les

relations syivantes

1 ' ' .

81 = .~ (kt.M1 - kz2.M2)
EI
1)
1
82 = —— (-kZ.M1 « ki1.M2)
EI - .

avec k1t = 173 et kz = 1/4

Inversement , le systeme d'égquations (I) donne



. —bbh- \

El : {
M1 = o (L.OT + K,02)
1
(I')
EI
Mz = — (K.61 +« L.0O1)
1 ’ . -
OU: K et L sont des coéfficients tels'que : S,
k1 ) : kz .
L:—-—-———--—--- E‘t K:
k12-k22 - kia-k2?

*  Jeg coefficients L et K se reduisent & L=4 et K=2

On aboutit alors’é 1a relation déja utilisée en tere partie

\ : ' '
M1 [ 4E1/1 2e1/0 | 91
= . X
MZ " | 4EXI/1 4ET/] 62
4 “ _ aSE L J
de la forme EMI = Ckel. (6] ’

Examinons maintenant Ta liaison d'un noeud (supposé rigide)
avec un élément . 61 on suppose 1'élasticité de cette
liaison , Ya rotation du noeud par rapport a un repere 1ié a

1'elément est envisagée comme e montre ta figure (IITI-2 J;

soi&nt_ [ZI pour le noeud 1 et 0'Z boﬂv e noeud 2 ces

rotations (8'1 = 8'2Z = 0O au debut du chargement)

Liaison 2
_ Liaison? > 9z\\u

Etédment Deformé

Figure J1I1-2:Assemblage Nneud-ﬁ?ément

e e e v o . 4
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la rotation de la liaison Noeud !1-élément est g%1=8"'1-01

‘la rotation de la liaison Noeud 2z-é¢lément est ©"2=6'2-02

les rotations 61 et 82 sont doanées par les équatioms (1)

précédentes
Supposons -, pour ces liaisons 1 et Z un comportement
¢lastique parfaitement plastique . I1 est alors possibie

d'exprimer "1 et 8“2 en fonction de M1 et MZ

on a , pour des accroiséements petits :
M1 = Q1.86"1 . $6"1 = 59'1-5801
Mz = Q2.%0"2 o Et - | 86vz = 56'2-d60Z
D'auére part , les ﬁéformgtions étant pétites R Tes

'

équations (1) peuvent étre écrites dé 1a manikre suivante

— i

501 = — (k1.86M1 - k2z.5M2) ; -
EI ’ '
1 .

§682 = — (-kZ.3M1 + k1.3MZ)

C e £l

on a alors pour $6'1l et d0'2 les exﬁressions suivantes

1

5611 = 60"1 « 561 = — (ki'.8M1 - kz2.8M2) | . ,
E I . .
(11>
, 1
50'2 = 58%"Z + 882 = — (-kZ.8M1 + k2'.3MZ)
) EL - _
AvVEC ! ‘ EL
* Kt o= kit o+
1.¢1 .
B
© Kzt o= ki o«
1.02
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% ki et kz sont definis par les relations (1)

ITaversement ﬂon peut definir &M1 et dMZ en fonction de &6'1

n

et de §8'2
E1 C -
M1 = ——— (L'1.86'1 + K'.88'2)
’ 'I N\
(I1'}
EI
§MZ = —__ (K'.&8'1 + L!2,806'2)
1 , J
o L'1 , L'Z , K' sont des coéfficients tels que
kz'
* L't =
k1',k2' - k22
k1
* L'z =
k1. k2" - k22
- kz
* Kl -
K1'.KZ' - kK22
Posons El 3.at EI 3.a2
Q1 = . et Q7 = e
: . 1 1-al 1 t-aZ
11 s'ensuit que . ‘
" j-al 1 1-al 1
kKt1' = Kt = et =
3.al 3 2.ad 3.al .
1 ~
et par un calcul analogue : kZ' = i
. 3.a2
D'ou : - 12.al., '
L.il‘: .
’ 4 - al.a?
12.a2
L*2 = .
4 - al.aZ2
6.a1.a2
K' =
l_ 4 - r.tl.th
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Les reltations ¢(II') g'écrivent aloars
EX 12.al 6.al.aZ B
&Mt = — ¢ 61 + $0' 2
L . 4-atl.a2 4~al.a2
El d.al.a2 12.a2
dM2 = ( s0'1 + —_— 58'2)
i 4-al .ac2 4-al.a2
ou en notations condensées
sM1 | 501
‘ = fke'lx
§nz ’ ~ 166'2
Avec ¢ - EI EX -
L"‘ —-—-_k K'-—-—l-——"
1 |
[ke'l = EIX : El
K' v e L2,
1 1

Dans tous'nos programmes , nous avons utilisé cette matrice .
[ke*l , notammeht pour représenter les liaisons usyelles :
- Pour des liaisons ;igides aux ektrémités 1 et 2 de
1'élément

4
4

1]
—t
f

al = a2 et

O

'
‘2
1

~rCr

= 2
-Pour un encastrement en 1 et une articulation en 2

3 -
0

al = 1 ; az = 0 ‘ et

Y -
[E 1]

~rr

= 0
-Pour une articulation en 1 et un encastrement en 2

0
3

at = 0 ; az =1 . et '

Ny -
11 il

~rrr

= 0



4o

~Pour des articulations en 1 et 2 :

al = a2 = 0

6n trouve de méme , dans une contribution de P.BOTIZAN
[ 101 , une méthode de calcul de la matrice de rigidite d'un

¢l1ément tenant compte des imperfections de liaisons . Cette

’

méthode., permet de tenir compte des dearés d'encastrement

—

dans toutes tes directions ; la matrice de pigidité étant
i . . : : .

icrite dans le repere global . Nous avons effectué des

caleuls  numériques avec cette méthode pour le cas des

-

structures planes . Les résultats obtenus sont ies mémes que

ceux dennés par 1a méthode précédente , malgré la dgifférencs

de formulation
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CHAPITRE IV

CALCUL EN PLASTICITE DES5 STRUCTURES
EN BETON ARME

IV-1: tois de comportement ponctuelles et .critéres de

e s . v S i i b Ree AR MR A WL WA M AL S A M S MRy W M S M MR AT M e PES N v B A M T R mme e b S S A SR R fm e e ! R T e e el
e T T . T Tt T o Hn e B B WA S Al B4 e L P MN M s e e an e Ew Ml e e E W e M T W e e e e NS MR M M e e W S M e TRt T

et e e b bttt b4 B2
punpusuy-aniuniuarasaa g

e e "l G Nk o A Gk Gk Mas LR AR T A M e P TR M e e S S SN MR M mm fmp e e M ot b med e e e WIS A W U G Rt twe

IV-i-t-a:Béton

hies nombreux essais effectués sur fes
ébroﬁuettes en béton ont montré que , quelle que 'soif 1a
qualité du béton , Ies.diagrammes'contréintes-déformations
de ce Matériéu présentaient i‘allure donnée'pqr la figure

v,

1Yt i
. A Wb

; -
Co8 P e T

o —
et A T
[}
Y

-y

2% 35%0 &,

Figure IV-1:Diagramme contraintes-déformations du béton -,

o e B R WA e L e e AW P ne e W MY T S Sy e e e e e L LW e A A e e U S P M S e e e S WA G e T e e e M

On obsérve généralement un maximum de contr~ainte pour une
valeur de la déformation relative généralement supériegure a

2 %, . Au-dela de cette valeur , la contraipte deécroit



Tégerement pour arriver } 1a vupturz paur ure défqrmation de
T'ordre de 3.5 %, .
IV-1-1-b: Acier:
————————————————— ‘Les cciers wutilisés =i béton armé sont
caractérisés par 1euﬁ tourbe d'essai & 12 traction . Selon
la nuance (doux ou dur) , les deéforwations permanentes
apparaissent de manigre soudaine (Figure IV-2) oy
progressive (Figure IV-3) |

La norme . francaise AFNOR s PAav exeaple fixe comme
timite d'élasticite conventionﬁi!le . 1a valeyr de f& pour
laquelle 13 ’déférmation permanente , mesurée aprks un

chargement de 10 secondes et un gdécharaew rt , _gst égale au

17/500e de la longueur de la barre essayée * parallale & 1a

droite de HOOKE d'abscisse & 1'origine 2%, ).

Pour les acizrs spéciaux (durs , wi-durs rt extra-cdursg),
on utilise Iés propriétés d'écrosiscagz de certains métaux
lorsqu'ilse sont soumis & des rontraintes dépassant ‘leur
Timite élastique
oo S - - -
imite |- A - ' . R

S V) SR

] e W . e - - e e = =

Chimute _aF-7 ; -
| clasteite
¢ R ' T Ty

3

figure IVU-2 : Diagramme o-¢ de l'inier doux

e e e w m v S BAR S A e ABE e g o e ok e o v e oo -
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jU-1-2: Lois de comportement régliementaires

_..__.__....--_‘.-—.-...---...._._-.-_.—.—-_-—_.w.-—...--...—.-....._.-._-..-.--—..._.

1y-1-2~a: Beéton:

- T N e A W T

On admet que pour les vérifications a 11%tat
limite wultime -, -le diagramme véél est remplacé par U3
diagramme de calcu1'. Ainsi , Tes Regles BAEL 80 définjssent

un. diagramme constitué par un arc e persbole Jjusgu'a UR

-,

raccourcissement  €'b = 2 % , prolondé par un segnent

horizontal jusqu's un raccourcissement e'h = 3.5 %, (figure

-

IV-4),
' |
fe .

n -
I

o

2%0  35%o

Figure fVU-4:Diiagramme parabo!earéctaegle

..-_.—-..._._-—-_..-..—-.---—_....._.-....._.....-....._-u.......-_..___..—......._-.....-.
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L'o$donnée .mﬂxima]e est la résistance o0 u-
béton éfla compression : .
c fc = .85.fcz8/0b
*» Jeg coéfficient ﬁinorateur -85 permet de tenir coﬁpte de la

moindre résistance du béton 2 des chargements de lonpue

duréé
* rh = 1.5 dans le cas general
* Th = $.15.dans le cas de combinaisons accidentelles .

IV-1-2-b: Acier :

—————————————————— La contrainte , base des justifications ,
et la limite élastique fe . Gelon 1a nuance ‘de Ytacier
utilise , différentes relations contraintes-déformations ont
é¢té données par les réglements . Dans notre gtude , neus
considererons un coﬁhortement .-é1astique l pavfaitenment

plastique (BAEL 80) voir figure IV-5 ;

si es <« fes(Fs.gs) alers 0%

= £5.€%
si €8s » fes(l's.Es) alors os = fe/ré
33 déformation relative de 1'acier
Fs = 1.15 dans e cas général
's = 1 dans lg cq% de combinaisons accidentelies

"fg : module d'élasticité jongitudinale de 1‘'acier

fe : limite €lastique °
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fesTs

—h
©
&

YES }

fes(ls.£%8)

g v
- e ]

s

FIGURE IV-5:Diagramme os-€s de 1'acier
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bes - experiencrs ~ sur plusieursl
matériaux isotrosés ont montré'1'existence d'une surface
frontikre qui limite un domaine appelé domaine d'élasticité.
Pans ce doma{ne , les cgnfraintes sont proﬁértionne}\ea aux

déformations : T
: [od = IDl.lel.
r 0T ;

4

ou {o]

"

Vecteur Contrainteé

[D) : Matrice d'élasticite

. ' Q/’:‘ R ..

e} : Vecteur Deplacement ~
: 4 : .

IV-1-3-1: Critéres de plasticité :
Ce domaine élastique mst

1imité,par,uneqfonc;ion_sca]aire,: _ o
Yoy M, A pA R U S . B RTINS .
) - Flera) = o . -
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gui , dans le cas d'un milieu isotrope peut s'exprimer en
fonction des contraintes principales 61 , oIl , oXIT :
’ [
F(ol,oll,cllIl) = O
Cette fonction détérmine ies ~différents comporteménts

S suivants .

~ &1 F(6ijd-¢< 0 alors le comportement est élastique ;

- 8% F(6i}) 0 comportement plastique D

- &j F(oij) > 0 domaine impossible
Les criteéres couramment utilisés sont

IV-1-3«t-a3: Je critére de TRESCA :(ou de Ta c¢o:trainpte
e e t sgenticile maximum)

"Introduit pour ta premikre foi . par T-£ESCA en 1845 , i1
postule que les- déformati- ns  no' sbhies apparaissent paﬁ
glisgsement relatif des L;uchwn l'une sur 1'autre . c'egt/é
dire lorsque ta ontral:te taﬁﬁentiei]e gst maximpm 3 il
s'écrit

51 - uIiI'— 6e = 0  oe : limite d'éla%%icité'

Davs le cas particulier d'un état plan de contrainie

ce critkre se réduit , & ta plastification , & :

s N . L ACS

82 +-472 - “ge? = 0

Dans l'espace des contraintes principales , le domaine

d'élasticité est limité par un cylindre ayant poiif base un

hexagone .regulier , prisme dont 'les. génératrices sont
paralleles a 1a fﬁiééecfricé du repere (cl,gll,eIIXl)- ; a

noter  que pour  Ce critkre 1a contrainte priancipale
intermédiaire n'intervient pas :voir figure IV-6 '
: TED - -

s



n?ée

IY-1-3-j~b: Critére de Jnﬂ MISES ,
——————————————————————— Ce critére s'écrit

{GI"GII)2*(GIIuﬂIII)2+(HIiI—UI)2—20ﬂ2 = 0
fans e cas particulier de 1'état plan de contrainte ,cette

capression se réduit & _
- 62 4 Zr2 - o3 = O

“'‘ps J'espece das contraintes principales , 1e domaine
d*élasticité est limité par un cylindre (cfrconscﬁit au

prisme dz TRESCA) :voir figure IV-4

Critere de VON MISES -

.

o ' Critere de TRESCA

-
= N ‘ |
o f!gure IV-6 :Critkres de TRESCA et de UON MISES
RTINS B B N cFitéPé du tupe courbe intrinséque :
Peur ce-type de Lrltére .oon considere que la rupture se
sroduii  rar  glissement dans le plan de contrainte . I

tenstitue donc unc géneralisation du critkre de TRESCA . Le

’ . : R
demarne élastique est Timité par une surface de révolution

avapt pour axe ta normale au pian de contrainte ; 1la

A /

mzricieane ce cette surface est appelée courbe intrinséque

e a s
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Elle constitue 1'enveloppe des. cercles de MOHR limites .

Pour chacun deS'percles de rupture , so:it :

¢ + aqllIl
p = Jtabscisse du centre ;
2 -
) 61 - alll : )
et r o= le rayon
. 2 -

L'equation de 1a famille de courbes peut stecrire :
(g - p)3‘+ 1 = p2
bour le beton , Albert CAQUOT propose }ta relation :

(p + HI2 = 12 & PosK

H et K sont 2 param¥tres definis en fonction de o'c et ot

rzgpectivement resistance du béton a la compression simple

et & la tractior simple ;on a "

%?Q of
K = _ et H =~ ot’
GH(g'+0t) *

Nous trouverons en refu%ence {143 , une contribution quant
au tracé de cette courbe infrihSéqug dans '~ cas du béton .
Poqrjle‘héton , ces ﬁritbresode type courbe intrinséque sont
les plus adaptés pu{sque dans les constructfons faites d'un
. ‘ . v

tel matériau ; NOuUs sommes en‘ﬁrésence de sollicitations
complexes (biaxiales dans le cas de poutres aplan moyen
sollicitées dans leur plan ou triaxié]es dans e cas des
dalles fléchies) . _ )

Les essais effectués sur §1u5ieurs matériaux ont montré

1a propriété suivante pour la courbe intrinséque

Y AT
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~ pour les materiaux ductiles cette courbe se vapproche
de 2 droites parallkles 3 1'axe des compressions .
~-pour les materiaux fragiles ,elle est trés ouverte et
son sommet se rapproche de i‘origine 0 du repkre (o,7)

I0-1-3-1-d: Le critkre parabolique :

4

. e (e o - WD Mt W W W T b B e s bl WS e AR S . e e

- Ce criteére est une
généralisation du crititre de VON MISES pour des matériaux
sensibles a la pression moyenne (cas du béton)

I1 est defini par les 2 parambttres de résistance a la.
traction ot et & la compression o'c ]
i):(uI-uII)i+(uII—uIII)2+(uIII—uI)2—2(u'cuct)(uI+UII+uIII)—20t.0'§

tette fonction est wun paraboloide ayant pour axe la

trissectrice du (ol,0I%,01I11).

Teus ces critéﬁgs ponctuels décrits précédemment ; peuvent
gtre reformulés pour la section entiére- en fonttion des
aohtrainfes généralisées | ,
Par exemple , pour l=s criteéres de type TRESCA/VON MISES -
82 + k12 + gg2 = O -
et dans 1é ctas d'une section quelconque , on trouve un

-~ domaine de rﬂfistance tel que :(figure IU-7) \b
2.

Moo (TGS Y N e | 208

'i:-h \/4 + AT ("j'—ﬂy AW \/a.l" t‘)"q\t

T+ €. | 7 oy 4
& (3) 4%

ol \etVsont des parametres

_M\/“xfu-\ﬁ‘ (véirﬁg:]pour‘ formules
- : s analogues)

4
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5 /’\

Figure IV-7:Notations ‘section que1conque

R e b b

Le héme travail pourrait probablement gtre effectué pour
le critkre de CAQUOT et e’ critire paraboiique avec
cependant de p]ug grandes difficultés . Mais ceci est en
fait sans interét en béton-armé du fait de 1a difficulté de
tenir compte de la contribution'des acie;s |

Habituellement ,on Suppose que PoOuUT des é1§ments armes ,

les - critkres de VON MISES et de TRESCA sont plus adaptés

TY~-1-3~2:L0t d*écoulement

_._....._.._....-............._.__..........._............_....

F(sij) = 0 , .et on est en ttat de charge active .

ctest a dire

® deij = 0 si F(gii) ¢ O ou F(sij) =0 " dF < O
tchargement neutre ou
décharge)
3

* deil 6 si Fe(gij) = O et dF » O ;

il

Dans 1'hypothkse de travail maximal , on sait que F est

potentiel plastique et donc on peut écrire

2F .
ol dA : wvariable indétérminée en
deoii plasticité parfaite

defii = dA.

VAP
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]

Cette hvpothbée de travail maxima]:ﬁeut étre faite si les
rourbures sont raisonnables | |

En effet , si ohb prend un critkre de VON WISES , 1a loi
précédente se réduit aux équations de PRANDTL-REUSS :
‘ deij = deij + d%ij |

d%i;

(oij ~-%%46ij.akki.dh

1

d%ij = toiTdoij .

Avec . ‘
vt tDl:Matrice d'élasticite

deP : incrément de déformation‘plastique

de®: incrément de déformation élastique

\

513 : symbole de KROMECKER ; &ii 1

51 i
0 s1 1

1

Wi

-

i,i,k variant de 1 a 3
Le changement de volume plastigue est alors tel que. :
'd%ﬂ+ d%&+ dq&_: 0 ‘(incompressibiiite plastique)
Cette incompressibilite plastique est verifiée dans 1le
ras  des hypothkses de 1a résistance des matériaux et pour
une sectibﬁ; homogéne avec un diagramﬁe de contraintes
symétrique . Dans ée cas , on a

fthr2 )
¢y = 0 , ox = 0 £t N = j ox.dx.dy = 0 {h:hauteur de la
' -hs2 section)

En section hétérogene (avec diagramme de contraintes non
symétrique) , ceci est légkrement érroné puisque 1'axe
neytre he coiqcide pas avec 1e centre de_ gravité de ia
sectioﬁ . On admettra cependant que ceci gst yrai pourvu que

l1es courbures soient limitées
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Au niveau de la section , la loi -de ’ comportement
s'ecrira en fonction des. variables généralisées (voir
paragraphe IV-2-2 3.

IV~2: ETUDE DE LA SECTION EN ETAT PLRSTIQUE'

D MMM SRR b e R ML AN LI AEL ML oy T Y WAt A WS WM M ML ML WM A e e S G A MM e e Sme S e A et e Wb iy e T
TR D MM E RS U G e M TR SR e e W R A Mk w brd W e Gen W e s et M e R ML e e v el T e v

L s S . A iy S Sl e A Mo S S e e ek Ak b i Y TR S e Pt e e e M R MRS e A e A

R Mt W L ML S i ey m ey e T S U R e e B UM v W M S e e S W e L Wl el v v i e

'faite d'un matérisu élastique parfaitement plastique

. . Lot . - R
Supposons qu'om. soit en etat de flexion pure . Le diagramme

contraintes-déformations est donné par la fiqure 1V-8

A :

G-

—
i
L.
n
—

r€a

€@ €l

-
m
. e e e

——

- -

FIGURE IV-8:comportement élastique parfaitement plastique

Lorsque 1le moment fléchissant augmente , le diagramme _des
- 7 . .

contraintes passe par trois stades (figure IVU-9):

-2~ -3-
stade élastique plastification plastification
diagramme triangulaire partielle _ totale

Figure IV-Y:stades de comportemént_
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Envisageons le stade -2- de la figure précédente et
appelons  x 1'ordonnée limite du diagrmme triangulaire . Le
moment des contraintes interieures vaut

M= 2/3.b.x2.0e + bth2/4-x2)ge

b.h2 b.x2 bha 1 2.2
M= (= —- — Joe = el () 2)
4 3 4 3 h

~pour x=zhs2 (stade 1 ) ;M = Me = (bh2/4)se

-pour x=0 (stade 3 ) ;M = Hp': (bh2/4)ge

. o

"~ 0n a alors C Mp = 372 He
Et . M = 3/2 Me(1-1/3(2x/h)2) = Me(3/2-1/2(2x/h)3)
-~ . . .
M- 32 1 2x
—— T e o e K} 2
Me 2 2 h
OP: . _‘ . N ’ -
2x/h = eesel (figure IV-8)
MrMe = 372-1/72(¢er/eld2 > {eesel)2272(3/72-MrMe) 2
cesel = 3-zMsMe ;mats €e/el = X/Xg )
' b o X : courbure
donc: T X o= Xekf3—2N/Ne_
'Lorsque'n = Me on a X = Xe (courbure élastique)
" M = Mp ) 'la courbure de la poutre augmente
indefiniment
bPans  un repkre. (MsMe,X) , _la courbe HM/Me=f(X) est

asymptotique a 1a droite d'éqhatioﬁ M/Me=1.5'(figure IV-10).

. -
- -~
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y %

B

figure IV-10:Didgramne Moment-Courbure théorioue
———————————— en section rectanguiaire

\Sﬁpposons que la polire considerée so0it isostatique et
‘soumise £n son milieu 4 1taction d'une force tbncentrée.P .
lorsque. la wvaleur de M = P1r4d se rgppﬁgche dyu moment
plastique Wp , des déformations impbrtantes apparaissent au
point d'app1i2ation de P . 11 se crée une brisure au miiieu
de la poutre'. Lalpoutre est'a1ors composée.de'z troncons
aéformés ¢lastiquement , séparés par une zone fortement
'dﬁﬁdvméé_ plastiquement .  Tout se passe comme 1 ces 2
froncons déformés élastiquement soﬁt reliés par uné rotule

a1i e met 4 tourner lorsaus le moment fléchissant atteint

13 wvaleur Mp . Cette ~otule 3 frottement porte le nom de

ROTULE PLASTIQUE -
En fait ,la lonsueur de cette zone de rotule plastigque
‘depend de ta forame de la section droite de la poutre

consideree . Dans le cas de la section rectangulaire , elle

saut 1p=1rs3%;1:1onguyeur de 1a poutre, (voir figuhe V=112

R
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figqure IU-11: Rotule plastique en section homogkns

ju-7-1-b:Rotule plastique en béton arme:

pans le «c¢as du béton armé 1'évolution dg' la
fissuration au niveau de 1'elément considéré fait‘ que
ﬁette zone plastique devient importante . Les fissures
deviennent de plus en plus rapérochees 3 mesure que le moment
fléchissant augmente .

Ctest ainsi que 1r calcul ﬁuﬁmbment ﬁlqétique Mp.
présente beaucoup diincertitudes (plastification du Eéton ,
ptastification des aciers ,od des aciers et du bé%on),et 1a
définition de rotule plastigue dans le cas du bhéton armé
devient une idéalisation . Certains auteurs par?enti de
“pseudowrétu]e” {211 ; cependant , dans notre dtude , dans
un sougi de simplification , on supposera gque ces rotules
sont concentrées au point <u e moment plastique Mp est

atteint

HfIfF
reiitef

Figure IU-12 : Rotule plastique en beton arme

e e a e AE G e e g
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jy-2-2:Cpitkres - Courbes dtintéraction

-u..—_..-_..-.n.-.---..-.._.--—---—-—.—..-——.....-_.—»-.-.--.-—-—-————-—-.._

Le cas de ta flexion pure évoqué en section homopkne
(1y-2-1-a) peut facilement etre généralisé a 1a flexton
composée . Il s‘agit alors de trouver une condition de
plasticité globale ; c'est 3 dire une relation eﬁtre M et N
lorsque 1a section est entikrement plastifiée ; dans ce €as,
1'axe heutre ne passe pas pavr le centre de grau1té de 1a
section (figure IVU-13)

ge

-

R P EL S S5k sttt e 4 e ————————— .
b G

age

Figure IV-13: Section homogkne en é¢tat de piastification

———————————— totale o '
Soit X 1a distance de 1'axe neutre auv centre de gravité de
1a section . Le moment des contraintes, lnterxeures vaut.

Moo= b(hlz—x).ue.(x+1/2(h/2~x)) :fbt;hzZ)ﬁrx=).ue

et N vaut : N = 2.b.x.0€ L -
A ta plastification , on a : Mp = (bh2s4)ce
oo s : I Np = b.h.oe’
AiInsi:
M/Mp = 1-(zZx7h)?2 et N/Np = Zx7h
Prou: MsMp = 1-(N/Np)2




Cette relation emtre M,N,Mp,Np monptre que le domaine de
rigidité de 1a section est limité par deux arcs de parabole

(voir figure IU-14) . E1le constitue une condition de
' &

A

4

plasticité

-3

-1 e "N/
| /Nv

-4

FICURE IVU-14: Domaine de résistance en gection homogéne

e

En presence d'effort tranchant T , J.COURBON [ 19 1]
effectue des calculs similaires dans le &as du Critere de
TRESCA et du Critbtre de UON MISES . Le domaine de  rigidité

de ‘1a section est alors voisin de 1'ellipse d'équation

H

C(MsMpYE = 1 - (T/Tpy2

Tp : effort tranchant plastique .

bans notre cas , on suppose qu'il n'y a pas de rupturé par
effort tranchant . De plus 1'effet de T est négligeable
devant celui de M et N

En effet , considérons un élément-barre soumis
AN

uniquement aux efforts M1,N1.T1 au ter noeud et M2 ,NZ,TZ au

Y A




Zeme noeud comme indiqué sur la figure syivante .

M
an %

4, \_/ * >
4 ", { l =
i e T2
1 1

L'effort tranchant vaut T(x) = (M1 + M2y 1
on a T/Tp = (M1+M2)71.7p = 2.Mps1.7Tp
or , dans le cas .d'une section rectangu1aire'd'aire‘ﬁ s

Tp

se.ats83 (Aat.section ou T$0 ; ar:i%-a)

Mp = ge.a.h/4 |

ponc : T7/7Tp £ 0,6.h.f§/!

et pour des poutres d*elancement supérieur & 10 noﬁs
adrons : T/Tp ¢ 0;06.f§ = 0,11

Pour cet ordre de grandeur , les courbes d'intéraction
“elative a chaque‘cas sont pratiquement confondues. De plus,
1'erreuv commise en prenant T=0 est inférieure a 1.5 % .\

ﬁﬁ niveau de la sect1on ,' 1a loi ﬁe comportement

5! ecr1r$ en-fonction des uar1ables généralisées . Si 1ton
prend en con;1derat1on le critére precédemment étahlt (cas

de la section rectangulaire homogbne) , on peut montrer que

cette Toi peut s'écrire

EP = 2.),'\".;””_2 ‘ L E?:v'itesse de déformation axiale
. oo ¥ . o e : ’
GP = A.A _ QP:viteség de rotation
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Les sollicitations M,N,T conmbinées gugmentent ainsi 1la
complexité du probléme

En héton armé , en plus des incertitudes qui regnent sur le
caleul  du moment plastique Mp , survient la difficulté de
formuler un criteére d'état limite . Le critere généraiement
admis consiste A supposer qu'il y a3 d'abord plastification
deg aciers puis rupture des zones camprimées de béton . De
nius ,dans 1a détérmination de tout critére ,- 1a
so?1i§itafion considérée joue un role prépondérant . d'autre
part , en béton armé , lorsque les sciers tendus ont atteint
leur limite élastique , 1le comportement global du béton

comprimé demeure linéaire . Ainsi , lorsque 1la flekche

augment% , Ta section tontinue de, tourner

Au Qu de toutes ces considérations , i1 sera adopté un
point de vue réglementaire .

Lbrsqu'on adopte la,ioé-de déformatiﬁn parabole-rectangle
du béton (Regliement BAEL B80) et une loi de déforpation des
aciers -celie des aciars‘naturels (éiastique parfaitement
ﬁlastique ; 1imitée par un allongement ge 10 ¢.), on definit
te domaine de résistance d'une section de facon
conventionnelle par la regle dite des 3 pivots [15;16.21,221

Cette r&gle stipule que 1a résistance ultime d'une
section est étteinté, soitlgar ¢puisement de 1'armature
tenﬁue {ea=10%.) , soit par épuisement du béton .comprimé

~ (eb'=3:5%.en flexion ou e€h'=2%. en compression simple)

-

P A




~B ¥

Pour tout état limite d'une section en flexion ., traction

ou compression , la déformation est représentés par unpe
droite passant par 1'un des 2 points A . B, € <(appelés

ptvots) de la figure IV-15%

traction «— ~COmpression
T 8
2
Y ¢
/T 11— 2¢
A ///

. "4“7- . . 2":. -5.57:.
FIGURE IV~15: Diagramme des trois pivots

T e N e dley o ————

-===zz=z= I1 comporte deux domaines
-Domaine 1a: Représente la traction simple ou Ja flexion
---------- composée avec tractidn dans Taquelle toute la
section est tendue les droites de
déformation passent par le point & et le héton

tendu n'intervient pas
~Domaine 1b: Représente 1a flexion simple ou 1a flexion
---------- composée ' avec axe neutre 3 l'interieur de la
section ; les droites dés deformations passent
par le point A et la resistance du héton n'est

ﬁas épuisce

* PIVYOT B . ‘
zzz====zzz=zxz Il comporte trois domaines et les droites des

~

YA



B

déformations passent par Te point = B
{raccourcissement ultime du béton atteint )-.
. -Domaine 2a : la limite élastique de 1*acier est atteinte

e e e -

ou tdépassée.

-Domaine 2b : les aciers tendus sont sollicités a une

___________ contraiﬁtaﬂ inferieure d _leuv' 1imite
é¢lastique

-bDomaine 2c : les atiérs sont comprimés et Yes fibres

e e e -

extrémes de la sec?ion sont encore tendues.

#» PINOT C : (Domaine 3) .

[
. vy ot
= w  wm ar ee  ve —

11 correspond & une flexion composée  avec
,compreésioh dans laquelle toute la section est comprimée {'
la droite dés deformations pivote autour du poiﬁt c

Ces trois familles de. dro1tes peuvent ne dépendre lqua
drun geul parambktre ; par exempie 1° ordonnée de 1'axe neutre
de la section .

Pour “une sectioﬁ donnée , chaque éfat de sollicitation
uitime‘ peut Etre représenté par 1'une des droitgs évoquées
précédemment ;et i1 est aisé de connaitre la valeur du
moment fléchissant et de 1teffort normal ultimes.

correspodant & cet état

Pour les trois familles de droites , 1le 1ieh des points
- de coordonnees ¢ Mu1 , Nui ) décrit une courbe qui délimite

1e ‘domsine de ré51stance de la sect1on . L'équilibre de la

AP




l
l

Le contour de la section n'intervient pas .-

-91.

sertien gst 355Uré pour tout point interieur 3 ce domaine

L]

-~ in. -fonction de 1a section d'armatures . tendues et

comprimées , de leur position et pour un contour de sertion

donné , il'en-pesuite une famille-de courbes qui définissent
te DIAGRAMME D'INTERRCTION M N relatif & catte sect1on (voir

figure IU-14) ) f M

L
'r

flexion simple

Figure IU—1&:Di§qramme d'intéraction‘nfﬂzen béton armé

&

IV-2-3:Calcu) du moment et de l’effoft normal uitimes;daﬁs

............-_-.-.........-.—-...-....-.-_-...—_......—...-_.....—_......-.._--——

' | -!V—'i, - [_:_—' ‘A 5'54.
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LI Ny
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¢s = 10 %2 .; o5 est la contrqinté correspondant a cet

g]Tcngemént'. On a 1cz equations suivantes :(voir figure IUV-

Y

47 -

Hu = A.65 + ﬁ‘és‘ 1

o Atgsl {hi-d) J

Nu.e

g . excentricité de 1'effort ultima Nu. par rappoft a

. X | s
"arieature 1a plus tendue . Il est commode de ramener e

-

moment ultime-(ﬂu.el au centre dg gravité de 1a section

IV-2-Z-p:.%ection partiellement tendue (Dohaine5‘1b et 2)

x : 1'o~donnée de 17axe neutre par rapport & ta fibre 1la.
plus cospriwée {figure IV-1R) .

a : distente de 1a résultante de compression du béton a
Ta Fibro la nlus comprimde

o« cobfficient de renmplissage

e @ contrainte ﬁané ta fibre la plus t;mﬁrimée de hetonl
fc :éntra%ntebz;ﬁs:téristique du héton en compression. |
fc = 0.85 Fcz8/1.5 g
FeZB contrainte de ;ompvessipn du béton 5'28 iecurs
ca aura lee figquatiows d!'équilibre su{uantes
Ny oo Le,b.x.fC + A'os' < A-6S

Mu = g b.x. frth-2) + A',05' (h-d") : SN



Le moment Mu est exprimé par rapport aux aciers tendus

L'éaguation de compatibilité des déformations stécrit

ec(h-%x) = €5.% -
, Nv
I ° " F
. . Eb <. 3-5 Aa G.L .
Al :ig' XA
—_— e
x e
Ne

A A% | | Ag,

ad

b

Figure IVU-12: SEction partiellement tendue

L S oy

* pomaine 1b : €s = 10 %, , on peut donc déduire es'et €c

ta frontikre des domaines 1b &t 2a est

donnée par la reltation
x/h = 7727

*® bomaines 2a,2h,2c: .

---------------------- - % > 7drze

¢c = 3.5 %,

€s ¢ 10 %,

a = 0.8095

a = 0.416ﬁ

La déformation de 1'acier tendu ¢s est donnée par
€5 = 0.0035{h-x)/x

Ft celle de Y'acier comprimé es' par :
: €s' = 0.0035(x-dL)rx

IV~-2-3-c:5ection entikrement comprimée (Domaine 3):

The i A G mld G LR M ek ke S b e e e o e N WA W e MW M e e W e A L AR e e R g AR S M At mm v v



D

L'axe neutre se treuve 3 une distance X sypérieure a la

hauteur tota?e HY (vegir figureg IV-19)

——1k
: _—t Ly |
h| A !‘
He |
., A' BN .
. b Fd
i /

Goient: al : coefficient de remplissage

2t rposition de la résultante du béton comprimé
par rapport & la fibre la plus comprimée

Les équations d'équilibre 's'écrivent alors -
Nu = al.b.Ht.fc » _9'05\' + ACS

Nu.e = a1 .b.Ht.fc.(h-atl) + fn'agst (h-d')
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Organigramme de cacul du moment et de 1'effort

normal

dltimes

B e R I e L i e bt e

Mo et Nu (cas de 1a section partiellement comprimée):

Wiy e e T Y W e e e wp ae Re e e g b e i Ao fFb e e THe O S e G A MM M R R M W M Rr TR MUm me G W BT R TRl B HET e

yi,b,Ht, h,d, d',a,a'
fo,fe,FC28,Es

1,

@

—{T

NE )

= i,
.

y=ulsh ;5 zud'sh g ﬁ':ﬂ'

shh ; ﬁ:ﬁ/bh

=
TN 57077 LM
. IR

hefa

FPivot I Pitvot I
domaineg ih bomainesza,zbh, 2¢
& .
diagramme du beéton i v o5 176
simplement parabolique e o =0.5095
(partielle ou totale) non vz = 0.414
: .
I béton:parabole L
rectangle
calcul du coéf.de rempli- T S €6Z=0,003R(1~y)ry
ssage By {3-By) Tay - i
6T i - €510, 0035(y~23ry
I(i-y)2 15y l
. L caicul des contr,
Powtion l e P-22y+17iy2 dans les aciers
-tive de 1a resuylt.du héton Yz (diagram.elasti-
par rapp. a ia fibre sup,.: 2Oy i1 Ay-13 parf.pliastigque)
4-7y * 1 '
wZ = arsyt = . l
A(3-3u2 Qul
— > e c57 £ 0,01
. esZ = G.01 lnoﬂ
(-2} ruine par ingufw
€51 = 0.0t fisance des
(y-12 | acters dens L
N éb'::::().O'lv-/Ev-~1) h
-
calcul des coentraintes

dans tes aciers (diag.
Etasto-plastioued

rutne par insuffisance
du héton dans la baryrel

3

N

il
=

A
0O
¥

G.0035 > .
©
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Calcu des moments réduits A = Nusbhfre
&t B = Musbh2¥c par rapport 2 1a fibre
1a plus comprimée

A= ay + QRUSI'/fc n-UGSZ/fC S

Bz ap(l-yyz) = ﬁ'us1'/(lt--z)fc

.. .

Mu

i

ahhfc

Bbh2fe - Nu(Htrsz - d)

[1

Mu

(:}ﬂhouc1e SUr

les harresg

J
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IV~-3:ETUDE -D'UN ELEMENT EN ETAT PLASTIQU% :

..—.....—..-.m...—-..-.--,...........--..-—-....—.-.._—.-..........__.......-.‘-...—...._...u....._-.,-
uu——pﬁn—hu*m_mn——-mn"m—_....-..-....__.........---.-._.......——-.-...».

———————————————————————————————— ¢

La méthode utilisée prend eﬁ considération les wmatrices
sécantes des différents &léments composant la eructqre

lLe calcul plastique de la structure est envisagé comme une
Quccession . de ;alguis; élaétiques icetle—-ci “étant - chargée
progressiuehent‘jusqu'é la ruine .

Pour un élément donné , on définit sa matrice sécante

comme une combinaison de 3 matrices Ke . Kt et Ktz

Ks = pe.Ke + (ptt-pe) . Kt1 + (utZ-pt1).Ktz

Avec  Ke : matrice d'élasticité définie dans un repere 1ié &
1'élément
r.451/1 2E1/1Y 0 , .
Ke = [ ZEX/ 1 4F1/1 0 J
- 0 - 0 EAs]
Kt1 : matrice d'élasticité d'un élément articulé encastré

*pour un  ¢élément articulé 3 la premibére extrémité

0 0

0
i} Kti1 =0 FETIA 0
0 0 EAsl
*pour un  élément articulé & la Zeme extrémité )
' 3EI/1 0 0
Kt1 =10 0 0
0 0 EA/]




e

-

Ktz : matrice d'élasticité Jd'un élément bi-articuleé

¥

0 0 o |
Ktz =|0 o 6 |
0 0 Ea/1§ .

® }es coéfficients pe , udtl et ptz dépendent de 1'état de

chargement de la structure . ILs seront definis ci-dessous

M11
6n a la relation : [F1 = [Ks}.[D] ; avec {Flz M2
: : R N |
I"§1‘ 1 -
ipl = @2 ; dpv EIs0 zuekisd 0 ]
id3 Ke = | 2ue.EIs1  (upe+3ptidEIsd 0 i
LoJd 0 0 ptz.easd |
. i

(dans le «cas articulé & la premiére
extrémite pour Ktil
En utilisant un prdgramme de calcul élastique (811 , des efforts
fictifs Mi*,M2',R' sont détérmings en résolvant le systeme
{F'1 = LKed). (DY ; Ke ‘matrice d'éiaﬁt1cité
A cthagque étape du calcul , nousg éuons donc une Pelation.entre les

éfforts rééls [F1 et les éfforts fictifs (F')

A !— e’ 0 0
“ [F1 = EKsl.[KeT.[F'} = |Cpe-ptijsz pti 0 |.EF*3
' L 0 0 ptz
4

GUPPOSONS Gue [H1'} H ;ﬁé'[ ;kpiusieurs tas peuvent se presenter:
-5 |ﬂ1‘i ¢ Mp L HMp : moment p]éstique } alors le comportement
auy niveau de 1'élément est élastique.

ye = prtl = pt2z = 1 et M1 o= pWi'o; Mz o= M2 o N o= N

~51 !mi‘[ = Hp , 1)1 v a apparivion d'une rotule plastique a

B

-



1'extrémité 1 de 1'élément-. On cherche alors a diminuer M1
jusqu’'a atteindre Mp , 1'exchbdent de -moment |M1'—Mp| étant
redistribué par itération et par rééqui1ihrang 4Uux autres noeuds

de Ta structure . 4 chaqqe ttération , on utilise les reltations

suivantes

‘ mp :

wetid) = ., pefi-1) - avec pe(ol=1

M1
, o )
S ~3.Hp £ (2Z.MZ'=M1').signe de M1' < 3.Mp alors ptl = 1
sinon ,
‘ . 3.Mp
oty =
|2;M2'—Hp[ -

—lfeffet de N n'étant pas pris ep compte , on a toujours utz = 1
Un raisonnement similaire peut &tre mené si |M2'| > |N1'|

1V-3-2: aAnalogie avec un élément relaxe

S T m EA e fk ke e gt W R W M e e e e e EMe T M G ek A e A A e

La matrice sécante [Ks] peut &tre avantageusement simulée par

une matrice d'élément relaxs

-

Pour cela , soient I',al',a2' 1'inertie et les coefficients
d'encastrement d'un-élément fictif dont la matrice est

L 1z2.a1' E1 é.at'.a2' EI' ]
[ke*: = | 4-atl'.az’ 1 4-al'.a2! " °
é6.01'.a2' EI* 12.a2' EI’
G-al'.az' 1 4-al'.az" ¥ \ °
0o . 0 EA/1

Or IKsl vaut : .~
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4due . EL/1 Zuekls) 0
[Ks] = 2ue  E1/1 (pe«3uttd)ElI ] 0 _
0 4] utz . gasl

(dans le cas articulée 35 t'a opremizrz
gxtrémité pour ¥Kt1)

En procédant par identification , on a

4.ue. I

12.at' . 1'704-al® . a2') =
12.a2' . I'7(4-al' . 62"} = (pe + 3.uti1).I
6.a1' . aZ'7(d-g1't.aq2') = Z.ye.l
La résolution de ce systeme donne : I' = putt.1
al' = 4, pyestpye+3.pt1?
f
az' = 1

un calcul identique pour une rotule & 1'extrémité 2 donnerait

I = outl1.1
al' = 1 ‘
aZ' = 4. .pes(pe+3, ptl1)

Par cette anaiogie , 13 méthode cdﬁéﬁstera alors é_:

1°- Résoudre un systéme d'déquations {F']1 = {Ke'l.[D}

Z%~ Détérminer les coéfficients ve ., utt et utz (en utiltisant e
procédé décrit ci-dessus) ppursﬁualder dfﬁf”ﬁé;.étﬁl' ensuite
construire (Ke'l . Ij esélé remarquer que cette deuxikme
étape n'impliqgque que des Eé]cu1s Eﬁé&entaires : de sorte que
éH‘?ﬁB;ﬁtE 'duéf?pﬁagﬁaﬁme de calcul ayant la possibilité de

_ re1axgt50thodéig;peuf”étﬁe utilise

3 PR -
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Organigramme de calecul des coef.pe,ptt,pt? de la matr, s¢cante Ks

e e P T VR

TS LT P It A e ey Sl RTMR P i B o mer e e ey e G ke Al e s e A v W o M e G S b At e i b e o e

Mt , Mz , N dopnés par je
1 prog. de  calcul
éElastigue
- L= 1, HB
A r—“"_—-"'(_'*‘<§ﬁ‘i ) l., imzu >—*}—_.____.,__T
‘ oui non
< IHfTT?;;\\j>m_’__,.cémportemaﬁtm%—-wa pMZ';<Hp-
YT ciastique oui e ™Y
Ron ¥ non
rotule au ter noeud de rotute au Yepe noeud
la barre L de Ta barre L
*
[ 1
Mp ]
A pelidoe— pe(i-1) pe = 3 veli)ma g -1)
GRS uty = 1 |- Mz
‘ I R ‘ i -
“’QM?'"”T'IQ-""D Qz.mf—nz' |53,m>
BTN out
‘ non feon _
utt = ¥ Ht 1ot
3.Hp I.Mp
ut : S— Uty = . e
i.’»{.MZ‘--Hp" }Z.E‘H’-—ﬂpl
o 3 ‘ ¥
\ o 4ope . *
f alt Y (L)Y o o al " {Limt ai 'Ly 1
e + 3.ntt azt LYzl 4. ue
az' €Ly = 1 \L a2t {L)=
- e + 3. utt
i A A
L
phZ = 1
o
f ' = pri.i
je | boucte sur les
barres ’““““E'i

reconstruction de la matrice
de rigidité Ke
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V-4 ASSEMBLAGES RESOLUTIONS &7 EXEMPLES;:

_....-n-.———.....-....—_.__...._-...--—.._— - e e e o o " i e as e o

—— e ik A A W e ot b e A e v s -

En. calcul de structures les récents progres
effectués en plasticité ont montré qu'on dispose
actuellement de deux types de méthodes (on remarquera

notamment les travaux efferctués en charpente - metalligque au

-

tentre Technique et Industriel de Charpente Metallique)

! . ¥ -

ainsi , on distingue

IV-4-1-1:Les méthodes globales

B A e v v A AN S e e W W e M e G S A L e e e e

Elles utw]xsent 1&b théorkmes de la

‘e

¢

plasticité (théoreme stattqué ,c1nemat1que oy combine > et

leur résolution se fait généralgment par la pronrammatioh
_1inga1re [241,1i251 . Ces méthodes ,Ba?ées surJ'le schéma
rigiée~pléstique ne renseignent e projeteur que sur 1'état
de  Ta structure au moment de 1a ruine par formation d'um
mécanisme ; or la ruine d;une.structure peut aveir lieu
avant formation ’de ce mécéﬁishe_(phénoménexﬁt~ruine partielle
ou mise hors d'état de service par déformation excéssive)
I1V-4-1-2:Les méthodes pas-a-p;s_:. , “
- pans ce type de méthodes , Qn suit
_pas-a-pas le comportement de la structure et de ses élément%
de facon,a_connaitfé'T'état de 1a structure 3 tbut_ instant

du chargement (231,011 .

"Le calcul de la structure y est envisagé comme une
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succession de calculs élastiques et 1le chargement
s'effectue progressivement jusqu*a l1a ruine

Ces méthodes nécéssitent des calculs complexes et longs

-

dans le cas des grandes structures : cee qui oblige & avoir

. N i
recours a l‘ordinateur

-

On distingue plusieurs variantes de ce type de méthodes

% |Les methodes pas-a-pas utilisant les matrices tangentes

A o W e S Sy e S A e W e w m  rwn e ek T s G AL S S S TS T S R e e B M B e e A R S W S M e A S A e

des éléments (les variations de la charge sont petites de
facon & suivre le comportement réél-ge la structure [251)
gt au premier ordre (les’déplacementé des noequ sont tréé
petits uisnﬁ-uis des dimensions de la struéture [31,0(41).
Ces méthodes présentgnt‘un uolumé de ca1cu1.ihportant pouf
‘s grandes structures

En référence [24) et tz7] deux programmes de calcul
utilisant ces méthodes sont décrits | |

tes méthodes de ce fvpe s'apparentent au PrOCRSSUS
iteratif de MEWTON (voir figure IV-20) .Elles nécéssitent la
connaissance ‘de 1a ioi de comportement et ne convergent pas
touﬁours a3 branche descendante (cas de la Ioi réélle du

héton ) , (34)]
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¥
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Figure IV-20: Méthodes A matrices tangentes
—————————————— (NEWTON-RAPHSON)

-

* {es methodes pas-a-pas du type contraintes initiales

.
bt R b e e e mon va Al i s me b e e b ek ot U R AN SR MR W W e e Wi s e e el B L MR W Ea e T ey A M A e T T e S e

(voir figure IVU-Zi).Elles s'apparentent au vagggﬁhﬁ Me

NEWTON modifig a chague pas de charpament  3_3f£§gg§,‘

nécéssairenent changer de rigidite . el

toujours a hranche descendante

&P

Hfm

. Frap . '
mmm-m“M,,_*_a
X

Figure IU~21: Méthodes des coentraintes initiales
oo e UNEWTON modi £1¢)



-105-

IV-4-1-3F : En plus des deux types de méthodes décrites
préﬁédemment , on utilise souvent en élasticité non-linéaire
ia méthode des matrices sécantes . Cette méthode est dérivée
de 1a méthode des approximations successives directe

Elle nécéssite un traitement numéridué sophistiqué lorsque
ié loi de comportement est & branche ﬁescendante (r{gidité
trqissante) ,mais est en revanche valab]é qutelle que soit
la loi de comportement décr1te en var1ab1&s entiéres (f1gurg
iv-22)

Cependant , la convergence de cette méthode est en

général médiocre comparée aux méthodes a matrices tangerites.

Figure IVU-22: Méthodes secantes

A e e . .

v e Wt PR ke b e ik G TEA G s S L e e e M WM AR T e e A AL ARA e s G

En béton armeé de nombreux essais ont montré que
1a vrépartition réélle des sollicitations peut s'écarter de

facon notable de la répartition résultant du calcul
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S : - . NN
élastique A partiﬁ'des'sectﬁons brutes ; de'plus péur' fes
struttures hyperstatiques ; la fissuration et par conséquent
la diminution de 1; rigidité engendrent une redistribution
des efforts [(201,030) |
Noﬁs trouverons en référence (371, i'exposé de deux
méthodes de ca1£ul tenéﬁf compte du Ebnportement non-
'1inéPire de 1a structure ; IES'non—1inéarités. ﬁrouiennent
des lois cpnstitufives des matériaux béton et acier ,et des
éffets du second ofdre . Ces méthodeslsoﬁt ,
~ufe méﬁhqde simplifiée qui est une exténsion des méthodes
"§¢lasto-plastigques décrites précédemment 1a ductilhité
réélle du mafériau est ﬁvise en conpte (comportement
bitinéaire -ét formulafion simplifiée des effets du second
ordrei . | S ' | . - e
-une méthode générale qﬁi'est baséé sur la _méthode des

déplacements dans un procédé 3 rigidité tangente

1Y-4-2 : RESOLUTION : .

Pans te' paragraphe , 'oh présente un
programﬁe‘ de calcul basé sur- 1a méthode des rigidjtéé
sécantes . ‘nprés- description ~ des différentes étapes
plusieurs exeﬁples de structures ont été traitéé '

. : . ;

;U~4h2~1:Notat16ns utilisées:

o e A S iy G e AL RS ey ey S e U e eSS

T. ¢ paramktre de chargement

11 '+ indice de 1‘'itération
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numéro de 14 barre dans 14 structure étudige

L

NB : nombre de barres
Mo : moment fléchissant au premier noeud de la barre L
Md : moment fléchissant auy Zeme noehd de la barre L

M =Max (Mg , Md)

Mu : Moment ultime

N : effort n#rmal

Ru : effort normal ultime

X ¢ hauteur de Va zone de béton comprimeée

ye |, ptl  ,ptz . coefficients qui apparaissent dans

i'expression de la matrice -de
rigidité sécante de 1'élément (ils
sont définis_au paragraphe 1VU-3)
al (L) : Relaxation (degpré d’encastﬁenént) au ler poeud de L
az(Ly i : L - " Zeme v w0
EI(L) : Rigidité dans 1a barre L
4 : Pas de chargement
"""" Ce programme est bazé sur 12 méthode exposte au
paragraphe IV-3 (méthode de relaxation nodale) et utilise 1a
méthode «classique d*integration de la courbure decrite en
tere partie pour determiner les efforts dans chaque élément
de la structure compte tenu de la fissuration ,des armatures
et de la position de 1'axe neutre
a-Pour une valeur donnée du'paramét}e de chargement m son

effectue des itérations pour tenir compte des variations de
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la rigidité . Ces variations , comme il a ¢été souligné
anférieur&ment , peuvent provenir
~-de la variation de 1a position de 1'axe neutre au cours des
itérations (donc de Mu et de Nu) ;
~du cafacthre non—linééire des lois de comportement ;
-des relaxations at(L) et a2(L) , elles-m&mes fonctions de;
coéfficients de la matrice de rigidité sécante de chaque
éIémeét
‘La matrice de rigidité globale de t1a structure eét
reconstitude & chaque itération |
Lorsque le moment f!échissant M atteint la wvaleur ultime
Mu |, on considére qu'il ¢y a fbrmation d*une rotule
plastique. On modifie alors la valeur du coéfficient de
relaxation [al(L) ou a2(L) selon que fe moment Mu soit
atteint au ter ou au Zeme noeud de la barre L 1 suivant le
procedé décrit en IY-3-1

Par le fait de diminver 1le degré d'encastrement a
1textrémiteé ol est atteint Mu , ,initia]ement encastrée , on
permet une rotation du noeud , de facon 3 simuler une rotule
a frottement (le degré d'encastrement diminue
progressivement au cours des itérations jdsqu'a atteindre
des valeurs parfois triés faibles a la ruine)
Si M ¢« Mu , le comportement au niveau de 1'élément est
glastique

Ce processus itératif se termine dks que la précision sur

Y PO



le moment M s'avkre suffisamment accéptable . Dans ce
programme , on arréte les itérations des que la wvariation
relative 3M/M est inférieure 3 1 %2 , d'une itération 3 une
autre ;. ce qﬁi tonstitue une précision suffisante

bes que 1'effort normal atteint la valeur vitime Nu , on
considéré qu'il & & ruine partielie de 1a structure .

Ptautre part , en plus de tes critéres basés sur 1a
resistance pure , i1 est necessaire de verifier que les
sect%ons'n'ont pas atteint le seuil de fragilité . @& chaque
itération on vérifiera par conséquent la plastification
actuelle ,mais aussi

-le non-épuisement des rotules déjia formées ; dans notre
cas , on vérifiera que €s £ 10 %, pour le pivot 2 et
¢b'<3.5 %2 pour le pivot 1 ;

-Ta limitation des déplacements d'ensemble excessifs ;

-les mécanismes de poutre
by - La_ structure est chargée progressivement jusquta 1la
ruipne. Plus 1a valeur du pas de chargementrest petite ,
mieux le comportement de Ta strutture est representé .

Le critere de ruine retenu dans les exemples traités est
basé sur le nombre de rotgles plastigques formées . $61i le
nombre de rotules est égal & n+1 (n:degré d'hyperstaticiteé
de 1a structure étudiée) , il y a ruine de la structure qui
devient alors un mécanisme

En fait , dans cette methode , il n'est pas nécéssaire

L
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de connaitre exactement la rotulation (loi de comportement
générale) ; i1 faut alors un critére de ruiné basé sur
1'anplitude des déplacements
- Etant donné Te caractére non-linéaire du probléme , il
peﬁt arriver qu'on n'aif convergence en moment ou en
rigidité qu'au bout d'un nombre élevé d'itération (40 ou
méme 50 1térations) . Ceci augméhte un tant soit peu le
temps de calcul , ajouté au fait de prendre des pas de
thargement assez petits pour représenter correctement le
comportement . Ce gqui nous a ameﬁé ;dans  Yes exemples
€tudiés , 3 limiter 1le¢ nombre d'itérations par pas de
chargement 4 25 (la variation relative SMsM est telle que :
1 % £ &MsM ﬁ Z %) . Une aﬁtré possibilité de réduire 1le
temps de caicuI consiste & actélérer le processus de
convergence (utiliser ie processus de convergence d'AITKEN
par exemple )

Afin de swivre correctement 1le comportement de la
structure , nous avons souligné qu'il &'aviére nécéssaire de
prendre des pas de chargement .faibles . Les rotules
pPiastiques dans la structure apparaissent alors une & une et
on ¢€évite le plus souvent 1tapparition de 2 ou plusieurs
rotules pour un pas de chargement donnég i 1a convergence en
«fforts est alors rapide

Les longueurs des éléments adoptées dans la modélisation
de 1la structure jouent aussi un role tprks important dans la

sead
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4
detérmination du mécaniéme de éuine , et par conséqﬁent ~du
facteur de charge ltimite . 11 s'agit en fait de considérer
e :
des éléments sgffisamment petits pour éviter d'atteindre Mu,
fou Mp) aux deux extrémités de 1v¢lément ; ce& qui risque de
cacher ane eventuelle rupture prématurée par formation d’un
méranisne de poutre .
. ~ _ .
fy cours gy ProceESSUS jtrératif décrit en a- , il  est
possible qu'd l'endroit d'une rotule plastique , le moment
M deviegnne inferieur a Mu (ou Mp)Y . Cette petitg difficultsé
sera * contournée dans nos exemples en accéptant une Téghfe
guproximation suv Mu (ou Mp) : con Tait alors le test ﬁﬁv
—(Numo:aciﬁu) . Cect  est essentiellement dd aux faiﬁlas
valeurs qu'atteignent les roé¢fFficients de relaxation alftl)
v aZ (L) po;r des niveaux de chargement ¢levés
cette méthode de matrices sgcantes peut Etre uti%ifée
en calcul de structures un Béton armé comme une méthode de
verification . treffet de 1'effort normal est pris en compte
par te biais du diagramne ﬂ’inferaction de la section comme
‘déepit en pavayraphe IU-3-2 | |

-

Ium4~2_3;nrganigramm& de 1a methode secante Yol org.

P .A.,.._.....‘,_.‘_...—_.......-A..-,.._‘.....-....-....-.-‘,.-_..-A....‘_«..«......_..-..-...u..—w.—--...—.--..--..

~
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(_Dﬁstr1pt1on de la structure

sur_les chapgements

boucle sur les chargements.

boucle

\P

-

4

barres

boucle su r les

]

N 2
noz 1,Y incrément a
11 = 1,2 = i

“Construction de 1a matrice globale K
it
-1

onditions aux limites
gcture du chargement P

rP.";II.?AL J
e .

calcul élastigue

~-déplacements des noeuds

~-réactions d'appuis

—efforts dans chague élement
(Mg , nHd , W)

"

\f

barr

[
Cod

b T
Pt

o_
c

o - : e 3

calcul de Mu et ﬁgl

H = Mu oL
¢h » 0.0035 Ruing Partieltle
€5 > 0,01 ) ' '

boucle surles

N0 ™S
X M My

kot

t

_ ol
ule au ter noeud si M = Mg
“ozeme U v M = M4
& .

[ﬁﬁthode s¢cante (détérmination
d

e coef. e , utt et putz ¥

£

Caicul de al(lLy,az(L) et tifissure

non —— |
on s 25 > ,

A

-

~ .

_dliterations
i

boucle

N
Pl

Oul

NG

~-Nombre de Totules inferieur a n=+1i
(n:degre d'hyperstaticite)
~péplacement Timité

non




Notations . correspondances dans pros.PULTC .

i - R e S P e BT R

n (paramétre de chargement) PC

11 (itérat{on) | MC

ﬂp QM(L)

Np PNLL)

He (coef. de 1a matrice Ks) CFO(L ,N4) pour ia tere extr.
: CFO(L ,NB) hoo% Zeme "

Bt ¢ W " ") CF1(L,N4) pour jere extr.

CF1(L,NG) " Zeme "

al (L) VECL, 1)

aZ (i) VE(L,2)

Min ¢ &M/M ) Gt pour tere extr.

Gz " Zeme M
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TU-4~3 EXENPLES

L N L I A I T me e v e e e s
D el el bt ol

4

Vg3t Exemples ¢n sect 1ol homogene: fexemples du type )

e i L ‘..,...-_..........,.._...,._...._-.................._._..__

Deux exempies de structures en section homogkne ont éte
traités par 13 mnéthode sécante . Les résyltats obtenus ont
été comparés aux résuitatsy théorigques (donnés par 1'analyse

Timite) . Ls wvaleur e -1a charge limite donnée par 14

néthode est ep tre

m

benne  concordance avet la wvaleur

théorigque

IU~4~3~1~&:Exempie Ci:

C'est une poutre biencastrée uniforrmément charvgéde
(voir graphe Iy-1)

T

‘ﬁmnmnmmnmﬂﬂm : 15
W2 @2 3 B 4@ 5 W=3t/al
M ;' - seCtion 30740
[y 15 (45 Am Fre
1 1 R ! | E = 3802820 t/m?
Flgure IvV-23:Exemple C1 Mp=17.34tn
——————— 1éHp
ba wvaleur théorique du facteur de chargement est = } =3.7
qla

lLa methode utilisc¢e donne n:B.é&

v e

IU~4~3-!&b:Exempiw L2 ; Portique simplie encastrée en pied
3;;;~;;;_;;;;;;;;;;~;;ansvarﬁel&s traverse et montants : 2os70
P . J}r. o P20t
Mpz=B3.1 tm
Ex3802B20 t-p2
- fa 4 6 % Gm WT’? Valeur fhé‘);“ique p—_ il:lf_. = 1.33
Figure Iy-z4 R1

T e Vaiear donnée par la méthode = 1,375
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TU-4-32Z Exempies En Létun armeé:
DEUX Types Gleremples oni gré choiais |

~Dans  les exewmples Gu type U, on traite par -ia wmethode

PIIOPOSEE trois stPuctures ep Héten armé dont le . Ferraiilage
est  détévrming pay un Cateul diastique . Les résuitats sont

4

COMParés & Ceux eBienus wn constdérant les sectione brutes

i, o0 - 1'auteur

3

o

rexemple DX 3 216 traite en vérérance 3¢
ﬂanne‘ giPEtt&ment ?é valeur  de fp dane tes différentes
5CT100s ¢ritigues de Py ctructire

-1 restlitats  dag ugem??eﬁ du type £ sent Lompareés a  des
résu?tat% C'us54is effectiyes par A.ﬁﬁ??GCK L3237} , o4 & ceux
réﬁl%sésrén Grainde dretagne parp H.B.CRABSTON SLAEV Y et {Evd.

(Web-3wZ-a i Exempie o1 Eveir graphe 1U%7)

’

On raprend Prexeaple Cf en utilicant te fervaillage suivant .

%

wlements 1 et 4 - A=d .58 cm?
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fe = 400 ¥MPs o [1-08 MG!" hf-fma

Figure IU-25
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raphe IV

5 I: 1 \r

Courbe (1]

1.4.45 13

L3725
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: section brute
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IU—4_3~2—b:Exem;fe 0Dz: Voir graphe IVU-2
;;;;;;;;“—;;;;;;_*;;;;stré eﬁ pied dont Ta traverse est
uniformeément chargdée (voir figure IV-26).

Caractéristiques des matériaux: E = 3802820t/ /m*
T fe = 400 ;Pa
FCZ8 = 2550 tsm2
fo = 1445 trm?

Caracteristiques géométriques: voir tableau XII

R s e e b s b b e M e by My = e e e el e b s e e e

1
Element [dim.trans. [ACcm2) [A' (em2) IMpdtm) [NpCt) iMultm) {Nult)

' 30740 4.0 2.0 17.34[14%.47 - -

z " 6.0 3.0 " " - -

3 " 9.0 4.0 " h 15.6 |42.9

4 30,85 10.0 4.0 32.78{236.4 - -
5 " - 118.0 $.0 " " 37.24 |41.72

Tabhleau XI11I

-6t (q.7CY T

l (5 6

L

E
o

L, I

. 4
1 ] 1 L] 1
frgure IV-24: Exemple D2

P L —p—"

Par a2 méthode utilisée ,o0n trouve =2 en utilisant les

inerties des sections brutes , on obtient T = 1 .94 .,



S6fem]

> _ <
1 £
DY ) ™~
o) | xz.ro..
3 - m .W '
C = 4 it
b O ...?.tl o
O
s ¢ - o
=% o "
_ = =
AR 2> 1°
=a®m o
) L
l-m i
S g
3 ©
o~ . .
re? i i

n
15




-

IV A-E--r i Exemplie BX 2 Uoir graphe I1U-3%

51 on  tient compte de {1 effort normal (utijisation de la
P
courie diintdéraction dréyuation (Mrrpr=i~(N/Np)2, N étant un

tacteur correctif sans effel dyu Zeme ordred,on frouve w187

'

.

Cat exenrsle & Eté  traité par le

nrofTesseur M:D.HANGAN [3&) par une meéthode d'appreximations
successives . 31 stagit de la poutre continue réprésentée
suiw ta figure Iu-z7 s cette poutve ,d'inertie constante

pst uniformement charpeée sup toute sa longueur (g=3ts ml)

E 3&02 120t mé

I I I TIO O T OT L et es o,
-‘E ﬁb A g HE :iiwzsﬂ:?z "

Am & 49
N , .
+m"w — : S % %

1

Nodéii%ation:ncmbrg drétegments dans 1a modéligation @ 14

4 2 I 4 5 & 7 B9 40 om A2 4B A

~

L - g £ g A 5 5 . (S Ed { fj
bR AR AR A AR A A

Figure IU-47: Poutrs continue i Examp!e 3 .
— R4y e e e A ke et Ami e e "
s caractéristiaues gEométriques des sections sont

constgndes dars T tableasuy MIID suivant
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Element [dim.trans. jACcm2) [A* Cem2) [Mpctm) JNp o) [Mucem) {Nucts
1 25740 2.26 0 17.34143.4] - -
z. n 4.03 ; 0 ~ " U] - -

3 " 6.03 0 " " 15.6 142.9
' 4 n 3.3 . 0 tr " - -

5 " 3.8 0 " " - o

é " 7.5 0 " " - -

7 " 7.5 0 " " 1 15.6 |42.9

&~ " 3.8 o " " - -

] L '3 B 0’ " ] - -

10 L 6:03 0o . " " - -

11 u 46.03 . 0 " "o 15.6 l4z.9

_1 2 " 2.26 0 LI u - -

13 » 2.26 0 " " 37.24141.2

14 " 2.26 o " " 37.24141.2

Tableau XIII '

on aboutit‘ainsi a un facteur de charge Timite n=2.375

t'application . de la methde classique donne . =4.75

En reference [38} ,1‘auteﬁr obtient r2-71 ,en prenant comme

-

‘"moments dans les sections critiques (sectiqns d'appuis) les

moments plastiques suivants

Mb = I.B tm ; Md

1.5 tm

Mc = 19.5 tm - ; Me = &.5 tm | .

IV-4-3-2~d:Exemple €1: Poutre continue (citég en [371)
e e e et . e ;
Elle fait partie d'une série d'essais effectués par
. & ) )
A.MATTOCK qui obtient une charge ultime Pu =, ?.57 +tf. en

prenant un pourcentage d'armatures tendues identique 1dans
. L ]

tes -sections B et 'C (p = 1.34 %) et  en adoptant Cune

contrainte de compression du béton oj'= 2958 tfs/m2 °, comme
. ) . .

limtte elastique des gciers ge = 39780 ° tf/m2. Nous

A
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obtenons , avec les mémes hypotheéses et en  utilisant 1la
métho&e des matrices sécantes , une charge ultime Pu= 7.34
£k S /

L& Qraphe 1U-4 donne les déplacements du point B 2 chaque

ttape du chargement

pP=2.35 t
£ 'Bi C D .4..
£ L-1.83n A% 1.83n A\ 23cm MR
4 $ ¢ , .
T2 3 v e 760 el
"W g s LT g s s
t t t | BN SRR NN SRR ! i‘;;z““ -C-

Figure IV-2Z8:Poutre continue sous charge concentrée au
e e 1 Tien de la premibre travée

IV-4-F-2-w:Exemple EZ : portique bi-articulé (cité en [391)

T v A A -
JLH 115[‘3 5 _ A' = 1.43 cm?
L X . F A o= 4,28 cm?
4bEm Es = %.04 x 407  tfsm2
—+—4 193 ¢ Eb = 2Z.14 x Ao? "
4 2464 CMm LR 0F's A274.2 tTFrm2
$ } 1016 cm - se = z?ﬁzon_tffmn_
—_— Baciers = 9.5%3 nm
!
*ea A
65 . e 15.24 Figure IV-2Z¥
(13 A "o o et e e o b e

+§f¥2§y§4§£§§i+ sections é et F

Les essajls de W.B.CRANSTON effectués en Grande Bretagns

donpent une charge ultime Vu = 4.443 tF | Aavec la methode
des rigidités sécantes , et en adoptant les mémes hypothkses
nous obtenons VYu = 4.124 tf
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IV-4~4: Conclusion ' i
n_”w-m;;;“-;;;w;;;mﬁlﬁsfé?uﬂﬂéa , ow voill gque la tharge de
ruine phtenue en ut%liaant.Ea @ethode des matrfces SECantes
pat trés ﬁre@he &aﬂ’vaieura théerigues au expérimentales
Etant donneé le processus de catoul utilisé dans cette méthode
toute loi de " vomportement a braiuche Concave peut étre
adoptes . Do pius cette methode pourrait €tre appiiqueée en

utitisant les programmes de calculs classiques et en faisant

de simples calouls annexss
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Nos propositions pour des recherches futures peuvent

s'orienter vers les points suivants

~Pour une meilleure représentation du comportement des

structures en béton armé , 31 serait‘souhaitable'de prendre,

-

en compte . -

®*1e¢s effets du second ordre ,

*1eg fluage et 1e retrait

-

-Des etudes expérimen?a]eé au niveau des zones nodales des
ossatures en béton armé permettraient de prendre en compte

des degrés d'encastrement plus réels dans la détérmination

" des efforts .

~Par ailleurs , il serait souhaitable d'étudier Vleffet des-
chargements non moﬁqtongsrgt eyentuellemnt les effets de
choc sur 1a ripidité'f En e{fet:, 1a dégradation derriniﬂitq
fait qu'a chaqﬁe'cvg}e‘de'cﬁér§é et décharge , on se trouve
en’ ﬁﬁéé%nce'd‘ung adtbe'strd?tﬁrE'. Les effets combinésvde
Ta_ plasticité et fdesigfands déplacements s'en tnuneﬁt

d*auvtant plus soulignés.. = ' o .

B
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UI - CONCLUSION GENERALE : N ;

T e e i e

. & lTtetat de service et 0 des I'apgarition,_des
pPremikEres fissures , les rigidités sont fortemﬁnt affectées
et i1 est nécéssaire de tenir complte des inerties des
sgctions homogknes réduites pour détérminer les efforts et
les déformations dans les ossatures gn béton armé . On
obtient alors des résultats proches de ceux donpnés par les
asﬁai?f et vég]emeﬁt% R Ce qui :once%ne lus géformations
Par ailleurs , on constate quellé redistribution des efforts
obtenue.ne ve -pas touiours dans le sens de la sécurite .

un Processus dlapproximations successives direct  est

guffisant pour ces calguls ; la nonm1inéarité\étant faibie .

Pans - e caleul élasto~plastigque des structures en
béton armé , on constate que la prise en comple simu1tanég
de la fissuration et de la p]ast{fiﬁaﬁfon rééelle tenant
compte des diagrammes d'intéraction permet d'obtenir des
ctharges witimes ét ges déformations hegucoup biUQ‘réeTistes
Gue éﬁliea donndes par les ta]éuis plastigues classiques .
‘L‘algorithme de calcul utilisé est basé sur la méthode des
matritvtes gééantes (approximaf%ons sgccessiuag) , movennant
ithypothkse, de non-retour é¢lastique des rotules plastigques
Prar  atitleurs | i1 est possible de simulter 1g compovtemunf
par  analogie & wune structure a nosuds relaxés  ce qui
permet d'ufilisev des programmes classiques , & compléter

papr du sieples caiculs anhexes .
P N
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Lte programme de calcul ainsi écrit permet de suivée
tout le coﬁportement d'une ossature en héton armé jusqu'a la
.ruine en donnant deslvésu1taté triés féalistes pour autan?
gque les autres nonniinéarftés‘ ffluage , non-linéarités

geométriques ) soient faibles . ’
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ﬂNNEXE.I: EXEMPLE DE CALCUL PAR LA METHODE DES RIGIDITES .
zzozzzoz SECANTES Co

Dans cette annexe , nous allons décrire sommairement le
processus d'utilisation de la méthode des rigidités sécantes

Pour cela , considérons 1a pbutre représentéeysur la figure

suivante (figure A-1);

"
&
31,2Mp | 1, Mp 1=1
- J 3

A

LTS
o

124 4¢3

1 1
Modélisation

P S

4
N
I
™o
Ea

-
.
—1

Figure A-1:Exemple d'utilisation de 1a méthode sécante

e e e e e

0n se propose de détérminer Ta chargg de ruine de cette
poutre lorsque le moment plastique vaut Mp = 12 . Un catcuy
exact , mené en {41]_donne uﬁe charge de ruine P1 = 2 (facteur de
charge limite Al = 2 et 1'ordre d'apparition des rotules est

représentd sur la graphe ci-dessous {(graphe A-1):

Ay

A3 =
A.65 -y !

»

Graphe A-1: Courbe charge-déplacement vert.du point Z selon [41]

s e by e

Appliquons la méthode des rigidités sécantes . - Le
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chargement de 1a structyre est effectué par 1incréments AX -
D.0625 .8t sSupposons gque la convergence en moments sott atteinte
lorsque pour 2 itérations successives et au niveau diun méme

noeud le rapport 8MsM soit inférieur a 10 . lIntéressons nous par

-~

exemple au déplacement vertical du point 2 a chaque pas de .

[
charoement

pour P1 = 1.64%Z5 , nous ohbhtenons les efforts suivants

Barre Mg Md N
1 23,4 : 8.33 0
2 . -8.33 _ 1;E7é 0
3 : ~1.273 -5.786 0

En tous les points de la structure les moments sont inférieurs
3 Np ; le comportement y est donc élastique , et les coéfficients
d*encastrement a1t et a2 respectivement 3 1a 1kre et & la Zeme
extrémité de chaque ‘harre sont égaux & 1 . Le déplacement

vertwca1 du po1nt d'application de la charge est aloss
82 = 5.92 x 407"

Nous ohtenons un point de la rourbe charge- deplacement

A5, 9;;10 1.6285)
Pour P2 = 1.652% , les efforts sont
Barre—~—~~~w~—*— Mg ' Md N
1 _ 24.52 3.45 0
2 ~8.65 1.32 0
3 -1.32 ) 0

Nous remarquons qu'au ler noegud de 1a barre 1 , 2Mp est

AP
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atteint et dépasseé . Il v a dont euw apparition d'une L‘ro*cule
plastique en ce noeud .

) I1 est a préciser gque les moments détérminés plus haut
pvoviennent d'un calecul élastique et correspondent auf moments

fictifs évoqués au paragraphe IV-3 . Donc : Mi1'=24.5%2 , Wz =g, 33

gvaluons les coéfficients pe , uwtl , Ytz de ta mtrice de rigidité

sécante :
On a : Mi* > M2' et M1' > Mp
iere itération :. Mp 24
o o o e e ue(1) = e pef0) = 1 = 0.97¥%
M1 24.52
|2.M2'-M1' [=7.86 < 3.Mp donc wpti = 1
ptz = t
. 4.ue 4.(0.979)
Pour ta barve 1- : a«l(1) = = = 0.%84
He+3.uti 0.979+3.1 -
aZ(t} = 1
zeme itération : . ,
———————————————————— On effectue un calcul élastique wmais en prenant
pour la bharre 1 : alf1) = 0,984 , a2(1) = 1
oo o2 oal(2z) =t , aZ(2) = 1 ,
u " " 2 al(3) = 1 , a2{3) = 1

11 en resulte les efforts suivants
Barre Mo md N

i 24 .39 0.72 4]

2 -8.72 1.33 0

3 : -1.33 -6.06 L8]

Nous constatons 3 nouveau qu'au niveau de la barrve 1 ¢ M1'>Mp

R S
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Cependant , Mt'correspondant & cette 2bme iteration

3 celui correspondant & 1'itération précédente

Les voéfficients pe , uwti , ptz valent

Mp. 24
he(z) = . petl) = . 0.97% = 0.963
AR 24 .39

pt1 = 1 et ptz = 1

Aux autres noeuds de 1a structure les moments

est 1 nFEl"‘l eur

fictifs

sont

tous inférieurs a Mp . I1 n'y a donc pas de nouvelles rotules .

Petme jitération

e e L gfforts  fictifs obtenus en

utilisant

les

cotfficients d'encastrement détérminés 4 la Seme itcération sont

Barre Mg ' Md

1 24.054 B85
2 -2, 895 1.345
3 —1. 245 -4, 2

N

0

G

0

Les coéfficients de la nouvelle matrice sécante valent

pel?d = 0.922 ¢ BMET = 1 et outiz o= 1

pouy la havre 1

alt1Y = 0,94 , aztl) = 1.

+

les cogffivients d'encastrement pour les autres barres sont ggaux

31

Ittme itératian

S ehtient les wfforts suyivants

Barre ¥ Md

g S 24-.04 8.y
-B.9 1. 346

g -1.34¢ wé.24

N

0,



O0n wremarque qutentre ta 9veme et la (0btme itération 1les

1

variations relatives des moments en chaque noeud §8/i sont toutes

inférisures 3 10;3. On considére donc qu'il ¢ convergence en
moments .A noter que le momént au 1er noeud de 1a barre 1 eact
frés proeche de 24 ; Un test ds convergence plus sévere et un plus
grand nombre d'itérations donnerait exactement é4 £2.4p) .‘

Le déplacement vertical dy point d*application de la charge. wvaut

¢

R . »4
alors : &2 = 6.44-’10 .
On obtient un Zdkme point deo 1a courbe charge-déplacement

b
B¢ 6.4490 7, 1.6825 »

Le méme processus est SUTVT JUsqU’d cohvergence en moments . &_}

chague pas de chargement . C'est ainsi que pour P3 = 1,75

N

P4 = 1.8125 , P5 = 1.875 i1 n'apparait pas de nouvelle rotule ;
on obtient les points éuiuaﬁts
C (7192400, .75 ) ‘
D 7.96540%, 1.8125 )

E G 8.72x40%, 1,478 3

Four PA = 1. 9375, , On 4 les effaris suivants
Barre Fo ; M M
1 74 .82 , 11,68 o}
4 -11.68 1.4% G
.;r. ' -d.4% -8.3 o
Cnoowoelit qutil 'y & nas de nouvelle rotule ; wmais a 1g 10Eme

Lération , Yoy effort. Buivdnts wunt ohtunns

Pt
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Barve Mg Md N
1 24.184 12.01 0
z -1Z.01% 1.72 0
3 - -1.722 ~, B 0

\

I1 v a apparition d'une Z&me rotule ay ler noeud de la barre 2
Les coéffigients de 1a matrice de rigidité sécante deviennent

alers

1!
-

pour 1a harre ¥ : pe(in) = 0.58#4 , pti :‘1 et ptz

Lt
-~

pour Ta barre 2 : ye(i}) = 0.998 Mttt = 1 et pt2
pour la barre 3 : We = 1 Lo BT o= 1 et ptZ o= Y
ot les codfficients d'encastrement pour chaque bavrg sont

ati{l1) = 0.452 , aZi13}

=
g1(2) = 0.99R , aZ(2)y = 1
at¢(3y = 1 , a2¢3y = 1

/

Le npombre d'itérstions etant limité 3 26 , on a les efforts

suivants :( MM vaut alors210™>) .
Barre Ha Md N

1 74,054 12.056 o

2 -12.0504 1.49% 0

3 ~1.646%9 ~E.72 it

Les codfficients de Ya matrice de rigidité sécante sont
pour la harre 1 : pef2é6) = 0.557 , wti = 1 et pt2 = 1

pour 1la barvre 2 ¢ peCi?) = 0,919 , #wtl = t et ptz = 1

0!

pour 1a bharre e = 1 , w1 = 1 et ptz = 1
et .les ceefficients d'eacastrement pour changue barre sont

al (1) = 0.424 , azZ(i) =1
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ali(2)

i

0.%38 ,  a2(2) = 1

al (3}

1 s a2i3) 1

On obtient un nouveau point de la courbe tharge-déplacement
F O s.84x40% 1.9375 ) )

Pour Py = 2 , 11 n'y a pas de nouvelle rotule . A la ctonvergsnce,

Tes nouveaux efforts et coéfficients suivants sont obtenus

Barre _ hg ’ Md : N
1 : 24,404 12,3 0
2 -12.31 . 1.025 0
3 -1.028 . -10.26 0

Les co#fficients de la matrice de rigidité sécante sont

pour la barre 1 :  pe(Zz4) 0.365 , pti = 1 et ptz = 1

n

pour 1a barve 2 HelZa) = 0,442 L, optl = 1 et Rtz =
pour la barve 3 : e = 1 , Mt = 1 et ptZ = 1

et les coéfficients d'encastrement pour chaque barre sont

al€1y = 0.434 , ®2€1Y = 1
al (23 = O.534 , o aZ(2) =
at (Zp - 1 L. aZERY =g

On obtignt je peint G ¢ 1.51453,2 3

Pour P = ¥.042% , les effurts ot lus différents coéfficients &

Ta tere itsvation soat les suivanis o

Barye g fd M
1 2515 17.48 . Q-
7 17,46 1.04% 4]
3 1.0iv 0. 44 !



Les coéfficients
pour 13 barre 1
pour 1a barre Z .:

pour 1a barre 3

140~

ue(l{
velt)

ye = i

fl

et leg coéfficients d'encastrement

at 1)
at (2)

al€3)

A Ja Z3eme itération les efforts

Barre
T
7

3

Les rcoéfficients

pour 1a barye 1

pour 1a barre 2

€
it

H

i

0.965
0.v59%

1

Mg

74 737

~12.4%¢

pour ta barre 2

!

!

a2(1)

az{2)

a2(3)

dee 1a matrice
ue(23il
pe(Z231

peCl)

-

n

-
—

L}

de 1a matrice de rigidité sécant

0.984 , ptt = 1 e
0.9464 , uti = 1
, BTl = 1 el ut?
pour chaque barre
1
1

1

& sont
t utz = 14
et Ytz = 1
= 1

sont

et coé¢fficients devignnent

M
12
0.
-1

d

ii

u

et les coéfficiants dfencastremant

at (1)
al(2)
al (3)
Nous Voyons

Ta barre 2

it

i1

-

G.31%

0,457

1

L

az(1}

t

-

d N
L4910 0
233 0
2i03 0
@ rigidité sécant

T 0.2Z5% , ut1 = 1
G.2a¢9 , HTl = 1
0.997 ; prt = 1
ponr chague harre
1

i

0.vve

que la troisieme rotule est apparue au

Le degrée dlencastrement

ruing st arteinte

A la 24eme jtératien

nous obtenons

e point H (2.3

22 sont

et pvZz = 1
gt Wtz = 1
sont

Zéme poweud de

de 13 pbutre gtant de 2 , la

7040, 2.0625)

R S
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, 3
Pour P9 = 2.126 , on a, 3 1a tonvergence , le point I (4.04x4D.

Z2.128)

Le araphe a-2 donne 14 courbe charge-déplacement obhtenue

Quelques remarques concernant cet excmple

---—--.—.-.-..-..._-..,—..m‘--.......--.__.-.-_....—.u-‘.---.-—-.-._--...--u----..-.....--—-

1°- On voit que 1la charge de ruine obtenue est treés voisine de 13

valeur théorique (erreup relative de 1,85 3

2% Cette légbre différence s'explique par le fait que nous avons
pris  un  critére de convergence en moments dMsm < 16“5 ,auec' un
maximum de 2% itérations Par pas de chargement . cCe qui fait

qu'aux derniers chargenents le moment dans Y3 rotule plastigue

dépasse Mp 3 1a Zékme itération (24.15 pour Pxz|,92375 ; 24.4 pour

B=2 par exemple). . En utilisant un processus dfaccélération de la
cqﬁgeﬁg&nte te nombre d'itérations (donc le volume de calcul)
serait  réduit et Mp serait plus exactement atteinf ';. on
obtiendrait alors une ua?éur Plus précise de la charge uitime |
3%~ Pour avoir  les charges cerrespondant aux différentes
rotulations , i1 suffit de prolonpger

-pour la l¥pre rd%ﬁ?e tau ter noeud de Ta barre 1): jes droites 0a

et BE (voir l& graphe a-2) i ctelles-ci se coupent en 1 peint

torrespondant 3 P=1.4n .

Vi

-pour la Zbme rotule (au ter noeud de 1a barre 2): Jes droites BE
# .
F

Bt FG ; celles—ci se Coupent en 1 point rorrespondant a P=1.937 .

oyt
B

~pour  la Iime rotyle Cau Zeéme noeud de 1a barre 2): ‘les droites

5,

FG6 et HI ; celles—-ci ge Coupent en 1 poeint correspondant &

-

Pz2.037

Yl
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ANNEXE 11

T e W Sy o — -
T ARl e L W e e

bbbt elmtn et L R T

e e T o T T T B e e b e v e T S Ve e - A o e e o
e R S refpbinnivg

Le programme de calcul wutilise est basé¢ sur 1.% meéthode
matricielle des déplacements . ] permet de caleculer ftoute
strucfure‘plane sollicitée dans son plan et constiture de bharres
=ﬂ£-ﬁe£tions fovariablies

Cette méthode consiste wssentiellement & réscudre un systeme
d’équations linéaires de la forme

[KY1.IUI = {F13
avec (K1 ™" mateice de rigidité de la structure étudiée” .
[UY : vecteur déplacements géﬁéralisés des différents noeuds
de Ya structure tdéplacements et rotations) ;. Ces

déplacements vont constituer les inconnues du probléme

(F1: wvecteuyr fortes généralisdes ( forces et moments)
dgissant sur les noeuds de Ta strycture

lLes principales étages sont les suivantes

19~ Deseription de 1a strucuture : On introduit

-1e nombre de noeuds , leurs coordonnées dans un repere lié 5 la
structure ,

~ta différence maximale .de numérotation entre 2  noeuds
consécutifs , Cette différence permet de calculer la farneur de
bande de la matrice de rigiditeé de la structure . IV g'apgit de
numéroter les noeuds de facon que cette diffé;ence sefit minimale
pour économiser le¢ plus d'espace mémoire

~Te nombre de barres , 1e numéro du ter noeud , du Z2btme noeud et

. ' vl
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les relaxations de ces noeuds i a cet effet , i1 est possibig-
Atintreduire pour chaque noeud.des degrés d'encasﬁrement partie]é

par  un  nombre péél compris entre ¢ et i (O:av%iculation ;

Trenpcastrenent parfait)

~1'inertie et la section de chaque barre constituant la structure

-Tes caractéristiques des mateériaux utilisés

-les différents types d'appuis

2°-Construction de 1a matrice de rigiditg de Ta struture

Pans le cas d'une ossatupe plane et en négliceant les
déformations d'effort tranchant | 1a matrice de rigiditeé d'une

barre dans un Tepere li¢g 3 cette barre pst ‘(voir annpexe II1);:

r‘ —
EAsL 0 . 0
{Kel = G 4ELI/7L ZEI/L
1) ZET 7L 4EI/L
n s'ensuit une relation ehtre leg efforts et Yes

»

déplacements des noetds de cette barre de Ta forme

[Fel = {Kel.er] auec

Mi 6%
[Fel=iMi : TUel= 18]
NjJ u3
o6 Mi : moment Fléchissant au noeud i de 1a barre 33
Mj : " H " [T} 3 L1} " 3]
Ni : sffort normal dans 1a parre ii
81 : rotation au noeud i



.

€1 ¢ rotation au noeud j
ui : déplacement horizontal du noeud j
supposons V'éVément ij chargé uniquemeat sux noeuds ., Dans unp

repere lié & la . barre {repkre local) , on a les relations

suivantes

MNi = -Nj
Ti = (Mi+Mjd-sL
Mi = Mt
Ny = Nj
) Ti = ~(MiaMjIsL e | 0 0
M3 = Mj
) 0 17L 1sL
rélations gue 1'on peut écrire
) 0 1 Q
{Fe'? = {R]1.I(Fel avec IR =
1 0 Q
0 ~tsL -1 AL
L 0 0 1

Le passage au repikre général de la structure s'effectue en

'introduisant une matrice de rotation de 1a forme

cos @ ~§in f 0
T4 0 ’
T = : Ti = Ti = sin @ cos & O
0 T3
C 0 1
& : angle d'inclinaison dellklément e par rapport a 1'axe ox du
repére global
on a alors 1a relation : [Fgl = [TI.IFe*']

bonc , 1Te passage du vecteur [(Fel au vecteur [Fgl est effectud
par 1'intermédiaive d'une matrice géometrrie [Fgl = IA).tFe]

avec



- 055 -5} /L_ -~5108 rL -
14l = ITI.IR): ~5ing cosd L cest s
0 i Y
cosd sing /L sind /L
sing ~cosd /L -cgsd /L
- 0 0 1 .

En résumé , la matrice de rigidité [Kel d'une barre subit en
général 2 préparations successives auantrd‘étre utilisée pour
1'assemhlage de 1a matrice de rigidité glicbale (KI de toute 1la
structure

-une matrice T} , destinde & exprimer {Kel dans un espace
avant tes dimensions de Ya structure |

~une matrice [R] , pour rapporter la matrice expansée
précédente au systeme d'axaé genéra 1iés a la structure

Etablissonsg lfexpression de 1a matrice [Kgl ainsi obtenue
nour cela considérons les déplacements cinématiquément
admissibles [0l et ful.D'apres le théortme des travaux virtuels

nous avons T - -
{Fol.Tul = [Fel . Tul ;oer tFgl - iAl.iFel

donc (Fel (Al tul = [Fel¥ru)
et ful = [ATLEUT (1) mais [Fg) = EKg1.IUY
et [Fel = [Ke}.{u}
d'oa :&ﬂ donc (gl fUY = [A}.iKel.Tul

[Kg) = [A3.IKed.(A)Y

L'assemhlage est effectué en prenant une 3 ung les matrices

el
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de ricidité et en les éclatant daps un tableau (matrice de
rigidité glohale) dont 1a dimension est £gale au nombre de degrés
de libertéd de Ta structure
| lL.a supperposition des matrices de rigidité Elémentaires
st effectude en faisant 1a somme des éldments de ces matrices
occupant 1a méwe position .
0. Introduction des conditions aux limites :
T Glagit drintroduire les différents déplacements imposées
dans le systeme d'équations lindaire
A cet effet , une des méthodes utilisées pour intreduire le
déplacement dimposé Uitdronsisté en 1'introduction d'un nomhbre
trbs arand N que 1'on ajouteré 4 létément diagonal Kii de 1a
matrice de rigidité assemblée ; on aura ainsi 1'équation
M.UT « ¥ Kii. Ui = N, Ui |
i N est plus grand que n'importe quel élcément ﬁe £ , on aura
o wiv= ui’
 Les differents types d'appuis sonl introduits suivant Jewyr
étatl;“w”‘

_noeud type 111 : on connait DOx , Dy , R

A
.o " ?01 o " Fx , Fy , R
" éﬂ b;6 ; " " Fx , by, Mz
Tw et bx By, Mz
I LI S P
" 74 ‘f110';;" _“.: D ; by , Mz
" " '011‘ . . Fx ; by , R
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Qi Dx : déplacement imposé suivant ta divection ox
D v N 1] 4] ti 1] " ":‘9
R+ votation imposée nyivant [

Wi

Fx : force suivant ox

Fy ¢ “ " oy h
" Moment dlave oz

4%~ Résolution du ‘systeme d'équations lingaires

el e e v v W & S Lae R s R Ha et e e R e e

TR AT LB AN R b o e ne e Wk e R s W e i et ey W 4N e e S

La vwvésolutien de ce systope d'éaustions w'effectuye
utifisant wune deg néthodes numériques connues :  méthode
CHOLESKY |, méfhode do BaNSS |, ete ..

On ohtient alers les déplacements deso différents noeruds deo
structure . '

- .

Ces déplacements éLant ohienus

Tes rpeactions d'appuis en introduisant ces déplacements gans

syatene dig¢quations LI FUY = [}

> 1 est facile de connaty

on

[N
L4

oo
&

™

§'.:.
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mee génér

‘Début
Béscription de 13 structure
Hom
i .= 1 , NB
~ v .
Matrice de rigidité elémentaire! [
T -

Lﬁatrice géométrie

F ]

Assemhl age de la matrice de rigidité
glohale de 1a structure

aux Timites
et déplacevents ;
~.

noeuds)

Conditions
(chargements
IMpPOSESs AuUX
charges réparties ot toncentreées
en travée ‘

A
Efforts dquivalents aux nogsuds

1

.
[ RESOLUTION
ds
impression des déplarements

caleyl et
globaux des nowvuds

*

Calcul et impression des reéaviions
d'appuis
-

L = 1 , NB
i
» [gnicu? des déplacements locaux

&
Caleul et dmprecsion des efforts
Tes barres ‘

ipternes dans

A




pefinition des principales variables

e W i for g o et W R LM e e S AN v M i A S TR Rm P e S o e e e ot M U e Uet e

NN : nembre total de noeuds de la structure (libres ot fixes)

NR " " T harres " " "
NG L de cags de chargement
ND . différence de numeérotation max. entre Z noeuds conpséoutits

LD : laroeur de la 172 bande inf, ou Sup. de la matrice globale
LD = 3.(ND+1)

N : nomhre de D.D.L. (v compris les noeuds blogqués)
N = 3NN (3 d.d.1. par nowud)

[

NZ . nomhre d'efforts dans la structure.( 3 efforts par barre
Mg , Md , NY ; N3 = 3. HB

Fv : Module d'¥oung

[

5 o

NUCNB,Z) : connectivités des harres )
UE(NB,2) :relaxations des nonuds

E,F : respectivement moment dtinertie (1) et.§i$& d;-la section A
ET(NB),EA(NR) : respectivement rigidité de f?é;?én et d'effert N
F(N) : déplacements globaux aux neeuds

SR{N3Z) :moments aux extrémites de l1a sarre et effort novmal
RS(N)-Q pfforts noﬁadi A Fx,¢9{ﬁi (aﬂx appuiggﬁé!éurs des péact.)
R1,RZ,R3, R4 Péactidﬁé dues aux charg&s de travées

KOIMN, LY ou WHGI(N,LLDD {-matrice‘dﬁ rigidité globaie de 1a struct.
(stockée sous forme bande redressée & partir de ta diagopale?

KF(2,3) - matrice de rigiditeé élémentaire

BL(3,8) matri%&«géamé?rie
‘P" .
Y

K1 : code du noeud chirgé ou d déplacement impOsSé
""’ﬁ% R

=

7 I
gy



ANNEXE TT171

MATRICE DE RIGIDITE D'UN ELEMENT BARRE

A St e A U ey e s e g
eyt vt gt vl v e

Considérons un Blément-barre i-3 d'une structure . Le
déformations des noevwds i et § sont : Yes rotations ©1 , 04 2 1
Thre extrémité i77;  les votations 92 , @5 3 1a Zéme extrémité j
Trallongement  d3 de V'éldémenty el ies déplacements reletifs  des
2 extrémités 1 et 3 (veoir Figure T3

Y3 L 1|93
| o - Y§ 7y’

TSN

5
q,

figuvre |

Le vecteur déplacements généralisds gst alors

(WY = I 81 62 d3 94 AR 68 V7 wd 13

Le wvecteur forces géngralisdées assoctié est donné par i1a relaetion
- M1 L K11 ¥tz L L K1g .

Mz
F3
M3 .
{F1 = M4 = : AUl
3]
Ma
T7 . ‘
L T8 . . Ket KRz ., ., Kag

~

Kij : «c'est la force généralisée (force ou woment) due & a4

déformation upitairve génicraliade produite en J
tallongemuent ou rotatieon)y | sinovs gque  lea autras

deformatione soent nulles
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Evaluons  par excemple Tes éléments de 1o 18ve colonne de 1a
matrice de rigidité globale (K] ., Ils représentent les forces aux
extrénités de la bharre i-37 {vaoir figure Xi} causées par

noe roration unitaive en § (831 dans Te plan ixy:.

i ' O 1

» X

figure I

Sotent : L : longueur de la barre §--3

t: section ) ) ,
Ivv,:z%,In irespectivenent moment dtinertie pdar  rapport
A ltaxe v, 1'axe z et moment d'inertie

© polaire

E,G6 respectivenent modur d'elasticitd leng., ¢t {rans.,

K11 = AFTzz 2L (pomeint an i1 dans le p{an Wy N
KZ1 = ZF¥zz »,L € ™ ¢ j % w @ wy
KT1 = O tforre axtiale dans la barre i-j)
K&t = O {moment en 5 dans 1z plan 2} .
KS1 = © S L
K&t = 0 tnoment de tovrsion)
K?t = -4F¥zu fﬂ2 {effort tranchaat dans le plan xvi'\
KE1 = 0 ¢ v " TP
On ohtient de la wéEme Facon tous les autres éléments
| v



0n a ainsi 1a matrice [K]

_4Elzz L 28Izz /L O 0 0 0  -4EIzz /L2 O ,
2EIzz /L 4EIzz sL 0 0 0 0 ~&Elzz rsL?2 0
¢ 0 Ea /L O ] 0 0 0
0 0 0 4EIyysl 2EIyysiL O 0 ~4ElyysL?
0 0 0 2Elyysi &FTyysL O 0 ~&EIyysL?
0 ' 0 0 0 0 @losl O 0
_4ETz2/1L2  -AElzz/L? 0 0o - 0 0 12&12;/@ 0
L o 0 0 -6EIyysLa -4ElyysL2 0 0 12EIyysC

En fait , es dédplacements v? et vB ne sont pas indépendants Mmais
sont dus aux rotatiens 3 chaque extréEmité de 1a barre . En les

exclyant , on a une marice (K1 simplificée E

- 4EJzz /L 2Elzz /L 0 o 0 0 -
2EIzz sL 4EIzz 7L 0 0 0 o]
0 0 ‘Eﬂ L0 0 ¢
€] 0 0 dRlIpysl ZEIvysL O
Q 0 0 2FEIywsl 4Elyy/L O
L 0 0 0 0 ¢ Glorsi
bans le cas d'une structure‘plane.rigide , nous obtenons‘a matrice

de rigidite pawticdihre (Kl

4LIzz 7L 2EYzz /L 0
28Iz /L 4Eizz L 0
0 0 Fa sL

.




