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Abstract: This work deals with the fractional order control of nonlinear systems. A conventional PID controller
and fractional order one (PI“DP) are synthesized and compared in term of dynamic performances of the TRMS system.
Then, different nonlinear control approaches of fractional order are proposed for different classes of nonlinear systems.
For the first class of nonlinear TITO systems, some structures of sliding mode control with fuzzy logic are designed to
overcome the chattering phenomena. Different sliding surfaces of integer order (PD, PID) and fractional order (PD?,
PID") are proposed. For the second class of nonlinear SITO systems, sliding mode controllers of integer order and
fractional order were also proposed. In order to improve the performance of the system in closed loop, the algorithm of
particle swarm (PSO) is used to optimize the control laws parameters. Numerical simulations were performed to
highlight the performances of the proposed approaches. The simulation results shows the superiority of the fractional
order control compared with the integer order one in the most cases.

Key words: fractional order calculus, TRMS, TITO system, SITO system, PID controller, PID? controller,
sliding mode control, PSO algorithm.

Résumé: La théorie du calcul fractionnaire fait I’objet de multiples études depuis plusieurs années. L’objectif visé
par le présent travail de thése est 1’utilisation de cette théorie pour la synthése de lois de commande pour plusieurs
classes de systémes dynamiques. Dans un premier lieu, des commandes par PID classique et PID fractionnaire (PI“D")
sont synthétisées pour le systéme Twin Rotor Mimo System (TRMS). Ensuite, plusieurs approches de commande non
linéaires d’ordre fractionnaire sont proposées pour différents systémes non linéaires. Pour les systémes non linéaires
Two Inputs Two outputs (TITO), différentes structures de commande par mode glissant combiné avec la logique floue
¢laborées afin de remédier aux problémes de chattering ont été ¢élaborées. Des surfaces de glissement d’ordre entier
(PD, PID) et d’ordre fractionnaire (PD®, PI°D“) sont proposées. Pour des systémes non linéaires Single Input Two
Outputs (SITO), des commandes par mode glissant d’ordre entier et d’ordre fractionnaire ont été également
synthétisées. Afin d’optimiser les valeurs des paramétres des lois de commande proposées, 1’algorithme d’optimisation
par essaim de particules (OEP) a été utilisé. Les résultats de simulation ont démontré la supériorité, en terme de
performances des commandes d’ordre fractionnaire par rapport a celle d’ordre entier dans la majorité des situations.

Mots clés: calcul d’ordre fractionnaire, TRMS, systéeme TITO, systéme SITO , régulateur PID, régulateur PI'DP,
commande par mode glissants, algorithme OEP.
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Introduction Générale

0.1 Introduction

Durant les derniéres décennies, un progrés considérable a été remarqué dans le déve-
loppement de lois de commandes en automatique. Ainsi, un grand nombre d’approches
sont proposées par les chercheurs allant du PID jusqu’aux techniques les plus élaborées.

La commande par PID est supposée étre la commande linéaire de base qui a été
appliquée avec succés dans le milieu industriel aussi bien pour les systémes linéaires que
pour les systémes non linéaires ot le point de fonctionnement change uniquement dans la
limite de linéarisation.

La commande par mode glissant est une commande non linéaire naturellement discon-
tinue, basée sur la commutation de fonctions de variables d’état, utilisées pour créer une
variété ou hyper-surface de glissement, dont le but est de forcer la dynamique du systéme
a coincider avec celle définie par ’équation de 'hyper-surface. Quand I’état est maintenu
sur cette hyper-surface, le systéme se trouve en régime glissant. Sa dynamique demeure
alors insensible aux perturbations extérieures et paramétriques tant que les conditions
du régime glissant sont vérifiées. Ce type de commande présente plusieurs avantages tels
que la robustesse, la stabilité, et la simplicité de réalisation. Cependant, le phénoméne
de chattering ou broutement provoqué par la partie discontinue de cette commande peut
avoir un effet néfaste sur les actionneurs. Pour remédier a cet inconvénient, plusieurs so-
lutions ont été proposées dans la littérature. Dans |1], les auteurs introduisent une bande
de transition autour de la surface de glissement qui consiste a remplacer la fonction de
commutation dans la commande par une fonction de saturation. D’autres approches [2],
[3] ont été également proposées, combinant le mode de glissement avec la commande par
logique floue pour développer une commande hybride appelée fuzzy-sliding mode control.

I’ensemble des lois de commande développées contenaient des actions dérivées et in-

tégrales d’ordre entier. Par ailleurs, I'extension du calcul classique (d’ordre entier) vers
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Introduction Générale

le calcul d’ordre non entier conduit au calcul fractionnaire. Les premiéres études systé-
matiques de ce dernier furent développées au 19°™ siécle par Liouville, Riemann et Hol-
megren [4]. Ainsi, les commandes d’ordre entier ont été étendues aux commandes d’ordre
fractionnaire.

Les premiéres utilisations des commandes d’ordre fractionnaire, reviennent & Ousta-
loup qui a développé la Commande Robuste d’Ordre Non Entier (CRONE) [5, 6, 7, 8, 9],
puis Podlubny [10], qui propose le régulateur P1¢D”. En 2003, Calderon [11] a élargi la
commande par mode glissant d’ordre entier a la commande par mode glissant d’ordre frac-
tionnaire ; et ouvrit la porte a la recherche dans ce nouveau champ, ot plusieurs approches
par mode glissant d’ordre fractionnaire ont été proposés telles que : la commande par mode
glissant d’ordre fractionnaire basée sur 'ajustement automatique des paramétres pour la
commande de vitesse du moteur synchrone a aimant permanent [12], la commande par
mode glissant d’ordre fractionnaire pour un bras manipulateur flexible [13], la commande
par mode glissant d’ordre fractionnaire pour un systéme de freinage non blocables [14], la
commande par mode glissant terminal d’ordre fractionnaire pour une classe des systémes
dynamiques avec incertitude [15] et la commande flou-mode glissant d’ordre fractionnaire
pour un systéme a double réservoirs et bras manipulateur [16]; le calcul fractionnaire est
introduit afin de déterminer des variétés de surfaces de glissement.

Il est & noter que le probléme majeur de la commande réside dans le manque de
méthodes systématiques pour le choix des valeurs des paramétres, en particulier dans
le cas des systémes non linéaires interconnectés. La conception et la synthése se basent
sur 'expertise et les connaissances a priori sur le processus a commander. Pour remédier
& cet inconvénient, plusieurs techniques d’optimisation ont été utilisées afin de calculer
d’une maniére optimale les paramétres des lois de commande d’ordre fractionnaire. On
peut citer, entre autres; les algorithmes génétiques, les algorithmes de colonies de fourmis
et 'essaim de particules... Ces derniers, appelés méthode d’optimisation par essaim de
particules (en anglais, Particle Swarm Optimization PSO) [17] s’inspire du comportement
des animaux vivant en essaims (abeilles, oiseaux, poissons. .. etc). Les algorithmes PSO
seront utilisés dans le présent travail de thése pour le calcul des paramétres des lois de

commande d’ordre fractionnaire que nous synthétiserons.
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0.2 Contributions et organisation de la thése

L’objectif visé par notre travail est le développement de nouvelles techniques de com-
mande basées sur le calcul d’ordre fractionnaire notamment lors de I'utilisation des modes
glissants ol peu de résultats sont disponibles dans la littérature.

Le travail de thése est principalement organisé en quatre chapitres

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions de base sur les algorithmes
d’optimisation de type PSO en mettant en évidence leurs principes ainsi que leur mode
de déroulement algorithmique.

Dans le second chapitre, nous présentons quelques notions de base sur le calcul et les
opérateurs d’ordre fractionnaires en mettant en exergue leurs propriétés mathématiques.
La description des systémes par modéles d’ordre fractionnaire linéaires et non linéaires
est ensuite explicitée. Les approximations numériques des opérateurs d’ordre fractionnaire
sont également présentées. Nous synthétisons ensuite une loi de commande PID d’ordre
fractionnaire optimisée par PSO pour le systéme TRMS (Twin Rotor Mimo System).

Le troisiéme chapitre présente une premiére contribution portant sur I’élaboration de
surfaces de glissement d’ordre fractionnaire (PD* et P1*D®) pour la conception de lois de
commande hybrides floue-mode glissant d’ordre fractionnaire des systémes non linéaires
TITO (Two inputs Two Outputs). Cette proposition nous conduit a une représentation
d’état de la dynamique réduite des erreurs sous forme d’un systéme linéaire d’ordre frac-
tionnaire, chose qui facilite la démonstration de stabilité en utilisant les théorémes existant
dans la littérature [18]. Les paramétres des lois de commande proposées sont optimisées
par par l'algorithme PSO.

Dans le quatriéme et dernier chapitre la contribution porte sur le développement de lois
de commande par mode glissant d’ordre fractionnaire optimisées par PSO des systémes
SITO (Single Input Two Outputs) non linéaires. Une étude comparative entre les com-
mandes d’ordre entier et celles d’ordre fractionnaire est menée afin de mettre en évidence
les performances de chacune d’entre elles.

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats obtenus dans ce travail

et les perspectives qu’ils permettent d’ouvrir.
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Chapitre 1

Optimisation par essaim de particules

(OEP)

1.1 Introduction

La solution des problémes d’optimisation constitue, actuellement, un axe de recherche
privilégié de plusieurs équipes de recherche, vu I'importance capitale qu’elle revét dans
notre vie quotidienne. Ce domaine de recherche fait appel & des méthodes mathématiques
et informatiques [19]. La solution d’un probléme d’optimisation consiste & rechercher une
solution d’une qualité suffisante parmi un ensemble de solutions au regard d’un (des)
critére(s) donné (s) et des objectifs a satisfaire. Elle consiste & maximiser ou & minimiser
une ou un ensemble de fonctions fitness en respectant des contraintes liées au probléme
traité. Dans la littérature on trouve plusieurs algorithmes d’optimisation, parmi eux celui
de 'optimisation par essaim de particules.

L’optimisation par essaim de particules (OEP), ou en anglais Particle Swarm Opti-
mization (PSO) est une méta-heuristique d’optimisation qui utilise une population de
solutions candidates pour développer une solution optimale au probléme, cet algorithme
a été inventé par Russel Eberhart (ingénieur en électricité) et James Kennedy (socio-
psychologue) en 1995 [17]. Cette méthode est inspirée du comportement social des ani-
maux évoluant en essaim, tels que les bancs de poissons et les vols groupés d’oiseaux
[20], |21]. Reynolds a montré qu’un essaim réaliste d’oiseau pourrait étre programmé en
mettant en application trois régles simples : assortir la vitesse des voisins, orienter pour
le centre percu de l'essaim, et éviter les collisions [22].

Cette approche est basée sur la coopération entre individus simples souvent appelés des
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FIGURE 1.1: Exemple d’essaim de particules (Oiseaux).

particules. Ces derniéres possédent une capacité de mémorisation dans le sens ol chaque
particule se rappelle de sa meilleure position visitée et la meilleure position trouvée dans
son voisinage. Chaque particule se déplace alors selon une trajectoire perturbée en utilisant
les informations sur la position et la vitesse [23].

L’OEP est un algorithme simple et efficace qui commence par un certain nombre de
particules placées de maniére aléatoire dans I’espace de recherche et initialisées avec des

vitesses aléatoires.

1.2 Formalisation

Dans I’algorithme d’optimisation par essaim de particules, un ensemble d’individus ap-
pelés particules, sont originellement disposés de facon aléatoire et homogéne, se déplacant
dans I'espace de recherche et constituant, chacune, une solution potentielle.

Chaque particule dispose d’'une mémoire concernant sa meilleure solution visitée ainsi
que la capacité de communiquer avec les particules de son entourage. Ensuite, & chaque

itération :
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— Chaque particule est capable d’évaluer la qualité de sa position et de garder en mé-
moire sa meilleure position qu’elle a atteint jusqu’ici (parfois la position courante)
et sa qualité (la valeur de la fonction & optimiser en cette position).

— Chaque particule est capable de communiquer avec un certain nombre de ses voi-
sins et d’obtenir de chacune d’elles sa propre meilleure performance (et la qualité
afférente).

— Chaque particule choisit la meilleure performance parmi les meilleures dont elle a
connaissance, modifie sa vitesse en fonction de cette information et de ses propres
données et se déplace en conséquence.

Pour réaliser son prochain mouvement, chaque particule combine les trois tendances
suivantes : suivre sa propre vitesse, revenir vers sa meilleure performance, et aller vers la
meilleure performance de ses informatrices. Une fois la meilleure informatrice détectée, la
modification de la vitesse est une simple combinaison linéaire de ces trois tendances. La

stratégie de déplacement d’une particule est illustrée par la figure 1.2.

x‘xl Wers la meillaure
J,J performance de 1" essaitn

Position
actuelle —,

= .
" Wers le point accessible
! avec savitesse courante

-

FIGURE 1.2: Déplacement d’une particule.

1.2.1 Nombre de particules

Le nombre n de particules allouées a la résolution du probléme dépend essentiellement
de deux parameétres :

La taille de I'espace de recherche D et le rapport entre les capacités de calcul de
la machine et le temps maximum de recherche. Il n’y a pas de régle pour déterminer ce
parameétre n, mais réaliser de nombreux essais permet de se doter de 'expérience nécessaire
a 'appréhension de ce paramétre.

Ce qui compte, c’est plutot le nombre de fois ot la fonction fitness doit étre évaluée car
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dans la plupart des problémes réels, cette évaluation nécessite un temps non négligeable,
et évidement, pour une itération, ce nombre d’évaluation est égal au nombre de particules.
Donc si nous voulons réduire le nombre total d’évaluations nécessaires pour trouver une
solution, nous sommes au contraire tentés de diminuer la taille de I’essaim. Mais un essaim
trop petit risque de mettre trés longtemps pour trouver une solution ou méme ne pas la
trouver du tout. Donc il y a un compromis & trouver. Empiriquement, les expérimentateurs
ont proposé des tailles de 'ordre de 20 a 30 particules qui, en effet, se révélent tout a fait

suffisante pour résoudre la quasi-totalité des problémes de test classiques [24].

1.2.2 Initialisation de ’essaim

La position des particules ainsi que leur vitesse initiale doivent étre initialisés aléatoi-
rement selon une loi uniforme sur [0, 1].

Mais en pratique, il n’est pas souhaitable que trop de particules tendent & sortir de
I’espace de recherche dés le premier pas du temps, ni d’ailleurs plus tard. Pour les premiéres
formulations nous nous contentons de tirer au hasard les valeurs des composantes de

chaque position et vitesse, selon une distribution uniforme dans :

[(xmin - xmax) /27 (xmax - xmin) /2] (11)

1.2.3 Equation de mouvement

On considére un ensemble de n particules et une fonction objective f que ’on cherche
4 minimiser sur un espace de recherche D. Pour chaque particule, on définit son vecteur
de position x; = [x;1, T, ..., T;p], et son vecteur de vitesse v; = [v;1, Vg, ..., v;p|. La qualité
de sa position est déterminée par la valeur de la fonction objectif f dans chaque itération.
Cette particule garde en mémoire la meilleure position par laquelle elle est déja passée,
que l'on note Pbest; = (pbest;1, pbestsa, ..., pbest;p). Gbest = (gbesty, gbests, ..., gbestp)
correspond & la meilleure position atteinte par les particules de 'essaim. Nous nous ré-
férons a la version globale de ’OEP, ou toutes les particules de I'essaim sont considérées
comme voisines de la particule 4, d’ou la notation Gbest (global best).

Au départ de I'algorithme, les particules de I’essaim sont initialisées de maniére aléatoi-
re/réguliére dans I’espace de recherche du probléme. Ensuite, A chaque itération, chaque
particule se déplace, leurs vitesses de déplacement et leurs position a Uitération (k + 1)

sont mises a jours. Les équations régissant cette étape sont données par (1.2) et (1.3)
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respectivement [25] :

vfjl = wvﬁj + clr’fm(pbestf’j — a:fj) + 02r§i7j(gbestf — xﬁj),j e{1,..,D} (1.2)

Pbestt, si f(afth) > Pbest?

Pbestf ! =
¥ sinon
k+1 k k41 -
vt =+ g e{1,..., D} (1.3)

w : s’appelle le facteur d’inertie, il sert a controler 'influence de la direction de dépla-
cement sur le déplacement futur.

c1 et co @ sont des constantes positives, appelées respectivement le facteur cognitif et
le facteur social permettant le controle du comportement individuel et collectif de chaque
particule.

r1 et 7o : sont des nombres aléatoires distribués uniformément dans l'intervalle [0,1].
A Ditération (k + 1), les deux vecteurs Pbest; et Gbest sont mis a jour, dans le cas d'une

minimisation suivant les deux équations (1.4), et (1.5) [25].

Pbestt, si f(a¥th) > Pbest?

Pbestit! = (1.4)
¥ sinon
Gbest™ = arg I]lf)lir;f(PbestfH), 1<i<n (1.5)

ol f c’est la fonction de cout.
La procédure de 'optimisation par essaim de particules est résumée par 1’algorithme
(1.1). Le critére d’arrét peut étre différent suivant le probléme posé. Si Poptimum global

est connu a priori, on peut définir une “erreur acceptable” € comme critére d’arrét |24).

1.2.4 Confinement d’intervalle

Lors de I’évolution de 'essaim, il peut arriver qu’une particule sorte de I'espace de
recherche initialement défini; Pour s’affranchir de ce probléme, plusieurs approches ont
été proposées dans la littérature. On peut introduire une vitesse maximale (notée V,,..)
qui va permettre de controler 1”’explosion” du systéme, comme indiqué dans ’algorithme
(1.2) |26]. Dans [27] on trouve une étude sur le comportement de 'OEP suivant cette

proposition.

18



Chapitre 1. Optimisation par essaim de particules (OEP)

Tableau 1.1: Algorithme d’optimisation par essaim de particules
Algorithme 1.1

Initialisation aléatoire de n particules : position et vitesse.
Evaluation de la position de chaque particule

Pour chaque particule ¢, Pbest; = x;

Calcul de Gbest selon I'équation (1.5)

Tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait faire :
Déplacement des particules selon les équations (1.2) et (1.3)
Evaluation des positions des particules

Mise & jour de Pbest; et Gbest selon les équations (1.4) et (1.5)
Fin

© 00N Ut W

Tableau 1.2: Fixation de la vitesse maximale
Algorithme 1.2
1. Si Ullfj > Vinax alors

. vffj = Vinax

. Fin si

. Si Ullfj < —Vinax alors

. ’Us]’ = —Vinax

. Fin si

Oy O = W N

De plus, une stratégie de confinement d’intervalle peut étre introduite ; cette stratégie
permet de ramener une particule sortie de I’espace de recherche a 'intérieur de celui-ci.

Supposons, pour simplifier, que 'espace de recherche soit [Zymin, Tmaee]” avec D est la
dimension de ’espace de recherche.

Alors ce mécanisme stipule que si une coordonnée xfjl, calculée selon les équations
de mouvement, sort de l'intervalle [Z,in, Tmaz], On lui attribue en fait la valeur du point
frontiére le plus proche. En pratique, cela revient donc & remplacer la deuxiéme ligne des

équations de mouvement (1.3) par :

k+1
1]

= min(max(xﬁj + 0 Tin)s Tanax) (1.6)

"%. Z?]

En outre, on compléte souvent le mécanisme de confinement par une modification de
la vitesse, soit en remplacant la composante qui pose probléme par son opposée, souvent
pondérée par un coefficient inférieur a 1, soit, tout simplement, en ’annulant.

Plus généralement, le principe méme du confinement consiste a dire ceci : « si une
particule tend a sortir de ’espace de recherche, alors la ramener au point le plus proche
qui soit dans cet espace et modifier sa vitesse en conséquence ». Il permet de définir
les confinements nécessaires a des problémes a granularité non nulle (Positions a valeurs

entiéres, par exemple) ou & des problémes (combinatoires, en général) dont les solutions
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doivent avoir toutes les coordonnées différentes.

1.2.4.1 Coefficient de constriction

Une autre approche pour le controéle de la convergence des particules au sein de ’essaim
est présentée par Clerc en 2002 [28]. Cette méthode utilise un facteur de constriction x
qui combine les paramétres w, c1, co. Les études effectuées par Clerc et Kennedy ont
démontré qu'une bonne convergence, une prévention de ’explosion de 1’essaim, peut étre
assurée en rendant dépendants les paramétres w, c;, co. Par 'utilisation du coefficient de
constriction 'équation (1.2) devient :

Ufjl =X [Uﬁj + (I)ﬂ"i',j (pbeStﬁj - xf]) + @27’]51,3' (966575? - xf;)] (1.7)

Avec :

2
YT h-e—ver— 19|

(1.8)

ol & =P + Py, ¢ > 4.

Par observation on remarque que cette structure modifiée de 'algorithme OEP est
équivalente a 'OEP original avec : w <> x, ¢1 <> xP1 et co > xPs.

Avec de nombreux tests effectués dans [28|, les valeurs optimales de ®;, ®, sont dé-

terminés. Généralement, on prend ® = 4.1 et &; = 5 = 2.05, ce qui donne un coefficient

Y = 0.7208844.

1.2.5 Critére d’arrét

En effet, 1a convergence vers la solution optimale globale n’est pas garantie dans tous
les cas. Il est donc important de doter ’algorithme d’une porte de sortie en définissant un
nombre maximum d’itérations. Le programme s’arréte alors si et seulement si le nombre
maximum d’itérations est atteint ou que la valeur du critére obtenue est acceptable pour

I'utilisateur.

1.3 Application de ’algorithme OEP

Les algorithmes d’OEP ont été appliquées a des problémes d’optimisation classiques

telles que la planification, le probléme de voyageur de commerce, ’apprentissage des ré-
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seaux de neurones, et la répartition des taches, & des applications hautement spécialisées
telles que la puissance réactive et controle de tension [29], Penregistrement d’image bio-
médicale [30] , et méme la composition de la musique [31]. Au cours des derniéres années,
I'algorithme OEP est devenu également un choix privilégié pour de nombreux chercheurs
pour la manipulation optimisation multi-objectifs [32]| et problémes d’optimisation dyna-
mique [33].

L’une des premiéres applications de ’OEP était I’évolution des structures de réseaux de
neurones artificiels. Eberhart a utilisé 'OEP pour remplacer I'algorithme d’apprentissage
traditionnel retro-propagation dans un perceptron multicouche [26]. En raison de son
comportement de convergence rapide, 'utilisation de ’OEP pour I'apprentissage de réseau
de neurones peut quelques fois économiser une quantité considérable de temps de calcul
par rapport aux autres méthodes d’optimisation.

Le tableau 1.1 dans la page suivante montre une liste des exemples d’applications de

Ialgorithme d’OEP qui peuvent étre trouvés dans la littérature.

1.4 OEP et hybridation

L’hybridation est une procédure consistant a combiner des méthodes de résolution des
problémes d’optimisation, pour tirer profit des avantages qu’offre chaque méthode. Mais
'algorithme résultant risque d’hériter également de leurs faiblesses [25]. Dans ce qui suit
on donne des exemples d’hybridation de I'algorithme d’OEP avec d’autres algorithmes.

En 1998, Angeline a proposé la premiére hybridation de I'algorithme OEP avec ’algo-
rithme génétique [68] dont le but est de sélectionner les bonnes particules qui vont subir
une mutation et d’éliminer les mauvaises particules. Puis, Lian et al ont proposé en 2006
une nouvelle version de l'algorithme OEP avec 'algorithme génétique nommé NPSO [69]
dans laquelle ils ont intégré les opérateurs de croisement et de mutation dans les étapes
de la version classique de I'algorithme OEP.

L’algorithme OEP est aussi hybridé avec les algorithmes de colonies de fourmis, tels
que proposé par Shelokar et al, en 2007 [70|, et Zang et al, en 2009 [71]. Dans ces approches
hybrides I'algorithme de colonie de fourmis a été utilisé en tant que méthode de recherche
locale permettant la mise a jour des positions des particules.

Enfin, il existe dans la littérature plusieurs méthodes hybridant 1’algorithme OEP avec
d’autres approches. Nous citons entre autres, OEP avec la recherche Tabou [72], [73]; OEP

avec le recuit simulé |74]...etc.
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Tableau 1.3: Une sélection représentative de 'application de 'OEP.

Probléme Auteur Rétérence
-probléme de voyageur de commerce -G.C. Onwubolu et al. [34]
-probléme de sac a dos -J. C. Bansal et al. [35]
-affectation des tache -A. Salman et al. |36]
-réseaux de neurones artificiels -J. Kennedy et al. [22]
-R. Mendes et al. [37]
-A.v.E. Conradie et al. 138]
-V.G. Gudisz et al. [39]
- J-R. Zhang et al. [40]
-bioinformatique -E.S. Correa et al. |41]
-V.L. Georgiou et al. [42]
-applications industriel -S. Katare et al. [43]
-R. Marinke et al. [44]
-puissance réactive et controle de tension | -H. Yoshida et al. [29]
-commande par PID -Z-L. Gaing |45]
-commande par FOPID -H. Ramezanian et al. |46]
-Z. Bingul et al. [47]
-commande par logique floue -Z. Bingul et al. [48]
-commande par mode de glissement - H. Abderrezek et al. [49]
- M. Taherkhorsandi et al. | [50]
-commande par floue-mode de glissement | - R. Hooshmand et al. [51]
-enregistrement d’image bio-médical -M.P. Wachowiak et al. [30]
-systémes de puissance -G.K. Venayagamoorthy [52]
-applications électromagnétique -S. Mikki et al. [53]
-systéme PVT -I. Tabet et al. |54]
-problémes multi objectif -J. Moore et al. [55]
-C.A. Coello et al. [56]
-J.E. Fieldsend et al. [57]
-X. Hu et al. [58]
-K.E. Parsopoulos et al. [59]
-problémes dynamique -A. Carlisle et al. |60]
-X. Hu et al. |61]
-R.C. Eberhart et al. [62]
-A. Carlisle et al. |63]
-T. Blackwell et al. [64,65]
-S. Jason et al. |66]
-D. Parrott et al. |67]
-X. Li et al. 133]
-musique -T.M. Blackwell et al. [31]

1.5 Exemple de test

Afin de montrer la dépendance de I'algorithme OEP de ses paramétres, tels que, la
dimension du probléme (D), le nombre de particules (n) et le nombre d’itérations (k)
ainsi que la complexité du probléme, nous avons effectué une série de tests sur les deux

fonctions (1.9) et (1.10). Ces deux fonctions possédent chacune un optimum global égal a
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Fi(x) = X 3
Fonction Sphre i=1 (1.9)
T = [x1, Tg,....,xp] € [—-10, 10]
D
Fy(z) = ¥ (2 — 10. cos(2mz;) + 10)
Fonction Rastrigin i=1 (1.10)

-, xp] € [-5.12, 5.12]

Les paramétres &1, &, et x de 'algorithme OEP utilisé dans cette étude sont fixés a

2.05, 2.05 et 0. 7298 respectivement. La série de tests est effectué avec les trois scénarios

suivant :

— Le premier scénario : on fixe le nombre d’itérations k£ et le nombre de particules n

a 100 et 20 respectivement, et on varie la dimension du probléme D.

— Le deuxiéme scénario : on fixe le nombre d’itérations £, et la dimension du probléme

D a 100 et 10 respectivement, et on varie le nombre de particules n.

— Le troisiéme scénario : on fixe la dimension du probléme D et le nombre de parti-

cules n a 10 et 20 respectivement, et on varie le nombre d’itérations £.

Aprés une série d’expériences de 5 essais chacune; les résultats de simulation sont

donnés par les figures 1.3, 1.4 et 1.5 et les tableaux 1.4, 1.5 et 1.6 :
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FIGURE 1.3: Résultats de simulation du scenario 1; a) pour la fonction Fj, b) pour la

fonction F5

D’aprés les courbes d’évolution des deux fonctions présentées par les figures 1.3, 1.4

et 1.5; et les tableaux 1.4, 1.5 et 1.6, on peut remarquer que :
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FIGURE 1.4: Résultats de simulation du scenario 2; a) pour la fonction Fj, b) pour la
fonction F5
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FIGURE 1.5: Résultats de simulation du scenario 3; a) pour la fonction Fj, b) pour la
fonction I

Tableau 1.4: Minimum global en fonction de la dimension du probléme D.

Fonction | Minimum global D=10 D=20 | D=30
Fy 0 2.044 * 107Y | 0.02319 | 0.4354
E 0 0.0001421 5.45 32.73

— l'augmentation de la dimension du probléme empéche ’algorithme de trouver I'op-

timum global.

— le bon choix du nombre de particules (n) peut aider a converger rapidement vers
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Tableau 1.5: Minimum global en fonction du nombre de particules .

Fonction | Minimum global | n=>5 n=10 n=20
Fy 0 0.3268 | 0.001591 | 3.23 * 10~
E 0 22.38 | 0.1816 0.0008876

Tableau 1.6: Minimum global en fonction du nombre d’itérations k.

Fonction | Minimum global | £=20 k=50 k=100
F 0 0.008246 | 0.0003399 0.0001712
Ey 0 3.982 0.01735 | 4.909 * 10-°

I'optimum global.

— selon la dimension du probléme (D) et le nombre de particules (n), il faut donner
un nombre suffisant d’itérations pour que l’algorithme converge vers I'optimum
global.

— on peut observer aussi que dans la plupart des cas, 'optimum global de la fonction
(F1) est meilleur que celui de la fonction (F3); alors, on constate qu’il y a égale-
ment, une relation de dépendance entre ’algorithme et la complexité du probléme

d’optimisation.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un intérét particulier a été porté a la méthode d’optimisation par es-
saim de particules (OEP). Cette derniére, inspirée des déplacements d’animaux en essaims,
a connu un grand succés depuis sa découverte. Sa relative simplicité et son efficacité en
font un des algorithmes les plus utilisés de nos jours. D’abord, nous avons commencé par
citer son principe, son origine, sa formulation, ses applications ainsi que son hybridation
avec d’autres méthodes d’optimisation. Pour montrer la dépendance de ’algorithme OEP
de ces paramétres, nous avons donné un exemple de test sur deux fonctions usuelles. Dans
les chapitres suivants nous fournirons plus de détail sur I'application de cet algorithme

d’optimisation dans la commande des systémes dynamiques non linéaires.

25



Chapitre 2

Sur la théorie du calcul d’ordre

fractionnaire

2.1 Introduction

Le calcul d’ordre fractionnaire est un sujet mathématique dont I’histoire remonte &
plus de 300 ans. L’idée du calcul fractionnaire est connue depuis le calcul d’ordre entier;
la premiére référence étant probablement celle 'associant a Leibniz et de I’'Hopital en
1695 ou la dérivée d’ordre demi (1/2) de la fonction f(¢) par rapport & la variable ¢ a
été mentionnée. A Pheure actuelle, on assiste au développement rapide de nombreuses
applications du calcul fractionnaire. Ces phénoménes mathématiques nous permettent de
décrire et modéliser un objet réel d’'une maniére plus précis que les méthodes classiques
"entiéres" ; car les objets réels sont généralement d’ordre fractionnaire [6], [75], [76]. Pour-
tant un exemple simple de mécanique des fluides montre comment la dérivée d’ordre un
demi apparait tout naturellement quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant laté-
ralement d’un écoulement fluide en fonction de I’évolution temporelle de la source interne.
Dans ce chapitre on présente, les définitions de 'opérateur d’ordre fractionnaire les plus
connues dans le domaine des mathématiques, les fonctions associées & ces définition, leurs
principales propriétés qui nous seront utiles dans la suite de notre étude, la transformée
de Laplace ainsi que les méthodes d’approximation de 'opérateur d’ordre fractionnaire.
On présente aussi une vue générale sur les systéemes linéaires et non-linéaires d’ordre frac-
tionnaire, leurs condition de stabilité ainsi que quelques approches de commande d’ordre
fractionnaire, puis on termine par un exemple d’application.

Dans ce chapitre on présente, les définitions de 'opérateur d’ordre fractionnaire les plus
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connues dans le domaine des mathématiques, les fonctions associées & ces définition, leurs
principales propriétés qui nous seront utiles dans la suite de notre étude, la transformée
de Laplace ainsi que les méthodes d’approximation de I'opérateur d’ordre fractionnaire.
On présente aussi une vue générale sur les systémes linéaires et non-linéaires d’ordre frac-
tionnaire, leurs condition de stabilité ainsi que quelques approches de commande d’ordre

fractionnaire, puis on termine par un exemple d’application.

2.2 Théorie de la dérivée d’ordre fractionnaire

2.2.1 Fonctions spécifiques pour la dérivée d’ordre fractionnaire

Dans la théorie du calcul fractionnaire, il existe deux fonctions jouant un role trés
important, telle que la fonction Gamma Euler et la fonction Mittag-Leffler [77] présentées

ci-dessous.

2.2.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma. Cette
fonction généralise la factorielle n!, et permet & n de prendre des valeurs non entiéres. La

définition de la fonction Gamma sous forme d’intégrale est donnée par 78], [79] :

I'(z) = /e_ttz_ldt, z2>0 (2.1)

0
Il est évident que l'intégrale (2.1) converge pour tout z € C, pour lequel Re(z) > 0.

La formule de récurrence (2.2) est obtenue a partir de l'intégration par parties de (2.1).

[(z+4+1) =2I'(2) (2.2)

Evidemment I'(1) = 1, en utilisant la formule (2.2), on obtient pour z = 1,2, 3, ...

TI(3) =3 (2.3)

Une autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle a des poles simples
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pour z =0,—-1, -2, -3, ...

Son expression est :

Avec :

o(z) = /e’ttzfldt (2.5)

1
Ceci signifie que pour des valeurs entiéres négatives, la fonction Gamma tend asymp-

totiquement vers l'infini.

2.2.1.2 La fonction Mittag-Lefller

Dans le calcul d’ordre entier la fonction exponentielle exp(z) joue un réle important.
De méme, dans le calcul d’ordre fractionnaire la fonction Mittag-Leffler joue également
un role trés important [78].

Dans la littérature on distingue deux fonctions usuelles :

— La fonction de Mittag-Leffler & un paramétre est donnée par la formule suivante :

Eu(z) = g) F(a;m a>0 (2.6)

Cette fonction a été introduite par Mittag-Leffler en 1903 [78].

La fonction exponentielle usuelle correspond & une valeur de aw = 1 [79].

El(z)zémzéﬁzez (2.7)

En 1953, la fameuse fonction de Mittag-Leffler 4 deux paramétres E, 5(z) a été intro-
duite par Agarwal [80]. Sa définition fut modifiée plus tard par Erdélyi et al. [81] pour

devenir,

00 Zk
Eop(2) = kgo T(ak + B) a,f>0 (2.8)

2.2.2 Définitions de la dérivée d’ordre fractionnaire

Les opérateurs fractionnaires differo-integral notés par ,Dy*, Ou a et ¢ sont les limites

de l'opération et @ € R sont une généralisation de l'intégration et de la différenciation
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des opérateurs d’ordre non entier. L’opérateur differo-intégral continu est donné par :

i—c; pour o >0
Di =191 pour o =0 (2.9)

[Hdr)* pour a <0

Dans la littérature, on trouve des différentes définitions des opérateurs d’ordre frac-

tionnaire, mais les plus couramment utilisés sont :

2.2.2.1 Définition de Riemann-Liouville (RL)

Soient o € R™ et [ une fonction localement intégrable définie sur [a + oo].

L’intégrale fractionnaire d’ordre o de f de borne inférieure a a est définie par [82] :

1

210 = o [ (= f ) (2.10)

La dérivée fractionnaire d’ordre v de f est définie par [82] :

appy . Loodm ot f(7)
Dif(t) = L(m — «) dt™ /(z (t — 7-)1*(”%&) dr (2.11)

Ou le nombre entier m est tel que m —1 < a <m
Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut aussi étre définie & partir de I’équation (2.10)

comme suit :

DEFE) = S (I () (2.12)

2.2.2.2 Définition de Caputo

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo peut étre écrite comme suit

1761, [83] :

appy L e
DT = Fo = / T (2.13)

Avecm—1<a<m
Dans les conditions initiales homogénes les définitions de Riemann-Liouville, et Ca-
puto sont équivalentes. Notons la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville par

RLDaT(t) et 1a définition de Caputo par ¢ D f(t), alors la relation entre eux est :
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m—1

RL N« C na t_a)k_a
BT = EDE 0 + 3

e Y@ (2.14)

Les conditions initiales pour les équations différentielles d’ordre fractionnaires avec les
dérivées de Caputo sont dans la méme forme que pour les équations différentielles d’ordre
entier. Il est un avantage parce que les problémes d’application, exigent des définitions de

dérivées fractionnaires, ou il y a des interprétations scalaires de conditions initiales, qui

contiennent f(a), f' @, f»(a), ...etc [84].

2.2.2.3 Définition de Griindwald-Leitnikov (GL)

Une définition élémentaire de la dérivée entiére d’une fonction f au sens de GL peut

étre formalisée de la fagon suivante |76] :
. |l ™
DI f () =1im — > (-1) f(t—k.nh) (2.15)
k_

m
Ol h est la période d’échantillonnage et les coefficients binomiaux sont donnés

par :

m m)!
p | K (m—k) (2.16)

En remplacant entier m par l'ordre fractionnaire a € R™, et la formule (2.16) par

I’expression suivante :

o T 1
- (a+1) (2.17)
L F(k—i—l)r(&—k-i-l)
I étant la fonction Gamma.
La dérivée d’ordre fractionnaire d’ordre o = 0 de G-L est donc :
N «Q
DS (2 Z f(t—E.h) (2.18)

k

Ou N ==

Si f est causale, pour un pas de discrétisation h « petit », on peut écrire :
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D)~ Y (1) N (2.19)

On montre plus précisément que dans le cas d'un échantillonnage la dérivation d’ordre
a a l'instant ¢, = h.m, ou h est le pas d’échantillonnage, est donnée par :
1 Y !

oD f (tm) = s > (- . Jm—k (2.20)

k=0

Cette expression permet de déterminer numériquement par discrétisation la dérivation

non entiére d’une fonction f causale.

2.2.3 Quelques propriétés de la dérivée d’ordre fractionnaire

Les propriétés principales des dérivées/intégrales d’ordre fractionnaire sont les sui-
vantes [4], [76], [78], [84], [85] :
— Si f(t) est une fonction analytique de ¢, alors sa dérivée d’ordre fractionnaire
oD f(t) est une fonction analytique de ¢, .
— Pour oo = n, o n est un nombre entier, opération o Df f(¢) donne le méme résultat
que la différenciation classique d’ordre entier n.
— Pour a =0, oDy f(t) = f(t)

— La différenciation et I'intégration d’ordre fractionnaire sont des opérateurs linéaires :

oD (Af(E) + 1g(t) = AaDP f(E) + 1D g(1) (2.21)

— La dérivée d’ordre fractionnaire d’une intégrale fractionnaire de f(¢) donne :

oD (D f (1) = f(2) (2.22)

— L’intégrale d’ordre fractionnaire d’une dérivée fractionnaire de f(¢) au sens de

Caputo donne :

DEWDEA(0) = £0) = 3 i — o (2.23)

— L’intégral d’ordre fractionnaire d’une dérivée fractionnaire de f(t) au sens de RL

donne :
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ta_k

D (Daf i::[Doa kf }t OI‘(&_—M’ m—-—1<a<m (224)

— si f(t) est continue pour t > 0 I'égalité suivante est vérifiée :

Dy (D7 f(8) = D (D (1) = DO f(#), a8 € RY (2.25)
— L’opérateur d’ordre fractionnaire de Caputo est équivalent a (m — a)) —fois intégra-
tions aprés la différenciation d’ordre m.

DY (f(8) = D" ™ ——(f(1)) (2.26)

Avecm—1<a<m, meN, a€R
— La définition de RL peut étre réécrite sous la forme suivante

d™ o (a-m)

D) = (WD (1) (2.27)

Avecem—1<a<m, meN, a€R
— La loi de I'indice additif (propriété semi-groupe).
La dérivée d’ordre fractionnaire commute avec la dérivée d’ordre entier

e = po @@
WD) = WD (o

) = oDy (L) (2.28)

sous la condition de t = a, on a f*(a) =0, (k= 0,1,2...m — 1). La relation ci-dessus
est vérifiée.

— Dérivées fractionnaires successives

JDEf(t) = oD o D2 D2 ..o DY f(t
tf( ) t t t t f( ) (229)
a=oa,+ay+ag+..+a, 0<a <1

L’opérateur de dérivée fractionnaire Df* peut étre de GL, RL ou de Caputo.

2.2.4  Transformée de Laplace de l'intégrale et de la dérivée

d’ordre fractionnaire .

La simulation numérique d’une équation différentielle fractionnaire n’est pas aussi

simple que celle d’une équation différentielle ordinaire. Le procédé de transformation de
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Laplace est souvent utilisé comme un outil pour la résolution des problémes qui se posent

dans l'ingénierie [4], [86].

2.2.4.1 Transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire

Nous allons commencer par la transformée de Laplace de 'intégrale d’ordre fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 défini par (2.10), que nous pouvons écrire

comme une convolution des fonctions g(t) = % et f(t) [78] :

oI f(t) = oDy f(t) = oy Ja (t = 1) f(7)dr

o (2.30)
= i—‘(a) * f(t)

La transformée de Laplace de la fonction % est |76], [78] :

G(s)=1L <§;); s) =5 (2.31)

s étant 'opérateur de Laplace égal a jw.
Par conséquent, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de la convolution
donnée par (2.32), on obtient la transformée de Laplace de I'intégrale d’ordre fractionnaire

de Riemann-Liouville et Grunwald-Letnikov donnée par (2.33) :

L{f(t) % g(t); s} = F(s).G(s) (2.32)

L{oD; " f(t);s} = s F(s) (2.33)

Remarque : pour plus de détail sur les éléments de base de la transformée de Laplace

voir |78].

2.2.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire

— Dérivée de Riemann-Liouville
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville pour m — 1 < o < m est donnée par la formule suivante [4], [76], |84], [86] :

(m—1)

L{oDyf(t);s} = s"F(s) = > s* [oD* "V f(1)]

k=0

(2.34)

t=0

Malgré que la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

soit bien connue; elle souffre néanmoins d’une limitation pratique due & ’absence de
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Iinterprétation physique des valeurs limites des dérivés fractionnaire pour ¢t = 0. Jusqu’a
présent, cette interprétation n’a été résolue que partiellement dans le travail accompli par
Heymans et Podlubny, en 2006 [87].

— Dérivée de Caputo

La démonstration de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire au
sens de Caputo est donnée dans |76] par la formule suivante :

(m-1)

L{oD} f(t);s} = s"F(s) = Y sV fH0) (2.35)

k=0

Avecm—1<a<m

L’avantage de cette méthode est qu’il existe une interprétation physique des conditions
initiales (par exemple, f(0) est la position initiale, {’(0) est la vitesse initiale et £7(0) est
'accélération initiale. .. .etc) puisque les conditions initiales, qu’on peut remarquer, sont
données en fonction d'une dérivée entiére évaluée a lorigine [76], |79].

[’avantage de cette méthode est qu’il existe une interprétation physique des conditions
initiales (par exemple, f(0) est la position initiale, f'(*) est la vitesse initiale et f (0) est
'accélération initiale. .. .etc) puisque les conditions initiales; qu’on peut remarquer, sont
données en fonction d’une dérivée entiére évaluée a l'origine [76], [79].

— Dérivée de Griindwald-Leitnikov

L(oD{f(t)) = s.F(s) (2.36)

Remarque : Pour des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace des dé-
rivées fractionnaire de Riemann-Liouville et Caputo sont réduites a celle de Griindwald-

Leitnikov.

2.3 Meéthodes d’approximation des opérateurs d’ordre
fractionnaire

Depuis les années soixante (1960) quelques chercheurs se sont intéressés a I'idée d’obte-
nir des modéles approximés d’ordre entier pour les systémes d’ordre non entier ou fraction-
naire. Parmi les méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire trouvées
dans la littérature, on peut citer les deux catégories principales suivantes :

Les méthodes d’approximations utilisant 'expansion des fractions continues (CFE) et
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des techniques d’interpolation. Les plus importantes méthodes de cette catégorie sont, la
méthode de Carlson [88], et la méthode de Matsuda [89].

-Les méthodes d’approximation utilisant ’ajustement de courbes ou les techniques
d’identification.

Les deux méthodes les plus connues et utilisées sont celles proposées par Charef [90,
91] et Oustaloup [92]. Cette derniére est plus élaborée et plus pratique pour les approxi-
mations des transferts d’ordre fractionnaire. C’est pourquoi nous l'avons utilisée pour

I'implémentation de nos schémas de commande, et nous la présenterons par la suite.

2.3.1 Meéthode d’Oustaloup

La méthode proposée par Oustaloup dans [92] est basée sur ’approximation de I'opéra-
teur d’ordre non entier (fractionnaire) G(s) = s* avec o € R, par une fonction rationnelle
(appelée aussi filtre récursif d’Oustaloup) en utilisant une distribution récursive de zéros
et de poles d’ordre entier, répartis dans une bande de fréquence limitée.

L’approximation de l'opérateur s* dans une bande de fréquence [wy, wy] donnée par :

G(s) = <w“>a fv[ <1+“’k) (2.37)

o) sy (1 5)

Avec : wy et wy, sont respectivement les basses et hautes fréquences.

Wy = A/ Wp. Wh

, (k+N+0.5(1—a))/(2N+1)
W = ’wb.(wh/wb> (238)
(k+N+0.5(14))/(2N+1)
W = wb‘(wh/ wb)
(2N + 1) est 'ordre du filtre.
Ce filtre est donné avec une simplification par : [93]
. N (54w,
G(s) = K. (o) (2.39)

W=y (84 wy)
Avec K = wyp
Dans cette thése, pour 'approximation de 'opérateur fractionnaire s* nous considérons
N = 2 et la marge d’approximation w = (1072;10?) rad/sec.

A titre d’illustration, nous prenons les deux exemples suivants :
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2.3.1.1 Exemple d’approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire 1/s%°

La fonction de transfert de 'intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

G (s) = - (2.40)

Avec F Tentrée de l'intégrateur et Y sa sortie.
L’approximation de la fonction de transfert G(s) en utilisant le filtre d’Oustaloup
avec ces paramétres donnés ci-dessus est donnée par la fonction de transfert rationnelle

suivante :

Y, (s)  0.1s° 4 7.497s" + 76.85s + 121.8s% + 29.85s + 1
G, (s) = = (2.41)
E.(s)  s>+429.85s% + 121.85% 4 76.85s2 + 7.497s + 0.1

Le tracé de Bode des fonctions G(s) et G,(s) est présenté dans la figure 2.1.

Bode Diagram

»
o

G(s)

Bande d’approximation G,(s)

N
o

.................

R A

Amplitude (dB)
o

|
n
o

|
IS
o

o

,,,,,,,,,

-30

Phase (deg)

-60 1
107 1072 Frequency; dfad/sec) 1

FIGURE 2.1: tracés de Bode (amplitude et phase) de I'intégrateur d’ordre fractionnaire
1/5%5 et de la fonction rationnelle de son approximation.

On peut observer que le tracé de Bode de la fonction rationnelle d’approximation G, (s)
converge vers le tracé de Bode de la fonction irrationnelle G(s); la pente de la fonction
d’approximation de I'intégrateur d’ordre fractionnaire a une pente de -10 dB/décade (-

20x0.5), et la phase de —45°, (-0.5x7/2) ce qui implique la validité de I’approximation.
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La figure 2.2 montre I'intégration d’ordre fractionnaire d’un signal d’entrée rampe

(eq(t) = t) pour des différents ordres :

14 T T T T
signal d’entrée (rampe)
12+ intégration d’ordre a=0.2
intégration d’ordre a=0.4
1ok intégration d’ordre a=0.6
intégration d’ordre 0=0.8
intégration d’ordre a=1
58 8 intégration d’ordre b
- entier
,1
s 6
41
2 L
0 !
0 1 2 3 4 5

temps, t

FIGURE 2.2: Intégration d’ordre fractionnaire (1/s*) d’un signal d’entrée rampe pour
différents ordres.

D’aprés la figure 2.2, il est clair que pour o« = 1 le résultat de 'intégration d’ordre
fractionnaire se superpose avec l'intégrateur d’ordre entier, ce qui justifie la bonne ap-

proximation et la validité de la méthode.

2.3.1.2 Exemple d’approximation de dérivateur d’ordre fractionnaire s°

La fonction de transfert de dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

H(s) = Y (s) = 5" (2.42)

L’approximation de la fonction de transfert H(s) en utilisant le filtre d’Oustaloup est

donnée par la fonction de transfert rationnelle H,(s) suivante :

Y, (s) 1085+ 298.5s5% + 12185 + 768.55% + 74.97s + 1

H, (s) = _
() = B, (5) = 55 7 749751 1768557 + 121852 + 298.55 1 10

(2.43)

Le tracé de Bode des fonctions H(s) et H,(s) est présenté dans la figure 2.3.
On peut observer que le tracé de Bode de la fonction rationnelle d’approximation H,(s)

converge vers le tracé de Bode de la fonction irrationelle H(s); la pente de la fonction
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Bode Diagram

40 T

Bande d’'approximation L7, .......... J

n
=}
T
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o
T

.................

|
N
=}

-40

.............

Phase (deg)
w
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T

‘
107" 107 Frequency ¢fad/sec) 10 10

FIGURE 2.3: tracés de Bode (amplitude et phase) de dérivateur d’ordre fractionnaire s%°

et de la fonction rationnelle de son approximation.

d’approximation de la dérivée d’ordre fractionnaire a une pente de 10 dB/décade (20x0.5),
et la phase de 45°, (0.5x7/2) ce qui implique la validité de Papproximation.
La figure 2.4 montre la dérivation d’ordre fractionnaire d’un signal d’entrée (e, (t) = t)

pour des différents ordres :

5 T T T T
45} signal d’entrée (rampe) i
dérivation d’ordre 0=0.2
4t dérivation d’ordre a=0.4 . §
dérivation d’ordre 0=0.6 )
3.51 dérivation d’ordre a=0.8 T
dérivation d’ordre o=1
3r dérivation d'ordre entier ]

151

temps, t

FIGURE 2.4: Dérivateur d’ordre fractionnaire (s*) d’un signal d’entrée rampe pour diffé-
rents ordres.

D’apres la figure 2.4 il est clair que pour a = 1, la dérivée d’ordre fractionnaire se
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superpose avec la dérivée d’ordre entier, ce qui justifie la bonne approximation et la
validité de la méthode.

Remarque : Lorsque 'approximation d’ordre entier est utilisée pour approcher les
modéles de fonction de transfert d’ordre fractionnaires avec I'utilisation du filtre récursif
d’Oustaloup, le systéme d’ordre entier résultant pourrait avoir un extrémement élevé. En
effet, une approximation d’ordre plus réduit peut étre obtenue en utilisant la méthode de

réduction optimale du modéle [94].

2.4 Systémes d’ordre fractionnaire

Aprés avoir établi les définitions fondamentales du calcul fractionnaire et leurs pro-
priétés dans les parties précédentes, cette partie portera sur I'analyse des systémes décrits
par des équations d’ordre fractionnaire. Cette analyse va étre étudiée comme dans les
systémes d’ordre entier en utilisant la théorie de la commande dans différentes représen-

tations temporelles ou fréquentielles pour I’évaluation des performances et de la stabilité.

2.4.1 Systémes linéaires d’ordre fractionnaire
2.4.1.1 Equation différentielle et fonction de transfert

Un systéme d’ordre fractionnaire peut étre décrit par une équation différentielle frac-

tionnaire de la forme :

an Dy (t) + an_1 D y(t) + ... + agD*y(t)

(2.44)
= by DPmu(t) + b1 DPm=tu(t) + ... + by DPou(t)

Avec u(t) et y(t) désignant respectivement l’entrée et la sortie du systéme, D = (D
représente la dérivée d’ordre fractionnaire de GL, RL ou Caputo [76]. La fonction de

transfert d’ordre fractionnaire non commensurable correspondante est de la forme suivante

[84] :

b5 + by 15%71 4 .+ s o
Gs) = o b e + bos™ Q™) (2.45)
A8 + @y 1891 + .+ ags®  P(sP)

Ou dans le domaine fréquentiel sous la forme [95] :

— b ()P b1 (jw) M1 4. b (jw) %0
G(s) = an(jw)ﬂuan_f(jw)“n*l+-~-+aoo(jw)“° (2.46)
_ QUUw)%) |
P((jw)"k)
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Avec ax(k =0,...,n), bp(k = 0,...,m), sont des constantes, et ag(k =0,...,n), Bp(k =
0,...,m), sont des nombres réels ou rationnel arbitraires, et sans perte de généralité, ils
peuvent étre disposés de cette facon : o, > a1 > ... > g, et B, > Bh_1 > ... > (.

Dans le cas ou tous les exposants de s sont multiples d’une certaine valeur réelle «

(ordres commensurables), la fonction de transfert (2.45) peut étre réécrite sous la forme

[96] :

v )
G(s) = 7 = £ (2.47)

Ou m et n sont des entiers tels que m < n.
Un systéme d’ordre fractionnaire décrit par une fonction de transfert de la forme (2.47)

est appelé systéme commensurable [96].

2.4.1.2 Représentation d’état

Le systéme linéaire d’ordre fractionnaire invariant dans le temps peut également étre

représenté par le modeéle d’espace d’état suivant [84] :

oDfx(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

(2.48)

Avec © € R", u € R" et y € RP sont respectivement le vecteur d’état, le vec-
teur d’entrée et le vecteur de sortie, A € R"", B € R*", C € RP", D € RP" sont
toutes des matrices ou des vecteurs a éléments constants et de dimensions appropriées.
a = [041,042,...,04”]T sont les ordres fractionnaires. Si a; = g = ... = ,, le systéme
(2.48) est appelé un systéme d’ordre commensurable, sinon il est un systéme d’ordre non
commensurable.

Le modéle d’espace d’état d’ordre fractionnaire peut étre converti a la forme de fonction

de transfert d’ordre fractionnaire en utilisant la relation suivante [97].

G(s)=C(s*I — A)"'B+D (2.49)

Avec I représentant la matrice unitaire de dimension n.n.
Associées a la fonction de transfert (2.47), trois représentations canoniques d’espace
d’état peuvent étre proposées. Elles sont similaires a celles [98] développées pour les sys-

témes d’équations différentielles d’ordre entier [99).
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— La forme canonique commandable
Dans un premier lieu, nous définissons le premier état en termes de sa transformée de

Laplace comme suit :

Xi(s) = —— () (2.50)

n k
> ag(s®)
k=0
Les éléments restants du vecteur d’état de maniére récursive a partir de celui-ci comme
Tig1 = D% 1 =1,2,...,n—1, la représentation d’état exprimée sous la forme canonique

commandable, est donnée par les équations suivante [99)] :

Deay ] [0 1 0 0 0 J[a] [o]
D%x, 0 0 1 0 0 T 0
_ . . . . . . . _I— . u (2.51)
0 0 o --- 1 0 : :
0 0 0 0 1 0
| D%y, | | —ap —ap —az - —Qp2 —An-1 | | Ty | 1]
_ N B}
T2
Yy = [bO - bna07 bl - bnab S bn—l - bnan—l] X + bnu (252)
- xn -

Avec b, =0pour m <i<n
— Forme canonique observable
De 1'équation (2.47), nous regroupons du coté gauche de I’équation les termes qui

contiennent les puissances de s et du coté droit les termes qui n’en ont pas, nous avons

=boU(s) — agY (s)

A partir de la définition de X; dans ’expression donnée ci-dessus, la premiére équation

d’état et les équations utilisées pour définir les états suivants sont obtenus :
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Dexy(t) = bou(t) — aoy(t)

(2.54)
X1(8) = ((s*)" P+ ap_1(s)" 2+ ...+ a)Y(s) — (by(s9)" L + ... + b)) U(s)

Par répétition dans la deuxiéme équation de (2.54) le réarrangement réalisé en (2.53)

donne :

s L((5™)" 2+ ana (s7)" 0 + 4 a2)Y (5) = (bu(s®)" 2+ o+ b)U(s)]
X(2) (2.55)

= X1(s) + b1U(s) — 1Y (s)

A partir de la définition de X5 dans 'expression donnée ci-dessus, la deuxiéme équation

d’état et les équations utilisées pour définir les états suivants sont obtenus :

Dxy(t) = z1(t) + biu(t) — a1y(t)

(2.56)
Xo(8) = ((s*)" 2 + an_1(s*)" 2 4+ ... + a2)Y(s) — (by(sY)"2 + ... + by)U(s)

La répétition de cette procédure jusqu’a ce que x,, est définie, nous obtenons enfin :

Dy (t) = 2p 1 (t) + bpqu(t) — an_1y(t)

(2.57)
X, (s) =Y (s) = b,U(s)

Notons que la derniére expression de (2.57) est I'équation de sortie.
En remplagant y par I’équation de sortie dans la premiére des équations (2.54), (2.56),
(2.57), et en réarrangeant les équations d’état d’ordre fractionnaire ci-dessus, la forme

canonique observables est obtenue ensuite sous forme :

Doz | 00 o 00 —a |[a | [ bo—brao
DaZEQ 10 .. 00 —a i) b1 - bnal
01 .. 00 -—a : by — bha
- ’ w2 u o (2.58)
00 .. 10 —Anp—2 bn_g — bnan—2
| D%z, | 100 .. 01 —ap1 || 2n] | b1 — bpan_1 |
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X1

T2
Y = [O, o,.., 0, 1] . + bu (2.59)

Tn

Avec b, =0 pour m < i <n

— Forme canonique modale

Effectuant I'expansion en fractions partielles de (2.47) en fonctions de s, et supposons
que le premier pole A\; est de multiplicité r et les n-r poles restant sont de multiplicité 1,

on peut donc écrire :

Y(S) = [bn + (Safl)\ )7‘ + + Pr— 1)2 + (SO’ )\1)

(s2=A (2.60)
Pr41
e | U )
Les variables d’état sont définies comme suit :
Xi(s) = WU(S) = oy Xa(s),
Xo(s) = WU(S) - ﬁXi%(S)?
X,oa(8) = gty wUls) = iy X (), (2.61)

(
X:(s) = 555 Us),
Xisa1(s) = mU(S)a
)=

U (s),

Dans l'ensemble des équations ci-dessus, les équations des premiers (r — 1) états,
font que D%; = \x; + 2,01, 1 < @ < r, et les équations des états restants font que
D%x; = Nix; +u, v < i< n, (ou il est supposé que A, = \p).

Tenant en compte ces relations et de (2.60), la forme canonique modale est donnée

par :
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'poz, | a1 o0 0 o 0] [m | [o]
D%xy 0 X\ 0 O 0 To 0
D%z, =10 0 -~ XN 0 --- 0 T, + 11 |u (2.62)
D%,y 0O 0 -~ 0 ANyg -+ O Try1 1
I D%x,, I 0O O 0 0 An 1% | I 1
i} . .
o)
Yy = [pla P2y prvpr-i—la--';pn] . +bnu (263)
. mn -

Avec b, =0 si m < n.

Pour plus de détail voir 'exemple illustratif donné dans [99].

Remarque : D’une maniére similaire aux concepts conventionnels de commandabilité
et observabilité, la commandabilité et I'observabilité dans le cas d’un systéme d’ordre
fractionnaire est définie comme suit [100] :

Le systéme (2.48) peut étre commandé sur [to, ¢ ], si la matrice de commandabilité C,

(2.64) est de rang n.

C.=|BAB A’B..A""'B]| (2.64)

Le systéme (2.48) est observable sur [to, ts] si la matrice d’observabilité Co (2.65) est

de rang n.

CA
Co=1| (2.65)

| cAr!

2.4.1.3 Condition de stabilité

Le systéme donné par la représentation d’état (2.48) est stable si la condition suivante

est vérifice (voir aussi figure 2.5) [18] :
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T

|arg(eig(A)) > a3

(2.66)

Avec eig(A) représente ’ensemble des valeurs propres de la matrice A.
Dans ce cas, les composantes de 'Etat convergent vers 0 comme t~¢.
Remarque : Les éléments de G(s) donnée par I'équation (2.49) sont des fonctions de

transfert avec un dénominateur commun donné par :

¢ (%) =det (s“T — A) (2.67)

Notons que p; sont les poles du systéme (2.49). Ils sont définis comme la solution de
I'équation ¢ (s*) = 0 . Ensuite, il se déduit aisément de (2.67) que les poles du systéme

peuvent étre obtenus a partir :

pi = A/ (2.68)

Avec \; , 1 < i < n étant les valeurs propres de la matrice A.
La condition de stabilité dans le sens BIBO (Bounded Input-Bounded Output) est

obtenue si les poles du systéme sont situés dans le demi plan négative du plan complexe

s (larg (pi)] >~ 3).

lm [t
Y -
—— | o2
o o2 i
Region 4 Region .
*Fe =~ ke
Stable Région Stahle Région
Instable Instable
a) O=o=l b 1<ps<2

FIGURE 2.5: Région de stabilité dans le plans (s*) pour un systéme d’ordre fractionnaire.

2.4.2 Systémes non linéaire d’ordre fractionnaire

Le systéme non linéaire d’ordre fractionnaire est donné par la forme générale comme

suit [84] :
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oD () = fi(xi(t), xo(t), ..., zp(1), 1),

z;(0)=¢;, i=1,...,n

(2.69)

Avec : f; sont des fonctions non linéaires, ¢; les conditions initiales.

Les points d’équilibre du systéme (2.69) sont calculés en résolvant I’équation suivante :

fi(z) =0 (2.70)

Et nous supposons que E* = (23,23, ..., x%) est le point d’équilibre du systéme (2.69).

— Condition de stabilité

La stabilité du systéme non linéaire d’ordre fractionnaire est trés complexe et différente
du systéme linéaire d’ordre fractionnaire. Il existe de nombreuses définitions de la stabilité
Pour les systémes non linéaires. L’idée de base a été formulée par A. M. Lyapunov.

Comme mentionné dans [18|, la stabilité exponentielle ne peut pas étre utilisée pour
caractériser la stabilité asymptotique de ces systémes; donc de nouvelles définitions ont
été introduites.

— Definition 2.1 :

La trajectoire x(t) = 0 du systéme (2.69) est t~* asymptotiquement stable s'il existe

un nombre réel positif o tel que :

Vz(t)|| avect <ty, AN(z(t)), telque Vt > ty, ||z(t)|| < Nt~ (2.71)

Le fait que les composantes de z(t) convergent lentement vers 0 suivant ¢t~ conduit &
des systémes fractionnaires parfois appelés systémes de mémoire a long terme. La loi de
stabilité ¢~ est un cas particulier de la stabilité de Mittag-Leffler [101].

— Théoréme 2.1 :

Selon le théoréme de stabilité définie dans [102], les points d’équilibre sont asymp-
totiquement stables pour ay = as = ... = a,... = «, si toutes les valeurs propres
Ai(i = 1,...,n) de la matrice Jacobienne J = 0f/0x, ou f = [fl,fg,...,fn]T évaluée a
E* | satisfont la condition [103, 104].

T

larg(eig(J))| = |arg(\;)| > g, i=1,2,...,n (2.72)

— Théoréme 2.2 [101] :

Soit x = 0 le point d’équilibre du systéme de Caputo ou RL suivant :
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Dex(t) = f(x,t) (2.73)

ou f(z,t) satisfait la condition Lipschitzienne avec constante de Lipschitz [ > 0 et

a € (0,1) . Supposons qu'il existe une fonction de Lyapunov V (¢, x(t)) satisfaisant :

onlle]|* < V(t.2) < s ] o

V(t,x) < —as|lz|

aq, i, ag et a sont des constantes positives et ||.|| désigne la norme. Ensuite, le point

d’équilibre du systéme (2.73) est Mittag-Leffler (asymptotique) stable.

2.5 Commandes robustes d’ordre fractionnaire

Peut-étre que le premier signe du potentiel de la commande robuste d’ordre fraction-
naire, mais sans utiliser le terme ” fractionnaire ”, est apparu avec Bode [105, 106]. Un
probléme clé sur la conception d’un amplificateur a retour a été de concevoir une boucle
de retour de sorte que la performance de la boucle fermée soit insensible aux variations
dans le gain de 'amplificateur. Bode a présenté une solution ¢élégante a ce probléme de
conception robuste, qu’il a appelé la caractéristique idéale de coupure (en anglais, ideal
cutoff characteristic), actuellement connue comme la fonction de transfert idéal de Bode
(en anglais, Bode’s ideal loop transfer function [99]), dont le tracé de Nyquist est une ligne
droite passant par ’origine donnant une marge de phase insensible aux variations du gain
de 'amplificateur. L’application de cette approche pour la commande des systémes a été
introduite par [107], et [108].

En ce qui concerne la commande automatique, Oustaloup et ses collégues ont étu-
dié les algorithmes d’ordre fractionnaire pour la commande des systémes dynamiques et
ont démontré la performance supérieure de la Commande Robuste d’Ordre Non Entier
(CRONE) par rapport au régulateur PID classique. Trois stratégies bien distinctes as-
surant d’excellentes performances de robustesse ont fait 'objet de développements théo-
riques et technologiques importants, Chacune d’elles définit une génération de la com-
mande CRONE [109].

Podlubny [10] a proposé une généralisation du régulateur PID, a savoir le controleur
PI*D*, impliquant un intégrateur d’ordre A et un dérivateur de 'ordre p. Il a également

démontré la meilleure réponse de ce type de commande, en comparaison avec le régulateur
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PID classique, lorsqu’il est utilisé pour la commande des systémes d’ordre fractionnaire.
Une approche de domaine fréquentiel en utilisant le régulateurs PID d’ordre fractionnaire
a également été étudiée dans [110].

Le calcul fractionnaire s’étend également & d’autres types de commandes différentes
du PID. Pour les commandes Hy et H.,, par exemple, [111] traite le calcul de la norme
Hy d’un systéme SISO d’ordre fractionnaire, et [112] a traité la minimisation de la norme
des controleurs Hy et H,, pour les systémes d’ordre fractionnaire.

Les applications du calcul fractionnaire dans la commande des systémes sont nom-
breuses. Dans [113], la commande des structures viscoélastiques amortie est présentée.
Les applications de la commande & une transmission flexible [7], & une suspension active
[114], & un convertisseur abaisseur |11, 115, & un actionneur hydraulique [116], & un bras
manipulateur flexible [117], & des robots rigides [118], supervision de la ferme éolienne

[119], et & systéme thermique [120] sont aussi disponibles dans la littérature.

2.5.1 La commande par PID d’ordre fractionnaire (PI*D*)

Le régulateur PID d’ordre fractionnaire (PI*DH) a été proposée dans [10, 76] comme
une généralisation du régulateur PID classique avec un intégrateur d’ordre réel \ et déri-
vateur d’ordre réel u. La fonction de transfert de ce régulateur PID d’ordre fractionnaire

dans le domaine de Laplace prend cette forme [10], [121] :

——t =k + kis N+ kas”, (\,u € RT) (2.75)

k, étant le gain proportionnel, k; le gain d’intégrateur et k; le gain du dérivateur.

Comme présenté dans la figure 2.6, la structure interne du régulateur PID d’ordre
fractionnaire avec la structure paralléle se compose des actions proportionnelle, intégrale,
et dérivée :

La fonction de transfert (2.75) correspond dans le domaine temporel & I’équation

différentielle d’ordre fractionnaire (2.76).

u(t) = kpe(t) + k;D; Ye(t) + kqDi'e(t) (2.76)

Comme il est montré sur la figure 2.7, le régulateur PID fractionnaire (PI*D*) gé-
néralise le régulateur PID classique et ’étend du point au plan. Cette extension offre

d’avantage de flexibilité dans la conception des commandes par PID.
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el kp
E(S A ugs)
- ki s

FIGURE 2.6: Structure générale d’un régulateur PID d’ordre fractionnaire.

I I'I' ' I'I'
FD PID FD FID
p=1@ 8 u=1% @
p FI P H
L & p-t i = >
=1 A=
a) PID classique by PID fractionnaire

FIGURE 2.7: Commande PID & partir d’un point (a) jusqu’au plan (b).

2.5.1.1 Meéthodes de réglage des paramétres

Plusieurs méthodes ont été proposées afin de définir de nouvelles techniques efficaces
pour le réglage des paramétres des régulateurs d’ordre fractionnaire utilisant une extension
de la théorie des régulateurs classiques. On trouve par exemple :

— Les spécifications de marge de phase ¢,, et gain de fréquence de coupure

We

Les marges de phase et de gain ont toujours servi comme une importante mesure de
robustesse ; puisque il est connu que la marge de phase est liée au coefficient d’amortisse-
ment du systéme. Les équations qui définissent la marge de phase et le gain de la fréquence

de coupure sont :
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[Cjwe)Gjwe)lgp = 0 dB,  arg(C(jwe)G(jwe)) = =7 + dm (2.77)

Avec C(s) la fonction de transfert du régulateur et G(s) la fonction de transfert du
systéme.
— Robustesse aux variations du gain du systéme [123]

La contrainte suivante est considérée dans ce cas :

darg(F(s))

p— 2.
- 0 (2.78)

W=Wc
Cette condition a été considérée pour forcer la phase de la boucle ouverte du systéme
F(s) = C(s)G(s) d’étre plate & w.,.
— Rejet du bruit a haute fréquence [99]
Une contrainte sur la fonction de sensibilité complémentaire T'(jw) peut étre établie :

. _ CHw)G(Hw)
TGw) = et |y < A 4B, (2.79)

Vw > w rad/sec = |T(jw)|,5 = A dB
Avec A l'atténuation désirée du bruit pour les fréquences w > w; rad/sec.
Pour assurer un bon rejet de perturbation a la sortie [99], une contrainte sur la fonction
de sensibilité S(jw) peut étre définie :

N 1
1S(w) = tregwaga | < B 4B (2.80)

Vw < ws rad/ sec = |S(jws)|,5 = B dB
Avec B la valeur désirée de la fonction de sensibilité pour les fréquences w < w, rad /sec
(plage de fréquence souhaitée).
D’autres chercheurs se sont penchés sur les algorithmes évolutionnaires d’optimisation
pour concevoir les meilleurs parameétres, on cite a titre d’exemple, 'optimisation par les

algorithmes génétique, et I'optimisation par essaim de particules [47].

2.6 Exemple d’application

Dans cette section, nous proposons d’appliquer deux lois de commandes par PID
d’ordre fractionnaire (FOPID) et PID classique pour le simulateur de vol d’hélicoptére
(Twin Rotor Mimo System (TRMS) en anglais) en mode couplé. Afin d’optimiser les para-

métres de chaque régulateur, nous utiliserons I’algorithme (OEP) détaillé dans le chapitre
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Le systéme TRMS comme le montre la figure 2.8 est un dispositif de laboratoire déve-
loppé par [124], et congu dans le but d’expérimenter les lois de commandes développées
théoriquement [125|. Du point de vue commande ; ¢’est un exemple de systéme présentant
une non-linéarité d’ordre supérieur et fortement couplée. Le TRMS est formé de (figure
2.8) :

— une poutre pouvant pivoter sur sa base de maniére a ce qu’elle puisse tourner

librement dans les plans vertical et horizontal

— Deux propulseurs (principal et secondaire) fixés aux deux extrémités de la poutre.

Ils sont formeés d’une hélice, d’un moteur a courant continu (la tension de commande
u varie entre £2.5 volt) couplés a un tachymétre et d’un bouclier de sécurité;

— Un contrepoids fixé sur une tige collée au niveau du pivot de la poutre, son role

est de diminuer les vibrations (oscillations) de cette derniére ;

— Une tour pour maintenir la poutre;

— Une base comprenant des circuits électroniques pour ’adaptation, la synchronisa-

tion et le filtrage des signaux entrants et sortants;

— Un boitier de marche/arrét des moteurs

Rntor de queise
Pl 1"

Boucler de quéts

Boucher praicpel
. Rotor principal

Mottur DC = Prop
tachvmiine

Mpteur DC +
ol TiIx tnchymetre

Contrepobds

FIGURE 2.8: le simulateur d’hélicoptére TRMS.

L’état de la poutre est décrit par 4 variables : les angles horizontal a;, (azimut) et
vertical «, (élévation) mesurés a 'aide d’un capteur se trouvant au niveau du pivot (et
qui représente également les sorties du systéme). Les deux autres variables sont les vitesses
angulaires autour des axes vertical et horizontal. Le vecteur d’entrée est formé des tensions
d’excitation u, et u, des deux moteurs a courant continus. Il convient de noter que les
vitesses angulaires sont des fonctions non linéaires de la tension d’entrée de ces moteurs

A courant continu. Nous avons donc :
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Chapitre 2. Sur la théorie du calcul d’ordre fractionnaire

di;l% = %W (—Um; + Kmruv) y Wy = P’” (uvv> (2 81)
Sn = 7 (—unn + Kyun) ,wp = P (unn)

Le modéle d’espace d’état global du systéme TRMS est donné par les équations sui-

vantes :
i = %ﬁ’h(wa)
Ty = lmFy (P (23)) — K, [%ﬁ(%)} + g ((A— B)cos(z1) — Csin (z1))
2
[zt Pz cose)]® (4 4 B 4 C) sin (22:)
*%..3 = %W <—Z'3 + Kmru’u) (282)
o x5+JnLr'(Pv(-TZ))COS(JZ )
Ta = Jh(l“lg) '
@5 = Ity (P (76)) cos (71) — K, {Isﬂmrﬁj((;ls)) cos(m)}

Tg = ﬁ(—l’ﬁ + Kyup)

Avec :

Fh/0(nv) + Fonction non linéaire de la force aérodynamique ; du rotor secondaire/prin-
cipal.

Jtrmr - Moment d’inertie dans le moteur secondaire /principal.

Ju/n + somme des moments d’inertie par rapport a I’axe horizontal /vertical.

Ly : longueur de la partie principale/secondaire de la tige.

K1, + Constantes de friction.

T i+ Constante du temps du moteur principal/secondaire.

Ko+ Gain statique du moteur principal /secondaire.

g : force gravitationnelle

A, B,C, D : sont des constantes en fonction des parametres du systéme (voir [124]).

Les figures 2.9 et 2.10 représentent quelques réponses du systéme en boucle ouverte :

La réponse libre du sous-systéme d’élévation est oscillatoire amortie, dont ’origine est
le moment gravitationnel, ce dernier n’agit que dans le plan vertical. L’amortissement
quant a lui est di aux forces de frictions qui forcent le systéme a se stabiliser a un point
d’équilibre ( a0 = —0.94 rad ). Quant au sous systéme d’azimut, il reste a sa position
initiale tant qu’il n’est pas excité.

Lorsqu’on excite le systéme, le sous-systéme vertical tend vers un nouveau point d’équi-
libre qui dépendra de lexcitation appliquée. Pour une excitation u, € [—2.5,2.5], le

sous systéme vertical se comporte comme un systéme BIBO (Bounded Input Bounded
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0
-0.5 i
g
£ 4 .
a>
-15 h
_2 L L ‘ ‘
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temps
1
0.5 |
g
= 0
5_C
-0.5 |
1 L L ‘ ‘
0 20 40 60 80 100
temps

FIGURE 2.9: Réponse libre (u, = up, = 0 v) du systéme TRMS avec condition initiale
(o, apo)=(0, 0) rad.

o
g
5>
- — pour uv=uh=0.2 v . . . . |
0 pour u =u, =0.5 v 50 60 70 80 90 100
v Th temps
600 — pour UV=Uh=1 \ :

, (rad)

0 10 20 30 40 50 60 70 80

90 100
temps

FIGURE 2.10: Réponse du systéme en boucle ouverte dans le mode couplé pour différentes
excitations, avec condition initiale cvg, ape = (0,0) rad.

Output). Le sous systéme horizontal a le comportement d’un intégrateur, il a une infi-

nité de points d’équilibres (tout le plan horizontal), et il diverge méme pour de petites
excitations.

Notre objectif est d’assurer la poursuite des deux angles (a,, ), et cela se fait par

deux sous-controleurs, I'un pour le sous-systéme horizontal et I’autre pour le sous-systéme

vertical (voir figure 2.11).

Les deux régulateurs PID d’ordre fractionnaire (FOPID) sont donnés par :
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Fonction de
. cout (F) [% OFpP
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FIGURE 2.11: schéma global de la commande PID fractionnaire optimisée par OEP du
TRMS

Uy (t) = kprey(t) + k:ﬂDt_’\lev(t) + ka1 D ey(t), ey = Quyrep — (2.83)

uh(t) = pgeh(t) + k:l-th_’\th(t) + kngfzeh(t), €n = Qpref — Op, (284)

Remarque : pour les régulateurs PID nous avons A = u = 1.

Il est a noter, que 'implémentation pratique sur le prototype réel n’est possible qu’une
fois le processus de régalage des paramétres de la de commande globale est fait. Néan-
moins, un réglage on-line est presque impossible, puisque le processus d’entrainement par
une métaheuristique est généralement trés gourmand en temps de calcul. De plus, il y
a le risque de tomber dans un état d’instabilité au début du réglage par une sélection
prématurée aléatoire des paramétres en question. De ce fait, la présence d'un modéle trés
proche du systéme réel est indispensable pour réussir la procédure. La figure 2.11 montre
le schéma d’optimisation off-line des deux régulateurs pour le systéme TRMS.

Le vecteur P; qui porte tous paramétres & régler afin de minimiser la fonction cott
(2.85) est exprimé comme suit :

Py = [kp1, kirs Kar, M i, kpas Kig, kaz, Mg, o]

N
F(k) = 2; len(i)] + lew ()] (2.85)
=

N étant le nombre d’échantillons, et k£ le nombre d’itérations.

En somme, nous avons 10 paramétres pour les régulateurs PID d’ordre fractionnaire

et 6 pour les régulateurs PID classiques, dont leurs bornes sont données comme suit.
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Chapitre 2. Sur la théorie du calcul d’ordre fractionnaire

0 < kp1, kir, kar, kpa, Kig, kaz < 10 et 0 < Mg, g, Ao, g < 2

La simulation du probléme d’optimisation a été effectuée en utilisant 1'outil Mat-
lab/Simulink pour la stabilisation du system TRMS autour de son point d’équilibre
(cv,a)=(0,0) rad avec une condition initiale (-0.5,-0.5) rad. Le nombre de particules de
Palgorithme OEP est fixé a 30 particules, les paramétres ®, , ®, et x sont mis a 2.05, 2.05
et 0.7298 respectivement ; a cause de la nature pseudo-stochastique de 1’algorithme OEP,
'algorithme est exécuté 5 fois avec 100 itérations par exécution (on prend le meilleur avec
la fonction cout minimale). La figure 2.12 montre ’évolution de la fonction objectif (F')
dans chaque cas de commande; il est bien observé que la commande par PID fractionnaire
donne le minimum de la fonction (F), et F' peut de converger d’avantage si on augmente le
nombre maximum d’itérations, par contre le PID classique est stabilisé a l'itération 60. A
I'itération 100 I'algorithme converge vers les paramétres optimaux donnés par les tableaux
2.1 et 2.2; les paramétres du régulateur FOPID-OEP (sauf k,;) sont approximativement
proches de ceux du régulateur PID- OEP. Figure 2.13 et 2.14 montrent la réponse des

deux sous systémes commandés par PID et PID d’ordre fractionnaire optimisé par OEP.

800 r x . :
+ e PID-OEP
A 111 e« FOPID-OEP
700 i
° 180 ' ' ' '
o
o
600} = 175 |
E »: 170.“.‘0 00000000000 O0OCOESNOSS
= e
3 500 3 165 “en,, 1
% ‘0000000000
c . 160
2 400F &
[&] - _
c
o
L
300
200
100
0

itération (k)

FIGURE 2.12: I’évolution de la fonction de cout F' dans chaque cas de commande

Tableau 2.1: Paramétres optimaux des deux régulateur PID et FOPID pour le sous sys-
téme vertical.

Parameétre kpl 1{72‘1 kdl )\1 M1
PID 3.55565 | 0.7322 | 4.3304 - -
FOPID 10.0000 | 0.5620 | 4.6447 | 1.1741 | 1.4016
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Tableau 2.2: Paramétres optimaux des deux régulateur PID et FOPID pour le sous sys-

téme horizontal.

Paramétre Epo k;o ka2 A2 2
PID 1.1148 | 0 | 0.8417 - -
FOPID 0.8746 | 0 | 0.5916 | 0.1898 | 1.0586
a) b)
0.1 T 25 T
— avec PID fractionnai
I r\/\ ) _:Viz i ractionnaire
-0.1 ——avec PID fractionnaire| - 15
——avecPID i
Oy a -
05 /
g I
d> 5
-0.5
-1
-15
)
-08 : ‘ : : 25 : ‘ : :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

a) b)
0.1 25 T
— avec PID fractionnaire
——avec PID
ol 2
v O
-01 = avec PID fractionnaire i
—— avecPID 5
5 -0.2 o
g g
dz el
-0.3
0.5
-0.4
o :
06 L L L L 05 L L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

FIGURE 2.14: Réponse du sous systéme horizontal pour un test de stabilisation

Le régulateur PID d’ordre fractionnaire présente un temps de réponse plus court avec
absence d’oscillations en régime permanant. Ces performances sont obtenues avec un signal
de commande atteignant les limites (£2.5 volt) en régime transitoire. Par contre, avec un

PID classique on remarque un temps de réponse plus important. De plus, le sous systéme
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vertical présente une sensibilité & la force gravitationnelle, traduite par des oscillations en
régime permanant.

Afin de tester la validité et l'efficacité des deux régulateurs optimaux par rapport aux
changements de trajectoires, nous effectuons des tests suivants en utilisant les trajectoires

suivantes :

Qpref(t) = 0.3 [COS <O.1257rt> + sin (0'15“)} (2.86)

avref(t) = _ahref(t) (287)

Nous superposons aux sorties une perturbation externe de la forme d(t) = 0.1sin(0.57t)
pendant 4 sec (figure 2.15). Les résultats de simulation sont donnés par les figures 2.16 a

2.19.

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02-

-0.02 -

perturbation, d(t)

-0.04

-0.06

—-0.08 -

_0.1 . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
temps

FIGURE 2.15: forme de la perturbation appliquée

Les résultats de simulation présentés par les figures 2.16 & 2.19 montrent clairement
la supériorité du régulateur PID fractionnaire aussi bien en poursuite de trajectoires
qu’en rejet de perturbation. Le régulateur PID classique a montré ses limites en terme de

performances allant jusqu’a la perte de la stabilité.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les éléments de base du calcul fractionnaire dans
les deux domaines (temporel et fréquentiel), les définitions mathématiques des opérateurs

d’ordre fractionnaire ainsi que les différentes propriétés et caractéristiques de la dérivée et
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a) b)
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a 1 5 4
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0.5
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FIGURE 2.16: Réponse du sous systéme vertical pour une poursuite de trajectoire
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150 gl 15 1
1 4 { 1
0.5F 0.5 1
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FIGURE 2.17: Réponse du sous systéme horizontal pour une poursuite de trajectoire

de l'intégrale d’ordre fractionnaire d'une fonction temporelle. Nous avons présenté aussi,
une méthode simple permettant 'approximation de la dérivée ou de l'intégrale d’ordre
fractionnaire basée sur le filtre d’Oustaloup. Nous avons donné une définition générale de
systémes linéaires et non linéaires d’ordre fractionnaire et leurs conditions de stabilité.
L’application au systéme TRMS a montré que la commande PID d’ordre fractionnaire
présente de meilleures performances par rapport au régulateur conventionnel PID. Ce
chapitre nous a permis de présenter quelques notions de la dérivation et 'intégration non

entiéres et de mettre en valeur leurs intéréts pour les chapitres suivants dans 1’analyse et
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a) b)
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FIGURE 2.18: Réponse du sous systéme vertical pour test de stabilisation en présence de
perturbation externe
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FIGURE 2.19: Réponse du sous systéme horizontal pour test de stabilisation en présence
de perturbation externe

la synthése des controleurs fractionnaires pour la commande des systémes non-linéaires.
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Chapitre 3

Commande par mode de glissement
d’ordre fractionnaire optimisée des

systémes non linéaires TITO

3.1 Introduction

Avec le progrés technologique actuel, la stabilisation des systémes non linéaires com-
plexes et interconnectés devient aujourd’hui un axes de recherche et développement trés
privilégié ; la non linéarité et le couplage entre les sous systémes composant le systéme
global rend la synthése de la commande du systéme trés délicate et complexe a mettre
en ceuvre. Afin de résoudre ce probléme, plusieurs approches ont été proposées dans la
littérature.

La commande par mode glissant est 1’'une des approches qui a largement prouvé son
efficacité a travers les études théoriques rapportées et pratiques [1], [126], [127]. Cette
commande est, principalement, élaborée en trois étapes :

— La premiére étape consiste a choisir une surface de glissement : cette surface étant
une relation entre les variables d’états du systéme, elle définit une équation diffé-
rentielle et détermine donc totalement la dynamique du systéme, & condition qu’il
reste sur cette surface [128]. Pour que la propriété d’insensibilité aux perturba-
tions ne soit pas perdu, la dynamique exigée par la surface de glissement doit étre
compatible avec 'amplitude de commande “utile” et la dynamique du systéme en
boucle ouverte [128].

— La deuxiéme étape consiste a concevoir une commande équivalente, et une loi de
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commande discontinue (attractante) en se basant sur la surface de glissement, de
telle sorte que les états du systéme soient forcés vers la surface de glissement et
glissant le long de la position souhaitée.

— La troisiéme étape est la vérification de la condition de stabilité : la méthode directe

de Lyapunov permet de se prononcer quant a la stabilité d’un état d’équilibre sans
avoir recours a la résolution de I'équation d’états du systéme [128].

Dans la littérature, plusieurs méthodes de sélection de la surface de glissement ont été
rapportées, les approches données dans [129, 130] et [131, 132| utilisent respectivement des
surfaces de glissement de type proportionnel dérivé et proportionnel intégral, ot 'ordre
de dérivation et intégration est un nombre entier. Dans [133], [134] et [135] une surface
de glissement basée sur une fonction continue non linéaire est adoptée. Une surface sous
forme d’un régulateur PID est étudiée dans plusieurs articles tels que [136] et [137].

En raison de l'importance du calcul d’ordre fractionnaire dans divers domaines, une
surface de glissement PD d’ordre fractionnaire a été proposée dans [12], [16], [138].

Dans ce chapitre nous proposons une autre forme de surface de glissement de type PID
fractionnaire {139, 140], et nous comparons cette approche avec d’autres basées sur des
surfaces PD fractionnaire, PD, et PID classiques, pour un systéme non linéaire MIMO.

Pour remédier au phénoméne de chattering, nous introduisons la logique floue au lieu de
la fonction sign pour avoir une commande attractante lisse. Afin d’optimiser les différents

parameétres des commandes en boucle fermée, 'algorithme OEP sera utilisé.

3.2 Description du systéme

Nous considérons le systéme non-linéaire interconnecté donné par la représentation

d’état d’ordre 4 suivante :

Avec X = |11, 39, 23, 14]7 est le vecteur d’état, fi, fo, by et by sont des fonctions non-

linéaires, u, et us sont les commandes des sous systémes 1 et 2 congues pour la poursuite

des trajectoires z14 et x34; dy et do sont les perturbations externes, et Y =[xy, x3]7 , est
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le vecteur de sortie du systéme.

Le systéme (3.1) peut étre réécrit sous la forme suivante :

Toj—1(t) = mo;(t) (3.2)
9 (t) = f3(X) +0;(X)u;(t) +dj(t) ,j=1,2
Le systéme présenté ici est donc régi par des équations différentielles impliquant des
termes discontinus. La théorie classique des équations différentielles ordinaires ne permet
pas de décrire le comportement des solutions dans de tels cas et il faut alors se reporter
a la théorie des inclusions différentielles [141, 142] et aux solutions au sens de Filippov
[143].
Hypothéses :
— Sans perte de généralité supposons que b;(z) > 0Vz.

— La perturbation d;(t) supposée comme étant bornée satisfaisant les conditions sui-

vantes :

|d; ()] < 9; (3:3)

D™ Vd,(1)| < vy (3.4)

d;, ¢ sont des constantes positives connues; o est un nombre réel positif entre 0 et

Puisque I'utilisation de la commande centralisée a généralement comme conséquence
des lois de commande complexes, qui ne peuvent pas étre mises en ceuvre facilement,
dans ce cas le systéme global (3.1) sera décomposé en 2 sous-systémes, chacun d’eux
est commandé indépendamment par un régulateur. Les interconnexions sont considérées

comme perturbations pour chaque sous-systéme.

3.3 La commande par mode glissant d’ordre entiére

3.3.1 Choix de la surface de glissement s; (j =1, 2)

La synthése d’une surface de glissement repose sur la définition d’une fonction s(z,t)
appelée variable de glissement ou de commutation. Ainsi, une surface de glissement est

définie par ’ensemble S comme suit :
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S={reR"|s(x,t)=0} (3.5)

D’aprés [127], on dit qu’il existe un régime glissant idéal sur S s’il existe un temps fini
ts tel que la solution de la commande u satisfait la condition s(x,t) = 0 pour tout ¢ > ;.
J.J Slotine [1] propose une forme d’équation générale pour déterminer la surface de

glissement qui assure la convergence d’une variable z a sa valeur de consigne.

s(x) = (jt + k:p>r_le(x) (3.6)

z : variable & commander.

e(x) : Perreur de poursuite e(z) =z — x4.

k, : Une constante positive qui interprétera la dynamique de la surface

r : le degré relatif du systéme, peut étre interpréter comme le nombre de fois qu’il faut
dériver la sortie par rapport au temps pour faire apparaitre 'entrée u de maniére explicite
[144].

s(z) = 0 est une équation différentielle linéaire dont 'unique solution est e(x) = 0,
pour un choix convenable du gain £,.

Dans notre cas pour chaque sous systéme 7 nous avons r=2; alors nous considérons

dans le premier cas la surface de glissement linéaire s; suivante :

Sj = kpjej—1) + €@2j-1),  €2j-1) = T(2j-1) — L(2j-1)d (3.7)

En régime de glissement idéal, la surface de glissement est nulle s; = 0. L’équation
(3.7) donne alors €91y = —kpje;j_1).

La surface de glissement locale j est exponentiellement stable en régime glissant si
ky; = 0.

Dans d’autres articles scientifiques [136], [137], cette surface est augmentée par un inté-
grateur pour avoir une surface de type PID, ce choix est retenu pour obtenir la dynamique
d’erreur souhaitée et une erreur nulle en régime permanent [136] :

t
55 = Kpjecj-1) T j-n) + Kij | eej-n(T)dr (3.8)

Les coefficients k,;, et k;;, sont choisis pour que la surface de glissement soit Hurwit-

zienne et garantit la stabilité exponentielle [137].

En d’autres termes, ils existent des constantes positives K et k; tels que :
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< Kje ™Mt A = (3.9)
~kij —k

PJj

HeA]‘t

(]

Avec ||.|| étant la norme de la matrice.

La relation entre le maximum d’erreur de poursuite et le maximum de la surface de
glissement est énoncé dans le théoréme 3.1, pour obtenir les performances de poursuite
désirées.

Théoréme 3.1 [137] : Si la surface de glissement définie par (3.8) satisfait |s;| < v;
pour t > ty (avec ty est le temps initial), et |E;(t)| < Z—j (avec Ej = [e@j—1) €@2j-1)] )

est satisfait, alors :

‘6(21'71)‘ < €4 (3.10)

‘é(ijl)‘ < €9j (311)

Sont satisfait pour tout ¢ > #y, avec ;; et 5; sont des constantes positives définis par :

K; K;
ey = 75 €25 = e (1 + Zj‘k,j> » 25 = ks Kl (3.12)
J J

Pour plus de détails veuillez consulter [137].

3.3.2 Elaboration de la commande u; (j=1,2)

Dans la théorie de la commande a structure variable, il existe différentes maniéres pour
choisir les paramétres afin de définir une logique de commutation. Dans la littérature on
trouve trois types de structures trés répandues : la commande par contre-réaction linéaire
a gains commutés, la commande par relais et la commande équivalente. Les deux derniéres
approches sont privilégiées [145].

Dans notre cas, la méthode choisie est celle de la commande équivalente, schématisée
sur la figure 3.1 [145].

Avec u,, est la commande équivalente obtenue & partir de $(z,t) = 0, et u, est la
commande discontinue ou attractante donnée par la forme de base qui est celle d’un relais

représenté par la fonction « sgn » (figure 3.2) :

u, = —Kgsgn(s), Kg>0 (3.13)

64



Chapitre 3. Commande par mode de glissement d’ordre fractionnaire optimisée des
systemes non linéaires TITO

Perturbation
Bog l
A= 1 U Sortie
—nb[: O\\o— + > Systéme —
- 1 9] I

b J

Loi de commutation, sG0

FIGURE 3.1: schéma fonctionnelle de la commande équivalente.

A mon(s)

,S‘EC)

_Ks

FIGURE 3.2: la fonction « sgn » de w,.

La phase de glissement correspond a celle d’un relais commutant avec une fréquence
infinie.

Prenant la dérivée par rapport au temps ¢ des deux surfaces (3.7) et (3.8), on obtient

1ercas éj = kpjé(Qj—l) + é(gj_l)
= kpj-€2j-1) + Z(2j-1) — L(2j-1)d
= kpj-€j-1) + f3(X) + b;(X)u; + dj — Z25-1ya (3.14)

2°MCcas é"j = ki]’.e(gjfl) + kpjé(2j71) + é(2j*1)

= kij-ej—1) + kpj-€j—1) + f(X) +0;(X)u; + dj — E2j-1)a

Posant 5; = 0 on obtient les deux variantes de la commande équivalent comme suit :

1% cas U(eq)j = b]__()l() {kfpj.é(gjfl) + f](X) — $(2j71)d}

(3.15)

27°cas Uieq)j = 5.1 [’fijf(zj—l) + kpj-€2j-1) + [3(X) — 3'5'(21'—1)4
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Les commandes globales qui satisfont la condition de stabilité sont données par :

1% cas Uj = b;(i)l() [/{Zm.é(gj_l) + fj(X) — i’(gj_l)d + KstgIl(Sj)}

Qeme

(3.16)
cas u; = 5 xy (Kij-e(2j-1) + kpj-€2j-1) + F5(X) = Ejona + Kesen(s;)]

la figure 3.3 resume la stratégie de commande utilisée pour un systéme TITO.

)

l

Al

xla— Régulateur 1 »  Sous-systéme 1
&1 11
I Interc DnnexinnsI
- 23 . . A3
T34 Régulateur 2 Sous-systeme 2
43

T

dz

FIGURE 3.3: Schéma de principe de la commande par mode glissant pour un systéme
TITO.

3.3.3 Analyse de stabilité

La fonction de Lyapunov est une fonction scalaire positive des variables d’état du
systéme V' (z) > 0. La loi de commande doit étre de telle sorte que cette fonction soit
décroissante (V' (z) < 0). L’idée est de choisir une fonction scalaire s(z), et de concevoir
une loi de commande u qui conduise, dans un temps fini, I’état du systéme vers la surface
de glissement, telle que le carré de la surface corresponde a une fonction de Lyapunov.

La fonction de Lyapunov est, donc, définie comme suit :

V(z) = =s*(x) (3.17)

V(x) = s(x)s(x) (3.18)

Pour que la fonction V(x) puisse décroitre, il suffit que sa dérivée soit négative. En

substituant respectivement les équations de (3.16) dans les équations de (3.14) on aura
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dans les deux cas :

'éj = dj — KstgIl(Sj> (319)

et

8585 = sj(dj — Kyjsgn(s;))

(3.20)
< (0; = Kyj) |4
Donc la stabilité est vérifiée si K; > 6.
L’inégalité (3.20) implique que si s; # 0 alors V; = 5;8; < 0. On obtient donc :
. 2 .
V=> V<0 (3.21)

j=1
Finalement, le systéme global (3.1) en boucle fermée est asymptotiquement stable avec
les deux stratégies de commande u; développées pour les deux surfaces de glissement.
Parfois, un grand gain de commande Kj; provoque parfois un effet de Chattering.
L’utilisation d’une fonction de saturation au lieu de la fonction sign peut éliminer ce
phénoméne. Néanmoins, pour assurer un compromis satisfaisant entre une diminution du

Chattering et une précision de poursuite, la logique floue est introduite.

3.4 Commande floue-mode glissant d’ordre entier

La logique floue est une technique de commande basée sur la conception d’'un systéme
expert & base de lois comportementales. Elle est en quelque sorte une codification du “bon
sens”, elle permet la résolution des problémes a la facon d’'un étre humain.

Il existe de nombreuses méthodes permettant d’adapter la théorie de la logique floue
a un probléme de controle-commande. Elles suivent une procédure comprenant quatre
étapes : la fuzzification, la définition des régles de controle, la définition des mécanismes
d’inférences des régles floues et la défuzzification.

La fuzzification : c’est le codage des différentes entrées et sorties du systéme en
déterminant les différentes univers de discours correspondant aux domaines de variation
des variables.

Ensuite, on définit pour chacune des variables ses sous-ensembles flous ainsi que leurs
fonctions d’appartenance associées.

Les régles de contrdle : c’est un ensemble de régles linguistiques qui assure le
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controle du processus. La connaissance du processus, au sens physique ou d’aprés les
dires d’experts, permet de raisonner en temps de controle et de remplir des tables de
régles.

Le mécanisme d’inférence des régles floues : C’est un mécanisme de décision
qui, en manipulant le bloc des régles, établit une décision. Il existe plusieurs stratégies
d’inférence.

Exemple :

Mamdani (Max, Min.).

Larsen (Max, Prod.).

Sugeno (Somme, Prod.).

La défuzzification : ¢’est 'opération qui a pour but de produire une valeur non floue
pour chacune des variables de sortie. On peut appliquer plusieurs méthodes de résolution,
mais la plus fréquente est la méthode des centres de gravité.

Dans cette partie nous présentons un systéme de controle flou qui obéit a la théorie
des systémes a structure variable et ceci pour garantir la stabilité. Cette nouvelle vision
est basée sur 'interprétation suivante des régles de controle flou.

Une régle est généralement une relation floue de la forme [146] :

R': Si(A;,B;) Alors C; (3.22)

Ou A; et B; sont des quantités floues représentant les mesures du processus et C; est
une quantité floue représentant le signal de commande. Nous remarquons que la régle
R; constitue une “structure” du systéme de contrdle flou qui change selon les états du
processus. Ainsi, la séparation des états basée sur la “structure” est vue comme un systéme
de controle a structure variable.

En s’appuyant sur cette idée, on peut traiter le systéme de controle flou comme un
type de systéme a structure variable (le controleur flou est identique a un controleur a
structure variable avec une bande limite “boundary layer”).

Comme nous l'avons montré déja dans la section précédente, le terme de correction

dans une commande & structure variable est donné par :

u, = —Ks.sgn(s) (3.23)

Théoriquement, il faut noter que le mode glissant est idéal. Di au retard de com-

mutation, il est rare, dans le cas d’un systéme réel, que ce modéle idéal se produise, en
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particulier & cause du broutement (Chattering) autour de la surface de glissement. Cette
situation est corrigée par un lissage de la commande discontinue a 'intérieur d’une bande
limite (autour de la surface de glissement).

Donc en introduisant une bande limite ¢ , la loi de commande par mode glissant est

modifiée comme suit [147] :

K, s> ¢
Up = — S.i —p<s<o (3.24)
— K 5< —0¢

Dans cette section, nous présentons un controleur flou (systéme d’inférence floue) qui
est équivalent au (3.24).

L’idée de base pour la conception de ce contréleur est qu’il est possible de faire une
extension de la surface de glissement, s = 0 vers une surface floue définie par I’expression

linguistique [133, 134] :

s est zros (3.25)

Avec § la variable linguistique de s et “zéro” est 'un de ses ensembles flous. Dans le
but de fuzzifier 'espace autour de la surface de glissement s on définit cing sous ensembles
flous (figure 3.4), tels que :

T(3) = {NG,NM,EZ PM, PG} = {F}, .., F?} (3.26)

s

Avec les prédicats suivants :
NG : négatif grand; NM : négatif moyen; EZ : environ zéro; PM : positif moyen;
PG : positif grand.

Quant a la commande u,,, nous définissons aussi cing sous ensembles flous tels que :

T(i,) = {PG,PM,EZ,NM,NG} = {F} , ... F} } (3.27)

Les fonctions d’appartenance des deux variables s et u,, sont illustrées par la figure
3.5.

On définit des fonctions d’appartenance de forme triangulaires pour la surface de
glissement s et des singletons pour la commande wu,,.

Dans la figure 3.5, le paramétre, r € [0, 1] est utilisé pour ajuster les points modaux
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=0

o -

FIGURE 3.4: Partition floue de I'espace autour de la surface de glissement.

du sous ensemble EZ (la précision de la commande réside dans 1'expression, § est zéro).

s )
NG TR 2rd Pr PG NG T B PR PG
s J J il
f ! )
0 g % g B # 10 L - g £ &
P = 2 2

a)

FIGURE 3.5: Fonctions d’appartenance de, a) Pentrée s et de, b) la sortie uf

Nous définissons pour ce systéme d’inférence flou, les régles suivantes :

R1 : SI s est NG Alors uf est PG
R2 : SI s est NM Alors uf est PM
R3 : SI s est EZ Alors uf est EZ
R4 : SI s est PM Alors uf est NM
R5 : SI s est PG Alors uf est NG

On peut mettre aussi :
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Ri: SI s est F' Alors uf est F! .Aveci=1,...,5 (3.28)

Nous considérons X et Y, comme étant 1'espace d’entrée et de sortie des régles floues
respectivement. Pour un ensemble flou arbitraire Fx dans X, un ensemble flou Fw o R; est
défini dans 'espace Y par la régle R;.

Par l'utilisation de la méthode d’inférence max-min [148], [149].

Piors () = max[minlpp, (), minlp g (s), g (uf)]]] (3.29)

Ainsi, les sous ensembles flous et les fonctions d’appartenance sont déterminés. Il ne
nous reste que ’étape de défuzzification pour extraire la valeur de la commande u,,.

Pour le cas ot la forme du sous ensemble F, est un singleton, on peut écrire :

1 Si s=«
g () = (3.30)

0 ailleurs

Pour la phase de défuzzification, on utilise la méthode de centre de gravitée, ce qui

nous donne :

(3.31)

Avec, p;(s) le degré d’appartenance de s au sous ensemble F! .

Finalement, le résultat d’inférence pour tout s, s’écrit [150] :

un = —K.sig (;) (3.32)

Avec :

—1 z =< —1

55 —l<z<Th

z T <2z2<0
4 = 9 <

= 3.33

sig (z) : 0<z<Th (3.33)

e Th<z=<0

1 z>1

La figure 3.6, illustre le résultat d’inférence des régles floues pour différentes valeurs de
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la variable r. On remarque clairement que la valeur de la variable r joue un role important
dans la forme de cette fonction. Pour » = 1, on peut la considérer comme une fonction de
saturation.

Par conséquent, on peut améliorer les performances de la commande par I'ajustement

de cette variable.

4 Ha
~=0.2

4 K

=1 1 s
1 1 1 1 ’s:..
- R— 7 g

Al #=0.6
K

FIGURE 3.6: Résultats de 'inférence des régles floues pour différentes valeurs de r

L’application de la commande floue-mode glissant pour le systéme (3.1) contient deux
termes, une commande floue (u(,ry;) donnée par (3.34) qui approxime la commande dis-

continue (—Kj;sgn(s;)), et la commande équivalente développée précédemment.

Uj = U(eq)j + U(nF)j

5
avec Uppy; = “5——, J =12
Zm(sj)

=1

La description du systéme floue utilisé est détaillée par la figure 3.7 :
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Partie prémisse Les régles Partie conclusion

Puts)) wluf)

NG NM  H  PM PG NG NM .

)
<
o
[9]

R;i:SI s est NG Alors uf] est PG
R,:SI s est NM Alors uf] est PM
Rz :SI 5 est EZ Alors uf] estEZ
i R;:SI s; est PM Alors uf; est NM
| } ) Rs:SI s; est PG Alors uf] est NG

,_.
<
B
-
e ]
(=]
-
e
=
—
o
2
|
=
==
N|=
Kol

FIGURE 3.7: Systéme d’inférence flou utilisé pour calculer la commande discontinue

3.5 La commande par mode glissant d’ordre fraction-

naire

3.5.1 Choix de la surface de glissement s; (j=1,2)

Dans notre premier cas nous allons utiliser la surface de glissement proposé par [12],
[16] ¢’est une surface sous forme d’un régulateur PD d’ordre fractionnaire (PD®) sa forme

est donné par :

§; = kpje(Qj—l) + Dtaje(gj_l), 0< a; < 1 (335)

Ou la définition utilisée est celle de Caputo donnée dans le deuxiéme chapitre.

En régime de glissement idéal, la surface de glissement s; = 0. L’équation (3.35) donne
alors Dtaje(gj,l) = —kpje2j-1) -

On peut constater que |arg(—ky;)| = 7 > aF . Donc les gains k,; sont choisie pour
étre positifs afin de satisfaire la condition de stabilité (2.66).

Respectant la propriété de Caputo de (2.26), 'équation (3.35) peut étre réécrite comme

suit :

S5 = kpje(ijl) + Dlgajil)é(gj,l) (336)

Pour le deuxiéme cas, on propose une surface de glissement sous forme d’un régulateur

PID d’ordre fractionnaire (PI®D®) comme suit [139, 140] :

S; = /{ije(gj_l) + kith_aje(gj_l) + D?jE(Qj_l), 0< % <1 (337)
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Cette derniére peut étre réécrite comme, en respectant la propriété (2.26) :

S5 = k’pje(gj_1) + lfz‘j_D;aje(Qj_l) + Dﬁarl)é@j_l) (338)

Le but de cette proposition est de tirer profit de I'introduction de ces deux paramétres
(ki;j et —a;) et d’établir des spécifications additionnelles de conception, assurant une
performance robuste du systéme commandé par rapport aux variations paramétriques et
les perturbations externes [139].

Dans le régime glissant nous avons s; = 0, L’équation (3.37) donne alors :

kpjei-1) + kijDy ™ ej—1) + Di”e(2j1) = 0 (3.39)

On choisi le vecteur d’état [D;aje(zj,l) 6(2]-,1)} = [Ey; Es;|. D’otle systéme linéaire

d’ordre fractionnaire suivant caractérisant la dynamique de Uerreur :

D{"E; = Ey;

. (3.40)
Dy? Eaj = —kijEyj — kpj B,
Ou sous matricielle :
D}’ Ey; B 0 1 Ey; (3.41)
D" By —kij —kp || B

Les paramétres k,; et k;; de la surface de glissement sont choisis positifs afin que les

valeurs propres de la matrice Aremplissent la condition de stabilité du (2.66).

3.5.2 Synthése de la commande u; (j=1,2)

La syntheése de la commande u; se fait de la méme maniére que dans la commande
d’ordre entier, ou la commande équivalente est calculée a partir de s = 0 , et u, la
commande discontinue peut prendre une forme modifiée et étre d’ordre fractionnaire pour
des raison de simplification de calcul et satisfaction de la condition de stabilité.

En résumé, la commande u; est alors d’ordre fractionnaire.

Pour le premier cas (avec surface PD*) la dérivée de (3.36) nous donne :

85 = kpj.éajmry + D\ Ve

= Kpj-€j-1) + Dgaj_l)(i@j—l) — Z(2j-1)d) (3.42)
. a;—1 .
= kyjéai-1) + DIV (F(X) + by (X)uj + dj — F2-1)a)
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Posant §; = 0, et respectant la propriété de dérivée d’ordre fractionnaire au sens de

Caputo (2.22), la commande u.y); est obtenue :

—1

Ui = 51%) [y D™ (Eayny) + F5(X) — diay-1yd] (3.43)

La commande global u; est donnée par :

—1
bi(X)

uj = [kpj-Dgl_aj)(é(zjfl)) + (X) - T(2j-1)d + Dt(l_aj)(Ksj‘Sgn(Sj))} (3.44)

Pour le deuxiéme cas (avec surface PI*D?), la dérivée de (3.38) nous donne

kpje (25-1) + szDt 2] 1) + Dta e(2j_1)
= kpjecj—1) + ki Dy “eqj1) + DI i os1) = Fajo1a) (3.45)

= k‘pje(ijl) + kijD;ajemj—l) + Dt(arl)(fj(X) + b; ( )Uj + d 2; 1)d)

De la méme maniere que précédemment, la commande équivalente u.q); est obtenue

en posant s; = 0 comme suit :

Uens = 5 [y D (603 1)) + kig D2 b0y ) + f(X) = o] (3.46)

Et la commande global u; est donnée par :

b [y DI (o) + i DY (Eyny) + F5(X) = digjonya
+Dy' 7 (K y.sgn(s;))|

uj =3
J J

(3.47)

3.5.3 Analyse de stabilité

Pour le premier cas :

Par substitution de 'équation (3.44) dans I’équation (3.42), nous aurons :

. . 04771 aj 1 1— a; ajfl 1fo¢j
§5 = kpj-iajr) + D\ TV(d) = k. DTV DT ey 1y — DTV DI (K sen(s)))
(3.48)
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Respectant la propriété (2.23) pour m = 1, 'équation (3.48) devient :

8 = D,ﬁ“jfl)(dj) + kpj-€2i-1)(0) — Kj.(sgn(s;)) + Ksj.5gn(s;(0)) (3.49)

Si on suppose que :

kipj-€(2j-1)(0) + K;.s8n(s;(0)) = 0 (3.50)

Cela implique :

$j8j = Sj. (Dﬁa"_l)(dj) - Ksj-(sgn<sj)))

(3.51)
< (Y5 — K) |sj]
D’aprés (3.51), la condition de stabilité est vérifice si Ky; > 1),
Autrement, si ‘k‘pj.é(zjq)(o) + Ksj-Sgn(SJ'(O))’ <& <00
s1;81; < (Y — Ky +&5) - 15 (3.52)

Alors, la condition de stabilité est vérifice si Ky; > (¢; +&;)
Pour le deuxiéme cas :

La substitution de 1’équation (3.47) dans I’équation (3.45), en respectant la propriété

(2.23) donne :

éj = Dt(aj_l)(dj) + k?pj.é(gj_l)(()) + /{Zij.Dt_ajé(gj_l)<O) — Ksj.(SgIl(Sj)> + Ksj.SgH(Sj(()))

(3.53)
Si on suppose que :
kpj.é(Qj_l)(O) + kij.D;ajé(gj_l)(O> + Ksj.SgIl<Sj(O)) =0 (354)
Cela implique que :
o —s. (D9 V(g — K. .
5385 = 55 (D7) = Ko (sen(s,)) 3.55)

< (¥ — Kyj) Isi
D’aprés (3.55), la condition de stabilité est vérifice si Ky; > 1),
Autrement, si ‘kpj-é(Qj—l) (O) + k’ij.D;ajé(gj_l)(O) + Ksj.SgIl(Sj(O))‘ < €j < 0
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s1581; < (5 — Ky +¢5) - [s] (3.56)

Alors, la condition de stabilité est vérifice si K; > (¢; + ¢;)

3.6 La commande floue-mode glissant d’ordre fraction-
naire

La fonction sign dans (3.44) et (3.47) peut engendrer l'effet de Chattering . Pour
remédier a ce probléme, cette fonction est remplacée par un controleur flou. La méme
procédure la méme que dans le cas de la commande flou-mode glissant d’ordre entier. La
combinaison de la stratégie de commande floue avec le mode glissant d’ordre fractionnaire
permet de profiter des avantages de ces deux approches [16]. La description du systéme

floue utilisé est donnée par la figure 3.7.

3.7 Optimisation par algorithme OEP des commandes
synthétisées

Le probléme d’optimisation est concu pour trouver les valeurs optimales des différentes
commandes synthétisées précédemment afin d’améliorer les performances du systéme en
boucle fermée.

Prenant P comme le vecteur des paramétres a optimiser.

P = [kp1, kpo, ki, kio, a1, a2, ¢1, 2,71, 79, K1, K| dans le cas du régulateur flou-mode
glissant d’ordre fractionnaire avec surface de glissement (PI1*D®).

P = [kp1, kpa, ki, kio, @1, ¢2,71, 72, K1, K5] dans le cas du régulateur flou-mode glissant
d’ordre entier avec surface de glissement (PID).

P = [kp1, kp2, 1, o, @1, P2, 71, 72, K7, K] dans le cas du régulateur flou-mode glissant
d’ordre fractionnaire avec surface de glissement (PD?).

P = [kp1, kpa, 91, 2,71, 72, K1, K] dans le cas du régulateur flou-mode glissant d’ordre
entier avec surface de glissement (PD).

O les régions de ces parameétres sélectifs sont mentionnées comme suit :

0.01 < kp1, kp2, kir, ki, @1, 02, K1, Ko < 105 0.01 < aq, 0,171,172 < 1

Pour converger vers la solution optimale, I'algorithme d’OEP doit étre guidé par la
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fonction de cotit. Par conséquent, elle devrait étre correctement défini avant I’exécution
de I'algorithme d’OEP. Dans la présente étude, la fonction de cott utilisée (F') est définie

par ’expression suivante :

F(k) =323 (Yei-n [ei—n ()] + v lus(9)]) (3.57)

i=1 j=1
Ot e(y;_1)(@) est I'erreur de poursuite de I'ieme échantillon, u;(7) est le signal de com-
mande de 1':°¢ échantillon, N est le nombre des échantillons, et £ est le nombre d’ité-
rations. Les facteurs de pondération v(p;_1) et 72; sont employés pour donner plus de
flexibilité au concepteur selon la nature de 'application et I'importance donnée & I'erreur
ou au signal de commande.
La figure 3.8 montre la structure du processus d’optimisation de la commande utilisant

Ialgorithme d’OEP.

Fonction de cout &

> (%) e

=31 &3 -' Lz 1y

- L £ x
Xid ‘Q—L »  Régulatelr 1 Bous-systéme 1 -0 !

: ] Interconesions [

. : ) X3

Kzg——» Bégidlateur 2 Bousz-systeme 2 o
1 3

FIGURE 3.8: Processus d’optimisation des paramétres de la commande avec OEP

3.8 Application au systéme du double pendule inversé

Le double pendule inversé est un systéme dynamique non linéaire complexe intercon-
necté. Il est souvent utilisé par les développeurs de lois de commande dédiées aux systémes
interconnectés. La structure de ce systéme est illustrée par la figure 3.9.

Les deux pendules inversés sont connectés entre eux par un ressort de rappel. Deux
couples u; et us sont appliqués aux entrées a travers des servomoteurs afin de garantir les
positions #; et 5 désirées.

La dynamique du systéme est représentée par les équations suivantes [151], [152] :
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iy e '
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91, Fr8 32, 2
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FIGURE 3.9: Structure du systéme double pendule inversé

m}f’“) sin(zq) + (%) (sin(xs) — sin(zq)) + (2’%"1) (I—0b)+ "f,—(lt) + dy(t)

) sin(as) + (1) (snan) —sin(e)) = () (=) + 52+ ol
(3.58)

Ou les variables d’état sont les positions angulaires et les vitesses angulaires donnés
par le vecteur X =[xy, x9, 3, x4] = [0}, 0, 0, «92] . Les paramétres du systéme utilisé
dans cette étude sont donnés par [151] :

k= 100 [N/M]; g= 9.81 [m/s*|; mi;= 2 |kg|; mo= 2.5 |kg|; I= 0.5 [m]; r= 0.5 [m];
b= 0.4 |m|; J;=0.5 |kg.m?|; Jo= 0.625 [kg.m?|.

La figure 3.10 presente la réponse du systéme en boucle ouverte pour des échelons de
couple u; = uy = 2 N.m; Ces résultats montrent que ce systéme est instable en boucle
ouverte.

L’objectif est de synthétiser les commandes u; et u, pour maintenir les états désirés

T1q €t T34 suivant :

x14(t) = 0.12(cos(nt) + sin(27t/3)) rad

(3.59)
x3q4(t) = 0.12(sin(nt) + cos(wt/3)) rad

Les conditions initiales sont (x1(0), 23(0)) = (0.0) Les paramétres de synthése de
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FIGURE 3.10: réponse du systéme double pendule inversé en boucle ouverte pour des

échelons de 2 Nm, avec (61(0), 65(0)) = (0.5,—0.5)

Ialgorithme OEP pour 'optimisation des différents controleurs synthétisés précédemment

sont donnés par le tableau 3.1.

Tableau 3.1: Les valeurs spécifiques de 'algorithme OEP.

Caractéristique Valeur
Nombre de particules (n) 20
Nombre des itérations (k) 20
Paramétre () 2.05
Paramétre (®,) 2.05
facteur de pondération (yg—1)j=1:2) |3
facteur de pondération (y9; j =1: 2) 0.1

Les courbes d’évolution de la fonction de cout (F') minimale, parmi les 5 exécutions

du programme dans chaque cas de commande, sont illustrées dans la figure 3.11. On
peut clairement observer que la commande avec surface PID est meilleures par rapport
a tous les autres commandes en terme de qualité des solutions obtenues et de vitesse de
convergence.

Les paramétres obtenus aprés optimisation des différentes commandes sont donnés par
les tableaux 3.2 et 3.3.

D’apres les tableaux 3.2 et 3.3, la condition de stabilité est vérifiée dans chaque cas;
puisque les valeurs propres de la matrice A de (3.41) satisfont la condition (2.66).

Les réponses du systéme double pendule inversé, ainsi que les signaux de commande
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FIGURE 3.11: L’évolution de la fonction de cout (F) pour les différentes stratégies de
commandes synthétisées.

Tableau 3.2: Paramétres optimaux pour la commande avec surface PD fractionnaire/sur-
face PD.

Parameétre k, Q@ [0) r K

Sous systéme 1 | 0.9282 | 0.1178 | 0.0100 | 0.7754 | 0.5604
3.5985 | - 0.8656 | 0.0100 | 1.5923
Sous systéeme 2 | 0.6068 | 0.2338 | 0.0100 | 0.7586 | 0.6534
2.3227 | - 0.0100 | 0.8306 | 0.5801

Tableau 3.3: Paramétres optimaux pour la commande avec surface PID fractionnaire/-

surface PID.
Paramétre kp k; Q 10) r K

Sous systéme 1 | 1.0163 | 0.1988 | 0.1022 | 0.4085 | 0.0527 | 1.2101
5.1803 | 0.0100 | - 0.0100 | 0.9717 | 3.9910
Sous systéme 2 | 0.8395 | 0.2823 | 0.2555 | 0.0100 | 0.7031 | 0.5614
4.8864 | 0.2258 | - 0.0100 | 0.3590 | 0.8937

avec les paramétres optimaux sont illustrés par les figures suivantes. Pour des raisons de
comparaison nous donnons les résultats de chaque paire de techniques sur la méme figure.
Les figures 3.12 et 3.13 montre respectivement la variation des variables d’états et des
commandes avec surface PD et PD fractionnaire. Les figures 3.14 et 3.15 montrent les
résultats de simulation en utilisant la surface PID et PID fractionnaire.

Comme le montrent les figures 3.12 a 3.15, les commandes d’ordre entier ou frac-
tionnaire assurent la poursuite de trajectoire. En termes de performances, la commande

d’ordre fractionnaire donne de meilleurs résultats notamment par rapport au temps de
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FIGURE 3.12: Variation des variables d’état (z;) et (x3), utilisant la commande

surface PD/ PD fractionnaire

1 5 T T 30 T T
— avec surface PD fractionnaire — avec surface PD fractionnaire
— avec surface PD 2% — avec surface PD
10
20

-5

Commande, u, (N.m)
S

FIGURE 3.13: Variation des commandes (u;) et (uz), utilisant la

PD/ PD fractionnaire

réponse.

Commande u, (N.m)

temps

commande avec surface

Le rejet de perturbation est clairement démontré & travers les résultats de simula-
tion pour des perturbations externes de la forme d; = dy = 0.1sin(t). Les résultats de
simulation sont donnés par les figures 3.16 a 3.19.

La robustesse des controleurs optimaux est testée aussi vis-a-vis d’un changement de

trajectoire (signal rampe avec un pente de 0.08) avec les conditions initiales (x1(0), x3(0))
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——avec surface PID : —— avec surface PID
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FIGURE 3.14: Variation des variables d’état (z;) et (x3), utilisant la commande

surface PID/ PID fractionnaire
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FIGURE 3.15: Variation des commandes (u;) et (uz), utilisant la commande avec surface
PID/ PID fractionnaire

= (0.1, - 0.1). Les résultats de simulation sont donnés par les figures suivantes.

D’apres les résultats obtenus en présence de perturbations externes, on remarque, la
poursuite des trajectoires est assurée avec insensibilité nulle aux perturbations. En chan-
geant les trajectoires désirées et les conditions initiales des états, le systéme reste stable
avec une bonne poursuite. Néanmoins, des oscillations indésirables a haute fréquence (phé-

noméne de chattering) sont constatées sur le signal de commande ; dans la figure 3.23, la
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= avec surface PD — avec surface PD

FIGURE 3.16: Variation des variables d’état (z;) et (z3) avec addition des perturbations
externes, utilisant la commande avec surface PD/ PD fractionnaire
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FIGURE 3.17: Variation des commandes (u;) et (uz) avec addition des perturbations
externes, utilisant la commande avec surface PD/ PD fractionnaire

commande avec surface PID montre que les signaux de commande générées pour les deux

sous systémes, présentent des oscillations a haute fréquence (phénoméne de chattering).
Par la suite, une étude comparative entre les différents cas de commandes optimales

synthétisées, a été faite en se basant sur les deux critéres de performance J; and J, données

par (3.60), avec N étant le nombre des échantillons du signal mesuré.
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FIGURE 3.18: Variation des variables d’état (z;) et (z3) avec addition des perturbations
externes, utilisant la commande avec surface PID/ PID fractionnaire
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FIGURE 3.19: Variation des commandes (u1) et (ug) avec addition des perturbations ex-
ternes, utilisant la commande avec surface PID/ PID fractionnaire

N 2
Si=2 2 le(ai—1) ()

Y (3.60)
Ja = %3 ()

D’apres les tableaux 3.4, 3.5 et 3.6, on peut déduire que les deux stratégies de com-
mandes par mode glissant d’ordre fractionnaire donnent de meilleurs résultats en termes

de précision (min(Jy)) avec évidement une supériorité de la commande avec surface PID
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FIGURE 3.20: Variation des variables d’état (z1) et (z3) avec changement de trajectoires,
utilisant la commande avec surface PD/ PD fractionnaire
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FIGURE 3.21: Variation des commandes (u;) et (ug) avec changement de trajectoires,
utilisant la commande avec surface PD/ PD fractionnaire

Tableau 3.4: Comparaison entre les différentes stratégies de commande pour le systéme
sein

Critére | surface PD | surface PD fractionnaire | surface PID | surface PID fractionnaire

J1 11.0630 5.5296 7.9838 5.1636

Jo 3.1455 103 | 3.2943 103 3.1388*10° | 3.2900 * 10°

fractionnaire. cependant une comparaison basée sur I’énergie (.J;) montre que ces derniéres

approches deviennent beaucoup plus énergétiques (max(J2)) par rapport aux autres, qui
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FIGURE 3.22: Variation des variables d’état (z1) et (z3) avec changement de trajectoires,
utilisant la commande avec surface PID/ PID fractionnaire
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FIGURE 3.23: Variation des commandes (u;) et (uy) avec

——avec surface PID
—avec surface PID fractionnaire|{

utilisant la commande avec surface PID/ PID fractionnaire

changement de trajectoires,

Tableau 3.5: Comparaison entre les différentes stratégies de commande en présence de
perturbations externes

Critére | surface PD | surface PD fractionnaire | surface PID | surface PID fractionnaire
Ji 11.1409 5.9089 8.0489 5.5165
Jo 3.1501 % 10° | 3.2947 % 103 3.1403*10° | 3.2943 x 103

assurent quant a elles la stabilité avec minimum

commande avec surface PID classique.

d’énergie avec une supériorité de la
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Tableau 3.6: Comparaison entre les différentes stratégies de commande pour changement
des trajectoires désirées

Critére | surface PD | surface PD fractionnaire | surface PID | surface PID fractionnaire

J1 10.6850 5.3670 8.7104 4.6442

Ja 2.9676 x 10% | 3.0077 x 103 2.9562*%10° | 2.9823 x 10°

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, des approches de commande floue-mode glissant ont été développés
pour le systéme double pendule inversé. Nous avons d’abord commencé par exposer les
deux stratégies de commande basées sur des surfaces de glissement PD et PID d’ordre
entier. Ensuite, nous avons développé deux nouvelles approches en se basant sure la syn-
thése de surfaces de glissement d’ordre fractionnaires de type PD et PID. La stabilité du
systéme est démontrée a 1’aide du théoréme de Lyapunov.

Les résultats de simulation obtenus ont montré clairement ’efficacité et la supériorité

des approches d’ordre fractionnaire par rapport a celles d’ordre entier.
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Chapitre 4

Commande par mode de glissement
d’ordre fractionnaire optimisée des

systémes non linéaires SITO

4.1 Introduction

Dans les derniéres années ont vu la commande des systémes non linéaires & entrée
unique et plusieurs sorties (appelé communément systémes sous actionnées) , particulié-
rement & une entrée et deux sorties (en anglais Single Input Two Output (SITO)) a gagner
une place importante et attirer un certain nombre de chercheurs. Par exemple, dans [153|
des régulateurs PID sont appliqués a la stabilisation et commande de poursuite de trois
types de pendules inversés; dans [154] le régulateur PID et combiné avec le LQR afin
d’aboutir & une commande résultante optimale ; un controleur flou avec estimation de ses
paramétres a été proposé dans [155]. Une commande intelligente basée sur le PD flou
type-2 a été également proposée dans [156].

La conception de la commande par mode glissant pour ce genre de systémes constitue
un défi de taille. On peut citer, entre autre ; le mode glissant découplé [157] ; la commande
floue-mode glissant optimisée par algorithme de colonies de fourmis [158], [159]; la com-
mande par mode glissant découplée avec flou-réseaux de neurone [160], ou le flou-réseaux
de neurone est utilisé pour 'approximation de la commande computationnel. Il est & noter
que toutes ces approches développées sont basées sur le calcul d’ordre entier.

Motivé par ce qui a été obtenu comme résultats dans le chapitre précédent, nous avons

proposé une nouvelle approche de commande par mode glissant d’ordre fractionnaire pour
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une classe de systémes SITO. En premier lieu, deux surfaces de glissement d’ordre frac-
tionnaires sont proposées avec une variable intermédiaire transféré de la seconde surface
vers la premiére (considéré comme principale), afin d’hiérarchiser les deux surfaces de
glissement. En second lieu, une loi de commande a été synthétisée afin de commander les
deux sorties du systéme. La condition de stabilité au sens de Lyapunov a été présentée
en respectant les propriétés du calcul d’ordre fractionnaire. Dans 'objectif d’améliorer
les performances du systéme en boucle fermée, ’algorithme d’optimisation par essaim de
particules a été utilisé.

Enfin, lefficacité et la robustesse de 'approche de commande par mode glissant d’ordre
fractionnaire proposée et celle d’ordre entier, sont démontrées a travers des résultats de

simulation avec le systéme Bille-Barre (en anglais Ball-Beam).

4.2 Description du systéme

Soit le systéme non linéaire décrit par la représentation d’état suivante :

(

( (4.1)
(

(

Avec :

X = &1, 20, 23, 24]" est le vecteur d’état, f1(X), f2(X),b1(X) et by(X) sont des fonc-
tions non linéaires, u(t) est la commande du systéme appliquée aux deux sous systémes,
di(t) et dy(t) sont des perturbations externes, et Y = [z1, 23] est le vecteur de sortie du
systéme.

Remarque : les hypothéses présentées dans le chapitre précédent sont utilisées ici.

4.3 Synthése de la commande par mode glissant d’ordre

entier (MGOE)

L’idée principale de la commande par mode glissant pour le systéme (4.1) peut étre
présentée comme suit :

On découple le systéme global en deux sous systémes (le premier sous systéme contiens
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les états x; et xo, et le deuxiéme contient les états x3 et z4), et on définit deux surfaces

de glissement S; et S :

Sl = él + /\1.61, €1 = T1 — 14 (42)

SQ = 65 + )\2.63, €3 — T3 — T34 (43)

Avec \; et Ay sont des constants positives.

Notez que l'objectif de la commande consiste & forcer les états du premier sous-systéme
a se déplacer vers la surface de glissement S; = 0 et converger vers 1, = x4, To = T14.
Le deuxiéme objectif est de forcer les états du deuxiéme sous-systéme a se déplacer vers
la surface de glissement Sy = 0 et converger vers x3 = 3q, T4 = T34.

Puisque D'utilisation d’une commande u; calculée & partir de la surface de glissement
S1, n’assure que la convergence des états x1, x5 aux souhaités, valeurs et ['utilisation d’une
commande uy calculée & partir de la surface de glissement S5, n’assure que la convergence
états x3, x4, nous prenons en compte 'idée donnée dans [158| qui consiste a utiliser une
variable intermédiaire z de ’équation (4.5) présentant les informations transférées de Sy
vers S;. En effet, la surface de glissement S; est modifice comme dans I’équation (4.4) et
la surface Sy conserve toujours la méme forme telle que dans 'équation (4.3).

Cette modification change 'objectif de la commande de x1 = x14, T2 = T14 et T3 = X34,

Ty =1T3q & T1 = X1+ 2, Ty = T1q €t T3 = T3q, Ty = T3q.

Sl = él -+ )\1.(61 — Z) (44)
S

z=sat | — | .kyy, 0<ky<1 (4.5)
V2

Avec ¢, est la bande limite de la surface de glissement Sy qui assure le lissage de la
commande et le maintien de I'état du systéme dans cette bande.

D’aprés I’équation (4.4), si S; = 0, alors x1 = x14+ 2 et zg = Z14. D’autre part, lorsque
Sy # 0 alors z # 0. Il en résulte que 'objectif de la commande est de réduire Ss. Lorsque
S5 diminue, z diminue aussi. En résumé, lorsque Sy — 0 avec x3 = w34, alors z — 0
avec r1 = T14; alors S; — 0, et ainsi 'objectif de la commande est atteint. L’objectif de
commande sera,donc, atteint quand S; = 0 et S, = 0. Dans ce cas, si ty1 > tgo, Lo est

non considéré, t sera égal & tyy, En outre, si tyo > 151, ty1 est non considéré, ¢y sera égal
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atsy; avec tyy, tpo et ty respectivement le temps final (pour erreur e=0) de sous systéme
1, systéme 2 et systéme global.
D’aprés équation (4.5) la valeur absolue maximale de e; sera limitée.

Démonstration : L’équation (4.4) peut étre réécrite comme suit :

Sl = él + )\1 c €1 — )\1 - sat (63—}_@263) . /{32 (46)
2

Supposant que :

€3 + A9 - €3] < o (4.7)

Nous sommes dans la partie linéaire de la fonction «sat» et alors (4.6) devient

S
Sy =¢é14+ A ep— )\ - <e3+¢263> ko (4.8)
2

En régime glissant on a S; = 0. Le point d’équilibre est atteint quand ¢ — oo, dans

ce cas ¢; = é3 = 0. Donc on trouve que :

e Ag -
81:0:)\1'61—)\1'<263)'k2:>61:<2eg)'k’g (49)

Y2 Y2
Si la relation (4.7) est vérifiée, alors nous aurions en régime glissant % < 1. Donc

par substitution dans (4.9) on obtien |e;| < k.
La structure générale de la commande qui répond a la condition de stabilité peut étre

écrite comme suit :

U = Ueg + Uy (4.10)

Avec u,, est la commande équivalente calculée & partir de S; = 0, et un la commande
discontinue ou attractante.

La dérivée par rapport au temps de 1’équation (4.4) donne :

Sl - él + )\1.(é1 - Z)
= (&1 — Z14) + Mr.(€1 — 2) (4.11)
= (fi+biu+d; — Z1q) + Mi.(é1 — 2)

Avec Z est donné par 'expression suivante [50] :
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i=4 * vz (4.12)
0 si 22| >1
P2
Et S, par :
SQ - ég + /\Q.ég
= (&3 — ¥3q) + A2.€3 (4.13)

- (f2 + bzu —+ d2 — .’.L"gd) + )\Q.ég

En substituant I’équation (4.13) et I’équation (4.12) dans ’équation (4.11) et en posant

Sy = 0, la commande équivalente pour le systéme non perturbé est obtenue :

—1 .. kg 3 . k2 ]
h _\ Ekap 1T —A—. - + (A1.61 — M Ao—.é; 4.14
= Byt~ N = E) Qe = M) (1

Ueqg =

La commande globale u sera :

u =

—1 .. ko .. . ko . Sy
—_— —T1g— A\ —. — Z3g) + (A1 — M Ao—.€3) + (k1.sgn(— 4.15
(bl—>\15,252)[f1 1d 1<p2 (fz 3d> ( 1€1 1 2802 3) ( 1-58 (801))] ( )

Ou k; est une constante positive et o est la couche limite de la surface de glissement

Si.

4.3.1 Analyse de stabilité

Garder les états du systéme (1, x3) sur les surfaces de glissement Sy, Sy, Vt = 0
garantira que le vecteur des erreurs de poursuite (ej, e3) se rapproche asymptotiquement
vers zéro. La condition de glissement correspondante est donnée par la fonction candidate

de Lyapunov [160] :

V=162
2 (4.16)
V=255<0
Substituant 'équation (4.15) dans I’équation (4.11)
S ko _ 51
51 = <d1 -\ ¢2-d2) klsgn(w) (4.17)

< (6rsgn(2) — M k2 5, sgn(51)) — kysgn(Sh)
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D’ou

S151 < 1 (51 - /\1@.52 - k’1> el (4.18)
2 Y1

D’aprés I’équation (4.18), on peut conclure que la condition de stabilité est obtenue

sous la condition suivante :

k
ki = ((51 — )\17252) (419)

Y2
Mais, I’équation (4.15) aura une commutation a haute fréquence (chattering) a proxi-
mité de la surface de glissement (S; = 0) en raison de la fonction ’sgn’ impliqués. Ainsi,

afin d’éliminer ce phénomeéne, on remplace sgn(S;/¢1) par sat(S;/¢1) comme suit :

-1 ) ko . . ko . Sh
— | f1—T1g— N —. — T3q) + (A1.61 — A1 Ag—.€3) + (kq.sat(— 4.20
(bl_)\liibQ)[fl AL (f2 = #3a0) +(A1.é1 =\ 2 3) + (k1 (<P1))] (4.20)

u =

4.4 Synthése de la commande par mode glissant d’ordre

fractionnaire (MGOF)

Dans cette partie, nous allons développer une commande par mode glissant d’ordre
fractionnaire pour la poursuite des trajectoires du systéme (4.1). A cet effet, les formes
introduites dans la section précédente seront utilisés.

Les deux surfaces de glissement peuvent étre définies comme suit [161] :
S1=Die;+M.(e1—2), 0<a<l (4.21)

52 = D?eg + )\2.63 (422)

Utilisant la propriété du dérivé fractionnaire au sens de Caputo donnée par I’équation

(2.26) dans le deuxiéme chapitre; Sy et Sy peuvent étre réécrites comme suit :

Sy =D Véy 4+ M\.(er — 2) (4.23)

SQ = Dﬁa_l)é?) + )\2.63 (424)
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Prenant le dérivé des deux cotés de I’équation (4.23) par rapport au temps ¢, on

obtient :

Sy =D Ve 4+ A\ (e — 3)
= D\ V(g — F10) + Ar(ér — 2) (4.25)
= Dlga_l)(fl +bu+dy — Z1g) + Ai.(61 — 2)

Avec 2 prend la méme forme que équation (4.12), et

SQ == Dgail)ég + )\2.é3
= Dt(a_l)(i;s — Z34) + Aa.€3 (4.26)
= Dga_l)(fQ + bou + dy — C.Elgd) + Ag.€3

En posant S; = 0 et en respectant les propriétés de linéarité des dérivés fractionnaires

donnés dans le chapitre 2, la commande équivalente est obtenue :

—1 . ko . (1-a)/\ - ko
—— |1 — T1g — M —. — d3q) + D AL.61 — A Ag—.€ 4.27
(51—)\1;;21)2)”1 i 1‘?2 (f2 2a) ! (Arés ! 24,02 3] )

ueq -

La commande globale sera :

. 1 o ky o (1—-a) s ky
u = 7@17/\1%@ [fi =% — M\ os (fo = @3a) + Dy (Arér — AAg 2 €3) (4.28)

+Di' ™ (ky.sgn(2))]

Ot u,, est donnée par sa propre forme dans (4.28) afin de satisfaire la condition d’exis-

tence et de stabilité du mode glissant.

4.4.1 Analyse de stabilité

Pour la condition de stabilité, en substituant 1'équation (4.28) dans 'équation (4.25);

il en résulte :

Sy = =D VDI (e — Motz é5) — DITVDI Y (ky sgn(S))

. ky - (a—1) ky m(a-1) (4.29)
+()\1.€1 — )\1)\2?22.63) + Dt dl — )\l?;Dt d2

Prenons en considération la propriété de Caputo donnée dans le chapitre 2 par (2.23) ;
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cela nous permet d’avoir :

S =~k (sgn(2)) + k. (sgn(212)) + (A1.61(0) — MAak2 65(0))

a1 (4.30)
+D{* Vdy — A\ 22 D" Vd,
Si on suppose que
S1(0 ) ks .
]Cl.(SgIl( 1( ))) + (/\161(0) - )\1)\27263(0)) =0 (431)
¥1 P2
L’équation (4.30) devient
$1 = —h(sgn(£) + D"y — \ 22 Dy (4.32)
= —ki(sgn(Zh)) + i (sgn(H)) — M 22 a(sgn(Sh))
Alors
) k S
S151 < . ('@Dl — A1i-¢2 — k’1> 12 (4.33)
P2 ¥1
D’aprés Péquation (4.33) la condition de stabilité est obtenue sous la condition
ks
ki = (1 — AMi— 1) (4.34)
P2
Par contre si :
S1(0 ) ks .
kl.(sgn( 1( ))) + ()\161(0) - )\1)\27263(0)) < 5 < 00 (435)
¥1 P2
Cela nous permet d’avoir :
. k S
5151 < 1. <¢1 — M — by — ky + f) : '1 (4.36)
P2 Y1
Donc pour :
ks
k= (Y1 = Mi— by + §) (4.37)
P2
La condition de stabilité (4.16) est encore vérifiée.
La commande continue globale sera donc donnée par :
_ _71 o _ L o
u = (bl—A1%b2)[f1 i1 — M2 (f2 — £34) (4.38)

+D§170{)(>\1.é1 — )\1)\2%.6.3) + Dlglia) (klsat(%))]
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La figure 4.1 résume la structure de commande par mode glissant d’ordre entier /frac-

tionnaire pour le systéme global ou les deux sous systémes sont commandés par un seul

d
Jam ¥
*{5‘31_. Sous-gystéme 1 <!

Ky Régulateur

régulateur.

r

Interconnexions

v

¥

X3

Sous-systéme 2 )
T
d3

FIGURE 4.1: Schema de principe de la commande par mode glissant pour un systéme
SITO.

f 1
)
(=
y

4.5 optimisation des commandes par essaim de parti-
cules

Dans cette partie, nous appliquons 'algorithme d’OEP pour optimiser les paramétres
des commandes synthétisées en minimisant la fonction de cout F' donnée par :
N
F(k) = ;(71 le1 (D) + 2 [es(d)] + s [u(@)]) (4.39)
i
Le vecteur P des paramétres a optimiser, regroupant tous les paramétres, est donné
dans chaque cas par :
— P = [, Ao, k1, ko, @1, o] dans le cas du régulateur par mode glissant d’ordre entier.
— P = [\, A2, k1, ko, 01, 99, ] dans le cas du régulateur par mode glissant d’ordre
fractionnaire.
Les régions de ces paramétres sélectifs sont données par :
0.01 < Ay, Ao, k1,01, 00 <10, 0.01 < by, < 1

Le probléme d’optimisation est résumé dans la figure 4.2.

4.6 Application au systéme Bille-Barre

Afin de tester I'applicabilité de la commande par mode glissant d’ordre fractionnaire

proposée au probléme de poursuite de trajectoire des systémes a une seule entrée et deux
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" Fonction de cout

— (7

Fg ;f
i /
—»Qe—l—o—- e Sous-systéme 1 “

!
i [ . 4
Xead Rjégulateur Interconnexions

I} h
4,69_3@_. ; Sous-systéme 2 Tz

FIGURE 4.2: Processus d’optimisation des paramétres de la commande avec algorithme
d’OEP pour un systéme SITO.

sorties, nous avons choisi le systéme Bille-Barre considérer comme systéme de test dans

beaucoup de laboratoires d’automatique dans le monde.

Position () de |a kille

Bille

Ande (8] de la barre C-_"'---_____:;::_____

I

FIGURE 4.3: Systéme Bille-Barre.

Un couple u(t) est appliqué a 'entrée du systéme a travers un moteur, provoquant la
rotation de la barre d’un angle 6, la bille se déplace a la position r.

La dynamique du systéme Bille-Barre est représentée par les équations suivantes [50] :

Ty = T3
T — —msx3(2za72—gcos(z1)) 1 u+d

2 msx§+fb m5x§+Ib (440)
T3 = T4

iy = 22(gsin(z1) — wsa3) +d
Avec :

=0, x0=0,x35=r,14 =7
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u(t) La commande appliquée sur la barre.
ms = 0.05kg : La masse de la bille.
my = lkg : La masse de la barre.
a = 1m : La longueur de la barre.
rs = 0.01m : Rayon de la sphére.
mya?

I, = =5~ :Le moment d’inertie de la barre.

I, = 2(myr?) : Le moment d’inertie de la bille.
g = 9.81m/s? : L’accélération de la pesanteur.
Ce systéme est non linéaire instable en boucle ouverte ; comme montré dans la figure
4.4, la simulation a été utilisée en injectant un échelon unitaire en entrée sur une durée de

1 seconde avec (z1(0),z3(0)) = (0,0). I est donc nécessaire d’introduire une commande

pour le stabiliser.

4
3 L
=)
S or
D
1 -
00
temps
O T T
1 i
E of ]
3} i
_4 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps

FIGURE 4.4: Réponse du systéme en boucle ouverte pour un échelon de 1N.m.

Le probléme de poursuite est effectué¢ dans le cas de la stabilisation du systéme au
point d’équilibre (214, 234) = (0,0) rad ; avec les conditions initiales X (0) = [0,0,0.3,0].
Ou les valeurs spécifiques de 1'algorithme OEP pour I'optimisation des deux controleurs
sont donnée par :

— Nombre de particules (n)= 20

— Nombre d’itérations (k)= 20

— Paramétres &; = &, = 2.05

— facteurs de pondérations v; = 1;7, =2; 13 =1
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Les résultats de simulation sont donnés par les figures suivantes; la figure 4.5 montre
I’évolution de la fonction de cotit minimale parmi les 5 fois d’exécution du programme dans
chaque cas; a l'itération 20 'algorithme d’OEP converge vers les paramétres optimaux
donnés dans le tableau 4.1. La figure 4.6 représente la convergence des états du systéme
vers les points d’équilibres. La variation de la variable z et le signal de commande u sont

donnés par la figure 4.7.

200 T T T
—e— avec mode glissant d’ordre fractionnaire
—e— avec mode glissant d’ordre entier
180
my 160 |-
5
Q
[&]
S 140}
c
9
i3]
c
o
'L 120}
100
80 ‘ s s
0 5 10 15 20
itération (k)

FIGURE 4.5: L’évolution de la fonction objective (F') pour les stratégies de commande.

Tableau 4.1: Paramétres optimaux des commandes MGOF et MGOE.
Paramétre | Ay V1 Ao V2 ky ko «
MGOF 1.2721 | 0.3299 | 1.3924 | 0.7756 | 1.4754 | 0.4949 | 0.2809
MGOE 3.7585 | 0.2411 | 1.7640 | 2.6585 | 1.8717 | 1.0000 | -

Pour tester 'efficacité des commandes en présence des perturbations externes et vis-
a-vis de changement de trajectoires, les deux tests suivants sont effectués : 'un avec
I'introduction d’une perturbation externe de la forme d(¢) = 0.01sin(t), et 'autre avec le
changement de trajectoire par (x14, 34) = (0,0.2s5in(0.17t)) ; en gardant les paramétres
optimaux ainsi calculés inchangés. Les résultats de simulation sont donnés par les figures
(4.8 4 4.11).

D’apres les résultats de simulation présentés par les figures, il est bien observé que les
deux états z; et x3 convergent respectivement vers les états désiré x14 et x34. on s’apergoit
également que la convergence de la variable d’état x3 utilisant la commande par mode

glissant d’ordre fractionnaire proposée est plus rapide que celle de la commande d’ordre
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0.15 0.35
— avec MGOF — avec MGOF
— avec MGOE 03 —— avec MGOE ||
""" X4 v Ky
0.1 1
0251 1
005 1 o2 |
35 -
g E o5t 1
e N
o 01 1
0.05F ]
-0.05¢ 1
0». '
-0.1 : -0.05 ! :
0 10 15 0 5 10 15
temps temps
FIGURE 4.6: Variation des variables d’état 0 et r
0.6 2
— avec MGOF — avec MGOE
—— avec MGOE — avec MGOF
0.5 1
1.5 1
0.4 ]
E
Z l
03 ] =
[0]
N 2
£
0.2 ]
£ 05 ]
[¢]
o
0.1F 1
0
0,
_0 1 L L _05 L L
0 5 10 15 5 10 15
temps temps

FIGURE 4.7: Variation de la variable z et la commande u

entier . Ceci est obtenu pour une valeur considérable de 'angle #. On remarque aussi que
leffet du chattering est éliminé par la fonction sat.

En présence de la perturbation et changement de trajectoires, le systéme commandé
par mode glissant d’ordre fractionnaire et mode glissant d’ordre entier sont stabilisés dans
les deux cas.

Une étude comparative entre ces deux commandes distinctes (d’ordre fractionnaire et
d’ordre entier) est menée. Pour cela, nous définissons les deux critéres suivants (J; et Jp),

le premier est en fonction de 'erreur totale résultante, le deuxiéme est en fonction de la
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0.15 0.35

—— avec MGOE —— avec MGOE

0.1

— avec MGOF 03 ‘ — avec MGOF |{
0.25F
0.2r

0.05

0.151

6 (rad)

r (m)

0.1F

0.05f
-0.05f

I ~0.05 I I
0

FIGURE 4.8: Variation des variables d’état 6(t) et r(t) avec addition de perturbation
externe

0.6 2
—— avec MGOF —— avec MGOF
—— avec MGOE —— avec MGOE
0.5 1
15
0.4
E
2
0.3 >
[0)
" 2
£
0.2
E 05
(6]
o
0.1F
0
0,
_0 1 L L _05 L L
0 5 10 15 0 5 10 15
temps temps

FIGURE 4.9: Variation de la variable z et la commande u avec addition de perturbation
externe

commande appliquée. Les résultats de simulation pour chaque critére sont donnés dans

les tableaux 4.2, 4.3, 4.4.

N 2
Ji= 3 % feqion()

T (4.41)
Jr = 3 |u(i)]

=1

D’aprés les résultats obtenus pour les deux stratégies de commande synthétisées, on
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0.1

0.08f — avec MGOE 1

0.06

0.04

0.02

6 (rad)

-0.021

-0.041

-0.061

— avec MGOF

-0.08
0

o

10 15
temps

20

— avec MGOF | |
— avec MGOE

"0 5 10 15 20
temps

FIGURE 4.10: Variation des variables d’é¢tat 0(t) et r(t) avec un changement des trajec-

tolires

06

—— avec MGOF

—— avec MGOE

05

04

03

0.2

0.1F

la commande u [N.m]

A

=}
o

10 15
temps

20

—— avec MGOF
—— avec MGOE

o
(3

=]

—

1
o
o

-1
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FIGURE 4.11: Variation de la variable z et la commande u avec un changement des

trajectoires

Tableau 4.2: Comparaison entre la commande par MGOF et MGOE pour le systéme sein.

Critére | MGOF MGOE
Ji 38.9751 | 44.9667
Jo 27.0138 18.5979

peut déduire que pour la commande par mode glissant d’ordre fractionnaire, le critére

Ji prend des valeurs les plus faibles (valeurs en gras) pour le systéme non perturbé,

perturbé et avec changement de trajectoire. Cette meilleure performance est obtenue avec
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Tableau 4.3: Comparaison entre la commande par MGOF et MGOE avec addition de
perturbation externe d(t).

Critére | MGOF MGOE
Ji 39.6844 | 45.3030
Jo 27.6766 | 19.0297

Tableau 4.4: Comparaison entre la commande par MGOF et MGOE avec changement de
trajectoire.

Critére | MGOF MGOE
Ji 43.7732 | 50.4159
Jo 144.9944 | 142.7709

une valeur élevée du critére Jo, ot la commande par mode glissant donne de meilleurs

résultats.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une commande par mode glissant d’ordre fractionnaire optimale
pour un systéme SITO non linéaires est proposée et comparée a une commande d’ordre
entier optimale. Basé sur les critéres de stabilité de Lyapunov, les lois de commande sont
congues, assurant ainsi la poursuite des références en boucle fermée. L’optimisation des
lois de commande proposées est assurée en utilisant ’algorithme OEP selon une fonction
de cout. Les résultats des simulations ont démontré l'efficacité et la robustesse de ces
controleurs. En outre, dans la plupart des cas, la commande par mode glissant d’ordre

fractionnaire est plus performante comparativement a celle d’ordre entier.
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Le travail présenté dans cette thése concerne la commande d’ordre fractionnaire des
systémes dynamiques non linéaires optimisée par algorithmes OEP. Ainsi, un certain
nombre d’approches sont proposées. Dans un premier lieu, une étude est menée sur ces
algorithmes en mettant en évidence leur structure et les paramétres intervenant lors de
leur mise en ceuvre. Les notions de base et les propriétés relatives au calcul fractionnaire
sont ensuite explicitées. Ceci nous a permis de se familiariser avec ce domaine d’intérét
avéré en automatique.

Les lois de commande proposées ont montrées la faisabilité de 'approche par calcul
d’ordre fractionnaire dans le domaine de la commande par mode de glissement. La stabilité
est démontée pour chaque approche proposée.

Les approches proposées sont validées par simulation sur des systémes physiques. Les
premiers résultats ont porté sur la conception des régulateurs PID d’ordre non entier
optimisés (PI*DP) pour la commande d’'un TRMS. L’optimisation des paramétres est
effectuée par l'algorithme d’essaim de particules (OEP). Une étude comparative sur les
performances des régulateurs PID et PI®D? a été menée. Les résultats obtenus montrent
clairement les meilleures performances de 'approche fractionnaire par rapport a 'ap-
proche classique.

Des lois de commande non linéaires d’ordre entier et d’ordre fractionnaire sont ensuite
proposées pour deux classes de systémes non linéaires.

Pour la premiére classe de systémes TITO non linéaires interconnectés, la conception
de la commande floue-mode glissant d’ordre entier et de la commande floue-mode glissant
d’ordre fractionnaire a été présentée. Le systéme global est décomposé en deux sous sys-
témes ol chaque sous systéme est commandé par un régulateur indépendant. La stabilité
du systéme global est démontrée.

A travers les résultats de simulation et ’étude comparative, nous constatons I’apport
évident de I’approche fractionnaire par rapport a ’approche classique. L’efficacité des com-

mandes élaborées en présence de perturbations externes et par rapport aux changements
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de références est également prouvée.

Pour la seconde classe de systémes sous actionnées non linéaires, des commandes par
mode glissant optimale d’ordre fractionnaire et d’ordre entier optimales sont développées.
La poursuite de trajectoires de références en boucle fermée est garantie par les deux lois de
commande synthétisées. Les résultats des simulations ont permis de démontré 'efficacité
et la robustesse des approches proposées. L’approche de commande fractionnaire apparait
plus performante que celle d’ordre entier dans la plupart des situations. Ce qui ouvre un
grand axe d’investigation pour développer d’autre type de commande d’ordre non entier.

Le travail effectué dans le cadre de cette thése, sans avoir la prétention de résoudre
tous les problémes, a contribué a la mise en exergue de cette notion de commande d’ordre
fractionnaire qui est parfois ignorée par la communauté des automaticiens.

Dans ce contexte et a travers cette étude, il est suggéré d’explorer les perspectives
suivantes :

- Mise en ceuvre pratique de ce type de commandes des prototypes réels.

- Développement d’autres stratégies de commande d’ordre fractionnaire pour d’autres

classes de systémes.
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