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Résumé
Dans le cadre de ce travail sont appliquées les méthodes de commande sous contraintes des manipulateurs

redondants dont le but d’amener le robot a exécuter la poursuite de la trajectoire (tdche principale) sous les
contraintes dues a la présence d’autres taches (taches secondaires).

Cette étude concerne un robot manipulateur planaire a un degré de redondance. Nous avons développé pour ce robot
des commandes permettant d’éviter les obstacles et les contraintes structurelles, spécialement les butées articulaires
et les limites des couples. De plus, ont été élaborées des commandes assurant I’évitement des singularités
cinématiques situées au voisinage de la trajectoire désirée.

Certaines commandes, basées sur I’inverse généralisé du jacobien, ont I’inconvénient d’étre non répétitive. Aussi
I’étude de la répétitivité de la tAche pour ce robot planaire a été rendue nécessaire. Ceci nous a permis de concevoir

des commandes assurant la cyclicité du mouvement.

Mots clés: robot redondant, résolution de la redondance, limites articulaires, limites sur les couples, évitement
des singularités, évitement des obstacles, conservation de la cyclicité du mouvement.

Abstract

As part of this work, control methods of redundant robot manipulators are applied, the goal is to bring the robot to
achieve a trajectory tracking (main task) under constraints due to other secondary tasks.

This study concerns a planner robot manipulator of one degree of redundancy. Control have been developed for this
robot, to avoid obstacles and structural constraints, especially joint limits and torque limits; also are elaborated
controls that ensure kinematic singularities avoidance in the neighbour of the desired trajectory.

Some controls, based on generalised inverse kinematics, have the drawback of not being repeatable. Therefore, it is
yield that study of the task repeatability for this planner robot is necessary. This permits us to conceive controls that
assured repeatability.

Key words: Redundant robot, Redundancy resolution, joint limits, torque limits, singularity avoidance, obstacle

avoidance, cyclic motion conservation.
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Notation utilisée

ddl degré de liberté.

m dimension de I’espace opérationnel.

N noyau de J, I’espace nul.

n nombre d’articulation.

r degré de redondance, ou le rayon selon le contexte.
q, position articulaire de I’articulation :.

X position opérationnelle (cartésienne).

q, vitesse articulaire de I’articulation i.

X, vitesse opérationnelle (cartésienne).

J le jacobien.

Jp I’inverse du jacobien.

Mn, L’ ™ mineur d’ordre 2.

7 le couple articulaire.

S/ fonction vectorielle représente le MGD.
q, vitesse articulaire due I’automouvement.
J, jacobien étendu.

J, I’étendu du jacobien: J, =[J;J,] .

Hu matrice de I’hessien.
h critere d’optimisation de la tache secondaire.

din dérivée de 4 par rapport a I’articulation ;.

Lh le gradient de /.
Xy, X, les coordonnées cartésiennes du centre de I’obstacle.

X point critique : le point du robot le plus proche a I’obstacle.

MGD  modele géométrigque direct

MCD  modele cinématique direct
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Introduction générale

INTRODUCTION

Les robots manipulateurs forment une unité de base des systemes robotisés. Ces robots exécutent des
taches souvent en se substituant au bras humain. Ils fonctionnent comme des mains artificielles et ils ont
I’avantage de pouvoir travailler plus sirement sans se fatiguer ou tomber malade. De plus, ils peuvent
produire des objets plus uniformes, plus précisément, de meilleures qualités par rapport & ceux produits

par la main humaine [KIO 89].

Les robots manipulateurs sont appliqués donc dans I’automatisation pour exécuter des taches répétitives
et des travaux durs ou en milieu hostile et méme dans un environnement nocif comme par exemple en
milieu radioactif, en milieu de hautes températures,...etc. D’un autre coté, la capacité de répétitivité rend
tres important qu’un robot décide et évite seul certaines difficultés rencontrées comme les collisions avec

d’autres objets sans que ces difficultés I’empéchent d’exécuter la tache désirée [YUN 04, FAN 98].

L’évitement des collisions constitue une contrainte géométrique. Elle est tres rencontrée en industrie.
Quand il s’agit, par exemple, de placer plusieurs robots dans des endroits proches afin d’économiser
I’espace. Ceci signifie qu’il faut développer des algorithmes de commande tenant compte de cette

restriction de I’espace de travail.

Une autre difficulté peut survenir, elle est due aux singularités dont il est interdit au robot de s’en
approcher. Car, il perd la commandabilité; le couple devient important, ce qui peut conduire a des pannes
techniques. Souvent, ces endroits sont évités en modifiant les trajectoires de maniére a ce qu’elles

s’éloignent de ces points ce qui peut conduire a une réduction de I’espace de travail.

En plus de ces difficultés, le contréle lui-méme du robot peut conduire & d’autres types de problémes. Le
calcul qui permet d’avoir les performances acceptables peut générer des valeurs qui débordent des butées
et des limites structurelles, ce qui rend la commande irréalisable. On finit généralement par sacrifier un

peu des performances désirées.

De telles difficultés font penser a résoudre ces problémes parallélement a la réalisation de la tache désirée
pour garder les performances imposées par le cahier de charge. La redondance cinématique peut étre une

solution pour résoudre ce type de problémes.

Ainsi, les robots actuels sont, le plus souvent, caractérisés par une redondance cinématique qui leur
confere des performances a méme de réaliser une large gamme de taches. Les équipements des
manipulateurs ayant une redondance cinématique sont devenus un ingrédient indispensable pour la
conception des robots avec dextérité. Car, les degrés de liberté supplémentaires, qu’offre la redondance,

peuvent étre exploités pour optimiser des différentes mesures de performances.
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La redondance cinématique est réalisée quand le nombre » d’articulations dans la chaine cinématique du
robot est supérieur a la dimension m de I’espace opérationnel [KAN 00]. Ceci crée (n-m) inconnues
supplémentaires qui vont étre utilisées, au moment de la résolution de la cinématique inverse pour éviter
les différentes difficultés génant la bonne exécution de la tache désirée, sous forme de critéres de
performance [KRZ 95, CHE 98].

Le manipulateur est guidé le long d’un chemin donné par une commande globale ou locale. Dans les
commandes locales, le chemin est discrétisé en des segments infinitésimaux ou en chaque étape de ce
chemin, le controle local conduit & un changement infinitésimal approprié dans les valeurs articulaires.
Pour un robot manipulateur non redondant, il existe une solution unique de la cinématique inverse et donc
une solution unique de la commande locale. Cependant, dans le cas des manipulateurs redondants, il
existe plusieurs possibilités [MAN 93, TZI 88]. De nombreux travaux ont été consacrés a ces stratégies de

commande.

On définit donc, dans le chapitre I, un robot redondant d’application a partir du robot PUMA 560. Ce
robot manipulateur redondant est un robot planaire & 3 ddl constitue le cas le plus simple De plus, il
présente I’avantage de pouvoir visualiser certaines performances surtout pour le cas de I’évitement de
singularités et d’obstacles ou il est difficile de les faire visualiser pour des dimensions supérieures (le 3D

par exemple).

Le chapitre 1l traite et résume les principales méthodes de résolution de la cinématique inverse avec, a

chaque fois, des applications sur le robot redondant présenté au chapitre 1.

Les autres chapitres traitent chacun une tache de performance secondaire et les différentes fonctions et
techniques utilisées pour réaliser la performance, en exploitant le potentiel de la redondance. C’est a ce
stade qu’on étudie vraiment les méthodes de commandes des robots manipulateurs redondants. En terme
de commande, la tche secondaire doit étre réalisée en plus de la tdche de poursuite. Aussi, le chapitre 111
concerne le développement de commande du robot en présence des contraintes structurelles. L’utilisation
de la redondance est aussi un moyen pour résoudre I’évitement des singularités, ce qui constitue I’objet du
chapitre IV. Dans le chapitre V, sont développées les méthodes de commande qui amenent a I’évitement
des obstacles. Enfin, les méthodes qui préservent la cyclicité du mouvement sont exposéees au chapitre VI.
En annexes sont donnés la modélisation du robot utilisé ainsi que les détails de calculs concernant

certaines commandes.
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Chapitre | : Position du probléme

Ce chapitre sert a introduire la problématique de ce travail. Il annonce les points essentiels a
développer par la suite ainsi que la commande utilisée pour réaliser la tdche principale et la maniere

de l'implémenter.

1.1. Introduction

Les robots manipulateurs cinématiquement redondants sont des robots manipulateurs avec un degré de
liberté (ddl) » plus grand que le degré nécessaire pour décrire la position et I’orientation m [YUN 02,
YOU 01].

La redondance peut étre classée selon la différence entre les nombre » et m. On parle donc d’une
redondance d’ordre r=n-m, et on appelle » le degré de redondance [KRZ 98]. Celle-ci peut inclure la
redondance intrinséque (due a la structure du robot) ou la redondance fonctionnelle (due a la tache
exercee). Mais, quelque soit la classification, les buts, quand a I’utilisation de la redondance, sont les
mémes que se soit pour une classe ou une autre.

La trajectoire désirée x,(z), pour un robot redondant, est représentée par un vecteur de dimension m utilisé
comme contrainte de /a tdche principale. Les r ddl, que possede en plus le robot, peuvent étre utilisés
pour accomplir une tdache secondaire. Ce principe a été propose pour la premiére fois en 1969 [SER 90],
ou  était utilisée une optimisation d’une fonction objective 4. Depuis lors, I’exploitation des
manipulateurs redondants est souvent basée sur cette optimisation comme étant le but de la résolution
indépendamment de la nature physique de cette fonction objective & accomplir comme tache secondaire.
Le robot utilisé dans ce travail a un degré de redondance »=1. 1l dérive du PUMA 560 en limitant son
espace de travail au plan x-z.

-

A

+MOFLDER

Fig.1.1 représentation des 3 articulations du puma 560 assurant le mouvement dans un plan (X, z)

Seules trois articulations sont mises en contribution pour que I’effecteur évolue dans un plan vertical. I
s’agit de la deuxiéme, la troisieme et la cinquieme articulation du PUMA 560. Les autres articulations

sont bloquées et ce qui rend le nombre d’articulations (»=3) supérieur a la dimension de I’espace
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opérationnel (m< 2) dans le cas d’une commande en position seule et pour rester au cas (n-m=1), on

choisit comme trajectoire déesirée, une trajectoire circulaire.

En bloguant les articulations 6,,6, et6, le robot ne peut atteindre que des points dans le plan x-z par le

mouvement des articulations, 6,, 6,et 6. . Autrement dit, on aboutit ainsi & un robot a 3ddl (n=3). Si

dans le plan x-z le robot est commandé seulement en position, dans ce cas I’espace cartésien est

caractérisé uniguement par deux variables d’ou m=2, ce qui conduit a une redondance d’ordre 1.0n note
par la suite g = [ql, 9, qs]T = [192, g, 05]T pour représenter ce robot.

Une description détaillée est donnée dans I’annexe A.

I.2. Commande du robot
Il s’agit, dans ce travail, d’une commande en poursuite de trajectoire. La commande utilisée est une

commande par découplage non linéaire dans I’espace opérationnel.
Pour une trajectoire (Xq, Zg, X4, 24, X4, Z4) définie dans I’espace opérationnel, et afin d’appliquer cette

commande, il est possible:

- soit de transformer la trajectoire définie dans I’espace opérationnel en une trajectoire dans I’espace
articulaire, et puis synthétiser la commande dans cet espace;

- ou d’utiliser les équations dynamiques du robot dans I’espace opérationnel pour écrire directement la
loi de commande.

L’implémentation de la commande par découplage non linéaire dans I’espace opérationnel est

schématisée a la figure (1.2) :

X
MCD
X |—|
MGD
i , S
i Régulateur — | n
TR Kp Q |
S " X ] I q
c & _v 1l =
S 'S x 1] v n 8 | |
E -lg l,l' n KV Jp _ = n &
S ! 29 ) A(q) g " g
5 &0 1 T g

Fig 1.2 : Schéma de la commande par découplage non linéaire dans I’espace opérationnel
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Ou, le modele géométrique direct (MGD) est donné dans I’annexe A par la relation (A.2), et la
génération de la trajectoire est donnée aussi dans I’annexe A par les équations (A.7).
Le modéle cinématique direct décrit les vitesses des coordonnées opérationnelles en fonctions des
vitesses articulaires.

x=Jg (1.1)
Ou J est la matrice du jacobien, pour le robot étudié il est donné par :

a5, J J,. 0
J=D11 12 13D (1.2)
Fa Jn Jx0

J1 =—a,.8in(q,) —as.sin(q, +q,) +d,.cos(q, +q,) + L.cos(q; *+q, *+q3)
Jy, =—as.8in(q, +q,) +d,.cos(q, +q,) + L.cos(q, +q, +q;)
Jys = L.cos(q, +q, +q3)
Jy =—a,.co8(q,) — a;.co8(q, +q,) —d,.sin(q, +q,) — L.sin(g, +q, +g5)
Jp ==a;.co8(q, +q,) —d,.sin(q, +q,) = L.Sin(g; +q, +q5)
Jpu ==L.SinN(g, +q, +q3)
Le modele cinématique possede une propriété essentielle: il est une différentiation du modéle
géométrique. Il est donc une linéarisation du systeme d’équations non linéaires représentant le modele
géométrique. Par conséquent, on peut toujours facilement obtenir les transformations inverses
puisqu’elles proviennent de I’inversion d’un probléme linéaire! Toutefois le modéle cinématique
comporte aussi des inconvenients:
» lanon unicité du modéle géométrique inverse implique qu’il existe plusieurs “chemins” pour se
rendre d’un point a un autre ;
e le traitement par incrément peut amener a des imprécisions ;

» des singularités mécaniques et/ou mathématiques peuvent apparaitre.

La commande par découplage non linéaire avec une correction PD, est exprimée par:

r=AJ 7 (w=J.4)+0(q,9) (1.3)

Avec:
w(t) = id + Kv.(xd — x) + Kp.(xd — x)
Enfin, dans le schéma de commande de la figure (1.2) J, représente I’inverse du jacobien. Celui-ci

n’est pas carré et il est nécessaire de calculer son inverse.
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I.3. Probléme de calcul de la cinématique inverse

Comme la matrice J est non carrée, son inverse n’est pas une matrice unique et son calcul ne peut étre
systématique. On se trouve alors confronté au probléme du calcul de la cinématique inverse. Les travaux
de la recherche proposent plusieurs méthodes pour résoudre ce probleme. La différence majeure entre
celles-ci réside dans la maniére d’intégrer la tache secondaire. Ce qui constitue la matiére du chapitre I1.
Apreés la résolution de la cinématique inverse, la commande elle-méme peut étre jugée d’un autre point de
vue : la commande synthétisée peut étre irréalisable techniquement car elle produit un débordement des

contraintes structurelles du robot.

I.4. Probléme d’évitement des contraintes structurelles
Pour un robot manipulateur redondant, il est préférable de traiter ce probléme par la redondance. Ainsi la
tache secondaire est la tache d’évitement des contraintes structurelles. Pour illustrer ce probléme, nous

avons choisi une trajectoire qui ameéne a un débordement des butées sous la commande (7.3). Il apparait

clairement (fig.1.3) que g, et g, débordent les limites permises. Par conséquent, il est impératif de

développer des commandes qui maintiennent ces grandeurs dans les limites tolérées. Cette question fait

I’objet d Gine étude au chapitre I11.

Les contraintes liées aux couples actionnaires sont également classées parmi les contraintes
structurelles. De telles contraintes peuvent étre causées par I’excés de la charge du robot. Ceci est utilisé
dans ce travail en introduisant une charge de 27 Kg au niveau de I’effecteur apres 2s du démarrage.

Cette charge influence directement la matrice d’inertie. En effet, une variation dans la masse de

I’effecteur du PUMA 560, Am,, modifie la matrice inertie comme suit [BRI 86]:

%an Aa,, AanH

A =[Na, Aa, ANa,O
0 O
[Aa3l Aa,, Day, [

Day, =Al, +Al +Dl .57, +2(Dl g.5q, + Dl .cq, + Dl geqs + Dl (5q,.¢q5 +cq,.595)
Da, =Da, =Algsq, + Al +Al,.cq, + Al (sq,cq95 +cq,595) + 2(Al 5 .cq, + Al ,595)
Da; =Day = Al ceqy + Dl (cq,8q5 +5q,.cq5) + Al +Al L, .5q,
Day, =Dl + Dl .s°g, + 2Dl g.cqy + Al ,.5q95)
Aay =Aa,, =Al cq, + Al +Al,,.5q;,, Day, =Al,

Les termes A/, ....Al ont pour valeurs numériques
Al, = Amg.a’ =5.0342, Al = Amg.(a,d,) =5.0493,

Al = Dmg.(aZ +d} +r%) =5.0757 I, = I, + dmg.(ay.a3) = I, —0.2367

-10 -
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0.0335

Les positions articulaires

0

Al =Amg.a,.r,g
lorsgue I'effecteur porte la charge de 27kg a conduit au

bordement des butées en position et en vitesse

un dé
-0.0016.

temps(s)
Les vitesses articulaires
Fig. 1.3 :Cas d
Al =Amg.d,.r, =0.0338,

‘application de la commande (1.3),
dépasse les limites tolérées. Aussi, cette commande ne peut pas prémunir le robot d'un dépassement de

comportement du robot en régime de poursuite donné a la figure 1.4. Il apparait que le couple 13

L
couple.
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Les positions articulaires

3

ésirés si
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temps(s)

tiques. Les solutions articulaires ¢, dans ces points rendent le jacobien
est pas inversible. La redondance est utilisée pour s’approcher de ces

Fig. 1.4 : Cas d'un débordement des limites sur les couples

Les vitesses articulaires
tuellement sans perte de la commande.

even

7

La tache secondaire peut également inclure d’autres taches comme I’évitement des singularités.
Pour le robot d’étude, la détermination des points g, est obtenue en utilisant les mineurs 2x2:

Parfois le robot ne peut pas accéder a certains points d

LS. Probléme d’évitement des singularités

cause des singularités cinéma
singulier et par conséquent, il n’

endroits
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Fig. 1.6: Commande du robot sans évitement d'obstacle

d, a,
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Comme application, le robot est amené a suivre une trajectoire au voisinage des singularités du
type (Mn1 =0, Mn, =0, Mn, = 0). On remarque qu’il y a bien un suivi de la trajectoire jusqu’a ce que

le robot s’approche du lieu des singularités ou il apparait une perte de contrdle. Les couples deviennent

importants aussi le robot ne peut plus suivre cette trajectoire sans évitement de la singularité (figl.5):
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1.6 Probléme d’évitement d’obstacle

Si dans I’environnement du robot, il existe un objet proche de la trajectoire désirée dans notre cas il est
représenté par un cercle dans le plan (x,z) et on applique la loi de commande schématisée a la figurel.2
pour imposer le suivi de la trajectoire désirée (fig.1.6). Il apparait que les bras viennent empiéter dans la
zone occupée par |Bbjet, par conséquent dans le cas réel il se produit une collision. Aussi, il faut
développer des commandes qui réalisent la poursuite de trajectoire tout en assurant un évitement de

| Bbstacle. Cette question va étre traitée au chapitre V.

1.7 Probléme de la conservation de la cyclicit¢é du mouvement

Méme si en parallele a la tche principale, les problemes inhérents a la présence de la tache secondaire
ont été reglés, la redondance peut mettre en cause un autre type de probléme : la perte de cyclicité qui
est une qualité importante en robotique. Ceci veut dire qu’une méme tache exécutée n fois
successivement peut étre bien accomplie mais différemment a chaque fois. Comme pour I’exemple de
la simulation ou la tche de poursuite est faite 4 fois, sans erreur importante alors que les positions des
articulations changent ; la trajectoire opérationnelle est un cercle et la positions initiale, d’un tour a

I’autre n’est pas la méme.

A la figure 1.7 est simulé le comportement du robot avec une commande en inverse généralisé quand
I’élément terminal exécute plusieurs tours. Normalement, si le mouvement est cyclique, les positions
initiales sont les mémes d’un tour a I’autre:(si p est le temps nécessaire pour faire une trajectoire de
27 1 q(t=0)=¢q(t=p)=..=q(t =n.p)). Le but de cette simulation est d’approcher au mieux le
comportement réel pour n tours. Autrement dit, il faut vérifier si I’entrée d’un tour est vraiment
I’entrée du tour précédent (& 27 pres). Pour cela, on utilise une boucle de » tours (soit »=4) ou pour
chaque itération de la boucle, est utilisée toute la trajectoire du schéma (fig 1.3) mais en prenant

comme g initiale la sortie du robot, relative a la position finale du tour précédent.

1.8 Conclusion

Ce chapitre présente le robot utilisé dans ce travail ; il résulte du Puma 560 en bloguant 3 articulations
(n=3), ce qui ’amene a travailler dans un plan vertical. Du fait qu’il est utilisé pour positionner
I’effecteur dans ce plan vertical (m=2), il en résulte une redondance d’ordre 1.

Nous avons présenté la commande par découplage non linéaire pour I’exploiter dans I’exécution par ce
robot de la poursuite d’une trajectoire circulaire dans I’espace opérationnel. Par la suite, nous avons
signalé les probléemes rencontrés lors de I’application de cette commande aux manipulateurs
redondants : le probleme de la cinématique inverse suite a la non inversibitlité du jacobien, celui du
débordement des contraintes structurelles, I’existence des singularités et des obstacles dans I’espace de
travail. Enfin, est posé le probléme de la perte de la cyclicité pour un robot redondant.

Le développement des commandes qui resolvent ces problemes est I’ objet des chapitres suivants.
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Les positions articulaires
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Fig. 1.7 : Comportement du robot pendant 4 tours consécutifs
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

Dans ce chapitre, on étudie la cinématique inverse des robots manipulateurs redondants. En effet, la
non bijection entre [’espace opérationnel (I’espace cartésien) (n>m) conduit a une infinité de
solutions pour la cinématique inverse. Celle-ci donne la description des vitesses des variables

articulaires en fonction des vitesses de |’élément terminal dans [’espace cartésien.

II.1 Introduction

La résolution de la redondance des manipulateurs séries est obtenue par le modele géométrique inverse ou
le modéle cinématique inverse selon le schéma implémenté de la commande. Les deux schémas de base
de commande sont [PER 02] : la commande dans I’espace articulaire, qui utilise le modéle géométrique
inverse et la commande dans I’espace opérationnel, qui utilise le modéle cinématique inverse.
Consideérons le modele géométrique d’un robot possédant m degrés de liberté évoluant dans un espace a

n dimensions (m et n indépendants):

X, = f1(41:9209,)
x, = fo(q1,92,4,)

xm = jfm (qliqzi""qn)

Ou x représente le vecteur de la position de I’organe terminal dans I’espace de la tache, et g le vecteur des

coordonnées articulaires.

L’orientation et la position de I’élément terminal dans I’espace opérationnel sont liées aux variables de

I’espace articulaire par le MGD

x = f(q) (2.1)

Le domaine de la fonction f définit I’espace articulaire, et son image définit I’espace opérationnel

[YUN 04, TZI 88]. Le modele géométrique inverse permet de trouver (g, ...g,) a partir de (x;,...,x,) :

q=7"(x) 2.2)

Il va de soi que I’inverse de f'n’est pas évident, surtout quand /'n’est pas linéaire. De ce fait, le probléme
de la cinématique des robots manipulateurs est, souvent, traité au niveau des vitesses, ou la vitesse

articulaire et celle opérationnelle (dans I’espace cartésien) sont liées par une relation linéaire [YUN 02] :

¥ =J(q)4q 2.3)

Une telle relation introduit une solution calculable. Cependant, sin # m, la solution reste calculable

mais elle n’est plus unique. Comment faut-il alors choisir la solution appropriée?
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

Il existe plusieurs manieres de résolution de la cinématique inverse. Les méthodes les plus utilisées sont :
les méthodes du jacobien étendu et les méthodes de I’inverse généralisé [WIB 90, KAN 00, YUN 03,
YOU 01].

I1.2 Méthode de I’inverse généralisé

La méthode de I’inverse généralisé consiste & calculer une solution de I’inverse du jacobien sous forme

d’une projection dans I’espace image pour la tache principale g, = J'x. La présence de la contrainte

due a la tache secondaire, fait qu’on ajoute le terme g, sous forme d’une projection dans I’espace noyau

de J. Cette projection peut s’opérer de plusieurs manieres.

I1.2.1 Détermination de la solution pour la tiche principale
a- par la pseudo inverse
Dans cette méthode est utilisée la notion de la pseudo inverse connue en Algébre [WIB 90, KAN 00,
YUN 03, YAN 01]. Si Jn’est pas creuse (rang J=m), il existe une pseudo inverse telle que :
W =J"(JJH*
(2.4)

L

g=J"x
J* estappelé aussi le pseudo inverse de Moore-Penrose.

Les simulations (fig 2.1) montrent une bonne poursuite pour la méthode de la pseudo inverse. En fait, la
solution en J représente la solution théorique minimale dans le sens de la norme « [IAN 99, HAN 99,
YUN 02].

b- par la SVD [MAN 95, KAN 00]

Il est bien connu de I’algébre linéaire que si J est une matrice mxn réelle, il existe des matrices

orthogonales : U = |_ul ,...,umJD O™"et V = |_V1 VeV JD 0" telles que:

J =UZV" avec:

2= ldiag(a e Tp) OJD O™ et g, 20,2...20, 20 ol rlestlerang de X
Les termes (g, ...0,,;) sont les valeurs singuliere de J, et v, ,u, le ieme vecteur propre de gauche et de
droite (resp.).

Physiquement les g, sont les longueurs des demi-axes de I’hyperellipsoide £ définie par £ = {J.q}
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Fig 2.2 : Méthode de la SVD

Ainsi, lasolution utilisant la SVD est donnée principalement par :

(2.5)
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Les couples articulaires Erreurs de poursuite
Fig. 2.3 : Méthode du transposé

La présence de ces 0,,; apporte des améliorations car ils permettent d'éviter les problémes des valeurs

nulles ou proches de zéro. Pour le cas du robot étudié, la simulation de la commande obtenue en
remplagant dans le schéma de commande J, par J selon la relation (2.5) donne de bons resultats (fig.2.2).
Les courbes sont presque identiques aux courbes de la figure (2.1), correspondant au calcul de J, par la

méthode de la pseudo- inverse.

c- Par le transposé [KAN 00]

Il est possible d’utiliser le transposé du jacobien J (J°) & la place de J'. Donc, lors de I’application, .J,
est remplacé par J' dans le schéma de la commande. Les résultats obtenus dans ce cas (fig. 2.3) montrent
que la poursuite est réalisée avec une erreur plus grande que celle des méthodes utilisant la pseudo-

inverse ou la SVD.

11.4.2 L’ajout de la tiche secondaire

Il est connu gu’une des méthodes pour augmenter la dextérité des robots manipulateurs est
d’augmenter le nombre d’articulations ce qui conduit a une infinité de configurations articulaires pour
une méme position et orientation de I’élément terminal. Cette méthode est appelée la redondance
cinématique. Ainsi, on offre une capacité de reconfiguration au bras du robot sans affecter la position

de I’élément terminal.

La solution liée a la réalisation de la tache principale seule ne génére pas des solutions permettant

d’éviter d’autres contraintes. Ceci conduit a modifier la solution g, comme suit :

q=q,+q,=J x+a(l-J"J)z (2.6)
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

Le terme ¢, génére I’espace noyau de J (J.g, =0 ). Il correspond a un mouvement interne des

articulations sans affecter I’élément terminal (I’automouvement instantané). Le terme z est la matrice

(vecteur pour le cas ¥=1) d’une projection arbitraire dans ce noyau. Ce terme peut étre choisi de la

maniére a satisfaire la condition de la tache secondaire /. Enfin, le terme o est un gain constant.

La solution inhérente a la tAche secondaire peut étre insérée de deux manieres différentes:

a- Solution par I’inverse pondéré

L’optimisation peut étre résolue par I’utilisation de I’approche de Lagrange. Ou, on propose une
fonction objective a minimiser puis on applique les techniques d’optimisation. A partir du
multiplicateur de Lagrange, on construit un nombre suffisant d’équations. Le multiplicateur de

Lagrange conduit a une fonction augmentée :

F(q,4,2) =,(q.9) + A" 1p(q) (2.7)

Ou il faut calculer A vecteur de Lagrange de dimension m et vecteur y (g) de dimension m traduit la

condition instantanée x = J.q , il est donc de la forme :

$lg)=x-Jq

Dans le cas ou la fonction ¢ (g) est de la forme quadratique, F s’écrit alors comme suit :

F(g,4,) =§q'TW.q w N (i T4) 28)

La condition stationnaire d’Euler -Lagrange donne :

a_F:OD i(a_F):O,Dt
g dt 04
d’ou
oF |, oF .,
—) =0et(—) =0 2.9
(aq) (a/]) (2.9)

La condition de (2.9) conduita W.g—J".A =0d’ou
g=w=rJ'A (2.10-a)

L’équation (2.7) doit vérifier x =J.q de plus g doit Vvérifier la relation (2.10-a), en combinant ces

deux résultats, il en résulte :

x=Jw tJTA (2.10-b)
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Fig. 2.4 : Méthode de !’inverse pondéré

Si Jn’est pas creuse, JW ~1J T est carrée et d’une dimension mxm, on pourra alors inverser (2.10-b)

pour calculer le vecteur A qui introduit dans (2.10-b) conduit a:

x=J,g e J,=w g ((Jw I 2.11)

La fonction de pondération, 7 peut étre choisie selon le but désiré (selon la contrainte due a tache
secondaire). Elle doit étre définie positive. Benoit et al. proposent d’utiliser la matrice d’inertie du robot
comme matrice W afin de minimiser I’énergie cinétique. Konstantantinov et al. ont utilisé également W

pour éviter les contraintes structurelles (butés articulaires)[ WIS 99,HOL 87].

Dans [SER 90], il est utilisé un critere d’optimisation qui prend en compte a la fois les variables

articulaires et opérationnelles. Ceci conduit a une Lagrangienne augmentée de la forme :
L=¢"Wqg+x" W, x

et apres développement il vient :
J,=wJgtagw g +w )t

Pour I’application, I est choisi comme étant 4™, I’implémentation de la commande se fait dans ce cas

en remplagant J, dans le schéma de la figure 1.2 par J , .

Les résultats obtenus (fig. 2.4) montrent que les erreurs de poursuite sont de I’ordre du millimetre. Le

couple, pour les  trois  articulations, sont  loin  des limites en  couples
[+186,6N.m, +894N.m, =+ 20,IN.m]. L’introduction de la tache secondaire par la pondération

n’a pas influence les performances de la commande.
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b- L’utilisation de ’automouvement

Le probleme d’optimisation avec contraintes est aussi traité en minimisant une fonction objective, #,
pour assurer la position de I’élément terminal. La reconfiguration ainsi construite constitue en fait
I’ automouvement du manipulateur. Cet automouvement caractérisera la contrainte, /2, pour satisfaire

d’autres taches additionnelles en parallele avec la tche de base (poursuite en position).

L’existence de I’automouvement est une caractéristique importante des manipulateurs redondants. Car
physiquement, I’automouvement correspond aux mouvements articulaires qui ne changent pas la

position et I’orientation de I’élément terminal. Et mathématiquement, ceci revient a I’étude des:

Robot
I

Génération de
traiectoire

temps(s) temps(s)
Les couples articulaires Erreurs de poursuite
Cas du pseudo inverse
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Fig. 2.6 : l'utilisation de I’ automouvement

Distributions engendrees par les champs de vecteurs de I’espace noyaux ¢, du Jacobien J c.a.d

utilisation de ¢g,dans la commande est représentée comme indiqué a la figure 2.5

=0.v

J(@)q,(q)

au niveau d’accélération [DEG 97, HOL 87].

L’application est effectuée en determinant g, par :

a.(I-J*)Oh, h

(2.12a)

2

qi

G, =
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Chapitrell :

Etude de la cinématique inverse

Ce choix de A(q) est justifié par le besoin de minimiser également I’énergie [CHA 95]. Les résultats
obtenus (fig.2.6), en utilisant pour le calcul de g, la relation (2.12a) et pour le calcul de Jp tour a tour

la méthode de la pseudo-inverse, la SVD et le transposé, révelent que la poursuite est satisfaisante,

seule le couple 7, est plus important que le cas de la figure 2.4.

Pour comparer les performances des différentes méthodes et évaluer I’effet de I’ajout de la tache
secondaire, il est dressé le tableau 2.1. Une analyse de ces résultats montrent que la présence de
| dutomouvement n & aucune influence sur les erreurs de poursuite dans le cas du pseudo-inverse et de
la SVD et les affecte faiblement dans le cas de la transposée. De plus les couples actionnaires sont
pratiqguement les mémes avec ou sans automouvement. Il apparait clairement que la méthode du
pseudo-inverse et celle de la SVD sont similaires et quBlles ont donné de meilleurs résultats que la

Méthode de transpose.

Pseudo-inverse SvD Transposé

Sans avec sans avec sans avec
Erreur max en x (mm) 1.84 183 | 1.84 1.83 | 3.68 3.75
Erreur max en z (mm) 171 171 | 171 171 3.21 3.27
Valeur max du couple 7, (Nm) =72 -71.59 | -72 -71.59 | -76.90 -79.93
Valeur max du couple 7, (Nm) -46.56 -46.70 | -46.56  -46.70 | -20.94 -20.92
Valeur max du couple 7, (Nm) -1.45 -1.31 | -1.45 -1.31 | -0.53 -0.53

Tab. 2.1 : Comparaison du comportement avec ou sans |’automouvement pour les trois méthodes de

calcul de J

I1.3 Méthodes du Jacobien étendu

La méthode du jacobien étendu a été développée par Baillieul [KRZ 98] pour éviter les probléemes
d’instabilité rencontrés dans la méthode de I’inverse généralisé. Si on se donne une trajectoire des vitesses
(sous forme d’une contrainte par exemple), on peut dans ce cas interpréter la condition sur la trajectoire

par une équation et I’ajouter comme ligne supplémentaire au jacobien:

*=J(@4q J H*HE'H
————— 00 =0 -0 --m=J.4 (2.12)
%, =J,(@)4H Hx, § Hv, H

Ou J(q) représente la matrice du jacobien m xn, J,(q) représente une condition sur la trajectoire qui est
une matrice (n-m) xn et, J.(q) représente le jacobien étendu qui est une matrice nxn (carrée) et donc peut

étre inversée.
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

Cependant, I’ajout des conditions (contraintes) ne peut pas étre arbitraire comme il ne peut pas étre pour
n’importe quelle condition mathématique. Car, la matrice nxn ainsi construite doit étre inversible et
permet d’inclure une tche secondaire (soit 7).

On ajoute (n-m) lignes a J, par une augmentation des coordonnées :
N,TDh(q) =0,i=1..r
ou :(Nl,Nz,...,N,)est I’ensemble des vecteurs colonnes qui engendre la matrice noyau de .J, ceci

donne :

=

J
B Eﬁ:Je.q, i=1,...r.

Jn_H

QI:I:I

o

1% 0
-——[F
Jo

1

ou J, estobtenu par:

J,(q)=0"(N/Oh) = a(N(q);é'Dh(q» (2.13)

Le probléme dans ce cas se pose aussi pour le calcul de N en ligne en plus d’une reformulation de la
fonction de tache secondaire 4. cependant, en démarrant de I’équation (2.13), on peut trouver des

simplifications comme [CHA 95] :

J, =N"(q).Hu(h(q)) - 1 (2.14)
Ou les eléments 44, de la matrice 4 sont déterminés par:

N

M, =@ h).JT(JT") N, :i=Lr;j=1n

q,

et Hu(h(g)) désigne la matrice du hessien de /(g) définie par:

oo, 0 i(a_h)g
[(Pq, 0q, 0q,0q, 0g, 0q, O
w=pl (2 OOy L 9 Oy 215
94, 09, 09q, 0q, 9q, 0q,
50 on, 0 ok i'(a_h)g
Pq, 9q,” 0q, 0q, dq, 9q, O

Par cette formule (2.15), le calcul des dérivées de N est non nécessaire. La matrice N peut étre déterminée

par différentes formules.

a. premiére formule [JAE 04]

on décompose suivant les colonnes, le jacobien de base J tel que:

J = [J Jr] |:| |:| mxn , Jm |:| |:| mxm at Jr |:| |:| mx(n—m)

m
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

3
En prenant/ = Zq,z, on trouve: Hu(h(q)) = 2.1;. L’implémentation de la commande dans ce cas

nécessite aussi d’augmenter le vecteur x,;. Autrement dit, dans le schéma (1.2), on remplace :
*  Xxypar:x, I(xd, x”)T et x, =N"DOh;
» le jacobien est remplacé par le jacobien augmenté donné par (2.12) ;
la dérivée du jacobien également change ; on doit prendre je ;

» J,estdonnée directement par I’inverse de J..

b. deuxiéme formule [SHA 90]

Si la redondance =1, les éléments du vecteur noyau sont donnés par :
N" =N/ N} ,...,N!) et N[ =(=1)" det(J, (q)), i=1n

ou J, (q) représente J dépourvu de sa ieme colonne.

Les simulations montrent des résultats pratiquement identiques pour les deux méthodes de calcul de N
nécessaire a la détermination de J, (fig.2.7 et fig.2.8).

En comparant ces courbes avec celles correspondant a I’ utilisation de I’inverse généralise, il apparait que
les couples articulaires (z; et 7, ) different & partir de t=2.8s et restent dans les limites admissibles.
L’ avantage de cette méthode est visible surtout au niveau des erreurs qui sont de I’ordre de 0.1mm. Cette

méthode est donc plus précise.

Valeur max
Erreur max Erreur max du couple (Nm)
En x (mm) En z (mm)
Il IZ I3
Méthode de I' inverse généralisé
Pseudo-inverse+automouvement 1.83 1.71 -71.59  -46.70 -1.31
SVD+automouvement 1.84 1.71 -71.59  -46.70 -1.31
Transposé+automouvement 3.75 3.27 -79.93 -20.92 -0.53
Inverse pondéré 1.86 1.70 -73.15  -47.68 -0.24
Méthode du jacobien étendu
1% formule de N 0.92 0.30 7461 49 117
2°™ formule de N 0.92 0.30 7461 -49 1.17

Tab. 2.2 : Comparaison des erreurs de poursuites et couples max pour les deux méthodes
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Chapitre Il : Etude de la cinématique inverse

I1.4 Conclusion

La résolution de la cinématique inverse d’un robot redondant est le premier pas pour commander un robot
redondant du fait que la solution n’est pas unique.

Les tests de simulation dans ce chapitre, nous ont permis d’évaluer les performances de chaque méthode
pour le cas du robot étudié. Et d’apres notre étude, il apparait que I’inversion par le jacobien étendu est
plus précise. Les méthodes de I’inverse généralisé ont permis aussi I’inversion du jacobien dont la
présence d’une tdche secondaire a affecté faiblement les couples et les erreurs de poursuite. Ainsi, la
poursuite de la trajectoire est préservée parallelement a la présence de la tche secondaire (voir Tab. 2.2).
Cependant, I’utilisation de la redondance n’est pas arbitraire. Les buts de son utilisation sont divers et les
méthodes étudiées dans ce chapitre seront alors modifiées pour tenir compte en plus d’autres critéres. Ce

qui va étre le sujet des prochains chapitres.
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Chapitre Il : Evitement des contraintes structurelles

On étudie dans ce chapitre un premier cas de ['utilisation de la tdche secondaire en commande. C’est le
cas ot on regle le probléme des butées et des limitations techniques sur le couple, qui existent toujours et
qui sont dues aux structures des robots. Les méthodes qui permettent d’éviter ces limites par le biais de

la redondance sont exposées dans ce chapitre et appliquées au robot étudié.

II1.1 Introduction

Généralement, la résolution de la redondance se fait par satisfaction de certaines contraintes comme celles
venant des limites structurelles du robot. La majorité des recherches traduisent ces contraintes par des
inégalités linéaires [WOO 99, YUN 03] (ceci donne une région de faisabilité pohydrique), ou quadratique
[FAN 82, WOO 99] (ceci donne une région de faisabilité ellipsoidale). Les criteres d’optimisations sont

les plus utilisés puisqu’ils tiennent compte de I’énergie.

Cependant, la minimisation de I’énergie ne conduit pas forcement & une minimisation du couple
articulaire ; la minimisation locale du couple articulaire aussi, ne prévient pas nécessairement le
manipulateur de déborder d’autres limites [DEG 97]. Il faut donc faire le choix a chaque fois entre ces
deux minimisations. Dans la premiére partie de ce chapitre, est étudié le cas de la minimisation de

I’énergie et en seconde partie le cas de celle du couple.

Comme il s’agit de la premiére application de I’optimisation dans ce travail, il est préférable de
commencer par le probléme originel d’optimisation avant d’utiliser I’inverse généralisé ou le jacobien

étendu.

II1.2 Formulation du probléme
Dans les critéres d’optimisation, les contraintes structurelles sont considérées comme des contraintes
d’inégalités, (g)>0, en plus de la contrainte d’égalité, a garder tout le temps, donnée par la relation

x =Jg. Comme le jacobien est rectangulaire, un certain nombre d’éléments du vecteurg sont a

optimiser. Ceci est traduit en terme d’optimisation linéaire par :
Optimiser
C,qsous Jg=x¢et 4, qg2B, (3.1)

Ou en terme d’optimisation quadratique par :

Optimiser

C q+1.q’H

op 2 op

.q sous Jg=x¢etAd,qg=28B, (3.2)

op

Ou C,, est un vecteur de pondération de dimension net H,, est une matrice de ponderation de

dimension nxn.
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Chapitre Il : Evitement des contraintes structurelles

Selon les contraintes structurelles les inégalités sont formulées comme suit [FAN 82, FAN 94, FAN
95:

a- Sur les positions articulaires

Les valeurs admissibles des postions articulaires g, (z) doivent se situer entre les limites g, €t
q,min» C& qui donne :

Qimin<q(DSGmex =1 (3.3)

b- Sur les vitesses articulaires

Les limites structurelles sur les vitesses articulaires d’un robot manipulateur peuvent étre écrites

comme suit :

Gimin £G4 ()G 1=L0m (3.4)

Une approximation de cette équation peut étre obtenue par [FAN 95] :

Gimin <, ¢ D)+ q,(1) A£G, =L (3.4

c- Sur les accélérations articulaires

Méme les accélérations peuvent présenter des cas de contrainte. Ceci est mathématiquement donnée

par :

Gimin G; () S Gyge 15121 (3.5)

L approximation de cette équation (3.5) conduit a :
Giminlt+q, (t =B) <G, () S Gy p Bt + g, (1 =B2) - i=1m (3.5)

La combinaison de ces relations est obtenue de la maniére suivante [FAN 82]:

D - — D
q’ (t) 2 max[q?:min’éi:mindl +ql (t _Af), qzmm QI (t At) D
O At 2
eti=1,..n
. O D
_q’ (Z)Z_mln@:max'éjimaxdl-'-ql (t_Af)nqlmaX Zt(t At)D
: L

Ainsi, les équations (3.1) et (3.2) peuvent étre construites en prenant :
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0 L -

D max[(.hmin ’ Q1min 'At + (.11 (t - At), Q1mm ql(t At) D

At
A 0
A 0
w=q, (=D

D]n O S max[qn min ? éjn min At + C‘]n (t - AI), Tnain Z"t(t t) B
4 =Y & p oo ______9_____ 5 Go

op |:|_ D op D A D

i —-q.,(t — At

E_ln ann O = MiN[Gy e > Gamead A + G, (€ = AF), Gimex ~91( ) 0

0 JAYS ]

: (r — Q) =

D i ] | A q max _QH - |:|

—Mmin f nmax'At+ n [—At , n
E [qn max 14 q ( ) A anxj-

Ce qui donne I’équation d’inégalité utilisée dans le critére d’optimisation:

Aopq > Bap '

La solution optimale permet de déterminer le vecteur de I’automouvementgq,, .

Résolution du probléme par une programmation quadratique

Cette forme du critere quadratique de I’équation (3.2) est un objet d’amélioration en résolution afin de
gagner en temps et en approximation. Dans [FAN 82], une élimination Gausienne associée a une
pivotation partielle est effectuée pour obtenir les m premiéres colonnes de J linéairement indépendantes.
Cependant, avec | Bvolution de la technologie des calculateurs, le probleme de gain en temps de calcul
n’est plus recherché. On se contente alors de résoudre le probléme d’optimisation quadratique tel qu’il

est posé.

L’ application de la fonction Matlab «QUADPROG» dans la simulation de la commande pour le robot
étudié a montré qu’on peut éviter le débordement par cette simple optimisation. C Bst ce que montre la
figure (3.1).

IIL.3 Autre formulation du probléme

Le critére d’optimisation quadratique a été résolu aussi par la projection du gradient (L172). Il suffit
seulement de bien choisir la fonction 7 d’une maniére a mieux traduire les contraintes d’inégalités. Ceci

permet I’utilisation de la méthode de I’inverse généralisé (&I1.4) ou celle du jacobien étendu (&I1.5).

» Dans le cas ou la fonction scalaire % est donnée sous la forme du critére quadratique [WIS 99,
DEG 97] :
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2.(q,

(3.7)

2

1

- Qi m()y)

dl hl =

Aq

, le vecteur g, est déterminé par:

Pour utiliser I’inverse généralisé

(3.8)

a(l-J"J)Oh

q, =

On peut aussi utiliser le jacobien étendu comme dans I’équation (2.14). La contrainte /2; donne une

matrice du hessien constante :

n.

’

2
dia JIi=1, ...
g(Aq,.)

Hu(m(q))
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du jacobien étendu. La commande permet de maintenir les positions a I’intérieur des marges

sont a I’intérieur de la marge de la contrainte structurelle. 1l en est de méme dans le cas de I’utilisation
admissibles (fig.3.3).

L’application du schéma de commande (fig.1.2) pour le cas du critére i, ou g, est donné par (3.8) a
permis d’obtenir les résultats de la figure 3.2 avec a=-0.5. Il apparait clairement que les positions g

o Une autre représentation de / est comme suit [LUY 01] :
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Fig 3.5 : Cas du critére h2 et de ['utilisation du jacobien étendu

application de I’inverse généralisé, les positions sont maintenues

Méme pour ce critere 4, associé a I’

0.1 (fig.3.4). L utilisation du jacobien étendu conduit aussi a des

dans les marges admissibles pour o

résultats satisfaisants (fig. 3.5). Les erreurs de poursuite pour les deux applications sont de I’ordre de

millimétre.

Remarque

la forme de Ok ou

utilisation des contraintes précédentes sous

Il est important de noter que I’

Hu(h(q)) ne permet pas d’introduire les contraintes en vitesses ou en accélérations car le calcul du A

et Hu(h(q)) se fait par rapport aux variables articulaires ¢; non pas par rapport¢g, ougq, .
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On trouve dans [YUN 03] un de résolution de ce probléme. Dans ce but, % est calculée en respectant

les limites articulaires (quin, Gmay) €t (Gmins dmax/) €S pOSitions et des vitesses. La condition sur les
limites G, < ¢ < g, €St convertie a une condition dynamique :

. (Q‘imax 'éIimin)
Xi (:Bi%min _qi) =g, <X (ﬁiqimax _qi) et x, 0[O W] (3.10)

Le coefficient 8, permet la décélération quand le bras concerné du robot entre dans la région critique

[Gimin B:@imin] OU [B@imax imax] - 1 doit étre choisi dans I’intervalle [0,1]. Le coefficient ), >0 est

utilisé pour unifier les échelles.

Pour combiner les équations (3.4) et (3.10), sont introduit les coefficients 77, ., et 77, ..., définis par:
1 min = max{qi win ' Xi (B min — 4, )}
7o = MG, X, (B, =)}

Ce qui conduit a :
N win i =17 max

Par le recours a cette inégalité, est construit une fonction hz(q) de vitesse analogue a la fonction #; :

@)= E‘L e

5 Ag,

_ - 1 :
avec . 9 oy _E(nmax +,7min) et Aq = MNex ™ Miin
On trouve donc, pour les éléments du gradient :

6171- max anl nin aI71 max anl min

A(;]I [(ql - q;i m()y)( + ) + 2( - )(Q1 - q/ m()y)z
dhy =— %, 99, — 99, %, Ji=1...n (3.11)
Ag,
ou:
a’],'max Xl ! Si Xi(:BQimax_qi)<q.imax

0, S X,(ﬁq,-max _qj)ZéIimax
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Les éléments du hessien Hu(h,(g)) sont donnés par:

6,7: min
g,
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Pour la simulation (fig3.6), les coefficient x, et [, sont imposés au milieux de leurs intervalles.

X, =05et3=[2.12, 2.12, 1.06]". On remarque que cette fois-ci la vitesse ne déborde pas ses
butées, alors que la position est proche de la valeur minimale pour la troisiéme articulation dans
I’intervalle de temps [1.7s, 3.5s]. Ceci est obtenu pour une faible valeur de a ( @ = —0.05). Dans les
méme conditions, I’application du jacobien étendu ne pose pas de probleme : les grandeurs g et g sont
dans les limites tolérées et les erreurs de poursuite sont de I’ordre du millimetre.

Il est important de remarquer que le facteur a peut étre aussi exploité pour optimiser les variables

articulaires plus spécialement pour un critére 2z multiple. Ceci a I’avantage de pouvoir agir a la fois sur

la vitesse et la position par exemple.

* Utilisation du facteur a dynamique

Il est clair que les vitesses articulaires d’un robot manipulateur redondant peuvent étre représentées par
la relation (2.11) ou a est un scalaire réel. Ce facteur a un role clé dans la commande de I’auto
mouvement. Il permet de décider de I’accélération (o >0) ou de la décélération (a<0) [LUY 01]. De
plus, si a est relativement élevé, il peut conduire & I’instabilité du systtme [ART 97]. Il est alors
possible de I’exploiter pour développer un schéma efficace de commande basé sur les limites des

vitesses et positions articulaires.

En remplacant g dans I’expression de la dérivée temporaire de % par son expression donnée par la

relation (2.11), on trouve :

ih(q) =0h" g=w+au

dt
ou

w=0h"g,etu=0r".(I-J"J)Oh=0h" g,
Ainsi,

d d
—h =w+a_ . u=yet —h =w+a. . u
. (9) | molt =Y €t — (9) max

min max

La valeur minimale de la performance voulue par % est atteinte si et seulement si ) <0. Comme ceci

n’est pas toujours possible a cause des contraintes de la trajectoire elle-méme, il est utilisé une

limitation de la forme:

my =[10()
—i = r .
y=—ha) | =(0h)"4
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H1 si y<0
avec 0=[]

D si y=0

et enfonction delavaleur a ., le facteur o est modifié tel que:

a=@1-e"")a,. (3.12)

Avec :
amin = max{almin’""an min} et ai min = mln{(% max _q.ip)/q.ih’ (ql min _q.ip)/q.ih} i:l...,}’l

Ainsi, ce nouveau facteur permet d’avoir I’automouvement quand mz, est grand (a est proche de a

min)'

Aussi, quand a est petit, a <a ;, pour reduire I’automouvement.

Le coefficient # est choisi d’une maniére a avoir pratiquementa = 0.9a.,,,. Ce qui lui donne la valeur:

L =23/ M ou M est le maximum local de m,.

Le facteur o dynamique est plus intéressant quand il s’agit d’un critére 2 multiple tel que:

h= Zaj ., . En effet, dans ce genre de probleme, il est difficile de choisir les a, appropriées. Mais,
J=

par ce facteur, il suffit d’effectuer la sommation suivante :

—-(2.3/Mj).m,

G=J 5+ i{a»i (I=J"J)(Oh, ()} et a, = (1-e NG e G =L (3.13)
J=1

M;: maximum local de my,.
s . hombre de sous critéres.

On veut imposer au robot étudié la contrainte sur les vitesses et les positions en méme temps. On utilise

la méthode du facteur @ dynamique. Pour cela, un critere multiple /2,=h;+h; est défini.

Pour %, on trouve :

g,=J"1 e Gn, = (1 -J"J)0h,

aimin = mln(M)’ amin = max(aimin) eti :11---13
iy,

y=0h"Jx+a, 0Oh (1-3J)0h,
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M's y<Oetmy =0sinon

mOl

-J'J)0h,

Oh,

Oh,"J x+a,,

M, =

aoj-almln (1_ e(-(ZS/Ml)mOI) )

a, =

Pour /; on trouve :

J')0h,

J'x etq, =(I-

q,

Qmin = min(nimejx -Qip) y A in

max(a; ) eti =1,...,.3

in,
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y=0h.J x+a.. Oh, (1-3°)0h,

My =[S <0, my, =0sinon

M, =0h,.J" x+a.. Oh, (1-3°)0h,

a,=0y,0 (1_ e('(2-3/M3)mo3))

3min

Et findlement :
g, = ([ =J*.J)(@,0h, +a,0h,)

Pour cette méthode, le choix des a; se fait automatiquement pour avoir la pondération optimale. Ce

facteur est alors utilisé dans le cas du robot étudié afin de satisfaire en méme temps aux contraintes des

vitesses et des positions.

Les résultats de la simulation (fig.3.8) montrent que les conditions sur les contraintes sont satisfaites

méme pour des petites valeurs de a ( a,, = —0,0075 et a,, = —0,005 dans la simulation).

I11.4 Ajout de considérations sur le couple

Le bloc limitation de couple offre une protection des actionneurs du robot contre les surcharges sans
tenir compte des exigences de la commande. Si la commande synthétisée conduit a des valeurs
exagerées du couple, aussi leurs limitations se répercutent par une dégradation des performances de la
poursuite de trajectoire. L utilisation de la redondance peut servir aussi a réduire I’exces des couples en
modifiant la commande elle-méme. La tache principale est réalisée en méme temps que la réduction du
couple. Ceci a l’avantage dameéliorer les performances. La solution est utilisée au niveau de
I’automouvement, ¢,, comme aussi au niveau de I’inverse pondéré. On trouve aussi des solutions qui

utilisent la combinaison les deux méthodes.
I11.4.1 Résolution au niveau de ’automouvement [HOL 87]

Le but est de ramener, a chaque instant, le couple 7 le plus proche possible, du couple moyen1

moy *

Ceci signifie, au sens des moindres carrés, de minimiser le terme :

2
H TV +1°
T_

2

Iy a lieu donc de déterminer z en minimisant la quantité:
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O
+ T min

O

AL =)z = 1m=

2

3

ée par

La solution est donn

O

O
+ Tmax t Tmin
-2

(3.14)

=(A(I-J*))

z

0

AJ (3 =Jg)+G+C; Tma

= Tmax =T, Tmn = z-min

T =

Avec
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Ou les limites max et min du couple sont représentees par 7., et 7.,,. Cette solution peut étre

max
améliorée en exploitant I’idée que le couple réel est plus petit pour certaines articulations que pour
d’autres. En utilisant une matrice de pondération appropriée, le probléme de minimisation peut étre

posé de la maniére suivante:

T— Tmax ; z—min - (T _ z—max ;Tmin )T.W.(T _ z—max -'2- z—min)
La solution est donnée par :
1 1 O O
5 + + 5T + T
z=(W24A(I-J D) w2 =T (3.15)
2
. 1 . .
Le choix W =diag 5 e > (permet de mieux incorporer le couple au
Tlmax _Tlmin) (Tnmax _Tnmin) D

moindre carrée.

L’ application de cette correction permet de réduire I’excés du couple mais, les grandeurs vitesses et
positions (g etqg) ne sont pas maintenues dans leurs intervalles tolérés. Ce que révele les courbes de la

figure (3.9).

II1.4.2 Utilisation de ’inverse pondérée avec ’automouvement [DEG 97]

Dans cette technique, on résout le probleme de minimisation au niveau des accélérations :

+ +

. 1, T+, Ry
Minimiser Q:E(T_T) W(t———F)

sous Xx=Jg+Jg

La matrice de pondération 7 doit étre symétrique définie positive, elle est choisie telle que :

W = dldg%%

La solution optimale est calculée en utilisant le multiplicateur de Lagrange et elle est donnée par :

éjopl = Aopl (x - Jq) + B (316)

opt
N — T -1 4T T -1 y7y-1
ol A, =AW (T4 WA TTT)

tpr
J-NAa*c+c-T10

Bopt = (Aopt 2
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q,(deg)

_03(deg)

temps(s)
Les vitesses articulaires Les positions articulaires
Fig.3.10 : Utilisation I’ automouvement et de [’inverse pondéré pour satisfaire les limites en couple

Pour la méme valeur de a, on remarque que cette méthode est meilleure que la précédente car elle

permet de commander la position en plus de garder le couple a I’intérieur de la marge admissible.

II1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré I’utilisation de la redondance pour répondre aux exigences des
limites structurelles du robot manipulateur. Il contient les critéres d’optimisations utilisées et les
méthodes de résolution en terme de redondance. Nous nous sommes restreint a I’application des critéres

d’optimisation quadratiques du fait qu’ils sont les plus utilisés et ils sont en fait, suffisants et moins
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encombrants en calcul. Tout d’abord, les criteres d’optimisation on été définis en terme de position (g )

et de vitesse (g ).

De plus, nous avons exposé dans ce chapitre une résolution en minimisant I’énergie et le couple ce qui
permet d’éviter le recours a des limitations de couple. Une autre technique aussi intéressante est
I’exploitation d’un facteur o dynamique pour tenir compte de la présence de plusieurs taches

secondaires (multitdches secondaires) telles que I’évitement de singularité, d’obstacle, ...etc.

Les résultats de simulation ont montré, pour le cas du robot utilisé, que les solutions exploitant I’inverse
généralisé ne permettent pas d’imposer a la fois les contraintes sur les positions et les vitesses. Par
contre, les solutions ayant recours au jacobien étendu ont réussi a maintenir la position et la vitesse en
dehors des butées toutefois, I’erreur selon I’axe x est un petit peu plus éleve. Il a fallu I’exploitation
d’un critere a dynamique pour satisfaire aux exigences de la précision en poursuite tout en maintenant

hors butées les grandeurs (g ) et (g ) avec des couples max satisfaisants (voir Tab 3.1).

Les critéres d’optimisation peuvent aussi s’exprimer en termes de couples afin d’imposer les contraintes

sur les couples actionneurs.

Ce chapitre a été consacré au cas des limites structurelles. Il reste alors a étudier les autres limites

physiques et les limites mathématiques. Un cas des limites mathématiques, sera étudié dans le chapitre

suivant.
Erreur max en x Erreur max en z Valeurs max du couple
(mm) (mm) (Nm)
I I, [
Programmation quadratique 1.9 1.7 23.75 16.71 173
C”tl‘r*]f/eerhs’e 6réraliss 19 17 2306 1518 022
INverse ge 1.9 17 1881 1571 068
- jacobien étendu
Critére h,
- inverse généralisé 1.8 1.7 18.64 15.83 0.63
- jacobien étendu 1.9 17 -73.66 -48.12 -0.51
Critére h;
- inverse généralisé 1.8 1.7 18.40 16.53 0.54
- jacobien étendu 1.87 1.70 -73.48 -47.99 0.22
Facteur a dynamique 19 17 2205  17.12 1.83
Optimisation du couple
Automouvement 18 17 143.60 66.79 0.95
pondération aussi 18 17 61.97 75.07 12.64

Tab. 3.1: Erreurs de poursuites et couples max pour les différentes méthodes
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Chapitre IV : Etude des singularités

L évitement des singularités peut étre concrétisé en exploitant aussi la redondance. On étudie alors,
dans ce chapitre, les méthodes qui permettent de localiser les points de singularité évitables et, les

méthodes qui exploitent la redondance pour les éviter.

IV.1 Introduction

Durant les derniéres années, le probleme d’évitement des singularités pour les robots manipulateurs
redondantes a connu un grand intérét depuis qu’il a été posé en 1984 [KRZ 95]. La théorie des
singularités des fonctions lisses permet une classification des fonctions de base aux voisinages des points
de singularité. La fonction f (cinématique directe MGD) est connue & partir de la structure du
manipulateur. On peut donc déterminer la nature de ses singularités. Ceci a été mentionné dans certains
travaux sous forme de distinction entre les singularités évitables ou non évitables [KRZ 95, KRZ 97,
KRZ 98, SHA 90]. Une telle classification est grossiére et incompléte, mais elle est aussi importante

physiguement pour servir comme motivation initiale.

IV.2 Définitions

VI.2.1 Singularité

Généralement la matrice du jacobien J a un rang=m. Mais, elle peut avoir un rang plus petit dans
certains points. Ces points sont appelés « les singularités de f». Les singularités se situent alors aux

endroits g ou rang(J(q)) <m. Ces endroits forment un sous espace de dimension: m —rang(J(q)),

(cette dimension est appelée le co-rang (g)) [KRZ 95, SHA 90].

Les singularités d’un robot manipulateur redondant peuvent étre de trois origines
[KEV 98] :

- Singularité cinématique, quand le jacobien J est singulier rang(J(q)) <m ;
- Singularité algorithmiques, quand J n’est pas singulier mais il a une dépendance linéaire avec J,;
- La combinaison des deux singularités.

Physiquement ceci donne [NAZ 90] deux types de singularités, dontrang(J(g)) <m):

e Singularité de saturation ;
» Singularité interne.

Les singularités de saturation sont les configurations auxquelles I’élément terminal se trouve en dehors
des limites de I’espace opérationnel. Ces cas sont irréparables et elles ne sont pas traitées dans ce

chapitre.

Les singularités internes sont celles ou I’élément terminal se trouve a I’intérieur de [I’espace

opérationnel et elles peuvent étre classées en évitables ou non évitables.
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IV.2.2 Singularité évitable ou non évitable

Une singularité évitable est un vecteur articulaire (Joint setting) singulier ou le point correspondant dans
I’espace opérationnel peut aussi étre réalisé avec un autre vecteur articulaire éventuellement non
singulier. De cette définition on peut remarquer que, pour les manipulateurs non redondants, toutes les
singularités sont non évitables. Mais, pour les manipulateurs redondants on peut avoir plusieurs
variétés : il existe des exemples de manipulateurs redondants sans singularités, avec uniquement des

singularités évitables, ou avec les deux singularités [SHA 90].
Notre but se résume en deux questions :
- Quelles sont les conditions pour qu’une configuration singuliere puisse étre évitable ?

- L’automouvement aide-t-il vraiment le manipulateur & se reconfigurer de lui méme a une

configuration non singuliére ?

Les deux paragraphes suivants répondent a ces questions. Mais d’abord, il faut noter que dans certains
travaux de recherches, I’évitement de singularité a éte traité differemment. L algorithme de commande
choisit des vecteurs articulaires appropriés assez loin des singularités non évitables ; le manipulateur
s’éloigne de ces points en réalisant la tdche voulue. De tels algorithmes peuvent produire de nouvelles
singularités (singularité algorithmique) qui ne sont pas évitables car ces singularités ne résultent pas de
la structure du manipulateur mais sont dues uniquement a I’algorithme de commande. Leur évitabilité
est différente de celle due a la structure du manipulateur pour la simple raison qu’on peut aussi exploiter
des algorithmes différents qui sont capable de I’évitement. Cependant, les singularités non évitables
dues a la structure ne peuvent pas étre évitées quelque soit I’algorithme [SHA 90]. On traite dans ce
chapitre uniquement les singularités cinématiques. Mais pour traiter les singularités, il faut d’abord les

localiser.

IV.3 Localisation et évitabilité des singularités cinématiques

Pour les robots manipulateurs non redondants, I’approche la plus utilisée est celle de la forme normale
qui se base sur la théorie de la singularité. Bien qu’elle soit plus difficile a exploiter pour plus d’un
ddl, cette approche peut étre aussi appliquée aux robots manipulateurs redondants. Ce qui était montré
dans [KEV 98] pour des singularités d’ordre « 1 » (rang(J) =m-1). 1l s’agit de caractériser, parmi les
points singuliers, ceux qui sont évitables. Une autre approche, un peu analytique, est celle proposée
dans [SHA 90] ou on trouve une étude compléte des robots manipulateurs redondants a 3 ddl et a un
seul degré de redondance (comme le robot étudi€). Les singularités g, évitables sont celles, autour

desquelles on peut réaliser des automouvements permettant de les éviter.
En général aux configurations singulieres, il existe trois possibilités:

» Il n’existe pas d’automouvement capable de les éviter (singularité type 1) ;
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e Il existe un automouvement mais il meut le manipulateur le long d’un ensemble de

configurations singulieres (singularité type2), cas du spectre continu ;

» Il existe un automouvement qui peut reconfigurer le robot manipulateur a une configuration non

singuliére (singularité type 3).

(b)
(a)
L=l
I :
. X o
I=n, 9=-x

Fig. 4.1 : Types de singularité du robot plan 3R

La figure (4.1) illustre ces trois types pour le cas du robot planaire a 3ddl [JIA 97]:

La situation (1-a) est une singularité de saturation ou le bras est en extension maximale. Elle n’est pas
évitable (type 1). Dans la situation (1-b), I’élément terminal coincide avec la base du manipulateur par
rotation de la premiére articulation en fixant la 2°™ et la 3™ articulations. La configuration du
manipulateur change avec la variation des positions de la 1° articulation mais elle reste singuliére
(singularité type 2). Dans la situation (1-c) le manipulateur peut étre configuré & une configuration non

singuliére via I’automouvement (singularité type 3).

Les singularités (type 1 et type 2) sont les singularités non évitables. Les singularités (type 3) sont

évitables.
a- Approche de la forme normale

Cette approche a été développée pour le cas du co-rang=1. Elle est utilisée pour déterminer si un point

est évitable ou non. Le principe de cette approche est inspiré de la définition de I’évitabilité :

Le point g, est évitable s’il existe un autre point ¢’ non singulier tel que 1 (q,) = /(g ).
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Par conséquent, on peut dire qu’un point est inévitable s’il n’existe pas de solution réguliére pour

f_lf(qo) [KRZ 95]. Autrement dit, si g, est évitable, il existe alors plusieurs solutions passant par ce

point et ainsi on peut trouver un automouvement @(g) = [fl (@ 1, @) 1., (@) 9,219, ]T au
voisinage de g, lié & /=[f; f../,]" . Soit la fonction ¢ (une application de I’espace opérationnel vers

I’espace articulaire) qui représente ce lien par conséquent, on a la relation:

fo@=wofod(q).

Comme la plus simple représentation de f; est celle correspondant a [a forme normale de f, (la relation
entre fet f, calculée par cette forme est appelée RL-équivalence) on utilise alors cette propriété pour

déduire I’évitabilité. Si g, est un point singulier de co-rang=1, alors g, est non localement évitable si

I’indice de la forme quadratique (—g4—...—q#) est nul ou égal & ( n-m+1). Cet indice coincide avec

I’indice de la matrice du Hessien Hu(h(@)) qui peut étre calculée par rapporta g, par:

M(g) =W (x-P)¥ - (W' .(r-0) +(W(r-0))")+0-5)

Avec :
of ,0f 0%/, 0°f,, 0% 1,
Y =(—=) 1__:, X = o :( _)' GZT’
dq" 0q 0q” 0q.0q dg
0 9°.
; :af_m _j—f ‘1_—£ ij<m-1
" 0q 0q" 0q,9q,
—_ aﬁn ai -1 621

, 1Sm-1, msj<n

Qj,j—m+1 - @ ag ' aql aq,

_of, Of , 0°f

Jmm+l, j=m+l T ag ' ag aql aq]

, m<i,j<n

GGt + GG [ = (Fy voes fora)

Pour le cas du robot étudié, on am=2 donc g =(q, ) , c_] =lq, ;1. /=(f1)

Rappelons que

fi =a,co8(q,) +a; cos(q, +q,) +d,Sn(q, +q,) + Lsin(q, +q, +q3)
f> =—a,sn(q,) —a;sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, *+q5)

Les calculs donnent:
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. : 1
W= (_ a, Sin(q,) —a, Sin(g, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, +6]3)) X

E‘% sin(g, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + QS)%
L.cos(g, +q, *q5)

X= (az sin(g,) +a; sin(g; +q,) —d, cos(q, +q,) = Lcos(q; *+q, +CI3))

P, = (- a, cos(q,) — a, cos(q, + ) - d, sin(g, +q,) — Lsin(q, +q, +q5))

. . 1
(_ a, sin(q,) —a; sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + 93))

Y= (as sin(q, +q,) —d, cos(q, +q,) — Lcos(q, +q, +q3) —Lcos(q, +q, + %))
o= Ejs sin(q, +q,) —d, cos(q, +q,) —Lcos(q, +q, *+q5) - Lcos(q, +q, + %)E
- Lcos(q, +q, *+qs) - Lcos(q, +q, *+q5)

0y, = (- a, cos(g,) - a, coslg, +q,) - d, sing, +q,) — Lsin(g, + g, +g5) )
(- a, sin(g,) - a, Sin(g, +q,) + d, cos(q, + q,) + Lcos(g, +q, +45))
(- a5 costay +4,) — d, Sin(g, +q5) = LSin(g, +q, +45))
0., = (- a, cos(q,) - a; cos(g, +q,) — d, Sin(g, +q,) ~ LSiN(g, +q, +q5) )%
(- a,Sin(q,) —a; sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + qg))_1 x(~Lsin(g, +q, +g5))

S = (_ a, €os(q,) —a; cos(q, +q,) —d, Sin(q, +q,) = Lsin(q, +q, +Q3))x
(_ a,sin(q,) —a; sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + qs))_l X
(_ a, cos(q, +q,) —d,sin(q, +q,) —Lsin(q, +q, + 93))
Sz = (_ a, €os(q,) — az cos(q, +q,) —d, sin(g, +q,) = Lsin(q, +q, + %))X
(_ a, sin(q,) —az sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + Q3))_1 .
(_LSin(‘h t4q, +93))

Sy = [~ a, cos(g,) - a; cos(q, + q,) - d, Sing, +q,) — LSin(g, +q, +g5) )X

. . 1
(_ a, sin(q,) —a; sin(q, +q,)+d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + ‘73)) X
(_LSin(ql tq, +‘73))

Sp = (_ a, €os(q,) — az cos(q, +q,) —d, sin(g, +g,) = Lsin(g; +q, +Q3))X
. . 1 .
(_ a,sin(q,) —a; sin(q, +q,) +d, cos(q, +q,) + Lcos(q, +q, + qs)) X (_Lsm(ql tq,* qs))
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. s . - .
Au pointg, =(0.5,E+Artg(2—3),—Artg(Z,—3)), le calcul des termes intermédiaires, relatifs a
4 4

M(g,), estdonné par

W =[0.5563 -0.0270], x =0.4054, P,, =-1.6856

1984  0.0270
Y =[0.1984, 0.0270],© = 0 =[-0.9129, - 0.1008]
0.0270 0.0270
(L [10.9129 -0.1008 a) = 1.6971 -0.8449
_Eo.loos -0.1008@ 1o _Eo.mss -o.7375@

Comme det(//(g,)) = 0.6231% 0, donc I’indice n’est pas nul et le point est évitable.

b- Approche analytique [SHA 90]
L’objectif final de cette approche est de déterminer les structures topologiques des fibres et des
ensembles de singularités. Elle utilise la détermination du signe de la partie réelle des valeurs propres de
certaines matrices carrées. Ceci donne un comportement quantitatif des fibres des singularités. On limite

I’étude ici, aux propriétés locales des fibres aux voisinages des singularités et aussi, pour les co-dim de /.

Les fibres sont généralement des courbures de dim=1 dans une variété de dim=3 (une généralisation pour
les co-dim>1 serait un peu difficile, voir si elle n’est pas impossible). Les familles des courbures des
fibres de dim=1 sont des trajectoires déterminées par un systeme de trois équations différentielles
ordinaires, ou une équation vectorielle. En réalité, la solution donne un champ de vecteurs dont leurs

courbes intégrales sont les fibres de la trajectoire cinématique.

On sait que pour des petits déplacements dx=J(g).dq , en particulier, le noyau de J dans chaque point ¢

détermine un champ de vecteurs dans une direction tangente a la direction dx=0 (ou f=cte).

De Ia, le noyau de J, N, est I’espace (linéaire) tangent a la fibre au point g. Si ¢ n’est pas un point de

singularité, alors N est de dim=1 et il est généré par le vecteur :

dq=Bd?]Z Hpour le quel J.dg=0
i P

f est une fonction physique, elle doit vérifier que les dérivées secondes de chaque composante sont

conservées si I’ordre de différentiation change. Ceci signifie que :

aJlj _ajlj anz_aJZJ
0(], aq, ’ OQj aq,

“.1)
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Un vecteur canonique de N peut étre obtenu en prenant un mineur 2x2 de J, donnant:

E{V[”l E 2Jn ~Jisdn

N =0Mn, 0= sy =yl s O (4.2)

L 0 o U
[Mns L [J11-J22 _J12-J21[

Ceci est vrai en tout point régulier méme pour les points qui sont arbitrairement proches des singularités.

On sait qu’aux singularités, la matrices J est de dim<m, tous ces mineurs mxm sont nuls. Soit
q(1)=(q,(1),q,(),g5(2)) une fibre de dim=1 et supposons que N au point g(z) est généré par le vecteur

N=N(q, ,q,,q;) de (4.2) d’ou, les fibres a ses trajectoires sont déterminées par I’équation différentielle:

Bdch /dtH H\/[nl(‘h'qZ'qs)H

(Mg, | dt O= OMn, (g, ,q5,q5) 0 (4.3)

[l 0 o (
[d% /dt[ [M”3(91192'Q3)[

La solution de cette équation différentielle est de la forme:

Haldy  Huf
g, [ dt = UON.[y, O 4.4)
Hayard i
La nature des solutions locales des trajectoires pour I’équation (4.2) proche des singularités est
déterminée par les valeurs propres de [IN aux points de singularités. Ainsi, la solution de I’équation

(4.3) est donnée en fonction de ces valeurs propres (A, , A, , A3) et de leurs vecteurs propres ({,5, .§3):
eAl.t .51 + e/lz.t .52 + e/13.t .53 (45)

Si toutes les valeurs propres ont des parties réelles négatives vers q, alors le point q, est
asymptotiquement stable. Ceci signifie que toutes les trajectoires proche de g, convergent vers ¢, . Si
les parties réelles sont nulles, les fonctions de (4.4) sont soit constantes ou une combinaison de sinus et
cosinus. En d’autre terme elles ne convergent ni divergent de g, .Si certaines parties réelles sont

positives et d’autres sont négatives, les trajectoires peuvent converger.

Dans le cas du robot étudié, on a:

H La, cosq, + Ld, Sing, H
N =0+ La, cos(q, +q,) — La; C0Sq, — Ld, Sing, [
0 0
[Laz cos(q, +q,) +a,d, COsq, + a,a; Sing, [

Ce qui donne :

- 58 -



Chapitre IV : Etude des singularités

BJ 0 - Laysq, + Ld,cq, H

UN =[0 La,sq, La,sq,, + Laysq, — Ld,cq, 0
[l

R) —a,Lsq, —a,d,sq, + ayascq, —La,sq, C

det(CIN = AI) = A(La, sin(q2+q3) —A)(La, Sin(g2+ g3) + A)
Lasolution de (4.5) est delaforme:

—La,sin(qg2+g3).t La,sin(q2+q3).t
e 4y te™ $y 45

Pour sin(g, +q,) Z 0, la trgectoire converge dans la directioné, . Cette direction est tangente a la

fibre qui contient la singularité. Autrement dit, la fibre ne consiste pas uniquement en le point g,. Ainsi

les points qo sont évitables.

IV.4 Techniques d’évitement des singularités cinématiques

Pour éviter les singularités, on utilise aussi une fonction ~# a optimiser comme pour le cas des

contraintes structurelles. Les fonctions les plus utilisées pour I’évitement des singularités sont:

0 h sous forme de mesure de la manipulabilité : 2, = /det(J.J")

Cette fonction a été proposée par Yoshikawa [KEV 98], elle a I’inconvénient d’étre compliquée pour n>6

ou les formes analytiques sont importantes.
Pour le cas du robot d’étude,
1) Application de I’inverse généralisé

Le calcul du terme z intervenant dans I’expression de I’inverse généralisé est tel que:

=0h :a—vdetJJT:[Z1 z, 23][

ou :
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—— I'élement terminale
— latrajectoire désirée

singularité Aoy

singularité oo

<
[S]

0.55

Trajectoire opérationnelle

temps(:

<

35

5

2.

15

0.5

(w'N) Tardnoa

(wN) €aydnoa

(w'N) %ardnoa

temps(:

temps(:

Erreurs de poursuite

Les couples articulaires

Fig. 4.2 : Cas de ['utilisation h, pour l’inverse généralisé

) _(J11-J21 +J12-J22 +J13-J23)2]

2
23

+J

2
22

2+ J5)- (o +

+

2
11

i=13

(det(JT"))?

En posant Me = JJ", les élément de cette matrice sont alors donnés comme suit:

)
2
23

(Jll'J21 + J12 'J22 + J13 'J23)

2 2
+Jh I
+J,+J

2
1

Me,, = (J

Me,,

(

Me,,

)

2
22

2
21

Me,,

-60 -



Chapitre IV : Etude des singularités

0.3 - - -

—~

£-0.35 — —

=

045~ — -

0.5 - - -

-0.55F — - -

0.5

x(m)
Trajectoire opérationnelle

temps(s)

temps(s)

Erreurs de poursuite

Les couples articulaires

Fig. 4.3 : Cas del'utilisation h, pour jacobien étendu

e =2 oy
g,
avec i =13

d

1 diMe,, . Me,, + diMe,,.Me,, — 2.diMe,, Me,,

1

Pour simplifier les notations on pose auss,
z

(det(Me))?

2

Le calcul des diMe , est donné en Annexe B.

Le recours au critére /,, a permis au manipulateur d'éviter la singularité cependant au voisinage de la

singularité les couples atteignent des valeurs importantes mais qui restent maintenus a leurs valeurs
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limites sans I'action des limiteurs de couple. Le passage au voisinage de la singularité n’a pas une
influence majeur a la tache principale : les erreurs de poursuite sont de méme ordre que le cas le la

tache principale seul, loin de singularités (fig. 4.2).

2) Application du jacobien étendu

Dans ce but, il faut calculer le hessien de 4, (Hu(h,,(q)) dont les éléments sont donnés par:

1d,d Mey Mey, +d Mey,.d Me,, +d,d Me,, Mey, +d Me,,.d Me,

ddh, =~
1 m 2 E
det(Me)?
d,d Me, Me,, +d Me,,.d Me, _
1
det(Me)?
1 (d,Me,,.Me,, +d ,Me,, Me,, —2.d ,Me,,.Me,,)(d, Me,,.Me,, +d ,Me,,.Me,, —2.d,Me,,.Me,,)
4 3
det(Me)?
Avec i,j =13

Le calcul des didiMey, est donné en annexe B.

Avec cet algorithme, la simulation (fig.4.3) montre que les résultats sont insuffisants: une discontinuité
des commandes et une erreur de poursuite importante au voisinage de la singularité. Par conséquent,

I’algorithme exploitant | nverse généralisé est meilleur dans le cas de 4,,.

¥

p

I_l Mn,

=1

0 h calculée a partir des mineurs : /1,,, = avec p=Cy'

Cette méthode a été proposée par chang en 1989. Pour le robot d’essai, le facteur p est telle que

n!

—_— [/ — —_—

=C" = =
P=% m! (n —m)!

1) L’Applcation de I’inverse généraliseé nécessite le calcul du gradient de £,

0(Mn,.Mn, Mn,)"? .
z=Uhn, = (M, 62' o) = [Zl z, 23]1
q
0
. [Mnl Mn, Mn, ]
. =19g,
1 3 g
(Mn,Mn,Mn,)? i=13
_1 (d, Mn, Mn,Mn, + Mn,d, Mn,Mn, + Mn,Mn,d Mn,)
3 2

(Mn,Mn,Mn.)?
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| |
0154 - - - - - - —— Iélement terminale
| — la trajectoire désirée
: ___ singularité q,,
0.2 - singularité g,
| T
| |
0BF === ===~ 5 iyl i Bt
| |
| |
O3 --=-—=-=——-l--—-=—4F--—"d4-—"=—"—"—"=—"+-";7\—-—/—-—-=-—-=-—-—-=- a4 =-====
| |
| / |
—~035L - - — - — LY R
E |
N | |
| |
04F —————— e i
| |
| / |
045+ — — — — — — e e i H-===--
| |
| / |
05k - — - —— [ /L J_
| / |
| |
| |
O55fF——————m————— - —f - —m————— - ————
| / I
I I
1

x(m)

x10°

erreur X(m)

0.01

0.005

-0.005

erreur Z(m)

Les couples articulaires Erreurs de poursuite
Fig. 4.4 : Cas del'utilisation h,,, pour l’inverse généralisé

Le Calcul destermes d;Mn; est comme suit :
dMn, =d,Mn, =0 d;Mn, = Ld, cos(q,) — La;Sin(q;)
d,Mn, =0 d,Mn, = La, sin(q, +q5)
d;Mn, = La, sin(q, +q;) + La; Sin(q,) + Ld,, c0s(q,)
d,Mn; =0 d,Mn, = a,a,co8(q,) — La,sin(q, +q;) —a,d, sin(q,)
d;Mny =-Laysin(g, +q;)

La simulation dans ce cas (fig.4.4) montre une bonne poursuite avec I’évitement. Mais par rapport la
méthode précédente, le couple au niveau de la singularité est important et irréalisable sans limitation.

Avec la limitation, les erreurs maximales sont de 10mm et 20mm au niveau des singularités.
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pour le jacobien étendu
Mn) %

x(m)

temps(s)

Trajectoire opérationnelle

Chapitre IV : Etude des singularités

(wN) Nm:::_Z

35

Mn, Mny +d Mn,.d Mn, Mn, +d ,Mn, .Mn,.d Mn, +

Mn,.d  Mng + Mn,.Mn,.d,d ,Mn,) }-

1

Fig. 4.5 : Cas de ['utilisation h,,,
{ (dd Mn,

Les couples articulaires

d,Mn,.d ,Mn, .Mn, + Mn, d,d , Mn, Mns + Mn,.d , Mn,.d, Mn, +

d,Mn,.Mn,.d Mny + MM, .d
(d ;Mn,.Mn,.Mn, + Mn,.d ,Mn, .Mn, + Mn, .Mn,.d  Mn, )}

azhmn
aqiaqj

{(d, Mn,.Mn, Mn, + Mn,.d Mn, Mn, + Mn, Mn, d,

3(Mn,.Mn,.Mny,)

13

2) L’ application du jacobien étendu nécessite le calcul de Hu(h,,,(q)) donné par:

di dj hmn

I
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tr(JJ")™". Dans le cas du robot étudié, le

temps(s)

utilisation h,, pour l'inverse généralisé

3

, la commande basée sur le jacobien étendu conduit & des résultats
partir de la trace [BAI 87] : 4,
et z=0h, = |_z1 z, ZSJT,

Fig. 4.6 : Cas del

~

7

Les couples articulaires
ée a

calcul donne ;
Me,, + Me,,

h calcul
hll‘ =

insuffisants. L’éloignement du point singulier est accompli mais au détriment d BGne discontinuité de la

Le calcul destermes did;Mn, est donné en annexe B.
commande et des erreurs de poursuite

Méme avec ce critéreh
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z(m)

x(m)
Trajectoire opérationnelle
0.05

-0.05

erreur X(m)

0.1

0.15

erreur Z(m)

temps(s)

Les couples articulaires Erreurs de poursuite

Fig. 4.7 : Cas de ['utilisation h, pour le jacobien étendu

0
E [Mell + Mezz] __ [d,Men + dzMezz]

(Me,, + ]Mezz)2 (Me,, + M622)2

La simulation dans ce cas (fig. 4.6) montre des résultats satisfaisants sans limitation de couples, les

erreurs sont plus satisfaisantes en comparant aux autres cas d’utilisation de I’inverse genéralisé.
Pour | 8pplication du jacobien étendu, on détermine les éléments du hessien Hu(h,.(g)) par:

2(d;Mey, +d Mey,)(d Mey, +d Mey) (d,d,Mey, +d,d Mey)

ddh, = 3 2
' (Mey, + Me,,) (Mey, + Me,,)

Les termesd, Me,,,d, Me,, ,d,d ;Me,, et d,d ;Me,, ont été déterminés lors du calcul de A,
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L’utilisation du jacobien étendu par ce critére 4, conduit également a une perte de controdle.

Erreur max en | Erreur max en | Valeurs max du couple
x (mm) z (mm) (Nm)
[ I, I3
Critére h,,
- inverse généralisé 0.97 1.05 -82.10 -34.73  -9.22
- jacobien étendu 7.42 14.60 186 .60 89.40 20.10
Critére hyy,
- inverse généralisé -11.73 -19.76 186.60 89.40 20.10
- jacobien étendu 9.54 663.24 186.60 89.40  20.10
Critére h,,
- inverse généralisé 0.95 1.13 -124.61 -35.08 9.25
- jacobien étendu 49.46 47.02 186.60 89.40 20.10

Tab. 4.1 : Comparaison des erreurs de poursuites et couples max pour les différentes méthodes

IV.5 Conclusion

La notion d’évitabilité est tres importante pour I’étude des singularités car elle permet la caractérisation
de ces points et constitue une des capacités des manipulateurs redondants car les robots manipulateurs

non redondants (séries) ont toutes leurs configurations singuliéres non évitables.

Au niveau des configurations singulieres évitables, I’automouvement joue son réle important pour
reconfigurer le robot afin d’en échapper. Ceci peut étre réalisé par différents criteres dont les plus
connus sont: la mesure de manipulabilité, I’utilisation des mineurs et de celle de la trace de JJ . Ces
techniques ont été appliquées pour le robot étudié dans ce travail, apres avoir déterminé les singularités
de ce robot et planifié une trajectoire contenant une singularité évitable. La simulation montre une
amélioration de I’évitabilité en utilisant ces critéres et la meilleure performance est obtenue par
I’application de I’inverse généralisé associé au critére de la mesure de manipulabilité (voir Tab. 4.1).
Ces mémes criteres ont été appliqués en utilisant le jacobien étendu. Contrairement au chapitre
précédant, le jacobien étendu conduit & des erreurs importantes et des commandes fortement

discontinues.

Ainsi, les limites mathématiques ont été traitées dans ce chapitre et un retour aux limites physiques

d’un autre type est traité dans le prochain chapitre.
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Chapitre V: Evitement des obstacles

Ce chapitre est consacré au cas de [’évitement d’obstacle. On verra spécialement les différentes

techniques utilisées pour localiser et éviter les obstacles.

V.I Introduction

Les obstacles forment, dans I’espace opérationnel du robot manipulateur, un autre type de limites & ne
pas atteindre. Ils peuvent étre classés parmi les limites physiques comme les limites structurelles. Car, a
leurs niveaux, les articulations peuvent subir des forces extérieures qui influencent largement les
variations des grandeurs articulaires. Dans ce cas, on doit définir les forces de collisions et utiliser leurs
expressions a la place des contraintes structurelles. Les obstacles peuvent étre aussi classés parmi les
limites mathématiques en voyant leurs endroits comme des creux interdits et on doit donc, déterminer la
fonction mathématique qui remplace la condition de singularité afin d’utiliser les techniques

correspondantes.

L’ obstacle peut étre fixe dans I’espace opérationnel ou en mouvement. Si son mouvement est d’une
forme bien déterminée, il ne faut remplacer que les équations de son mouvement a la place de ses
coordonnées (fixes) dans les algorithmes d’évitement et faire les modifications correspondantes. Si la

forme n’est pas connue, il faut alors des capteurs plus avancés.

Plusieurs auteurs ont utilisé la redondance pour réaliser I’évitement des obstacles. Certains d’entre eux
[BEN 02, FAN 98, KAN 00, PER 02, RAH 96] exploite le critére /4 interprétant la contrainte au niveau

de g, ouJ, comme dans le cas des contraintes précédemment étudié. La différence entre les techniques

est, généralement, dans le calcul de ~ qui doit étre efficace et moins lourde en calcul pour pouvoir

ajouter en temps réel les conditions dues au mouvement de I’obstacle.

Souvent la concrétisation de I’évitement d Bbstacles passe par les étapes suivantes :
» Détermination de la forme de I’obstacle ;
» Détection de collisions (calcul des contraintes anti-collision, D) ;
e Calcul de la fonction anti-collision, #4;

 Introduction de la contrainte dans la commande ([/(g) ou Hu(h(q)) ).

V.2 Formes et localisations de I’obstacle

Une étape importante pour éviter un obstacle est de déterminer sa forme et de localiser son endroit. Cet

endroit, va étre par la suite I’endroit interdit a la trajectoire du robot.

Pour un obstacle fixe, la majorité des travaux simplifient I’étude en enveloppant I’obstacle par une

forme convexe bien déterminée. Le plus souvent, on utilise des formes sphériques, cylindriques dans
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I’espace ou les formes circulaires et rectangulaires dans le plan. Le rayon (ou la diagonale) et le

barycentre r de cette forme sont exploités lors de I’optimisation.

-Forme circulaire (ellipsoidale) [BEN 02, PER 02]: C’est la forme la plus simple pour I’optimisation.
Si I’obstacle est contourné par un cercle, I’automouvement est caractérisé alors par le centre et le rayon
du cercle (fig 5.1-a).

-Forme rectangulaire (polygonale) [FAN 98, PER 02, RAH 96]: dans ce cas I’obstacle est caractérisé

par les cotés du rectangle ou contourné par une ellipse (fig5.1-b).

Fig 5.1-a : Exemple de localisation de I'obstacle Fig 5.1-b: Exemple de localisation de I'obstacle
Forme circulaire Forme rectangulaire

La forme et I’endroit de I’obstacle sont essentiels pour modéliser la détection des collisions.

V.3 Détection de collisions

L’évitement de I’obstacle est basé généralement, sur I’utilisation d’une fonction 4 d’évitement de
I’obstacle. Or, celle-ci nécessite la connaissance, a chaque instant de la distance d(g) entre I’obstacle et

le manipulateur,. On définit la contrainte anti-collision comme étant:

D(q) =-d* + D? (5.1)

Dans cette expression (5.1), le terme d est la distance entre le centre de I’obstacle et le robot et le terme

D, désigne la distance de sécurité, elle doit étre au moins égale au rayon de I’obstacle, d’ou:

D, =r+d,
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ou d désigne une marge de sécurité a respecter.

La contrainte D(g) doit étre gardée négative. Car la distance d doit étre supérieure a la distance de

sécurité D, pour éviter les collisions.

On sait de I’algébre linéaire que la meilleure forme pour le calcul de la distance est d’utiliser la distance
euclidienne. Cependant, ceci nécessite la connaissance des expressions analytiques exactes des
distances entre le robot manipulateur et I’obstacle, lesquelles deviennent compliquées pour des ddl
élevés ou, pour des formes d’obstacles complexes. Aussi, la solution d’augmenter I’enveloppe de
I’obstacle réduit I’espace opérationnel en général. Ces inconvénients ont donné naissance a la notion

de pseudo-distance.

e Utilisation de la distance euclidienne [BEN 02]

Pour un obstacle de forme circulaire (fig 5.1-a), les calculs des distances obstacle- liaison pour le robot

planaire 3ddl donne :

Partantdu: D, =—d? +(r+d.)?

}:Ell'l

Fig 5.2 : Représentation des projections des distances

Les coordonnées de I’obstacle dans le plan sont telles que :

/0=y, X, ) (5.2)

Les coordonnés de la premiere articulation dans le plan sont données par:

V,=(,.cos(q;) , I.5n(q,)) (5.3)

Q.

Comme : cos(Vl,V) et sm(V V )=

HV

7] HH |
d? HVV é

alors (5.4)
v BRI
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Al

onendsauit. 2 = %V_VHE 59
2

En remplacgant (5.2) et (5.3) dans (5.5), la distance d; est donnée par:

dy =Xy, + X5~ (x,,.008¢; +x,,.8N¢,)°
et ainsi la contrainte anti-collision :

Dy ==df +(r+d,)?* =-xj, = x3, +(x,,.008¢; +x,,.8nq,)* +(r +d,)?

Pour D5, on utilise la méme démarche sauf que, Vet J, sont remplacés par V/ '1 et V'2 comme il est

indiqué par la figure 5.2 avec :
I7’]_ = (xlh _Il'COS( Q1) xz;, —ll.Sin( ql))T

I72 = (lz.COS( g1+ 4q,) 1.sin(q, + ‘]2))T

Ce qui donne :

D, = _(xlh _ll-cos(‘]l))z + (xzh _ll'Sin(ql))z +
[(xy, —1,.c08(q,)).CO8{q; +q,) + (x5, = 1,.5iN(qy)).SiN(g, +q,)f +(r +d,)?

Pour Ds, les vecteurs, 7, et I/, sont remplacés par V, et 7,
I71" = (xlb —1,.co8(q,) —1,.co8(q, +q,) Xy —1.5in(q;) —1,.sin(g, +Q2))T
I;z = (IS'COS( g1+ 4, *q5) l.sin(g, +q, + Q3))T

Dy = —(xy, —1,.co8(q,) —1,.cos(q, +6]2))2 = (x,, —1,.sin(g,) —1,.5n(q, +q2))2 +
[(xy, —1,.c08(q,) —1,.c08(g, +¢q,)).co8(q;, +q, +q5) =
(xy —1.8in(q,) —1,.8N(q; *+¢q,)).siN(g, + ¢, +Q3)]2 +(r +ds)2

Pour un obstacle de la forme rectangulaire, on calcule pour chaque bras, x,x; les distances entre le

centre de son axe et les segments, 4; du rectangle (fig5.3) en utilisant la formule [FAN 98] :

D 2 _ (xl—lxi xAj—lAj)'xi—lAj—l

7

xi—lxi ><"41—114j
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Fig 5.3: Exemple de localisation de I'obstacle
Forme rectangulaire

» Utilisation de la pseudo-distance [PER 02, RAH 96]

Cette notion a été développée pour alléger la lourdeur des calculs rencontrés dans I’utilisation de la
distance euclidienne lors de la détermination de la distance minimale entre le robot manipulateur et
I’obstacle. La distance minimale varie d’un instant a I’autre et celle-ci est trés difficile & exprimer

analytiquement car il n’existe pas de formule générale.

L’idée de la pseudo distance est de définir une fonction analytique décrivant une surface objective D.
Ou bien, envelopper I’obstacle par une hyper surface d’une expression analytique connue. La fonction
D dans ce cas, ne contient pas I’expression de la distance euclidienne manipulateur-obstacle, mais
I’expression de la surface objective calculée a partir du barycentre de I’obstacle et exprime le point
critique xy, le point du robot le plus proche de I’obstacle. Ce point est situé dans une hyper surface de
méme forme et de méme centre que celle de I’obstacle mais plus grande d’une quantité d. Les hyper
surfaces utilisées sont de formes simples telles qu’indiquées a la figure 5.4. En terme de distance, la

contrainte anti-collision est exprimée par:

D(q) ==S(x,)+D; <0
Cependant, [PER 02] introduit une technique permettant de mieux calculer le point critique, x,, du
manipulateur qui se situe a la distance minimale de I’obstacle.

Le calcul de x, est recherché en considérant chaque liaison seule. Ainsi, un robot & 3ddl a D,, D, et D;

Calculons les x, dans ce cas (fig 5.5) :

On sait que le point x, a comme coordonnee :

—_—

0xg =OM, +AM M,et 0<A<1 (5.6)

Un obstacle de la forme circulaire (fig 5.5) a comme expression analytique:
X' HX+3" X+0=0

ol H est une matrice constante, J est un vecteur constant et 0 est un scalaire constant.
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>

Ed
4

_E*-x -
a 0 o &n

Six. ¥y 0= (E]“ + (mid)h

_ x n ¥ n
Sy 2 _(m|;+a‘|) * (F‘ﬂ +d2)

-

e

S(x, ¥, 20—

(w5e) + () + @m0

s = (G ()7 + () -1

Fi g 5.4: Formes des hyper surfaces utilisées pour le calcul de la pseudo- distance

3

¥

Fig 5.5: Calcul des point critiques
En utilisant les pseudo distance
La pseudo distance est donnée par:

S(X)=X] 00X, +8" X, +0

En remplagant (5.7) dans (5.6) on trouve :

T T
S(Xg)=AM, M, HM M, +AM M, O, +5,

(5.7)

(5.8)
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Leterme S, est constant par rapport a A, il est donné par :

S, =OM, . HOM, +8.0M, +0;

0, =2.HOM, +8;

La distance minimale est obtenue telle que:

ds(A)

. .
= 2AM M, HM M, +AM M, Dy =0 (5.9)

Donc, on calcule A par la relation (5.9) qu’on introduit dans la relation (5.6) pour déterminer x, et

m

puis, on remplace dans (5.7) et finalement:

D, ==X HX,-9" X,-0+D’ (5.10)

Pour le cas du robot étudié et afin d’utiliser les simulations autours du méme obstacle considéré lors de

I’application de la méthode de la distance euclidienne, on choisit:

On suit aussi les notations de la figure (fig.5.2). Le calcul des distances D, est organisé comme suit:

Pour D;,ona:
|p, 0, =1, M, =0et M, =D

Ceci conduit a :
—_— —_— cos
oM, =%E MM, =" ql%
1, Sing,

2x
|:|1 zg Y E /]ml :);—MCOS(]:L +);ngnQ1

2x,, 1 1

2 .
;c 1 COS™ ¢, + x,, SINg,.C0Sq,
- . .2
1» C0Sq,.SiNg; +x,, SIN" ¢,

Ainsi,
S(X,) = —(xy, cosq, —x,, Sin‘h)z +r?

Et on trouve finalement :
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D, (q) = (xy,008q; = x,, SiNg,)* =1 +2d,r

Pour D,, HM1M2H=12, M, =0et M, =D’, cequi donne:

- COS CO +
OMl - 1 qlg M1M2 - EZ S(ql qZ)E

1, sing, 1,sn(q, +q,)

Dz = _Z'QLM _ll C(-)Sqlé
» —h Sng,
(xy, —1, cos (x,, =1, Sing,)
/]mZ = v L qj. Cos(ql + qZ) + 2 ! qj.

2 12

sin(q, +4,)

P Bl cos(q,) + (xy, =1, cosq,) COSZ(ql +q,) +(xy —1, sing,)sin(g, +q,).cos(q, +q2)E
1, sin(g,) + (x,, =/, cosq,)sin(q, +q,).cos(q; +q,) +(x,, —1; Singl)smz(ql +q,)
Ainsi,

S(X,) =—((xy, =/ cosq,)cos(q, +q,) +(x,, =1, Sing,)sin(q, +‘]2))2 +112 -

: 2
2/, x,, COSq, +x,,SiNg, +r

D, (q) = ((xy, —1,€08(q;)) COS(q; +q,) + (x5, ~LiSin(gy))sin(g, +4¢,))* =1} +
21, (x,, COSq, +x,, Sing,) —r> +2d_r

Pour D3, HMlMZHZIS, M, =0"et M, =D" , ceci donne:

oM, = [t 0% * 12 084y ”’Z)E, M, M, = gs 00Xay ¥4z +q3)%
1, sing, +1,sin(q, +q,) 3 SiN(g, + 4, *45))
0, = _Z_Eﬁb -1, cosq, -1, cos(q, +Q2)E

Xo =1 Sing, =1, sin(g, +q,)

(xy, =1, cos(g,) =1, cos(q, +q,)) (x,, =1, Sing, =1, sin(q, +q,))
Aus = cos(q, +q, +q,) +
m3 2 S(q, + 4, +q3) I,
De la méme maniére, on trouve :

sin(q, +q, +q;)

Dy (q) = ((xy, =1, cos(q,) =1, cos(gq; +q,))cos(q, +q, +q3) +(x, =1 Sin(q,) =1, sin(g, +g,))sin(q, +‘]2))2 -
If =13 =211, c0sq, + 21, (x,,.€08¢; +X,,Sn(g; +q,)) ~r* +2d r
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V.4 Fonction anti-collision

Le calcul des D; est trés important, mais nécessite pour I’implémentation dans la commande une
fonction qui englobe ces contraintes. En effet, il existe plusieurs contraintes D, a calculer car il existe
plusieurs liaisons i dans un robot manipulateur. Comme aussi, dans I’espace de travail, il peut exister

plusieurs obstacles. Pour chaque obstacle, la fonction anti-collision est définie par:

h(g) = hy (q)+ip,- P(D, (9)) 510

Ou h, est une fonction de minimisation d’un critére énergétique, généralement, elle est donnée

parl "q;
Zq 'Q!

Les termes p, sont des constantes et la fonction P() est appelée fonction de pénalité. La fonction de

pénalité décrit comment la tAche d’évitement d’obstacle est accomplie : cette fonction doit tendre vers
zéro quand la contrainte D; est satisfaite. Plusieurs formules ont été proposées comme fonction de

pénalité, p(), les plus connues sont :
* Fonction de pénalité externe
Cette fonction ne produit son effet que lorsque la contrainte D; est non satisfaite :

p(D)>0si D,>0
Sp(D)=0si D, =0"

g eeayll.

Une interprétation est : p(D,(q)) = (D, (q))?.Heav(D,) Avec Heav est la fonction de Heaviside qui
est définie comme suit :
00 six<O0
Heav(x) = H./Z six=0

B]. si x>0

Cette fonction de minimisation peut conduire a des couples importants et des erreurs statiques. Ce qui

rend cette fonction non utilisable pour le cas des obstacles en mouvement [PER 02].

* Fonction de pénalité interne

Cette fonction agit d’une maniére répulsive. En d’autres termes :

Op(D,)>0si D, <0
,i=1,...n.

Op(D,)=0 si non
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En général, cette fonction est représentée par :

-1
D)=——
p(D)) (@)

Cependant, celle-ci a I'inconvénient majeur de conduire a une réduction de I’espace de travail [PER
02].

* Fonction de pénalité externe bornée

C’est une fonction qui inclut les avantages des deux fonctions précédentes :

1., .
(D)—[Q(D—() D_) si. Dy <D;(q)<0

o si D,(g) <Dy

Cette fonction limite I’influence de la contrainte au-dela de I’intervalle D,. En d’autre terme, si
I’obstacle est suffisamment loin I’évitement n’est plus nécessaire et on fait tendre la contraintes vers

Zéro.

V.S Approches d’évitement d’obstacle

La fonction / est utilisée pour I’évitement des obstacles soit au niveau de g, dans le cas de I’inverse

généralisé ou au niveau de J, dans le cas du jacobien étendu.

Pour le cas de la pénalité interne, / est donnée par:
1, -1
h. ==q" q+ ——i=1,...n.
T ADY (@)

Le gradient et le hessien de ~ sont donnés par :

oh d,D
dzhint =5 =49, + Z,Ok ( 2 ) Ji=1,...n.
aql =1 D

o, on 3 DD2dD)

11|nt_ (_) 1; 3

a oh. &  (ddD,D,-2dD,dD,)

d:d in =—\7)= ,j:1,...,7l.
J it ( q ) Z Dkg

Les détails de calcul sont donnés en annexe C.
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V.5.1 Utilisation d’une distance euclidienne

I' élement terminal
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0.6
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-3

x 10

0
x(m)

temps(s)
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0.4
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avec ce critére I’obstacle peut étre évité. L’effet de

Les résultats de simulation (fig. 5.6) montrent qu

la tdche secondaire se manifeste au niveau des couples et des erreurs de poursuite par des pics de

1.5mm selon x et 0.2mm selon z a I’instant 1.4s. Aussi 2.5mm selon x et 0.5mm selon z a I’instant 3s.
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Chapitre V: Evitement des obstacles

V.5.2 Utilisation d’une pseudo-distance
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‘avec ce critére I’évitement d’obstacle est aussi réalisé sans

Pour les smulations (fig.5.8) montrent qu

influer la tache principale. Puisque les erreurs de poursuite sont de I’ordre de 0.1 millimetre et les

commandes sont dans la marge tolérée.
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Chapitre V: Evitement des obstacles

V.5.3 Approche de la tache prioritaire

Cette méthode a été proposee par Nakamura et Yoshikowa pour la résolution de la tdche secondaire
[JIN 02]. Par laquelle, on interprete la contrainte due a la tache secondaire, # sous forme d’une

équation analytique:
X, =J,q (5.12)

ou x,et J,représentent respectivement la vitesse cartésienne et le jacobien relatifs uniquement a la

tache secondaire.
La tache principale est exprimée par I’éguation:

g=J, x+a(l-J].J)):z (5.13)
La résolution commune des deux taches définit le vecteur de I"automouvement¢,. Comme la tache
principale est la premiére a considérer dans la résolution, car elle détermine le vecteur vitesseq, on

remplace ¢ obtenu a partir de (5.13) dans (5.12). Ainsi, il ne reste que la seule variable z. On peut

déterminer g, aprées la détermination de z:

X, =S, ral,(I-J]J).z

2= G, = Jy )+ (I=JFT,)2 et J,=d,.(I-J0J,),
Le terme z est un vecteur arbitraire du noyau dejz. Pourz = 0, (M), la résolution de la cinématique
devient :

G=Jl i rall=JrJ)T) (G, = JyJ) %)

Or I’opération de projection (I —J,".J,) est hermitienne (°) et idempotente (°) [KAN 00, JIN 02]. Ce

qui permet de simplifier | Expression précédente pour avoir:
G=J; i +al; (x, = J,J) %) (5.14)
Cette nouvelle méthode permet de calculer, au moyen du noyau de J, la solution de % sans le recours au

calcul du gradient ou du hessien. Elle peut étre utilisée pour I’évitement d’obstacles, dans ce cas les

relations des vitesses pour la seconde tache sont déterminées géométriqguement. Certaines travaux

! Pour le cas multi -objective z~ % 0
2 Les formes hermitiennes sont I'analogue pour les C-espaces vectoriels des formes bilinéaires symétriques des R- espaces
vectoriels. En particulier, la condition de symétrie hermitienne permet d'imposer a f(x,x) d'étre réel.

3 Une fonction idempotente est une fonction qui, composée par elle-méme, demeure elle-méme : f o f = f .
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Chapitre V: Evitement des obstacles

consacrés a I’évitement des singularités reposent aussi sur cette méthode pour la méme raison qu’une

résolution géométrique est possible [JIN 02].

Pour le cas de I’évitement d’obstacles [KAN 00], la premiere étape est d’identifier, a chaque instant, la

plus courte distance entre le manipulateur et I’obstacle (fig5.10)

Ohstacle
Oihstacle
. Point

End
Effector

Critical
Foint

Base

Fig 5.10 . Localisation d’un obstacle par rapport au robot manipulateur

Le point du manipulateur le plus proche de I’obstacle est appelé point critique X;. Le point de
I’obstacle, le plus proche du manipulateur est appelé point obstacle Xs. La distance entre ces deux point

est notée d(q,1).

Dans la deuxieme étape, on attribut une vitesse a X de la direction de I’obstacle vers le point critique.
On obtient alors (J,, x;) a partir de la tache principale et (J,, x, ) a partir des conditions
géométriques du point critique.

Comme pour les autres méthodes, on essaie d’appliquer cette technique pour le cas du robot étudie.
L’ étape de calcul du point critique et son jacobien est I’étape la plus difficile du fait qu’on ne connait
pas précisément ce point. La premiere approche est de supposer que ce point se situe en une des

articulations a chaque instant (cette approche est appelée approche classique). La deuxiéme approche

utilise les relations (5.6).
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5.11: Cas de I’approche classique
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Chapitre V: Evitement des obstacles

Erreur max | Erreur max Valeurs max du couple Distance minimale
en X (mm) en z (mm) (Nm) Robot_obst. (mm)
I I, I3
Distance euclidienne
- inverse généralisé -2.53 -0.57 186.60 89.40 20.10 89.68
- jacobien étendu -142.53 -53.41 186.60 89.40 20.10 132.74
Pseudo distance
- inverse généralisé 0.92 0.30 -72.55 -46.39 -1.64 104.86
- jacobien étendu 0.92 0.30 -83.09 -58.39 9.97 136.18
Tache prioritaire
- 1°° commande 0.92 0.30 -72 -46.56 -1.4 135.93
- 2°™ commande 0.92 0.30 -72 -46.56 -1.45 97.51

Tab. 5.1 Erreurs de poursuites et du couples max pour les différentes méthodes

V.6 Conclusion

La forme de I’obstacle & éviter, de méme que les coordonnées du barycentre, ont une importance
majeure lors de la mise en ceuvre de la technique d’évitement d’obstacle. Car, elles déterminent le degré
de complexités rencontrées au moment du calcul de la contrainte anti-collision si on veut bénéficier au

maximum de I’espace de travail.

La contrainte anti-collision est calculée a partir de la distance instantanée obstacle-manipulateur. Soit
par une distance euclidienne ou par une pseudo distance afin de construire la fonction anti-collision en
terme de pénalité interne ou externe et de déterminer la contrainte 2. La méme démarche est suivie que
se soit pour I’application de la distance euclidienne ou de la pseudo distance et les commandes sont
géneérées sur la base de I’inverse généralisé ou du jacobien étendu. Pour les deux cas de calcul de la
distance, I’inverse généralisé conduit & des commandes plus lisses par rapport au jacobien étendu. Alors

que celles-ci permettent de diminuer les erreurs en poursuite.

La méthode de la tache prioritaire est une version améliorée des stratégies de commande en inverse
généralisé et elle est plus légére en calcul surtout quand il s agit de déterminer les points critiques. Selon
les résultats de I’application faite, cette méthode dans sa version améliorée permet au robot de
s’approcher au plus prét de I’obstacle tout en assurant les plus faibles erreurs de poursuite (voir
Tabh.5.1)

D’autres inconvénients des stratégies en inverse généralisé (classique) sont traités au prochain chapitre.
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

On traite dans ce chapitre le probleme de la conservation de la cyclicité du mouvement. Les
algorithmes développés et exposés aux chapitres précédents doivent étre modifiés afin de satisfaire le
besoin de la cyclicité du mouvement. On définit d’abord les mouvements dits cycliques avant de pouvoir

modifier les commandes.

VI.1 Introduction

Il est important d’avoir une prédiction de la configuration quand le manipulateur exécute une tache
répétitive dans un environnement limité en espace. La prédiction est nécessaire en robotique. Dans les
commandes locales, la commande est calculée & chaque itération selon les données actuelles et les
sorties désirées. On n’utilise pas I’historique dans la commande et donc, on ne peut pas prédire le
comportement au prochain passage du méme point car on sait seulement les valeurs actuelles. La

prédiction est alors possible, si la stratégie de commande est répétitive [BAI 87, TZI 88].

La repétitivité ou cyclicité dans ce contexte est celle donnant un chemin bouclé de I’élément terminal
pour un chemin bouclé de la trajectoire des articulations. Certaines stratégies de commande pour les
manipulateurs redondants ne sont pas répétitives: les positions articulaires ne reviennent pas
nécessairement aux positions initiales. Ceci est vrai surtout pour les solutions qui utilisent I’inverse
généralisé a cause de I’automouvement. Les solutions basées sur le jacobien étendu sont répétitives car
le robot se comporte comme un robot non redondant [BAI 87, KLE 95, KEV 98, TZI 88, YUL 99,
CHA 01].

Le probleme de la répétitivité dans les stratégies en inverses généralisés a été découvert par Klein et
Huang [TZI 88, CHA 01], ou, ils ont montré que les commandes en inverse géneralisé ne sont pas
répeétitives. Cependant dans certains cas ils ont constaté des cycles limites conservant la répétitivite.
Shamir et Youdin [CHA 01] ont examiné la pseudo inverse et ont trouvé que la solution pour les
vitesses articulaire ne satisfait pas en géneéral la condition du crochet de Lie qui est une condition
nécessaire pour que les solutions des vitesses soient intégrables. L’intégrabilité des vitesses signifie que
les vitesses articulaires sont dérivables (d’une cinématique inverse) et donnent des trajectoires

articulaires répétitives.

Le probléme de la répétitivité peut étre formulé comme suit: la stratégie de commande est- elle
répétitive pour toutes les trajectoires et toutes les configurations initiales possibles ? Si non, quels sont

alors les points assurant la répétitivité ? [TZI 88].

V1.2 Définitions [STE 97, TRI 99]

Avant de parler des commandes qui sont utilisées pour garder la cyclicité, il faut d’abord donner
quelques définitions concernant cette question. Ainsi, la solution cyclique est celle qui recouvre un

chemin fermé (bouclé) pour des trajectoires articulaires fermées (bouclées) de I’élément terminal.
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

VI1.2.1 Définition d’une courbe

Pour définir une courbe avec précision, il nous faut une variable #, le parametre, et une fonction y(z).
Ce qui constitue une paramétrisation de la courbe. La courbe (trajectoire) est I’ensemble des points

y(¢), on la note généralement 7.

On appelle courbe 7" I’image, dans le plan ou dans I’espace, d’un intervalle [a,5] de nombres réels, par

une application continue y. Les points 4=y (a) et, B=y (b) sont les extrémités de T".

VI1.2.2 Définition d’un ensemble fermé

Un ensemble ouvert V est tel que tout point de 7 est le centre d’une boule (méme trés petite) incluse
dans V.

Un ensemble fermé F est tel que la limite de toute suite convergente de points de F appartient aussi a
F.

VI1.2.3 Définition d’un mouvement cyclique

On s’intéresse dans ce travail a I’évolution temporelle de la trajectoire non pas a sa forme instantanee
(i.e deux cercles qui n’ont pas le méme rayon et le méme centre ne présentent pas la méme trajectoire

méme s’ils ont la méme forme instantanée qui est circulaire).

Pour définir le mouvement cyclique, il est préférable de rappeler la définition du mouvement

périodique, avant de passer au cas le plus général du mouvement cyclique.
-Mouvement périodique

Soit X, (#) une fonction continue qui a, a I’instant ¢, une valeur instantanée d’une configuration de

mouvement d’un objet. On appelle ce mouvement X ,, () périodique s’il se répete avec une période p:
X (t+p)=X,(0) (6.1)
Pour toute constante p >0 et [J7 du domaine donné. Le plus petit constant p est la période.

L’ensemble: X, = {XP @O ty<t<ty+ p} est appelé le cycle de commencement a I’instant 7.
10

-Mouvement périodique

La notion de périodicité définie dans la relation (6.1) a une contrainte temporelle tres restrictive. A
savoir que le mouvement est parfaitement un mouvement cyclique d’une forme réguliere. On va

élargir plus cette contrainte avec la définition ci-apres :
Définitionl
Un mouvement X est cyclique si :
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

X (@) =X () (6.2)

Pour tout le temps ¢ du domaine de définition et toute fonction @® (satisfaisant®(¢) >¢) continue
croissante  Une fonction satisfaisant cette propriété est appelée C-déformation. Intuitivement, d(¢)

correspond au début du prochain cycle apres le commencement & I’instant z.

La fonction croissante assure que le mouvement respecte Iordre : ¢, <t, [ ®(¢;) < P(,) . Ainsi, on
revient a la définition 1 en faisant: ®(¢) =7+ p. En d’autre terme, tout mouvement périodique est
cyclique et tout mouvement cyclique peut étre déformé, par une fonction C-déformation ® de

transformation appropriée vers un mouvement périodique.

Le terme cyclique et le terme périodique ont des sens trés proches. Certains utilisent le terme cyclique
pour décrire des phénomenes strictement périodiques pour caractériser des signaux de dimension =1 en

amplitude et en fréquence.

L’avantage de la définition2 (I’équation 6.2) est qu’elle peut étre appliquée aussi pour des mouvements

de dimension 2 et méme 3, exprimés purement en respectant les grandeurs temporaires.

Cependant, certains mouvements, par exemple familiers, qu’on caractérise intuitivement comme
répétitive ne satisfait pas la définition. Par exemple, un coureur qui court le long d’un chemin arbitraire.
Son mouvement peut étre décomposé en une composante cyclique (courir en place) et une composante
qui constitue le mouvement du corps entier le long du chemin. La définition peut étre généralisée pour
décrire des mouvements partiellement cycliques en remplagant I’équation du mouvement par un
équivalent sous certaines classes de déformation. On introduit pour cela la notion de fonctions

semblables (pareilles).

-Fonctions semblables
Ce sont des fonctions, dans I’ensemble P(X ), & valeurs réelles non négatives et constituées de tous
les sous-ensembles de configuration du mouvement X :
d:p(X.) -0

Ces fonctions peuvent étre utilisées pour identifier des configurations qui appartiennent a une méme
classe d’équivalence. En d’autre terme : d({X(.(tl )Xo () X (2, )}) =0 si et seulement si

Xo(t) =X ()= = X, (1,)
L’équation (6.2) peut étre généralisée par I’utilisation de ces fonctions comme suit:

i Jois

/—/%

ddx.(@ (), iDZ) =00t @ (1) = (PoDo...oD)()
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-Trace périodique

Une fonction @ C-déformation donne I’information concernant la variation temporelle d’un

mouvement cyclique X .. Cependant, la definition 1 ne détermine pas une C-déformation unique pour

un mouvement cyclique C donne.

A cet effet, on considére un mouvement X périodique de période p, ®(r) =¢+k p et Uk entier

naturel, tel qu’il satisfait la définition 1 et, on introduit la notion de période instantanée par la définition

suivante.
Définition 2
Soit X, un mouvement cyclique et soit x; un point instantané de ce mouvement. On definit la periode

instantanée p, de X, par:

(@)=, ()-1.

®, est bien une C_déformation car X . est continue.

Soit 4 I’ensemble des transformations ®, A ={CD} et soit {L/I,. (t)}il le sous ensemble transformant

les @, a I’instant . Alors (¢, (¢)) = X (¢),0i .
Ce qui donnelim(y, (¢)) = X (¢). Par conséquent, lim, (t)) = X (P, (1)) =X.(r). C.ad que
®, est une C-déformation et alors p; est la période ou la longueur du cycle débutant & I’instant 7.

La trace périodique du mouvement cyclique X . est I’ensemble des fonctions constantes : p, =npoup
est la période.

La trace périodique est la représentation comprehensible de tous les cycles dans un mouvement répétitif
et elle identifie toutes les configurations correspondantes dans les différents cycles. Cette propriété

permet & la trace périodique d’étre un moyen utile pour comparer les différents cycles et méme prédire

les changements du mouvement.

VI.3 Amélioration de I’inverse généralisé

Afin de répondre a la répétitivité, I’inverse généralisé a été amélioré au niveau du terme z (équation
2.11) ou en J car il a été prouvé sa non cyclicité. Ceci peut étre vérifié en utilisant le théoréme

suivant :
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

Théoréme : soit J , une matricetelleque g =/ ,.x et O un sous ensemble de I’espace articulaire. Soit
X O £(Q) une région de I’espace cartésien (image de Q), alors, la commande en J , est répétable pour
n’importe quel chemin fermé (bouclé) dans X 'si et seulement si [/, J, colonnes de.J ,, le crochet de

Lie [/, /] estune combinaison linéaire des colonnes de./ , .

pi?

Pour le cas du robot étudié, on prend la matrice inverse comme étant la transposée de J. Cette matrice
n’a que deux colonnes, ce qui donne alors un seul crochet et il faut veérifier s’il est un vecteur
combinaison linéaire des colonnes de ./’

Onpose J' = J, = (J Jpz) pour le robot utilisé on a:

r1?

H’aZ'Sin(%) —a,.Sin(g, +q,) +d,.cos(q, +q,) + L.cos(q, + ¢, +Q3)H
Ju=0 —a,.8n(q, +q,) +d,.cos(q, +q,) + L.cos(q, +q, +q5) 0
H L.cos(q, +q, +4q3) H

H_GZ.COS(Q]_) —a;.co8(q, +q,)—d,.sin(q, +q,) — L.sin(g, +q, + %)H
J172 =0 —a;.c08(q, +q,) —d,.Sn(q, +q,) = L.sin(g, +q, *+q5) O
H —L.sin(g, +q, +q5) H

Apreés calcul, il vient :

aJ , oJ
L:[Jﬁl"]pz]: a; Jpl_ aqp Jpz
H J§11+J§12+J§13+J12721+J§22+J§23 H HQH
L:_B Jpll"]p12+‘]§12+Jp213+‘]p22‘]p21+‘]]§22+Jp223 E: BLzE
[Jp13Jp11 +Jp13'J]712 +J,§13 +Jp21'Jp23 +Jp22J]723 +J,§23[ [Ls L

Si L;, par exemple, est une combinaison linéaire de J ,et.J ,, alors onaura: Ly =aJ ., + B/ 5, ol
a et [ sont des scalaires constants; or ce n’est pas le cas.
Donc, la cinématique inverse construite a partir du transposé de J n’est par répétitive.

La trajectoire étudiée est circulaire. Elle a donc la forme simple de la trajectoire périodique. Autrement

dit, ®(r) =¢+k p. La période d’applicationest p =4s.

VIL.3.1 Amélioration au niveau de z [PUY 87]

Dans cette méthode on applique la forme de la pseudo inverse. Mais le calcul de z est amélioré en
utilisant le Lagrangien :
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

Lg) =A".f(q) +h(q) (6.4)

m

ou le terme A" est un multiplicateur de Lagrange de dim=m, f(.) 0" est la fonction de la tache

principale (MGD) et 4 [1 [ représente la fonction de la tache secondaire.

Le point stationnaire de L est tel que :

oL _ . of L oh

0q 0q aq

=0

Ona A’ .J = -[h en d’autre terme:

QU 0, O Dz’hD

00, 0
g‘]) D[ﬂzD Hith
- 0-0 0O-0
00 0 O .0
gf) R, 0 &40

(6.5)

Ou (J')" désigne la transposé du i*™ vecteur colonne de.J.

La relation (6.5) donne un systeme de » équations a m inconnues. Sélectionnons maintenant m formes
d’équations linéairement indépendantes, elles sont choisies comme étant les m premieres colonnes de

(6.5), ce qui donne:

TR g o G g
E(J )TDB"ZD _olho o D:_E(JZ)TD i
_%DDDDDDD;B'D;D
L0000 0O 0 OO 0" O
5«1 )Y eR.8 &.h8 2.5 BJ )'e  @.hE

Les (n-m) équations restantes sont donc :

qJ”H-l)T Dm D D{ hl:'

m+l

m+ 00, O tl
gJ Z)T DI:’r\Z D Ijim+2h|:|
0 . o 00 O
00 O O U

(J ) D@m Ed h D

En remplagant dans cette derniére équation le vecteur A par son expression il vient:

HJ”H:L)T B[(J ) |:| D)’ hD %l’mﬂhl]
g Jm2)T %J ) HJZhD_ el ]

S5 e
D(J") D%J"')TD @,hQ0  8d,h g
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

s
S [
g
s 4-----f-----4---""""q4-"""""""-
S
oco2p--- - - --)|+-r-----——-——-—44--—-—"-—"—-—"-—"-—-"—-—"F-—-—"—"—-——-——-—-
0
0 1 2 3 4
4 T T T
| |
N
{=2]
L
s -----——-—4---—-—-———-4- -~ -~ -~ - -~ -~ $-—~—-—-——— -
e
S
s 4t---—-——-—4--"—"—--—"-"4-—————— -4 - —————— -
0
0 1 2 3 4
0 E T T T
= 0-------4----—----"44--"-"-"-"-"-"-"F--"-"-"-"---
[
=
24
s w------t-----4-----1----"----
| |
60 1 1 1
0 1 2 3 4
cycles temps(s)

erreur X(m)

erreur Z(m)

16

temps(s) temps(s)
Erreurs de poursuite Les positions articulaires

Fig. 6.1 : Comportement du robot sur 4 tours consécutifs

Pour ssimplifier, on pose :

[Kjl)T D E(Jm+l)T D
DJZ)T O %Jm+2)TD gjlhg gj"”lhg
.] = I:K |:| J = |:| — |j12h|:| — Ijim+2h|:|
m U] : L nm U] : L] dmh_ 0- 0 dn—mh - O - 0O
DJm Tl:| D Jn T D U . 0 O O
(/") 0" B tél, ) fld, h

Avec cette notation, I'équation (6.6) s"écrit sous la forme compacte :
J, Jtd h—d,_ h=0

n—m n—m

ou encore sous la forme matricielle suivante:
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

I ]deh

... Sl

Bz 0 (6.7)
0

Les équations (6.7) et (2.3) sont combinées pour donner un systeme d’équations résoluble
numeériquement:

Oc = f(q)
Ez.dh =0

Avec Z:[Jn—mn]n?l;_[n—m] et dh:[dmh d h]l

n—m

Il est prouveé qu’avec cette solution le systeme conserve la cyclicité du mouvement.

Pour appliquer cette technique, il faut une commande avec I’automouvement ou le terme z est utilise.
Le choix est fait arbitrairement pour 4,(g) (8 111.3).

L’ajout de la technique du z amélioré diminue I’écart entre la valeur finale de I’étape i (initiale de i+7)
et la valeur finale suivante. Ce que montre la simulation de la figure (6.1). On remarque que I’écart
entre les valeurs initiales des 4 cycles est presque nul. L’erreur est de I’ordre de 0.1 millimetre. On

gagne ainsi en commande et en cyclicité pour la région X, de I’espace opérationnelle choisie.

V1.3.2 Amélioration au niveau de J, [CHA 01]

Dans cette méthode, on associe & chaque articulation une fonction de déformation qui indique le

déplacement articulaire en fonction des forces appliquées :

q; =q),(r1'r2'-- r,)

" n
Ou T, sont les forces généralisées.

Une fonction énergie est définie par :
_1.
V(r)= E/' Coel

ou C, est une matrice de déformation articulaire linéarisée. Elle est symétrique définie positive.

La condition d’un minimum local en équilibre statique est donnée par Mussa-Ivaldi et Hogan comme
suit :

dg=(Ct-N)*J"(J.(CL-T) T rdx (6.8)

cyc
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Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

T T T
< e i Rttt Bt
s6----———----—-"-"-4-------J-------1
[
= 4----t--—---4- -4 1
S
D_z ———————————————————————————————————
0
0 1 2 3 4
T T T
Sp-—-——-—-—---- —— === == |- === =-- i 4
| |
= | |
o 0 '
=
< |
S |
T 5k - ——————— - - - q-———— = = - 1
|
1 1 1
0 1 2 3 4
T T T
SO -—-—--—---- I—=====-= % - -—-—-—--- 4---—-—-—-—-—1
|
=) |
S 0 :
=, | |
S | |
e I I
S - - - = — j—————=== H4-—-————-=-—A
1 1 1
0 1 2 3 4
cycles temps(s)

Erreurs de poursuite Les positions articulaires

Fig. 6.2 : Comportement du robot sur 4 tours consécutifs

0°f,

r; =(
7 ag,0q,

) Uk

Levecteur Oest le torseur d’effort, il est lié aux forces généralisées par I =.J" O ou encore :
O=")7*r

La solution de I’équation (6.8) est une solution intégrable. Autrement dit, cyclique. Le calcul de I est

donné pour le cas du robot étudié comme suit:

-97-



Chapitre VI: Conservation de la cyclicité du mouvement

r 1 (-aZCOS(ql) - agcos(ql + Q2) 'd4Sin(Q1 + qz) - L-Sin(ql + a, + q3))-D1 +
(azsin(ql) + aSSin(ql + qz) - d4COS(ql + qz) - L.cos(ql + a, + q3))-D2

r 1= (-agcos(ql + Q2) - d4Sin(Q1 + qz) - L-Sin(ql tq, + qs))-Dl +
(a3Sin(q1 + qz) - d4COS(q1 + qz) - L.cos(ql T, + qs))-Dz
r 13 ('L-Sin(ql tQ, + Q3))-D1 + (-L.cos(ql tQ, + Q3))-D2
r o /-22 = ('agcos(ql +QZ) - d4Sin(Q1 +QZ) - L'Sin(ql tQ, + Q3))-D1 +
(a3si n(ql + Q2) - d4cos(q1 + qz) - L.cos(ql +Q, Q3))-D2
/-23=/-Sl:/-32:/-33=/-13
Les essais effectues, lors de l'application de la méthode de I'amélioration au niveau de .J, au robot

d'étude, ont montré qu'un bon choix de la fonction énergie, est tel queC,, =107 diag[0.5 0.5 50].

Les résultats obtenus (fig. 6.2) révélent que la cyclicité n’est pas tenue pour la 2°™ et 3™ cycle. Mais

cette carence est rattrapée au cycle suivant.

Ecart max en q; Ecart max en q; Ecart max en q3
(%) (%) (%)
Sans amélioration 7.37 8.29 -153.47
Amélioration au niveau de z -0.062 -0.12 153
Amélioration au niveau de J, 0.94 9.66 -100.22

Tableau 6.1 : Ecart max entre les valeurs initiales des 4 cycles pour les 2 méthodes

V1.4 Conclusion

L’étude de la cyclicité est trés importante en robotique. Elle concerne surtout des tests théoriques pour

déterminer la répétitivité de la stratégie de commande avant de I’appliquer.

Les stratégies basées sur le jacobien étendu ne se posent pas ce probléme car, elles ont des matrices du
jacobien inversibles ce qui leurs permet de se comporter comme les robots non redondants. Alors que
les stratégies basées sur I’inverse genéralise, la redondance qui génere I’automouvement peut poser ce
type de probléme. Ainsi, on a traité dans ce chapitre les améliorations concernant les stratégies en
inverse généralisé qui permettent de régler le probléme de la cyclicité au niveau de z comme au niveau
de J, .

Les tests de simulation ont montré que I’amélioration au niveau de z est plus performante car I’écart
entre les valeurs initiales des cycles successifs des positions articulaires est le plus faible pour la région

de I’espace opérationnel étudié (trajectoire planifiée).
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Conclusion générale

Conclusion

L’idéal pour un robot manipulateur est de pouvoir imiter la main humaine méme pour exécuter des taches
compliquées dans un environnement réel qui, en général introduit des contraintes non considérées au
moment de la planification de la trajectoire. En effet, les contraintes structurelles, les singularités, les
obstacles encombrant I’espace de travail, etc. sont des exemples de contraintes qui vont réduire les
performances de la main artificielle. L’apparition de la redondance en robotique a offert une solution
appropriée pour ce genre de problémes. Cette solution se caractérise par une multiplicité du choix, a

chaque instant, de la configuration articulaire.

Le robot manipulateur redondant proposé a | Btude dans ce travail, a un degré de liberté supérieur a la
dimension de I’espace opérationnel. Sa matrice du jacobien est non carrée et son inverse, qui est
nécessaire pour la détermination de la commande, n’est pas unique. Néomoins, grace aux outils
mathématiques recus de I’algebre linéaire et a I’évolution des méthodes numériques, il est toujours
possible de réaliser la commande par inversion du jacobien, méme si ce dernier est non carré. Le robot
manipulateur redondant a donc la capacité dExécuter des taches secondaires parallélement a la tache

principale (poursuite de la trajectoire).

L’ application effectuée dans ce mémoire concerne la réalisation de la poursuite de la trajectoire de
| Bffecteur d Gin robot planaire a 3 ddl tout en respectant les contraintes introduites par la présence d Gine
ou de plusieurs taches secondaires. Ces derniéres sont incluses lors de la résolution de la cinématique
inverse, laquelle est obtenue par la méthode de | verse généralisé ou celle du jacobien étendu. Une
comparaison de ces deux méthodes est effectuée sur la base des performances de la poursuite de la

trajectoire et de la concrétisation des objectifs de la tache secondaire.

En effet, la redondance a été exploitée judicieusement pour amener le robot a se reconfigurer de lui-méme
de maniére a maintenir les positions, les vitesses articulaires et les couples actionnaires loin de leurs
butées. De plus, elle a permis d Bne part d 8ssurer la poursuite de trajectoires proches des singularités sans

une perte du contréle et d 8utre part d’éviter les obstacles en exploitant au maximum I’espace de travail.

Les résultats obtenus ont permis également de montrer que les méthodes de commande, assurant au robot
un contournement des singularités, sont plus performantes lorsque le calcul de la cinématique inverse est
obtenu par la méthode de I’inverse généralisé. Alors que pour concrétiser |Bvitement des contraintes
structurelles tout en imposant la poursuite de la trajectoire, la détermination de la cinématique inverse par
la méthode du jacobien étendu est la plus performante. Pour le cas d’évitement d’obstacle, les deux
méthodes donnent des résultats satisfaisants. Cependant, la méthode de I’inverse généralisé nécessite de

tenir compte de la cyclicité du mouvement pour une application industrielle.
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Pour un robot donné, il est possible d’améliorer la performance de la commande soit en augmentant le
degré de redondance ou en exploitant les techniques avancées de la théorie de la commande (floue,

adaptative..).
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Annexes

1. Description du robot

Annexe A : Le robot utilisé

Le puma 560 (Programmable Universal Machine for Assembly ) est un robot manipulateur de six

degrés de liberté. L’élément terminal du bras de robot peut atteindre un point dans sa zone de travail

dans nTfmporte quelle orientation. Les six degrés de liberté sont commandés par six servo moteurs a

courant continu.

En bloquant les articulationsé,,6, et6q,

q= [‘11 q, qs]T = [6?2 o, Bs]T a les caractéristiques suivantes :

1.1 Représentation Denavit et Hartenberg

Les parametres de liaison du robot manipulateur PUMA 560 sont indiqués au tableau 1 :

Fig A.1:Le robot PUMA 560

on aboutit ainsi & un robot a 3ddl (n=3).

[ 0i-1 aj. | di 9,'
1] 0 0 0 0,
2 | -90° 0 0 0;
3 0 a, =0.4318m ds=-0.034m 0;
4 ] 90" | 4,=-00203m | d,=0433lm | O
5 | +90° 0 0 0s
6 | -90° 0 0 0s

Ainsi, on peut déterminer les matrices de transformations suivantes:

TabA.l : Tableau des parmétres de Denavit et Hartenberg

Ce robot
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mos(d,) -sin(g,) O 0 Scos(é?z) —sin(8,) 0 0
i)T:Ssm(al) cosl®) 005y, g O 0 1 0f
0 0o 0 1 o0 3-sin@,) -cogd,) 0 OO
H oo 0 0 1f 2o 0 0 1f
wos(6,) —sin(@,) O OE 5005(94) ~sin(g,) 0 05
2Tz%in(es) cos@) 0 0 ,._p O 0 14,
70 0 0 14,0 “ Gsn@) cog,) 0 0O
20 0 0 1f 20 o o0 1F
©os(6,) -sin(@,) O OE Bcos(@e) —sin(g,) 0 OE
ip_0 O 0 -105 .50 0 1 0
°° @En@,) cos¥) 0 o0 * Gsin@,) -cosB,) 0 OO
20 0 0o 17 20 0o 0 1f

Pour le cas ou6, =6, =6, =0, la matrice de transformation rapportant le repére de I’outil au repere
de base est donnée, apres multiplication des fﬂT , par:

OcB,cl0;, 0 —cb,,50; —56,,c60; a,ch,+a,cb,,-d,s6,, O
O O

o 2 00 0 d, =

oT = A1
(50,060, O 50,,.50,—cO,,c0, —a,s0,,—a,s6,-d,cO,,U
2 0 o 0 1 .

A.1 Mod¢le géométrique direct
Modéle Géométrique Direct (MGD) est I’ensemble des relations qui permettent d’exprimer la situation
de I’organe terminale (les coordonnées opérationnelle du robot), en fonction de ses coordonnées

articulaires.
Pour ce robot (6, =6, =6, =0), en utilisant la coordination [ql,qz,qg]r = [6?2,03,65]7‘ , le MGD est
donné par :

X, = a,.C08(q,) + a;.Co8(q, +¢q,) +d,.sin(q, +q,) + L.Sn(q, +q, +q;)

(4.2)
x, =—a,.Sn(q,) —as.sin(gq, +¢q,) +d,.cos(q, +q,) + L.cos(q, +q, +q5)

Ou x = [x1 xz] représentent les coordonnées dans I’espace opérationnel.

A.2 Modg¢le cinématique direct

Le modéle cinématique direct d’un robot manipulateur décrit les vitesses des coordonnées

opérationnelles en fonctions des vitesses articulaires.
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L’outil principalement utilisé pour traiter le probléme de la cinématique des robots est le jacobien.

o
0q
L’intérét de cette matrice est multiple [FLU 93] :

Par définition, le jacobien est : [J] =

0 elle est la base du modéle différentielle inverse : x =J.q ;
0 en statique, le jacobien est utilisé pour établir la relation liant les efforts exercés par I’élément
terminal sur I’environnement aux forces et couples des actionneurs :7 =J' .F ;

o elle facilite le calcul des singularités et de la dimension de I’espace opérationnel accessible.

Pour ce robot le jacobien est donnée par :

= Un  Ji JisO
-0 : . O
Jor J Jxzl

Avec:
Ju =—a,.8in(q,) — a;.Sin(g, +q,) +d,.cos(q, +¢q,) + L.cos(q, +q, +q3)
Ji =—a;.8n(q, +q,)+d,.cos(q, +q,)+ L.cos(q, +q, +q;)
J1s = L.cos(g, +¢q, *+q5)

o = =,.C08(4,) ~ 5.CO8(g, + ;) = . SiN(g, +q,) ~ L.Sn(g, + 4, +4,) “
J2 ==a5.C08(q; +q,) —d,.sin(g, +q,) — L.Sin(g, +q, *+¢5)
Jz =—L.sin(q, +q, +q5)
Les éléments de J sont donnés par :
Jiu = =a,.c08(q,).G; — a5.008(q, +¢,).(¢1 + ) —d,y.SiN(g; *+q,)-(4, +4,) -
L.sin(g, +q, +43)-(4: + 4, *+45)
J1p ==a5.008(q; + q,)(41 + 4,) = dy-SN(gy +q,)-(dy + o) = L.SIN(Gy + g, +q5)-(dy + G, * Gs)
Jys = L.cos(q, +q, +q5).(d, + 4, +d5) »
Jyu = a,.80(q,).q, +az.sin(g, +q,)-(4, +¢,) —d,.cos(q, +q,)-(4, + ) =

L-Cos(‘h *t4q, +Q3)-(Q1 +q, +q.3)
Jo = ag.8iN(q, +q,).(4, +q,) —d,.co8(q, +q,).(4, +q,) — L.cos(q, +q, +q3).(4, + 4, +q5)

oz = _L-Sin(‘h *t4q, +Q3)-(Q1 +q, +43)

A2 Dynamique des robots manipulateurs

Le modele dynamique est la relation entre les couples (et/ou forces) appliquées aux actionneurs et les
positions, vitesses et accélérations articulaires. Le modele dynamique direct est celui qui exprime les
accélérations articulaires en fonction des positions, vitesses et couples articulaires. Parmi les
applications du modéle dynamique, on peut citer :

- simulation, qui utilise le modele dynamique directe;
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- ledimensionnement des actionneurs;

- I’identification des paramétres inertiels et des paramétres de frottement du robot ;

- lacommande, qui utilise le modele dynamique inverse.

Plusieurs formalismes ont été utilisés pour le modéle dynamique des robots. Les plus utilisés sont : le
formalise de Newton Euler et le formalisme de Lagrange.

Finalement le couple peut se mettre sous la forme :

1=A4(q)4 +0(q)
Ou:

0=B(¢9)4,4, +C(q)4," +G(q) ij=13 (4.5)

Avec :

A matrice inertie du robot ;

B : vecteurs des forces de Coriolis

C : vecteurs des forces de centrifuges
G : vecteur des forces gravitationnels.

Dans le cas du robot étudié, les matrices 4, B, C et G sont données par :

6.79+0.744.sin(q,) 0.333+0.372sin(q,) - 0.011.cos(q,) 0
A4=00.333+0.372sin(q,) - 0.011.cos(q,) 1.16 0.00125.cos(q;) 0
H 0 0.00125.c05(q, ) 018
: : : . %1' O
[0.022.sinq, +0.744.cosq, -0.0025.sinq, +0.00248.c0sq,.c08q,; - Sing,.sing, b, O#-d20
-0 ; oo,
B=r O. -0.25.sinq, b,, D%h .c.13 B
H 0.25.sinq, 0 0 @8]2 -%E
o o0 0.5.b11 0 D%{f 0
c=Uosbil 0  -000125:sing, 020
=g Yo : SINQ; Y2
H0.5b12 0.5b31 0 Q@ﬁ?
0 -37.2.cos, -84.sin(q, +q,)+1.02snq;, 0O

G=p  -84sn(g,+0,)+025c08(d, +q,)

H0.028.(cos(q, +q,).sinq;, +sin(q, +d,).cosq,)H

A.3 Génération de la trajectoire
Le probléme de la génération de la trajectoire est de calculer les consignes de référence en position,

vitesse et accélération qui sont fonction du temps qui assure le passage du robot par une trajectoire
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désirée, définie par une suite de situations de 1’élément terminal ou de configurations articulaires. On
peut distinguer les classes de mouvement suivantes [WIS 99] :

- le mouvement entre deux points avec une trajectoire libre entre ces deux points;

- le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec trajectoires libres entre les points
intermédiaires ;

- le mouvement entre deux points avec une trajectoire contrainée (trajectoire d’une forme déterminé,
rectiligne par exemple) ;

- le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec une trajectoire contrainée entre

les points intermédiaires.

La génération du mouvement peut se faire directement dans I’espace articulaire dans les deux premiers
cas par contre pour les deux derniers cas, la trajectoire étant décrite dans I’espace opérationnel de ce fait
il est préférable dans ce cas de raisonner dans cet espace opérationnel.

Plusieurs fonctions permettent le passage d’un point initiale a un point finale, parmi les quelles on peut
citer I’interpolation polynomiale, la loi bang-bang et la loi bang-bang avec palier de vitesse (loi

trapéze).

Loi trapéze

Dans la loi bang-bang, le mouvement est représenté par une phase d’accélération constante, suivie
par une phase de freinage. Les vitesses de départ et d’arrivée sont nulles et le mouvement est continu
en position et en vitesse. La loi trapéze, ajoute le palier de vitesse afin de saturer I’accélération aussi,
quand la vitesses est en saturation ce qui réduit le temps de parcours.

Le mouvement d’une variable o est donné par :

E a® +%12sign(a’f -a®) O0<t<r

a(r)=[m° +(t ‘%).vmaxsign(a-" —a°) r sist) -t 49
0
an +%(t-’” =0 ap,sign(a’ —a®) ' -r<se<t’
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Avec a’est la postion initide de la

variablea , a” est sa position finale a t (le

temps final) et 7 est la période de

I’accélération  (décélération) pour la

t variablea .
On a utilisé cette équation pour générer une
trajectoire  circulaire  dans  I’espace

opeérationnel. L’équation (A.7) spécifie les

coordonnées  désirées  dans  I’espace
opeérationnel en fonction du centre du cercle
( x0, zo), €t de son rayon R. On applique la

relation précédente (A.6) pour imposer

I’évolution du paramétre o) et finalement

t les configuration desirées sont données en
fonction de celles de o comme suit :

Fig A.2 : Evolution des positions, vitesses et
accélération

X, = Rcog@) +x,, X4 =-a.Rsin(a); ¥, =-d.R.sin(a)-d.R.cos(a);
z, =Rsin(a)+z,, , Zg =d.Rcos(a); , z,=d.Rcos(a)-d.Rsin(a);

(4.7)
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Annexes

Annexe B : Calcul pour I’évitement des singularités

Calcul de Me;

Me,, = 3.1%.cos? (g, +q,+q5)+ 2.032 Sinz(q1 +q,)+ ag.sinz(ql) + 2.df cos® (q,+q,)+
4.Ld,.cos(q, +q,).co8(q, +q, +q;) —4.L.a;sin(q, +q,).cos(q, +q, +q;) =
2a, 'L-Sin(%)-cos(% tq,t Q3) -4d, 'a3'COS(Q1 + qZ)-Sin(‘h + qZ) -
2'd4a2'COS(Q1 + Q2)-Sin(‘h) + 2-a2a3'5in(%)-5in(% + qZ)

Me,, =3.17.sin%(q, + q, + q5) + 2.a5 cos’(q, + q,) + 2d. sin’(q, +q,) +
4.Ld,.sn(q, +q,).8iN(q, +q, +q;) +4.L.a; cos(q, +q,).SN(g, +q, +q,) +
2.a,.L.cos(q,).sin(q, +q, +q3) +4d,.a;.9n(q, +q,).co8(q, +q,) +
2.d,a,.9n(q, +q,).c08(q,) + 2.a,a,.c08(q,).cos(q, +q,) +a’ cos®(q,)

Me,, = _3-L2-C03(q1 +q, +q;).8N(g, +q, +q3) —2.Ld,.SN(2(q, +q,) +q3) —2.L.a; cos(2(q, +q,) +q;) —
a,.L.cos(2q, +q, +q3) —.df.Sin(Z(ql +q,)) —2a;d, co(2q, +q,)) = 2.a,d,.cos(2q, +q,) +
a32'5in(2(q1 +q,)) ta,a; Sin(2q, +q,) + azz cos(q,).sin(q;)

Calcul de dMe;;

dMe,, = -3.L% SiN(2(q, +q, +q3)) + 2.6132 sin(2(q, +¢,)) + ag-Sin(Z%) - Z-df sin(2(q, +q,)) +
—4.Ld,.Sn(2(q, +q,) +q5) —4.La; c0(2(q, +q,) +q5) = 2.a,.L.c082q, +q, +q3)+
—4d,.a,.c082(q, +q,)) ~ 2d,a,.c08(29,+q,) + 2.a,a; Sin(2q, +q,)

d,Me,, = -3.1% SiN(2(q, +q, +q3)) + 2-as2 sin(2(¢, +q,)) - Z-dj sin(2(q, +¢q,)) +
—4.Ld,.SN(2(q, + ;) + q3) ~4.L.ag CON2q, +q,) +q35) + 2.a,.L.50(q,)SIN(g; + ¢, +q5) +
-4d,.a;.c082(q, +q,)) +2d,a,.9n(q,)sin(q, +q,) + 2.a,a, Sin(q,) cos(q, +q,)

d3Mey, ==3.L* SN(2(q, +q, +q3)) ~4.Ld,.Co8(q, +q,)SiN(q, +q, +q5) +
4.L.agsSin(q, +q,)Sin(q; +q, +q3) + 2.La, Sin(g,) SiN(g; + ¢, +4s)

d,Me,, =3.L*.Sin(2(gq, +q, + q3)) = 2.a5 SiN(2(q, +q,)) + 2.d; Sin(2(q, + q,)) — a; Sin(2(¢,))
+4.Ld,.Sin(2(q, +q,) + q5) +4.L.a; c0(2(q, +q,) +q5) +2.a,.L.c02q, +q, +q;) +

4d,.a,.c08(2(q, +q,)) +2d,a,.co8(2q, +q,) — 2a,a, Sn(2q, +q,)

d,Me,, =3.L°.8N(2(q, +q, +q5)) — 2.5 SN(2(q, +¢,)) +2d; Sn(2(q, +¢,)) +
4.Ld,.sn(2(q, +q,) +q3) +4.Las co(2(q, +q,) +q5) +2.a,.L.c08(q,) COS(q, +q, +q5) +

4d,.a;.co82(q; +4q,)) +2.d,a,.co8(q,) cos(q; +q,) — 2a,a, cos(q,)sin(q, +q,)
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d,Me,, =3.L7.sin(2(q, + q, +q5)) + 4.Ld,.sin(q, +q,)cos(q, +q, +q5) +
4.L.a, cos(q, +q,)cos(q, +q, +q,)+2.a,.L.cos(q,)cos(q, +q, *+q5)
d,Me,, =-3.17.cos(2(q, +q, + q5)) —4.Ld,.cos(2(q, +q,) +q,) +
4.La, Sn(2(q, +q,) *+q5) + 2.a,.L.Sin(2q, + q, +q;) —.2d?.cos(2(q, + q,)) +
4a,d, Sn(2q, +q,)) +4a,d,.Sn(2q, +q,) + 2a%.cos(2(q, +q,)) +

2a,a, C0(2q, +q,) + a§.COS(2q1)
d,Me,, = _S-LZ-COS(Z(% +q, +q;))—4.Ld,.co8(2(q, +q,) +q5) +

4.Lay SN(2q, +q,) +q5) +a,.L.sn(2q, +q, +q;) = .de.COS(Z(ql +q,))+
4a,d,sn(2q, +q,)) +2.a,d,.sin(2q, +q,) + 2a§-COS(2(Q1 +q,))+

a,a, Sin(2q, +q,)
dyMe,, = _S-LZ-COS(Z(% +q,+q3))—2.Ld,.co8(2(q, +q,) +q5) +

2L.a, SiN(2(q, +q,) +q5) t+a,.L.Sin(29, +q, +q,)

Calcul dedidiMe,,

d,d,Me,;, = 6.7 co(2(q, + q, * q3)) + 4.a; co(2(q, +q,)) + 2a5.c08(2q,) — 4d cos(2(q, +q,)) +
—8.L.d,.cos(2(q, +q,) +q5) +8.La; SN(2q, +q,) +q;) +4a,.L.SnN(2q, +q, +q,) +
8.d,.a5.9N(2q, *q,)) + 4d,a,.50(2q, +q,) + 4aya, CO(2q, + q,)

dydyMey, = —6.L° CoS(2(q, + g, + q5)) + 4a; CoS(2(q, +q,)) —4d,; cos(2(q, +¢)) +

—8.Ld,.co8(2(q, +q,) +q5) +8.Lay sin(2g, +q,) +q3) +2.a,.L.5n(2q, +q, +q5) +
8.d,.a;.9n(2(q, +q,)) +2d,a,.Sn(2q, +q,) +2.a,a, c0(2g9, +q,)

dyd Mey, = —6.L% cos(2(q, +9q, *+q3)) —4.Ld,.co(2(q, +q,) +q5) +4.LaySin(2(q, +q,) +q5) +

2.a,.L.8n(29, +q, *q;)
dyd,Mey, =—6.L° cos(2(q, + g, + q5)) + 4.a; CoS(2(q, +q,)) —4d,; cos(2(q, +¢,)) +
—-8.Ld,.co8(2(q, +q,) +q;5) +8.Laysin(2(q, +q,) +q5) +2.a,.L.SiN(2q, +q, +q,) +
8.d,.a;.9n(2(q, +q,)) +2d,a,.Sn(2q, +q,) +2.a,a, c0(29, + q,)

d,d,Mey, =—6.L7 CoS(2(qy + q, + q5)) + 4a;z C0S(2(q, +q,)) — 4d; cos(2(q, +q,)) +
—8.Ld,.co8(2(q, +q,) +q,) +8.Lay Sin(2(g, +q,) +q5) +2.a,.L.5in(q,) cos(q; +q, +q5) +
8d,.a;.9N(2(q, + ;) + 2d,a,.5in(¢,) €0S(q, +q,) — 2.a,a; Sin(g;) Sin(g, +¢,)

dyd,Mey, = -6.L% cos(2(q, +4q, +q3)) —4.Ld,.co2(q, +q,) +q5) +4.Lay SN(2(q, +q,) +q5) +

2.a,.L.cos(q, +q, +q5).sin(q,)

d\d;Mey, = —-6.L* coS(2(q, +q, +q3)) —4.Ld, cO(2q, +q,) +q;5) +4.Lay SN(2(q, +q,) +q5) +

2.La, SiN(2q, +q, +q5)

dyd;Mey, = —-6.L% cos(2(q, +9q, *+q3)) —4.Ld, co(2q, +q,) +q3) +4La; Sin(2g, +q,) +q5) +

La, cos(q, +q, *q3).sin(q,)
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dyd;Me,, = -6.L° 005(2(41 tq,+t ‘h)) -4.Ld, COS(% + Q2)-COS(‘J1 tq, * Q3) +
4.Lag sin(g, *+q,).cos(q; +q, *+q3) +2.La, sin(q,).cos(q, +q, *+q5)

Calcul de didjMe,,

dydMe,, =6.1°.c08(2(qy + g, + q3)) = 4a5 cos(2(q, +q,)) + 4d; cos(2(q, +q,)) — 2a; cos(2(q,))
+8.L.d,.co8(2(q, +q,) +q5) —8.Laz SiN(2(q, +q,) +q;) —4a,.L.sN(2q, +q, +q5)
—8.a,d, Sin(2q, +9q,)) —4a,d, sin(2q, +q,) —4a,a, cos(2q, +q,)
dydyMey, =6.L°.C08(2(q; +q, +¢5)) ~ 4a; c0S(2(q; +q,)) + 4d; cos(2(q, +q,))
+8.L.d,.cos(2(q, +q,) +q3) —8.La, Sin(2(q, +q,) +q,) — 2.a,.L.9n(2q, +q, + q;) —
8.a,d,sin(2(q, +q,)) — 2a,d, sin(2q, +q,) — 2a,a, cos(2q, +gq,)
dsd,Me,, = 6-L2-COS(2(‘]1 +q, +q5)) +4.Ld,.cos(2g, +q,) +q5) —4La; Sn(2q, +q,) +q5) -
2.a,.L.8n(2q, +q, *q;)
dyd, Me,, =6.1%.CoS(2(g, +q, +5)) - 4 coS(2(q, +q,)) + 42 cOS(2Aq, +4,)) +
8L.d,.co8(2(q, +q,) +q;5) —8.La; SN(2(q, +q,) + q3) —2.a,.L.SN(2q, +q, +q3) ~
8.d,.a;.9n(2(q, +q,)) —2d,a,.Sn(2q, +q,) — 2a,a, cos(2q, +q,)
dyd,Mey, =6.L°.cOS(2(q, +q, +q5)) — 4a; COS(2(q, +q5)) + 4d; cos(2q; +q,)) +
8.Ld,.co8(2(q, *+9q,) *+q;5) =8.L.a; SIN(2(q, *+q,) + q;3) — 2.a,.L.cos(q,)SiN(q, +q, +q3) =
8.d,.a,.59n(2(q, +q,)) — 2.d,a,.co8(q,)sin(q, + q,) — 2a,a, cos(q,) cos(q, +q,)
dsd,Me,, = 6-L2-COS(2(‘]1 +q, +q5)) +4.Ld,.cos(2q, +q,) +q5) —4.La;Sn(2q, +q,) +q5) -
2.a,.L.sin(g; *+ g, *4;).co8(q,)
dyd;Me,, = 6-L2-COS(2(‘]1 +q, +q5)) +4.Ld,.cos(2g, +q,) +q5) —4La; Sn(2q, +q,) +q5) -
2L.a,sin(2q, +q, *+q3)
d,d Me,, =6.L7.co(2(q, +q, +q,)) +4L.d,.cos(2(q, +q,) +q;) —4La, SN(2(q, +q,) +q5) -
2L.a,sSn(q, +q, *+q,).cos(q,)
dyd;Me,, =6.L°.c08(2(q, +q, +q5)) + 4.Ld, .Sin(g, +¢,)-Sn(q, + g, +q5) —4Lay Sin(g, + g, +q5)
cos(q, +q,) ~2L.a, Sin(g, + ¢, +¢5).co8(¢,)

Calcul dedidjMe;,

d,d,Me,, = 6-L2-Sin(2(‘h +q,+q3)) +8.Ld,.Sn(2(q, +q,) +q5) +
8.L.a; cos(2(q, +q,) +q;5) +4a,.L.cos(2q, +q, +q;) + Mf-gn(z(‘h +q,))+

8.a,.d, cos(2(q, +q,)) +8.a,d,.co8(2q, +q,) - 4a§-5in(2(41 +q,)) -
4a,ay, Sin(qu + QZ) - 2a22-Sin(ZQ1)
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dydMey, =6.L7.50(2(q, + g, +q5)) +8.Ld,.SN(2g; +q,) +q5) +
8.L.ay co(2(q, +q,) +4q5) +2a,.L.c032q, +q, +q3) + 4d§-5in(2(q1 +q,)) +
8.,.d, C0S(2(q, +q,)) + 4a,d,.c02q, +q,) —4a3.Sn(2(q, +q,)) -
2a,a, SiN(2q, +q,)
dyd Mey, ==6.L°.SiN(2(qy + g, +q5)) + 4L.d,.SN(2(qy +q,) +q;) + 4Las C0(2(q; +q,) +q5) +
4a,.L.cos(2q, +q, +q3)
d,d,Me, =6.17.sin(2(q, +q, +q,)) +8.L.d,.sn(2(q, +q,) + q5) +
8.L.az cos(2q, +9q,) +q3) +2.a,.L.c08(2q, +q, +q;) + 4d§'Sin(2(q1 +q,)) +
8.a,.d, cos(2(q, +q,)) +4a,d,.cos(2q, + q,) —4a’.sn(2(q, +q,)) -
2a,a, c03(2q; *+q,)
d,d,Mey, =6.L7.8iN(2(q, +q, +q3)) +8.Ld,.SN(2(q, +q,) +q,) +
8.L.ay c08(2(q, +4q,) +q5) +a,.L.c0Y2q, +q, +q3) + 4dj-5in(2(q1 +q,))+
8.a,.d, C0S(2(q, +q,)) +2.a,d,.C08(2q, +q,) — 4a3.Sn(2(q, +q,)) —
a,a; C0(2q; +q,)
dyd,Mey, =6.L°.SIN(2(q, + g, +q5)) + 4.Ld, . SN(2q; +q5) +q5) + 4.Lay COS(2q, +q,) +q5) +
ay.L.C0S(29, +q;5 +qs5)
dyd;Mey, =6.L°.SN(2(q, +q, +q5)) + 4.Ld, . SN(2q; +q,) +q5) +AL.a; COS(2(q; + ;) +q5) +
2a,.L.co8(29, +q, +q5)
d,d;Me,, = 6-L2-Sin(2(ql +q, +q;)) +4.Ld,.SnN(2q, +q,) +q3) +4L.a; co(2(q, +q,) +q3) +
a,.L.cos(2q, +q, *+q,)
dsd;Me, = 6-L2-Sin(2(‘h +q, +q3)) +2.Ld,.Sn(2q, +q,) +q3) +2L.a; c0(2(q, +q,) +q5) +
a,.L.cos(2q, +q, +q;)

Calcul des dd,Mn;

didlMn, = did2Mn, =0 =13

dd;Mn, =d,d,Mn, =0 d,d;Mn, =-Ld, sin(q;) — La; cos(q,)
dd,Mn, =0 d,d,Mn, =d,d,Mn, =—La, Sin(q, +q,)

ddsMn, =0 d,d,;Mn, = La, cos(q, +q,)

dsd;Mn, = La, cos(q, +q,) + La, cos(q,;) — Ld, Sin(q;))

dd,Mn, =0 d,d,Mn,; =-a,a,sin(q,) — La, cos(q, +q,) — a,d, cos(q,)

dyd,Mny = —La, cosq, +q,) d,d;Mny =0 d,d ;Mn; =d,d;Mn, =—La;Ccos(q, +q,)
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Annexe C : Calcul pour I’évitement des obstacles

1) Cas d’une distance euclidienne

Calcul de dD;;

d,D, = 2x,, x,,.C08(2.9,) + (xzzb _xlzb)Sin(ql) ,d,D, =0, d;D, =0

d\D, = 2(xy,1, c0Sq, = x,,.1; Sing,) +2(x,,.cos(q, +q,) = x,, SN(g, +¢,))-[(x,, =/ €0Sq,).cos(q; +q,) +

(x5, =1, Sing,)sin(q, +q,)]

d,D, =2(x,, —1,.Snq,).cos(q, +q,) = (x,, —1,.c08q,).Sin(q, +g,)].[(x;, —1,.Cc0Sq,).cos(q, +qg,) +

(x —1,.8iNg,).sin(gl+ ¢2)]

d.,D, =0

d, Dy = =2x,,(l;.sing, +1,.9n(q, +q,)) + 2x,,.(1,.cosq, +1,.co8(q, +q,)) +
2'[x2h-cos(41 +q, tq5) ~xy.90(q; + g, +Q3)]-[(x11; —1,.c08¢, -

l,.co8(q, *+q,)).co8(q, +q, +q5) + (xy, —1,.8ing, —1,.8N(q, +q,)).SiN(q, + g, +q5)]

d,Dy = =2(x,, =1,.€08(¢,))1,.5iN(g, +q,) +2(x,, —1,.5in(g,))1,.c08(q; +¢,) +
(xy, —1.cosq, —1,.c08(¢, +¢,)).c08(q; + g, +q5) +(xy —1.Sing, =
1,.5in(qy *¢,))-sin(g; + g, +q3)1.[(xz —1,.8iNg,).cO8(q, + ¢, *+q5) =
(xy, —4.c0sq,).sin(g; + ¢, +45)]

d,D; = -2[(x,, —1,.cosq, —1,.cos(q, +q,)).cos(q, +q, +q5) +
(x5, —h.sing, =1,.8in(q, +¢,)).sin(q, +q, *+g3)].[(xy, —1,.cosq, -
1,.c08(q; +q5))-Sin(gy + g, + ;) = (x —1.SiNg, =
1,-sin(g, *+¢,)).cos(g; + g, +q;)]

Calcul de didD;;

d,d, D, = —4x,, x,,.Sn(2.q,) + 2.(x2, — x/,).cos(2q,), d,d, D, =0, d,d,D, =0

dd,D, =0, d,d,D,=0, d,d,D, =0

dd,D, =0, d,d,D, =0, d,d,D, =0

d,d,\D, = -2[x,,1,.c08(q,) + x,, 1, Sn(q,)] — q x,,.Sn(q, +¢q,) + x,,.C08(q; +g,)] %
[(xlb _ll'COS(%))-COS(% + qz) + (xzb _ll'Sin(ql))'Sin(ql + qz)] +
2.[x,,.c08(q, *+q,) = xy,.SiN(q, + Q2)]2

113



Annexes

d,d\D, = 2-x,,.8in(q, +q,) + xy, COS(q, +4q,)].[(x,, —1;.8iN(q,)).COS(q; +q,) =

(xy, —11.c08(q,)).SiN(g; + ;)] = 2.[xy,.SiN(q, +q,) +

xy-C08(g; +¢,)].[(xy, —1;.€08(q,)).C08(q; + ) + (x5, —11.8N(qy))-SiN(q; +q,)]
d.,d,D, =0

dyd,D, = =2 x,,.85in(q, +q,) + x;,.€08(q; +q,)][(xy, —1,.c08(q,)).cos(q, *+q,) +
(x5 —1-SiN(g,))-sin(g, +q,)] +2.[x,,.c08(q; +q,) = xy,.SN(q; +q,)].[—(xy —
1,.co8(q,))-sin(q; +q,) + (x5 —1,.8in(q;)).cos(q; +q,)]

d,d,D, ==2(x,, —1,.5in(q,)).sin(q, + q,) + (x,, —1,.c0o8(q,)).cos(q, +¢,)]* +
2.[=(xy, —1,.008(q,))-SiN(gy +q,) + (x5, —1,.8n(g,)) coslg; +¢,)]°

d,d,D, =0

dd.,D,=0, d,d,D,=0, d,d,D,=0

d\d,D; = =2x; (1,.c08(q,) +1,.€08(q, +q,)) = 2.x,,.(1;.8in(g,) +1,.5in(q, +g,)) +
2[x5.C08(q; +q, +q5) =Xy SIN(G, + G, +q5)]" = 2.[x,,.8N(q; +q, +q5) +
xy,-€08(q; *+ ¢, +q3)].[(xy, —1,.c08(q;) —1,.c08(g, +¢,)).co8(q, +q, +¢5) +
(x —1.8in(g,) = 1,.8in(g; +¢,)).sin(g; + g, +q3)]

d,d, Dy =-2x,.1,.co8(q, +q,) —2x,,.,.9n(q, +q,) + 2.[x,,.co8(q, + g, +q5) —
xy,.8IN(qy *+ g, +45)].[(xy —1,.5n(g,)).c08(q; +q, *+q3) = (xy, —1;.C08(q,)) X
SiN(q, +q, +q3)] = 2.[x,,.8N(q; + g, +g5) +xy,.€08(q; +q, +q3)] %
[(3y, —1,.c08(q,) = 1,.c08(q, *+q,)).co8(q; +q, +q3) +(x,, —1;.5iN(q,) =
l,.sin(q, +q5,)).SN(g;, + 4, *+q5)]
dyd Dy = =2 x,,.50(q; +q, *+q5) +x,,.€08(¢q; +q, +q5)].[(xy, —/;.co8(q,) -
1,.c08(q; +q,)).c08(q, +q, +q3) +(xy, —1,.9iN(q,) = 1,.8iN(g, +q,)).siN(g; +q, +q;)] +
2.[x,,.€08(q, +q, +q3) = xy,.80(q; + g, +q5)].[(xy —1.5n(g,) —
l,.8in(q, +q,))-08(q, + ¢, +q5) = (xy, =1,.008(q;) = 1,.C08(¢; +¢,))-SiN(qy + ¢, +q5)]

dyd,Dy = =21,(x,,.SN(q, +q,) +x,,.€08(q; +q,)) = 2.[(xy,.SiN(q; + ¢, +q3) —
X-C08(q, +q, +q3)].[(xy —1,8iN(q,))-c08(q, + g, +q3) = (xy, —
1,.08(q,)).sin(q, +q, *+ q3)] = 2.[xy,.C08(q; + q, *+q3) +x,,.8N(q; + g, +g5)] %
[(x5 —11.8iN(q,) =1, 8iN(q; +q5))-SiN(g; + g, *+q3) + (xy, —1.cO8(q;) —
1,.008(¢; *q5)).C08(q; + ¢, + ¢5)]

dydy Dy = =21,.(xy, —1,.€08(¢,)).C08(q; +q,) = 2, (xy, —11.8iN(g,)).SiN(g, +¢,) +
2.[(xy, —1,.9N(g, *+q,)).co8(q, *+ g, +q3) =~ (xy, —1,.€08(q,)).sin(g, + ¢, +‘]3)]2 -
2.[(xy, —1.€08(q,))-c08(q; + ¢, +q5) +(xp —11.8(qy))-SiN(qy + g, +q3)][(xy, ~
l,.c08(q,) —1,.c08(q, *q,))-€08(q, +q, +q3) *+ (x5 —1,.9N(g,) —
l,.8in(q, +q5,))-SN(g; + 4, *+q5)]
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dyd, Dy = 2.[~(xy, —1,.€08(q,) —15.€08(q, +q,)).SN(qy + g, +g5) + (xp, —1.8N(qy) —
l,.sin(g; +4,)).€08(q; +q, *q3)].[(xy, —1,.8in(q,)).co8(q, +q, +q3) —
(xy, —14.c08(¢,)).5iN(g; + g, +q3)] = 2.[(xy, —1,.€08(q;) —1,.C08(q; +q,)) *
Cos(q; *+ g, +q3) +(xy —1.8iN(qy) = 1,.8iN(q; *+q,)).SiN(g, *+ g, +¢5)] %
[(x5 —11.8iN(q,))-SiN(g, + g, +q3) + (xy, —1,.€08(q,)).CO8(q, + ¢, +q5)]

dd,Dy =-2.[(x, —1,.cos(q,) —1,.cos(q;, +¢,)).cos(q, +q, + q;) +
(xz =1.8in(g,) = 1,.8in(g; +¢,)).sin(g; + ¢, +q3)].[xy,.Cco8(q, + ¢, +q3) +
X5-SIN(qy + G *q35)] = 2.[(x5,-COS(q1 *+ G, +q3) = xy,.SN(qy + ¢, +¢5)] %
[(xy, —1.co8(q,) = 1,.€08(q, +q,)).sin(q, +q, +q3) =
(x2 —1.8iN(q;) = 1,.8iN(q; *+q,)).cos(q; +q, +q5)]
d,dyD;y = =2.[(x,, —1,.5n(g,)).C08(q; +q, *+q3) = (xy, —1,.C08(q,)).siN(g; *+ g, +¢5)].[xy —
l,.c08q, =1,.c08(q, +q,)).SiN(q; +q, +q3) = (xz —1,.5iN(q,) =
1,.5in(g, *+q,))-c08(q; + g, +q3)] = A(xy, —1,.c08(q,)).co8(q, +q, +q3) +
(xz —1.8in(gy))-SiN(q, + ¢, +¢5)].[(xy, —1,.C08q, = 1,.c08(q; +¢,)).CO8(q, +q, +q5) +
(x4 —1.8ing; —1,.8N(g, +q,)).SiN(g; +q, *45)]

dydyDsy = =2.[(x,, —1,.c08(q,) —1,.€08(q, +q,)).c08(q, + q, +q5) + (xy —1.5iN(q,) =
IZ'Sin(ql + Q2))-Sin(q1 t4q, +q3)]2 + 2'[(x2b _ll-Sin(‘h) _lz-Sin(% + Q2))-COS(‘]1 tq,t Q3) -
(xlb _ll-COS(%) _lz-COS(% + Q2))-Sin(q1 t4q, +q3)]2

2) Cas d’une pseudo-distance

Calcul de dD;;
d, D, = 2(x,, COSq, + x,, Sing,)(x,, COSq;, — X, Sing, )
d,D, =0, d;D, =0

d, D, = 2((xy, —1,c08(q,)) cos(q, *+q,) + (xy, =1, Sin(q,))sin(q, +q,)) %
(=(xy, =1, cos(g,))sin(q, +q,) + (xy —1,SiN(g,)) €OS(g, +q,)) = 2, (x5 cOS(q,) + Xy, SIN(q;))

d,D, = 2((xy, =1, €0(q,)) cos(q, *+q,) + (x,, =1, 8in(g,))sin(q; +q,)) %
(=(xy, =1 cos(q,))sin(q, +q,) + (x5, =1, SN(q,)) cos(q, +q,))
d,D, =0

d,Dy = 2((x1b -1 COS(%) =1, COS(‘]l + Q2)) COS(% tq,t qs) + (xzb _llsin(ql) -
I, sin(q, +q,))sin(g; +¢,)).(=x,, SIN(g, + g, +q3) +x,,.C08(q;, +¢q,)) +
21, (xy,.C08(q, +¢q,) = X,,.SiN(q, +q,))
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d,Dy = 2((x1b =1 Cos(ql) =1, Cos(ql +q2))COS(q1 tq, +6]3) + (xzb _llsin(ql) -
l,sin(g, +q,))sin(q, +q, *+q3)).(—(xy, =1, c08(q,))sin(g, +q, +q;) +
(x5, —1,8iN(gy)) cos(q, +q,)) + 2,1, sin(q,) + 2L, (x,, cos(q, + q,) = xy, Sin(g, +¢,))

d3Dy = 2((xy, —1,c08(q;) =1, cos(q, *¢,))C0S(q; + g, +q35) +(xp, —1SiN(g,) =
I, sin(g, +q,))sin(g, +q,)).(~(xy, =1, c08(q,) =1, C0S(q, +¢,))SiN(q, + g, +q5) +
(x5 =1 Sin(g,) =1, sin(q; +q,))cos(q, +9g,))

Calcul de dldD;;

d,d,D, = 2(x,, c0sq, —x,, Sing,)? —2(x,, C0Sq, + X, Sing,)*
d,d.D, =0, d,d.D, =0
d,d,D, = d,d,D, = dyd,D, =0, d,d,D,=d,d,D,=dd,D, =0

d,d D, =2(x,, cos(q, +q,) — xy, Sin(g, + qz))z —2((xy, =1, cos(q,))cos(q, +q,) +
(x5 =1 SiN(g,))SiN(g;, +g,))(xy, COS(q; +4q,) + x5, SIN(g; +4q,)) + 2L, (x,, COS(q,) + x5, SIN(g,))

d,d, D, = 2(x,, cos(q; +q,) = xy, SiN(q; *+q,))((x,, —1; sin(q,))cos(q; +q,) —
(xy, =1, cos(q,))sin(q, +q,)) = 2((xy, =1, cos(q,)) cos(g, +q,) +
(x2b _llsin(%))sm(% + qz))(xlb Cos(ql + Q2) Xy Sin(‘h + qz))
d,d,D, =0
dyd,D, = =2((xy, =1, c0s(q,)) cos(q; *+ q,) + (x,, =1, 9N(g,))SiN(g, +¢q,)) %
(xlb Cos(ql + Q2) T Xy Sin(‘h + qz)) + 2(_(x1b =1 Cos(ch))sm(% + Q2) +
(x2b _llsin(ql)) Cos(ql +q2))(x2b COS(‘]l + Q2) — Xy Sin(‘h +6]2))
d,d,D, = 2(—(xy, —1,cos(q,))sin(q, +q,) + (x,, =1, sin(q,)) cos(q, + ‘]2))2 -
((xy, =1, cos(g,)) cos(q, +q,) + (x5, =1, Sin(q,))sin(q, + ‘h))z
d,d,D,=0dd.,D,=d,d,D, =d,d,D, =0

d,d, Dy = 2(x,, COS(gy + G, +q5) = Xy, SN(q; +q,))* = ((xy, =1, cOS(qy) —
I, cos(q, +q,))CoS(q; +q, +q5) + (x5, — 1, SiN(g;) =

I, sin(q, +q,))sin(q, +q,))-(xy, COS(q, +q, +q3) +x,, SiN(g, +q, +q5)) =

21, (xy, cos(q, +q,) +xy 9N0(q, +q,))
d,d, Dy = =2((xy, =1, c08(q;) =1, cos(q, +¢,))cos(q; + g, +q3) *+ (x5, =1, sin(g,) -

I, sn(q, +q,))sin(q, +q,))(xy, €os(q, +q, +q5) + x5, SiN(q, +q,)) +

2(=(xy, =1, c08(g,))SiN(q, + ¢, +q5) + (xy —1,8in(g,)) C0S(q; *+ g, +q5)) X

(x5 COS(gy +q, +q3) = Xy, SIN(g; + 5 +q3)) = 2, (xy, COS(q, +q,) + Xy SIN(g; +q3))
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dqd, D,

dyd,D,

d,d,D,

dqd, Dy

dyd D,

d,d;Dy

dqd; D,

= —2((xy, =1, c08(q,) =1, cos(q, +q,))cos(q, +q, +q;) +(x,, =1, Sin(q,) -

I, sin(g, +q,))sin(g; +¢,))(xy, cos(q, +q, +q5) + x,, SiN(q, +q,)) +
2(=(xy, =1, cos(q,))sin(g, +q, +q3) + (x5, =1, Sin(q,)) cos(q, + g, +q3)) X
(x5, COS(q, +q, +q3) =Xy, SIN(q;, +q, +q5))

==2((xy, =1, cos(q,) =1, cos(q, +¢q,))cos(q, +q, +q;) + (x,, =1, Sin(g,) =
[, Sin(% +qZ))Sin(CI1 tq,t Q3))-(x1b COS(% tq,t q3) T Xy Sin(Ql tq, +QS)) +
2.(xy, €OS(qy +q, +q5) = xy, SIN(gy + g, +q5)).(=(xy, =1, c08(q,) =1, cOS(q, +q,)) %

sin(q, +q, +q3) + (x5, =1 Sin(g,) =1, sin(g, +¢,))cos(q; +¢,)) =

2, (xy, cos(q, +q,) + x5 9N(q,%9q,))
= 2(=(xy, =1, cos(q,) =1, cos(q, +q,))sin(q, +q, +q3) +(xy —1,SiN(q,) =
1, Sin(q, +q5)) cos(qy + g, +q5))* = 2.((xy, =1, c08(q,) —1, cos(q, + ¢5)) X
cos(q; +q, *+q5) +(xy =1 Sin(g,) =1, Sin(g, +¢,))siN(g; +q, +g5)) %
((xy, =1, cos(q,)) coslq, +q, +q3) +(x,, =1, SiN(g,))siN(g; +q, +q3)) +

21, (xy, €08(q, +q,) * x5, SiN(g, *+¢,))
=2(=(xy, =1, cos(q,) =1, cos(q, +q,))sin(q, +q, +q3) + (x, —1,8iN(g,) =
1, Sin(q, +q5,)) cos(q, + g, +q5))* = 2.((xy, =1, 008(q,) 1, cOs(q, +¢5)) X
cos(q, +q, +q5) +(xy =1 Sin(q,) =1, Sin(g, +g,))siN(g;, + ¢, +¢5)) %
((xy, =1, c08(q,)) cos(g, +q, +q3) + (x5 =1, SIN(g,))SIN(g, + g, +95))

==2((x,, =1, c08(q,) =1, cos(q, +¢q,))cos(q, +q, +q;) + (x,, =1, SiN(g,) =

I, sin(g, +q,))sin(g; +¢,)).(xy, COS(q, + g, +q3) +x,,SN(g; +q,)) +
2(—=(xy, =1, cos(q,) =1, cos(q, +q,))sin(q, +q, +q;) + (x,, =1, Sin(g,) =
I, sin(g, +q,))cos(q, +q,))(x,, €OS(q, +q, +q;) + x,,SiN(g, + g, +q3))

==2((x,, =1, cos(q,) =1, cos(q, +q,))cos(q, +q, +q;) + (x,, —1, Sin(q,) -
1, sin(g, +¢q,))sin(g, +q,))-((xy, =/, cos(g,))cos(g, + g, +q3) +

(x =1, SiN(g,))sin(g; +g,)) + 2(=(x,, =1, cos(g,) =1, cos(g; +q,)) %
sin(g;, +q, +4q3) + (x5, —1,9n(q,) =1, sin(g, +4g,)) cos(q, +¢,)) %

(=(xy, =1, c08(q,))siN(g, +q, +q3) +(xy — 1 SiN(g,))SIN(g; +q5))-
==2((x,, =1, cos(q,) =1, cos(q, +q,))cos(q, +q, +q;) + (x,, =1, Sin(q,) -
1, sin(g, +4,))sin(g, +q,))* + 2(=(x,, —1, cos(q,) =1, cos(q, +q,)) *
sin(g, + ¢, +qs) + (x, =1 Sin(g,) =1, Sin(g, +¢,)) c08(q; +¢,))°
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