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Résumeé

L’objectif de ce travail est la simulation numérique des problemes de fissuration
dans les corps semi-infinis par la méthode de discontinuité de déplacement en
bidimensionnel.

La réalisation d’un programme basé sur cette méthode nous a permet de calculer les
facteurs d’intensité de contrainte.

Les exemples traités nous a permet de comparer les résultats du programme a des
résultats analytiques et numériques des différentes références.

Mots clés: mécanique de la rupture, fissure, méthode de discontinuité de
déplacement, facteurs d’intensité de contrainte.

Abstract

The objective of this work is the numerical simulation of the problems of cracking
in the semi-infinite bodies by the method of discontinuity of displacement into two-
dimensional.

The construction of a program based on this method us a makes it possible to calculate
the stress intensity factors.

The treated examples us a makes it possible to compare the results of the program
with analytical and numerical results found the front share in different reference.

Key words: fracture mechanics, crack, displacement discontinuity method, stress
intensity factor.
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Introduction générale

Dans la plupart des cas, ’homme a cherché a maitriser la durée de vie de ses créations, soit par
une meilleure connaissance des phénomenes qui président a leur dégradation, en phase de
conception, d’adapter les caractéristiques de la machine a son environnement, soit en s’enquérant
réguliérement de 1’état général de celle-ci a travers des opérations de maintenance et d’inspection.
Comme on peut le ressentir, cette maitrise n’est malheureusement pas compléte, beaucoup de
phénomeénes sont de nature aléatoire et leurs modélisation (phénomenes physiques) ou parfois
méme leur formulation pose de réelles difficultés.

Parmi ces phénomenes, la rupture par fatigue et par fissuration des éléments structuraux qui
sont omniprésents. Les fissures (ou criques) apparaissent dans les zones de concentration de
contrainte, et croissent sous I’effet des charges de service. La rupture catastrophique a lieu lorsque
les fissures atteignent une taille critique compte tenu des sollicitations envisagées. En effet,
I’accident du Boeing 737 de la compagnie Aloha en 1988 nous rappelle que cette menace est
toujours d’actualité. L’enquéte a révélé que la jonction soudaine d’un grand nombre de fissures
initiées dans une rangée de fixations (Phénomeéne de la multi fissuration) était a I’origine de cet
accident [KEB-98].

La connaissance de ce probléme revient a connaitre les parametres influents sur la fissure.

Fig (1)-Accident du Boeing 737 d'Aloha Airlines (avril 1988)

Deux principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la résolution des
problémes de structures en mécanique, la méthode des éléments finis[YAN-86], et la méthode
des équations intégrales de frontiere (la Méthode des discontinuités de déplacements) [CRO-83].
Cette derniére est adoptée pour notre étude.

Ainsi le travail est structuré comme suit :



Introduction générale

On s’intéresse dans le premier chapitre au rappel des principes de base de la mécanique linéaire
de rupture.
Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de la méthode de discontinuité de

déplacement et son application pour les domaines semi-infinis.

Le troisieme chapitre est axé sur la présentation du code utilisé pour la simulation
numérique, et englobe les résultats et les interprétations de 1’application de la méthode des

discontinuités de déplacement pour une variété d’exemples en domaine semi infini.



Principes fondamentaux de
la mécanique de la rupture.

| -1) Introduction

[-3) Mode de rupture

I-4) Description du champ des contraintes a 1’extrémité d’une fissure

I-5) Equation des champs de contrainte et de déplacement en front de fissure
I-6) Facteurs d’Intensité de Contraintes

I-8) Mode mixte de rupture
I-8-1) Champ de contrainte et déplacement

1.5) Conclusion



Chapitre I : Principes fondamentaux de la mécanique de la rupture

| .1) introduction:

La mécanique de la rupture a pour objet I’étude du comportement mécanique d’un matériau
en présence de fissures. Cela revient notamment a déterminer le champ de contrainte et de
déformation au voisinage de la pointe d’une fissure. L’étude de ces champs mécaniques permet
de juger la stabilité ou non d’une fissure. Il est également possible d’aborder la mécanique de la
rupture a travers une étude energétique du solide fissuré [BAR-80]. Dans cette étude, nous nous

placons dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture

On constate deux approches d’analyse utilisées en mécanique de la rupture :
1. L’analyse du champ des contraintes en téte de fissure, c¢’est I’approche par les facteurs
d’intensité de contraintes dite «approche locale».
2. L’analyse énergétique proposée par « GRIFFITH 1920 » [BAR-80] qui procéde par

le calcul de I’énergie disponible pour la propagation de fissure dans la structure.

Selon la nature du matériau et les conditions d’exploitation on distingue deux types de

rupture :

1. La rupture ductile : est celle qui s’accompagne de grandes déformations locales non

négligeable avant et durant la propagation de la fissure (mécanique non linéaire de la rupture).

2. La rupture fragile : cette rupture est celle qui se produit sous déformation permanente

appréciable, ces déformation sont négligeable (mécanique linéaire de la rupture) [LEB-03].

Dans cette étude nous nous intéressons uniquement au calcul du facteur d’intensité de

contrainte.

1.2) Les modes de rupture:
La propagation de fissure peut étre superposée de trois modes [LAB-86] :
MODE I : Mode d’ouverture de la fissure, le chargement est perpendiculaire au plan
de la fissure
MODE |1 : mode de cisaillement plan, le chargement est paralléle au plan et
perpendiculaire au front de la fissure
MODE I11 : mode de cisaillement anti plan, le chargement est paralléle au plan et au

front de la fissure.



Chapitre I : Principes fondamentaux de la mécanique de la rupture

P

MODE I : Ouverture de la fissure MODE II : Glissement dans le plan

Ay

/ "

774

MODE I1I: Glissement anti plan

(Fig.1.1)-Les trois modes de rupture

1.3) Description du champ des contraintes a I’extrémité d’une fissure:

Zone 3 Y, |

(Fig. 1.2)- Zone délimitant le voisinage d’une pointe de la fissure
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L’objectif de la mécanique de la rupture est de caractériser le comportement a la
fissuration des structures a 1’aide des parametres quantifiable au sens de I’ingénieur,
notamment la contrainte, la taille de la fissure et la résistance a la fissuration du matériau
[BAR-80].

1. La zone d’élaboration (zone 1): Elle se trouve a la pointe de la fissure et dans le
sillage laissé par la fissure au cours de sa propagation. L’étude de cette zone est tres
complexe a cause des contraintes importantes qui ont fortement endommagé le matériau.
La théorie classique de la mécanique de la rupture réduit cette zone a un point pour les
problémes plans et a une courbe pour les problemes tridimensionnels.

2. La zone singuliére (zone 2): Dans laquelle les champs de déplacements,
déformations et contraintes sont considérés continus et possédent une formulation
indépendante de la géométrie lointaine de la structure. On démontre que dans cette zone
les composantes de champs de contraintes sont infinies au voisinage du front de fissure (r
- 0)

3. Zone 3: extérieure comprenant les champs lointains se raccordant d’une part, a la
zone singuliere, et d’autre part aux conditions aux limites en charge et en déplacements.

Dans cette zone, les champs de déplacements, déformations et contraintes varient peu.

1.4) Equation des champs de contrainte et de déplacement en front de
fissure :

Les résultats de la théorie de 1’élasticité permettent d’écrire qu’en un point de
coordonnées polaires r et 6, les contraintes et les déplacements au voisinage de I’extrémité
d’une fissure sollicitée de la manicre la plus générale sont donnés par les expressions

suivantes [7]:

Mode I:
.. 6 . 360
Oxx™= \/_ [1-sm55|n7]
Oyy= F (1.L2)
Oxy= F
=8 Iy % [ky- cos® 1.2
Uy =4 [5= (1 +v) cosz [k;- cosb] (1.2)
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.
%\/;Ln (1 +v)sin > [k1- cos6]

Aveck; = T+ v en contrainte plane et k; = 3 — 4v en deformation plane
La discontinuité ou saut de deplacement [u, ] :

— 8Ky
[uy] =uy(r, ) -u,(r,-m)= kz\/; (1.3)

Avec k, = 1 en contraintes planes k, = 1 -vZen déformations planes.

Mode 11 :
axx:-\/fism [2+ cos CcoS —]
Oyy= \/_sm— Cos - cos—‘9 (1.4)
ny—\/KLCOS [1- s1n  sin —]
=t \/7 (1+v)sinz [k1 + 24c0s0] (1.5)

K 6
Uy, = f\/% (1 +v)cos > [kq - 24+cos0]

La discontinuité ou saut de déplacement [u,] :

8K,
N R e (16)
Mode 111 :
K
Al
K
0yz= \/2—‘_7; cos - (1.7)

uz=%\g(1+v)sing (1.8)

Uy, =u, =0

La discontinuité ou saut de déplacement [u,] selon I’axe x5 est:

u,=u,(r,m) -u,(r,-m) = % 1+ v)\/; (1.9)
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Ky, Ky, Ky @ Ce sont les facteurs d’intensité de contrainte qui correspondent aux trois

modes de base de déplacement relatif des lévres de la fissure.

|.5) Facteurs d’intensité des contraintes :

Les facteurs d’intensité de contrainte peuvent étre déterminés si 1’on connait les
expressions des composantes non nulles des contraintes et déplacements. Ils dépendent de
la longueur de la fissure, de la géométrie et des charges appliquées. lls déterminent a eux
seuls les champs asymptotiques de contrainte. Pour cette raison, ce sont ces facteurs qui
interviendront dans les critéres de fissuration.

Les facteurs d’intensité de contrainte de fissure sont donnés par [BOU-07] :

: oy : E 21

K= lrl—{%(oyy Zm) _lrl_{r(} 8(1—v2)r [Uy]
i . E 2

Kir = limyo(0y,V2rm) =limy— (m - [Ux]> (110)
. ) E 2m

Kin = fim(oy22rm) =lin | 55 |7 (U]

Dans cette étude, nous utilisons la formulation exprimant les facteurs d’intensité de

contrainte en fonction de la discontinuité de déplacement.

| .6) Mode mixte de rupture :
La figure (1.3) représente une fissure inclinée traversant une plagque soumise a une traction
simple. Si la fissure n’était pas inclinée (f = 0°), le chargement appliqué conduirait a du
mode I pur. Pour montrer comment I’inclinaison de la fissure entraine le mode 1l [SCH-07],

nous calculons le vecteur contrainte dans le plan de la fissure. Ce vecteur s’écrit :

T(M,R) =5 .7 = (ocos B)y (1.18)
Le vecteur contrainte peut étre exprimé avec la contrainte normale et tangentielle.
= (O cos B o® cos? B )
T(M,n) = =0” . = 1.1
(M, 71) (T) 0 C0s B(sm B) (a°°cos Bsin (119)

Nous remarquons que le vecteur contrainte dans le plan de fissure se décompose en une
contrainte normale o (traction) et une contrainte tangentielle T (cisaillement), Dans le cas

présent, nous nous sommes au mode | pur et mode mixte (I +11).
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,. % A
~. 7 1

(Fig.1.3)- Fissure inclinée dans une plaque en traction

1.5) Conclusion :

Dans cette étude, nous nous limitons au calcul du facteur d’intensité de contrainte. Les
cas du mode I, Il purs et du mode mixte, selon le chargement et la géométrie, sont
considéré dans le cas de milieux semi infinis fissurés.
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Il .1) Introduction:

Beaucoup de problémes pratiques dans les différentes disciplines de 1’ingénierie tels
que, la mécanique de la rupture, celle des solides, les transferts thermiques et de masse et
autres phénomenes peuvent étre représentés par des équations aux dériveés partielles
régissant un domaine £ délimité par un contour, sur lequel des conditions aux limites sont
prescrites.

Pour approcher les solutions analytiques de ces problémes, qui sont souvent difficiles
a déterminer par une résolution directe des équations différentielles, de nombreuses

méthodes numeriques ont été mises en place, parmi ces méthodes :

1. La Méthode des Eléments Finis « FEM » [YAN-86]: qui exige la discrétisation du
domaine entier pris en considération par une maille, dans laquelle les équations élastiques

de champ sont rapprochées par un systéme d’équations algébriques.

La « FEM » a des avantages définis dans beaucoup de cas, mais pour les matériaux
homogenes la nécessité de discrétiser le domaine entier doit étre vue comme une
imperfection, car la discrétisation de tout le domaine conduit a un systéme d’équations

grand, en particulier dans des problemes tridimensionnels.

2. La Méthode des Eléments de Frontieres « BEM » [CRO-83] : qui exige que
seulement des frontiéres du domaine soient discrétisées
La « BEM » contrairement a la « FEM » mene a un systeme d'ordre algébrique inférieur,
les équations reliant seulement des contraintes et des déplacements de frontiére et
réduisent par conséquent un probleme tridimensionnel a bidimensionnel (ou un probléeme

bidimensionnel a I'unidimensionnel).

a) FEM b) BEM

(FIG 11 .1) — Représentation d’un maillage par FEM et par BEM



Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

La Méthode des Eléments de Frontiéres appelée aussi Méthode des Equations Intégrales, a été
développée de deux maniéres distinctes. L'une des deux est une approche plus mathématique.
Elle est basée sur certains théoremes fondamentaux qui reliant directement les inconnues du
contour aux conditions limites. Cette approche est appelée la Méthode des Equations
Intégrales Directes. L'autre approche est une approche physique et consiste a chercher d’abord
la valeur des singularités placées tout au long du contour discrétisé en segments de droites et
de calculer les parametres aux limites désirés, cette approche est appelée la Méthode des
Equations Intégrales Indirectes (la Méthode des Discontinuités de Déplacements) [CRO-76].
Ces méthodes sont divisées en méthodes directes et méthodes indirectes. Dans notre étude, la
méthode indirecte est limitée a la présentation de la méthode des discontinuités de
déplacement.

Dans ce chapitre nous allons faire une présentation détaillée de la Méthode de Discontinuité
de Déplacement en milieu semi infini étant donné que c’est la méthode choisie dans notre

étude.

11.2) Méthode indirecte :

11.2.1) Identité de Somigliana :

Considérons deux états élasto-statiques [5, u, E} et[g “u’F *J définis sur le méme
domaine borné D de frontiére I" et reprenons le théoréme de Maxwell-Betti écrit pour les

deux états élastiques qui s’écrivent :

(1.1) jan(M,ﬁ)ﬁ* ds +jDEU*dv :jan *(M,ﬁ)ﬁds +IDE*Edv

Soit D, supposé une partie du domaine infini et chargé au point P par une force unitaire dans
la direction i . Nous pouvons écrire a partir de 1’équation (1.1) et de la distribution de Dirac

pour un point P a I’intérieur du domaine D, ce qui suit :
U (P)+[ 7 (M,P)u;(M)dS = [ Uy (M,P)T;(M)dS+[_F; (M (M,M)dv (11.2)
Connue sous le nom d’identité de Somigliana.

En I’absence de forces de volumes, 1’équation (11.2) présente la forme simplifiée suivante :

(11.3)u; (P)=—] z;(M,P)u;(M)dS + [ U;(M,P)T;(M)ds

oD
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Lorsque le point P est sur le contour, les intégrales sont singuliéres. Celles-ci sont intégrées
au sens des valeurs principales de Cauchy.

Dans le cas du plan, il est montré par [Dom-1987], pour un point P appartenant a la
surface, que 1’équation (11.3) devient:

(114 ¢u; (P)=—[ 7;;(M,P)u; (M)dS + [ U; (M, P)T; (M)ds

est un terme libre qui dépend de la régularité du contour. c;

Ona ¢ :% pour un contour lisse au point P

Pour P a ’extérieur du domaine. C; =0

L’identité¢ de Somigliana est commune comme une représentation intégrale directe
donnant les contraintes et les déplacements en un point du domaine a partir des
conditions appliquées a la frontiére en terme de contrainte et déplacement.

Il existe des représentations ou les déplacements et les contraintes sont des fonctions
de certaines gquantités qui ne sont ni les déplacements ni contraintes appliques. Ces

techniques sont appelées méthodes indirectes.

Celles-ci peuvent étre introduites comme suit en supposant avoir a résoudre deux

problemes : un probléme intérieur (borné) et un probléme extérieur (infini).

Pour le probléme intérieur (borné), on écrit 1’identité de Somigliana pour ce probléme

(Fig.11.2)

(Fig. 11.2). Domaine D" intérieur repéré par le signe (-)

Le domaine (-) est le domaine réel occupé par la structure et sa solution est[a U }

11



Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

On considere le domaine complémentaire a D™ , soit D™ . Pour ce probleme la solution
est[a ‘U *]

(Fig.11.3). Domaine p* extérieur repéré par le sign e (+)

Appliquons le théoréme de la réciprocité entre 1’état (+)et la solution fondamentale,
lorsque la charge concentrée est dans le domaine D™ . Nous obtenons I’identité de

Somigliana comme suit :

(115)0=—[ z; (M,P)u; (M)dS+ [ U; (M,P)T;" (M)dS

En soustrayant membre & membre (11.5) et 1I’équation (11.3) écrite pour le domaine D",

nous obtenons :

(11.6)u; (P)=—] z; (M, P)(u; —u; )(M)dS + [ Uy (M,P)(T;"=T;")(M)ds

La solution dans D* peut étre choisie arbitrairement.

Choisissons, sur la frontiére la condition suivante :
P

T," =T,

En posant:

D,=uj-u;,j=12

12



Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Alors, il reste :

(L.7)u; (P)= [ 7;(M,P)(u; —u;)(M)dS = [ z; (M,P)D;ds
oD oD
Ce résultat est connu sous le nom de potentiel de double couche avec la densite D;.

Cette méthode a été introduite en premier par Crouch (1976) sous le nom de méthode

des discontinuités de déplacement.

11.3) Principe de la méthode de discontinuité de déplacement (MDD) :

Une discontinuité de déplacement peut étre assimilée comme étant une fissure droite
(rectiligne) composée de deux surfaces (Ievres) disjointes, se déplacant relativement 1’une
par rapport a I’autre.

La méthode de discontinuité de déplacement est basée sur la solution analytique d’un
probléme d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite a I’intérieur d’un
domaine élastique infini. Elle consiste a diviser le segment de droite en une série de N
éléments reliés les uns aux autres. Ainsi, connaissant la solution analytique pour chaque
discontinuité élémentaire, on peut construire la solution numérique au probleme donné, en

sommant les effets de tous les éléments [CRO-76].

11.3.1) Probléme intérieur et Probléme extérieur :

Dans le cas d’un domaine fini, limité par un contour (disque) on a affaire a un probléme
intérieur, et lorsque le domaine a étudier est fini (une cavité a I’intérieur d’un domaine
infini) on est dans le cas d’un probléme extéricur. Nous rencontrons aussi des application
en domaine semi infini. Et c’est particuliérement a ce type de problémes que la BEM est

utile, puisque 1’étude se limite seulement a une discrétisation de la fronti¢re (Fig. 11.2)
[CRO-76].

11.3.2) Convention de signe :
Le contour d’un domaine fini (probleme intérieur) est traversé suivant le sens horaire,

tandis que le contour d’un domaine infini (probléme extérieur) est traversé selon le sens

trigonométrique (Fig. 11.4) [CRO-76].
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

—
< &
o
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a) probleme mtérieur b) probleme extérieur

(Fig 11.4) Schématisation d’un probleme interieur et exterieur

11.4) Les solutions analytiques donnés par la MDD :
Si on considére le segment (Fig. 11.5) comme une fissure droite dans un plan semi-infini
on peut distinguer deux surface une a (y = 0%) et I’autre a (y = 07), sachant que le

déplacement soit continu partout sauf sur le segment -a < x <aet y=0.

U
U. T |

» X

N
=
Y/

U.

U,

2a

A
L A e T e T

(Fig 11.5) discontinuité de déplacement
La discontinuité de déplacement Di est définie comme étant la différence de déplacement entre

les deux surfaces du segment, ainsi on peut écrire [10] :

Di = Ui(X,O_) - Ui(X,O+) (”8)
D, = U,(x,07) — U,(x,0%)
{Dy = U,(x,07) — U,(x0%) (11.9)
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

A noter que Dy et Dy sont constants dans notre cas.

Les solutions d’une discontinuité de déplacement orienté arbitrairement dans un plan
semi-infini en contraintes et en déplacements sont données par Crouch. Elles sont

construites par superposition de trois solutions différentes :

[
, —cos (LY g
£ Ecc:-s_".’n]
o
.
= 1
c
o | E

ccs" A
castin)

(Fig.11.6) Les coordonnés d’une discontinuité de déplacement orientée arbitrairement
dans un plan infini, et les coordonées de son image.

La premiere : ¢’est la solution d’une discontinuité de déplacement orientée arbitrairement
dans un plan infini, les équations donnant les déplacements et les contraintes sont :

[{1? + (12 —n®) (A - 21)}F(§,0) + nlB — 4)F,(§,)) — {(nF5(§,0) —

UX 41'[(1 V)

IRy (8, O3+ (1 S[MIB = 4v)F(6,0) + {n® + (= 1) (1 = 20)}FK 0 +
{lF3(€, () + nF4(€r Z)}]
(11.10)
v o (1 [nl(3—4v)F1(€ O +{n*+ (0 - 1H(A-2}FKLE O +{IFE ) +

RE(E O} + 72 [(12 + (12 = 12)(1 = 20 (6,9) + nl(3 = 4)Fy(§,9) —
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Oxx = s [2nlF5 (§,0) + (02 + IF(E,0) + {UFs (§,9) + nFs(§, )]

2 [202F3(§,6) - 2nlFy(6,9) + (nFs(§,0) — IFe(€, O]

Tyy = —2X_[2nlF3(8,0) + (n2 + [2)F,(§,0) + {IF5(§,0) + nFe(§, 0]

2m(1-v)
I 202 (6,0) — 2nlFy (6, Q) + (nFs(,) — LFs(§,O))] (.11
Oxy = Zf(ll’xv) {IF5(§,0) + nFe(§, O} +5 G(’ffv) [{IF5(&,0) — nFq(E, D]

Avec: F;(&,0),F,(¢,0),F5(¢,0),F.(¢,0), Fs(&,0), Fs(&,Q) sont les dérivés de la fonction (¢, {)

RED =L BED=L BED=2L RED=2L RKED=

F6(€'() = %

f ({T, () - 4m(1-v) $(§,9)

Dx

O D= 520 |¢tan™ (&Ta) — &tan™? (%)] +E(E + )log[(¢ + a)? + 2 — (¢ —

a)log[(¢ —a) * + {?]'/? (I1.12)
E=nX-b)—-1(z-0C)
=1(X=b)—n(z-0C) (I1.13)

La deuxiéme : c’est la solution de I’image de la discontinuité précédente, les équations

donnant les déplacements et les contraintes sont :

— {2+ (1= 23R (E,¢) = nlFy (8, {)H(B = 4v)(L =€) + (1 -

X = 411'(1 V)
212)z}F3(€ {") I{(3 — 4v) + 2nz}F, (8, 8") + 22{(1§ = C)F;(&',{') + LFs(&', 0D} —
[—nlF (&, ¢) + n? + (1 — 2V)}5 (8, ) + I{(3 — 4v) + 2nz}F5 (8, 0) — {3 —

4n(1 V)

WY(IE - C)— (14 21)Z3F, (', ¢ + 22{¢UFs (&', ¢") — (1€ — O)Fs (', ¢} -Us
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Yy =

4n<1 v)[ nlFy (&, 0)+{n% — (14 2n2) + (1 — 2v)2}F, (&', ) + 1{(3 — 4v) —

2)F5(§',¢") Fa§',¢) + 22{(1§ = OF(€',¢) + 1Fe(€',. ¢ - a5 [P +
(1= 2v)}F (€', ¢) = nlFp(§,¢") - (L + 219z + (3 = 4v) — (§ = O)Fs(5',¢)

+ 1§F(§', {1+ Uy (11.14)

1x = s [2nlF5 (81,8 — (0% = DF(E,8) + 13 + 4n2)Fs (€', ¢N-{(1 = 412z +

Qi

_GDy

3(1 — OYF(€,¢) + 22{51F; (81,6 — (16 = OFy (.8} = s [2(1 + DR (€, 8) -
2nlF,(8',¢) + {(1+ 4R (€, 0) — 13 + 4n2)Fy(¢,¢') — 22{(1 — OOF,(£',8) +
Fa&',¢0}] = oir

vy = 4nG(lifv) [2nlF;(¢',7) — (M2 = 1D)F,(E,0) + 1({ + 4n2)Fs (8, ¢) + {(1 — 41Dz +

Qi

_GDy

31§ — ONFs(§,¢") + 22{1F; (§7,¢") = (1§ = O)Fe (8,41 — -5 [212F5 (87,81 -
2nlF,(8,¢) + {(1 + 412z + (1€ — O)Fs(8',{") — 1( — 4nz)Fg(&',{) + 22{ (1€ -
OF(E,¢) + 1F(¢', ¢} ] — oy (11.15)

5. —_GDx
XY ™ 4n(1-v)
GDy

OF .3 + RO - w5
(1§ — OYF(&,0N] + 22{ITF,(£,{') — (1§ = O Fg(&',{N}] — o3y

[{(1 — 412z + (& — OYF(E, ) + UG + 4nz)Fo (8',7') + 22{(1§ -

[F(E',¢) + 1+ 4n2)F5(E,¢) + {1 + 41Dz —

AvecF, (£,0), F,(8',¢), Fs(&8', 8, Ry (81,0, Fs (8,0, Fs (€7,7") sont les dérivés de la
fonction f (¢',¢") :

R =% ,Fz(f’.é’)=z—’; R =2L Re =L R =

2L R =L

0X0Z

Avec: f(&,0) = %X‘W@)
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

(¢ )= o [erran™ (59) - gtant (F29)] + £/ + logl(§' + @)% + ¢ =
€ - alogl(§' —a) ? + {2V (IL16)

E=nX-b)+1(z+C)
{'=¢=-lX—-b)+n(z+C() (11.17)

La troisieme solution est trouvée a partir des conditions aux limites imposées sur le

plan semi-infini z > 0, les équations donnant les déplacements et les contraintes sont :

2
Uy =-(1-20) 32— 252

0%z
Up =2 (1- v)——z‘;‘fz (11.18)
O-XX ZG (62Z 632)
oyy=2G (azz a3z)
oxy =2G2 (azzax)
avec

P(x,y)= 4n(1 v)[ tang~ (%) — ztang ™! (%) + (X + a)log[(X + a)? + zz]]% —

X — @) log[(X — @)% + z2]2]. (11.19)

La solution pour un milieu semi infini est obtenue par sommation de ces trois résultats. La
solution finale d’une discontinuité de déplacement orientée arbitrairement dans un plan

semi-infini est donc:
UX = UX + ﬁX"'U;

Uy = Uy + Uy+Us (11.20)

Oxx = Oxx + Oxxt0Oxx (11.21)
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

- = *
Oyy = Oyy + Oyytoyy

] = *
Oxy = Oxy T Oxy + Oxy

11.5) Procédure numérique :

Comme nous I’avons dit précédemment, la M.D.D est construite a partir d’une solution
analytique qui exprime les déplacements et les contraintes (2.13) et (2.14) d’une discontinuité
constante dans un milieu élastique infini. Le principe de la procédure est de discrétiser une
ligne de courbure quelconque en N éléments, parfaitement reliés les uns aux autres, comme

schématisé sur la figure (11.7).

[1] ()

(Fig.11.7) Représentation de la discrétisation d’un segment en N éléments

Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement élémentaire
définie suivant un repere local (s, n) comme le montre la figure (Fig. I1.5).

Les composantes normales et tangentielles de la discontinuité de déplacement du i¢™¢
élément notées respectivement Diet D¢ sont exprimées en fonction des déplacements
discontinus des deux lévres par:

w=Up — Uy (11.22)
Di=Ug — U
Ur et U sontle déplacement normal et tangentiel pour Y = 07,

U;; sont les déplacements pour Y =07,
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Chapitre I : Présentation de la méthode de discontinuité de déplacement

Les contraintes normales et tangentielles au milieu d’un élément « i » peuvent étre
exprimées en fonction des composantes de la discontinuité de déplacement du jé™e
élément par les relations suivantes :

oi=AYD! + AY D] aveci=1,n (11.23)
04=AsD{ + A D)
A;JS , A;Jn ,Af{s , Ai{n: sont les coefficients d’influence des contraintes.
En appliquant le principe de superposition, et tenant compte de I’influence des N
éléments, nous obtenons le systéeme a résoudre suivant :
al=Y;AYD] + ¥;AYD)] aveci=1,n (11.24)
UriL:Zj AgnDr{ + A;{st]
De maniére identique on établit le champ de déplacement [CRO-76]:
Ui=Y;BiD! + ¥;BLD] aveci=1,n (11.25)
riFZj B1l’ljnD7’]l + Brll]SDSJ'
Avec BY, BY B,lljs : B,;Jn sont les coefficients d’influence pour les déplacements.

§s ~=sn?

11.6) Conditions de symétrie :

La symétrie pour un solide par rapport a un axe, n’est satisfaite que lorsque les
propriétés élastiques, la configuration géométrique et les conditions aux limites de ce solide
sont tous symétriques par rapport a cet axe. L’utilisation de la symétrie pour la résolution
des problémes par la méthode des discontinuités de déplacement est d’une grande
importance, quand on sait que le systéme d’équations est réduit de moiti¢ dans le cas de la

simple symétrie (Fig. Il .6). Dans notre cas la symétrie peut étre obtenue pour 1’axe x=0.
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Y
5
Tt +Ds +Dn
’
= -
N yaY
) #" Ds'=-Ds Dn'=+Dn
>1 Image X

(Fig. 11.8) Symétrie par rapport a ’axe y=y’

Etant symétrique, 1’élément « j » et son image « j* » ont des discontinuités de
déplacement tangentielles égales mais de signe opposées, tandis que les discontinuités
de déplacement normales sont de méme signe et méme valeur. Ceci se traduit par les

égalités suivantes :

D] = D), o)=0a), Ul =u)
D/ =-D)  ol=-0] vl =-U}

11.7) Conclusion :
La méthode des discontinuités de déplacement est parmi les autres familles de méthode intégrales
permettant de simuler les milieux fissureés.

C’est une méthode qui a I’avantage de pouvoir traiter les milieux infinis et semi-infini.
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Chapite III: Exemples traités

111.1) Introduction:

Dans ce chapitre, nous allons montrer la structure du programme utilisé pour la
simulation numeérique, et nous traitons un nombre d’exemples des corps semi-infini
pratiques en mécanique de la rupture qui peuvent étre simulés numériquement par la
méthode des discontinuités des déplacements (MDD) en bidimensionnel. Certains tests

peuvent étre exploités pour quantifier la dégradation des matériaux en surface.

111.2) La structure de programme :

Le programme utilisé a été repris a partir des travaux de Crouch. Un module a été
introduit pour la discrétisation automatique de contour circulaire et pour le calcul des
facteurs d’intensité de contrainte. Il est réalisé avec le langage de programmation
FORTRAN 90. Sa compilation et son execution sont faite dans le compilateur F32 sous

Windows. Le programme est constitué de trois parties:

1. La premiére partie est la lecture des donnés du probléme ou sont données les
caractéristiques mécanique et le chargement. La discrétisation du corps a étudier,
I’affectation de la position pour chaque élément, son orientation et ses conditions aux

limites sont faites dans cette partie.

2. Dans la deuxiéme partie, le calcul des coefficients d’influences de chaque élément de la

frontiére du corps fait appel a la subroutine COEFF. La résolution du systeme pour trouver
les discontinuités est obtenue avec la subroutine SOLVE. Les résultats de cette partie sont
sauvegardés dans un fichier pour ’utilisation dans les autres parties comme une base de

données.

3. La troisieme partie, traite les problemes en présence de fissure ou le facteur d’intensité
de contrainte peut étre déterminé en utilisant une approche locale a n’importe quel bout de

fissure par les relations (1 .10) obtenues en chapitre I.

La structure simplifiée du programme est la suivante:
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Lecture des données :

- Le module de Young

- Le chargement a I’infini

- Le type de probléme (corps semi-infini, fini ou infini)

- La condition de symétrie

y

Maillage du contour de probléme :

Le nombre maximum d’itération a tenir compte pour résoudre le systeéme d’équation.
Le facteur de relaxation pour résoudre les équations par itération.

La position de chaque segment (les coordonnés de début et de fin) pour les segments
droites et (les cordonnés du centre, le rayon, I’angle de début et 1’angle de fin) pour les
contours circulaires.

Le nombre d’éléments constitutifs de chaque segment.
Les conditions aux limites de chargement ou de déplacement

- Le nombre maximum d’itération a tenir compte pour résoudre le systéme d’équation.

A 4
Formation de systéme d’équation initial par la subroutine
COEFF

[A;1{X;} = {B;} etlarésolution Par la subroutine SOLVE

A 4
Calcul de champ des déplacements et des contraintes sur le contour

Calcul des facteurs d’intensité de contrainte

Calcul du champ de déplacement et de contrainte en des points choisis dans le
domaine

\4
Affichage des résultats
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111.3) Les exemples traités :

Pour pouvoir faire une comparaison des résultats obtenus par notre code, nous nous
sommes basés sur les travaux des références [CRO-76], [FRE-76], [CHE-01], [EXA-10].
L’exemple (111.3.5) est proposé dans cette étude sans pouvoir obtenir des résultats de

travaux pour confronter nos résultats.
111.3.1) Fissure dans un corps semi-infini avec un chargement a I’infini :

Pour cet exemple, la méthode de discontinuité de déplacement est employée pour
examiner le probléme d’un corps semi-infini, sous une tension uniforme a 1’infini
oyxx = T =100 N. Le domaine présente une fissure droite de longueur b =1 mm
débouchant a la surface et inclinée avec un angle o = g,g etg par apport a I’axe des
abscisses. Le coefficient de poisson est égal a v =0 .1 et le module de Young E = 100
GPa.
Pour chaque configuration, les résultats ont été obtenus pour une discrétisation utilisant
20 et 30 éléments.
Nous donnons dans les trois cas, les facteurs d’intensités de contrainte obtenus en
utilisant les discontinuités de déplacement normales et tangentielles trouvées

numériquement.
. . E 2 . E 2

K; = llmr—>0(0yy\/2r‘l'[) =lim,, (—8(1—\)2) Tn [Uy]>=11mr_,0 (—8(1_V2) ’Tn Dn>
. . E 2 . E 2

Ky = 11rnr—>0(0yx V2rm ) =lim;_q <m /Tﬂ [Ux]>:11mr_,0 <m TT[ DT)

r est la demi-longueur du dernier élément sur la fissure

-Le premier cas (a = g) :

—
—>

L o=~ T

ttt

(Fig.ITL.1.a) - fissures perpendiculaire a Paxe de chargement dans un corps semi-infini
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Le tableau ci-dessus nous donne les coefficients d’influence en fonction des
discontinuités de déplacement (tangentielles et normales), et de nombre d’¢élément.

Tableau(III.1) Variation de K; en fonction de N et D,

N D; Dy K, K,
Mpasyvmm | Mpasvmm

20 0 1,2414 10 175.7 0

30 0 1,0144 107 175.8 0

Le profil de déplacement pour un nombre d’¢lément (N=20) :

S~

—

0,60x 1073

(Fig. 111.1.b) Profil de déplacement pour un nombre d’élément (N=20) :
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-Le deuxiéme cas (¢ = =) :
3

t11

s .
(Fig.III.2.a)- fissures inclinées avec un angle OL=§ dans un corps semi-infinl

Le tableau ci-dessus nous donne les coefficients d’influence en fonction des

discontinuités de déplacement (tangentielles et normales), et de nombre d’élément.

Tableau(III.1) Variation de K; en fonction de N et D,

N DT DN Kl KZ
20 3,3375 10" 1,029110° 145,6 47,2
30 2,741210" 8,3948 10" 145,5 47,5
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0,60x 1073

20

(Fig 111.2.a) Le profil de déplacement pour un nombre d’élément (N=20)

-Le troisiéme cas (o = g) :

IRRRRR!
ERRRR!

(Fig.111.3.a)- fissures inclinées avec un angle u=g dans un corps semi-infini
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Le tableau ci-dessus nous donne les coefficients d’influence en fonction des

discontinuités de déplacement (tangentielles et normales), et de nombre d’élément.

Tableau(II1.3) Variation de K; en fonction de N et D,

N DT DN Klmax KIImax
20 3,7808 x 5,1347 x 72,65 53,49
10~* 10~*
30 3,0788 x 4,1856 x 72,53 53,35
10~* 10~*
Le profil de déplacement pour un nombre d’élément (N=20) :
[N

(Fig.111.3.b) Profil de déplacement pour N=20.

20\

Les résultats des discontinuités de déplacement de cet exemple sont comparés a la

référence [CRO-76]. Le mode mixte est bien mis en évidence. Le mode 2 est obtenu pour

I’inclinaison maximum. La discrétisation a une plus grande influence sur le mode Il par

rapport au mode I.

111.3.2) Quatre fissures inclinées dans un corps semi-infini sous un
chargement a P’infini :
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Ce test peut étre exploité pour quantifier la dégradation des matériaux en surface.
Considérons quatre fissures dans un corps semi-infini soumis a une traction a I’infini T. Les
quatre fissures présentent la méme inclinaison f. Elles sont équidistantes 1’une de I’autres

comme I’indique la figure (Fig.111.4).

b
L
T

(Fig.IIL.4) - Quatre fissures inclinées dans un corps semi-infini

Pttt
EEERE

Pour les applications numériques: v=0.1, E=100000 Mpa, f :% , b=t mm, T =100 N Les
résultats des facteurs d’intensité sont présentés avec une forme non-dimensionnelle (H = TL\/Z)’

pour différent rapport de % 01 < % < 1), comme le montre La figure (Fig.I11.5) et le

tableau(l11.4).
Tableau(III.4) Variation de H en fonction de %
b
0,1 0,67 0,35 0,650 0,343
0,2 0,61 0,32 0,591 0,302
0,3 0,53 0,28 0,512 0,271
0,4 0,46 0,25 0,450 0,241
0,5 0,41 0,23 0,401 0,224
0,6 0,37 0,22 0,362 0,216
0,7 0,34 0,21 0,334 0,205
0,8 0,32 0,20 0,326 0,192
0,9 0,30 0,19 0,317 0,186
1,0 0,28 0,18 0,298 0,178
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0,8

0,7

0,6 \
\ — H1[FRE-76]
0,5

\ Hlnum
04 S~——_ __— H2[FRE-76]

03 - —— H2num
0,2
01
0 x x y y y )
0 0,2 0,4 0,6 L/b 08 1 1,2

(Fig.II1.5) —Les variations de Hen fonction de %

Les résultats obtenus sont proches aux résultats numériques de la référence [FRE-76], ils
sont trés acceptables. Les positions critiques sont obtenues pour L/b pour les deux modes

I11.3.3) Quatre fissures perpendiculaires a I’axe de chargement dans un
plan semi-infini :

Dans cet exemple les quatre fissures sont perpendiculaires a 1’axe de chargement. Ce
chargement ne génere que le mode | pur. Elles sont séparées par une longueur b, et les

longueurs de chaque une (L1, L2) respectivement.

+—>
L ° —
1 >
¢ L,
T —>
<+— —>
«— —

Fig.IT1.5)-Quatre fissures perpendiculaires a I’axe de chargement
g perp g

Nous reprenons données 2¢™¢exemple pour les applications numériques. Les résultats

des facteurs d’intensités sont exprimés avec une forme non-dimensionnelle (H,* =

i ; L _
T\/L_Z), On donnera les résultats pour ( o= 0, L1 =L2).
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L1
-Pourlecas;: 0:

Dans ce cas le probleme devient, un probléme de deux fissures perpendiculaires a 1’axe
de chargement, et de longueur L, . Les résultats sont présentés dans Tableau(l11.5) et
(Fig.111.5).

Tableau(III.5) Variation de H, en fonction de %2

Ly H,[FRE-76] Hinum
b

0 1,12 1,108

0,2 1,07 1,047

0,4 0,90 0,875

0,6 0,74 0,721

0,8 0,65 0,630

1,0 0,57 0,559

1,2 0,51 0,492

1,4 0,47 0,450

1,6 0,44 0,428

1,8 0,42 0,410

2,0 0,40 0,391
1,2
1
0,8

— H1[FRE-76]
0,6
e H1num
0,4
0,2
0 T T T 1
0 0,5 1 Lo/ '?,, 2 2,5

(Fig.I11.5) ~Les variations de Hy en fonction de = Pour le cas + = 0
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-PourlecasL; =L, :

Dans ce cas, nous avons un probléme de quatre fissures perpendiculaires a 1’axe de

chargement et de méme longueur. L’évolution du facteur d’intensité adimensionnel est
montré dans le Tableau(l11.6) et (Fig.l11.5).

Tableau(IIL.6) Variation de H;en fonction de Lf
Lz H,[FRE-76] Hynum
b

0 1,12 1,108

0,2 0,89 0,861

0,4 0,63 0,608

0,6 0,51 0,482

0,8 0,45 0,430

1,0 0,40 0,387

1,2 0,36 0,348

1,4 0,33 0,321

1,6 0,31 0,301

1,8 0,29 0,282

2,0 0,28 0,268
1,2
1
0,8

—— H,[FRE-76]
0,6
e H1numM
0,4
0,2
O T T T T 1
0,5 1 L2/b 1,5 2 2,5

(Fig.II1.5) —Les variations de H; en fonction de % Pour le cas Ly = L,
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Dans cet exemple la discontinuité de déplacement tangentielle est nul (D = 0) ce qui fait

I’annulation de H,. Dans les deux cas les nos résultats sont appréciables.

111.3.4) Fissure inclinée avec des forces appliquées sur ses levres:

Dans cet exemple, les forces concentrées P;, Q, sont appliquées sur le bord de la
fissure a une distance d comme le montre la figure (Fig.111.6). Les facteurs d’intensités de

contrainte au bout C sont donnés analytiquement par :
d 1 d 1
Kic= E1c(,3»;) Q1 (ma)2 +F1c(ﬁ';) Py (ma)

Ky = Ezc(ﬁ;%) Q1 (r[a)_% +F,c( ﬁ:%) P, (na)_%

(Fig.IIL.6) - fissure inclinée débouchante avec un chargement concentré sur sa frontiére
dans un corps semi-infini

Pour les applications numériques, nous prenons: P;=100 N, Q; =80 N, a=1, ia = 0.5,

E=210000 MPa, v=0.3

Le Tableau(l11.7) et (Fig.111.6) montre les variations des facteurs d’intensités en fonction

de I’angle d’inclinaison 3.

Tableau(II1.7) Variation de K; en fonction de 3

B K,[CHE-01] K,[CHE-01] Ky K,
30 431,12 -321,63 438,23 -327,32
60 181,70 -147,83 187,45 -149,78
90 112 ,07 -84,86 118,23 -89,39
120 71,66 -61,42 76,08 -65,03
150 34,98 -34,98 37,03 -37,89
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400 \

300 \

___ K2[CHE-01]

—— K1[CHE-01]
K1 num

e K2 nUM

0 20 40 60 80 100 120 160
-100

-200 /
-300

-400

(Fig.II1.6) —Les variations de K; en fonction de .

Nous constatons a partir des exemples traités la performance de la méthode de
discontinuité de déplacement, et la fiabilité du programme de calcul qui donne des
résultats trés proches aux résultats numeériques de la (MDD) des références [CRO-76],
[FRE-76], [CHE-01]. Pour le chargement imposé, le chargement critique se situé autour

d’une inclinaison de 30°.

111.3.5) Deux fissure émanant d’un trou circulaire dans un plan semi-
infini :

Le but de ce test est de trouver la position critique de la profondeur critique d’une
lacune circulaire présentant deux fissures. Considérons un plan semi-infini, contenant
deux fissures émanant d’une lacune circulaire comme représenté sur la figure (Fig.I11.6).
Nous notons L=50 mm la longueur de la fissure, et R=40 mm le rayon du cercle. Le
module de Young du matériau est égal a 180000 Mpa et le coefficient de poisson est égal
a 0.44. Le chargement a I’infini est égal & 150 N.
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rrrrtt

Py

(Fig.II1.7) — Deux fissures émanant d’un trou circulaire dans un plan semi-infini.

Dans cet exemple, nous faisons varier la distance d; (30 <d; < 100 ) et calculons les
facteurs d’intensité aux tétes de fissure C et D.

Le Tableau(ll1.8) et la (Fig.111.7) montrent 1’évolution des facteurs d’intensité en
fonction de la distance d;

Tableau(I1I.8) variations des facteurs d’intensités en fonction de la distance d; .

d; (mm) Kic(Mpavmm) | Kyc(Mpavmm) | K;p(Mpavmm) | K,p(Mpavmm)
30 182,12 0 171,00 0
40 177,91 0 170,18 0
50 175,45 0 170,03 0
60 173,94 0 169,90 0
70 172,87 0 169,77 0
80 172,10 0 169,65 0
100 171,06 0 169,44 0
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184
182 \

180 \

178 \

176 \ K1C

174 \\ ——K1D
172

~_ T~

170

168 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120

(Fig.II1.8) variations des facteurs d’intensités en fonction de la distance d;.

Le facteur d’intensité critique est donné pour une distance d; de plus en plus proche
de la surface du domaine semi infini. Dans le cas ou le matériau est bien identifié, la

profondeur critique peut étre trouvée.

111.3.6) Fissure en arc de cercle dans un plan semi-infini :

Considérons une fissure en arc de cercle dans un plan semi-infini et soumise au

chargement a I’infini, représentée par la (Fig.I11.9)

(Fig.II1.9) Fissure en arc de cercle dans un plan semi-infini.

Pour les applications numériques, nous prenons : P;=80 N, a=10 mm, % =0.5,
E=210000 Mpa, v=0.19.
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Les facteurs d’intensités de contrainte sont exprimés avec une forme non-dimensionnelle

(s =

K
"

. . . . . )
Les applications sont faites en faisant varier -

de 0,5 a 2,5 par pas de 0,5.

Le Tableau(l11.9) et la (Fig.I111.10) montrent 1‘évolution des facteurs d’intensités en
fonction de % .

Tab(111.9) variations de Sen fonction de %

0 S;anal S, anal S;num Sonum
7 (mm)
0,5 0.51 -0,4 0,53 -0, 39
1 1,2 -0,1 1,29 -0,12
15 1,3 0,35 1,32 0, 37
2 1,1 0,51 1,13 0,50
2,5 0,9 0,57 0,7 0,56
1,6
1,4
1,2
1
0,8 e S1anal
0,6 y 4 /___ Slnum
0,4 S2anal
0,2 / S2num
O T // T T T
0,2 0 0,5/ 1,5 2 2,5
-0,4 7
-0,6

(Fig.II1.10) variations de Sen fonction de %.

Ces résultants sont en parfaite concordance avec ceux obtenus par [EXA-10].

L’auteur de ’article a utilisé la méme approche numérique basée sur la méthode des

discontinuités de déplacement. Ce qui explique la satisfaction des résultats. Des
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Solutions analytiques sont disponibles aussi et elles sont données. Dans ce test, nous
remarquons un extremum pour le facteur d’intensité de contrainte en mode 1. Ceci est

expliqué par la courbure de 1’arc.
I11.4) Conclusion :

Les résultats permettent de conclure que les distances entre fissures a la surface du

milieu semi infini peuvent aboutir a quantifier le degré d’endommagement.

Les profondeurs critiques de fissures émanant de cavité peuvent étre trouvées
connaissant le facteur d’intensité critique. En tous les cas, le facteur d’intensité de
contrainte augmente lorsque la fissure s’approche de la surface. Dans le cas de fissure
en arc de cercle, nous remarquons un extremum pour le facteur d’intensité de

contrainte en mode I. Ceci est expliqué par la courbure de I’arc.
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Conclusion générale

Ce travail montre les grandes possibilités d’utilisation de la méthode de discontinuité
de déplacement pour la résolution des problemes de mécanique de la rupture, et de

I'élasticité en bidimensionnel, en particulier dans notre cas, les probléemes semi-infinis.

Sachant la difficulté de la résolution analytique de ce genre de probleme, la
construction d’un code de calcul basé sur cette méthode est utile pour la modélisation

des milieux continus ou fissurés.

Les exemples traités montrent la performance de la méthode de discontinuité de

déplacement.

Les résultats permettent de conclure que les distances entre fissures a la surface du

milieu semi infini peuvent aboutir a quantifier le degré d’endommagement.

Les profondeurs critiques de fissures émanant de cavité peuvent étre trouvées
connaissant le facteur d’intensité critique. En tous les cas, le facteur d’intensité de

contrainte augmente lorsque la fissure s’approche de la surface.

Dans le cas de fissure en arc de cercle, nous remarquons un extremum pour le facteur

d’intensité de contrainte en mode . Ceci est expliqué par la courbure de 1’arc.

Le mode Il est plus sensible au maillage que le mode I.
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