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ABSTRACT

A non-linear flnlte element procedure is presented for the
inelastic stress analysis of reinforced concrete slabs including
the effects of cracking and yielding of reinforcing steel. The
variation of the material properties through the slabs thickness
is accounted for in a discretized fashion by means of a layering
approach. A comparison is made betwen the computed and
experimental results for two centrally loaded plates: One is a
corner propped slab, the other is simply supported along the four
edges. A numerical experiment is made for a two simply supported
plates aleng the four edges: One is subject to a uniforme load,
the other is subject to a central load applied at the centre of
the plate.

RESUME

On décrit une méthode de calcul par éléments finis des
dalles en béton armé jusgu’d la ruine, et en particulier dans la.
phase non linéaire: On examine l‘influence de la fissuration, de
la plastification du béton ainsi gque de la plastification des
marres d‘armature. On tient compte de la variation des propriétés
du matériau sur l‘epaisseur de la plaque en divisant celle-ci en
couches de propriétés différentes. on presente une
expérimentation numérique pour deux plagues simplement appuyées
l= long des gquatre bords: L‘une est soumise & une charge
uniforme, l'autre est soumise & une charge concentrée appliquée
‘au centre de la plague.
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NOTATIONS

A Surface de la plaque.

[B] Matrice déformations.

{b} vVecteur des forces volumiques.

B,, Matrice déformation associée aux déformations
flexionnelles.

B,, Matrice déformation associée aux déformations planes.

B,, Matrice déformation associée aux déformations de
cisaillement.

C, et C, Coefficients du raidissement 3 la traction du béton.

D Module d'élasticité d’un matériau isotrope.

[D] Matrice d’élasticité.

[D’] Matrice d'élasticité instantanée.

-

D' Matrice d’élasticité du béton fissuré dans le systéme de

coordonnées locales.

D, Matrice d’élasticité du béton fissuré.

D, Matrice d'élasticité de l’acier.

D, Matrice d’élasticité associée aux contraintes pianes.

D,; Matrice d’élasticité associée aux contraintes de

cisailiement.

D, et D, Modules d’élasticité dans les directions (X) et (Y)
respectivement.

D, Module d’élasticité

D,, Module de cisaillement dans le plan (XY) .

dz Différentielle éuivant la direction (2}.

dz; Epaisseur de la i“ﬁ couche.

E Module de Young d’un matériau isotrope.

E. Module d’é&lasticité du béton.

E, Module d’'élasticité ihstantané du béton.

‘B, Module d’élasticité de l'acief.

E, et E, Modules de Young dans les directions (X) et (Y)

x

‘“J "-"j
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respectivement. - :

E,, Terme en dehors de la diagonale de la matrice d’élasticité

{F} Vecteur forces.

f. Résistance & la compression du béton.
«« Résistance a la compression intermédiaire du béton.
f., Résistance a la compression ultime du béton.

f; Résistance a la compression égquivalente du béton sous
compression biaxiale.

f. Résistance 3 la traction du béton. -

F,, Force résiduelle au i*"® déplacement.

G Module de cisaillement d’un matériau isctrope.

H Paramétre d’écrouissage de 1’acier.

{J] Matrice Jacobienne.

K] Matrice de rigidité.

k Facteur de cisaillement.

m Rapport entre les résistance a la traction et & la
compfession du béton.

M, et My Moments de flexion par unité de longueur dans les

directions (X) et (Y) respectivement.

M, Moment de torsion dans le plan (XY)-.

[N] Matrice des fonctions de forme.

n Nombre total de couches.

{n,t) Systéme de coordonnées locales.

N,, N, et N,, Forces dans dans le plan de la plague

N, Fonction de forme associée au noeud i.

{p} Vecteur des tractions de surface.

g Intensité du chargement normal.

Q. et Q, Forces de cisaillement par unité de longueur le long
des directions (X) et (Y) respectivement.

r Nombre 4d’'itérations.

R,

1

Charge totale externe appliquée au 1™ déplacement.

S, et S, Modules de cisaillement effectifs dans les directions
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(X) et (Y) respectivement. Eenle Hationale Polytechnique

[T] Matrice de transformation.
u, v et w Déplacements suivant les directions (X), (Y) et (Z)
reséectivement.

u,,. v, et w, Déplacement de référence.

Vv Volume de la plaque.

W Déplacement transversal dans la direction (Z).

(X,Y¥,Z) Systéme de coordonnées cartésiennes.

Z Position du point considéré par rapport au plan moyen de la
plaque. |

Z, Distance entre le plan moyen de la plagque et la fmm couche.

|
B Facteur de conservation de cisaillement du béton.

J
f

Yy Déflexion de cisaillement du plan moven.
Alf } Vecteur incrément forces.
Af,; Incrément de force résiduelle au i*™ déplacement.

Als)}  Vecteur incrément de déplacements.

Ale .} Vecteur incrément de déformations.

Alo,}  Vecteur incrément de contraintes.
{8} Vecteur déplacement virtuel.
{8/ Vecteur déplacement nodal.

{e} Vecteur déformatiocns.

Déformation du béton fissgré.

€, Déformation fictive normale a la fissure.

€ Déformation plastique correspondant au pic.
€ Déformation ultime.

€. et €, Déformations planes dans les directions (X) et (Y)-

respectivement.

0 Angle des axes principaux par rapport a (X).

0 Angle de fissuration du bétcn par rapport a (X).

cr
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6, et 6, Rotations de la normale dans 1
' respectivement.

B Coefficient de Poisson.
(¢.n) Systéme de coordonnées locales.
o}  Vecteur contraintes.

lo,) Vecteur de contraintes initiales.
¢, et 0, Contraintes principales.
0,.. Contrainte normale octahedrale.

g, ~Contrainte de pic.

g Contrainte normale associée a l’angle 6 .
0, Contrainte de cisaillement dans le plan local (nt).

6, et o, Contraintes normales dans les directions locales
, (n) et (t) respectivement.
o, et a, Contraintes planes dans les directions (X) et (Y)
respectivement.

T,.c Contrainte de cisaillement octahedrale.

xyr Txz € Typ Contraintes de cisaillement dans les plans
(XY), (XZ) et (YZ) respectivement.

¢, et , Rotations moyennes dd au cisaillement transversal

dans les plans (XZ) et (YZ) respectivement.

Q Rapport des contraintes principales.

V  Laplacien.
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INTRODUCTION GENERALE

1.1 INTRODUCTION

Les dalles en béton armé sont parmi les plus grands éléments
structuraux, relativement minces et plats, dont la fonction
principale est de transmettre 1l’action du chargement normal &
leurs plans. Les dalles sont utilisées comme: Plancher et toit
desg constructions, mur des réservoirs et des constructions, ponts
pour supporter les charges concentrées relativement lourdes dues
au trafic. .

Les procédures analytiques qui peuvent souvent déterminer
les &tats de contraintes et de déformations dans les éléments du
béton armé sont compliquées a cause de plusieurs facteurs. Parmi
eux on trouve:

-La non linéarité de la réponse charge-déformation du béton
et les difficultés dans 1la formulation des relations
constitutives souhaitables sous contraintes combinées.

-Fissuration progressive du béton sous augmentation de la
charge et la complexité de la formulation du comportement de la
rupture pour divers états de contraintes.

_ -Considération des armatures et interaction entre les
constituants béton et acier qui forment le systéme composite.

A cause de ces complexités, béaucoup de méthodes d'analyse
et d’étude des structures en béton armé ont &té proposées et
souvent basées sur 1l’analyse élastique combinée avec diverses
procédures classiques ainsi que sur la formulation empirique
développée sur la base d'un large recueil des données
expérimentales. De telles approches sont toujours nécessaires,
désirables et continuent d'étre 1les plus convenables comme
méthodes effectives pour 1’étude ordinaire. Cependant, le
développement rapide des techniques numériques d‘analyse moderne
et la haute expédition digitale des ordinateurs ont doté les
chercheurs d'un puissant outil pour une analyse non linéaire
compléte des structures en béton armé.

L'analyse non linéaire des structures en béton armé est

1



‘devenue d’une grande importance ces derniéres années. L’analyse
non linéaire développe et dévoile le comportement de la rupture
progressive d’une structure jusqu’a son effondrement, ce type
d’'analyse est partjiculiérement désirable pour .certaines
structures telles que: Les réacteurs de vaisseaux de béton, les
structures nucléaires etc. Les &tudes expérimentales sur ces
systémes de structures sont trés coliteuses et les approches
empiriqués, seules, ne sont pas suffisantes pour une évaluation
adéquate de la sécurité. Une analyse non linéaire adéquate peut
donc réduire le prix de revient d’une structure tout en
augmentant sa sécurité. |

Avec l’état présent de développement des programmes par
ordinateur basés sur la méthode des éléments finis, le modéle
inadéquat- des matériaux en béton armé est souvent 1l'un des
facteurs majeurs, limitant la capacité de l’analyse structurelle.
Ceci est dii au fait que le béton armé posséde un comportement
"trés complexe enveloppant des phénoménes tels que: Inélasticité,
figsuration, effet interactif entre le béton et les armatures
etc. Le développement des modéles des matériaux pour le béton
fissuré et non fissuré pour tout état de chargement constitue un
champ de défi particulier dans le domaine d'analyse non linéaire
des structures.

La non linéairité de la réponse du béton armé est due a
quatre effets matériels majeurs:

-Fissuration du béton.

-Plastification des armatures et du béton cbmprimé.

-Glissement entre le béton et les armatures.

-Effets dépendant du temps tels que: Retrait, fluage,...
Seuls les deux premiers facteurs de non linéarité du béton armé

sont considérés dans cette étude.

L'utilisation de la méthode des é&léments finis pour
1’analyse des structures en béton armé a été introduite pour la
premiére fois'par Ngo et Scordelis en 1967 [38]. Durant ces
derniéres années, la méthode des éléments finis a connu une
grande application dans l’analyse des structures en bétcon armé,

particuliérement dans la réponse du comportement non linéaire de

LA



ces structures.

Le succés de l’application de la méthode des éléments finis

{118

au béton armé ([5] est 1i de prés au développement de
1’information quantitative et qualitative sur le comportement
charge-déformation du béton. La formulation des relations charge-
déformation est nécessalre dans la technique analytique. La
méthode des éléments finis est la méthode la plus efficace pour

reproduire le comportement complexe du béton armé.

1.2 SYNTHESE BIBLIOGRAPHIQUE

L’étude des dalles était régie jusqu’a la fin du siécle
dernier par la seule théorie de Kirchhoff qui considére gqu’une
section droite et ncormale & la fibre moyenne avant déformation
restait droite aprés déformation.

Au début de notre sidcle, Karmann (1910) wmit au point la
théorie des grands déplacements qui intéresse la famille de
" dalles trés minces. L’influence du cisaillement et de la
contrainte normale au plan mcyen de la dalle mise en évidence par
Reissner en 1945 sur le plan statique a été complétée en 1951 par
Mindlin en dynamigque oG il a mis en relief les effets du
cisailiement et de 1l’inertie de 1rotation [67]. Cet effet
intéressé la famille de dalles épaisses. -

Le concept de la méthode des éléments finis sur 1l’analyse
structurelle a été introduit par Turner et Al [81], Arguris et
Kelsey [6] au milieu des années 50. Ngo et Scordelis (1967) ont
développé la premiére analyse en é€léments finis sur un systéme
en béton armé&. Les propriétés des matériaux linéaires et les
modéles de fissuration prédéfinis sont pris en compte. A
plusieurs feprises Nilscon (1968) a justifié la fissuration par
le changement de la maille des éléments. Rashid (1968) a modélisé
l’effet de la fissuration par modification des é&léments de
rigidité et de contrainte. L’élément de rigidité dans la
directicn perpendiculaire. a la surface de la fissure et 1la
contrainte transversale 3 celle-ci scont nulles. Zienkiewicz et
Al (1972) ont adopté une agproche similaire en utilisant des
&léments finis iscparamétrigques avec intégration numérique.

Lin et Scordelis {1975) {57] ont classé 1’é&tude par &léments



finis des plagques et cogques en béton armé en deux approches
différentes: (1) l’approche rde la rigidité modifiée et (2)
1‘'approche multicouches. La premiére approche est basée sur une
relation empirique moment-courbure, ol les différentes rigidités
flexionnelles sont assumées pour les différents états matériels.
Jofriet et McNiece [55] ont utilisé une relation bilinéaire
moment -courbure pour étudier les problémes des plaques
flexionnelles en béton armé&. L‘approche multicouches est basée
sur la relation de base contraintes-déformations non linéaires.
L'élément est divisé en couches de béton imaginaires. Chaque
couche peut avoir des propriétés matérielles différentes
correspondant & son état matériel. Hand et Al [43] ont utilisé
cette approche pour étudier 1'histoire de la courbe charge-
déflexion des plaques et cogques en béton armé jusqu’a la rupture.
Cervenka [14] a analysé les panneaux en béton armé chargés dans -
leur plan en utilisant cette technique. Les déformations
flexionnelles et la variation des propriétés des matériaux a
travers 1'épaisseur des panneaux sont prévues dans cette
technique.

; ‘Dotreppe [30], Lin [62], Hand [43], Jofriet [55], Harmon
[44), Abdel-Hafez [1l, Benradouane [12] et d’autres ont obtenu
des résultats satisfaisants en comparaison aux vrésultats
expérimentaux en utilisant le modéle multicouches sur les dalles

en béton armé.

L’ approche multicouches est largemént utilisée avec divers
types d’éléments. Wegmuller [86] a utilisé un élément
rectangulaire avec 3 degrés de liberté par noeud. Cet &lément’
ignore les effets dans le plan et suppose une position fixe du
plan moyen au milieu du plan de la dalle. Pour les problémes de
flexion, éomme les fissures progressent suivant la profondeur de
la dalle, la position du plan moyen change et tend vers la face
de compression. Hand [43], Cope [26] et d’autres ont utilisé un
élément rectanguladire avec 5 degrés de liberté& par ncoeud. Abdel-
Hafez (1] a appligqué la théorie de Mindlin avec 1’approche
multicouches sur les dalles inclinées en béton armé en utilisant

1'8lément isoparamétrique a 5 degrés de liberté par noeud.



Benradouane [12] a utilisé aussi le méme €lément sur les dalles
en béton armé. Ce modéle multicouches sera appliqué dans cette

étude pour analyser différents types de dalles eh béton armé.

1.3 PRESENTATION DE LA THESE

Cette thése comporte sept chapitres:

-Le chapitre 1 donne une description géhérale du probléme
et des objectifs de 1l’étude.

-Le chapitre 2 présente une comparaison entre la théorie de
Kirchhoff et celle de Mindlin. o

-Le chapitre 3 présente l’application de la méthode des
éléments finis aux plaques en flexion avec le modéle multicouches
utilisé dans le programme d’'analyse non linéaire.

-Le chapitre 4 décrit les méthodes de vrésolution non
linéaires et présente aussi la technique utilisée dans cette
étude. )

-Le chapitre 5 présente les modéles mathématiques, les
critéres de rupture des matériaux et le modé&le de fissuration du
béton. - -

-Dans le chapitre 6, sont présentés et discutés les
résultats obtenus, en utilisant le programme d’analyse non
linéaire multicouches, sur différents types de dalles.

-Dans le chapitre 7, sont, enfin, présentés les conclusions

et les recommandations pour des travaux futurs.
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CHAPITRE 2

THEORIE DES PLAQUES
EN FLEXION

2.1 INTRODUCTION

En analyse'des structures, les dalles en béton armé sont
considérées comme des structures de surface plane, leurs
épaisseurs sont petites en cgmparaison aux autres dimensions.
Dans ce chapitre, sont développées les théories des plaques
décrivant leur comportement vis & vis des charges appliquées
perpendiculairement & leurs plans. Les bords des plaques peuvent
étre libres, simplement appuyés ou encastrés.

Deux théories des plaques sous comportement élastique, la
théorie classique des plaques minces (théorie de Kirchhoff) et
la théorie des plaques épaisses de Mindlin, seront discutées dans
cette section. Dans la théorie de Kirchhoff, il est supposé que
la déformation de cisaillement et les effets dans le plan dis a
la restriction aux frontidres peuvent &tre ignorés. Cette théorie
est valable pour les plagues minces dont la déflexion latérale
est suffisamment petite par rapport & l'épaisseur de la plaque.
La théorie de Mindlin, prend en compte l’effet de la déformation
de cisaillement transversal et peut étre utilisée pour les deux
types de plaques minces et épaisses.

Les é&quations générales décrivant les relations entre
déflexion, charges, cisaillement et mcments sont développées dans

ce présent chapitre.

2.2 EQUATIONS D‘EQUILIBRE _

. Considérons 1’égquilibre des forces agissant sur 1’é&lément
de dalle montré suf la figure{2-1), de dimensions (dx) et ({dy)
dans les directions (X) et (Y) respectivement et d’épaisseur (h)
dans la direction {Z). Les équations d'équilibre peuvent é&tre
déterminées comme suit:

-Equilibre vertical (figure(2-1b}):

LA



(a8) Moments par unité de longueur

5 2Q
VQV+ Y ay
oy

(b) Forces de cisaillement par unité de longueur

Eig {2.1); Equilibre de I'élément de plaque



an aQy _
E+-—a—)—;-+q—0 (2"1)

-Equilibre des moments autour de l’axe (X) (figure(2-la}):

oM oM.
Xy — Y - = _
Ox " dy O, =0 . (2-2)

-Equilibre des moments autour de l’axe (Y) (figure(2-1a)):

oM, &%W _
A + —55? 0, =0 . (2-3)

Ol g est 1’intensité du chargement normal, g=gq(x.,y).
Q. et Q, sont les forces de cisaillement par unité de
longueur le long des directions (X) et (Y} respectivement.
M,, M, et M, sont les moments de flexion par unité de
longueur le long des directions (X} et (Y) et le moment de
torsion respectivement. '
Par élimination des forces de cisaillement (Q,} et (Q,) dans
les trois égquations précédentes, "~ on obtient 1'équation
différentielle de second ordre reliant les moments a4 1l’intensité

de la charge.

2 2
FM, . PM, aMy=_q (2-4)
ox? oxaoy dy? .

L’équation (2-4) est connue sous le nom de 1’équation

d'équilibre des plaques.

2.3 DEFORMATIONS ET COURBURES

Dans le cas de la théorie classique des plaques, quatre
hypothéses de base doivent é&tre satisfaites:

a- Le matériau obéit & 1la loi de Hooke, contraintes
propoticnnelles aux déformations.

b- La déflexion est petite par rapport 4 1’é&paisseur de la

plaque.
c- La contrainte normale & la surface médiane est
négligeable.



Lanormale & la surface ————
moyenne aprés déformation

Surface moyenne

Fig (2.2): Déformation d'un élément de plaque (Kirchhoff)

La normale & |a surface a
moyenne aprés déformation :

!
{
I

Eig (2.3): Déformation de cisaillement d’un élément de plague (Mindlin}

Surface moyenne




d- La section plane avant déformation reste plane aprés
déformation.
Cette dernidre hypothé&se permet d‘exprimer les déplacements

(u,v) dans le plan de la plaque en fonction du déplacement

transversal (w) du plan moyen. Considérant la figure(2-2), on
aura: '
ow dw
= - [POU— t = - —— —_—
u za e v za {2-5)

Dérivons la premidre expression par rappert a (X) et la
deuxiéme par rapport a (Y}, on aura:
Pw Fw

€ = "I et €, = —zay2

(2-6a)

ot ¢, et €, sont les déformations planes au niveau (Z) en un
point dans les directions (X,Y) respectivement. '
Dérivons la premiére expression de 1’&quation (2-5)° par
rapport a4 (Y) et la seconde par rapport 4 (X) et par addition,
on obtient:
Fw

ny - _225}(—8} (2_6b)

Ou Y, est la déflexion de cisaillement du plan moyen.

A cause de sa simplicité, la théorie de kirchhoff était
“devenue trés populaire auprés des ingénieurs pendant plusieurs
innées [80], bien qu’elle ne prenne pas en compte la déformation
de cisaillement transversal. Une petite erreur est ainsi
introduite pour les plagques épaisses telles que les dallies en
béton armé. Cependant, dans la formulation en éléments finis,
cette erreur peut étre minimisée en utilisant une théorie gqui
prend en compte les déformations de cisaillement transversal.
Cette théorie développée par Reissner et puis Mindlin (1951) est
basée sur les hypothéses suivantes:

a- La déflexion de la plagque est petite.

b- La contrainte normale a la surface médiane est

négligeabile.

10
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c- La normale & la surface médiane avant déformation
reste rectiligne mais n’est pas nécessairement normale
3 la surface médiane aprés déformation.
Le déplacement latéral (w) au plan moyen et les rotations
des lignes de cisaillement normales au plan moyen (6,,8,) sont
traités comme variablés indépendantes. En se référant & la

figure(2-3), on obtient.

¢X=%j—<’—ex et b, = -, (2-7)

oa ¢, et ¢, sont les rotations moyennes dues aux cisaillement
transversal dans les directions (X) et (Y) respectivement.

Les déformations dans le plan sont données par:

= —zaex €, = -zaey (2-8a)
“ im0 YT Ty . :
06 a6,
et Yy T fz(jig +‘7§;) (2-8b)
La comparaison des équations (2-5) et {2-8) montre

immédiatement 1‘une des principales différences entre les deux
approches. Les déformations donnéées par la théorie de Kirchhoff
sont fonctions dfune seule variable (w) et de second ordre. Par
contre, les déformations données par la théorie de Mindlin sont
fonctions de trois variables indépendantes (W,6,,8,) et du

premier ordre.

2.4 'CHARGES, CONTRAINTES ET MOMENTS

Une plaque plate, supporte des charges transversales
agissant en flexion. La figure (2-4) montre les contraintes qui
agissent sur les sections transversales d’une plaque. Les
contraintes normales g, et ¢, varient linéairement avec (Z) et
sont associées avec les moments de flexion M, et M,. La
contrainte de cisaillement 7, varie aussi linéairement avec (Z)
et olle est associée avec le moment de torsion M. La contrainte

¢. est considérée négligeable en comparaison avec o,, 0, €t Ty

¥

11
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Eig (2.4): Les contraintes agissant sur un élément différentiel
d’une plaque homogéne et linéairement élastique

13



Les contraintes de cisaillement transversal 7,, et 7, varient de
maniére quadratique avec (z). La charge latérale (g} comprend la
charge de surface et de volume, les deux étant dans la direction
(Z} .

Les contraintes montrées suxr la figure(2-4} produisent les

moments fléchissants {M} et les forces de cisaillement {Q}.

b h B .
M, = f_zhoxzdz , M, = f_zj_hoyzdz et M, = f_zh'cxyz‘dz (2-9a)
2 2 Z
A h . .
QX=.Lzrmdz et Qy=‘ﬂztwdz S . (2-9b)
2 2

2.5 RELATION CONTRAINTES-DEFORMATIONS

La formulation des relations contrainte-déformation se
‘rapporte aux contraintes résultant au plan médian de la plague.
il est suppbsé qué le plan médian comprend la surface moyenne
aprés déformation. Cela implique gque les forces de contraintes
résultantes au-dessus du plan médian sont positives et égales a
celles du basg, et leurs lignes d’action sont &galement distantes
par rapport au plaﬁ médian.

Pour 1les conditions de contraintes planes, si les

contraintes correspondant aux -déformations (&,,¢€,,0 sent

)
(0,,0,, Ty} donc, on aura les équations constitutives suivantes:

GX Ex Exl 0 EX
o, t=| By, E, O €, (2-10)
Toy 0 0 G |Yx

cu E,, E,, G et E, sont les caractéristigues mécaniques
dépendantes du matériau qui sont nécessaires pour définir les
propriétés élastiques de la plague.

Pour la théorie classique des plagues, les é&guations

constitutives sont données par: !
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Fw

h
5 Fw
M >=f2 E E o0ld - \ z dz
_h x1 v 2
} 3 dy

' w
M, 0 0 G -2
’ : “{  oxdy

(2-11)

2
a": (2-12)

Fw
M 0 0 D —p OW
“ ’ - | Ox0y

ou «+ M,

OI.} D ’ T o~ ’
* 12 ¥ 12 e 12

E. h’
et D, = —% (2~13)

Pour la théorie de Mindlin, les moments et les forces de

cisaillement peuvent étre exprimés comme suit:

M, [ D, D, 0 ] -%?;X
: oo
{ M, y=| D, D, 0 |3 - —_a; : (2-14)
a0 a0
M 0 0 D (X o+ X
- - A | ( O0x ay)
E _h?3 E h?
Ol} DX= xh . D = yb
12 v 12
Gh'] -Exj_ha.
D = = -
v ' et D, > (2-15)
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0, s, 0 g - ow
* ox
= i (2-16)
oy 0 = eY - g/
o 5. =5 = _KEh _ (2-17)

Ou S, et S, sont les modules de cisaillement effectifs dans les
directions (X) et (Y) respectivemént, et (k) est le facteur de
forme de cisaillement introduit pour corriger 1’hypothése selon
laguelle le cisaillement transversal est constant & travers
1’épaisseur de la plague. On prend généralement (k) é&gal 3 5/6

dans le cas d‘un matériau isotrope. donc

5 Eh -
= S = = = -
S, v T T2 (i) (2-18)

‘Par substitution des équations constitutives (2-12) dans
l"équation d’équilibre des plagques (2-4), on cobtient 1’éguation
aux dérivées partielles de quatriéme ordre de la théorie des

plaques dans le systéme de coordonnées cartésiennes (X,Y).

) Qg (&,

e A L -

3 + 2(D, + 2D

Introduisons, la notation, H=D, +2D, , on obtient

dw Jtw . Fw

D + - =q ' (2-19D)
* oxt dx20y? Y 3yt .
Pour les plaques isotropes:
-5 = _E - E - __E
E, =B, gt . Eg =g T et G = o
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et 1’équation (2-19a) se réduit a:

8“w+2' dw , Fw _

Gcd | “axtay: oyt (2-19¢)

ohq

ou  Viw = (2-19d)

g

Ol E et p sont les valeurs du module de Young et le coefficient
de Poisson respectivement.

Les équations correspondant 3 la théorie de Mindlin peuvent
stre obtenues par les équations constitutives (2-14), (2-16) et
1’équation d’équilibre (2-4). De plus il est possible d'éliminer
les fonctions @, et 8, des équations ci-dessus pour arriver a

1’ équation suivante:

s . D s ge  swe -
DIS " 2507 ay“) * 2e8 5 T Fay ayz)q =g (2-20a
ou  DViw+ L Z-Vwg - g = 0 (2-20b)

kGh

2.6 CONDITIONS AUX LIMITES

Le déplacement latéral (W) doit satisfaire aux équaticns
différentielles d’équilibre en tout point intérieur de la plague
ot aux conditions aux limites en tout point de la frontiére de

celle-ci.

2.6.1 BORD ENCASTRE
Le long d'un bord encastré, la fléche (W) est nulle ainsi
que les rotations des normales & la surface moyenne non fléchie

et donc:

W1x=a = Bx1x=a = ey'x=a =0 _

17
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Notons que dans la théorie de Kirchhoff 0, = 9w et Byz Ow

ox oy
et la condition 6,(x=a)=0 veut dire que le plan tangent a la
surface moyenne fléchie le long de ce bord coincide avec la

position initiale du plan moyen de la plaque.

2.6.2 BORD SIMPLEMENT APPUYE

Si le bord d'équation (x=a) de la plaque est simplement
apﬁuyé, la fléche (W) le long de ce bord est nulle. Cependant,
ce bord pourra tourner librement autour de l’axe Y(x=a), c’est
3 dire qu’il n’existe pas de moment de flexion par rapport a

l7axe (Y) le long de ce bord.

La représentation des conditions aux limites est alors:
W]

x=a

on a aussi 0.,., =0 puisque la rotation autour de 1lraxe (X)

n’est pas permise.

2.6.3 BORD LIBRE
Si le bord d‘équation X=a est entiérement libre, cela veut
dire que ce bord ne subit ni moment de torsion ocu de flexion ni

forces de cisaillement transversal et alors:

Qxlx=a = Mx|x=a = Mx}'ix=a =0

2.7 METHODES DE RESOLUTION DE L‘EQUATICN GOUVERNANTE

La résolution de 1l’équation gouvernante peut se faire dans

18



les cas les plus simples par les méthodes analytiques, ou les
déflexicns de la plaque-soﬁt_représentées soit par une série
double de Fourier infinie (solution de Navier) soit par une série
simple de Fourier infinie (solution de Levy) [80]. Dans le cas
ol les solutions sont difficiles a déterminer aﬁalytiquement, les
méthodes énergétiques peuvent étre utilisées. Pafmi ces méthodes,
on peut citer: La méthode de Ritz et la méthode de Galerkin.

La résolution analytique des problémes de fiexion n’existe
que pour des problémes de géométrie simple et de conditions aux
limites réguliéres. En effet, la &ésolution de l’équagion aux
dérivées partielles qui gouverne le comportement flexioﬁnel d’une
plagque est fagtidieuse etwparfois méme impossible. C’est pourqﬁoi
on a recours aux méthodes numériques gui se sont avérées étre un
outil- puissant, pratique et 'gssentiel ?our le calcul des
structures. Pérmi ces méthodés, on peut citer:

- La méthode des différences finies.

- La méthode des bandes finies.

- La méthode des éléments finis.

- La méthode des éléments aux frontiéres.

Nous développerons, dans la présente &tude la méthode des

éléments finis que nous détaillerons dans le prochain chapitre.

2.8 CONCLUSION

Lé théorie de Mindlin prend en combte l'effet de la
déformation du cisaillement transversal, par contre.la théorie
de Kirchhoff 1’ignore. Par conséquent la théorie de Mindlin est
utilisée pour les plaéues épaisses, cas des dalles en béton armé,

d’ol 1’application de celle-ci dans cette étude.
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CHAPTITRE 3

LA METHODE DES
ELEMENTS FINIS

‘3.1 INTRCDUCTION

Le concept de la méthode des éléments finis est
originalement introduit pour 1l’analyse structurelle par Turner
et Al [81], Arguris et Kelsey [6] au milieu des années 50. Le nom
élément fini a été utilisé pour la premiére fois dans un article
publié par Clough [22] en 1960. '

La méthode des &léments finis a connu par la suite une
progression générale rapide et elle est devenue maintenant la
plus utilisée dans 1l'analyse structurelle.; La famille des
éléments isoparamétriques est introduite pqurlla premiére fois
par Taig (77] et Irons [52]. L’é&lément est appelé iéoparamétrique
parce que la méme fonction d’interpolation utilisée pour définir
la variation des déplacements dans l’é&lément est aussi utilisée
pour définir la géométrie de 1’élément. La procédure de base est
d’'exprimer les coordonnées et les déplacements de 1’élément par
des foncticons exprimées en terme des coordonnées naturelles de
~1’élément. A noter gue les coordonnées naturelles en général ne
sont pas orthogonales au systéme de coordonnées globales. Dans
ce chapitre, la méthcde des éléments £finis est décrite pour
l’analyse non linéaire détaillée des dalles.

3.2 PFORMULATION DES ELEMENTS FINIS

Comme la procédure standard d’analyse en éiéments finis est
bien connue [89], il n’est pas nécessaire de la décrire ici en
détail. Cependant, gquelques termes de la méthode sont présentés.
Cela est donné avec référence particuliére a la formulation de

1'élément de plagues Mindlin en flexion [47].
3.2.1 DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

Dans un milieu continu, le nombre de degrés de liberté est

infini et & moins qu'une solution de forme fermée ne soit

20



utilisée, une analyse exacte est impossible. Une solution
approchée est adoptée par supposition gue le comportement du
milieu continu peut é&tre représenté par un nombre fini
d’inconnues. Dans la méthodes des éléments finis, le milieu
continu est divisé en une série d’éléments de forme géométrique
simple qui sont connectés en un nombre de points connus sous le
nom de points nodaux, ce processus est appelé discrétisation.
Dans la méthode des éléments finis des déplacements, le
déplacement est supposé avoir des valeurs inconnues unigquement
aux points nodaux et sa variation & l’intérieur des é&léments est
décrite en terme des valeurs ncdales par moyen des fonctions
d’interpolation. Ainsi:

{8} = [(N] (8¢ (3-1)

N est -une matrice de fonctions d’interpolation appelées les
fonctions de forme et §6° est le vecteur des déplacements nodaux
de 1’élément. Pour les applications structurelles, la dérivation
des équations gouvernantes d’'équilibre est communément basée sur

le principe du travail virtuel donné par:

j;ﬁetodv-jgéutbdA-j;éucpdﬂ =0 ' (3—2)

Od ¢, o, b, p et & sont respectivement le vecteur déformation,
le vecteur contrainte, les forces de volume, les tractions de
surface et les déplacements virtuels.

Considérons une plaque en flexion:
Le vecteur des forces volumiques: b=(b,, b,, b,, M, M, )"

Les tractions de surface: P={Pxs, Py: Pzt Pmxs Pmy)"

Déplacement virtuel: _ 6=(5u,6V,5w,69x,66y)t

Les intégrations sont faites sur le volume (V) de la plaque
chargée et sur l’aire de surface-(n).

Le premier terme de 1l'équation précédente (3-2) représente
l17énergie de déformation, le second et troisiéme termes sont
respectivement les contributions du travail des forces volumigques

et les charges distribuées sur la surface de la plaque.
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Dans la repfésentation en é€léments finis, si les relations
déformations-déplacements et les relations linéaires contraintesw
déformations sont substituées éans 1’expression du travail
virtuel de 1’équation (3-2}, on peut obtenir le systéme

d’égquations suivant:

(k] 8t - {F =0 (3-3)
Ot la matrice de rigidité [K] est donnée par:

K = thDB dv (3-4)
v

Le vecteur des forces nodales éguivalentes est:

F= fVNb dv + fANp da (3-5)

et b sont les forces poids par unité de volume.
p les tractions appliquées sur la surface (A).
B est la matrice déformation généralement composée des
dérivées des fonctions de forme (N).
D est la matrice linéaire é&lastique ou élasto-plastique
reliant les contraintes et les déformations.

3.3 FORMULATION DES PLAQUES MINDLIN
3.3.1 INTRODUCTION |

Les &léments finis basés sur les hypothéses de Mindlin ont
un avantage important par rapport aux &léments basés sur la

théorie classique des plaques minces. Les déformations données
par la thécrie de Mindlin sont fonctions de 3 wvariables

independantes ( w,0,,8, ) et elles sont du premier ordre. Par
contre, les déformations données par la théorie de Kirchhoff sont
fonctions d’une seule variable (w) et sont du second ordre. Les
éléments des plaques Mindlin exigent uniquement la continuité
C(0). Les déplacements considérés sont les déplacements dans le

plan (U} et (V), le déplacement latéral (W) et les rotations
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nodales indépendantes (8,) et (8,). Cependant, les éléments basés
sur la théorie classique des plaques minces exigent la continuité

Ow dw

C(1l), en d'autre termes i et E aussi bieg que (U), (V) et

(W) doivent &tre continus & travers les interfaces de 1’'é&lément.
L'é&lément de plaques Mindlin est simple & formuler par rapport
3 celui de la théorie classique des plaques et posséde en plus
1'avantage d’étre capable de modéliser le faible cisaillement
aussi bien que le fort cisaillement de la plague. A cause des non
linéarités & travers l1’'épaisseur de la plaque et afin de réduire
la dimension du probléme (deux dimensions au lieu de trois
dimensions), la formulation multicouches a é&té developpée.
L’élément isoparamétrique & huit noeuds [46] wutilisant la

représentation multicouches est utilisée dans cette étude.

3.3.2 LITTERATURE SUR L‘’APPROCHE MULTICQUCHES

Dans la Littérature, on trouve deux points de vue différents
sur les relations constitutives nécessaires. Dans la premiére
approche, utilisée paf Jofriet et McNiece [55] et Bell [40], une
combinaison semi-empirique de la relation moment-courbure est
employée pour essayer de modéliser la non linéarité du
comportement du matériau. Cette approche est limitée car elle
utilise un modéle macroscopique sous la forme d’'une relation
moment -courbure. La seconde approche est basée directement sur
les relations idéalisées contraintes-déformations pour le béton
et les armatures, tous ensemble avec diverses hypothéses
concernant la compatibilité des déformations entre les deux
matériaux. Cervenka [14] a analysé les panneaux en béton armé
sous charges planes en utilisant cette technique. Pour la
déformation flexionnelle, la variation des propriétés des
matériaux a travers l'’épaisseur n’'est pas prise en compte. Cela
peut &tre accompli par la discrétisation en multicouches ou par
1'introduction des points d’intégration numérique & travers
1'épaisseur de la plaque. ‘

L’ approche multicouches est largement utilisée avec divers
types d’éléments. Le premier &lément utilisé par Wegmuller [86]
est un &lément rectangulaire avec treis degrés de liberté

(W,86,,8,) . Cet &€lément ignore les effets dans le plan et suppose
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aussi une position fixe du plan moyen au milieu du plan de la
plagque. Une telle supposition est limitée wunicuement aux
probiémes oll les forces membranaires sont négligeables ou il y
a un petit changement dans la position du plan moyen.

Pour les problémes de flexion, comme les fissures
progressent dans la profondeur de la dalle, le changement de la
position de l’axe neutre par rapport & la position initiale est
inévitable. Elle tend vers la face de compression. Wegmuller
[86], Hand [43] et Cope [26] ont utilisé& un &lément rectangulaire
avec cing degrés ae liberté (U,V,W,9,,98,) par noeud. Abdel-Hafez
[1] et Benradouane [12] ont utilisé des éléments isoparamétrigques
4 huit noeuds avec cing degrés de liberté (U,v,%,8,,8,) par
noeud, en utilisant la théorie de Mindlin. Dans cette analyse ce
dernier type d’'élément est utilisé et les formulations sont

faites séparément pour chague couche.

3.3.3 MODELISATION MULTICOUCHES

L’application de la théorie des stratifiés consiste en la
modélisation de l’'association acier-béton d’une dalle en béton
armé, par un empilement de couches isotropes (les ktarres étant
assimilées a une plaque d’acier d’épaisseur éguivalente)}, dont
le comportement d’'ensemble se rapproche de celui d'une piéce
isotrope. Une multicouche représente un empilement de couches
différentes dont 1’'assemblage est supposé parfait.

Il est important de souligner qu’une plagque stratifiée peut
fléchir sous l’'action des sollicitations de membranes: En effet,
si la symétrie miroir n’est pas respéctée, il y a ccuplage entre
le comportement en membrane et le comportement en flexion. Par
contre, lorsque la symétrie miroir existe, le comportement en
flexion est indépendant du comportement en membrane.

La plague épaisse est divisée en un nombre fini de couches
paralléles au plan médian de la plague comme le montre la
fiqure (3-1) . Chague couche est supposée résister aux contraintes
planes et aux contraintes de cisaillement transversal. Chaque
couche peut étre constituée d’'un matériau différent. Ainsi pour
un &lément de béton armé, chague constituant du matériau est

désigné par une couche différente. L’adhérence entrs toutes les
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(a) ldéalisation par couche

{b) Convention de signe pour les contraintes planes et de cisaillement
(positives comme elles sont représentées)

Fig (3.1): Modéle de plaque en couche
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couches est supposée parfaite. La variation de la contrainte 3
travers l’'épaisseur de la couche est ignorée. La formulation de
Mindlin prend en compte la déformation de cisaillement
transversal et elle est basée sur les hypothéses qui ont é&té
citées dans le chapitre précédent. .

La détérioration de la rigidité de la dalle est représentée

par la variation des propriétés des couches convenablement

changées au fur et a mesure que se developpe la non linéarité.-

La pénétration des fissures & travers 1’épaisseur de la dalle
peut ainsi é&tre suivie sans aucun inconvénient par ce modéle

multicouches.

3.3.4 REPRESENTATION DES DEPLACEMENTS POUR L’ELEMENT

En utilisant les hypothéses de la théorie de Mindlin des
plaques, les déplacements (U}, (V) et (W) en n’importe quel point
de la dalle aﬁec les coordonnées cartésiennes (X,Y,Z) peuvent

"Btre exprimés comme suit:

U(x,y, z) U, (x,y) -28,(x,y)
Vix,y,z) ¢ = Vo(x,¥)-20,(x,y) ¢ (3-6)
W(X,_V,Z) WD(X’y)

Uy, V, et W, sont les déplacements de la surface de référence de
la plaque dans les directions (X), (Y) et (Z) respectivement, 6,
et B, sont les rotations normales dans les plans (XZ) et (YZ)
respectivement. En ce qui concerne la convention de signe, voir

la figure{3-3).

3.3.5 FONCTIONS DE FORME

Une fonction de forme définit la variation du champ de
variables et ses dérivées & travers un élément en termes de ses
valeurs aux noeuds. Donc, les fonctions de forme sont liées au
nombre de noceuds et le type d’'é&lément. En utilisant
1l’idéalisation en é&léments finis, le vecteur déplacement en
n’importe quel point dans un élément isoparamétrigue a huit
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Deformation actuelle

Déformation supposée

La normale & la surface —-—+—~——-

moyenne aprés déformation Surface moyenne

Fig (3.2): Déformation de la section transversale de la plaque Mindiin
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Fig (3.3): Plaque typique de Mindlin
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Fig (3.4); Elément isoparamétrique de ptaque en flexion
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noeuds basé& sur 1‘élément de plaques Mindlin est donné par

l’expression suivante:

(e N{ 0 0 0 0 uy
ve 0 Nf O 0 0 Vi
a
wW“">=Z o 0. Nf 0 0 |[{wg (3-7)
ee i=1 e e
x 0 0 0 N; 0 BX;‘
ee e (=]
v ) 0 o o ¢ NF||6;

N.* est la fonction de forme dans un. noeud (i) en termes de

1

coordonnées locales ( {,n ) et (U,V,W,8,,8,) est le vecteur des
déplacements nodaux au noeud (i) suivant la formulation
isoparamétrique standard. Les valeurs des coordonnées X( {,7n )
et Y( {,n ) en n’‘importe quel point de 1’élément {(figure(3-4)),

peuvent étre définies par les expressions suivantes:

8 8
X(E,m) =Y NEMNX, et Y =Y NE WY, (3-8)
i=1 i=s1
ou (X,,Y;) sont les coordonnées du noeud (i) et ( {,n ) est le

systéme de coordonnées naturelles qui permet l‘utilisation des
éléments sous formes curvilinéaires. N;( {,n ) sont ies fonctions
de forme quadratiques 3 deux dimensions données par Zienkiewicz

[89] comme suit {(figure(3-4)}):

Pour les noeuds d’angles: i=1, 3, 5, 7
N, = %(uz&i) (1+n7;) (qn;-1) (3-9)
Pour les nceuds intermédiaires: - i=2, 4, 6, 8
n3
N = E1(1+EE) (1-nP) +== (1+mn) (1-87) (3-10)
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3.3.6 RELATION DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS
Dans l’analyse & deux dimensions basée sur la théorie des
plaques de Mindlin en flexion et en contraintes planes, la

relation déformations-déplacements peut &tre écrite comme suit:

., =‘%§ . gg _'z(égf + %gf) {3-11)
sz=%:-9x

ou e,, €, et Y, sont les composantes des déformations planes. y,,

et Y,, sont les composantes de la déformation de cisaillement
transversal. Z est la distance entre le centre de la couche et
le plan de référence comme le montre 1la figure(3-1a). Les

équations (3-11) peuvent E&tre écrites sous forme matricielle
comme suit:

[ e, Ei? 0 0 -za—i 0 u
€, 0 % 0 0 -za—ay v

ot =l 5 5 0 iy za | ¥ | (3-12)
Yo, 0 0 “3% -1 0 0,

Y., 0 0 % 0 -1 8,
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En utilisant 1‘/idéalisation en é&léments finis, on peut é&crire:

ONy 0 0 __ONY ) 5
€x ox z dx . 0 Ui
oN{ oN{
0 0 . - = V;
€, 5 0 z 3 i
oNS  ON{ ON; NS
¥y | = 8; 8; 0 -z a; -z a; { Wit (3-13a)
e
Yz 0 0 ON; -N§ 0 0.,
‘ ox
P ON; &
L Yyz | 0 0 a; 0 —NI.E" IR Yi )
qu’on peut réécrire’ simplement:
I
8 .
el =Y B, 18 (3-13b)

I=1

Ol B est la matrice de déformation qui contient les dérivées

cartésiennes des fonctions de forme.

B, peut étre écrite sous la forme suivante:

B, B,
B; = (3-14)
0 B

B,; est la matrice de déformation associée avec les déformations
planes.

B;; est la matrice de déformation associée avec les déformations
flexionnelles.

B,; est la matrice de déformation associée avec les déformations
de cisaillement.

3.3.7 DERIVEES CARTESIENNES DES FONCTIONS DE FORME
Dans les expressionsg ci-dessus, les dérivées cartésiennes
des fonctions de forme peuvent &tre obtenues en utilisant la

ré&gle de chaine des dérivées partielles.
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ON;  ON; 3¢ N ON; dn

0x  JE ox on ox

ON; _ ON; 9 ON; an
et a—y = '—a'E—a—y_ + 611 .é_j—/ (3—15)

En utilisant la formulation isoparamétrique standard (3117,

la matrice Jacobienne (J) peut é&tre obtenue sous la forme

suivante:
dx ay [ oN; oN;
—_— — —X. _
' A B ' T
J = =Y (3-16)
x| THyoew, A
dn an B on i

L'inverse de la matrice Jacobienne (J) est donnée par

1l’expression suivante:

8 o 9y 9%
ox dx . an a¢
-1 — = -
[ J] 0 o Sor 7 ox (3-17)
oy dy an ac¢

Les dérivées cartésiennes des_fonctions de forme peuvent
&tre ainsi calculées par les équations (3-13) et (3-15), qui
seront utilisées ensuite pour le calcul de la matrice de
déformation (B). L’élément de volume discretisé dans les

formulations isoparamétrigques est donné par:

dv = (dxdy)dz = {(detddidn)dz (3-18)

3.3.8 RELATICN CONTRAINTES-DEFORMATIONS
Pour l’analyse linéaire du béton non fissuré et en absence

des contraintes et des déformations initiales, la relation
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"contraintes-déformations peut Etre écrite sous la forme suivante:

tor = (D] e} (3-19)

O D est la matrice d’élasticité qui prend la forme suivante:

1 TS 0 0 0
H 1 0 0 0
1= _
0 —_— 0 0
(D] = ——E—z 2 {3-20a)

(1-p*) 1-p .

0 0 0 —_— 0
k

1-p

0 0 0 0 T
k

E est le module de Young d’élasticité, p est le coefficient de
Poisson et k est le facteur de forme de cisaillement, usuellement
égal a 5/6.

La matrice d’élasticité (D) peut étre écrite comme suit:

D o ] k
{D] = (3-20b)
0 D

5

Ou, D, est relative aux contraintes planes et D, est relative aux

contraintes de cisaillement transversal.

3.3.9 MATRICE DE RIGIDITE ET VECTEUR FORCE ELEMENTAIRE

Toute 1’information requise pour évaluer la matrice de
rigidité élémentaire [K] a été donné precédemment, ainsi que par
1'équation (3-4). La matrice de rigidité élémentaire peut donc

tre écrite sous forme:

K=§; (ffBEDB dxdy) dz, (3-21)

Ci dz, est l’'épaisseur de la i*° couche, n est le nombre total de

couches, B est la matrice de défcormation et D est la matrice
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‘d’élasticité dépendante du type de matériau et de 1'état de

contraintes (acier ou béton, élastique, plastique ou fissuré} de
la couche considérée.

L’intégration numérique peut &tre utilisée pour évaluer la
matrice de rigidité qui. est donnéé par l'expression précédente
(3-21) et les ré&gles d’'intégration Gauss-Legendre scont choisies
pour satisfaire 1’intégration sur l'aire de 1’'é&lément.

Le vecteur force {F} pour chaque élément s'écrit sous la

forme suivante:
F=thp dxdy (3-22)

~

O p est le vecteur force de surface é&€lémentaire. L’intégratiocon

numérique est utilisée pour calculer 1l’intégrale ci-dessus.
Dans cette analyse la réglé d’intégration de Gauss 2*2 est

utilisée pour developper 1'élément isoparémétrique 4 huit noeuds

(1].

3.3.10 LES FORCES RESULTANTES
Les forces dans le plan de la plaque (N,,N,,N,.J), les moments
de flexion (MM, M,) et les forces de cisaillement (Q,,Q,)

peuvent étre écrites comme suit:

N, | (o,

N, g,

N, Ty

{F}=ﬁix‘=iﬁiizx> (2-23)

y = | 2:9,
M, Zi Ty
Ox Txz

L Q.V \ ¥z

Ol z. est la distance entre le plan moyen de la plaque et la i**™

couche, n est le nombre total de couches.
3.4 CCNCLUSION

L’ application de la méthode des éléments finis multicouches

3 1l’étude des dalles en béton armé en utilisant 1'é&lément
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isoparamétrique de Mindlin & 5 degrés de liberté par noeud avec
intégration numérique de Gauss 2*2 semble trés appropriée, car
elle permet de prendre en compte l'effet de cisaillement et de
suivre les différentes non linéarités matérielles & travers les
couches composant chaque plaque. Intégration réduite 2*2 permet

de résoudre le probléme du verrouillage de cisaillement.

i
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CHAPITRE 4

LES METHODES NUMERIQUES
NON LINEAIRES

4.1 INTRODUCTION

Ce chapitre présente les méthodes utilisées pour la
résolution des problémes non linéaires. Il n'existe pas de
méthodes générales directes de résolution des systémes non
lindaires. Les problémes non linéaires sont toujours sclutionnés
par la résolution de plusieurs problémes linéaires successifs ot
les conditions non linéaires sont respectées pour certaines
tolérances. En mécanique des structures, un probléme est non
linéaire si la matrice de rigidité ou le wvecteur chargement .
dépend des déplacements. Un probléme structurel non linéaire doit
vérifier les lois de base de la mécanique des milieux continus:
Equilibre, compatibilité et lois constitutives de rhéolcgie. La
compatibilité des déplacements est automatiquement vérifiée avec
la méthode des éléments finis (formulation déplacements) qui
conduit & une formulation discretisée des problémes necn
linéaires. Il suffit donc, de vérifier les lois rhéclogiques tcut
en préservant l’équilibre de la structure. L'une des techniques
les plus utilisées est de calculer les contraintes a partir du
champ de déplacements et des lois constitutives. Ces contraintes
sont statiquement équivalentes a un systéme de forces nodales
internes qui deoivent éguilibrer les forces externes.

Généralement ces deux systémes de forces ne sont pas égaux
et la différence entre les deux est appelée forces résiduelles.
Ces derniéres doivent &tre annulées pour assurer 1'éguilibre.

En général pour un niveau particulier de chargement, un
nombre de solutions linéaires successives est nécessaire pour
éliminer les forces résiduelles a un degré de précision désiré.
La méthode est évidemment itérative en nature et les résultats
finaux dépendront des £facteurs associés avec le . processus
itératif; par exemple la grandeur de 1l’incrément, la precision

désirée, la technique de la solution employée etc. Clairement,
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il est impossible d’obtenir une solution unique a un probléme
particulier & cause de ces facteurs.

Les relations contraintes-déformations sont une source
majeure de la non linéarité. Celles-ci peuvent varier par les
relations non linéaires a4 court terme entre les contraintes et
les déformations télles que: Plasticité&, fissuration, élasticité
non linéaire etc.

Dans cette &tude, seule la non linéarité causée par le
comportement a4 court terme du béton et de l’'acier est prise en
considération. Celle-ci comprend en outre la résistance du béton
fissuré, les relations contraintes-déformations non linéaires du
béten en compression et l’écoulement de 1l’acier. Les détails
exacts des lois représentant ces comportements seront donnés dans
le chapitre 5. '

En général, la solution d’'un probléme non linéaire est trds
dépendante de ces lols matérielles. Une lcil plus raffinée doit
donner une sollition meilleure. Mais comme mentionné auparavent,
la solution peut aussi dépendre de la procédure non linéaire

employée.

4.2 TECHNIQUES NUMERIQUES PCUR L'ANALYSE NON LINEAIRE
4.2.1 FORMULATION DE BASE
Les problémes non linéaires dans la méthode des é€léments

finis sont usuellement résolus par l‘'une des trois technigues

suivantes:
a- Incrémentale (procédure pas a pas)
b- Itérative
c- Incrémentale/itérative (procédure mixte)

Pour les problémes de non linéarité matérielle uniquement
(petites déformations), la relation entre contraintes et

déformations est supposée &tre de la forme:

La matrice de rigidité élémentaire est foncticn des propriétés -

matérielles =t peut étre écrite comme suit:
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[ = K(o,€)

Les forces nodales externes {F} sont fonction des déplacements
nodaux {6} & travers l'épaisseur de 1'élément et peuvent &tre

exprimées par:

{7t = [K] {8}
Dot 8} = (K] (P
ou {8} = [K(o,e)] ! (B (a~1)

Cette dérivation explique la relation non linéaire de base entre
{6} et {F}, dlle & 1’influence de la loi matérielle sur [K].

L' éguation (4-1) est  résolue par une succession
d’ approximations linéaires. Les différentes mé&thodes
d’application de ces chemins charge-déplacement influencent la
solution finale. Ces méthodes sont expliquées en détail dans ce

chapitre.

4.2.2 METHODE INCREMENTALE
Le principe de la méthcde incrémentale est la subdivision
du vecteur chargement en plusieurs incréments; pas forcément

€gaux. Durant chaque incrément de charge 1’é&quation:

{7y = [K) {8}

est supposée étre linéaire avsc une valeur constante de XK déduite
des résultats de 1’incrément précédent. Des déplacements nodaux
sont obtenus pour chaque incrément et sont ajoutés aux
déplacements cumulés précécdemment. Le processus est répécé
jusqu’au chargement final. Il n’y a pas d’itérations dans
1’ incrément pour restaurer 1‘'2quilibre et la précision dépend de
la taille de 1l'incrément. La modification qui peut se faire est

d’appliquer la moitié de 1'incrément de.charge et de calculer la
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nouvelle rigidité structurelle correspondant aux contraintes
totales de cette valeur. La matrice de rigidité actualisée sera
donc utilisée pour 1’incrément de charge. La méthode incrémentale
d’origine ou de forme modifiée ne prend pas en compte la
distribution de forces durant 1'application de 1la charge
incrémentale.

- L’analyse des méthodes incrémentales est la meilleure
description du comportement force-déplacement. L‘inconvénient
majeur est la difficulté de la prédétermination des incréments

nécessaires pour assurer une bonne précision.

4.2.3 METHODE ITERATIVE

Dans la méthode'itérative, le chargement est appliqué en un
seul incrément avec une certaine matrice de rigidité initiale,
et on calcule les déplacements. Les contraintes sont déduites
selon les lois constitutives et on déduit les forces nodales
internes équivalentes qui n’éguilibrent pas forcément les forces
externes. Les forces résiduelles sont appliquées & leur tour et
cn déduit de nouveaux déplacements gqu’on doit ajouter aux
précédents. Ces déplacements cumulés donnent dJde nouvelles
contraintes et de nouvelles forces résiduelles. Ce processus est
répété jusqu’a élimination des forces résiduelles i une certaine
tolérance. Plusieurs techniques itératives de calcul de la

matrice de rigidité et des forces résiduelles existant.

A - EVALUATION DES FORCES NODALES NON EQUILIBREES

Les forxrces internes sont calculées comme des forces dues a
des contraintes initiales [90]. Cette méthode peut &tre expliquée
comme suit:

Evaluer les relations contraintes-déformations.

lat = [D] le} + lo) (4-2)

O {o,} est le vecteur des contraintes initiales et [D] est la
matrice d’'é&lasticité.
Supposons initialement o¢,=0, 1l’égquation (4-1) est résolue

pour

ar

avec une matrice [D] appropriée et une déformation e
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obtenir un certain niveau de contraintes o, ot.

lo,} = (D] le}

La contrainte qui est produilte est:
- /
{o,,) = (D] le,}

Ou D' est la matrice d’élasticité instantanée.

la différence entre les contraintes:
A) _{OAJ ‘ {4-3)

est utilisée comme contrainte initiale dans 1l‘’équation (4-2), et
les forces nodales non é&quilibrées équivalentes {F} sont

calculées par:

(7 = -[ Beo,av , (4-4)

Y

Les forces sont éliminées en les appliquant a la structure
pour obtenir une correction de §. Ce processus est répété jusqu’a

élimination de o,.

B - METHODE D’'EVALUATION DES ELEMENTS DE LA MATRICE DE
RIGIDITE
Généralement, la matrice de rigidité peut rester constante,

ou bien varier durant le processus itératif.

B.l - METHODE DE RIGIITE CONSTANTE

Dans cette méthode, la rigidité initiale 1linéaire est
utilisée pour chaque étape dans l'analyse. Cette méthode posséde
des avantages é&conomigues parce que la matrice de rigidité est
calculée unigquement une seule fois.-Son inconvénient principal

est gu’elle requiert usuellement un large nombre d’itérations
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a) Processus incrémental

2

Procédure de rigidité Procédure de rigidité Procédure de rigidité
constante variable (approche variable (approche
du module secant) - _ du module tangerst)

b) Processus itératif

! i Procédure de rigidité Procédure de rigidité
(F;:n u: de rigidité variable (approche variahle (approche
du module secant) du module tangent)

¢) Procédure mixte

Fig (4.1): Les principales procédures pour la solution non-linéaire
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pour atteindre la précision désirée, notamment aprads fissuration
du béton et &coulement des armatures. Plusieurs processus
‘accélération ont été suggérés, mais l’utilisation de ces

techniques demeure limitée [26, 73].

B.2 - METHODE DE RIGIDITE VARIABLE

Dans la méthode de rigidité variable, la méthode Newton-
Raphson ou sa version modifiée est utilisée. Dans la méthode
Newton-Raphson compléte, la matrice de rigidité tangente est
actualisée et un systéme complétement nouveau d’équations est
résolu a chaque itération. Ce processus peut étre
particuliérement trés chér si les incréments de charge
relativement petits sont utilisés.

Pour remedier & cela, une modification dans l'élgorithme
total de Newton-Raphson est recommandée par actualisation de 1a

matrice de rigidité occasionnellement.

Le processué itératif est généralement plus rapide et la
procédure d’itération est facile & incorporer dans un programme
linéaire, L’'inconvénient majeur est que les déplacements ne sont
déterminés gue pour un seul incrément. Si le probléme réside dans
l’étude d'un chargement variable avec le temps (dynamique,
fluage...} ou si le chargement total est inconnu ({(recherche de
la charge’ d’instabilité ou de rupture) ou encore si les lois
constitutives dépendent du chemin parcouru (plasticité,

fluage...) alors la méthode itérative est inutilisable.

4.2.4 METHODE MIXTE

Les méthodes mixtes sont une cembinaison des deux méthodes
citées précédemment. Le chargement est appliqué par incréments
et la solution dans chaque étape du chargement est obtenue
itérativement jusqu’a satisfaction de 1’équilibre 3 une précision
donnée. La méthode mixte combine les avantages des deux méthodes
incrémentale et itérative et elle est la plus utilisée. La
figure(4-1c) montre les différentes méthodes de la procédure

mixte.
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4.3 LA PROCCEDURE UTILISEE DANS CE TRAVAIL

Une version de la procédure mixte est utilisde dans ce
travail. L‘'approche Newton-Raphson modifiée [90] est utilisée
pour évaluer la matrice de rigidité. La matrice de rigidité est
utilisée pour toutes les itérations du premiér incrément car les
non linéarités ne sont pas prononcées. Pour les incréments
suivants la matrice de rigidité est actualisée aprés la premiére
itération et les itérations 2, 5, 8, 11, 15, 20, 25 et 30. Ainsi
les effets non linéaires sont reguliérement pris en compte dans
la matrice de rigidité. Comme la méthode Newton-Raphson modifiée
nécessite meoins de calculs de rigidité que‘la version compléte,
des économies numériques sont donc obtenues. Cependant, un large
nombre d’itérations est requis pour la convergence,
particuliérement s’il y a une perte signifiante de rigidité dans
le systeme durant 1‘incrément de charge die i 1la fissuration du

béton ou & l’'écoulement des armatures.

4.4 CRITERE DE CONVERGENCE

Dans la stratégie incrémentale-itérative, il est important
de contrdler la convergence de la solution obtenue 3 la fin de
chague itération. le critére de convergence, usuellement utilisé
pour l’analyse structurelle non linéaire est basé soit sur la
norme des déplacements soit sur la normé des forces régsiduelles
et parfois sur 1’énergie de déformation initiale. Dans la
présente étude, la convergence est basée sur les normes des
forces résiduelles parce qu’elles indiquent directement comment
les exigenceé d'équilibre sont vérifiées [5]. Puisqu’il est
difficile et cher de <contrdler 1l’élimination des forces
résiduelles péur tous les degrés de liberté, une combinaison
d’évaluation par usage des normes des forces est utilisée comme

guit:

x 100 < Tolérance (4-5)
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N est le nombre total des points nodaux des déplacements non nuls
dans la structure. r dénote le nombre d’itérations, F,; est la
force résiduelle au i*™® déplacement et R, est la charge totale
externe appliquée au i*™ déplacement.

Il y a lieu de noter que dans la formulation adaptée pour
17élément de plaques Mindlin, les contraintes sont séparées en
contraintes planes et contraintes de cisaillement transversal.
Les contraintes planes sont supposées suivre la loi matérielle
courante, comme les relations contraintes-déformations. Par
contre 1leg contraintes de c¢igaillement transversal restent
constantes sauf 13 ol le béton est &crasé, dans ce cas toutes les

contraintes sont supprimées.

4.5 DISCUSSION GENERALE SUR LE CRITERE DE CONVERGENCE

La fonction principale du critére de convergence est de
contréler le nombre d’itérations dans un incrément. Le contrdle
est exercé 4 travers le choix des tolérances de convergence et
le type de normes. Un nombre maximum d’iterations est souvent
recommandé afin d’éviter le déroulement indéfini du programme en
cas de divergence. Le nombre d’itérations influence la forme
finale de la courbe charges—déformatibns et la charge ultime. De
13, il est important que les facteurs influengant le comportement
de la convergence et la redistribution des forces soient bien
cernés.

De bonnes teclérances sont théoriquement désirables, mais
peuvent étre trés chéres 4 obtenir parce qu’elles exigent souvent
beaucoup d’itérations. Elles peuvent &tre particuliérement
difficiles a4 atteindre 13 ot les lois matérielles discontinues
(comme la fissuration) forment une partie du comportement non
linéaire. Les discentinuités de pente dans les lois matérielles
peuvent causer de larges forces résicduelles et ces derniéres
doivent étre redistribués. Cependant, ces redistributions causent
beaucoup de discontinuités et donc, d’'autres forces résiduelles
dans les itérations subséquentes. Dans de tels cas la vitesse
d’accumulation des forces résiduelles peut 8tre supérieure 3 la
vitesse de leurs distributions. Une autre situation se présente

gquand les forces résiduelles sont presgue redistribuées lorsque
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une nouvelle discontinuité surgit causant une nouvelle
augmentation des forces résiduelles et nécessitant un plus grand
nombre dfitérations. Cela peut retarder considérablement la
convergence. En pratique, 1’initiation des fissures particuliéres
est sujet de quelques variations et il est discutable s’il est
nécessaire d'attendre jﬁsqu'é ce qu'une situation complétement
stable de fissuration soit atteindre dans n’importe quel
incrément par usage des tolérances trés exigeantes. Un compromis

est donc recommandé.

Dans cetta étude le critére de convergence en forces est
utilisé parce qu’il contrdle directement 1’é&quilibre. Le critére
en déplacement peut quelques fois donner des résultats ne
garantissant pas 1’ équilibre. Dans de telles circonstances, cette
norme peut &tre petite et décroitre alors que les forces
résiduelles peuvent augmenter d cause du changement local dans
la rigidité. "

Finalement la vitesse de convergence dépend de la méthode
utilisée dans la solution. Il est bien connu que la rigidité
constante conduit 3 une convergence lente et cela condult a une
solution non &conomique [5]. Un processus d’accélération peut
dtre inclus pour donner une convergence rapide, mais les
problémes peuvent étre compliqués et ne donnent pas de garantie

que la solution sera la méme comme la solution non accélérée.

4.6 LES ETAPES DE BASE DANS LA METHODE UTILISEE

1- Appliguer un incrément de charge Af; et calculer la

premiére valeur du déplacement incrémental.

AlS ) = [K1-AlE)

Ot K peut é&tre la rigidité élastique initiale ou la rigidité
tangentielle basée sur les conditions prévalant au début de

1/ incrément.
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2- Calculer les incréments desg déformations et des

contraintes.
Ale) = f[B] tAlS )
Alo}t = [D] Aleyd
3- Calculer les déplacements totaux, les déformations et

les contraintes par addition des valeurs incrémentales aux'

valeurs précédentes.

b I-1 1
o, =0.. + Ag;
4 - Contrdler 1'état de contraintes contre le critére

d'dcoulement intermédiaire ou final. Si un critére est violé, les

contraintes sont conduites & la surface d’écoulement.

5- Trouver les forces nodales équivalentes dues a { o; ),

qui sont & l’intérieur de la surface de rupture. Calculer la

force non équilibrée.

Af,; = [Bo.av - £,

f. est la charge totale externe.
Cette étape est 1’é&tape d’'élimination des forces résiduelles.

6- Contrdler la norme des forces ou critére de convergence.

e
[S)\



'8 le critére de convergence est satisfait, donc appliquer ' un

nouvel incrément de charge et répéter toutes les &tapes

précédentes de (1) & (6). Sinon, appliquer les forces résiduelles

{ Af,; ) et calculer les déplacements correctifs ( Ad; ) causés

par les forces résiduelles.

Ad, = [KI*ALF,)

1

Retourner & la 2'°™ étape et répéter le processus jusqu’a ce

cue les conditions de convergence soient satisfaites.

4.7 TECHNIQUES DE LA RESOLUTION. DU SYSTEME LINEAIRE

La résolution simultanée des égquations joue un r&le majeur
cdans l’efficacité d’un programme en éléments finis. Cela est
particuliérement vral dans un programme ncn linéaire en éléments
finis parce gu'un grand nombre de procédures est utilisé dans la
rigclution des égquations.

Dans cette &tude, la résclution par la méthode frontale est
ucilisée. Elle fut introduite originalemént par Ircns [51], et
fit subséquemment modifiée par Hinton et Cwen [46] . La sclution
frontale est une solution de procédure directe tras efficace: Son
attraction principale est que les variabies sont introduites en
derniére étape et rapidement éliminées par rapport a la plupart
G=2s autres méthodes. En plus de cela elle utilise moins d’espace
mémoire, et donc un grand nombre ﬁ’éléments peut étre utilisé
sans .besoin d'un grand espace pour le stockage. Cela est

important spécialement dans l’analyse des structures complexes.

L'idée principale de la soluticn frcntale est d'assembler
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les équations et éliminer les variables en méme temps. Une fois
que les coefficients d’une éqﬁation sont complétement assemblés
par la contribution de tous les é&léments considérés, alors leurs
variagles qui leurs sont corfespondaﬁtes peuvenﬁ 8tre éliminées.
Ceci signifie gue la matrice de rigidité totale n’est jamais
formée enﬁérement, puisque aprés é&limination 1l'équation réduite
est immédiatement transférée au disque de stockage pour une

utilisation ultérieure,.

Le noyau contient, a n'importe guel instant donné, le
triangle de la partie supérieure d‘une matrice carrée contenant
les équations qui sont formées en un temps pa?ticulier. Lesg
noeuds et les degrés de liberté correspcondants aux équations sont
appelés le "front". Le ncmbre d’inconﬁﬁgs daﬁs le front est'la
"largeur du front". La grandeur maximum du probléme qui peut étre
résolu est gouvernée par la "largeur maximale du front". Les
équations, les noeuds et les degrés de liberté appartenant au
front sont dits "actifs"; ceux gui ne sont pas considérés scnt
dits "inactifs"; ceux qui sont passés a travers le front et sont

dliminés gsont dits "désactivés".,

Durant le processus assemblage-élimination les &éléments sont
considérés chacun son tour selon un ordre retenu. Chaque fois
qu‘un nouvel élément est appelé, ses ccefficients de rigidité
sont lus par la machine et additionnés soit aux é&quations
existantes si les noeuds sont déjé actifs, soit aux nouvelles
édquations qui sont déjad incluses dans le front si les noeuds sont
activés pour la premiére fois. Si quelgues nceuds sont apparus

pour la derniére fols, les égquations correspondantes peuvent étre
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éliminées et stockées dans un fichier du disque.

Quoique, la sclution frontale est efficace, les opérations
périphériques du transfert'a un disque de stockage représentent
‘un inconvénient parce que le transfert est une opération trés
lente et cofiteuse, surtout avec un grand nombre d’'éléments. La
golution peut étre améliorée par stockage-des éguations réduites
correspondantes a la variable éliminée dans le noyau temporaire
dit ”buffér area". Une folis cette aire est compléte,
1’ information est transférée au disque. L’ introduction de "buffer
area"” peut réduire le colt de 50% environ en comparaison avec
l'utilisation du disque de stockage ordinaire. Al-Manaseer [5]
dans son étude a conclu gue le transfert au disque est trés
rarement exigé, mais cela, dépend de la grandeur du noyau de

-~

stockage principal de l’ordinateur-utilisé.

Pour mieux assimiler le procéssus assemblage/élimination de
la méthode frontale, on propose un petit exemple de 4 é&léments

‘isoparamétrigues a 8 noeuds (figure(4.3)).

4.8 CONCLUSION

La procédure mixte est la mieux adoptée pour la résolution
des problémes non linéaires par la méthode des &éléments finis
parce gqu’‘elle combine les avantages des deux méthodes
incrémentale et itérative et la méthode frontéle est choisie pour

résolution du systhéme linéaire.
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CHAPITRE 5

t

MODELES CONSTITUTIFS DU COMPORTEMENT
FLEXIONNEL DU BETON ARME

5.1 INTRODUCTION

Une prédiction slre du comportement des structures en béton
armé requiert une connaissance du comportement du béton dans les
domaines élastique et plastigue. Une bonne lol matérielle doit
&tre capable de décrire le comportement exact d’'une structure,
mais cela dépend des données expérimentales utilisées. Malgré les
nombreux efforts concentis pendant des decennies, la gquantité et
la gqualité des résultats expérimentaux demmeurent trés
insuffisants pour une bonne description du comportement du béton
armé pour divers états de contraintes. Les modéles rhéologiques
doivent ‘vérifier les principes de la mécanique -des milieux
continus et reproduire les résultats expérimentaux. aujourd’hui,
la puissance des ordinateurs est telle que les lois constitutives
complexes peuvent &tre incorporées sans trop de difficultés. Le
probléme principal est comment définir une loi convenable. Dans
ces derniéres années, beaucoup de travaux ont été réalisés pour
modéliser le comportement du béton armé.

Les relations contraintes-déformations uniaxiales et
biaxiales pour les différents matériaux (b&ton et acier}, la
représentation des fissures ainsi que le critére de rupture pour

le béton sont présentés dans ce chapitre.

5.2 COMPORTEMENT MECANIQUE DU BETON SQUS DIFFERENTS ETATS DE
CHARGEMENT

Le béton est un mélange de ciment, eau et agrégats fins et
gros. La résistance du béton est foncticn de la résistance du
ciment, de I’agrégat et de l’interaction entre les composants.
Les courbes typiques contraintes-déformations des agrégats et la
pite de ciment sont montrées sur la figure(5-1). Il est clair que
la relation est linéaire sauf aux grands niveaux de contraintes.

Les modules d’élasticité pour 1'agrégat et la pite de ciment sont
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différents [5]. La réponse combinée de ces matériaux est d’une
manidre marguante non linéaire. Cela est dd principalement a la
nature de 1'adhérence ciment-agrégat. Dans la prochaine section
on donne le comportement contraintes-déformaticns et la
résistance du béton sous un chargement statique de coute durée.
Cela sera décrit scus deux états de contraintes: Uniaxial et

biaxial.

5.2.1 COMPORTEMENT SOUS CONTRAINTES UNIAXIALES

A - Région de compression

Une courbe typigue contraintes-déformations pour le béton
soumis a4 la compression uniaxiale présente un comportement
linéaire 8lastique jusgu’ad environ 30% de sa résistance maximale
4 la compression (f.). Pour les contraintes au dessus de ce
point, la courbe montre une augmentation graduelle en courbure
dvaluée autour de 75% & 90% de la résistance ultime a la
compression (f.). Au-deld du pic ({(f.), la c¢ourbe contraintes-
déformations posséde une partie descendante jusqgu’a rupture par
Gcrasement se produisant & une déformation ultime (€,
quelcongue. La forme de la courbe contraintes-déformations
montrée sur la figure(5-2) est associée de prés avec le mécanisme
de la microfissuration progressive interne. Pour une contrainte
avoisinant environ 30% de (f.), les fissures existantes dans le.
béton, avant chargement, restent presque inchangées. Pour une
contrainte entre 30% et 50% de (f.), les fissures commencent &
s’ érendre a cause des concentrations ‘des contraintes a la pointe
de 1la fissure. Pour une contrainte entre 50% a 75% de (f.),
quelques fissures prés des surfaces des agrégats apparaissent
dans le wmortier fissuré. En méme temps d’autres fissures
continuent i s’étendre lentement. Si la charge reste constante,
les fissures continueront & se propager avec une Vitesse
décroissante jusqu’a ce qu’elles. atteignent leurs longueurs
finales. Pour les contraintes de compression au dessus de 75% de
(f.) environ, les larges fissures atteignent des dimensions
critiques causant éventuellement la rupture.

La rupture progressive du béton est causée en premier lieu

par les microfissures & travers le mortier. Ces derniéres
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joignent une bande de microfissures dans les surfaces proches des
agrégats et forment les £ =zones de micreofissures, Avec
1'augmentation de la déformation compressive, 1l’endommagement du
béton continue & s’accumuler, et le béton entre dans la portion
descendante de sa courbe contraintes-déformations, d’ ol
l’apparition de fissures.

Le module d’élasticité initial du béton dépend de sa
résistance a la compression, figure(5-2). Le coefficient de
Poisson (u) du béton sous chargement uniaxial de compression
varie entre 0.15 et 0.22. Une valeur représentative est de
l'ordre de 0.19 ou 0.20. Sous chargement uniaxial, le coefficient
de Poisson (u) reste constant Jjusqu’a 80% de (f.) environ.
Au-dela de cette valeur de contraintes, le coefficient de Pecisson
augmente. Dans les modéles mathématigques, une valeur de ce

coefficient égale & 0.15 est trés utilisée [1].

B - Zone tendue : : .

La figure(5-3) montre les courbes contraintes-déformations
pour le béton avec différents types d’'agrégats sous traction
uniaxiale. Toutes les courbes sont presque linéaires jusqu’ad un
niveau de contraintes relativement grand. Pour la contrainte
inférieure d 60% environ de la résistance 3 la tracticn uniaxile
(£.), les nouvelles microfissures qui sont créées sont
négligeables. Aussi ce niveau de contraintes correspond & une
limite d’élasticité, au-deld de ce niveau, la bande de
microfissures commence & se propager. Le rapport entre la
résistance & la traction uniaxiale et la résistance & la
compression uniaxiale varie entre 0.05 et 0.10. Le mocdule
d’élasticité sous traction uniaxiale est légérement grand et le
coefficient de Poisson est petit comme dans le cas de la

compression uniaxiale.

5.2.2 COMPORTEMENT SQUS CONTRAINTES BIAXIALES

) Une condition de contraintes biaxiales se produit. si les
contraintes principales agissent dans deux directicns uniquement,
et la troisiéme contrainte principale est nulle. Les courbes

typiques contraintes-déformations pour le béton sous un état
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biaxial de contraintes dans les régions: compression-compression,
traction-compression et traction-traction sont montrées sur les
figqures(5-4) & (5-6). Celles-ci sont obtenues par des tests
expérimentaux de Kupfer et Al [60]. Les courbes contraintes-
déformations de compression sont aussi montrées sur les trois
figures citées précédemment.

Les relations contraintes-déformations sont essentiellement
linéaires jusqu’a 30% de la contrainte de rupture, avec un petit
taux de déformation permanent di a la microfissuration. Beaucoup
d’auteurs consid@rent ce point comme le point de la limite
élastique [5]. Dans l’espace de contraintes pfincipales a deux
dimensions, cette limite élastigue est représentée par la
premidre enveloppe montrée sur la figure(5-7). Pour les états de
contraintes en dehors de cette enveloppe €lastique, les fissures
se forment, une destruction interne de la structure du matériau
apparait et des déformations substantielles se produisent. Les
enveloppes 2, 3 et 4 de la figure(5-7) montrent les limites
d’autres points importants dans la relation contraintes-
défcrmations.

A partir des courbes précédentes sur le comportement du
béton, on peut dire que la résistance ultime du béton sous
compression biaxiale est supérieure 3 celle de la compression

uniaxiale. La raison principale de 1'augmentation est due au

. confinement des microfissures [16]. La résistance maximale

augmente approximativement de 25% pour un rapport de contraintes
(0,/0,=0.5) et 1l’augmentation est uniguement de 16% environ sous
un &tat de compression biaxiale égal (0,/0,=1). Sous tracticn-
compressicon blaxilale, figure(5-5), la résistance a la compression
décroit presque linéairement quand la contrainte de traction
augmente. La figure(5-5) montre que la résistance a la traction
biaxiale du béton est approximativement é&gale a sa résistance
uniaxiale et les courbes contraintes-déformations sont de formes

similaires pour les états de traction uniaxiale et biaxiale.
5.2.3 CISAILLEMENT A TRAVERS LES FISSURES

Immédiatement aprés formation d’une fissure, la contrainte

de. cisaillement paralléle a la fissure est nulle parce que la
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fissure est perpendiculaire é‘la‘contrainte princivale. Tant
qu’il n’existe pas de mouvement de cisaillement & la surface de
la fissure, la contrainte de cisaillement paralléle 2 la fissure
reste nulle. Cependant, si un tel mouvement a lieu, comme le
montre la figure({5-8), des contraintes de cisaillement
substantielles peuvent é&tre développées & cause de la rugosité
de la surface de la fissure et la présence des armatures qui
traversent la fissure. La rugosité de la surface de la fissure
conduit au transfert de cisaillement par engrenage des agrégats.
Cela est plus effectif lorsque l’acier traverse la fissure parce
qu’il a tendance s’opposer au mouvement relatif des deux levres
de la fissure.

La plus importante observation des tests expérimzntaux, est
gue la largeur de la fissure posséde une grande influznce sur la

rigidité au cisaillement [1]. Le taux d’acier qui traverse la

fissure et l’orientation des armatures par rapport a la fissure

ont eux aussi une influence substantielle sur la résistance au
cisaillement ultime et la rigidité au cisaillement.

Les surfaces fissurées du béton sont usuellement zccidentées
et 1irréguliéres. Lorsgqu’une force (V) est appligquiés sur une
fissure, un glissement tangentiel (d) et un déplacemant normal
(W) résultent comme le montre la figure(5-10). _orsque le.
déplacement normal est retenu par les barres des armatures
transversalement & la fissure, les contraintes d= traction
axiales se développent dans 1les armatures et incduisant des
contraintes de compression verticales dans le béton. Cz mécanisme
de conservation de cisaillement dans le béton fissuré =st appelé
"conservation de cisaillement aux interfaces" {1]. I. est clair
que la largeur initiale de la fissure est la variable orincipale

gui affecte ce mécanisme.

5.2.4 RAIDISSEMENT A LA TRACTION DU BETON FISSURE

La fisguration a une grande importance dans le ccaportement
non linéaire des é&léments du béton armé. Lorsgqu’une contrainte
pfincipale dépasse la résistance & la traction du bétcn (F.), une
fissure se forme dans une direction normale 3 la direczzicn de la

Y
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contrainte principale.

La figure(5-9) montre la situation physique au voisinage
d’une fissure dans un membre tendu du béton armé [12]. Cette
figure indique que dans une fissure la charge totale est prise
uniquement par les armatures. Par contre dans les zones entre
fissures, la charge est repartie entre 1l’acier et le béton. Cette
aptitude du béton entre les fissures de reprendre la charge de
traction avec les armatures est appelée "raidissement & la
traction". Ainsi lorsque la contrainte du béton est nulle aux
fissures, la contrainte moyenne dans une région fissurée n'est
pas nulle. Cependant, quand la charge est augmentée ‘et la
contrainte dans le béton entre les fissures atteint la résistance
ultime, le béton se rompt et une nouvelle fissure se forme entre
les fissures principales. Par conséquent, la contrainte moyenne
du béton dans la région fissurée décroit progressivement avec le
chargement.

En plus du niveau de contraintes, les autres facteurs
affectant le raidissement & la traction du béton sont: les’
caractéristiques d’'adhérence, la résistance a la traction du
béton, les espacements des fissures et les dimensions des barres
et leurs arrangements. La plupart de ces facteurs ont &té étudiés
par Clark et Cranston [1]. Ils seront discutés en détail dans les

sections sulvantes.

5.3 COMPORTEMENT MECANIQUE DE L‘ACIER
5.3.1 BREVE DESCRIPTION DU CCMPORTEMENT DE L‘'ACIER

Puisque la résistance uniaxiale des armatures est
prédominante, il n’est pas nécessaire d’introduire la complexité
d‘une relation constitutive multiaxiale de l’acier.

Un diagramme uniaxial contraintes-déformations pour l’acier
est montré sur la figure(5-i11). Initialement, la relation est
linéaire et &lastique jusqu‘id la limite d’élasticité (P). Le
point d‘’écoulement (Y} est donc atteint juste aprés le point (P}
et la déformation plastique se produit. La différence entre les
points (P) et (Y) est petite, pour la plupart des aciers, elle
est usuellement négligeable dans les applications pratigues. Au-

deld du point dfécoulement (Y), la plasticité apparait avec
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1’augmentation de la déformation avec un taux trés grand.
Généralement, la contrainte augmente legerement, c’est ce gu’on
appelle écrouissage. Eventuellement une contrainte maximale est
enfin atteinte au point de pic (V). La rupture se prodult aprés

le pic dans la zone descendante au point (F).

5.3.2 ADHERENCE ENTRE ACIER ET BETON

La contrainte d’adhérence est la cause de la contrainte de
cisaillement paralléle d 1’axe de la barre sur l'interface acier-
béton. Cette Adhérence transmet la force de la barre de l’'acier
au béton qui l’entoure et vice versa. L‘’adhérence entre le béton
et l'acier est de nature complexe: Adhésion chimigque, mécanique
et friction. Pour les barres du béton armé, 1’adhésion chimique
et la friction sont 1les £facteurs majeurs contribuant a la
résistance de 1’adhérence, par contre 1l’interaction mécanique
joue'un réle mineur [5].

La figure(5-12) montre la résistance a l1’'adhérence pour une
barre déformée gui agit le long de 1l’interface sous une pression
donnée. Celle-ci peut étre décomposée en deux composantes. La
premiére composante agit parallélement & la barre et tend a
cisailler le béton le long d’une surface de rupture cylindrique
et la seconde composante agit radialement et tend a créer une
division longitudinale. Le dernier mode est le plus fréquent.

Les barres des armatures agissent aussi comme goujon comme
le montre la figure(5-13}. Lé déformation maximale de
cisaillement se produit aprés le développement de l1a fissure et
la barre reprend la force de cisaillement concentrée. Quelques
facteurs peuvent affecter 1l’action du goujen tels que; la
variation des diamétres des barres, la géométrie du spécimen, la
longueur des armatures et leurs arrangements et le béton

d’enrcbage [5].

5.4 MODELISATICN RHEOLOGIQUE
5.4.1 INTRODUCTION

Les relations contraintes-déformations uniaxiale et biaxiale
pour les différents matériaux et le critére d’écoulement gqui leur

correspond sont requis dans le modéle multicouches. Les relations
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contraintes-déformations, la représentation des fissures et le

critére de rupture pour le béton font 1l’objet d= cette section.

5.4.2 FISSURATION DU BETON

La fissuration due 3 la traction, en général possé&de un
effet dominant sur la reponse non 1linéaire, par contre
l'écrasement di a4 la compression du béton n’influe pas beaucoup
sur la réponse non linéaire. Deux approches sont utilisées pour
le modéle de fissuration du béton: La représentation discréte et

la modélisation continue des fissures.

A - Modéle des fissures discrétes, figure(5-14):

Dans ce modéle [l6], les noeuds des &léments adjacents sont
supposés &tre séparés une fois qu’une fissure se produit. Une
difficulté évidente dans ce modéle, est gue la localisation et
l'orientation des fissures ne sont pas connues en avance et que,
des restrictions géométriques sont imposées par la maille
crésélectionnée des éléments finis. Cela peut &tre amélioré en
réactualisant la discretisation des éléments, ces techniques sont
trés raffinées et donnent des informations déraillées sur le
comportement local des structures mais sont extr&mement complexes

a2t cofiteuses.

B - Modéle des fissures continues, figure(5-15):

Dans ce meodele {16], les fissures sont supposées continues
dans toute la région fissurée, avec un nombre infini de fissures.
Ce modéle suppose que le béton devient un matériau orthotrope
aprés l'apparition de la premiére fissure. C’est le modéle le
plus utilisé et 11 a été retenu dans cette étude parce gqu’il est
capable de prédire la description générale du comportement du

béton.

5.4.3 CRITERE DE RUPTURE

Pour le cas des dalles, en général, la c¢onnaissance du
comportement sous contraintes biaxiales ast suffisant. La surface
de rupture adoptée dans cette étude peu& étre exprimée en terme

de contrainte de cisaillement octahedrale sous la forme suivante
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(1] .

T =a+bo (5-1}

oct occ

T%t est la contrainte de cisaillement octahedrale.

L Lz

2, 2 2432
oct = —g-(ox+oy 0,0,+31,)

Uoee €8t 1a contrainte normale octahedrale.

Q
I
W | ps

oct (0x+0y)

a et b sont des constantes déterminées expérimentalement.
Prenons (f_ ) comme résistance & la compression uniaxiale du
béton et de) comme résistance i la compression équivalente sous
une compression biaxiale f;=1.16f,, et en définissant le rapport
m=f./f.. Les constantes de 1’é&quation (5-1) peuvent &tre établies

comme suit:

A - Compression-compresszsion:

- Pour la compressicon uniaxiale:

Toer = —?"/zfc et o = -==

Donc de l’égquation (5-1), on obtient.

£
gfc = -b=% + a (5-2)

- Pour la compression bixiale:

T =§fd et o, =21,

oct
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\

Zri=-2pf,+ a (5-3)

Aprés résolution des équations (5-2) et (5-3), on trouve le

critére de rupture du béton dans le cas de la compression

biaxiale.
T .. a
€5+ 0.1714—25% - 0.4143 =0 (5-4)
fC' fC -
B - Traction-Compression:

Les deux ccmportements sont découplés.

- Pour la traction uniaxiale:

Toct = gft et ooc‘t = ‘%
dfoud ..
-%?ft— b-f + a
ou bien
%?mfc=-€mfc+ a (5-5}
- Pour la combression uniaxiale:
d’ou
gfc=_§fc+a (5-6)
En résoclvant ies équations (5-5) et ({5-6), on obtient le

critére de rupture dans le cas de traction-compression.

Toct +\/§l-m Goct'_ 2\/§ m =0 (5_7}
£ 1+m f_ 3 1+m

=
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C - Traction-traction: .

Puisgque il n’y a pas d’'augmentation de la résistance & la
traction ultime & cause de la traction biaxiale, la condition du
cercle simple est suffisante pour décrire le critére de rupture

dang le cas de traction-traction.

(=) + (=)?-1=0 (5-8)

QU o, et o0, sont des contraintes principales.

5.5 MODELES UTILISES

Avant la description du modéle constitutif particulier
utilisé dans cette étude, il est important de noter qu’il est
supposé que la contrainte de cisaillement transversal n’affecte
pas le comportement non linéaire, sauf dans le cas ol le béton
est &crasé, c’'est A dire gue la rigidité du béton est nulle dans .

routes les directions.

5.5.1 ANALYSE ELASTIQUE

Dans le modéle multicouches, chaque couche est supposée étre
dans un état de contraintes planes. Une couche est aussi supposée
dtre constituée d’un méme matériau, ses propriétés sont fixées
aux niveaux des points d'intégration de Gauss. En contraintes
planes, les relations contrainteé-déformations d’une couche en

béton élastigque et isctrope sont données, par:

0“{ l IJ D e}(
E
o, t = —me | B 1 10 €, (5-9)
' 1-p L
T, o0 = Y

E. est le module d’élasticité du béton et u son coefficient de

Poisson.
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5.5.2 ANALYSE NON LINEAIRE - RELATION CONTRAINTES-DEFORMATIONS
L'analyse élastigque du matériau composite est utilisée pour
evalﬁer les contraintes et les déformations pour chagque couche
en chaque point de Gauss.
Les contraintes et les déformations principales sont
calculées afin de. contréler le critére de rupture selon l’état
des contraintes: Compression-compression, traction-compression

ou traction-traction, figure(s5-7) [12].

5.5.2.1 RUPTURE PAR COMPRESSION BIAXTIALE

I1 a été déja mentionné dans la section précédente qu’un
comportement élastigue linéaire initial pour le béton sous
compression est valable uniquement pour des charges inférieures
ou égales & 30% de sa capacité ultime (£.). Au-deld, un
comportement non linéaire est observé, figure(5-16).

Prenons la relation contraintes-défcrmations du béton sous
forces de compression, il y a plusieurs maniéres possibles de
représenter le changement de la rigidité avec 1l’augmentation de
la déformation. Le modéle proposé par Liu, Nilson et State [1]
est utilisé dans cette étude.

‘ Le concept de base de ce modéle est de traiter le
comportement de la relation contraintes-déformaticns du béton
comme un cas uniaxial équivalent. La contrainte dans la direction
principale est évaluée seulement par 1'incrément de 1la
déformation principale dans la méme direction. La rigidité
tangente qui est en fonction du rapport des contraintes
principales, tient compte de tous les effets biaxiaux.

La relation contraintes-déformations est de la forme:

”~

g = A+BEe (5-10)
(1~pQ) {(1+Ce+De?)

Qi A, B, C et D sont des constantes pouvant &tre retrouvées par
les conditions suivantes en utilisant la courbe contraintes-
déformations en compression.

- Pour £=0 , =0
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do E

- Pour e=0 R = = =
de 1-pQ

- Pour E=€y 0=0,

- Pour €E=€_ , de/de=0

o  est le rapport entre la contrainte principale dans la

direction orthogonale et la contrainte principale dans la
o

direction considérée ( Q = ;ﬁ ). g, et €, sont la contrainte de

2
pic en compression biaxiale et la déformation correspondante

respectivement.

En utilisant les valeurs de ces résultats dans 1'égquation

. . s s aa . g

(5-10) et” en introduisant la rigidité sécante( E.= —£ ), on
- €
obtient. i

Ee
g = I " (5-11)
(1-pQ) [1+(—=—~"2-2) £+ (5)7)
1-pQ E, €, €,

Ol ¢ et ¢ sont respectivement la contrainte et la déformation
sous chargement biaxial. _

E. est le module d’élasticité ‘du. béton sous chargement
uniaxial. _

p est coefficient de Poisson du béton.

¢, est la déformation en contraintes maximales du béton sous
compression biaxiale {(0.0025}.

it

Q = est le rapport entre la contrainte principale

2
dans la direction orthogonale et la contrainte principale dans

la direction considérée.

B, = %ﬁ est le module sécant.

O est " la résistance ultime du béton sous compression
biaxiale (prise égale a f_)).

Cette équation décrit le comportement contraintes-
déformations du béton sous compression biaxiale jusqu’au pic de
déformation égal & 0.0025. Au-deld de ce pic, l’équation cesse
d’8tre valide & cause de 1’adoucissement du béton. Puisque
l’effet majeur sur la réponse non linéaire du béton armé en

flexion est dii & la fissuration, le comportement du béton en
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compression au-dela du pic peut étre ignoré. Par conséquent, dans
cette étude 1l’adoucissement du béton est négligé en supposant que
le comportement du béton est parfaitement plastique.

Dans la procédure numérique adoptée dans cette é&tude,
l"équation (5-11) est linéarisée incrémentalement durant le
chargement monotone. Cela est usuellement réalisé en utilisant
des surfaces de chargement intermédiaires d’aprés Bell et Elms
[11], Chen et Al [19]. De telles surfaces sont montrées sur la
figure(5-7). La premiére surface de chargement correspond a la
discontinuité initiale dans le diagramme contraintes-
déformations. Les surfaces de chargement postérieures sont
supposées avoilr la forme de la surface de rupture. Par contre,
les surfaces intermédiaires sont représentées par 1’'éguation (5-
9), mals avec une résistance intermédiaire (f_) au lieu de (£f_.}.
Une formule empirique pour le calcul de (f_) a été suggérée par

Johnarry [1] et elle a été utilisée par Benradouane [12].

E
foo=foy - £ fo(==
co t+ t(E)

cc
i

oi £.,=0.5f,
E. est le module d'élasticité initiale.
£
E

-

est la résistance 3 la traction du béton.

-
T

; est le module d’'élasticité instantané.

Une fois que la condition de rupture est satisfaite par

1’'éguation {(5-11), le meodule instantané (E;} est déterminé comme

suit.
Si €, < 0.0025 , E.=d¢,/de; par l’équation (5-11)
Si 0.0025 < e, < 0.0035 E,=f./¢,
Si €, = 0.0035 , E.=0

-

5.5.2.2 TRACTION DU BETON - MODELE DE FISSURATION

Le modéle de fissuration est basé sur le modéle de fissures
continues. Plusieures théories ont étcé utilisées pour décrire la
formation de la fissure =t son orientation [12].

Deux modéles sont tossibles pour représenter les fissures
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suivant la contrainte principale & la traction.

A - Analyse de la fissure de direction fixée:

Dans cette analyse, la direction de la premiére fissure est
fixée suilvant la direction de la contrainte principale & 1la
traction au moment ou la contrainte principale 4 la traction est
égale & 1la résistance de traction du béton. La matrice
d'élasticité est modifiée en annulant la rigidité perpendiculaire
a4 la fissure. Ainsi on suppose que les contraintes de traction
sont maintenues nulles perpendiculairement aux plans fixes de la
fissure. Cependant, puisque la contrainte de cisaillement peut
agir dans les'surfaces figssurées, cela signifie qu’une contrainte
de traction peut se dévelcpper selon des directions autres que

la direction de la fissure.

B - Analyse de la fissure de direction non fixée:

Dans cette analyse, le béton est traité comme un matériau
sans traction, avec la contrainte principale & la traction prise
égale a zéro dans toutes les étapes de l‘analyse. La matrice
d’élasticité n'est Jamals transformée, ainsi cette approche
définit & chaque étape de 1l’analyse, un nouvel angle de
fissuration sans aucune référence au précédent.

La fissuration du béton aura lieu lorsque la contrainte an
un point satisfait le critére de rupture biaxial soit en zone
traction-traction, scit en zone traction-compression.

Dans la zone traction-traction, le béton est supposé fissuré
si le critére de rupture de 1l'équation (5-8) est violé. La
direction de la fissure est supposée normale 3 la direction de
la contrainte principale. Deux fissures orthogonales peuvent se
former si les deux contraintes principales dépassent la
résistance &' la traction du béton. Par contre, sous 1'état
traction-compregsion, la fissuration du béton aura lieu lorsque
le critére de rupture de 1'équation (5-7) avec (f_.=f.) est viclé.
La direction de la fissure dans ce cas est supposée normale & la
contrainte principale de tracticn. En cas d'augmentation du
chargement, le béton.gqui était déja fissuré dans une direction

peut se fissurer aussi dans une autre directicn, selon un angle
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de moins de 30° par rapport & la direction de la premiére fissure
(si les fissures non orthogonales sont considérées) [1]. Ppar
contre, si les fissures sont supposées orthogonales, une
nouvelle fissure peut &tre formée mais avec la restriction que
la deuxiéme fissure est normale 3 la direction de la fissure
initiale [12]. Autrement, si le béton est soumis & des
contraintes elevées de compression paralléles & la direction de
la fissure, la rupture et 1'écrasement subséquent du béton
peuvent avoir lieu. La direction de la fissure peut &tre calculée

par la formule suivante:

2
tg28 = - —lw (5-13)
G0,

Ou -45° < 8§ g 45°

La direction de la fissure actuelle (8.) est décerminée par
rapport & 1l’axe (X) comme suit:
* Calculer les contraintes principales avec l'expression

standard suivante:

0, = — “’:td( e (5-14)

** Calculer la contrainte normale associée 3 1'angle 8 avec

l’expression standard suivante:

0, = 0,c08%0 + 0,5in%0 + 21 sinbBcosH (5-15)

**% Comparer les valeurs des contraintes principales (g,,¢,) avec
la contrainte normale (o.).
- 81 og,=0, l’angle de la fissure est: 8..=6

- 81 o,=0, 1’angle de la fissure est: B.,=8+90°

B.1l- Fissuration simple du béton:
Le béton fissuré est traité comme un matériau orthotrope
avec des axes d’orthotropie paralléles et normaux & ia direction

de la fissure. L'effet de Poisson est négligeable a cause du
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Formation de la fissure secondaire

Fig (5.19): Contraintes dans le béton doublement fissuré




-

mangue d’'interaction entre les deux directions orthogonales aprés
fissuration et le module d’élasticité du béton normal a la
direction de la fissure est réduit i zéro. Ainsi, les contraintes
totales aprés fissuration sont données par rapport au systéme de

coordonnées locales (n,t}, figure(5-18).

o, E. 0 0 €,
o, Y=| 0 0 0 €, (5-15)
Toe 0 0 BG Y e

Ot E. est le mcdule d’élasticité du béton.
8 est le facteur de conservation de cisaillement du béton

{ 0<B=<1 }, le choix de la valeur souhaitable pour ce facteur sera

discutée antérieurement.

G est le module de cisaillement du béton.

B.2- PFissuration double du béton:

- Dans le modéle utilisé dans cette étude, le béton peut se
fissurer selon deux directions orthogcnales. Les possibilités
suivantes sont admises: _

Dans le béton non fissuré, les fissures continues dans deux
directions orthogonales se développent 13 ol les deux contraintes
principales sont de traction et excédent la résistance a la
traction du Dbéton, figure(5-19). Dans ce cas la relation

contraintes-déformations est donnée par:

On 0 0 0 €n
o, ¢ =]0 0 0 €, (5-16)
nt 0 0 ﬁG Ynt

Afin de transformer les contraintes dans le béton fissuré
simplement ou doublement, et ﬁui gont définies par rapport aux
axes d’orthotropie, dans le systéme de coqrdonnées globales
(X,Y), la procédure standard pour la transformaticn de

coordonnées peut &tre utilisée comme suit.
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D*=T°D. T (5~17)

c? 52 sc
T=| s? c? -sc (5-18)
-2s¢ 2sc c?-g?

oG c=cos®,., s=sindf_, et 6. est 1l’angle de la fissure par rapport
d l'axe (X), et {(D.) est la propriété matérielle dans les axes
locaux d'orthotropie et dépend du type de fissuration du béton,
qui est donnée par les équations (5-15) et (5-16). Les
contraintes finales dans le systéme de coordonnées globales (X,Y)

peuvent étre obtenues-avec 1'éguation suivante:
{o} = [D*] {e! (5-19)

C - Raidissement a4 la traction

La forme du raidissement a la traction qui est présentée ci-
dessous est la méme que celle gquil est donnée par la ré&férence
[11, figure(5-20).

Zone 1:
€. < € £ C,€ g = (2- € Yy £
or = i>-cr ’ € £
cr
Zone 2:
' 2-C
1 €
C,E.. < € < C.€ g = (c,- V£
1%cr 2%er . ’ — 2 t
CZ Cl ecr
Zone 3:
€ > C,E,, y 0 =0

ou f. est la résistance a la traction du béton et (¢} est la

déformation de fissuration (0.0001}).
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Les coefficients (C;=1,3 et (C,=15 sont déterminés
empiriquement pour assurer une bonne prédiction pour les dalles

et les poutres [1}].

D - Conservation de cisaillement

~ Les faces du béton fissuré sont rugueuses, donc elles sont
capables de transmettre les forces de cisaillement & travers les
fissures par frottement. Pour prendre en compte la rigidité de
cisaillement du béton, le module de cisaillement réduit égal &
(G} est pris en compte dans les relations conﬁraintes—
déformations données par les équations (5-15) et (5-16). Hand et
Al [43] ont proposé l’approche du module de cisaillement réduit
pour éviter les difficultés numériques. Ils ont utilisé une

valeur constante de (8) durant toute l’analyse. Par-la suite,

Cedolin et Poli [1] ont utilisé une valeur de B qui décroit
linéairement avec une déformation fictive normale a la fissure
(qui représente la largeur de la fissure). Al- Mahaidi {(1979)
avait aussi suggéré une variation hyperbolique de (G) avec 1la
déformation fictive normale & la fissure. Dans cette é&tude
1'éguation (5-20) due & Al- Mahaidi est utilisée par Hafez [1]

a été retenue.

= = (5-20)

01 €. est la déformation du béton fissuré (e =f./E.) et (e;) est
la déformation fictive normale a la fissure et est donnée par

1'équation suivante:
- 1 2 - 1 —
€, = €,5in%0_,+ € cos?8 .- €,,51in6 _cosb_, (5-21)

ou €,, €, et €, sont les déformations planes et (8.) est l’angle

yl
de fissuration.

5.5.3 MODELE DU COMPCRTEMENT DE L’ACIER
Dans le développement d’un modéle en &léments finis du béton

armé, deux représentations possibles des armatures sont
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s

utilisées, figure(s5-21}.

1- Représentation discréte:
Les forces axiales ou les barres peuvent &tre utilisées avec
deux degrés de liberté aux noeuds. Donc les éléments utilisés

dans ce cas sont unidimensionnels [1].

2- Représentation continue:

L'acier est supposé &tre distribué sur 1’élément de béton
avec une orientation d’angle donné (a«). Une adhérence parfaite
est supposée entre le béton et l’'acier, et l’acier résiste aux
contraintes dans la direction originale de la barre uniquement.
Pour 1l’analyse multicouches en é€léments finis, le modé&le continu
est usuellement utilisé&, figure(5-22). La couche d'acier est
supposée étre élastd—plastique dans les deux cas traction et
compression avec ou sans écrouissage,. figure(5-23). Pour des
réisons ‘de simplificafion dans hi’angl§se, il' est usuel
d'idéaliser la courbe contraintes-déformations uniaxiale de
l’acier (élasto-plastique avec écro-.uissage linéaire), figure(5-
22) . |

Puisque les barres d’acier peuvent é&tre orientées selon
n’importe gquel angle par rapport aux axes globaux (X,Y), le
comportement multicouches est d’abord décrit dans la direction
des axes locaux'(X';YW, puis transformé aux axes globaux (X,Y).
La transformation au systéme de coordonnées globales se fait par
usage de la matrice de transformation qui dépend de l’'angle («)
d'orientation des barres. En utilisant la procédure standard de

transformation, la matrice d’'élasticité de l'acier g’écrit:

ct cis? c3s
D, =E,| s%c? st cs? | {5-22)
sc3 cs? c2s2

Cl C=cosa, S=sinwo et (a) est 17angle d’'inclinaison des barres par
rapport & l’axe (X), (E,) est le module d’'élasticité de l'acier.
La relation incrémentale &lastique contraintes-déformations

est donnée par.

80



Ao = E, Ae {5-23)

La ol la contrainte uniaxiale de l'acier attéint sa valeur
d’écoulement (f,), la relation contraintes-déformations élasto-
plastique prend la forme suivante:

) Ae - (5-24)

Ot H est le paramétre d'écrouissage de l’acier (considéré
constant dans cette étude).

5-6 CONCLUSION

J Le modéle d’'analyse non linéaire en éléments finis adopté
déns_la présente étude, qui est basé sur 1'approche multicouches,
a été testé en utilisant des données experimentales et a repofté
des résultats satisfaisant en comparaison aux résultats

experimentaux [1].
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CHAPITRE &

PRESENTATICON ET DISCUSSION
DES RESULTATS

6.1.INTRODUCTION

Dans ce présent chapitre une analyse non linéaire détaillée
est utilisée pour simuler le comportement des dalles sous ﬁn
chargement latéral gquelconque. Ceci permet une évaluation réelle
des contraintes et déformations jusqu’a la rupture. Le modéle
multicouches pour 1l’analyse non linéaire des dalles en béton
armé, développé dans le chapitre 3, est utilisé dans cette étude.

Un programme par éléments finis wutilisant 1’approche
multicouches a été développé pour réaliser wune série
d’expériences numériques sur plusieurs modéles de dalles en béton

armé chargées jusqu’d la rupture.

6.2. PROGRAMME |

Le programme développé dans cette é&tude est inspiré du
programme Mindlin [46]. La méme structuration et les mémes sous-
programmes ont été utilisées avec une medification au niveau du
modéle rhéologique. Le programme de Hinton et Owen [46] utilise
les critéres de rupture de Tresca et de Von Mises qui sont
applicables aux métaux. Par contre, le présent programme
multicouches utilise le critére de rupture de Kupfer [60] qui est
développé essentiellement pour le béton. Ce critére est dé&ja
présenté dans le chapitre précédent. La structure globale du
programme d’analyse non linéaire multicouches des dalles est
présentée ci-aprés (figure(6.1). ‘

En plus des subroutines utilisées dans l’analyse linéaire,
ce programme contient des subroutines développées essentiellement
pour 1’analyse non linéaire telles gue: Une subroutine pour les
forces résiduelles et le critére de rupture. Les sous-programmes

décrits en détail dans la référence [46] sont résumés ci-apreés.
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6.2.1. SUBROUTINE INPUT
L’entrée des données se fera au moyen de la subroutine

INPUT, les données a introduire sont de six sortes:

A- Les données relatives a4 la géométrie de la structure

Pour la subdivision de la structure en éléments quadratiques
définissant sa topologie structurelle, trois types d’informations
sont requises:

- Nombre de couches nécessaires pour chaque &élément et les
données définissant le type du matériau.

-Nombre de noeuds de chaque é€lément (génération automatique
en donnant les pas selon les directions X et Y).

-La position de chaque point nodal est spécifié par ses

ccordonnées cartésiennes.

B- Les données définissant les conditions aux appuis

Le degré de liberté ( u,v,w,0,,0, ) peut &tre fixé ou libre

en n’importe quel point nodal. Le code 1 est utilisé pour
indiquer gu‘un degré de liberté particulier en un point nodal
donné est fixé et le ccde 0 est utilisé pour indiquer qu’il est
libre.

C- Les données relatives aux propriétés matériellez (béton et
acier) :

Les propriétés physigues des matériaux (béton et acier) sont
' spécifiées par un code d’'identification pour chacun d’eux. Chaque
code est assccié a l’épaisseur des couches et la valeur de la
charge distribuée.

D- Les données relatives au chargement

Une combinaison de la charge nodale et la charge distribuée
peut étre prise dans un probléme donné. Le type du chargement
peut étre spécifié& par:

- La charge nodale.

- La charge uniformément distribuée.

- Le déplacement nodal imposé fournit indirectement une
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charge et elle est spécifiée par une condition d4'appui.

E- Contrdle des résultats

A cause d‘une large spécification des résultats, on
sélectionne des résultats bien précis pour 1l’affichage. Le
contrdle est utilisé pour l'affichage des résultats nécessaires
A une frégquence bien précise. Les déplacements aux noeuds et les
contraintes et les déformations aux points de Gauss sont requis
et spécifiés, ainsi que les éléments auxquels ils appartiennent.
Les contraintes et les déformations dans les couches d’un élément
donné sont contrdlés pour n'importe guels itération et incrément

de charge.

F- Grandeur de l’incrément et la tolérance de convergence

- L'incrémentation de la charge ainsi que sa grandeur en
pourcentage par rapport a4 la charge totale appliquée doivent &tre
spécifiées.

- La wvaleur de la tolérance de convergence doit é&tre
spécifiée.

- Le nombre maximal d’itérations doit étre spécifié.

- L'affichage des réactions et les déplacements aux points
nodaux et les contraintes et les déformaticns dans les couches
des éléments pour chaque incrément doivent &tre contrdlés par un
indicateur. .
6.2.2. SUBROUTINE ZERO

La fonction de cette subroutine est d’initialiser les

vecteurs et les matrices au début du programme.

6.2.3. SUBROUTINE LOADPB

Pour'l'application des plagques en flexion, deux types de
chargement sont considérés. Le premier type est les composantes
de la charge correspondant aux forces généralisées qui peuvent
8tre préscrites aux points nocdaux. Le second type est le
chargement latéral uniforme. Le chargement doit &tre converti aux

forces nodales égquivalentes.
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6.2.4. SUBROUTINE INCREM '

Le réle de cette subroutine est d’incrémenter le chargement
appliqué. Cette subroutine est appelée & la premidre itération
de chague incrément de charge. Pour chaque incrément de charge,
les données sont posées sous forme de la limite supérieure du
nombre d’itérations, la fréquence d’'affichage des résultats

finaux, la magnitude de la charge et la tolérance de convergence.

6.2.5. SUBROUTINE ALGOR

La fonction de cette subroutine est de contrdler 1la
procédure de la solution. Elle posséde un indicateur qui prend
soit la valeur 1 dans le cas de la reformulation des éléments de
la matrice de rigidité, soit la wvaleur 2 =i la matrice de
rigidité ne doit pas &tre actualisée et par conséquent la matrice
de rigidité reste la méme que celle de 1l’itération précédente
(Newton-Raphson modifiée).

6.2.6. SUBROUTINE STIFPB

Le r&le de cette subroutine est de formuler la matrice de
rigidité ©pour chague élément en utilisant 17algorithme
multicouches. Cette subroutine est utilisée uniquement lorsque
la matrice de rigidité doit é&tre actualisée, cela est contrdlé
par un indicateur de la subroutine ALGOR. Pour plus de détails,

voir le chapitre 3. .

6.2.7. SUBROUTINE FRONT

La fonction de cette subroutine est dfassembler la
contribution de chaque élément sous forme de matrice de rigidité
glcokale éf du vecteur de charge global. Par la sulite la
résolution des équations simultandes se fait par élimination
directe de Gauss. Le rdle principal de la sclution frontale est
d"assembler les équations et d’éliminer les variables en méme

temps. Pour plus de détails, voir le chapitre 4.

6.2.8, SUBROUTINE STREPE

Le réle de cette subroutine est de calculer a3 partir des
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déplacements les contraintes et les déformations dans les couches
pour chagque é&lément.

6.2.9. SUBROUTINE ACTSTR

La fonction de cette subroutine est de déterminer les
relations contraintes-déformations uniaxiales et biaxiales pour
les différents matériaux (béton et acier), ainsi gque 1la
représentation des fissures et le critére de rupture pour le
béton (figure(6.2)). Les modéles rhéologiques des matériaux sont
représentés aussi dans cette subrouﬁine et pour plus de détails,

voir le chapitre 5.

6.2.10. SUBROUTINE PLOAD
Le ré&le de cette subroutine est d’évaluer les forces nodales

4 partir des contraintes résultantes.

6.2.11. SUBROUTINE RESMPA

Le r8le de cette subroutine est de calculer les forces
résiduelles a partir des forces nodales et la charge appliquée.
Elle contrdle aussi, la convergence de la solution par usage de

la norme des forcesg résiduelles. .

6.2.12., SUBROUTINE OUTMPA

- La fonction-de cette subroutine est d’afficher les résultats
finaux a wune fréguence bien déterminée par un paramétre
d'affichage des résultats. Ces résultats sont les déplacements
et les réactions aux noeuds et les contraintes et les
déformations dans les couches aux points de Gauss de chaque

&lément .
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6.3. COMPARAISON AVEC DES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Pour valider les résultats numériques qui sont obtenus.par
le programme d’analyse non linéaire multicouches, une comparaison
avec d'autres résultats s’avére nécessaire. La solution
analytique pour de tels problémes est inaccessible, la validation
des résultats numériques ne peut se falre qu’avec des résultats
~ expérimentaux. Pour cela deux exemples seront analysés et

présentés dans cette étude.

6.3.1. DALLE CARREE SIMPLEMENT APPUYEE SUR SES QUATRE ANGLES

Une dalle carrée simplement appuyée sur ses quatre angles
de Jofriet et McNeice [55] est analysée et les résultats
numérigues et expérimentaux sont confrontés. La dalle est carrée
de 91,44 cm de cbté et 4,47 cm d’épaisseur avec une maille
d’armatures isotrope de 0,85%. La dalle est testée sous une
charge concentrée appliquée en son centre. Elle est modélisée en
deux couches d’armatures et quatre couches de béton 3 travers son
épaisseur. L’'étude est effectuée en considérant une analyse des
fissures crthogonales, et le nombre maximum d‘itérations est £ixé
4 50 pour chaque incrément. Quant & la tolérance de convergence,
elle est prise égale & 5%.

La figure(6.3.1) montre la discretisation par €léments finis
et la numérotation des noeuds ainsi que les ©propriétés
matérielles du béton et l'acier. Les figures(6.3.2) & (6.3.5)
montrent les courbes charge-déflexion obtenus numériguement
expérimentalement en 4 points de la dalle. Une bonne concordance
entre les résultats expérimentaux et ceux prédits par cette &tude
peut étre observée avec un comportement flexible au début du
chargement et un comportement rigide en fin du chargement. Les
résultats présentés par Dotreppe [30] au noceud 39 donne une
allure presque similaire & célle trouvée dans cette étude. Ceux
de Branscn [55] et de Beeby [55] montrent un comportement rigide
au début du chargement et un comportement flexible en fin de
celui-ci. Les résultats de Beeby sont meilleurs que ceux de
Branson. Les résultats de cette é&tude sont egalement meilleurs

gue ceux de Branson.
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6.3.2. DALLE CARREE SIMPLEMENT APPUYEE

Un autre exemple'est aussl présenté ici pour comparer les
fésuitats de cette étude avec les résultats expérimentaux.
L’étude expérimentale de ce modéle de dalle a é&té réalisée par
1’'Association du Ciment Portland et était analysé par la suite
par Dotreppe [30]. La dalle est carrée de 182,88 cm de cdté par
13,97 cm d’épaisseur avec une maille d’'armatures isotrope de
0,99% (figure(6.3.7)). La charge est appliquée au centre de 1la
dalle sur une colonne carrée de 25,4 cm de cHBté, comme le montre
la figure(6.3.7). La dalle est modélisée en deux couches
d’armatures et guatre couches de béton a travers son épaisseur.
L'étude est effectuée en considérant une analyse des fissures
orthogonales, et le nombre maximum d’itérations est égal 3 50
pour chaque incrément. Quant a la tolérance de convergence, elle
est prise égale a 5%. i

La figure(6.3.8) montre la discretisation par'élémehts finis
et la numérotation des noeuds ainsi que les -propriétés
matérielles du béton et lracier. La figure{6.3.9) montre les
courbes charge-déflexion des résultats numérigques et
expérimentaux au centre de la dalle. Les allures globale des
courbes sont similaires. Les résultats de cette &tude donne un
comportement flexible au début du chargement et un compértement
rigide en fin du chargement. Parcontre, les résultats de Dotreppe
[30] donnent un comportement rigide au début du chargement et un
comportement flexible en fin du chargement. D'’aprés .ces
résultats, on peut dire que les résultats de cette étude sont
meilleurs que ceux de Dotreppe. La différence des résultats de
cette é&tude et ceux expérimentaux ne dépasse pas 3%, donc on peut
dire aussi qu’ils sont meilleurs que ceux trouvés dans l'exemple
précédent. De la on peut raisonablement conclure gue le programme
multicouches donne des résultats satisfaisants, et est fiable

pour une expérimentation numérique ultérieure.
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fo= 47,7103 kN/m?

1y=30,338 10* kN/m
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6.4. EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Le programme multicouches qui a été présenté précédemment
pour une analyse non linéaire des dalles en béton armé par la
méthode des é€léments finis est utilisé pour analyser deux modéles
de dalles en faisant varier quelques paramétres numériques tels
que:

- Nombre d’éléments.

- Nombre de couches.

- Tolérance de convergence.

Toutes les dalles sont doublement symétriques, par
conséquent uniquement un quart de la dalle est analysé. Pour les
deux modéles, les piopriétés géométriques et matérielles sont les
mémes et le pourcentage des armatures dans le béton dans les deux
directions est aussi le méme. Cependant ces armatures sont
modélisées en quatre couches, deux supérieures et deux autres
inférieures. Le nombre de couches du béton varie de 4 & 8 plus
deux couches-d'enrobage des armatures.

‘Les propriétés matérielles pour le béton et 1l’acier sont les
suivantes:

- Résistance a4 la compression du béton, f_= 47,7.10%° kN/m?.
- Résistance & la traction du béton, £.=3,5.10° kN/m?.

- Module de Young du béton, E.=27,58.10° kN/m>.

- Module de Young de l'acier, E_=20,68.107 kN/m?.

- Ccefficient de Poisson du béton, p =0,15. ‘
- Résistance & 1l’'écoulement de l’acier, £ ,=30,68.10* kN/m?.

Toutes les expériences sont destinées i étudier les effets
des paramétres numériques cités ci-dessus sur le comportement des
dalles. Les dalles testées dans la premiére série sont carrées
et simplement appuyées sur leurs contours et soumises & une
charge uniforme qui croit de fagon monotone (figure(6.4.1)). Les
dalles testées dans la deuxiéme série ne différent pas des dalles
de la premiére série sauf dans le type du chargement qui est
constitué de quatre charges concentrées qui croissent, aussi de
facon monoctone {(figure(6.4.2)).

L'étude est effectuée en considérant une analyse des
fissures de directions fixes (orthogonales} comme présenté dans

le chapitre 5. Dans toutes les analyses effectuées, le nombre

~
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maximum dfitérations est fixé & 50 pour chaque incrément. Ce
nombre est atteint uniquemsnt 1lda ou la non lindaritéd est

importante. Le raidissement & la traction du béton ainsi que
1’écrouissage des armatures sont ignorés. Finalement, la sclution
. _

non linéaire mixte adoptée dans cette étude est présentée dans
le chapitre 4. |

Pour chaque test les aspects du comportement structurel
suivants sont étudiés:
1- Les déflexions en fonction de 1’augmentation de la charge, par
simplicité, on a considéré le point de déflexion maximale.
2- Une mesure quantitative des fissures n'est pas faisable_avec
ce présent modéle, puis qu’on utilise une approche de fissures
continues..Par contre, lallargeur des fissures peut étre liée aux
déformations des armatures. Ces déformations peuvent &tre
utilisées comme une mesure de la largeur des fissures. Par
conséquent les déformations des armatures en fonction du

chargement seront suivies dans cette é&tude.
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Fig (6.4.1): Dalle carrée simplement appuyée sous charge uniforme (serie 1)
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Fig (6.4.2): Dalle carrée simplement appuyée sous 4 charges concentrées (série 2)



6.4.1. MAILLE DES ELEMENTS

Le modéle de dalles de la série 1 présentée précédemment est
utilisé pour étudier l'effet de la maille des é&léments sur le
comportement des dalles. Pour cela, on utilise deux
discrétisations avec 64 et 100 é&léments comme le montre. 1la
figure(6.4.3). Cette analyse est présentée par les figures(6.4.4)
a (6.4.6). Comme on ﬁeut constater d’aprés ces figures qui
montrent les courbes charge-déflexion obtenues pour un nombre de
couches égal a 10 et 12 ainsi que pour une tolérance de
convergence égale a 3% et %, les résultats sont
approximativement les mémes. La différence dans la charge limite
ultime pour les deux types d’éléments ne dépasse pas 2%.
Cependant, une discrétisation avec 64 éléments est suffisante
pour ce modéle de dalles. D’aprés la référence [1], plus le
nombre d’éléments augmente plus l‘analyse devient précise, parce
que avéc un assez grand ncmbre d’éléments on approche lé milieu
continu. Le champ des déplacements devient précis avec un grand
nombre d’é&léments. Par conséquent, toutes les expériences

numériques qui suivent seront étudiées avec un nombre d’&léments

égal a 64.
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b) Discrétisation un quart de la dalle avec 25 éléments

E;gm Maille des éléments finis avec les conditions aux frontiéres
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6.4.2. NOMBRE DE COUCHES

Pour analyser chaque point & travers 1l'épaisseur d’une
plaque épaisse, 1l est nécessaire de subdiviser celle-ci en
plusieurs. plaques minces. Le modéle multicouches qui a &té
présenté dans le chapitre 3 est utilisé dans ce chapitre pour
démontrer son utilité en faisant varier le nombre de couches
suivant l'épaisseur de la dalle. L‘étude de ce paramétre est trés
importante dans cette analyse. On a donc considéré les deux
modéles de dalles, série 1 et série 2. Les figures(6.4.7) &
(6.4.18) montrentlia comparaison des résultats pour les courbes
chargé-déflexion et charge-déformation des armatures de la nappe

f
inférieure. i

6.4.2.1. MODELE DE LA SERIE 1
A - Courbes charge-déflexion

Les figures(6.4.7) & (6.4.9) montrent la comparaison des
résultats charge-déflexion obtenus pour les nombres de couches
égaux a 10, 12 et 14 pour différents cas de tolérance de
convergence 3%, 4% et 5%. Les courbes ont 1la méme allure pour
tous les cas de toléranceAde convergence. On remarque gqu‘au
palier de plastification il y a une légére différence entre les
courbes, par contre avant celui-ci, toutes les courbes sont
confondues car la non linéarité est trésg faible. Les courbes
montrent que la charge limite ultime obtenue par le nombre de
couches égal 4 10 est lé&gérement supérieure & celle obtenue bar
le nombre de couches &gal a 12 et 14. De la on peut dire que plus

le nombre de couches augmente, plus la charge limite ultime

diminue. La non linéarité flexionnelle mieux mise en évidence par

110

Y



un nombre de couches plus grand. Un nombre de couches réduit ne
refléte pas fidélement les redistributions des efforts notamment
aprés plastification des aciers et donne une charge de rupture
légérement supérieure. Il est évident que la précision des
résultats augmente avec le nombre de couches élevé, mais la durée
d'exécution du programme d'analyse non linéaire multicouches

devient plus grande.

B - Courbes charge-déformation des armatures inférieures

Les figures(6.4.10} a (6.4.13) montrent les courbes charge-
déformation des armatures inférieures pour les modéles 10, 12 et
14 couches dans les différents points de la dalle. D’aprés ces
- courbes, on remarque que dans les différents points de la dalle,
la charge limite ultime est légérement supérieure en utilisant
. le modéle avec 10 couches. Dans les 4 points de la dalle, on
remargue que les déformations des armatures inférieures
augmentent avec l’augmenﬁation de la charge. A un certain niveau
de chargement, on distingue de grandes déformations, celles-ci
forment le palier de plastification et donnent la charge limite.
En comparant les figures{6.4.10) & (6.4.13) donnant les
déformations sur différents points situés sur la diagonale de la
dalle, on remargue aussi qu’en se rapprochant, de plus en plus,
du centre de la dalle, les déformations des armatures inférieures
augmentent suivant la diagonale.'Ceci est dii au fait que le
centre de la dalle est plus sollicité par rapport aux autres
points de celle-ci. A cause du chargement latéral uniforme de la
dalle,“la déflexion est maximale au centre de celle-ci. Donc la

premiére fissure doit apparaitre dans la fibre inférieure au
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centre de la dalle.

L’effet du nombre de couches, comfirme les observations
précédentes. On observe le transfert presque instantané des
efforts vers 1l'acier a la fissuration du béton. La courbe est non
linéaire (& cause du comportement non linéaire du béton) bien
avant la plastification de 1’'acier. Le comportement des armatures

est ductile car 3 la rupture, la déformation ultime atteint 0,4%

6.4.2.2. MODELE DE LA SERIE 2
A - Courbes charge-déflexion

La figure(6.4.14) montre les courbes charge-déflexion des
résultats obtenus pour les différents nombres de couches 10, .12
et 14 4 la tolérance de convergence égale 4 5%. On cbserve les
mémes tendances que celles présentées dans les courbes charge-

déflexion du modéle de la série 1.

B - Courbes charge-déformation des armatures inférieures
Différentes courbés charge-déformation des armatures
inférieures pour les modéles 10, 12 et 14 couches dans les
différents points de la dalle sont présentées sur les
figures(6.4.15) a (6.4.18). Ces résultats montrent que la charge
limite ultime cobtenue par le modéle de 10 couches est légérement
supérieure a celle obtenue par les modeles de 12 et 14 couches
dans 1les gquatre points de la dalle. On remargque dque, les
déformations augmentent avec l’augmentation de la charge dans les

deux points proches du centre de la dalle, par contre aux deux

autres points on observe des discontinuités dans les courbes. La

112
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réduction partielle et monotone des déformations peut s'expliquer
par l'apparition brusque des discontinuités de fissuration
causant des redistributions des efforts.

En comparant les figures(6.4.15) & (6.4.18) donnant les
déformations sur différents points situés sur la diagonale de la
dalle, on remarque aussi qu’en se rapprochant, de plus en plus,
du centre de la dalie, les déformations augmentent suivant la
diagonale. A cause du chargement concentré latéral & la dalle,
la déformation maximale des armatures se situe au centre de 1la

dalle.
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Fig (6.4.11); Courbes charge—déformation des armatures de lo nappe
inféricure (élt.6, PG.no.4) pour une dalle sous
charge uniforme, Tr=5% |
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A - Courbes charge-déflexion

6.4.3. TOLERANCE DE CONVERGENCE

Pour un programme d’'analyse non linéaire, 1l'effet de 1la
tolérance de convergence sur la solution joue un réle trés
important. Dans ce gqui suit, on va considéfer 1"influence de ce
paramétre sur les résultats de notre &tude. Plusieurs valeurs de
ce paramétre sont utilisées pour les modéles de dalles série 1
et 2. Les figures(6.4.19) & (6.4.28) montrent la comparaison des

résultats pour les différentes courbes charge-déflexion et

charge-déformation des armatures de la nappe inférieure.

6.4.3.1. MCDELE DE LA SERIE 1

f

Différentes courbkes charge-déflexion-avec le modéle de 12
couches sont présentées sur la figure(6.4.19), pour les
tolérances de convergence 1%, 3% et 5%. Les courbes présentent
une légére différence dans le palier, par contre avant celui-ci,
elles sont confondues. La différence entre ces courbes ne dépasse
pas 3%. A partir de la figure(6.4.19), on remargue que la plus
petite limite ultime est donnée pour la toléfance de convergence
égale & 1%. De 1la on peut dire que la charge limite ultime
diminue avec une tolérance de ccnvergence plus petite. Puisque
les résultats sont relativement similaires pour tous les
différents cas de la tqlérance de convergence, donc l’analyse de
ce modéle de dalles a une tolérance de convergence égale a 5% est

suffisante.

B - Courbes charge-déformation des armatures inférieures

-~

Les figures(6.4.20) & (6.4.23) montrent la comparalison des
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résultats charge-déformation des armatures inférieures pour les
tolérances de convergence 1%, 3% et 5% obtenues aux différents
points de la dalle. Toutes les courbes présentent presque la méme
allure. La charge limité ultime est légérement plus petite pour
la tolérance de convergence égale a 1%. La différence n’'apparait
qu’aprés fissuration du béton et cela par les raisons évoquées
au chapitre 4 (effet des discontinuités sur la redistribution des
forces résiduelles). En comparant les figures citées ci-dessus,
on remargque qu’‘en se rapprochant, de plus en plus, du centre de
la dalle, les déformations des armatures inférieurés augmentent
suivant la diagonale. Le centre de la dalle est le peoint de

déflexion maximale, & cause du chargement latéral uniforme de la

dalle.

6.4.3.2. MODELE DE LA SERIE 2
A - Courbes charge-déflexion

La figure(6.4.24) montre les courbes charge-déflexion des
résultats obtenus pour les aifférentes tolérances de convergence

1

o\?
@

, 3% et 5% avec le nombre de couches égal a 12. On remarque
aussi les mémes observations que celles citées pour les courbes
charge-déflexion du modéle de la série 1. On plus de ¢a, on peut

dire qu’ici ces courbes sont encore plus rapprochées.

B - Courbes charge-déformation des armatures inférieures
Les courbes charge-déformation des armatures inférieures
pour les tolérances de convergence 1%, 3% et 5% obtenues avec le

modéle de 12 couches sont présentées sur les figures(6.4.25) a

(6.4.28). Les courbes sont presque confondues entre elles, la
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différence ne dépasse pas 2%. Les courbes sont plus rapprochées
gque celles obtenués dans ‘le modéle de la série 1. La charge
limite ultime reste la méme pour les deux cas de la tolérance de
convergence égale d 3% et 5%, par contre pour la tolérance de
convergence égale & 1% la charge limite ultime est légérement
inférieure aux autres. On remarque que dans les deux points
proches du centre’de la dalle, les déformations augmentent avec
1‘augmentation de la charge. Par contre, dans les deux autres
points, dans certains niveaux du chargement les déformations
diminuent avec 1’augmentation de la charge. Ceci donne un
raccourcissement aux armatures, donc une fermeture des fissures
dans le cas%oﬁ le béton est aéjé fissuré. On remargque aussi que
la déformée est plus grande au centre de la dalle.

La réduction partielle et monotone des déformations peut
s'expliquer par 1’apparition brusque des discontinuités ae
fissuration causant des redistribution des efforts. La figure

(6.4.25) montre des discontinuités brusques en certains points

peuvent "soulager" d’autres points.

6.5. Conclusion

Le ?rogramme d’analyse non linéaire multicouches en éléments
finis présenté dans le chapitre 3, s’est avéré comme un outil
trés intéressant pour prédire le comportement des dalles en béton
armé chargées jusqu’a la rupture.

L'analyse des deux modéles de dalles a donné des résultats
proches des résultats expérimentaux et meilleurs & d'autres
résultats numériéues obtenus par d’autres. Malgré les ééarts

minimes observés entre les résultats expérimentaux et numériques,
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on peut dire que les résultats obtenus dans cette étude sont
satisfaisants. La simulation en &léments finis multicouches et
les modéles rhéologiques utilisés pour le béton et l’acier se

sont donc avérés trés judicieux.
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CHAZITRE 7

CONCLUSIONS ET RECOMMANDATIONS

7.1. CONCLUSIONS

A partir de 1'analyse théorique et numérique rapportée dans
cette étude, on tire les conclusions suivantes:
1 - L'analyse des dalles en béton armé en utilisant la théorie
de Mindlin par la méthode des é&léments finis avec un élément
isoparamétrique & 5 degrés de liberté donne des résultats
satisfaisants.
2 - La modélisation multicouches permet de réduire la dimension
du probléme et permet aussi 1'étude de la non linéarité
flexionnelle a travers les couches.
3 - Le modéle multicouchgs adopté est capable de prédire le
comportement des dalles en béton armé chargées jusqu’'a la
rupture.
4 - Les modéles rhéologiques des matériaux adoptés sont éapables
de reproduire le comportement dominant des telles structures en
béton armé chargées jusqu’a la rupture.
5 - Le modéle des fissures de direction fixée peut étre utilisé
dans\le cas des armatures orthogonales.
6 - La maille des &léments pour ce cas de type d’'é&lément n’'a pas
vraiment une grande influence sur le cofit de l'analyse.
7 - Le comportement prédit et le cofit de 1’analyse, ne sont pas
influencés de maniére significative par le nombre de couches
adoptées pour le béton, d’ocl un nombre total de 8 couches est
suffisant pour modéliser la dalle & travers son épaisseur.
8 - La fléche et la charge limite ultime ne sont pas trés
affectées par la valeur de la tolérance de convergence. La
tolérance 5% est recommandée dans la phase élastique et début de
plastification, par contre cette tolérance doit €tre réduite dans

la phase de plastification jusqu’a la rupture.

7.2 RECOMMANDATIONS
Les recommandaticns et les suggestions sont les suivantes:

1 - La théorie de Mindlin est recommandée pour les dalles
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épaisses ou l'effet du-cisaillement n’'est pas négligeable (cas
des dalles_én béton armé).

2 - Les dalles testées dans la présente étude sont soumises i des
charges particuiiérement simples, alors d'autres études sont
souhaitées pour le cas de chargement complexe.

3 - Le modéle de fissures discrétes peut étre utilisé pour ce cas
de types de structures en béton armé.

4 - Le critére de rupture pour le béton suggéré par Buyukozturk
[13] peut étre introduit dans le programme multicouches.

5 - Des modéles rhéologiques cycliques et dynamiques peuvent étre

incorporés.
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