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 ملخص
 ةالهدف من هذا العمل المتمثل في هذا المشروع هو دراسة التفاعل بين الإدراج باستخدام طريقة الانتقالات غبر المستمر

 ومقارنة نتائج هذه الطريقة مع نتائج 

COSMOSWorks 

.ة تتم مقارنة النتائج المتحصل عليها من حيث الضغط مع تلك التي حصلنا عليها مع طريقة الانتقالات غبر مستمر  
  ، والمرونة الإدراجة: طريقة الانتقالات غبر المستمركلمات البحث 

 

RESUME 

 

       Le but du travail présenté dans ce projet est  l’étude de l’interaction entre inclusions en 
utilisant la méthode de discontinuité de déplacement et comparé les résultats de cette méthode 
avec les résultats de COSMOSWorks  

       Les résultats obtenus en terme de contrainte sont confrontés à ceux obtenus par la 
méthode des discontinuités de déplacement. 

Mots clés : Méthode de discontinuité de déplacement , élasticité,  inclusion ,  
 
 
 

ABSTRACT 
 

       The aim of the work presented in this project is to study the interaction between 
inclusions using the displacement discontinuity method and compared the results of this 
method with the results of COSMOSWorks 
     the obtained results in terms of stress are compared with those obtained by the method of 
displacement discontinuities. 

Key word: method of displacement discontinuities, elasticity, inclusion 
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Introduction générale 
 
          
         Le Calcul du déplacement et de la contrainte dans un plan élastique contenant des 

inclusions est un problème important en mécanique des solides. Ce problème a des applications 

directes pour déterminer  l'efficacité des propriétés élastiques des matériaux et est également 

d'intérêt pour l'évaluation des facteurs de concentration des contraintes autour d’inclusions et 

l’identification des domaines de la défaillance des matériaux possible. 

Deux principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la résolution des 

problèmes de structures en mécanique : la méthode des éléments finis [2] et la méthode des 

équations intégrales de frontière [3]. Fréquemment, nous relevons des études comparatives de 

l’efficacité de la méthode des éléments finis par rapport à la méthode des équations intégrales 

et nous relevons que l’on oppose l’une par rapport à l’autre. 

Chacune des deux méthodes numériques a ses avantages. Cependant, la méthode des équations 

intégrales offre des avantages certains dans des configurations de problèmes dont : 

         • La résolution en domaines infinis. 

         • La résolution du processus de propagation de fissures. 

          La méthode des éléments finis étendus (XFEM) est aussi un outil qui a permis de 

montrer son efficacité. 

           Le dernier domaine d’application en tridimensionnel reste un champ d’étude en cours de 

développement. 

          Historiquement, la méthode des éléments de frontières appelée aussi méthode des 

équations intégrales a été développée de deux manières distinctes. L'une des deux est une 

approche plus mathématique. Elle est basée sur certains théorèmes fondamentaux qui relient 

directement les inconnues du contour aux conditions limites. Cette approche est appelée la 

Méthode des Equations Intégrales Directes. L'autre approche est une approche physique 

intuitive, qu'on appelle la méthode des discontinuités de déplacements [3-5]. 

          Cette approche consiste à chercher en premier lieu les valeurs des perturbations fictives 

dont les effets sur le contour sont les conditions aux limites spécifiées, ensuite à calculer le 

reste des inconnues du contour comme étant les effets de ces perturbations "fictives" en ces 

points. Puisque les inconnues du contour sont obtenues indirectement, cette approche est 

appelée la Méthode des Equations Intégrales Indirectes (la Méthode des discontinuités de 
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déplacements), méthode retenue pour notre étude. 

          La formulation de la méthode des discontinuités de déplacements (MDD) est due 

à « Crouch (1976 & 1983) » [3,6]. 

      

         Nous avons décomposé notre document en 3 chapitres: 

Le premier chapitre est consacré à la méthode de discontinuité de déplacement en 

bidimensionnel. 

Le deuxième chapitre est consacré à l’application de la méthode aux milieux non homogènes. 

Enfin dans le troisième  chapitre des exemples sont traités. Ils concernent des plaques 

présentant des inclusions. Les paramètres étudiés sont la distance entre inclusion et les 

rapport des modules de Youns. Les calculs ont été réalisés par la méthode des discontinuités 

de déplacement et le logiciel COSMOSWorks. 
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CHAPITRE I 

Méthode de Discontinuité de Déplacement 
 

I.1. INTRODUCTION. 

Pour approcher les solutions analytiques aux problèmes tels que, la mécanique des 

fluides, la mécanique des solides, celle de la rupture, l’élasto-statique et autres, souvent 

difficiles à déterminer par une résolution directe des équations différentielles. P lusieurs 

méthodes numériques ont été mises en places telles que  la méthode des éléments finis et la 

méthode des différences finis. 

Néanmoins, l’apparition d’une nouvelle  technique, la Méthode des Eléments de 

Frontières  (BEM),  généralement  connue  sous  le  nom  de  la  Méthode  des  Equations 

Intégrales de Frontières, ne cesse elle aussi de s’illustrer par sa simplicité et sa variété 

d’application. 

Au contraire de la méthode des éléments finis qui nécessite une discrétisation 

totale du domaine en éléments, qui devient très compliqué lorsqu’il s’agit d’un domaine 

infini, la BEM se limite seulement à une subdivision de la frontière en éléments joints les 

une aux autres (Fig.I.1). 

 

 
a) FEM                                                    b) BEM  

Fig.I.1. Méthode de discrétisation 

Cette méthode (BEM) a été développée suivant deux approches l’une d’elles est 

d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la théorie du potentiel d’où la 

Méthode Directe. L’autre approche est physique et consiste à chercher les solutions pour des 

singularités, placées tout au long du contour. Cette méthode est connue sous le nom de 

Méthode Indirecte. 
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Deux formulations indirectes existent. La Méthode des Contraintes Fictives 

(MCF) et la Méthode de Discontinuité de Déplacement (MDD). Ces méthodes ont été 

développées par Crouch  et  StarfIield  en  1983  pour  étudier  les  solides  continus  ou  

fissurés  dans  des problèmes en géomécaniques [3]. 

 

 

I.2. PRINCIPE DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT 

(MDD). 

Une discontinuité de déplacement peut  être visualisée comme étant une fissure 

composée de deux surfaces (lèvres) disjointes, se déplaçant relativement l’une par rapport à 

l’autre. 

La méthode de discontinuité de déplacement se base sur la solution analytique d’un 

problème d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite à l’intérieur d’un 

domaine élastique infini. Elle consiste à diviser (discrétiser) le segment de droite en une 

série de N éléments reliés les uns aux autres. Ainsi et connaissant la solution analytique 

pour  chaque  discontinuité  élémentaire,  on  peut  construire  la  solution  numérique  du 

problème donné, en sommant les effets de tous les éléments [3] 

 

 I.3. PROCEDURE DE LA MDD DANS UN SOLIDE INFINI. 

Le problème d’une discontinuité de déplacement constante sur un segment de 

droite  dans  le plan x , y d’un solide infini est spécifié par la condition que le déplacement  

soit  continu   partout   sauf  sur  le  segment  en  question  (soit  la  partie a<x<a, pour y=0) 

(voir Fig. I.2). 
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Fig.I.2. Discontinuité de déplacement 

 

               Si on considère ce segment comme une fissure droite, on peut distinguer ses deux 

surfaces en disant que l’une des surfaces est sur le côté positif de 𝑦𝑦 = 0, noté 𝑦𝑦 = 0+et que 

l’autre est sur le côté négatif de 𝑦𝑦 = 0, noté 𝑦𝑦 = 0− 

. 

On définit la discontinuité de déplacement  Di = (Dx, Dy) comme la différence de 

déplacement entre les deux côtés du segment :  

                           

             𝐷𝐷𝑖𝑖=𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥1, 0−) − 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥1, 0+)                                                                                 (I.1) 

ou 

𝐷𝐷𝑖𝑖=𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑥, 0−) − 𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑥, 0+) 

                                                                                                                          (I.2) 

𝐷𝐷𝑦𝑦=𝑢𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑥, 0−) − 𝑢𝑢y(𝑥𝑥, 0+) 

 

La solution du problème posé en contraintes et en déplacements est donnée par 

Crouch (1976a,b) [6] : 

 

             𝑢𝑢𝑥𝑥  = 𝐷𝐷𝑥𝑥[2(1 − 𝑣𝑣)𝑓𝑓,𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 ] + 𝐷𝐷𝑦𝑦 [−(1 − 2𝑣𝑣)𝑓𝑓,𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 ] 

                                                                                                                                         (I.3) 

             𝑢𝑢𝑦𝑦  = 𝐷𝐷𝑥𝑥[(1 − é𝑣𝑣)𝑓𝑓,𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 ] + 𝐷𝐷𝑦𝑦 [2(1 − 𝑣𝑣)𝑓𝑓,𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦 ]  

 

             𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥�2𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � + 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦 [𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ] 

             𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥�−𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � + 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦 [𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ]                                                        (I.4) 

            𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥�𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 � + 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦 [−𝑦𝑦𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ] 
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Avec : G=1
2

𝐸𝐸
(1+𝑣𝑣)

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −1
4𝜋𝜋(1−𝑣𝑣)

�𝑦𝑦 �arctan 𝑦𝑦
𝑥𝑥−𝑎𝑎

− arctan 𝑦𝑦
𝑥𝑥+𝑎𝑎

� − (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)ln�(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2 + (𝑥𝑥 +

𝑎𝑎)ln�(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2�                                                                                                             (I.5) 

Ces équations forment la base de la méthode de discontinuité de déplacement. 

Les dérivées de fonction f(x,y) dans les équations (I.3) et (I.4) sont obtenues directement à 

partir de l’équation (I.5). 

              Les dérivées de 𝑓𝑓 sont définies comme suit : 

 

𝑓𝑓,𝑥𝑥 =
1

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) �ln�[(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2] − ln�[(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2]� 

𝑓𝑓,𝑦𝑦 =
−1

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) �arctan
𝑦𝑦

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
− arctan

𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) [
𝑦𝑦

(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2 −
𝑦𝑦

(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2] 

                                                                                                                                                     (I.6) 

𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) [
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2 −
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2] 

𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 =
2𝑦𝑦

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) [
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

[(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2]2 −
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

[(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2]2] 

𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣) [
(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 − 𝑦𝑦2

[(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2]2 −
(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 − 𝑦𝑦2

[(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)2 + 𝑦𝑦2]2] 

 

           Les déplacements le long de la droite y = 0 sont : 

 

𝑢𝑢𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋
𝐷𝐷𝑥𝑥 lim

𝑦𝑦→0±
[arctan

𝑦𝑦
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

− arctan
𝑦𝑦

𝑥𝑥 + 𝑎𝑎
]

(1 − 2𝑣𝑣)
4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑦𝑦 ln �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

                                                                                                                                                     (I.7) 

𝑢𝑢𝑦𝑦 =
(1 − 2𝑣𝑣)

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑥𝑥 ln �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� −
1

2𝜋𝜋
𝐷𝐷𝑦𝑦 lim

𝑦𝑦→0±
[arctan

𝑦𝑦
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

− arctan
𝑦𝑦

𝑥𝑥 + 𝑎𝑎
] 
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Les valeurs des limites des termes en arctangent sont les suivantes : 

 

lim
𝑦𝑦→0

[arctan
𝑦𝑦

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
− arctan

𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

] = �
0      |𝑥𝑥| > 𝑎𝑎  ,𝑦𝑦 = 0

+𝜋𝜋     |𝑥𝑥| < 𝑎𝑎  ,𝑦𝑦 = 0+

 −𝜋𝜋    |𝑥𝑥| < 𝑎𝑎  ,𝑦𝑦 = 0−
�                                         (I. 8) 

On peut considérer trois cas pour évaluer les déplacements le long de la ligne y = 0 : 

 

1) |𝑥𝑥| > 𝑎𝑎 , 𝑦𝑦 = 0  

𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑥, 0) = −
(1 − 2𝑣𝑣)

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑦𝑦 ln �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

                                                                                                                                                                                                                        (I.9) 

        𝑢𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑥, 0) =
(1 − 2𝑣𝑣)

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑥𝑥 ln �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

2) |𝑥𝑥| < 𝑎𝑎 , 𝑦𝑦 = 0+ 

𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑥, 0+) = −
1
2
− 𝐷𝐷𝑥𝑥

(1 − 2𝑣𝑣)
4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑦𝑦 ln �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

                                                                                                                                                   (I.10) 

       𝑢𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑥, 0+) =
(1 − 2𝑣𝑣)

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑥𝑥 ln �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� −
1
2

Dx  

3) |𝑥𝑥| < 𝑎𝑎 , 𝑦𝑦 = 0−  

𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑥, 0−) =
1
2
− 𝐷𝐷𝑥𝑥

(1 − 2𝑣𝑣)
4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑦𝑦 ln �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� 

                                                                                                                                  (I.11) 

          𝑢𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑥, 0−) =
(1 − 2𝑣𝑣)

4𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝐷𝐷𝑥𝑥 ln �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎

� +
1
2

Dx  

        Les déplacements  𝑢𝑢𝑥𝑥  et  𝑢𝑢𝑦𝑦  sont continus pour  |𝑥𝑥| > 𝑎𝑎 et 𝑦𝑦 = 0 , mais ont une 

discontinuité constante +𝐷𝐷𝑥𝑥  et +𝐷𝐷𝑦𝑦  pour |𝑥𝑥| < 𝑎𝑎, les contraintes le long de la ligne y=0 ,  

d’après l’équation (I.4) peuvent être évaluées comme suite : 
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𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑥, 0) =
−𝐺𝐺

2𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)
𝐷𝐷𝑦𝑦 �

1
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

−
1

𝑥𝑥 + 𝑎𝑎�
=

−𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)

𝐷𝐷𝑦𝑦
1

𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎2 

          𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 (𝑥𝑥, 0) = −𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜋𝜋(1−𝑣𝑣)

𝐷𝐷𝑦𝑦
1

𝑥𝑥2−𝑎𝑎2                                                                           (I.12)  

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑥, 0) =
−𝑎𝑎𝑎𝑎

𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)
𝐷𝐷𝑥𝑥

1
𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎2                                                                   

Il est facile de vérifier que les contraintes sont continues partout sur y = 0 sauf pour 

x = ± a où on note une discontinuité et une singularité due à la présence du terme 

 

1/(x2-a2). 

 

I.4. PROCEDURE NUMERIQUE.  

            La MDD est un moyen de trouver une approximation de la distribution régulière du 

déplacement et de contraintes. Pour une généralisation de cette procédure numérique, on 

considérera un ensemble de N segments de droites, parfaitement reliés les uns aux autres et 

formant une courbe quelconque comme représenté dans la figure (FigI.3). La longueur de 

chacun de ces segments est notée par 2𝑎𝑎𝑖𝑖  

 

 

Fig.I.3 Représentation d’une fissure quelconque en N segments 
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            Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement élémentaire 

définie suivant un repère local  s , n comme le montre dans la figure (Fig.I.3.b) de l’élément   j   

et dont les composantes  𝐷𝐷𝑠𝑠
 𝑗𝑗   et  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗   sont données par les expressions : 

 𝐷𝐷𝑠𝑠
 𝑗𝑗 = 𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑗𝑗− − 𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑗𝑗+ 

                                                                                                                                              (I.13) 

𝐷𝐷𝑛𝑛
 𝑗𝑗 = 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑗𝑗− − 𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑗𝑗+ 

           Où : 𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑗𝑗   et  𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑗𝑗  sont les déplacements normales et tangentielle de l’élément j. 

            Les contraintes normales et tangentielles au milieu de l’élément  i peuvent être 

exprimées en fonction des composantes de discontinuité de déplacement de l’élément j 

comme suit : 

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗  

                                                                                                                     𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                         (I.14) 

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗  

            En utilisant le principe de superposition, et tenant compte de l’effet de  N éléments 

(discontinuités), on obtient le champ de contraintes : 

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                           𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                   (I.15) 

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖  = �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

de la même manière, on établit le champ de déplacements : 
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𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                             𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                 (I.16) 

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 = �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

ou : Ass … sont les coefficients d’influences relatifs aux contraintes sur la frontière et 

Bss…sont les coefficients d’influences relatifs aux déplacements sur la frontière. 

          En spécifiant les valeurs des contraintes  𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖   et  𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖   pour chaque élément, on aura alors 

un système de 2N équations linéaires à 2N inconnues, à savoir les composantes  𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗   et 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗    

des discontinuités de déplacements élémentaires. Une fois ces équations    résolues, on peut 

exprimer les contraintes et les déplacements en chaque point du dmaine par d’autres 

combinaisons linéaires des discontinuités de déplacements en utilisant la même procédure que 

précédemment. 

  Il faut noter que la même procédure peut être suivie dans le cas où les éléments 

joints les uns aux autres forment un contour fermé (par exemple cas d’une cavité). 

  Les conditions aux limites peuvent être en contraintes comme elles peuvent en 

déplacements ou les deux cas à la fois. 

 

I.5. TRANSFORMATION DE COORDONNEES : 

 

La méthode de discontinuité de déplacement est basée essentiellement sur la connaissance des 

coordonnées des points à étudier par rapport au repère local de chaque segment et 

l’orientation de ce repère par rapport au repère global. 
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Fig. I.4. Discontinuité sur un segment d’orientation  arbitraire. 

Les coordonnées locales  (𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�)  sont obtenues par une translation et une rotation par rapport 

au repère global (x,y) de système. Les composantes de translation sont 𝐶𝐶𝑥𝑥et 𝐶𝐶𝑦𝑦  suivant x,y 

respectivement, tandis que la relation est définie par l’angle β positif dans le sens 

trigonométrique.  

Les expressions de transformation de coordonnées sont : 

𝑥̅𝑥 = (𝑥𝑥 − 𝐶𝐶𝑥𝑥) cos𝛽𝛽 + (𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦) sin𝛽𝛽 

                                                                                                                                              (I.17) 

𝑦𝑦� = −(𝑥𝑥 − 𝐶𝐶𝑥𝑥) sin𝛽𝛽 + (𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦) cos𝛽𝛽 

Les  déplacements  et  les  contraintes  dans  les  systèmes  de  coordonnée  locale sont 

retrouvés en replaçant (x,y) par (𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�)  dans les équations (I.3) et (I.4), avec : 

                        𝑓𝑓(𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�) =𝐹𝐹1� (𝑥𝑥 � ,𝑦𝑦�)        ,   𝑓𝑓,𝑥𝑥̅ = 𝐹𝐹2���(𝑥𝑥 � ,𝑦𝑦�)                ,      𝑓𝑓,𝑦𝑦�=𝐹𝐹3���(𝑥𝑥 � ,𝑦𝑦�)  

  
          𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥����

= 𝐹𝐹4� (𝑥𝑥 � ,𝑦𝑦�)              , 𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥���� = −𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦���� = 𝐹𝐹5���(𝑥𝑥 � ,𝑦𝑦�) ,      𝑓𝑓,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥������ = 𝐹𝐹6���(𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�) 

    𝑓𝑓,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦������ = 𝐹𝐹7���(𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�)                                                                                                        

        Les coordonnées des déplacements et de contraintes dans le repère globale (x,y) de 

système, sont : 

𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝐷𝐷𝑥𝑥̅[−(1 − 2𝑣𝑣) sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�2+2(1-v)cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�3 + 𝑦𝑦�(sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 − cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�5)] 

           +𝐷𝐷𝑦𝑦�[−(1 − 2𝑣𝑣) cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�2-2(1-v)sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 + sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�5)]                         (I.18) 

𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝑥𝑥̅[(1 − 2𝑣𝑣) cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�2+2(1-v)sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 + sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�5)] 
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           +𝐷𝐷𝑦𝑦�[−(1 − 2𝑣𝑣) sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�2+2(1-v)cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(sin𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 − cos𝛽𝛽 𝐹𝐹�5) 

 

𝛼𝛼𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥̅[2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 + sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�5 + 𝑦𝑦�(cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 − sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)]                                                   

            +2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦�[-𝐹𝐹�5 + 𝑦𝑦�(sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 + cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)] 

𝛼𝛼𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥̅[2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 − sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 − sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)]                                                   

            +2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦�[-𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 + cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)]                                                               (I.19) 

𝛼𝛼𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑥𝑥̅[2 sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�4 − cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�5 + 𝑦𝑦�(sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 − cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)]                                                   

            +2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑦𝑦�[−𝑦𝑦�(cos 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�6 − sin 2𝛽𝛽 𝐹𝐹�7)] 

On peut utilisée ces équations pour calculer les coefficients d’influence de la MDD. 

I.6. COEFFICIENTS D’INFLUENCE. 

On considère un domaine infini contenant N segments de droites orientés dans des directions 

arbitraires par rapport au repère global (x,y). On considère deux élément distincts « i » et « j » 

reliés chacun à un repère local (𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖) et (𝑥𝑥𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 )  respectivement, et orientés de 𝛽𝛽𝑖𝑖et 𝛽𝛽𝑗𝑗  

(Voir Fig. I.5). 
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Fig. I.5. Position et orientation des éléments 

 

Les coordonnées locales (𝑥𝑥 � , 𝑦𝑦�) dans les équations (I.18) et (I.19) représentent celles du point 

(x,y) par rapport au milieu de l’élément 𝑖𝑖: 

𝑥̅𝑥 = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑗𝑗 ) cos𝛽𝛽𝑗𝑗+(y-𝑦𝑦𝑗𝑗 ) sin𝛽𝛽𝑗𝑗  

𝑦𝑦� = −(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑗𝑗 ) sin𝛽𝛽𝑗𝑗+(y-𝑦𝑦𝑗𝑗 ) cos𝛽𝛽𝑗𝑗                                                                           (I.20) 

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de déplacements sur les  

N  éléments sont obtenus par la  sommation des contributions de chaque élément.  

           En choisissant le point  (x,y) comme étant le milieu de l’élément  i , c'est-à-dire 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑗𝑗   et  𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑗𝑗   , l’équation (I.20) devient : 

𝑥̅𝑥 = (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗 ) cos𝛽𝛽𝑗𝑗+(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗 ) sin𝛽𝛽𝑗𝑗  

𝑦𝑦� = −(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗 ) sin𝛽𝛽𝑗𝑗+(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗 ) cos𝛽𝛽𝑗𝑗                                                                             (I.21) 

Les composantes de déplacements et de contraintes relativement en repère local au point « 𝑖𝑖 » 

sont x’,  y’. Les deux repères locaux de l’élément 𝑖𝑖 et l’élément  j  sont reliés par les relations 

suivantes : 

𝑥̅𝑥′ = 𝑥̅𝑥 cos 𝛾𝛾 + 𝑦𝑦� sin 𝛾𝛾 

                                                                                                                                              (I.22) 

𝑦𝑦�′ = −𝑥̅𝑥 sin 𝛾𝛾 + 𝑦𝑦� cos 𝛾𝛾 

 

Ou 𝛾𝛾 = 𝛽𝛽𝑖𝑖 − 𝛽𝛽𝑗𝑗  (orientation de l’élément j par rapport au l’élément i) 

           Les déplacements et les contraintes seront : 

𝑢𝑢𝑥𝑥̅′𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥̅𝑖𝑖 cos 𝛾𝛾 + 𝑢𝑢𝑦𝑦�𝑖𝑖 sin 𝛾𝛾 

                                                                                                                                              (I.23) 

𝑢𝑢𝑦𝑦�′𝑖𝑖 = −𝑢𝑢𝑥𝑥̅𝑖𝑖 sin 𝛾𝛾 + 𝑢𝑢𝑦𝑦�𝑖𝑖 cos 𝛾𝛾 
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𝜎𝜎𝑥𝑥̅′𝑥𝑥̅′𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛾𝛾 + 2𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 sin 𝛾𝛾 cos 𝛾𝛾 + 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦����𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛾𝛾 

                                        𝜎𝜎𝑦𝑦�′𝑦𝑦�′𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛾𝛾 + 2𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 sin 𝛾𝛾 cos 𝛾𝛾 + 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦����𝑖𝑖 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛾𝛾                            (I.24) 

𝜎𝜎𝑥𝑥̅′𝑦𝑦′𝑖𝑖 = −�𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 − 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦����𝑖𝑖 � sin 𝛾𝛾 cos 𝛾𝛾 + 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥����𝑖𝑖 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛾𝛾 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛾𝛾) 

 

          Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenues  

des systèmes des équations (I.18), (I.19), (I.23) et (I.24) après avoir posé : 

Ds
j = Dx�

j   , Dn
j = Dy�

j  , us
i = 𝑢𝑢𝑥𝑥̅′𝑖𝑖   , 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑦𝑦�′𝑖𝑖  ,  𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑥𝑥̅′𝑦𝑦′𝑖𝑖   𝑒𝑒𝑒𝑒  𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑥𝑥̅′𝑥𝑥̅′𝑖𝑖  

 

Donc : 

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 [(1 − 2𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 + cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

               +𝐷𝐷𝑛𝑛
𝑗𝑗 [−(1 − 2𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

                                                                                                                                              (I.25) 

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 [(1 − 2𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 − 2(1 − 𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

               +𝐷𝐷𝑛𝑛
𝑗𝑗 [(1 − 2𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 + 𝑦𝑦�(sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 + cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

 

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 [− sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

              +2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑛𝑛
𝑗𝑗 [−𝑦𝑦�(cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

                                                                                                                                              (I.26) 

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 [2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛾𝛾𝐹𝐹�4 + sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 + sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

              +2𝐺𝐺𝐷𝐷𝑛𝑛
𝑗𝑗 [−𝐹𝐹�5 + 𝑦𝑦�(sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 
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             On peut écrire les équations (I.25) et (I.26) sous la forme suivante : 

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                           𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                   (I.27) 

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 = �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                             𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                (I.28)  

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 = �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

           Les  coefficients d’influences sont donnés par : 

𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = [(1 − 2𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 + cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = [−(1 − 2𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = [(1 − 2𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 − 2(1 − 𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 − 𝑦𝑦�(cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = [(1 − 2𝑣𝑣) sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�2 + 2(1 − 𝑣𝑣) cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�3 + 𝑦𝑦�(sin 𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 + cos 𝛾𝛾 𝐹𝐹�5)] 

𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺[− sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�4 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺[−𝑦𝑦�(cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺[2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝛾𝛾𝐹𝐹�4 + sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�5 − 𝑦𝑦�(cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 + sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝐺𝐺[−𝐹𝐹�5 + 𝑦𝑦�(sin 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�6 − cos 2𝛾𝛾 𝐹𝐹�7)] 
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I.6-1 AUTO-INFLUENCE 

          Les termes diagonaux de la matrice des coefficients d’influences, représente l’influence 

de l’élement sur lui-même. Les termes diagonaux sont : 

𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0       , 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = ± 1
2�         𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  𝑦𝑦� = 0± 

       𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0      ,       𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = +
𝐺𝐺

𝜋𝜋(1 − 𝑣𝑣)𝑎𝑎𝑖𝑖
                                

I.7 CONDITION DE SYMETRIE 

           La symétrie pour un solide par rapport à un axe, n’est satisfaite que  lorsque les 

propriétés élastiques, la configuration géométrique et les conditions aux limites de ce 

solide sont tous symétriques par rapport à cet axe. 

L’utilisation de la symétrie pour  la résolution des problèmes par  la méthode des 

discontinuités de déplacement est d’une grande importance, quand on sait que le système 

d’équations est réduit de moitié dans le cas de la simple symétrie, et d’un quart dans le cas de 

la double symétrie. 
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Chapitre II 

Application aux milieux non homogènes 

 

II.1. APPLICATION DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE 
DEPLACEMENT  AU BI-MATERIAUX .  

        Nous allons présenter un exemple simple de multi couches. On suppose que le corps 
à étudier est composé de deux milieux R1  et R2  présenté sur la figure (Fig.II.1). Chaque 
domaine est supposé isotrope, homogène et linéairement élastique avec des constantes 
élastiques 𝑣𝑣1,𝐸𝐸1  et  𝑣𝑣2,𝐸𝐸2 . 

 

 

Fig.II.1. Corps non homogène comprenant 2 milieux 

          Les systèmes locaux des coordonnées sont associés aux deux contours et sont 
directement opposés le long de l'interface, c'est-à-dire: s1=-s2 et n1=-n2. Pour la 
résolution de ce problème, on définit les conditions aux limites du problème dans le corps 
de la figure (Fig.II.1) par des conditions en déplacements et en contraintes pour la partie 
d'interface.  

II.2 CONDITIONS SUR L’INTERFACE 

Ces conditions de continuités sont définies pour un point Q de l'interface par : 

𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖[1](𝑄𝑄) = 𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑖𝑖[2](𝑄𝑄)  

(II.1) 

𝜎𝜎𝑛𝑛
𝑖𝑖[1](𝑄𝑄) = 𝜎𝜎𝑛𝑛

𝑖𝑖[2](𝑄𝑄 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖[1](𝑄𝑄) = −𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑖𝑖[2](𝑄𝑄) 
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         et                                                                                                                      (II.2) 

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑖𝑖[1](𝑄𝑄) = −𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑖𝑖[2](𝑄𝑄) 

           Le signe moins qui apparaît dans l'équation (II.2) est dû à l'opposition des sens des 
systèmes, 𝑠𝑠1 ,𝑛𝑛2 et 𝑠𝑠1 ,𝑛𝑛2 le long de l'interface.  

La procédure numérique de la méthode des discontinuités de déplacements est appliqué 
pour traiter le problème de la figure (Fig.II.1). Avec les deux milieux R1, et R2, nous 
avons deux problèmes qui sont liés entre eux par les conditions de continuités à l'interface. 
Comme on à déjà vu dans le cas monocouche, on va associer des discontinuités de 
déplacement 𝐷𝐷𝑠𝑠  et 𝐷𝐷𝑠𝑠  à chaque élément de 𝐶𝐶1et𝐶𝐶2. Les déplacements et les contraintes 
dans le milieu 𝑅𝑅1  sont donnés en fonction 𝐷𝐷𝑠𝑠

[1] et 𝐷𝐷𝑛𝑛
[1]des 𝑁𝑁1 éléments du contour  𝐶𝐶1 et 

les déplacements et les contraintes dans le milieu  𝑅𝑅2,  sont donnés en fonction 𝐷𝐷𝑠𝑠
[2] et 

𝐷𝐷𝑛𝑛
[2]des 𝑁𝑁2 éléments du contour 𝐶𝐶2. 

 

II.3 SYSTEME D’EQUATIONS 

 

          Notre problème est de trouver les discontinuités de déplacements 𝐷𝐷𝑠𝑠  et 𝐷𝐷𝑛𝑛  dans 
chaque élément de frontière parmi les N=𝑁𝑁1 +𝑁𝑁2  éléments, si les conditions aux limites et 
les conditions de continuités sont prêtes  pour la construction du système algébrique 
d'équations pour ce problème composé. Il est préférable de numéroter les éléments de 
frontières de deux milieux consécutivement par le milieu  𝑅𝑅1 de l'élément 1 
jusqu'àl'élément  𝑁𝑁1  le long de  C1 et pour le milieu  𝑅𝑅2 de l'élément  𝑁𝑁1 +1 jusqu'à 
l'élément   𝑁𝑁1 +𝑁𝑁2 =N le long de  C2

                                                                                                          𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁1 + 1        (II.3) 

𝜎𝜎𝑛𝑛
𝑖𝑖[1] = �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (1)

𝑁𝑁1

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (1)
𝑁𝑁1

𝑖𝑖=1

 

. En se référant aux équations (I.15), les contraintes 
sur la frontière de  𝑅𝑅1 peuvent être : 

𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] = �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (1)

𝑁𝑁1

𝑗𝑗=1

+ �𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (1)
𝑁𝑁1

𝑖𝑖=1

 

et les contraintes dans la frontière du milieu 𝑅𝑅2 peuvent s'écrire : 

𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖[2] = � 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (2)

𝑁𝑁2

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

+ � 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (2)
𝑁𝑁2

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

 

                                                                                                          𝑖𝑖 = 𝑁𝑁1 + 1,𝑁𝑁        (II.4) 
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𝜎𝜎𝑛𝑛
𝑖𝑖[2] = � 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (2)

𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

+ � 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (2)
𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

 

Et les déplacements sont : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] = �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗

𝑁𝑁1

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (1)
𝑁𝑁1

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                           𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁1                  (II.5) 

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑖𝑖[1] = �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (1)

𝑁𝑁1

𝑗𝑗=1

+ �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 (1) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (1)
𝑁𝑁1

𝑖𝑖=1

 

 

et les contraintes dans la frontière du milieu R2

                                                                                                                           𝑖𝑖 =  𝑁𝑁1 + 1,N          (II.6) 

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑖𝑖[2] = � 𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗 (2)

𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

+ � 𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (2)
𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

 

 peuvent s'écrire : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖[2] = � 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑠𝑠
𝑗𝑗

𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

+ � 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (2) 𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗 (2)
𝑁𝑁

𝑗𝑗=𝑁𝑁1+1

 

          Les coefficients d'influences dans les équations (II.3) à (II.6) sont calculés 
exactement de la même manière que le cas du milieu monocouche. Mais il est nécessaire 
d'utiliser les propriétés élastiques de chaque milieu. 

 

          Les équation (II.3) à (II.6) peuvent se mettre sous la forme d'un système algébrique 
de 2N équations à 2N inconnus:   

 

𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

                                                                                                                           𝑖𝑖 = 1 ,𝑁𝑁                   (II.7) 

𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 = �𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑠𝑠

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

+ �𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖  𝐷𝐷𝑛𝑛

𝑗𝑗
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
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En conservant les conditions aux limites et les conditions de continuités comme suit: 

          a) l'élément  𝑖𝑖 appartient à la partie libre de 𝐶𝐶1  et posons qu'on a des contraintes  

appliquées à cet élément est  𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] = (𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖)0  et  𝜎𝜎𝑛𝑛

𝑖𝑖[1] = (𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 )0  donc: 

𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = � 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑗𝑗 = 1 ,𝑁𝑁1 
     0                    𝑗𝑗 =  𝑁𝑁1 + 1, N

� 

          et                                                                                                                           (II.8) 

                                             𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 = (𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖)0    ;     𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 = (𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 )0 

même chose pour  𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖  et 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

          b) l'élément 𝑖𝑖 appartient à la partie libre de 𝐶𝐶2. et si les conditions imposées sont en 

déplacement   𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] = (𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖 )0  et  𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑖𝑖[1] = (𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 )0  donc: 

𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

0                     𝑗𝑗 = 1 ,𝑁𝑁1 
   𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑖𝑖𝑖𝑖 (2)                 𝑗𝑗 =  𝑁𝑁1 + 1, N
� 

          et                                                                                                                           (II.9) 

                                             𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖 )0    ;     𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖 )0 

même chose pour  𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑖𝑖𝑖𝑖  et 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Avec des relations similaires, nous pouvons exprimer les autres coefficients d'influence en 
combinant les deux conditions aux limites des deux milieux et en faisant un simple 
arrangement des équations (II.8) et (II.9) on obtient un seul système.  

En deuxième temps, considérons que l'élément 𝑖𝑖 est situé sur la portion d'interface et 
posons qu'il appartient à 𝐶𝐶1. Nous aurons un élément 𝑖𝑖∗ opposé directement à 𝑖𝑖 et 
appartient à l'autre contour  𝐶𝐶2. Nous obtenons donc quatre conditions  à vérifier 
concernant les deux éléments face à face  𝑖𝑖 et  𝑖𝑖∗, deux conditions de continuité de 
contraintes et deux de déplacements. 

 

1) Les conditions de continuité en contraintes sont : 

𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] − 𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑖𝑖∗ [2] = 0 

                                                                                                                                           (II.10) 

𝜎𝜎𝑛𝑛
𝑖𝑖[1] − 𝜎𝜎𝑛𝑛

𝑖𝑖∗ [2] = 0 
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d'après (II.3) et (II.4), les quantités  𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 .et  𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖…ect, dans de l'équation (II.7) 

deviennent: 

𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (1)                     𝑗𝑗 = 1 ,𝑁𝑁1 

   −𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖∗𝑗𝑗 (2)                   𝑗𝑗 =  𝑁𝑁1 + 1, N

� 

          et                                                                                                                         (II.11) 

                                       𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑠𝑠
𝑖𝑖(1) − 𝜎𝜎𝑠𝑠

𝑖𝑖∗ (2) = 0    ;     𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑛𝑛
𝑖𝑖(1) − 𝜎𝜎𝑛𝑛

𝑖𝑖∗ (2) = 0 

et identiquement pour les autres coefficients d'influence. 

2) Les conditions de continuité en déplacement sont : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖[1] − 𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑖𝑖∗ [2] = 0 

                                                                                                                                           (II.12) 

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑖𝑖[1] − 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑖𝑖∗ [2] = 0 

d'après (II.5) et (II.6), les quantités  𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 .et  𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖…ect, dans de l'équation (II.7) 

deviennent: 

𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖∗𝑗𝑗 (1)                     𝑗𝑗 = 1 ,𝑁𝑁1 

   −𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖 (2)                   𝑗𝑗 =  𝑁𝑁1 + 1, N

� 

          et                                                                                                                         (II.13) 

                                       𝑏𝑏𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑖𝑖(1) + 𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑖𝑖∗ (2) = 0    ;     𝑏𝑏𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑖𝑖(1) − 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑖𝑖∗ (2) = 0 

et identiquement pour les autres coefficients d'influence. 

II.3 CONCLUSION 

Les outils fournis dans ce chapitre nous permettent de traiter les problèmes d’interaction 
entre inclusions. 
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CHAPITRE III 

EXEMPLES D’ILLUSTRATION 

III.1. INTRODUCTION 

Il existe dans le domaine de la mécanique, une gamme importante de logiciels de simulation 
de problèmes en génie mécanique. Certains logiciels sont basés sur la méthode des éléments 
finis. Parmi ceux-ci nous pouvons citer ABAQUS, ANSYS, et COSMOSworks. Le logiciel 
BEASY est l’un des logiciels les plus performants utilisant la méthode des équations 
intégrales en 3D. 
Dans ce chapitre, nous traitons des domaines présentant des inclusions et l’interaction entre 
elles. Trois exemples sont présentés avec différents configurations. Nous avons adopté le 
logiciel COSMOSWorks pour sa simplicité. Les résultats obtenus sont confrontés à ceux 
obtenus par la méthode des discontinuités de déplacement. 
 
III.2 EXEMPLES TRAITES 
 
III.2.1 PLAQUE CARREE AVEC QUATRE INCLUSIONS 

 

Fig.III.1 Plaque carrée contenant  quatre inclusions 

         Nous considérons dans cet exemple une plaque carrée contenant  quatre inclusions  
soumise à un effort de traction  en  déformation  planes  comme  l'indique  la  figure  
(Fig.III.1.). 

𝑥⃗𝑥 

𝑦⃗𝑦 

L=100mm 

L 

D=10mm 

σ 

E1,ν1 

E2,ν2 
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La plaque est carrée de côté L. L’inclusion a un diamètre D=2R. 

Pour les calculs, nous prenons L=20R, D=2R=10mm. La contrainte appliquée est égale à 
σ=100 MPa. 

          Les caractéristique mécanique sont : inclusion E1=20GPa, ν1=0.3 et matrice E2 

=200GPa, ν1

Les inclusions sont centrées dans chaque quadrant. 

=0.3  et inversement. 

           Pour cet exemple, nous nous intéressons au calcul des contraintes σyy

L'analyse par éléments finis a été réalisée en utilisant COSMOSWorks 

 sur les lignes 
pointillées mais traversant pas les inclusions. Les effets aux interfaces sont présentés dans les 
prochains exemples. 

 

III.2.1.1 Résultats pour E1=20GPa et E2

 

 =200GPa 

 

 

Fig. III.2 Contrainte σyy en MPa 

 

          Les figures (Fig.III.3) et (Fig.III.4) représentent respectivement l'évolution de la 

contrainte σyy

 

 le long du segment horizontal et du segment vertical en trait pointillé. 
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Fig.III.3 Contrainte σyy

 

(MPa) sur le segment en  pointillé à  y=0. 25 

 

Fig.III.4  Contrainte σyy

 

(MPa) sur le segment en  pointillé à  x=0. 25 

On constate que les résultats obtenus par COSMOSWorks est très proche des résultats de la 

méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants. 

Nous remarquons qu’au milieu des points de calcul, nous retrouvons une valeur proche de la 

contrainte imposée. Ce qui correspond au problème. Une concentration de contrainte est 

remarquée au voisinage de l’inclusion qui peut estimée à 1,8. Ce coefficient dépend du 

rapport des modules de Young, de la géométrie et du chargement.. 
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III.2.1.2 Résultats pour E1=200GPa et E2

 

 =20GPa 

             

Fig. III.5 Contrainte σyy

Les figures (Fig.III.6) et (Fig.III.7) représentent respectivement l'évolution de la contrainte 

σ

 en MPa 

yy

 

 le long du segment horizontal et du segment vertical en trait pointillé. 

 

Fig.III.6 Contrainte σyy

        

en MPa 
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Fig.III.7  Contrainte σyy 

       On remarque que les résultats obtenus par COSMOSWorks est très proche des résultats 

de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont aussi satisfaisant 

que précédemment. Avec le rapport des modules de Young, il y’a absence de concentration de 

contrainte. 

en MPa 

III.2.2 PLAQUE RECTANGULAIRE AVEC DEUX  INCLUSIONS SUR L’AXE X 
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Fig.III.8 plaque rectangulaire contenant  deux inclusions sur l’axe 𝐱𝐱�⃗  

On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  soumise 

à un effort de traction. Les inclusions sont disposées sur l’axe 𝑥⃗𝑥 comme  l'indique  la  figure  

(Fig.III.8.). Le but de ce test est de mettre en évident l’effet de la distance entre les inclusions. 

La plaque considérée est de largeur L1 et de longueur L2

Pour les calculs, nous prenons L=20R, L

. Les centres des inclusions sont 

distants de d. La plaque est soumise à une traction suivant y. 

1

Pour ce test nous maintenons le module de Young de l’inclusion E

=L/2 , D=2R=10mm. La contrainte appliquée est 

égale à σ=100 MPa. 

1= 200GPa et celui de la 

matrice E2

Nous nous intéressons aux contraintes  σ

=20GPa. Nous faisons trois tests avec d= 2D, 3D et 5D.  

xx et σyy entre les centres des inclusions sur l’axe 

des y=0 en faisant varier la distance entre ces centres. Ce test permet de mettre en évidence la 

discontinuité de contrainte σyy

III.2.2.1-Résultats pour d=2D        

 

 au niveau de l’interface. 

Fig. III.9 Contrainte σxx

La figure (Fig.III.10)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx le long de la droite (y=0) 
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Fig.III.10 Contrainte σxx 

  

 (MPa) 

Qualitativement, les résultats sont comparables. Ces calculs doivent être refaits pour affiner 

les résultats. La zone entre les inclusions est en compression lié à un confinement. 

 

 

 

Fig. III.11 Contrainte σyy

La figure (Fig.III.12)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

yy le long de la droite (y=0) 
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Fig.III.12 Contrainte σyy

Pour cette contrainte, contrairement à σ

(x,0)  (MPa) 

xx

 

, les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très 

proches des résultats obtenus par la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats 

obtenus sont très satisfaisants. La contrainte reste presque constante dans l’inclusion. La 

présence de discontinuité de la contrainte est mise en évidence. 

III.2.2.2-Résultats pour d=3D         

 

Fig. III.13 Contrainte σxx en MPa 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

0,03 0,04 0,05 0,06 0,07

σyy (MPa)

x(m)

MDD

MEF



 
 

34 
 

La figure (Fig.III.14)  représente l'évolution de la contrainte σxx

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.14 Contrainte σxx 

 

 (MPa) 

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont 

comparables. Mais ces calculs doivent être refaits pour affiner les résultats. Les contraintes de 

compression diminuent en intensité avec l’éloignement des inclusions. Ce qui correspond au 

problème.
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Fig. III.15 Contrainte σyy

La figure (Fig.III.16)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) et 

comprise entre les centre des inclusions. 

Fig.III.16 Contrainte σyy 

On constate que les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proche des résultats de la 

méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour 

cette contrainte. La contrainte est quasi constante dans l’inclusion. Elle représente 1,4 fois la 

contrainte appliquée. Nous remarquons la discontinuité de la contrainte au niveau de 

l’interface. 

en MPa 

III.2.2.3-Résultats pour d=5D
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Fig. III.17 Contrainte σxx

La figure (Fig.III.18)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) 

               

Fig.III.18 Contrainte σxx

Nous pouvons remarquer de nouveau que, qualitativement, les résultats sont comparables. Les 

contraintes de compression diminuent encore plus en intensité avec l’éloignement des 

inclusions. 
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Fig. III.19 Contrainte σyy

La figure (Fig.III.20)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.20 Contrainte σyy

Nous remarquons que les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proche des résultats 

de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants 

pour cette contrainte. La contrainte est quasi constante dans l’inclusion. Elle représente 1,4 

fois la contrainte appliquée. Nous remarquons la discontinuité de la contrainte au niveau de 

l’interface. De plus, nous pouvons remarquer que, nous retrouvons la valeur imposée de 100 

MPa sur une certaine zone entre les inclusions. 

(x,0) en MPa 

III.2.3 PLAQUE RECTANGULAIRE AVEC DEUX  INCLUSIONS 

ANTISYMETRIQUE 

        On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  

soumise à une  traction  , comme  l'indique  la  figure  (Fig.III.8.) 

        On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  

soumise à un effort de traction. Les inclusions sont disposées symétriquement par rapport à 

l’origine. Le but de ce test est de mettre en évidente l’effet de la distance entre les inclusions 

en tenant compte du décalage des inclusions par rapport à l’axe des x. 

La plaque considérée est de largeur L1 et de longueur L2. Les centres des inclusions sont 

distants de d. La plaque est soumise à une traction suivant y. 
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Pour les calculs, nous prenons comme précédemment, L=20R, L1

Pour ce test nous maintenons le module de Young de l’inclusion E

=L/2 , D=2R=10mm. La 

contrainte appliquée est égale à σ=100 MPa. 

1= 200GPa et celui de la 

matrice E2

 

=20GPa. Les coefficient de poisson sont égaux à 0,3. Nous faisons trois tests avec 

d= 2D, 3D et 5D.  

Fig.III.21 plaque rectangulaire contenant  deux inclusions 

Nous nous intéressons aux contraintes  σxx , σyy  σxy

III.2.3.1-Résultats pour d=2D 
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Fig. III.22 Contrainte σxx

La figure (Fig.III.23)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.23 Contrainte σxx

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont 

comparables. Nous constatons de plus qu’il ya moins de distorsion. Mais ces calculs doivent 

être refaits pour affiner les résultats. 

(x,0) en MPa 

 

Fig. III.24 Contrainte σyy en MPa 
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La figure (Fig.III.25)  représente l'évolution de la contrainte σyy

 

le long de la droite (y=0) sur 

la zone d. 

Fig.III.25 Contrainte σyy

Nous remarquons de nouveau, que pour les contraintes σ

(x,0) en MPa 

yy

 

, les résultats obtenus par 

COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de 

déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. Nous pouvons 

remarquer que, nous retrouvons la valeur imposée de 100 MPa sur une certaine zone entre les 

inclusions. 
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Fig. III.26 Contrainte σxy

La figure (Fig.III.26)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xy

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.27 Contrainte σxy

 

(x,0) en MPa 

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont 

comparables. Les fortes variations de cette contrainte demandent une forte discrétisation. 

III.2.3.2-Résultats pour d=3D         
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Fig. III.28 Contrainte σxx

La figure (Fig.III.29)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.29 Contrainte σxx

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont 

comparables. Il y a moins de distorsion et de points de singularité. Néanmoins, des calculs 

supplémentaires sont souhaitables. 

(x,0) en MPa 

 

Fig. III.30 Contrainte σyy en MPa 
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La figures (Fig.III.31)  représente l'évolution de la contrainte σyy

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.31Contrainte σyy

Les résultats, sont de nouveau très satisfaisants concernant la contrainte σ

(x,0) en MPa 

yy

 

. Les résultats 

obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de 

déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. Nous pouvons 

remarquer que, au contraire, les inclusions en s’éloignant, la contrainte au milieu est 

inférieure à la contrainte imposée. 
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Fig. III.32 Contrainte σxy

La figure (Fig.III.33)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xy

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.33 Contrainte σxy

Les fortes variations de cette contrainte demandent une forte discrétisation. De plus le nombre 

de points de calculs réalisés par COSMOSWorks est faible relativement au nombre de points 

de calcul réalisés par la méthode de discontinuité de déplacement. 

(x,0) en MPa 

III.2.3.3-Résultats pour d=5D
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Fig. III.34 Contrainte σxx

La figure (Fig.III.35)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xx

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.35 Contrainte σxx

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont 

comparables. Néanmoins, des calculs supplémentaires sont souhaitables d’autant que le 

nombre de points de calcul par COSMOSWorlks est faible. 

(x,0) en MPa 

 

Fig. III.36 Contrainte σyy en MPa 
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Le figure (Fig.III.37)  représente l'évolution de la contrainte σyy

 

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III. 37 Contrainte σyy

Les résultats, sont de nouveau très satisfaisants concernant la contrainte σ

(x,0) en MPa 

yy

 

. Les résultats 

obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de 

déplacement. Nous retrouvons, comme pour le cas des deux inclusion sur l’axe des x,  la 

contrainte imposée 100MPa. On peut noter un pseudo facteur d’intensité de contrainte sous 

l’inclusion. 
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Fig. III.38 Contrainte σxy

La figure (Fig.III.39)  représente l'évolution de la contrainte σ

 en MPa 

xy

                

 le long de la droite (y=0) 

Fig.III.39 Contrainte σxy

Nous retrouvons la même allure de la figure III.35. Des calculs supplémentaires sont 

souhaitables d’autant que le nombre de points de calcul par COSMOSWorlks est faible. 

(x,0) en MPa 

III.3 CONCLUSION : 

         L’interaction des inclusions a été étudiée sur la base du calcul des contraintes. La 

contrainte σyy est bien prise en compte et nous obtenons une très bonne correlation.  La 

concentration de contrainte est plus élevée lorsque la matrice est plus souple que l’inclusion. 

Les contraintes σxx et σxy

 

 sont sensibles à la discrétisation. Les contraintes à l’intérieur les 

inclusions ne varient pas beaucoup. 
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Conclusion générale 
 
 
 
          Ce travail montre les grandes possibilités qu’offre la méthode de discontinuité de 

déplacements pour la résolution des problèmes de l'élasticité pour les matériaux non 

homogènes en bidimensionnel. 

         Dans ce travail, nous avons utilisé le COSMOSWorks qui est une implémentation 

directe de méthode des éléments fini afin d’étudier l’interaction entre les inclusions et 

comparer ses résultats à ceux obtenus par la méthode des discontinuités de déplacement. 

Les cas traités concernent des plaques en traction présentant des inclusions. 

Avec les tests réalisés où le chargement est parallèle  à l’axe y, il en découle ce qui suit : 

Nous obtenons une très bonne corrélation sur les résultats de σyy

La concentration de contrainte est plus élevée lorsque la matrice est plus souple que 

l’inclusion 

, 

Les contraintes σxx et σxy

Les contraintes à l’intérieur les inclusions ne varient pas beaucoup 

 sont sensibles à la discrétisation. 
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ملخص

الهدف من هذا العمل المتمثل في هذا المشروع هو دراسة التفاعل بين الإدراج باستخدام طريقة الانتقالات غبر المستمرة ومقارنة نتائج هذه الطريقة مع نتائج 

COSMOSWorks

 تتم مقارنة النتائج المتحصل عليها من حيث الضغط مع تلك التي حصلنا عليها مع طريقة الانتقالات غبر مستمرة.
كلمات البحث : طريقة الانتقالات غبر المستمرة ، والمرونة الإدراج



RESUME



       Le but du travail présenté dans ce projet est  l’étude de l’interaction entre inclusions en utilisant la méthode de discontinuité de déplacement et comparé les résultats de cette méthode avec les résultats de COSMOSWorks 

       Les résultats obtenus en terme de contrainte sont confrontés à ceux obtenus par la méthode des discontinuités de déplacement.

Mots clés : Méthode de discontinuité de déplacement , élasticité,  inclusion , 







ABSTRACT



       The aim of the work presented in this project is to study the interaction between inclusions using the displacement discontinuity method and compared the results of this method with the results of COSMOSWorks
     the obtained results in terms of stress are compared with those obtained by the method of displacement discontinuities.

Key word: method of displacement discontinuities, elasticity, inclusion
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Introduction générale



         

         Le Calcul du déplacement et de la contrainte dans un plan élastique contenant des inclusions est un problème important en mécanique des solides. Ce problème a des applications directes pour déterminer  l'efficacité des propriétés élastiques des matériaux et est également d'intérêt pour l'évaluation des facteurs de concentration des contraintes autour d’inclusions et l’identification des domaines de la défaillance des matériaux possible.

Deux principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la résolution des problèmes de structures en mécanique : la méthode des éléments finis [2] et la méthode des équations intégrales de frontière [3]. Fréquemment, nous relevons des études comparatives de l’efficacité de la méthode des éléments finis par rapport à la méthode des équations intégrales et nous relevons que l’on oppose l’une par rapport à l’autre.

Chacune des deux méthodes numériques a ses avantages. Cependant, la méthode des équations intégrales offre des avantages certains dans des configurations de problèmes dont :

         • La résolution en domaines infinis.

         • La résolution du processus de propagation de fissures.

          La méthode des éléments finis étendus (XFEM) est aussi un outil qui a permis de montrer son efficacité.

           Le dernier domaine d’application en tridimensionnel reste un champ d’étude en cours de développement.

          Historiquement, la méthode des éléments de frontières appelée aussi méthode des équations intégrales a été développée de deux manières distinctes. L'une des deux est une approche plus mathématique. Elle est basée sur certains théorèmes fondamentaux qui relient directement les inconnues du contour aux conditions limites. Cette approche est appelée la Méthode des Equations Intégrales Directes. L'autre approche est une approche physique intuitive, qu'on appelle la méthode des discontinuités de déplacements [3-5].

          Cette approche consiste à chercher en premier lieu les valeurs des perturbations fictives dont les effets sur le contour sont les conditions aux limites spécifiées, ensuite à calculer le reste des inconnues du contour comme étant les effets de ces perturbations "fictives" en ces points. Puisque les inconnues du contour sont obtenues indirectement, cette approche est appelée la Méthode des Equations Intégrales Indirectes (la Méthode des discontinuités de déplacements), méthode retenue pour notre étude.

          La formulation de la méthode des discontinuités de déplacements (MDD) est due

à « Crouch (1976 & 1983) » [3,6].

     

         Nous avons décomposé notre document en 3 chapitres:

Le premier chapitre est consacré à la méthode de discontinuité de déplacement en bidimensionnel.

Le deuxième chapitre est consacré à l’application de la méthode aux milieux non homogènes.

Enfin dans le troisième  chapitre des exemples sont traités. Ils concernent des plaques présentant des inclusions. Les paramètres étudiés sont la distance entre inclusion et les rapport des modules de Youns. Les calculs ont été réalisés par la méthode des discontinuités de déplacement et le logiciel COSMOSWorks.

 




































































































CHAPITRE I

Méthode de Discontinuité de Déplacement



I.1. INTRODUCTION.

Pour approcher les solutions analytiques aux problèmes tels que, la mécanique des fluides, la mécanique des solides, celle de la rupture, l’élasto-statique et autres, souvent difficiles à déterminer par une résolution directe des équations différentielles. Plusieurs méthodes numériques ont été mises en places telles que  la méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Néanmoins, l’apparition d’une nouvelle  technique, la Méthode des Eléments de Frontières  (BEM),  généralement  connue  sous  le  nom  de  la  Méthode  des  Equations Intégrales de Frontières, ne cesse elle aussi de s’illustrer par sa simplicité et sa variété d’application.

Au contraire de la méthode des éléments finis qui nécessite une discrétisation totale du domaine en éléments, qui devient très compliqué lorsqu’il s’agit d’un domaine infini, la BEM se limite seulement à une subdivision de la frontière en éléments joints les une aux autres (Fig.I.1).



[image: ]

a) FEM	                                                   b) BEM  Fig.I.1. Méthode de discrétisation

Cette méthode (BEM) a été développée suivant deux approches l’une d’elles est d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la théorie du potentiel d’où la Méthode Directe. L’autre approche est physique et consiste à chercher les solutions pour des singularités, placées tout au long du contour. Cette méthode est connue sous le nom de Méthode Indirecte.

Deux formulations indirectes existent. La Méthode des Contraintes Fictives

(MCF) et la Méthode de Discontinuité de Déplacement (MDD). Ces méthodes ont été développées par Crouch  et  StarfIield  en  1983  pour  étudier  les  solides  continus  ou  fissurés  dans  des problèmes en géomécaniques [3].





I.2. PRINCIPE DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT (MDD).

Une discontinuité de déplacement peut  être visualisée comme étant une fissure composée de deux surfaces (lèvres) disjointes, se déplaçant relativement l’une par rapport à l’autre.

La méthode de discontinuité de déplacement se base sur la solution analytique d’un problème d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite à l’intérieur d’un domaine élastique infini. Elle consiste à diviser (discrétiser) le segment de droite en une série de N éléments reliés les uns aux autres. Ainsi et connaissant la solution analytique pour  chaque  discontinuité  élémentaire,  on  peut  construire  la  solution  numérique  du problème donné, en sommant les effets de tous les éléments [3]



 I.3. PROCEDURE DE LA MDD DANS UN SOLIDE INFINI.

Le problème d’une discontinuité de déplacement constante sur un segment de

droite  dans  le plan x , y d’un solide infini est spécifié par la condition que le déplacement  soit  continu   partout   sauf  sur  le  segment  en  question  (soit  la  partie a<x<a, pour y=0) (voir Fig. I.2).

[image: ]

Fig.I.2. Discontinuité de déplacement



               Si on considère ce segment comme une fissure droite, on peut distinguer ses deux surfaces en disant que l’une des surfaces est sur le côté positif de  = 0, noté et que l’autre est sur le côté négatif de  = 0, noté  = 

.

On définit la discontinuité de déplacement  Di = (Dx, Dy) comme la différence de déplacement entre les deux côtés du segment : 

                          

             =                                                                                 (I.1)

ou

=

                                                                                                                          (I.2)

=



La solution du problème posé en contraintes et en déplacements est donnée par

Crouch (1976a,b) [6] :



 = 

                                                                                                                                         (I.3)

 =  





                                                        (I.4)





Avec : G=

                                                                                                             (I.5)

Ces équations forment la base de la méthode de discontinuité de déplacement.

Les dérivées de fonction f(x,y) dans les équations (I.3) et (I.4) sont obtenues directement à partir de l’équation (I.5).

              Les dérivées de  sont définies comme suit :









                                                                                                                                                     (I.6)









           Les déplacements le long de la droite y = 0 sont :





                                                                                                                                                     (I.7)



Les valeurs des limites des termes en arctangent sont les suivantes :





On peut considérer trois cas pour évaluer les déplacements le long de la ligne y = 0 :



1)  



                                                                                                                                                                                                                        (I.9)



2) 



                                                                                                                                                   (I.10)



3)  



                                                                                                                               (I.11)



        Les déplacements   et   sont continus pour   , mais ont une discontinuité constante + et + pour , les contraintes le long de la ligne y=0 , 

d’après l’équation (I.4) peuvent être évaluées comme suite :





                                                                                    (I.12) 



Il est facile de vérifier que les contraintes sont continues partout sur y = 0 sauf pour x = ± a où on note une discontinuité et une singularité due à la présence du terme



1/(x2-a2).



I.4. PROCEDURE NUMERIQUE. 

            La MDD est un moyen de trouver une approximation de la distribution régulière du déplacement et de contraintes. Pour une généralisation de cette procédure numérique, on considérera un ensemble de N segments de droites, parfaitement reliés les uns aux autres et formant une courbe quelconque comme représenté dans la figure (FigI.3). La longueur de chacun de ces segments est notée par 2



[image: C:\Users\mohamed\Desktop\Sans titre.jpg]

Fig.I.3 Représentation d’une fissure quelconque en N segments







            Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement élémentaire définie suivant un repère local  s , n comme le montre dans la figure (Fig.I.3.b) de l’élément   j   et dont les composantes    et    sont données par les expressions :



                                                                                                                                              (I.13)



           Où :   et   sont les déplacements normales et tangentielle de l’élément j.

            Les contraintes normales et tangentielles au milieu de l’élément  i peuvent être exprimées en fonction des composantes de discontinuité de déplacement de l’élément j comme suit :



                         (I.14)



            En utilisant le principe de superposition, et tenant compte de l’effet de  N éléments (discontinuités), on obtient le champ de contraintes :



                   (I.15)



de la même manière, on établit le champ de déplacements :





                 (I.16)



ou : Ass … sont les coefficients d’influences relatifs aux contraintes sur la frontière et Bss…sont les coefficients d’influences relatifs aux déplacements sur la frontière.

          En spécifiant les valeurs des contraintes    et    pour chaque élément, on aura alors un système de 2N équations linéaires à 2N inconnues, à savoir les composantes    des discontinuités de déplacements élémentaires. Une fois ces équations    résolues, on peut exprimer les contraintes et les déplacements en chaque point du dmaine par d’autres combinaisons linéaires des discontinuités de déplacements en utilisant la même procédure que précédemment.

·  Il faut noter que la même procédure peut être suivie dans le cas où les éléments

joints les uns aux autres forment un contour fermé (par exemple cas d’une cavité).

·  Les conditions aux limites peuvent être en contraintes comme elles peuvent en

déplacements ou les deux cas à la fois.



I.5. TRANSFORMATION DE COORDONNEES :



La méthode de discontinuité de déplacement est basée essentiellement sur la connaissance des coordonnées des points à étudier par rapport au repère local de chaque segment et l’orientation de ce repère par rapport au repère global.

[image: C:\Users\mohamed\Desktop\Sans titre vb.jpg]

Fig. I.4. Discontinuité sur un segment d’orientation  arbitraire.

Les coordonnées locales    sont obtenues par une translation et une rotation par rapport au repère global (x,y) de système. Les composantes de translation sont et  suivant x,y respectivement, tandis que la relation est définie par l’angle β positif dans le sens trigonométrique. 

Les expressions de transformation de coordonnées sont :



                                                                                                                                              (I.17)



Les  déplacements  et  les  contraintes  dans  les  systèmes  de  coordonnée  locale sont retrouvés en replaçant (x,y) par   dans les équations (I.3) et (I.4), avec :

 =                ,      = 





        Les coordonnées des déplacements et de contraintes dans le repère globale (x,y) de système, sont :

+2(1-v)

           +-2(1-v)                      (I.18)

+2(1-v)

           ++2(1-v)





            [-



            [-                                                               (I.19)



            [

On peut utilisée ces équations pour calculer les coefficients d’influence de la MDD.

I.6. COEFFICIENTS D’INFLUENCE.

On considère un domaine infini contenant N segments de droites orientés dans des directions arbitraires par rapport au repère global (x,y). On considère deux élément distincts « i » et « j » reliés chacun à un repère local  et   respectivement, et orientés de  (Voir Fig. I.5).

                                    

[image: ]

Fig. I.5. Position et orientation des éléments



Les coordonnées locales  dans les équations (I.18) et (I.19) représentent celles du point (x,y) par rapport au milieu de l’élément :

+(y-

+(y-                                                                          (I.20)

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de déplacements sur les  N  éléments sont obtenus par la  sommation des contributions de chaque élément. 

           En choisissant le point  (x,y) comme étant le milieu de l’élément  i , c'est-à-dire

  et    , l’équation (I.20) devient :

+(

+(                                                                            (I.21)

Les composantes de déplacements et de contraintes relativement en repère local au point «  » sont x’,  y’. Les deux repères locaux de l’élément  et l’élément  j  sont reliés par les relations suivantes :



                                                                                                                                              (I.22)





Ou  (orientation de l’élément j par rapport au l’élément i)

           Les déplacements et les contraintes seront :



                                                                                                                                              (I.23)







               (I.24)





          Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenues 

des systèmes des équations (I.18), (I.19), (I.23) et (I.24) après avoir posé :





Donc :





                                                                                                                                              (I.25)











                                                                                                                                              (I.26)







             On peut écrire les équations (I.25) et (I.26) sous la forme suivante :



                   (I.27)







                (I.28) 



           Les  coefficients d’influences sont donnés par :



















I.6-1 AUTO-INFLUENCE

          Les termes diagonaux de la matrice des coefficients d’influences, représente l’influence de l’élement sur lui-même. Les termes diagonaux sont :





I.7 CONDITION DE SYMETRIE

           La symétrie pour un solide par rapport à un axe, n’est satisfaite que  lorsque les

propriétés élastiques, la configuration géométrique et les conditions aux limites de ce

solide sont tous symétriques par rapport à cet axe.

L’utilisation de la symétrie pour  la résolution des problèmes par  la méthode des discontinuités de déplacement est d’une grande importance, quand on sait que le système d’équations est réduit de moitié dans le cas de la simple symétrie, et d’un quart dans le cas de la double symétrie.




































Chapitre II

Application aux milieux non homogènes



II.1. APPLICATION DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT  AU BI-MATERIAUX . 

        Nous allons présenter un exemple simple de multi couches. On suppose que le corps à étudier est composé de deux milieux   et   présenté sur la figure (Fig.II.1). Chaque domaine est supposé isotrope, homogène et linéairement élastique avec des constantes élastiques ,  et  , .



[image: ]

Fig.II.1. Corps non homogène comprenant 2 milieux

          Les systèmes locaux des coordonnées sont associés aux deux contours et sont directement opposés le long de l'interface, c'est-à-dire: s1=-s2 et n1=-n2. Pour la résolution de ce problème, on définit les conditions aux limites du problème dans le corps de la figure (Fig.II.1) par des conditions en déplacements et en contraintes pour la partie d'interface. 

II.2 CONDITIONS SUR L’INTERFACE

Ces conditions de continuités sont définies pour un point Q de l'interface par :

 

(II.1)





[bookmark: OLE_LINK7][bookmark: OLE_LINK8]         et                                                                                                                      (II.2)



           Le signe moins qui apparaît dans l'équation (II.2) est dû à l'opposition des sens des systèmes,  et  le long de l'interface. 

La procédure numérique de la méthode des discontinuités de déplacements est appliqué pour traiter le problème de la figure (Fig.II.1). Avec les deux milieux , et , nous avons deux problèmes qui sont liés entre eux par les conditions de continuités à l'interface. Comme on à déjà vu dans le cas monocouche, on va associer des discontinuités de déplacement  et  à chaque élément de et. Les déplacements et les contraintes dans le milieu   sont donnés en fonction  et des  éléments du contour   et les déplacements et les contraintes dans le milieu  ,  sont donnés en fonction  et des  éléments du contour .



II.3 SYSTEME D’EQUATIONS



          Notre problème est de trouver les discontinuités de déplacements  et  dans chaque élément de frontière parmi les N= +  éléments, si les conditions aux limites et les conditions de continuités sont prêtes  pour la construction du système algébrique d'équations pour ce problème composé. Il est préférable de numéroter les éléments de frontières de deux milieux consécutivement par le milieu  de l'élément 1 jusqu'àl'élément    le long de  C1 et pour le milieu   de l'élément   +1 jusqu'à l'élément    + =N le long de  C2. En se référant aux équations (I.15), les contraintes sur la frontière de peuvent être :



                                                                                                                  (II.3)



et les contraintes dans la frontière du milieu  peuvent s'écrire :



                                                                                                                  (II.4)



Et les déplacements sont :



                  (II.5)





et les contraintes dans la frontière du milieu R2 peuvent s'écrire :



N          (II.6)



          Les coefficients d'influences dans les équations (II.3) à (II.6) sont calculés exactement de la même manière que le cas du milieu monocouche. Mais il est nécessaire d'utiliser les propriétés élastiques de chaque milieu.



          Les équation (II.3) à (II.6) peuvent se mettre sous la forme d'un système algébrique de 2N équations à 2N inconnus:  





                   (II.7)



En conservant les conditions aux limites et les conditions de continuités comme suit:

          a) l'élément   appartient à la partie libre de   et posons qu'on a des contraintes 

appliquées à cet élément est    et    donc:



          et                                                                                                                           (II.8)

                                                 ;    

même chose pour  , et .

          b) l'élément  appartient à la partie libre de . et si les conditions imposées sont en

déplacement     et    donc:



          et                                                                                                                           (II.9)

                                                 ;    

même chose pour  , et .

Avec des relations similaires, nous pouvons exprimer les autres coefficients d'influence en combinant les deux conditions aux limites des deux milieux et en faisant un simple arrangement des équations (II.8) et (II.9) on obtient un seul système. 

En deuxième temps, considérons que l'élément  est situé sur la portion d'interface et posons qu'il appartient à . Nous aurons un élément  opposé directement à  et appartient à l'autre contour  . Nous obtenons donc quatre conditions  à vérifier concernant les deux éléments face à face   et  , deux conditions de continuité de contraintes et deux de déplacements.



1) Les conditions de continuité en contraintes sont :



                                                                                                                                           (II.10)



d'après (II.3) et (II.4), les quantités  .et  …ect, dans de l'équation (II.7) deviennent:



          et                                                                                                                         (II.11)

                                           ;    

et identiquement pour les autres coefficients d'influence.

2) Les conditions de continuité en déplacement sont :



                                                                                                                                           (II.12)



d'après (II.5) et (II.6), les quantités  .et  …ect, dans de l'équation (II.7) deviennent:



          et                                                                                                                         (II.13)

                                           ;    

et identiquement pour les autres coefficients d'influence.

II.3 CONCLUSION

Les outils fournis dans ce chapitre nous permettent de traiter les problèmes d’interaction entre inclusions.
































CHAPITRE III

EXEMPLES D’ILLUSTRATION

III.1. INTRODUCTION

Il existe dans le domaine de la mécanique, une gamme importante de logiciels de simulation de problèmes en génie mécanique. Certains logiciels sont basés sur la méthode des éléments finis. Parmi ceux-ci nous pouvons citer ABAQUS, ANSYS, et COSMOSworks. Le logiciel BEASY est l’un des logiciels les plus performants utilisant la méthode des équations intégrales en 3D.

Dans ce chapitre, nous traitons des domaines présentant des inclusions et l’interaction entre elles. Trois exemples sont présentés avec différents configurations. Nous avons adopté le logiciel COSMOSWorks pour sa simplicité. Les résultats obtenus sont confrontés à ceux obtenus par la méthode des discontinuités de déplacement.



III.2 EXEMPLES TRAITES



III.2.1 PLAQUE CARREE AVEC QUATRE INCLUSIONS

 (
L=100mm
L
D=10mm

E
1
,

1
E
2
,

2
)

Fig.III.1 Plaque carrée contenant  quatre inclusions

         Nous considérons dans cet exemple une plaque carrée contenant  quatre inclusions  soumise à un effort de traction  en  déformation  planes  comme  l'indique  la  figure  (Fig.III.1.).

La plaque est carrée de côté L. L’inclusion a un diamètre D=2R.

Pour les calculs, nous prenons L=20R, D=2R=10mm. La contrainte appliquée est égale à =100 MPa.

          Les caractéristique mécanique sont : inclusion E1=20GPa, 1=0.3 et matrice E2 =200GPa,1=0.3  et inversement.

Les inclusions sont centrées dans chaque quadrant.

           Pour cet exemple, nous nous intéressons au calcul des contraintes yy sur les lignes pointillées mais traversant pas les inclusions. Les effets aux interfaces sont présentés dans les prochains exemples.

L'analyse par éléments finis a été réalisée en utilisant COSMOSWorks



III.2.1.1 Résultats pour E1=20GPa et E2 =200GPa



[image: ][image: ]



Fig. III.2 Contrainte σyy en MPa



          Les figures (Fig.III.3) et (Fig.III.4) représentent respectivement l'évolution de la contrainte yy le long du segment horizontal et du segment vertical en trait pointillé.







Fig.III.3 Contrainte yy(MPa) sur le segment en  pointillé à  y=0. 25





Fig.III.4  Contrainte yy(MPa) sur le segment en  pointillé à  x=0. 25



On constate que les résultats obtenus par COSMOSWorks est très proche des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants.

Nous remarquons qu’au milieu des points de calcul, nous retrouvons une valeur proche de la contrainte imposée. Ce qui correspond au problème. Une concentration de contrainte est remarquée au voisinage de l’inclusion qui peut estimée à 1,8. Ce coefficient dépend du rapport des modules de Young, de la géométrie et du chargement..

III.2.1.2 Résultats pour E1=200GPa et E2 =20GPa



            [image: ]

Fig. III.5 Contrainte yy en MPa

Les figures (Fig.III.6) et (Fig.III.7) représentent respectivement l'évolution de la contrainte yy le long du segment horizontal et du segment vertical en trait pointillé.





Fig.III.6 Contrainte yyen MPa

       



Fig.III.7  Contrainte yy en MPa

       On remarque que les résultats obtenus par COSMOSWorks est très proche des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont aussi satisfaisant que précédemment. Avec le rapport des modules de Young, il y’a absence de concentration de contrainte.

III.2.2 PLAQUE RECTANGULAIRE AVEC DEUX  INCLUSIONS SUR L’AXE X

 (
L
L
1
D

d
E
2
,

2
E
1
,

1
)

Fig.III.8 plaque rectangulaire contenant  deux inclusions sur l’axe 

On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  soumise à un effort de traction. Les inclusions sont disposées sur l’axe  comme  l'indique  la  figure  (Fig.III.8.). Le but de ce test est de mettre en évident l’effet de la distance entre les inclusions.

La plaque considérée est de largeur L1 et de longueur L2. Les centres des inclusions sont distants de d. La plaque est soumise à une traction suivant y.

Pour les calculs, nous prenons L=20R, L1=L/2 , D=2R=10mm. La contrainte appliquée est égale à =100 MPa.

Pour ce test nous maintenons le module de Young de l’inclusion E1= 200GPa et celui de la matrice E2=20GPa. Nous faisons trois tests avec d= 2D, 3D et 5D. 

Nous nous intéressons aux contraintes  xx et yy entre les centres des inclusions sur l’axe des y=0 en faisant varier la distance entre ces centres. Ce test permet de mettre en évidence la discontinuité de contrainte yy au niveau de l’interface.

III.2.2.1-Résultats pour d=2D        [image: ]

Fig. III.9 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.10)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)





Fig.III.10 Contrainte xx  (MPa)

 

Qualitativement, les résultats sont comparables. Ces calculs doivent être refaits pour affiner les résultats. La zone entre les inclusions est en compression lié à un confinement.





[image: ]

Fig. III.11 Contrainte yy en MPa

La figure (Fig.III.12)  représente l'évolution de la contrainte yy le long de la droite (y=0)



Fig.III.12 Contrainte yy(x,0)  (MPa)

Pour cette contrainte, contrairement à xx, les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats obtenus par la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants. La contrainte reste presque constante dans l’inclusion. La présence de discontinuité de la contrainte est mise en évidence.



III.2.2.2-Résultats pour d=3D        

[image: ]

Fig. III.13 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.14)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



Fig.III.14 Contrainte xx  (MPa)



Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont comparables. Mais ces calculs doivent être refaits pour affiner les résultats. Les contraintes de compression diminuent en intensité avec l’éloignement des inclusions. Ce qui correspond au problème.[image: ]

Fig. III.15 Contrainte yy en MPa

La figure (Fig.III.16)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0) et comprise entre les centre des inclusions.



Fig.III.16 Contrainte yy en MPa

On constate que les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proche des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. La contrainte est quasi constante dans l’inclusion. Elle représente 1,4 fois la contrainte appliquée. Nous remarquons la discontinuité de la contrainte au niveau de l’interface.

III.2.2.3-Résultats pour d=5D[image: ]

Fig. III.17 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.18)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



              

Fig.III.18 Contrainte xx(x,0) en MPa

Nous pouvons remarquer de nouveau que, qualitativement, les résultats sont comparables. Les contraintes de compression diminuent encore plus en intensité avec l’éloignement des inclusions.

[image: ]

Fig. III.19 Contrainte yy en MPa

La figure (Fig.III.20)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



Fig.III.20 Contrainte yy(x,0) en MPa

Nous remarquons que les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proche des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. La contrainte est quasi constante dans l’inclusion. Elle représente 1,4 fois la contrainte appliquée. Nous remarquons la discontinuité de la contrainte au niveau de l’interface. De plus, nous pouvons remarquer que, nous retrouvons la valeur imposée de 100 MPa sur une certaine zone entre les inclusions.

III.2.3 PLAQUE RECTANGULAIRE AVEC DEUX  INCLUSIONS ANTISYMETRIQUE

        On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  soumise à une  traction  , comme  l'indique  la  figure  (Fig.III.8.)

        On considère dans cet exemple une plaque rectangulaire contenant  deux inclusions  soumise à un effort de traction. Les inclusions sont disposées symétriquement par rapport à l’origine. Le but de ce test est de mettre en évidente l’effet de la distance entre les inclusions en tenant compte du décalage des inclusions par rapport à l’axe des x.

La plaque considérée est de largeur L1 et de longueur L2. Les centres des inclusions sont distants de d. La plaque est soumise à une traction suivant y.

Pour les calculs, nous prenons comme précédemment, L=20R, L1=L/2 , D=2R=10mm. La contrainte appliquée est égale à =100 MPa.

Pour ce test nous maintenons le module de Young de l’inclusion E1= 200GPa et celui de la matrice E2=20GPa. Les coefficient de poisson sont égaux à 0,3. Nous faisons trois tests avec d= 2D, 3D et 5D. 
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Fig.III.21 plaque rectangulaire contenant  deux inclusions

Nous nous intéressons aux contraintes  xx , yy  xy sur  l’axe  sur la distance d.

III.2.3.1-Résultats pour d=2D [image: ]

Fig. III.22 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.23)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



Fig.III.23 Contrainte xx(x,0) en MPa

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont comparables. Nous constatons de plus qu’il ya moins de distorsion. Mais ces calculs doivent être refaits pour affiner les résultats.

[image: ]

Fig. III.24 Contrainte yy en MPa

La figure (Fig.III.25)  représente l'évolution de la contrainte yyle long de la droite (y=0) sur la zone d.



Fig.III.25 Contrainte yy(x,0) en MPa

Nous remarquons de nouveau, que pour les contraintes yy, les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. Nous pouvons remarquer que, nous retrouvons la valeur imposée de 100 MPa sur une certaine zone entre les inclusions.
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Fig. III.26 Contrainte xy en MPa

La figure (Fig.III.26)  représente l'évolution de la contrainte xy le long de la droite (y=0)



Fig.III.27 Contrainte xy(x,0) en MPa



Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont comparables. Les fortes variations de cette contrainte demandent une forte discrétisation.

III.2.3.2-Résultats pour d=3D        
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Fig. III.28 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.29)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



Fig.III.29 Contrainte xx(x,0) en MPa

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont comparables. Il y a moins de distorsion et de points de singularité. Néanmoins, des calculs supplémentaires sont souhaitables.
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Fig. III.30 Contrainte yy en MPa

La figures (Fig.III.31)  représente l'évolution de la contrainte yy le long de la droite (y=0)



Fig.III.31Contrainte yy(x,0) en MPa

Les résultats, sont de nouveau très satisfaisants concernant la contrainte yy. Les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats obtenus sont très satisfaisants pour cette contrainte. Nous pouvons remarquer que, au contraire, les inclusions en s’éloignant, la contrainte au milieu est inférieure à la contrainte imposée.
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Fig. III.32 Contrainte xy en MPa

La figure (Fig.III.33)  représente l'évolution de la contrainte xy le long de la droite (y=0)



Fig.III.33 Contrainte xy(x,0) en MPa

Les fortes variations de cette contrainte demandent une forte discrétisation. De plus le nombre de points de calculs réalisés par COSMOSWorks est faible relativement au nombre de points de calcul réalisés par la méthode de discontinuité de déplacement.

III.2.3.3-Résultats pour d=5D[image: ]

Fig. III.34 Contrainte xx en MPa

La figure (Fig.III.35)  représente l'évolution de la contrainte xx le long de la droite (y=0)



Fig.III.35 Contrainte xx(x,0) en MPa

Nous pouvons remarquer comme précédemment que, qualitativement, les résultats sont comparables. Néanmoins, des calculs supplémentaires sont souhaitables d’autant que le nombre de points de calcul par COSMOSWorlks est faible.
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Fig. III.36 Contrainte yy en MPa

Le figure (Fig.III.37)  représente l'évolution de la contrainte yy le long de la droite (y=0)



Fig.III. 37 Contrainte yy(x,0) en MPa

Les résultats, sont de nouveau très satisfaisants concernant la contrainte yy. Les résultats obtenus par COSMOSWorks sont très proches des résultats de la méthode de discontinuité de déplacement. Nous retrouvons, comme pour le cas des deux inclusion sur l’axe des x,  la contrainte imposée 100MPa. On peut noter un pseudo facteur d’intensité de contrainte sous l’inclusion.
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Fig. III.38 Contrainte xy en MPa

La figure (Fig.III.39)  représente l'évolution de la contrainte xy le long de la droite (y=0)

               

Fig.III.39 Contrainte xy(x,0) en MPa

Nous retrouvons la même allure de la figure III.35. Des calculs supplémentaires sont souhaitables d’autant que le nombre de points de calcul par COSMOSWorlks est faible.

III.3 CONCLUSION :

         L’interaction des inclusions a été étudiée sur la base du calcul des contraintes. La contrainte yy est bien prise en compte et nous obtenons une très bonne correlation.  La concentration de contrainte est plus élevée lorsque la matrice est plus souple que l’inclusion. Les contraintes xx et xy sont sensibles à la discrétisation. Les contraintes à l’intérieur les inclusions ne varient pas beaucoup.




































Conclusion générale







          Ce travail montre les grandes possibilités qu’offre la méthode de discontinuité de déplacements pour la résolution des problèmes de l'élasticité pour les matériaux non homogènes en bidimensionnel.

         Dans ce travail, nous avons utilisé le COSMOSWorks qui est une implémentation directe de méthode des éléments fini afin d’étudier l’interaction entre les inclusions et comparer ses résultats à ceux obtenus par la méthode des discontinuités de déplacement.

Les cas traités concernent des plaques en traction présentant des inclusions.

Avec les tests réalisés où le chargement est parallèle  à l’axe y, il en découle ce qui suit :

Nous obtenons une très bonne corrélation sur les résultats de yy,

La concentration de contrainte est plus élevée lorsque la matrice est plus souple que l’inclusion

Les contraintes xx et xy sont sensibles à la discrétisation.

Les contraintes à l’intérieur les inclusions ne varient pas beaucoup
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MDD	6.88E-2	6.8199999999999997E-2	6.7500000000000004E-2	6.6900000000000001E-2	6.6299999999999998E-2	6.5699999999999995E-2	6.5100000000000019E-2	6.450000000000003E-2	6.3800000000000009E-2	6.3200000000000006E-2	6.2600000000000003E-2	6.2000000000000034E-2	6.1400000000000003E-2	6.0800000000000014E-2	6.0200000000000101E-2	5.9500000000000032E-2	5.8900000000000001E-2	5.8299999999999998E-2	5.7700000000000133E-2	5.7100000000000012E-2	5.6500000000000002E-2	5.5800000000000023E-2	5.5199999999999999E-2	5.4600000000000003E-2	5.3999999999999999E-2	5.3400000000000003E-2	5.2800000000000034E-2	5.2200000000000003E-2	5.1499999999999997E-2	5.0900000000000001E-2	5.0299999999999997E-2	4.9700000000000133E-2	4.9100000000000033E-2	4.8500000000000001E-2	4.7800000000000023E-2	4.7200000000000013E-2	4.6599999999999996E-2	4.5999999999999999E-2	4.5400000000000003E-2	4.4800000000000034E-2	4.4200000000000003E-2	4.3500000000000004E-2	4.2900000000000021E-2	4.2299999999999997E-2	4.1700000000000001E-2	4.1099999999999998E-2	4.0500000000000001E-2	3.9800000000000002E-2	3.9199999999999999E-2	3.8600000000000002E-2	3.7999999999999999E-2	3.7400000000000252E-2	3.6799999999999999E-2	3.6200000000000052E-2	3.5500000000000004E-2	3.49E-2	3.4300000000000004E-2	3.3700000000000001E-2	3.3099999999999997E-2	3.2500000000000001E-2	3.1800000000000002E-2	3.1199999999999999E-2	141.76999999999998	138.44	134.82000000000087	131.36000000000001	128.16999999999999	125.32	122.78	120.55	118.57	116.82	115.24000000000002	113.84	112.59	111.46000000000002	110.44000000000032	109.51	108.66999999999999	107.9	107.21000000000002	106.59	106.03	105.52	105.06	104.64999999999999	104.3	104	103.75	103.55	103.4	103.3	103.25	103.24000000000002	103.3	103.41000000000012	103.55	103.74000000000002	103.99000000000002	104.3	104.64999999999999	105.06	105.5	106.02	106.57	107.22	107.92	108.66	109.5	110.41000000000012	111.45	112.58	113.82	115.24000000000002	116.79	118.53	120.51	122.78	125.28	128.10999999999999	131.28	134.66999999999999	138.02000000000001	140.84	MEF	6.9400000000000114E-2	6.8500000000000019E-2	6.7299999999999999E-2	6.59E-2	6.4600000000000019E-2	6.370000000000002E-2	6.25E-2	6.1499999999999999E-2	6.0600000000000001E-2	5.9600000000000014E-2	5.8500000000000003E-2	5.7400000000000034E-2	5.6400000000000013E-2	5.5300000000000113E-2	5.4300000000000466E-2	5.3199999999999997E-2	5.2100000000000014E-2	5.11E-2	0.05	4.8899999999999999E-2	4.7800000000000023E-2	4.6800000000000001E-2	4.5699999999999998E-2	4.470000000000042E-2	4.36E-2	4.2500000000000003E-2	4.1500000000000002E-2	4.0400000000000012E-2	3.9300000000000002E-2	3.8300000000000001E-2	3.7200000000000052E-2	3.6200000000000052E-2	3.5099999999999999E-2	3.4000000000000002E-2	3.2900000000000006E-2	3.15E-2	140.53	133.9	133.1	126.8	120.2	118.3	115.1	113.5	111.9	110.8	109.6	108.9	108.2	107.8	107.4	107.1	106.9	106.9	106.8	107	107.1	107.4	107.7	107.3	108.8	109.6	110.3	111.6	112.4	114.8	116.7	119.8	122.6	127.6	131.69999999999999	138.19999999999999	y(m)

σyy (MPa)

MDD	4.0000000000000022E-2	4.0599999999999997E-2	4.1199999999999987E-2	4.1800000000000004E-2	4.2400000000000014E-2	4.3000000000000003E-2	4.36E-2	4.4200000000000003E-2	4.6100000000000002E-2	4.6699999999999998E-2	4.7300000000000113E-2	4.7900000000000012E-2	4.8500000000000001E-2	4.9100000000000033E-2	4.9700000000000133E-2	5.0299999999999997E-2	5.0900000000000001E-2	5.1499999999999997E-2	5.2100000000000014E-2	5.2700000000000351E-2	5.3300000000000014E-2	5.3900000000000003E-2	5.5800000000000023E-2	5.6400000000000013E-2	5.7000000000000023E-2	5.7600000000000012E-2	5.8200000000000002E-2	5.8800000000000012E-2	5.9400000000000133E-2	6.0000000000000032E-2	-8.65	-9.16	-9.7000000000000011	-10.29	-10.89	-11.57	-12.31	-12.9	-27.3	-28.64	-28.630000000000031	-28.12	-27.6	-27.12	-26.86	-26.85	-27.17	-27.58	-28.110000000000031	-28.75	-28.779999999999987	-27.479999999999986	-8.25	-9.91	-10.639999999999999	-10.39	-10.02	-9.41	-8.98	-8.4700000000000006	MEF	4.0000000000000022E-2	4.2000000000000023E-2	4.3199999999999995E-2	4.5699999999999998E-2	4.6599999999999996E-2	4.9100000000000033E-2	5.2500000000000012E-2	5.4900000000000032E-2	5.5800000000000023E-2	5.8200000000000002E-2	6.0000000000000032E-2	-2.8699999999999997	-4.84	-6.2700000000000014	-17.16	-23.35	-23.35	-23.47	-10.55	-6.1	-4.1099999999999985	-2.8299999999999987	x(m)

σxx (MPa)

MDD	4.0000000000000022E-2	4.0599999999999997E-2	4.1199999999999987E-2	4.1800000000000004E-2	4.2400000000000014E-2	4.3000000000000003E-2	4.36E-2	4.4200000000000003E-2	4.6100000000000002E-2	4.6699999999999998E-2	4.7300000000000113E-2	4.7900000000000012E-2	4.8500000000000001E-2	4.9100000000000033E-2	4.9700000000000133E-2	5.0299999999999997E-2	5.0900000000000001E-2	5.1499999999999997E-2	5.2100000000000014E-2	5.2700000000000351E-2	5.3300000000000014E-2	5.3900000000000003E-2	5.5800000000000023E-2	5.6400000000000013E-2	5.7000000000000023E-2	5.7600000000000012E-2	5.8200000000000002E-2	5.8800000000000012E-2	5.9400000000000133E-2	6.0000000000000032E-2	134.96	134.38000000000093	133.76	133.02000000000001	132.19	131.25	130.20999999999998	128.9	50.47	62.09	69.38	74.03	76.97	78.73	79.53	79.52	78.73	76.959999999999994	73.989999999999995	69.319999999999993	61.99	50.06	129.55000000000001	129.79	131.10999999999999	132.19	133.08000000000001	133.72	134.4	134.9	MEF	4.0000000000000022E-2	4.0800000000000003E-2	4.1800000000000004E-2	4.2500000000000003E-2	4.3299999999999998E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.6599999999999996E-2	4.7400000000000032E-2	4.82E-2	4.9000000000000113E-2	4.9900000000000014E-2	5.0800000000000012E-2	5.16E-2	5.2500000000000012E-2	5.3600000000000002E-2	5.4100000000000023E-2	5.5000000000000014E-2	5.6700000000000014E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.9000000000000351E-2	6.0000000000000032E-2	138	137.19999999999999	136.30000000000001	135.4	134.4	70.5	47.02	62.39	70.34	74.63	77.099999999999994	77.8	77.08	74.61	70.03	61.11	46.15	69.319999999999993	134.4	135.80000000000001	136.4	137.30000000000001	138.1	x(m)

σyy (MPa)



MDD	3.500000000000001E-2	3.5600000000000041E-2	3.6200000000000052E-2	3.6799999999999999E-2	3.7400000000000246E-2	3.7999999999999999E-2	3.8600000000000002E-2	3.9199999999999999E-2	4.1099999999999998E-2	4.1700000000000001E-2	4.2299999999999997E-2	4.2900000000000021E-2	4.3500000000000004E-2	4.4100000000000014E-2	4.4700000000000392E-2	4.5300000000000014E-2	4.5900000000000003E-2	4.65E-2	4.7100000000000003E-2	4.7699999999999999E-2	4.8300000000000003E-2	4.8899999999999999E-2	4.9500000000000023E-2	5.0100000000000013E-2	5.0700000000000113E-2	5.1300000000000102E-2	5.1900000000000099E-2	5.2500000000000102E-2	5.3100000000000099E-2	5.3700000000000102E-2	5.4300000000000521E-2	5.4900000000000122E-2	5.5500000000000112E-2	5.6100000000000101E-2	5.6700000000000104E-2	5.7300000000000434E-2	5.7900000000000104E-2	5.8500000000000101E-2	6.0700000000000122E-2	6.1300000000000014E-2	6.1900000000000004E-2	6.25E-2	6.3100000000000003E-2	6.370000000000002E-2	6.4300000000000468E-2	6.5000000000000002E-2	-4.9800000000000004	-5.2	-5.44	-5.68	-5.94	-6.24	-6.83	-7.2	-19.89	-21.03	-20.79	-19.89	-18.649999999999999	-17.52	-16.45	-15.49	-14.65	-13.96	-13.38	-12.93	-12.61	-12.4	-12.28	-12.29	-12.38	-12.61	-12.93	-13.38	-13.94	-14.65	-15.5	-16.439999999999987	-17.54	-18.64	-19.670000000000005	-20.71	-21.09	-20.03	-8.3000000000000007	-7.1	-6.45	-6.04	-5.08	-5.5	-5.2700000000000014	-5.0199999999999996	MEF	3.500000000000001E-2	3.6799999999999999E-2	3.8199999999999998E-2	3.9100000000000003E-2	4.0700000000000014E-2	4.1500000000000002E-2	4.3999999999999997E-2	0.05	5.5000000000000014E-2	5.7600000000000012E-2	6.0000000000000032E-2	6.0800000000000014E-2	6.1600000000000002E-2	6.4000000000000112E-2	6.5000000000000002E-2	0.3310000000000024	0.19800000000000001	-0.3320000000000024	-4.7	-11.139999999999999	-15.719999999999999	-12.57	-11.850000000000026	-12.8	-15.860000000000024	-2.48	-0.88	0.18000000000000024	0.28000000000000008	0.4	x(m)

σxx (MPa)

MDD	3.500000000000001E-2	3.5600000000000041E-2	3.6200000000000052E-2	3.6799999999999999E-2	3.7400000000000246E-2	3.7999999999999999E-2	3.8600000000000002E-2	3.9199999999999999E-2	4.1099999999999998E-2	4.1700000000000001E-2	4.2299999999999997E-2	4.2900000000000021E-2	4.3500000000000004E-2	4.4100000000000014E-2	4.4700000000000392E-2	4.5300000000000014E-2	4.5900000000000003E-2	4.65E-2	4.7100000000000003E-2	4.7699999999999999E-2	4.8300000000000003E-2	4.8899999999999999E-2	4.9500000000000023E-2	5.0100000000000013E-2	5.0700000000000113E-2	5.1300000000000102E-2	5.1900000000000099E-2	5.2500000000000102E-2	5.3100000000000099E-2	5.3700000000000102E-2	5.4300000000000521E-2	5.4900000000000122E-2	5.5500000000000112E-2	5.6100000000000101E-2	5.6700000000000104E-2	5.7300000000000434E-2	5.7900000000000104E-2	5.8500000000000101E-2	6.0700000000000122E-2	6.1300000000000014E-2	6.1900000000000004E-2	6.25E-2	6.3100000000000003E-2	6.370000000000002E-2	6.4300000000000468E-2	6.5000000000000002E-2	136.96	136.75	136.49	136.15	135.78	135.34	135.63999999999999	133.91999999999999	55.339999999999996	66.760000000000005	74.260000000000005	79.349999999999994	82.89	85.45	87.32	88.73	89.78	90.58	91.169999999999987	91.61	91.92	92.13	92.210000000000022	92.11	91.92	91.6	91.169999999999987	90.57	89.78	89.04	88.73	87.33	85.460000000000022	82.9	79.34	74.28	66.819999999999993	55.48	134.06	135.12	135.37	135.81	136.22999999999999	136.5	136.76999999999998	136.94999999999999	MEF	3.500000000000001E-2	3.5900000000000001E-2	3.6799999999999999E-2	3.7600000000000244E-2	3.8399999999999997E-2	3.9100000000000003E-2	4.0000000000000022E-2	4.0700000000000014E-2	4.1500000000000002E-2	4.2400000000000014E-2	4.3199999999999995E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5800000000000014E-2	4.6599999999999996E-2	4.7400000000000032E-2	4.8300000000000003E-2	4.9200000000000021E-2	0.05	5.0800000000000012E-2	5.1700000000000003E-2	5.2500000000000012E-2	5.3400000000000003E-2	5.4200000000000012E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6700000000000014E-2	5.7600000000000012E-2	5.8400000000000014E-2	5.9000000000000351E-2	5.9800000000000124E-2	6.1000000000000013E-2	6.2400000000000122E-2	6.3200000000000006E-2	6.4100000000000004E-2	6.5000000000000002E-2	140.6	140.19999999999999	139.80000000000001	139.4	139.30000000000001	138.80000000000001	76.88	47	62.690000000000012	73.430000000000007	78.81	82.710000000000022	85.210000000000022	86.940000000000026	88.13	88.95	89.490000000000023	89.78	89.88	89.79	89.490000000000023	88.990000000000023	88.179999999999978	87.03	85.27	82.82	78.910000000000025	72.88	62.43	46.44	75.540000000000006	138	138.9	139.5	140	140.4	x(m)

σyy (MPa)

MDD	2.5000000000000001E-2	2.5600000000000012E-2	2.6200000000000011E-2	2.6800000000000056E-2	2.7500000000000011E-2	2.8000000000000001E-2	2.86E-2	2.9200000000000011E-2	3.0599999999999999E-2	3.1199999999999999E-2	3.1800000000000002E-2	3.2399999999999998E-2	3.3000000000000002E-2	3.3599999999999998E-2	3.4200000000000001E-2	3.4799999999999998E-2	3.5400000000000001E-2	3.5999999999999997E-2	3.6600000000000042E-2	3.7200000000000052E-2	3.780000000000025E-2	3.8399999999999997E-2	3.9000000000000014E-2	3.960000000000001E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1700000000000001E-2	4.2299999999999997E-2	4.2900000000000021E-2	4.3500000000000004E-2	4.4100000000000014E-2	4.4700000000000392E-2	4.5300000000000014E-2	4.5900000000000003E-2	4.65E-2	4.7100000000000003E-2	4.7699999999999999E-2	4.8300000000000003E-2	4.8899999999999999E-2	4.9500000000000023E-2	5.0100000000000013E-2	5.0700000000000023E-2	5.1299999999999901E-2	5.2200000000000003E-2	5.2800000000000034E-2	5.3400000000000003E-2	5.3999999999999999E-2	5.4600000000000003E-2	5.5199999999999999E-2	5.5800000000000023E-2	5.6400000000000013E-2	5.7000000000000023E-2	5.7600000000000012E-2	5.8200000000000002E-2	5.8800000000000012E-2	5.9400000000000133E-2	6.0000000000000032E-2	6.0600000000000001E-2	6.1199999999999997E-2	6.1799999999999904E-2	6.2400000000000122E-2	6.2999999999999903E-2	6.3599999999999907E-2	6.4199999999999924E-2	6.4800000000000024E-2	6.539999999999993E-2	6.599999999999992E-2	6.6599999999999895E-2	6.7199999999999913E-2	6.7800000000000013E-2	6.8399999999999933E-2	6.8999999999999909E-2	7.0199999999999901E-2	7.1900000000000006E-2	7.2500000000000023E-2	7.3099999999999998E-2	7.3800000000000004E-2	7.4400000000000133E-2	7.5000000000000011E-2	-1.6400000000000001	-1.75	-1.8800000000000001	-2.02	-2.16	-2.3199999999999967	-2.1800000000000002	-2.2000000000000002	-13.450000000000006	-16.12	-17.059999999999999	-16.64	-15.75	-14.450000000000006	-13.229999999999999	-12.08	-11.02	-10.050000000000002	-9.2000000000000011	-8.44	-7.75	-7.18	-6.67	-6.21	-5.8199999999999985	-5.4700000000000024	-5.17	-4.9000000000000004	-4.67	-4.4700000000000024	-4.29	-4.1399999999999997	-4.0199999999999996	-3.9099999999999997	-3.82	-3.75	-3.69	-3.65	-3.62	-3.61	-3.61	-3.62	-3.65	-3.69	-3.75	-3.82	-3.9099999999999997	-4.0199999999999996	-4.1399999999999997	-4.29	-4.4700000000000024	-4.67	-4.9000000000000004	-5.17	-5.4700000000000024	-5.8199999999999985	-6.22	-6.67	-7.2	-7.7700000000000014	-8.48	-9.2000000000000011	-10.050000000000002	-11.01	-12.08	-13.239999999999998	-14.46	-15.66	-16.66	-17.100000000000001	-16.22	-13.59	-2.1	-2.3899999999999997	-2.0299999999999998	-2.04	-1.8900000000000001	-1.77	-1.6400000000000001	MEF	2.5000000000000001E-2	2.7500000000000011E-2	2.9100000000000001E-2	3.0000000000000002E-2	3.1300000000000001E-2	3.4799999999999998E-2	3.8100000000000002E-2	4.2299999999999997E-2	4.65E-2	5.0800000000000012E-2	5.5000000000000014E-2	5.9300000000000429E-2	6.2600000000000003E-2	6.6000000000000003E-2	6.8599999999999994E-2	7.0000000000000021E-2	7.0800000000000002E-2	7.3099999999999998E-2	7.5000000000000011E-2	2.7600000000000002	2.56	1.24	-1.1000000000000001	-13.4	-11.82	-8.0400000000000009	-5.71	-4.6499999999999995	-4.4800000000000004	-4.9300000000000024	-6.4	-8.7800000000000011	-12.82	-13.84	1.1499999999999917	1.8	2.4699999999999998	2.7	x(m)

σxx (MPa)

MDD	2.5000000000000001E-2	2.5600000000000012E-2	2.6200000000000011E-2	2.6800000000000056E-2	2.7400000000000205E-2	2.8000000000000001E-2	2.86E-2	2.9200000000000011E-2	3.0599999999999999E-2	3.1199999999999999E-2	3.1800000000000002E-2	3.2399999999999998E-2	3.3000000000000002E-2	3.3599999999999998E-2	3.4200000000000001E-2	3.4799999999999998E-2	3.5400000000000001E-2	3.5999999999999997E-2	3.6600000000000042E-2	3.7200000000000052E-2	3.780000000000025E-2	3.8399999999999997E-2	3.9000000000000014E-2	3.960000000000001E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1700000000000001E-2	4.2299999999999997E-2	4.2900000000000021E-2	4.3500000000000004E-2	4.4100000000000014E-2	4.4700000000000392E-2	4.5300000000000014E-2	4.5900000000000003E-2	4.65E-2	4.7100000000000003E-2	4.7699999999999999E-2	4.8300000000000003E-2	4.8899999999999999E-2	4.9500000000000023E-2	5.0100000000000013E-2	5.0700000000000023E-2	5.1299999999999901E-2	5.2200000000000003E-2	5.2800000000000034E-2	5.3400000000000003E-2	5.3999999999999999E-2	5.4600000000000003E-2	5.5199999999999999E-2	5.5800000000000023E-2	5.6400000000000013E-2	5.7000000000000023E-2	5.7600000000000012E-2	5.8200000000000002E-2	5.8800000000000012E-2	5.9400000000000133E-2	6.0000000000000032E-2	6.0600000000000001E-2	6.1199999999999997E-2	6.1799999999999904E-2	6.2400000000000122E-2	6.2999999999999903E-2	6.3599999999999907E-2	6.4199999999999924E-2	6.4800000000000024E-2	6.539999999999993E-2	6.599999999999992E-2	6.6599999999999895E-2	6.7199999999999913E-2	6.7800000000000013E-2	6.8399999999999933E-2	6.8999999999999909E-2	6.9599999999999912E-2	7.0199999999999901E-2	7.1900000000000006E-2	7.2500000000000023E-2	7.3099999999999998E-2	7.3800000000000004E-2	7.4400000000000133E-2	7.5000000000000011E-2	137.47999999999999	137.32000000000087	137.13999999999999	136.94999999999999	136.73999999999998	136.52000000000001	136.26999999999998	135.65	40.590000000000003	57.620000000000012	68.78	76.13	81.169999999999987	84.76	87.39	89.39	90.93	92.16	93.149999999999991	93.97	94.649999999999991	95.23	95.73	96.16	96.54	96.86999999999999	97.169999999999987	97.43	97.66	97.86999999999999	97.05	98.210000000000022	98.35	98.47	98.57	98.649999999999991	98.72	98.77	98.8	98.82	98.82	98.8	98.77	98.72	98.649999999999991	98.52	98.47	98.35	98.210000000000022	98.05	97.86999999999999	97.66	97.43	97.169999999999987	96.86999999999999	96.54	96.16	95.73	95.23	94.649999999999991	93.97	93.149999999999991	92.16	90.93	89.39	87.4	84.76	81.169999999999987	76.14	68.8	57.64	40.480000000000004	135.72999999999999	136.19	136.47	136.72999999999999	136.94999999999999	137.15	137.32000000000087	137.47999999999999	MEF	2.5000000000000001E-2	2.5900000000000006E-2	2.6800000000000056E-2	2.7700000000000002E-2	2.86E-2	2.9500000000000002E-2	3.0400000000000052E-2	3.1300000000000001E-2	3.2199999999999999E-2	3.3099999999999997E-2	3.4000000000000002E-2	3.49E-2	3.5799999999999998E-2	3.670000000000001E-2	3.7600000000000244E-2	3.85E-2	3.9399999999999998E-2	4.0300000000000023E-2	4.1199999999999987E-2	4.2100000000000012E-2	4.3000000000000003E-2	4.3900000000000002E-2	4.4800000000000034E-2	4.5699999999999998E-2	4.6599999999999996E-2	4.7500000000000014E-2	4.8399999999999922E-2	4.9299999999999913E-2	5.0199999999999904E-2	5.1099999999999902E-2	5.19999999999999E-2	5.2899999999999933E-2	5.3799999999999924E-2	5.4699999999999922E-2	5.5599999999999913E-2	5.6499999999999904E-2	5.7400000000000034E-2	5.8299999999999901E-2	5.9199999999999933E-2	6.0099999999999903E-2	6.0999999999999922E-2	6.1899999999999913E-2	6.2800000000000022E-2	6.3699999999999896E-2	6.4599999999999894E-2	6.5499999999999919E-2	6.6399999999999904E-2	6.7299999999999902E-2	6.81999999999999E-2	6.9100000000000023E-2	7.0000000000000021E-2	7.0699999999999999E-2	7.2699999999999904E-2	7.3599999999999902E-2	7.4500000000000094E-2	7.5000000000000011E-2	143	142.9	142.69999999999999	142.5	142.69999999999999	141.5	77.89	43.1	73.86999999999999	80.11999999999999	84.440000000000026	87.16	89.23	90.7	91.8	92.63	93.26	93.76	94.149999999999991	94.48	94.72	94.940000000000026	95.11	95.27	95.38	95.490000000000023	95.54	95.6	95.61	95.61	95.59	95.55	95.53	95.47	95.39	95.29	95.149999999999991	94.98	94.76	94.5	94.19	93.78	93.3	92.679999999999978	91.89	90.8	89.38	85.31	80.440000000000026	41.13	140.87	142.19999999999999	142.6	142.6	143.1	143.30000000000001	x(m)

σyy (MPa)



MDD	4.02E-2	4.0599999999999997E-2	4.1000000000000002E-2	4.1399999999999999E-2	4.1800000000000004E-2	4.2200000000000001E-2	4.2600000000000013E-2	4.3000000000000003E-2	4.3400000000000001E-2	4.3800000000000013E-2	4.4100000000000014E-2	4.4500000000000033E-2	4.4900000000000023E-2	4.5300000000000014E-2	4.5699999999999998E-2	4.6100000000000002E-2	4.65E-2	4.6899999999999997E-2	4.7300000000000113E-2	4.7699999999999999E-2	4.8000000000000001E-2	4.8400000000000012E-2	4.8800000000000003E-2	4.9200000000000021E-2	4.9600000000000012E-2	0.05	5.0400000000000014E-2	5.0800000000000012E-2	5.1199999999999996E-2	5.16E-2	5.1999999999999998E-2	5.2299999999999999E-2	5.270000000000033E-2	5.3100000000000001E-2	5.3499999999999999E-2	5.3900000000000003E-2	5.430000000000041E-2	5.4700000000000401E-2	5.5100000000000003E-2	5.5500000000000022E-2	5.5900000000000012E-2	5.6300000000000003E-2	5.6599999999999998E-2	5.7000000000000023E-2	5.7400000000000034E-2	5.7800000000000094E-2	5.8200000000000002E-2	5.8599999999999999E-2	5.900000000000033E-2	5.9400000000000133E-2	5.9800000000000124E-2	1.9700000000000069	2.19	2.52	2.9499999999999997	3.48	4.07	4.72	5.4	6.09	6.78	7.45	8.07	8.65	9.19	9.66	10.08	10.44	10.75	11.01	11.219999999999999	11.4	11.54	11.65	11.729999999999999	11.8	11.84	11.860000000000024	11.850000000000026	11.83	11.78	11.7	11.58	11.42	11.219999999999999	10.96	10.65	10.28	9.8500000000000068	9.3700000000000028	8.83	8.2399999999999984	7.6199999999999966	6.9700000000000024	6.3199999999999985	5.67	5.07	4.5	4.0199999999999996	3.61	3.3099999999999987	3.13	MEF	4.0700000000000014E-2	4.2299999999999997E-2	4.4900000000000023E-2	4.7500000000000014E-2	0.05	5.2500000000000012E-2	5.5900000000000012E-2	5.7600000000000012E-2	5.9300000000000401E-2	-0.75000000000000355	0.24400000000000024	5	7.39	8.34	6.94	3.79	1.27	-0.56999999999999995	x(m)

σXX (MPa)

MDD	2.5399999999999999E-2	2.6200000000000011E-2	2.7000000000000166E-2	2.7700000000000002E-2	2.8500000000000001E-2	2.93E-2	3.0100000000000002E-2	3.09E-2	3.1600000000000052E-2	3.2399999999999998E-2	3.32E-2	3.4000000000000002E-2	3.4799999999999998E-2	3.5500000000000004E-2	3.6300000000000006E-2	3.7100000000000001E-2	3.790000000000001E-2	3.8699999999999998E-2	3.95E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1800000000000004E-2	4.2600000000000013E-2	4.3400000000000001E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.65E-2	4.7300000000000113E-2	4.8000000000000001E-2	4.8800000000000003E-2	4.9600000000000012E-2	5.0400000000000014E-2	5.1199999999999996E-2	5.1999999999999998E-2	5.270000000000033E-2	5.3499999999999999E-2	5.430000000000041E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6599999999999998E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.900000000000033E-2	5.9800000000000124E-2	6.0500000000000012E-2	6.1300000000000014E-2	6.2100000000000023E-2	6.2900000000000011E-2	6.370000000000002E-2	6.450000000000003E-2	6.5199999999999994E-2	6.6000000000000003E-2	6.6799999999999998E-2	6.7599999999999993E-2	6.8400000000000002E-2	6.9100000000000023E-2	6.9900000000000004E-2	7.0699999999999999E-2	7.1499999999999994E-2	7.2300000000000114E-2	7.3000000000000009E-2	7.3800000000000004E-2	7.4600000000000014E-2	123.72	122.31	119.79	116.5	112.8	109.05	105.57	102.52	100.02	98.08	96.64	96.649999999999991	95.01	94.669999999999987	94.51	94.51	94.55	94.86999999999999	94.98	95.2	95.43	95.64	95.85	96.05	96.210000000000022	96.36	96.490000000000023	96.6	96.69	96.75	96.8	96.82	96.81	96.78	96.73	96.649999999999991	96.55	96.42	96.26	96.08	95.86999999999999	95.63	95.38	95.1	94.81	94.51	94.22	93.960000000000022	93.76	93.64	93.669999999999987	94.11	94.76	95.22	96.490000000000023	98.27	100.58	103.44000000000032	106.75	110.32	113.85	117	119.41000000000012	120.75	MEF	2.7900000000000012E-2	2.9600000000000001E-2	3.1300000000000001E-2	3.6400000000000016E-2	4.0599999999999997E-2	4.3999999999999997E-2	4.9900000000000014E-2	5.62E-2	6.5600000000000006E-2	6.8599999999999994E-2	7.1999999999999995E-2	111.9	107	102.1	95.98	95.85	96.440000000000026	96.95	96.48	95.78	96.69	113.5	x(m)

σyy(MPa)

MDD	4.02E-2	4.0599999999999997E-2	4.1000000000000002E-2	4.1399999999999999E-2	4.1800000000000004E-2	4.2200000000000001E-2	4.2600000000000013E-2	4.3000000000000003E-2	4.3400000000000001E-2	4.3800000000000013E-2	4.4100000000000014E-2	4.4500000000000033E-2	4.4900000000000023E-2	4.5300000000000014E-2	4.5699999999999998E-2	4.6100000000000002E-2	4.65E-2	4.6899999999999997E-2	4.7300000000000113E-2	4.7699999999999999E-2	4.8000000000000001E-2	4.8400000000000012E-2	4.8800000000000003E-2	4.9200000000000021E-2	4.9600000000000012E-2	0.05	5.0400000000000014E-2	5.0800000000000012E-2	5.1199999999999996E-2	5.16E-2	5.1999999999999998E-2	5.2299999999999999E-2	5.2700000000000385E-2	5.3100000000000001E-2	5.3499999999999999E-2	5.3900000000000003E-2	5.4300000000000445E-2	5.470000000000045E-2	5.5100000000000003E-2	5.5500000000000022E-2	5.5900000000000012E-2	5.6300000000000003E-2	5.6599999999999998E-2	5.7000000000000023E-2	5.7400000000000034E-2	5.7800000000000094E-2	5.8200000000000002E-2	5.8599999999999999E-2	5.9000000000000385E-2	5.9400000000000133E-2	5.9800000000000124E-2	-1.28	0.13	1.48	2.74	3.88	4.87	5.7	6.3599999999999985	6.85	7.18	7.35	7.39	7.31	7.14	6.89	6.58	6.25	5.9	5.56	5.24	4.95	4.71	4.5199999999999996	4.3899999999999997	4.3199999999999985	4.33	4.4000000000000004	4.54	4.74	5	5.3199999999999985	5.67	6.07	6.48	6.9	7.3	7.67	7.99	8.2299999999999986	8.3700000000000028	8.4	8.2900000000000009	8.0300000000000011	7.6099999999999985	7.03	6.28	5.37	4.3199999999999985	3.16	1.9000000000000001	0.60000000000000064	MEF	4.0700000000000014E-2	4.2299999999999997E-2	4.4900000000000023E-2	4.6599999999999996E-2	4.8300000000000003E-2	5.0800000000000012E-2	5.1700000000000003E-2	5.3400000000000003E-2	5.5000000000000014E-2	5.6700000000000014E-2	5.930000000000045E-2	1.84	5.52	8.59	7.06	5.92	5.94	6.23	7.57	8.7000000000000011	5.63	2.27	x(m)

σxy(MPa)

MDD	3.5200000000000002E-2	3.5900000000000001E-2	3.670000000000001E-2	3.7500000000000006E-2	3.8300000000000001E-2	3.9100000000000003E-2	3.9800000000000002E-2	4.0599999999999997E-2	4.1399999999999999E-2	4.2200000000000001E-2	4.3000000000000003E-2	4.3800000000000013E-2	4.4500000000000033E-2	4.5300000000000014E-2	4.6100000000000002E-2	4.6899999999999997E-2	4.7699999999999999E-2	4.8400000000000012E-2	4.9200000000000021E-2	0.05	5.0800000000000012E-2	5.16E-2	5.2299999999999999E-2	5.3100000000000001E-2	5.3900000000000003E-2	5.4700000000000401E-2	5.5500000000000022E-2	5.6300000000000003E-2	5.7000000000000023E-2	5.7800000000000094E-2	5.8599999999999999E-2	5.9400000000000133E-2	6.0200000000000004E-2	6.0900000000000003E-2	6.1699999999999998E-2	6.25E-2	6.3299999999999995E-2	6.4100000000000004E-2	6.4800000000000024E-2	1.3800000000000001	1.71	2.44	3.4499999999999997	4.5599999999999996	5.63	6.51	7.1499999999999995	7.51	7.6099999999999985	7.51	7.26	6.91	6.53	6.1599999999999975	5.8199999999999985	5.55	5.3599999999999985	5.2700000000000014	5.26	5.3599999999999985	5.55	5.83	6.1899999999999995	6.6099999999999985	7.07	7.52	7.94	8.26	8.43	8.3800000000000008	8.08	7.49	6.6499999999999995	5.6199999999999966	4.54	3.56	2.8499999999999988	2.5299999999999998	MEF	3.5600000000000041E-2	4.0599999999999997E-2	4.3199999999999995E-2	4.5800000000000014E-2	0.05	5.5900000000000012E-2	6.4400000000000124E-2	-2.21	3.7800000000000002	4.34	3.66	2.8299999999999987	4.79	-1.82	x(m)

σxx(MPa)

MDD	3.5200000000000002E-2	3.5900000000000001E-2	3.670000000000001E-2	3.7500000000000006E-2	3.8300000000000001E-2	3.9100000000000003E-2	3.9800000000000002E-2	4.0599999999999997E-2	4.1399999999999999E-2	4.2200000000000001E-2	4.3000000000000003E-2	4.3800000000000013E-2	4.4500000000000033E-2	4.5300000000000014E-2	4.6100000000000002E-2	4.6899999999999997E-2	4.7699999999999999E-2	4.8400000000000012E-2	4.9200000000000021E-2	0.05	5.0800000000000012E-2	5.16E-2	5.2299999999999999E-2	5.3100000000000001E-2	5.3900000000000003E-2	5.4700000000000401E-2	5.5500000000000022E-2	5.6300000000000003E-2	5.7000000000000023E-2	5.7800000000000094E-2	5.8599999999999999E-2	5.9400000000000133E-2	6.0200000000000004E-2	6.0900000000000003E-2	6.1699999999999998E-2	6.25E-2	6.3299999999999995E-2	6.4100000000000004E-2	6.4800000000000024E-2	122.33	121.23	118.97	115.84	112.2	108.43	104.82	101.6	98.86999999999999	96.679999999999978	94.990000000000023	93.73	92.82	92.179999999999978	91.740000000000023	91.440000000000026	91.23	91.07	90.940000000000026	90.83	90.73	90.649999999999991	90.6	90.61	90.710000000000022	90.940000000000026	91.39	92.1	93.169999999999987	94.679999999999978	96.679999999999978	99.22	102.25	105.66	109.26	112.72	115.67999999999998	117.79	118.78	MEF	3.5600000000000041E-2	3.7300000000000041E-2	3.9800000000000002E-2	4.2299999999999997E-2	4.4900000000000023E-2	4.6599999999999996E-2	4.9100000000000033E-2	5.0800000000000012E-2	5.3900000000000003E-2	5.6800000000000003E-2	5.9300000000000401E-2	6.1000000000000013E-2	6.2700000000000033E-2	6.4400000000000124E-2	120.8	116.3	104.9	96.86	92.83	91.83	91.149999999999991	90.9	90.86	93.149999999999991	98.72	106.1	112.8	117	x(m)

σyy (MPa)

MDD	2.5399999999999999E-2	2.6200000000000011E-2	2.7000000000000166E-2	2.7700000000000002E-2	2.8500000000000001E-2	2.93E-2	3.0100000000000002E-2	3.09E-2	3.1600000000000052E-2	3.2399999999999998E-2	3.32E-2	3.4000000000000002E-2	3.4799999999999998E-2	3.5500000000000004E-2	3.6300000000000006E-2	3.7100000000000001E-2	3.790000000000001E-2	3.8699999999999998E-2	3.95E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1800000000000004E-2	4.2600000000000013E-2	4.3400000000000001E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.65E-2	4.7300000000000113E-2	4.8000000000000001E-2	4.8800000000000003E-2	4.9600000000000012E-2	5.0400000000000014E-2	5.1199999999999996E-2	5.1999999999999998E-2	5.270000000000033E-2	5.3499999999999999E-2	5.430000000000041E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6599999999999998E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.900000000000033E-2	5.9800000000000124E-2	6.0500000000000012E-2	6.1300000000000014E-2	6.2100000000000023E-2	6.2900000000000011E-2	6.370000000000002E-2	6.450000000000003E-2	6.5199999999999994E-2	6.6000000000000003E-2	6.6799999999999998E-2	6.7599999999999993E-2	6.8400000000000002E-2	6.9100000000000023E-2	6.9900000000000004E-2	7.0699999999999999E-2	7.1499999999999994E-2	7.2300000000000114E-2	7.3000000000000009E-2	7.3800000000000004E-2	7.4600000000000014E-2	1.27	4.1399999999999997	6.57	8.33	9.34	9.629999999999999	9.32	8.56	7.53	6.37	5.2	4.09	3.09	2.2200000000000002	1.5	0.9	0.6400000000000039	2.0000000000000011E-2	-0.28000000000000008	-0.52	-0.72000000000000064	-0.88	-1	-1.1000000000000001	-1.2	-1.28	-1.37	-1.45	-1.52	-1.6	-1.6700000000000021	-1.76	-1.84	-1.9300000000000068	-2.02	-2.1	-2.19	-2.27	-2.3299999999999987	-2.38	-2.42	-2.4299999999999997	-2.4099999999999997	-2.3499999999999988	-2.23	-2.0499999999999998	-1.8	-1.44	-0.97000000000000064	-0.37000000000000038	0.36000000000000032	1.77	2.88	3.5	4.7699999999999996	6.05	7.24	8.19	8.7000000000000011	8.66	7.92	6.46	4.38	1.84	MEF	2.5399999999999999E-2	2.63E-2	2.7900000000000012E-2	3.1300000000000001E-2	3.6400000000000016E-2	4.2299999999999997E-2	5.0400000000000014E-2	5.7700000000000133E-2	7.0800000000000002E-2	7.4500000000000094E-2	1.75	3.75	6.89	7.8	3.04	0.16	-2.44	0.18000000000000024	8.02	2.06	x(m)

σxy(MPa)

MDD	2.5399999999999999E-2	2.6200000000000011E-2	2.7000000000000166E-2	2.7700000000000002E-2	2.8500000000000001E-2	2.93E-2	3.0100000000000002E-2	3.09E-2	3.1600000000000052E-2	3.2399999999999998E-2	3.32E-2	3.4000000000000002E-2	3.4799999999999998E-2	3.5500000000000004E-2	3.6300000000000006E-2	3.7100000000000001E-2	3.790000000000001E-2	3.8699999999999998E-2	3.95E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1800000000000004E-2	4.2600000000000013E-2	4.3400000000000001E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.65E-2	4.7300000000000113E-2	4.8000000000000001E-2	4.8800000000000003E-2	4.9600000000000012E-2	5.0400000000000014E-2	5.1199999999999996E-2	5.1999999999999998E-2	5.270000000000033E-2	5.3499999999999999E-2	5.430000000000041E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6599999999999998E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.900000000000033E-2	5.9800000000000124E-2	6.0500000000000012E-2	6.1300000000000014E-2	6.2100000000000023E-2	6.2900000000000011E-2	6.370000000000002E-2	6.450000000000003E-2	6.5199999999999994E-2	6.6000000000000003E-2	6.6799999999999998E-2	6.7599999999999993E-2	6.8400000000000002E-2	6.9100000000000023E-2	6.9900000000000004E-2	7.0699999999999999E-2	7.1499999999999994E-2	7.2300000000000114E-2	7.3000000000000009E-2	7.3800000000000004E-2	7.4600000000000014E-2	1.9200000000000021	2.4	3.24	4.3199999999999985	5.4700000000000024	6.49	7.3	7.8199999999999985	8.0500000000000007	8.01	7.76	7.34	6.8199999999999985	6.24	5.64	5.07	4.78	4	3.55	3.13	2.77	2.44	2.17	1.9300000000000068	1.72	1.55	1.41	1.3	1.2	1.1299999999999923	1.08	1.05	1.05	1.06	1.1000000000000001	1.1499999999999924	1.23	1.34	1.48	1.6500000000000001	1.86	2.1	2.3899999999999997	2.73	3.1	3.55	4.04	4.58	5.17	5.79	6.42	7.33	7.8599999999999985	8.09	8.4	8.5	8.34	7.88	7.13	6.17	5.09	4.0599999999999996	3.2600000000000002	2.8299999999999987	MEF	2.6200000000000011E-2	2.8799999999999999E-2	3.1300000000000001E-2	3.5200000000000002E-2	3.7200000000000052E-2	3.9000000000000014E-2	4.5800000000000014E-2	0.05	5.4200000000000012E-2	6.1000000000000013E-2	6.4400000000000124E-2	6.7900000000000002E-2	7.1999999999999995E-2	7.4500000000000094E-2	4.5000000000000012E-2	1.47	3	6.08	3.38	1.6400000000000001	-0.52	-1.1100000000000001	-0.54	1.7	3.24	6.02	3.68	0.58000000000000007	x(m)

σxx (MPa)

MDD	2.5399999999999999E-2	2.6200000000000011E-2	2.7000000000000166E-2	2.7700000000000002E-2	2.8500000000000001E-2	2.93E-2	3.0100000000000002E-2	3.09E-2	3.1600000000000052E-2	3.2399999999999998E-2	3.32E-2	3.4000000000000002E-2	3.4799999999999998E-2	3.5500000000000004E-2	3.6300000000000006E-2	3.7100000000000001E-2	3.790000000000001E-2	3.8699999999999998E-2	3.95E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1800000000000004E-2	4.2600000000000013E-2	4.3400000000000001E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.65E-2	4.7300000000000113E-2	4.8000000000000001E-2	4.8800000000000003E-2	4.9600000000000012E-2	5.0400000000000014E-2	5.1199999999999996E-2	5.1999999999999998E-2	5.270000000000033E-2	5.3499999999999999E-2	5.430000000000041E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6599999999999998E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.900000000000033E-2	5.9800000000000124E-2	6.0500000000000012E-2	6.1300000000000014E-2	6.2100000000000023E-2	6.2900000000000011E-2	6.370000000000002E-2	6.450000000000003E-2	6.5199999999999994E-2	6.6000000000000003E-2	6.6799999999999998E-2	6.7599999999999993E-2	6.8400000000000002E-2	6.9100000000000023E-2	6.9900000000000004E-2	7.0699999999999999E-2	7.1499999999999994E-2	7.2300000000000114E-2	7.3000000000000009E-2	7.3800000000000004E-2	7.4600000000000014E-2	123.72	122.31	119.79	116.5	112.8	109.05	105.57	102.52	100.02	98.08	96.64	96.649999999999991	95.01	94.669999999999987	94.51	94.51	94.55	94.86999999999999	94.98	95.2	95.43	95.64	95.85	96.05	96.210000000000022	96.36	96.490000000000023	96.6	96.69	96.75	96.8	96.82	96.81	96.78	96.73	96.649999999999991	96.55	96.42	96.26	96.08	95.86999999999999	95.63	95.38	95.1	94.81	94.51	94.22	93.960000000000022	93.76	93.64	93.669999999999987	94.11	94.76	95.22	96.490000000000023	98.27	100.58	103.44000000000032	106.75	110.32	113.85	117	119.41000000000012	120.75	MEF	2.7900000000000012E-2	2.9600000000000001E-2	3.1300000000000001E-2	3.6400000000000016E-2	4.0599999999999997E-2	4.3999999999999997E-2	4.9900000000000014E-2	5.62E-2	6.5600000000000006E-2	6.8599999999999994E-2	7.1999999999999995E-2	111.9	107	102.1	95.98	95.85	96.440000000000026	96.95	96.48	95.78	96.69	113.5	x (m)

σyy (MPa)

MDD	2.5399999999999999E-2	2.6200000000000011E-2	2.7000000000000166E-2	2.7700000000000002E-2	2.8500000000000001E-2	2.93E-2	3.0100000000000002E-2	3.09E-2	3.1600000000000052E-2	3.2399999999999998E-2	3.32E-2	3.4000000000000002E-2	3.4799999999999998E-2	3.5500000000000004E-2	3.6300000000000006E-2	3.7100000000000001E-2	3.790000000000001E-2	3.8699999999999998E-2	3.95E-2	4.02E-2	4.1000000000000002E-2	4.1800000000000004E-2	4.2600000000000013E-2	4.3400000000000001E-2	4.4100000000000014E-2	4.4900000000000023E-2	4.5699999999999998E-2	4.65E-2	4.7300000000000113E-2	4.8000000000000001E-2	4.8800000000000003E-2	4.9600000000000012E-2	5.0400000000000014E-2	5.1199999999999996E-2	5.1999999999999998E-2	5.270000000000033E-2	5.3499999999999999E-2	5.430000000000041E-2	5.5100000000000003E-2	5.5900000000000012E-2	5.6599999999999998E-2	5.7400000000000034E-2	5.8200000000000002E-2	5.900000000000033E-2	5.9800000000000124E-2	6.0500000000000012E-2	6.1300000000000014E-2	6.2100000000000023E-2	6.2900000000000011E-2	6.370000000000002E-2	6.450000000000003E-2	6.5199999999999994E-2	6.6000000000000003E-2	6.6799999999999998E-2	6.7599999999999993E-2	6.8400000000000002E-2	6.9100000000000023E-2	6.9900000000000004E-2	7.0699999999999999E-2	7.1499999999999994E-2	7.2300000000000114E-2	7.3000000000000009E-2	7.3800000000000004E-2	7.4600000000000014E-2	1.27	4.1399999999999997	6.57	8.33	9.34	9.629999999999999	9.32	8.56	7.53	6.37	5.2	4.09	3.09	2.2200000000000002	1.5	0.9	0.6400000000000039	2.0000000000000011E-2	-0.28000000000000008	-0.52	-0.72000000000000064	-0.88	-1	-1.1000000000000001	-1.2	-1.28	-1.37	-1.45	-1.52	-1.6	-1.6700000000000021	-1.76	-1.84	-1.9300000000000068	-2.02	-2.1	-2.19	-2.27	-2.3299999999999987	-2.38	-2.42	-2.4299999999999997	-2.4099999999999997	-2.3499999999999988	-2.23	-2.0499999999999998	-1.8	-1.44	-0.97000000000000064	-0.37000000000000038	0.36000000000000032	1.77	2.88	3.5	4.7699999999999996	6.05	7.24	8.19	8.7000000000000011	8.66	7.92	6.46	4.38	1.84	MEF	2.5399999999999999E-2	2.63E-2	2.7900000000000012E-2	3.1300000000000001E-2	3.6400000000000016E-2	4.2299999999999997E-2	5.0400000000000014E-2	5.7700000000000133E-2	7.0800000000000002E-2	7.4500000000000094E-2	1.75	3.75	6.89	7.8	3.04	0.16	-2.44	0.18000000000000024	8.02	2.06	x (m)
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