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INTroducTion Générale.
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Deputs plus d’'un demi siecle, les ingénieurs sont de plus en plus conscients du
besoin d’évaluation plus précise des contraintes locales dues aux irrégularités
géométriques (défauts, fissures, inclusions, ...). Pour atteindre la fiabilité et pour éviter
des ruptures aux conséquences graves, Pingénieur doit étre persuadé de P'importance des

concentrations de contraintes provoquées par telles irrégularités [6].

Parmi les problémes que posent ce genre de sitnation, le probléeme de la
fissuration, qui représente un probléme de mécanmique dans lequel les données sont
constituées, par la géométrie de la structure, la configuration de fissure, les efforts
appliqués, la loi de comportement 4 la déformation du matériau considéré. Le calcul

consiste a trouver les parameétres mécaniques influents sur la fissure.

Dans ces calculs, nous considérons des structures bidimensionnelles et nous
supposerons le comportement linéaire de ces derniéres, vu que dans la plupart des cas
pratiques, elles travaillent dans le domaine élastique. Nous aurons donc 4 déterminer le
champ de contrainte et le champ de déplacement dans le domaine fissuré et calculer le

facteur d’intensité de contrainte.

Trois principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la
résolution des problémes de structures en meécanique : méthode des éléments finis,
méthode des différences finies et la méthode des équations intégrales de frontiére.
Fréquemment, nous televons des études comparatives de Pefficacité de la méthode des
éléments finis par rapport a la méthode des équations intégrales et nous relevons que 'on

oppose 'une par rapport i lautre.
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Chacune des deux méthodes numériques 2 ses avantages. Cependant, la méthode
des équations intégrales offre des avantages certains dans des configurations de problémes
dont :

¢ La résolution en domaines infinis.

e La résolution de problémes de corps fissurés.
Le dernier domamne d’application en tridimensionnel reste un champ d’étude en

cours de développement.

La famille des équations intégrales de frontiére est divisée en deux groupes: la
méthode directe et la méthode indirecte. La méthode directe est plus développée
« Brebbia (1987) ». L’approche indirecte, plus intuitive, est la moins populaire et regroupe
la méthode des contraintes fictives ou la méthode de discontinuité de déplacement. Cette
méthode s’est avérée la plus performante pour traiter les matériaux fissurés et les

problémes de contact {2].

La formulation de la méthode de discontinuité de déplacement en bidimensionnel
en coordonnées cartésiennes est due a « Crooch (1976 & 1983) ». Cette contribution a
permis d’assurer une plus grande popularité de la méthode et a pu étre utilisée dans la
modélisation de probléme de contact de failles « Crawford, (1983) », ruptures autour de

cavités « Kondo (1989) » et en élasto-dynamique [2].

Pour des corps statiquement chargés, la technique de fonction de Poids est un
meilleur concept d’évaluer des facteurs d’intensité de contraintes, et peuvent étre obtenus
par Iévaluation dun simple intégral. « Bueckner (1970)» a présenté le concept de
fonction de poids pour 'analyse les fissures en bidimensionnelles. « Rice (1972)» a
montré que les fonctions de poids peuvent étre déterminées en différenciant la solution

élastique connue pour un champ de déplacement de la longueur de la fissure {7].

Les fonctions de Poids peuvent étre obtenues par une méthode de calcul

numérique, comme la méthode de discontinuité de déplacement.
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L’objet du présent travail est I'étude de fissuration et calcul de facteur d’intensité
de contrainte, en utilisant la technique de fonction de Poids basé sur la méthode de

discontinuité de déplacement en bidimensionnel.

Cette étude comporte cinq chapitres, le premier chapitre est une introduction 2 la
mécanique de la rupture.

Le deuxieme chapitre, on présentera la méthode de discontinuité de déplacement
en bidimensionnel.

Puis dans le troisiéme chapitre, on va présenter la technique de fonction de Poids
pour les problémes statiques.

Le quatriéme chapitre consacré pour Porganisation du programme qui traite le
probléme de fissuration en bidimensionnel et calcul de facteur d’intensité de contrainte.

Et enfin, le cinquiéme chapitre comporte les exemples traités, et leurs résultats et

ses interprétations.
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-Notions suria:Mécanique de:laRuptire:

CHAPITRE |
Nortions sur la Mécanioue de la Ruprure

Il INTRODUC’I'ION.

Une piéce de machine de construction ou un organe soumis a des sollicitations

mécaniques, thermiques ou chimiques. .., peut le conduire 3 sa détérioration.

Le calcul de ces pieces a le plus souvent pour objet de prévenir les déformations
importantes et est en général fondées sur la théorie de Iélasticité et la résistance des

matériaux.

Ces calculs supposent tous que les matériaux sont parfaitement continus, sans

lacune ou fissure, et que dans la déformation aucun vide ni fissure n’apparait.

Mais, on a aussi observé des ruptures soudaines en domaine élastique. On a
constaté qu’on trouvait toujours a I'origine d’une rupture un défaut, lacune ou fissure,
plus au moins grandes ; par ailleurs de nombreux accidents ont montré que de tels défauts
peuvent conduire a des ruptures brutales, parfois catastrophiques, lorsque les conditions

de chargement et d’environnement sont non propices.

La mécanique de la rupture est une philosophie de conception visant 4 développer
un critére de ruine et une science de 'étude du comportement d’une structure procédant
des fissures initiales [1].

On constate deux approches d’analyse utilisées en mécanique de la rupture :

1. L’analyse du champ des contraintes en téte de fissure, c’est I'approche par les

facteurs d’intensité de contraintes «approche localen.
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ChapitreI = _ Notions sur la Mécanique de la Rupture-

2. L’analyse énergétique proposée par « GRIFFITH 1920 » qui procéde par le calcul
de Iénergie dispomible pour la propagation de fissure dans la structure, cette énergie

dépend du potentiel total du systéme « /e taux de restitution d’énergie ».

Dans ce chapitre on va définir des notions et des hypothéses sur la mécanique de la
rupture. On parle sur les différents modes d’ouverture d’une fissure en trois dimensions et
sur les équations concernant le champ de déformations et de contraintes auprés du fond
de fissure, puis on va essayer de metre en évidence la notion des facteurs d’intensité de

contraintes.
1.2. NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LA MECANIQUE DE LA RUPTURE.
1.2.1. NOTIONS & HYPOTHESES :

On considére une fissure plane ayant un front rectiligne (Fig. L1) celle-ci
correspond a une discontinuité de déplacement. Nous formulons trois hypotheses

importantes :

1- Le matériau est supposé homogene et isotrope, avec un comportement
élastique linéaire.

2- On néglige les forces de volume et les accélérations (la rupture est supposée
statique).

3- On se restreint aux problémes plans (bidimensionnels).

Fissure ~—p»

>y

Fig. L.1 : Notations pour une fissure plane
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ChapitreI .. '~ ' ' ;.. . " Netions sur la Mécanique de‘la Rupture-

1.2.2. MODES FONDAMENTAUX DE RUPTURE :

On définit trois modes de déplacement (ouvertures) des bords d’une fissure
(Figure 1.2).

Pour les problémes plans :

- Mode I (ouverture) : une sollicitation de traction perpendiculaire au plan de la
fissure (figure I.2a), ce mode est souvent le plus dangereux.

- Mode II (glissement plan) : une sollicitation de cisaillement dans le plan de
la fissure dont Paction est perpendiculaire au bout de la fissure (figure 1.2b).

Pour les problémes anti-plan :

- Mode III (glissement anti-plan) : une sollicitation de cisaillement paralléle
au fond de Ia fissure (figure 1.2¢)

Ce dernier mode est résolu par une représentation 3D anti-plan tandis que les deux

précédents sont résolus par une analyse 2D en contrainte ou en déformation plane.

<) Mode III

Fig. 1.2: Modes d’ouvertures d’une fissure
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Chapitre 157

. Notions sur.la.Mécanique'de ia Ruptore:

1.2.3. CHAMP DE CONTRAINTES ET DE DEPLACEMENTS :

Ces contraintes ont été calculées par Irwin 2 I'aide de la théorie de Pélasticité [1]

avec les notations de la figure 1.3.

e Model:

e Modell:

o Modelll:

o, = cosg[l—singsinﬁ:l
* 2 2 2
o, = K, cos—e—[] +singsin3—-]
Y 2w 2 2
r_ = K, sinﬂcosgcoséﬁ
7 o 2
o, =v(o, +0a,) , T =7,=0 (I.1)
U, =£J—r—cosg[l—2v+sin2g]
G V2rx 2 2
9] _k —f—sing 2—2v—c:,cosz—3-§l
Y G N2 2 2
U,=0  (déformation plane).

K, .6 6 39:|
O, =———=sIn—| 2 +c0s—Cos——
N2mr 2 2 2

o, =—=

g N2mr

K, 6[ .9 . 39}
T, =—=—cos—|1l—sin—sin—
2 2

i N2

o, =viog, -o,) , Ty =T, =0 (1.2)

U, :ﬂ"LsinE 2-2v +cos” g}
G \2x 2 2
K )
U =~—""—1f—r—cosg —1+2v+:31n?'g
Y G 27 2 2

U, =0  (déformation plane).

F4

.8 68 3
$in —COSs — Cos B3

e &
G T
U,=U,=0
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Chapitrei: "~~~ ' - """ ' 7 Notions surlaMécanique de la:Ruptire:

v est le coefficient de Poisson.
G est le module d’élasticité de cisaillement.

E
2(1+v)

avec G =

Les facteurs K;, Kp et K sont exprimés en MPavm . Ils sont appelés facteurs
d'iitensité de contraintes. Ces paramétres dépendant uniquement des conditions de

chargement et de géométrie.

Fig. L3 : Champ de contraintes et de déplacements
au voisinage ¢’un bout de fissure

I.3. FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE (APPROCHE LOCALE).

Le facteur d'intensité de contrainte est un parameétre couramment utilisé pour
caractériser le comportement 2 la fissuration des matériaux. On le définit comme une
quantité qui caractérisé la singulatité du champ de contrainte au voisinage de la pomte de
la fissure, ces facteurs sont proportionnelles 4 Ia discontinuité du déplacement des lévres

de la fissure {2].

Les facteurs d’intensité de contraintes en bout de fissure sont définis en utilisant la
méthode de WESTERGAARD, comme suite « Lemaitre J. et al. (1989) » :

b -ttt

r—0 r—0

K, =limlo, \277)= hm( 2”[ ]] @.4)

8(1 -

. )\ . E 27
Ky “_:lrlgg(o'm 27z'r)= %’1—13(8(1 V) T[Ur]]
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.- Méthode de Discontinuité de Dépiacenient

CHAPITRE Il
Méthode de Disconrinuité de Déplacement

I1.1. INTRODUCTION.

Pour approcher les solutions analytiques aux problémes tels que, la mécanique des
fluides, Ia mécanique des solides, celle de la rupture, P'elastostatique et autres, souvent
difficiles a déterminer par une résolution directe des équations différentielles, plusieurs
méthodes numériques ont été mises en places ou 'on peut noter la méthode des éléments

finis et la méthode des différences finis.

Néanmoins, ces derniéres années ont vu Papparition en force d’une nouvelle
technique, la méthode des éléments de fronticres (BEM), généralement connue sous le
nom de la méthode des équations intégrales de frontiéres, qui ne cesse elle aussi de

g'illustrer par sa simplicité et sa variété d’application.

Au contraire de Ia méthode des éléments finis qui nécessite une discrétisation
totale du domaine en éléments, qui devient trés compliqué lorsqu’ll s’agit d’'un domaine
infini, la BEM se limite seulement a une subdivision de la frontiére en éléments joints les

une aux autres.

Cette méthode (BEM) a été développée suivant deux approches 'une d’elles est
d’origine mathématique basée sur des théorémes classiques de Ia théorie du potentiel d’ou
la Méthode Directe. L’autre approche est physique et consiste a chercher d’abord la valeur
des singularités, placées tout an long du contour discrétisé en segments de droites, et de la,
calculer les paramétres aux limites désirés, cette méthode est connue sous le nom de

Meéthode Indirecte.

Deux formulations indirectes existent, soient la Méthode des Contraintes Fictives
(MCF) et 1a Méthode de Discontinuité de Déplacement (MDD), ont été développées par
Crouch et Starfeild (1983) pour étudier les solides continus ou fissurés dans des

problémes geomécaniques.
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Chapitre 1T

L0 I Méthode de Discontinuité de Dépiacement

I1.2. PRINCIPE DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT (MDD).

Une discontinuité de déplacement peut étre visualiser comme étant une fissure
drotte (rectiligne) composée de deux surfaces (lévres) disjointes, se déplacant relativement
une par rapport a lautre.

La méthode de discontinuité de déplacement se base sut la solution analytique d’un
probléme d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite a 'intérieur dun
domaine élastique infini. Elle consiste 2 diviser (discrétiser) le segment de droite en une
série de N éléments reliés les uns aux autres. Ainsi et connaissant la solution analytique
pour chaque discontinuité élémentaire, on peut construire la solution numérique au

probléme donnée, en sommant les effets de tous les éléments.

11.3. PROCEDURE DE LA MDD DANS UN

SOLIDE INFINI.

Le probléme dune discontinuité de
déplacement constante sur un segment de

droite dans le plan x, y d’un solide infini

est spécifié par la condition que le
déplacement soit continu partout sauf

sur le segment en question (soit la partie

-a<x<a, pour y = 0) (voir Fig.z.l).

Fig.2.1. Discontinuité de déplacement

Si on considére ce segment comme une fissure droite on peut distinguer ses deux
sutfaces en disant que 'une des surfaces est sur le c6té positif de y = 0, noté y = 0" et que
Fautre est sur le coté négatif de y=0, noté y=0".

En passant d’un c6té 4 Pautre du segment le déplacement subit un chengement
constant désigné par D, = (D,, Dy, on définit la discontinuité de déplacement D, comme la

différence de déplacement entre les deux cotés du segment :

D, =U;(x,07)-U(x,0*) (111)

ENP 2002 10 -




Chapitre IT-% 7777 ¥ FE Méthode de Discontinuité de Déplacement

o D, =U_(x0")~U.(x0")
D, =U,(x07)-U,(x,0") a2

La solution du probléme posé en contraintes et en déplacements est donnée par

Crouch (1976a,b) :
U, =D [20-v)f.,~yf .|+ D, |- -20)f, . ~¥f. ]

13
U, =D,J0-20)f,.~f . J+ Do), -1, (-3)
G = 2GD, LS 1o +¥f 1 |+ 2GD, | £y 3 s oy |
o, =2GD |y, 1+ 26D, [f., -1, | (IL4)
o, =2GD,[f,,,+f.,, J+26D, |- »f.., ]
avec: G = 1 £
2{(1+v)
_ 1 y y
Sey)= 47(1-v) |:y[arctan x—a arctan x+ a) aws)

~(x-a)lny(x-aP+ y* + (x+a)lnJ(x + a)* + y* ]

Ces équations forment la base de la méthode de discontinuité de déplacement.
Les dérivées de fonction fixy) dans les équations (I1.3) et (I1.4) sont obtenues directement

a partir de Péquation (II.5) (voir annexe A).

Les déplacements le long de la drotte y =0 sont :

-1 . 1-2 -
U, =-—D,_ lim | arctan Y arctan—"— |- 1-2v) J.’)ylnu
2 T yo0 x—a x+a| 4x(l-v) x+a
(L6)
- 4-2) Dxln|x"a|—LD liml:arctan Y _arctan—2 }
Y 4r(l-v) Ix+a| 27 70 x~a x+a

Les valeurs des limites des termes en arctangent sont les suivantes (voir annexe A pour

plus de détails) :

0 |x|>a , y=0
lim{arctan Y _arctan—2. }= +7  [|<a , y=0 AL7)
0 x-a x+a

—r |x|<a, y=0

ENP 2002 11



Chapitre 1T ‘Méthode:de Discontinuité de:Déplacenient

On peut considérer trois cas pour évaluer les déplacements le long delaligne y=0:

D[d>a et y=0

_(1-2v) D lnlx—a|

U,(x,0)=
4z(1-v) ’ |x+d| ars)
U, (x0) =422 p lx-al
4z (1-v) [x+a|
2) f<a et y=0*
Ux(x,0+)=--1"Dx— (1—2‘}) Dylﬂ|x_a’
2 4z(1-v) |x+a| 1L9)
N (1-2v) x—a|l 1 .
U,(x,0")=—=——=D_ In——-—D,
4z(l-v) x+a| 2
3) M<a et y=0"
Ux(x,o—)lex__. (1—2V) Dylll|x—a|
2% 4g(l-v) 7 |x+a| w10
- (1-2v) x—a| 1
U,(x,00)=———-D,In +=D,
4r(l-v) x+al 2

Les déplacements U, et U, sont continus pour |x>a et y = 0, mais ont une

discontinuité constante +D, et +D, pour |x] <a, les contraintes le long de la ligne y = 0 ,

d’apres ’équation (J1.4) peuvent étre évaluées comme suite :

o (x,0) = G D( 11 ]2* aG D, 1
2z(t—v) ‘\x—a x+a z(l-v) ~ x*-a?
aG 1
o _(x,0)=- D 1.11
»(%0) z(l-v) 7 x*-a? (L1
O'xy(x,O)z- ad Dx :
z(l-v}) ~x*-a?

H est facile de vérifier que les contraintes sont continues partout sur y = 0 sauf

pour x = + 2 ou on note une discontinuité et une singularité due a la présence du terme

1/(x*-a).
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Chapitre T

_‘Méthode de Discontinuité de Déplacentent

I1.4. PROCEDURE NUMERIQUE.

La MDD est un moyen de trouver une approximation discréte 2 la distribution
téguliere du déplacements et de contraintes qui existent en réalité.

Pour une généralisation de cette procédure numérique, on considérera un
ensemble de ¥ segments de droites, parfaitement reliés les uns aux autres et formant une
coutbe quelconque comme représenté dans la fig2.2. La longueur de chacun de ces

segments est notée pat 24"

"4

/
e y,‘/
2a' ¥,

//‘;& i
(22 d,

5

/ar
N ()

Fig.2.2 Représentation d’une fissure quelconque en N segments

Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement

élémentaire définie suivant un repére local s, » comme le montre dans la Fig22b de

j i _
Iélément j et dont les composantes D et D. sont données par les expressions :

J J i
D, =U;-U{
T (1.12)
D, =U;-U}

Ou: U, et U » sont les déplacements normales et tangentielle de élément ;.
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ChapitredI> "~ "7 L ¥ LT U Méthode de Discontinuité dé Déplacement

Les contraintes normales et tangentielles au milieu de I’élément 7 peuvent étre

exprimées en fonction des composantes de discontinuité de déplacement de I'élément ;
comime suit :

-

D+A 5 :
i=1,N (I1.13)

i ¥

i
o,=A4, DS+ A, Dn
Remarque : Les effets d’une discontinuité de déplacement élémentaire sur les contraintes

et les déplacements d’un point atbitraire du cotps peuvent étre calculés d'aprés les

résultats fournis par la section (I1.3).

En utilisant le principe de superposition, et ainsi tenant compte de Ueffet de N

éléments (discontinuités) on obtient le champ de contraintes :

i N oy N ¥
c,=3 A, D +> A,D,
- i=1,N 1.14)
i N 5 N i
a,,=ZAmD ZA D,

~
1]

-
e,
1l

-

de la méme maniére, on établit le champ de déplacements :

=

i

B

o.

+

15 5

‘Mz
e
SN

hq =
I
.Mz

.
1]

-
~
i

—-

; i=1,N (IL.15)

B

if

J
B D +

ns

C.
2

.Mz

1)
-—

n nn n

.Mz

1]
—

J J
ou: A, ... sont les coefficients d’influences relatifs aux contraintes sur la frontiere et B,

sont les coefficients d’influences relatifs aux déplacements sur la frontiére.

i
En spécifiant les valeurs des contraintes o et o» pout chaque élément, on aura

i
alors un systéme de 2N équations linéaires 4 2N inconnues, a savoir les composantes Ds et

D des discontinuités de déplacements élémentaires. Une fois ces équations résolues, on
peut exprimer les contraintes et les déplacements en chaque point du domaine par
d’autres combinaisons linéaires des discontinuités de déplacements en utilisant la méme
procédure que précédemment.

(™ 11 faut noter que la méme procédure peut étre suivi dans le cas ou les éléments

joints les uns aux autres forment un contour fermé (par exemple cas d’une cavité).
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*Méthode de Discontinuité de Déplacemént

(*) Les conditions aux limites peuvent étre en contraintes comme elles peuvent en

déplacements ou les deux cas a la fois.
I1.5. TRANSFORMATION DE COORDONNEES.

Les coefficients d’influences  dans
léquation (I1.14) et (IL.15) sont développées
pour le probléeme pour une discontinuité de
déplacement constante avec une orientation

arbitraire d’un segment dans un solide infini.

La méthode de discontinuité de

déplacement est basée essentiellement sur la
connaissance des coordonnées des points a Fig.2.3. Discontinuité sur un segment
d’orientation arbitraire.

étudier par rapport au repére local de chaque
segment et 'orientation de ce repére par rapport au repere global.

Les coordonnées locales (X,y) sont obtenues par une translation et une rotation
par rapport au repére global (xy) de systéme. Les composantes de translation sont C, et C,
sutvant r,y respectivement, tandis que la relation est définie par Pangle g positif dans le
sens trigonométrique.

Les expressions de transformation de coordonnées sont :

¥=(x-C,)cos f+(y—C )sin

7= (5=C.)c0s f + (r=C, )sin w16
V=—(x-C,)sin f+(y—C,)cos B

Les déplacements et les contraintes dans les systémes de coordonnée locale

sont retrouvés en replagant (x,y) par (¥,y) dans les équations (I1.3) et (IL.4), avec:

f(f’j;)zﬁ(iaﬁ) ? f::'c:fz(f:;) ] f:§=l73(f7f)
f:ﬁ:E(f7;) » f?E:_f:W=F'5(f’y) ’ f’x,_;y‘zﬁ_;s(fs.]_”)
oz = F1(%.5)
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“Méthode de Discontinuité'de Déplacement

Les coordonnées des déplacements et de contraintes dans le repére globale (x,y) de

systéme, 4 I'aide de les équations (A.5) , (A.9) et (A.11) (voir annexe A) sont :

U,=D. l-- (1-2v)sin B.F, + 2(1-v)cos B.F, + y(sin #.F, —cos ﬂfs)]
+ Dy |- (1-2v)cos B.F, — 2(1 - v)sin B.F, - y(cos B.F, +sin A.F)|

U, =D; [(1 —2v)cos A.F, + 2(1-v)sin B.F, — y(cos B.F, +sin BF, )] ALy
+ D, |- (1 - 2v)sin B.F, + 21 - v) cos B.F, — F(sin B.F, - cos f.F)]
o, =2GD, [2 cos2fB.F, +sin 28 F, + y(cos 2B.F, —sin Zﬁ.f'_",)]
+2GD, [— F, + y(sin 28.F, + cos 28.F, )]
o,, =2GD;[2sin?B.F, —sin 28.F, - j(cos 2B.F, —sin24.F7)] 118

+2GD, |- F, - $(sin2B.F, + cos 28.F,)|
o, =2GD; [sin 2B.F, — cos2B.F, + y(sin 23.F, + cos 2[3.1-7_.,)]
+2GD, |- F(cos 28.F, —sin2.F)]

On peut utilisée ces équations pour calculer les coefficients d’influence de la MDD.
IL.6. COEFFICIENTS D’ INFLUENCE.

On considérer un domaine
infini contenant ¥ segments de droites
otientés dans des directions arbitraires
par rapport au repére global (xy). On

considére deux élément distincts « i » et

«j» reliés chacun 34 un repéere local

P J i
[x, yj et [x, y] respectivement, et

i 7
orientés de g et § (Voir Fig.2.4). Fig.2.4. Position et orientation des éléments limites

Les coordonnées locales (x,y) dans les équations (I1.17) et (I1.18) représentent

celles du point (x,y) par rapport au milieu de I'élément 7 :

¥= (x—i) cosii'-k(y—;’)smré (L19)

y= —(x—;c)siné +(y—jf)cos/j3
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T " Méthode-de Discontinuité de Déplacement

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de
déplacements sur les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de

chaque élément.
En chossissant le point (x,y) comme étant le milien de 'élément i , c'est-a-dire x = x
et y=y ,léquation (11.19) devient :

i J J P J
X = (x—x)cos f + (y— y)sin
( ,- )J ﬁj s yi ﬁ’j (1.20)
y=—(x-x)sin B +(y-y)cos p
Les composantes de déplacements et de contraintes relativement en repére local au
point « i » sont x°, y’. Les deux repéres locaux de 'élément i et I'élément ; sont reliés par

les relations sutvantes :

X'=Xcosy +ysiny

(II.21)
y'=-Xsiny + ycosy
i
ou y = fi- B (orientation de I'éiément j par rapport au I'élément ;).
Les déplacements et les contraintes seront :

U zcosy+U,.,sm7f 11.22)

U ~Uszsiny +Ujcosy

Ors =0 mcos?y + Zax,, siny cosy + cr,y sin 2y

Cyy =0 =msin?y — Za-,-y siny cosy + o cosy (11.23)

H H T
Txy = —(O’E—G,—stiny cosy + O';Ty(COS 2y —sin?y)

Les coefficients d'influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenues

des systémes des équations (11.17), (I1.18), (IL.22) et (I1.23) aprés avoir posé :

J i i
D, D , U, =U. U, =U,

¥y

i i ¥
, O, —crf.y. et 0, =05

Donc:
U= 13,[(1 - 2v)siny F, + 2(1—v)cosy F, — y(siny F, + cosy.F—‘S)]
+ 6,, [—- (1-2v)cosy.F, + 2(1—v)siny F, — ¥(cosy.F, —siny F; )] 1L.23)
Ij’n = 6, [(1 ~2v)cosy. F, —2(1—-v)siny.F, — y(cosy.F, —sin yF,,)]

j _ — _ —
+Da [(1 —2v)siny.F, + 2(1 —v)cosy.F, + y(siny F, + cosy.F; )]
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Chapitre II:" - = =" " 71T Méthode de Discontinuité de Déplacement

i j _ — _ —
os=2G Ds[_ sin 2y F, —cos 2y F, — J(sin 2y .F, — cos Zy.F,)]

J — —
+2G D, [— Y(cos 2y F; +sin 2;/.F,)]

,- ; (11.24)
o =2GD.[2sin% F, +sin 2¢.F, - j(cos 27 F, +sin2y.F,)]
ir - _ —
+2G D, [— Fo + y(sin2y F, —cos 2y.F.,)]
On peut écrire les équations (I1.23) et (I1.24) sous la forme suivante :
i Noi g N ¥
U,=3B.D,+3 B,D,
=1 J=1 -
D oy . i=1,N (11.25)
U.ﬂ = ZB’L‘ D." + Z nm Dn
j=1 7=l
i N i N 4 7
o,=Y A, D +> A, D,
j= i J=1 ) ‘ Z= 1 ,N (II.ZG)
i Noy o N o§
o, =EAMDS +2AnnDn
IR g1

* Flement « auto-influence » :

Ce sont les termes diagonaux de la matrice des coefficients d’influences, sont

données par :

:&m:;lm:o ,zsx:;lrm:'f‘ G

z(l-v)a
* Conditions de symétrie :

On parlera de symétrie pour un solide par rapport 4 un axe, quand les propriétés
élastiques, la configuration gébmétrique et les conditions aux limites de ce sohde sont
toutes symétriques par rapport a cet axe.

L’utilisation de la symétrie pour la résolution des problemes par la MDD est une
extréme inportance, quand on sait que le systéme d’équations est réduit de moité (cas de

la simple symétrie), ou de quart (cas de la double symétrie)
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ChapitreIir:. Téchnique dé Fonctionde Poids baséeé sur ja-MDD én’bidimensionnels.

CHAPITRE I}
Technioue de Foncrion de Poids
basée sur 1A MDD en Bidimensionnel.

IIL.1. INTRODUCTION.

Des méthodes conventionnelles pour l'évaluation de facteur d'intensité de
contrainte comptent sur la solution répétée (héritée) des équations d'élasticité pour une
charge appliquée. Une approche alternative qui élimine la solution répétée est la technique
de fonction de poids.

Les fonctions de poids peuvent étre comsidérées comme la généralisation des
fonctions de Green. Leur utilisation est efficace et économique pour le calcul de facteur
d'intensité de contrainte pout des structures fissurées. Une fois que la fonction est
déterminée pour une géométrie de fissure donnée, le facteur d'intensité de contrainte peut
étre calculé pour n'importe quel chargement sur n'importe quelle frontiere par une

intégration simple.

Le concept de fonction de poids a été présenté par « Bueckner 1970 » pour
l'analyse de fissure élastostatique en bidimensionnel. Ses fonctions de poids satisfont les
équations d'élasticité linéaire, mais ont une singularité au bout de la fissure qui ne serait
pas admissible comme un champ physique. Il se référe 4 eux comme des champs
fondamentaux. Rice (1972) a montré que les fonctions de poids pourraient aussi étre
obtenues en différenciant les solutions connues pour des champs de déplacement le long

de la longueur de la fissure.

Quelques chercheurs ont proposé I'extension générale de la formule de Rice aux
problémes de fissure de mode - mixte, par exemple Paris, McMeeking et Tada (1976),
Bortman et Banks-Sills (1983), Sha & Yang (1985).
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ChapitrelIl’ Téchnique-de'Fonction dePoids baséé sur Ia MDD én-bidimensionnels

Une formulation efficace d'élément de frontiére pour I'évaluation de fonctions de
poids utilisant les champs fondamentaux a été annoncée par Aliabadi, Cartwright &
Rooke (1989) pour le mode I et Rocke & Aliabadi (1994) pour le mode - mixte des
problémes de fissure dans Iélastostatiques.

La Méthode des Eléments de Frontiére Indirecte (Méthode de Discontinuité de

Déplacement)  est utilisée initialement pour déterminer les fonctions de poids

H (x) (=11, i=1,2) pour un probléme statique.

Dans ce chapitre, la technique de fonction de poids est présentée pour des
probléemes elastostatiques. La détermination de fonctions de poids est basée sur la

procédure de calcul de chapitre 2 et la technique de fonction de Green.

I11.2. LA DETERMINATION DE FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTE PAR
FONCTION DE GREEN.

On udlise la fonction de Green comme une fonction de poids (cas particulier)
pour déterminer le facteur d’intensité de contrainte en premicre partie puis on va

genéraliser la formulation.

11 est clair que les discontinuités de déplacements D; sur les fissures sont les
déplacements relatifs séparant entre la surface supérieure et Ia surface inférieure de la
fissure; les facteurs d'intensité de contraintes sont déterminées a l'aide de ces
discontinuités. Autrement dit, les facteurs d'intensité de contraintes de probleme réel sont
les mémes pour les mémes discontinuités de déplacement D; agissant sur la surface de

fissure dans un corps infini comme montré dans Ia Fig. 111.1.
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ChapitreIIl: Technique de Fonction de Poids basée sur Ia MDD en bidimensionriels

m [+

N il

2a,
- =

Fig. IIL1. Eléments d’une fissure

Pour déterminer les facteurs d’intensité de contraintes, une formulation par la
méthode de discontinuités de déplacements nous donne la combinaison lhant les
contraintes en chaque élément 7 et les discontinuités de déplacements en chaque éément

de la fissure.

A I'élément 7 , en utilisant les équations (I1.3) et (IL.4), nous avons :

d it Ga D" M
n = m~n — D"
P Y e sy DI
et (IL1)
S SO . S P

m=1 JT(I—V)I_(XM "xi)z _a:lj- m=i

Ou a est la moitié de la longueur d'élément i et M nembre J ‘Uiments de la ﬁ'ﬁuﬂ—’ .

Ga,
e Fim = a(l— v)l(xm - x,.)2 —ai]

et ¥’ est la coordonnée de milieu de I'élément 7 dans le repere lié 4 la fissure.
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ChapitrelII: Téchnique de Fonction de'Poids basée sur.ia MDD én bidimensionnels

D’apres [, le facteur d’intensité de contrainte peut étre donnée par, en basant sur

la noyau de Green (utilisation de la fonction de Green comme fonction de poids) :

¢ M M M
2 y i=1

i=l m=1

¢ M M M
K: =T%—Ias(x)‘fjiidx=ZO',F}\/7E=ZZGZ,~,,,ED:’\/7Z_C (IL.2)
e i=1

=1 m=1

ou:

x'+a' z
+
F -1 I c:xdx=—1—[arcsin[£)i 1—(1]
w2 NeFx s c c

¢ . est la moitié de la longueur de la fissure.

Le signe positif est attribue a la bout droit de la fissure et le signe négatif a 1a bout
gauche de la fissure.

De l'équation (II1.2), on peut prévoir qu'elle donne une meilleure approche de
facteur d'intensité de contrainte car elle se base sur les discontinuités de déplacements de
tous les éléments de la fissure, non juste I'élément bout de la fissure. Cependant, plus en
se rapprochant a le bout de la fissure, I'influence de ¢a discontinuité de déplacement

d’élément est plus grand.
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I11.3. TECHNIQUE DE FONCTION DE POIDS.

Pour déterminer les facteurs d'intensité de contramntes K; et Kz au bout de la

fissure (point A), de la Fig. III.2 (a), deux problémes de référence sont présentés,
montrés par la Fig. II1.2 (b) et (c). Supposons que I est 1a frontiére extérieure et C la
frontiére de longueur de fissure I. On donne le vecteur contrainte 7,(x) (1=1,2) surla
frontiere chargée I'; et le vecteur de déplacement #,(x) sur le frontiere encastrée I,

dans un systéme de coordonnée local, formé par deux vecteurs, normal (f = 2) et

tangentel (7 = 1).

On donne les conditions de frontiére (conditions aux limites) pour ces deux

problémes de référence :

1) Probléme de Référence (b):

Contraintes libres sur I'; avec les mémes conditions de déplacement que le
probléme (2) sur I', et une charge uniforme normale op sur les deux surfaces de fissure

C (des facteurs d'mtensité de contraintes Ki® et Ke®).

2) Probléme de Référence (c):

Contraintes libres sur I'; avec les mémes conditions de déplacement que le
probléme (a) sur I', et une charge uniforme tangentiel So surles deux surfaces de

fissure C
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Fig. II1.2 : Problémes de référence

S'il y a dans le probléme (b) une élongation Al de la fissure, au point A, et la
variation relatif de déplacement A, sur le frontiére chargée T’y et AZ; sur le frontiere
encastrée I', , donc on donne le rapport entre les facteurs d'intensité de contraintes pour

des problémes (a) et (b), pour des conditions de contrainte plan, par {7]:

J

¥

K KPP +K KD = G [

T (1-v)

[Aﬁ" J?:(x)dr— f [Aj’) ]ﬁ.- (x)dr} uL3)

On donne le rapport entre les facteurs d'intensit¢ de contraintes pour des

problémes (a) et (c) :
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KIK§c>+KHKI<;)=(1£}V)[I[Au("’} (x)dT - j'( Ju,.(x)dl"} (111.4)

Dont le G et vsont respectivement le module de cisaillement et coefficient de Poisson.

Les facteurs d'intensité de contraintes K; et Ky pour le probléme (a) peuvent
ainsi étre obtenus des équations (IIL.3) et (II1.4), pour la condition de frontiére chargée
(' =Ty, comme:

K= _Cf,) — [ [Ké‘{%}—ﬁ)[%gﬂi(x)dl’ a1.5)
et
el ) e

Ou D = K® Ky - Ko Kif®).

Posons ;
et
HI(x)= a j)D [K,“" [%”J -K® (%j)-ﬂ (111.8)

Ou x appartient i la frontiére I', H(x) ({=1I,I) sont appelé des fonctions de

poids.
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Les équations (II1.5) et (IIL.6) peuvent maintenant étre récrites comme :

K, = [H] (07, (x)dl (I11.9)

et

K, = [H] (x)T,(x)dT (I11.10)

Les fonctions de poids H/(x) sont indépendant des conditions aux limites de
contraintes appliquées 7, , une fois que l'on connait les fonctions de poids, les facteurs

d'intensité de contramtes pour des conditions aux limites de contraintes différentes

peuvent étre évalués par des équations (IT1.9) et (111.10),

I11.4. LA DETERMINATION DE FONCTION POIDS. H? (x) .

Les facteurs d'mtensité de contraintes de ces deux problémes de référence
KP K (¢=1,1) et la proportion de 'incrément de déplacement 2 I'incrément de la
fissure Az, / Al sont calculés par la méthode indirecte d'élément de frontiere (MDD) et
par la Fonction de Green (cas particuliére de fonction de poids). La variation de la fissure
Al doit étre dans le domaine de 102 et 10-33 (ou  est la longueur d'@ément de bout de
fissure (0 = M / /)). De la méme maniére, les équations (IT1.9) et (ITIL.10) pourraient étre
utilisées pour déterminer les facteurs d'intensité de contraintes au bout de fissure B (voir

Fig. I11.2 (2)) en mettant I'incrément Al a ce bout.
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CHAPITRE IV
Organisation du Programme

IV.1. PLAN DU PROGRAMME.

Notre programme est fait a Paide de langage de programmation BORLAND
Builder C++ 5.0, sous windows. Le programme est constitué de cinq parties :
Localisation, Calcul de contraintes et déplacements aux frontiéres, Calcul facteur
d'intensité de contrainte par fonction de Green, Calcul facteur d’intensité de contrainte
par fonction de poids et la derniére partie est Calcul les contraintes et les déplacements

aux points spécifiques.

La 1% Partie du programme qui comporte la lecture des principales données ; les
caractéristiques mécaniques, le chargement, le raffinage des segments, et le
positionnement du probléme. Il discrétise le corps a étudier et il affecte a chaque élément
sa position, son orientation et ses conditions aux limites. Les résultats de cette partie
constituent trois bases de données, la premiere pour la deuxi¢me partie, 1a deuxieme pour

la troisieme partie et Pautre pour Ia derniére.

La 2% Partie est la partie principal de la méthode MDD. 1l récupere les données a
partir de localisation et i1 calcule les coefficients d’influences entre chaque couple
d’éléments de la frontiére du corps en appelant au procédure COEFF. En suite, il
construit le systéme algébrique d’équations pour le résoudre par la procédure SOLIVE
pour obtenir les composantes de discontinuité de déplacement de chaque élément. Ces
résultats vont étre chargés dans un fichier qui va étre utilisé comme une base de données
pour la derniére partie (pour calculer le champ de contraintes et de déplacements aux
pomnts spécifiques). Finalement cette partic calcule le champ de contraintes et de
déplacements pour chaque élément de frontiére. En suite, en utilisant ces résultats avec les

résultats de la partie précédente, on calcule le facteur d’intensité de contrainte par la
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fonction de Green comme étant fonction de poids, puis les sorties de cette partie sont

utilisées comme initialisation pour la quatriéme partie.
La quatricme partie du programme présente la technique de fonction de poids. Il
récupcre les données a partir de la troisiéme partie, et il calcule le facteur d’intensité de

contraintes par la technique de fonction de poids sous sa forme générale.

On a choisi la structure du code de calcul comme il est mentionné sur la figure suivante :

Lecture des données 1
du problémes i

Discrétisation, définition des localisations,
dimensions, orientations et conditions aux limites
des éléments de frontiere

Affichage des localisations

des P. spécifiques 3
lintéricure ducorps [~ "~ ToooooTTTesstTTTTmmTT

Calcul des coefficients d’influences et mise en
systéme des équations algébriques.

Résolution du systeme

Affichage des composantes des équations algébriques.

de discontinuité de
déplacements

.
i

; \ 4
; Calcul des déplacements et

des contraintes sur la frontiére

Calcul facteur d’intensité de contrainte
Par fonction de Green comme une fonction de poids.

Affichage de facteur
d’intensité de contrainte

Y

Partie 3 !
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d’intensité de contrainte
Calcul des coefficients d’influences

1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
s
1
t
]
1
1
L]
]
[}
1
1
1
1
1
1
1
r
13
]
1
r
1
[}
[}
1
1
1
]
]
1
[}
1
[}
1
1
1
[}
1
1
[}
3
1
3
]
E
)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
B
[}
L]
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
3
3
1
t
]
]
]
1

Calcul des déplacements et des
contraintes pour les points spécifiques

P T T T T T T e e R R saEsses A LA - - T T N T T R TR WD TN
N Partie 5
Partie 4 T :
Lecture des données (Au/l) e Lecture des iocalisations
etlesF1C (F.Green) b des p. specifiques
o
v — 1
Caicul facteur d’intensité de contraintes | | | Lecture des composantes
Par fonction de Poids i de DD
Affichage le facteur E i

Affichage des déplacements
et des contraintes pour les

points spécifiques.

Fig. IV.1. Organigramme et chronologique des calculs du programme réalisé.
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IV. 2. TEMPS D’EXECUTION

Le micro-ordinateur utthsé dans la partie numérique est un AMD Duron 1000
MHz muni dun coprocesseur mathématique et une mémoire vive SDRAM128Mo. La
mise en évidence du temps d’exécution de chacun des programmes est nécessaire pour
compléter tous les paramétres influant sur le choix du nombre d’éléments nécessaire et

suffisant pour une meilleure modélisation du probléme considérer.

Le temps d’exécution de calcul est trés rapide de sorte qu’on ne peut pas quantifier
avec précision. Cependant, on peut constater que pour la premiére, deuxieme et la
troisiéme pattie, le temps d’exécution est relativement plus important que celui du
quatriéme, ceci parait évident a cause de Pabsence des calculs des coefficients d’influence

et de résolution de systéme d’équation.

IV.3. PRESENTATION DU PROGRAMME :

Pour facilité I'accés au fichier d’entrée et de sortie ainsi que Pexécution les
différentes parties du programme, nous avons présenté le programme par une interface
Windows réalisée on « Borland Builder C++ 5.0» comme représenté sur la figure

suivante :
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Organisation du programme,

4. 0000000000008 400
4.000000000000a+00
4.0000000000002+00
4. 000000000000 +G0
4_GO0O00O000000m+00
4. GO0O00000000e4G0
4.000000000000e+00
4. 000000000000e+00
4. 00000C000000e+00
4. 000000000000e+00
4.000000000000e+00
4_000000000000e+00
4_ 000000000000 +00
4. 0000000C0000e+00
4. 000000000000 +00
4.000000000000e+00

bsv
1.250000000000e-0L1L
1.250000000000e-01
1.250000009000=-0L
1_250000000000a-01
1.250000000000=-01
1.250000000000e~-0L
1.250000000000e-01
1.250000000000=-01
1.250000000000«-0)
1.250000000000«-01
1.zZ50000000000=-01
1.250000000000e-01
1.250000000000e-01
1.250000000000e—0)
1.250000000000—01
1.250000000000e-01

(=20 -0 -~ - - I - - - - - - - - O - -]

v
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| 5Y Techniquo Foncfions du Posds : DAPFE W8
Fichier  Procédures  Aide
&
Quaw  Insertion des donnes, ... Loca, Réso GF.. CalcdleFLC par W.F © Ao
[todule de Young
]220G00. 000000
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piz PyYY PEY
0.co00 0.0000 0.0000
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L 1 a =1_875000000000c+00
2 1 ] =1.625000000000e400
3 A S Q =1.3750000000002400
4 i 1] ~1_125000000000=400
s 1 a -8, 750000000000-01
[ 1 [« ] —6.250000000000e-01
? 1 o ~3.750000000000e-01
-] 1 a =1.250000000000e~01
2 1 1] 1.250000000000e-01
10 1 1] 3.750000000000e-01
11 1 1] 6.250000000000e-01
1z X o 4. 7500000600000a-01
13 2 1} 1.125000000000a400
14 1 0 1.375000000000e+00
15 1 ] 1.625000000000400
16 1 a 1.875000000000a+00
L1 : 17

L

:'A

Fig. IV.2. Présentation de Pinterface principale du programme réalisé.
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GIX OGN
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Py ([Chogadiaens] [0
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I

Shdnmd | |
= ' |
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1 Q8650 0.5000 (o (¥ el [} 0 [
116 1 arnT 07N 0.5000 08650 0 0 0
Ie F3 0.5000 0.8560 0288 09659 [} 0 o
1 02568 0.9655 0.0000 1.0000 0 a 0

Fig. IV.3. Présentation de interface principale du programme réalisé.
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Chapitre:V::

_Exemples, Résultats & Interprétations:

CHAPITRE V

Exemples, Résulrars & INTerpréTaTions

V.1, INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, on va essayer de traiter un nombre d’exemples pratiques en
mécanique des solides, et qui peuvent étre simulés numériquement par la technique de
fonction de poids basée sur la méthode de discontinuité de déplacement (MDD) en

bidimensionnel. Ces exemples peuvent étre divisés en deux catégories :

* La premiére catégorie d’exemple concerne l'utilisation de fonction de Green
pour déterminer les facteurs d’intensité de contrainte. Dans cette catégorie on traite des
exemples qui possédent une solution analytique, empirique ou une solution trouvé par

d’autres auteurs qu’on compare avec celle trouvée numériquement.

* La deuxiéme catégore concerne l'utilisation de la fonction de poids sous sa

forme généralisée pour déterminer les facteurs d’intensité de contraintes.
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Exemples; Résultats & Interpréiations:

V.2. PREMIERE CATEGORIE D’EXEMPLE (FONCTION DE GREEN).

1\- EXEMPLE 01 : FISSURE CENTRALE DANS UNE PLAQUE FINIE.

Une plaque rectangulaire de largeur 2w et de hauteur 2h fissurée est chargée par
une contrainte unforme o, = 100 MPa (les conditions aux lumites montrées dans la
Fig. V.1). La valeur h/w = 2.0 et ¢/w = 0.5. La fissure est inclinée par un angle o par
rapport a la perpendiculaire a la direction de la charge. Les nombres d'élément ont été
choisis comme N. = 16, Np = 16, (N=2*Ny+2*Np) et M=16. Les caractéristiques

mécaniques de la plaque utilisée sont les suivantes : E = 220000 MPa et v=10

>

PPt L it

2h

%

T

- -

2w

Fig. V.1. Plaque rectangulaire contenant une fissure

On varie I'angle « entre 0° et 75°. Les résultats analytiques d’apres réf [3] et [7]
avec les résultats numériques sont représentés graphiquement (Fig.V.2 & 3) sous forme

de courbes et sous forme du tableau (Table V.1), sutvants :
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Chapitr&iVs ™" " LTI E T exemplés; Résiultats & Tnterprétations:

Table V.1: Facteur d’intensité de contrainte pour différents angles d’inclinaison
de la fissure. (Mode I & 1)

O Kl {num}
—Kl [3]

0,8

086 A

K/ (0, V)

04 -

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Angle [°]

Fig.V.2. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode I)
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06 -

054

0.4

0.3 4

Ky / (o0 l/m)

0,2 -

0 Kil (hum)
—KI7]

0 . . : . : . .
10 20 30 40 50 60 70 80
Angle [°]

Fig.V.3. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode II)

On remarque que la valeur de K; est maximum quand I’angle o = 0, ceal explique le

cas plus dangereux d’ouverture d’une fissure.

D’aprés les résultats, nous pouvons conclure que la technique de fonction de
Green donne une bonne approximation du calcul de facteur d’intensité de contrainte en

mode T & II, quelque soit I'orientation de la fissure par rapport a la perpendiculaire a la

direction de Ia charge.
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2\- EXEMPLE 02 : FISSURE CENTRALE DANS UNE PLAQUE FINIE.

Nous utilisons précédent en variant la valeur de c¢/w entre 0,1 et 0,8 pour un

angle o = 0°.

Les résultats analytiques sont donnés par la formule suivante [1] :

e

C
w

Le facteur de correction fl¢/#) peut étre calculé a2 0,3 % prés par la formule ci-

apres :

2 3
1-0,55 + 0,370(5] - o.,044[i)
w w

c w
- e
W

Les tésultats numériques et analytiques sont représentés graphiquement sous

forme de courbe (Fig. V.4) et sous forme du tableau (Table V.2), sutvants :

Table V.2 : Facteur d’intensité de contrainte (Ky) pour différentes valeurs de c/w
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400 4 - L . e - . - -
O Kl {Num) O

350 - - —KI[1] - T

300 -

250 -

K;

200 <
150

100 -

50 - .

o T T T T T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8 09

c/w

Fig.V.4. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de longueur de la fissure.

On remarque que K; augmente quand ¢/w augmente, ceci a cause de 'importance
de la singularité.
D’apres le graphe de la figure V.4, Ia solution trouvée par la technique de fonction

de Green est trés proche de la solution analytique.

3\- EXEMPLE 03 : FISSURE DEBOUCHANTE DANS UNE PLAQUE FINIE.

Une plaque rectangulaire de largeur w et de hauteur 2h fissurée est chargée par
une contraintes uniforme &, = 100 MPa (les conditions aux limites montrées dans la

Fig. V.5). Nous utilisons h/w = 2.0.

Les nombtes d'élément ont été choisis comme N, = 16, Nj = 16 (IN=2*N,+2*[Nj)
et M = 8. Les caractéristiques mécaniques de la plaque utilisée sont les mémes que celles

utilisées dans 'exemple 01.
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/- Exemples; Résuitats & Interpréiations’

er

8

>

2h ¢

h 4

.

IERRRRRNRRRY

i
™

w
Fig. V.5. Plaque rectangulaire contenant une fissure

On varie ¢/w entre 0,1 et 0,5. Les résultats analytiques sont donnés par la

formule sutvante [1] :

oo

3
3 0,752+ 0,370(1 —sin E) +2,025
2 2w w

avec: f [E—] = (Z—th E]
w 2w

nc
Cos—
2w

La précision atteinte par cette formule est 0,5 % quel que soit le rapport (c/w).

Les résultats analytiques et numétiques peuvent étre représentés graphiquement

sous forme de courbe (Fig. V.6) et sous forme du tableau (Table V.3), suivants :
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Table V.3 : Facteur d’intensité de contrainte (Kj) pour différentes valeurs de c/w

800 -- . . . R - L

700 - L o

600 - ce - O  Kl(num} -
—KIf1]

500 -

K;

400 -

300

200 -

100 4

0 T T T T T 1
0 01 0,2 0,3 04 0,5 06
c/w
Fig.V.6. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de longueur de [a fissure.

La valeur de K; est trés grande pour c¢/w = 0,5 , a cause d'influence de frontiére,
ceci qui donne un risque d’une rupture brutale.
On remarque que les résultats numériques convergent vers les solutions

analytiques.
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4\- EXEMPLE (4 : FISSURE CENTREE DANS UNE PLAQUE CIRCULAIRE

RADIALEMENT TENDUE.

Une plaque circulaire de rayon w fissurée est chargé par une contraintes radiale

et uniforme o, = 100 MPa (voir Fig. V.7). La longueur de fissure est 2c.

Les nombres d'élément ont été choisis comme N = 128 et M = 24. Les

caractéristiques mécaniques de la plaque utilisée sont les suivantes :

E =220000 MPa et v=0.2

v

Fig. V.7. Fissure centrale dans une plaque circulaire

On varie ¢/w entre 0,1 et 0,9. Les résultats analytiques sont donnés par la formule

suivante [1] :

e

c
w

ENP 2002 40



" Exemples; Résultats & Interprétations:

Dans ce cas, le facteur de correction pour différentes valeurs de c/w est donné par

le graphe survant [1] :

c/w

Les résultats analytiques avec les résultats numériques sont représentés
graphiquement sous forme de courbe (Fig. V.8) et sous forme d’un tableau (Table V.4),

suivants :

Table V.4 : Facteur d’intensité de contrainte pour différentes valeurs de ¢/w. (Mode I)
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K;

800 -

700 |-
600 4 - -
500 |-

400 |-

300 -

200 - -

100 - .

O Kl (num)|
ki

T T 1 T 1

0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0.8

c/w

Fig.V.8. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction de c/w

Notons que les résultats numériques du facteur d’intensité de contrainte sont

obtenus en utilisant un nombre d’éléments constant dans la discrétisation pout toute la

fissure. Ceci explique 'augmentation relative de lerreur. Cette erreur diminue de plus en

plus avec la diminution du rappott ¢/w. ceci est di au fait que lorsque c/w est faible, le

nombre d’éléments est plus représentatif du la fissure (effet de raffinage).

D’apres le graphe de la figure V.8, nous constatons que les résultats numériques

convergent vers les résultats analytiques.
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A Exemples; Résuttats & interprétations:

5\- EXEMPLE 05 : FISSURE LATERALE DANS UNE PLAQUE CIRCULAIRE

RADIALEMENT TENDUE.

Une  plaque  crculaire de
diametre D fissurée est chargée par
une contrainte radiale et uniforme
o, = 100 MPa (voir Fig. V.9). la

longueur de fissure est c.

Les nombres d'élément choisis

comme N = 120 et M = 16 jusqu’a 2.

Les caractéristiques mécaniques

de la plaque utilisée sont les suivantes :
Fig. V.9. Fissure latérale dans une plaque

E=220000MPa et v=0 circulaire

On varie ¢/D entre 0,1 et 0,8. Les résultats analytiques sont donnés par la formule

sutvante [1] :

e

Dans le cas, le facteur de correction est :

)

2 3
1122+ 01405 —0545 | + 0,405(3J
D D D
(-5)
1——
D

Les rtésultats analytiques avec les résultats numériques sont représentés

graphiquement sous forme de courbe (Fig. V.10) et sous forme d’un tableau (Table V.5),

suivants :
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Table V.5 : Facteur d’intensité de contrainte pour différentes valeurs de ¢/D. (Mode I)

900 o - . - - . . o .

O Ki{hum) o
800 - L S -

700 - . —KI[1] . , O .

600 1 -

500 -

K;

400 -

300 q-

200 -

100 - -

0 T T T T T 1
0 0.1 0.2 0,3 0,4 0,5 0,6

c/D

Fig.V.10. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction de ¢/D

D’aprés les résultats obtenus, nous constatons que la courbe du facteur d’intensité
de contrainte obtenue par la technique de fonction de Green est de méme forme que celle

trouvée analytiquement.
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6\- EXEMPLE 06 : TROU FISSURE CENTRE DANS UNE PLAQUE FINIE TENDUE.
Une plaque finie de largeur

2w et de hauteur 2h, contenant une 5,

trou fissuré est chargée par une 0 o

contrainte uniforme o, = 100 MPa

(voir Fig. V.11). La valeur h/w =

2.0. Les nombres d'élément choisis

2h
comme Ng; = 16, Nn = 16,

(N=2*Nx+2*Ny) et M,=2 pour les
deux fissures et Nuwow = 32. Les

ca.ractéristiques mécaniques de la

plaque utilisée sont les suivantes : IT7 l IRy
E =220000 MPa et v=0 Oo

B
>

On varie b/w entre 0,3 et *

0,9 et on prend ¢/w = 0,25. Les

2w

Fig. V.11. Plaque rectangulaire contenant

résultats analytiques sont donnés deux fissures latérales

par la formule suivante [1] :

w W

S (-c-P-J est donné par la figure suivante :

W

gz
/

V(1-b/ w) * fehw , fw)

c/w

a2 0.4 LY o8 Lo
bf w
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Table V.6 : Facteur d’intensité de contrainte pour différentes valeurs de b/w.

700

600 -
O Kl {nhum)

500 - —KI [1]

400 -

K;

300 -

200 -

100 -

0 T T T T T T T 1

0,2 0,3 0,4 0,5 06 0,7 0,8 0,9 1
biw

Fig.V.12. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction de b/w

Une légére augmentation de facteur d’intensité de contrainte quand ¢/w augmente,
a cause de la présence d’effet de bord (les frontieres).
Les résultats trouvés par la technique de fonction de Green sont convergents vers

les résultats analytiques.
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7\- EXEMPLE 07 : PLAQUE INFINIE CONTIENT UNE FISSURE CENTRALE.
Une fissure dans une plaque T T T T T T T
infinie est chargée par une charge
uniforme Py, = 100 MPa (voir Fig.
V.13) La fissure est inclinée par un
angle « par rapport a la
perpendiculaire a la direction de la
charge. Les nombres d'élément ont été
choisis comme N:=16.
Les caractéristiques mécaniques
de la plaque utilisée sont les suivantes : l l l l l l l Go
E=220000MP2 et v=20
Fig. V.13. Une fissure dans une plaque infinie
On varie 'angle « entre 0° et 85°.
Les résultats analytiques d’apres réf [5] :
K, =o,Jaccos’ a
K, = o, cosasina
Les résultats analytiques et les résultats numériques peuvent étre représentés

graphiquement sous forme de courbes (Fig. V.14 & 15), sutvants :

O Kl {num)

K;
o
=]
1
|
|

0 T T T T T T T T 1
0 10 20 30 S0 60 70 80 90

40
Angle [°]

Fig.V.14. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode I)
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90 - - O Kit (num)

o || —Kil [5]

70 4 -

60 |-

Ky

50 -

40 -

30 --

20 -

10

0 T 1 N T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angle [°]

Fig.V.15. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode II)

D’apres les résultats trouvés, on constate que notre approche donne des solutions
pratiquement superposées avec les solutions analytiques, ce qui montre 'exactitude de

cette approche, notamment, en 'absence des effets de frontiére.
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V.3. DEUXIEME CATEGORIE D’EXEMPLE (FONCTION DE POIDS
GENERALISEE).

1\- EXEMPLE 01 : FISSURE CENTRALE DANS UNE PLAQUE FINIE.

Méme exemple 01 de premiére catégorie (voir Fig. V.1) mais avec utilisation de
technique de fonction de poids. On utilise les mémes caractéristiques mécaniques et les

conditions aux limites.

On varie I'angle o entre 0° et 75°. Les résultats analytiques d’aprés réf [3] avec les

résultats numériques peuvent étre représentés- graphiquement sous forme de courbes

(Fig.V.16 & 17) et sous forme d’un tableau (Table V.7), suivants :

Table V.7: Facteur d’intensité de contrainte pour différents angles d’inclinaison
de la fissure. (Mode I & IT)
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O Kl {num)

—KI[3]

0,4
0,2
0 T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Angle [°]
Fig.V.16. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction ’
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode I)
0,6 -
0,5 -
0.4 -
—
B
=03
O
N
% 02 | O Kil (num)
M"‘- L]
— Kl [3]
0,1 - . — -
0 T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80
Angle [°]

Fig.V.17. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode IT)
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Chapitre V> = 7.7k T U R T UEN Y Exemples; Résultats & Interprétations:

La valeur de Kr est maximum quand l'angle o = 0° ceci explique le cas plus
dangereux d’ouverture d’une fissure. Et pour la valeur de Ky est maximum quand I'angle
a=45°.

D’apreés les résultats, nous pouvons conclure que la technique de fonction de poids
généralisée donne une bonne approximation du calcul de facteur d’intensité de contrainte
en mode I & II avec une erreur maximum de 2,3 %, quelque soit 'orientation de la fissure

par rapport a la perpendiculaire a la direction de la charge.

2\- EXEMPLE 02 : FISSURE CENTRALE DANS UNE PLAQUE FINIE,

Méme exemple que précédent avec utlisation de technique de fonction de poids.

On varie 1a valeur de ¢/w entre 0,1 et 0,8 pour un angle « = 0°.

Les résultats analytiques sont donnés par la formule suivante [1] :
K, o, dmf[ )
w

Le facteur de correction f¢/#) peut étre calculé a 0,3 % pres par-la formule c-

apres :

2 3
1-0,55 + 0,370[£) —0,,044[5)
w

) e
1-£
w

Les résultats numériques et analytiques peuvent étre représentés graphiquement

sous forme de courbe (Fig.V.19) et sous forme d’un tableau (Table.V.9), suivants :
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Table V.9 : Facteur d’intensité de contrainte (Kj) pour différentes valeurs de c/w

450 - - o . . o C e
—KI[1]
O Kl (hum)

400 -

350 -
300 -

250 4

K;

200 -+

150 -

100 -

S0 -

0 T T T T T T T T 1
0 0.1 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

c/w

Fig.V.19. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de longueur de la fissure.

Les résultats trouvés par la technique de fonction de poids sont convergents vets
les résultats analytiques, cette technique sous forme généralisée est donne une bonne
résultat avec une erreur maximum égale 2 5 %, par contre les résultats obtenus par le cas

particuliére de cette technique (fonction de Green), Perreur maximum est 9,9 %
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3\- EXEMPLE 03 : FISSURE DEBOUCHANTE DANS UNE PLAQUE FINIE.
Méme exemple que exemple 03 de premiére catégorie (voir Ia Fig. V.5).

On varie c/w entre 0,1 et 0,5. Les résultats analytiques sont donnés par la

formule suivante [1] :

e

<
w
3
) 0,752+ 0,370[1 —sin ﬁ) +2,025
avec : f [i] = [Z_W tg —7?—)
w m 2w

2w w

wc
cos —
2w

La précision atteinte par cette formule est 0,5 % quel que soit le rapport (c/w).

Les résultats analytiques et numériques peuvent étre représentés graphiquement

sous forme de courbe (Fig.V.20) et sous forme d’un tableau (Table.V.10), suivants :

Table V.10 : Facteur d’intensité de contrainte (Kj) pour différentes valeurs de c/w
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800 - - . e L

7004 - G Kl (num)

600 { | —KI[1]

500 -

Ky

400 4 - .

300 -

200 -+

100 4--

0 T T T T T 1 '
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6
c/w
Fig.V.20. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de longueur de la fissure.

D’aprés les résultats obtenus, nous constatons que la courbe du facteur d’intensité
de contrainte obtenue par la technique de fonction de poids est pratiquement de méme

forme que celle trouvée analytiquemnent avec une erreur maximum égale 2 9,9 %.

4\- EXEMPLE 04 : FISSURE CENTREE DANS UNE PLAQUE CIRCULAIRE

RADIALEMENT TENDUE.
Méme exemple que exemple 04 de premiére catégorie (voir la Fig. V.7).

Les nombres d'élément ont été choisis comme N = 48 et M = 6 jusqu’a 30. Les
caracténistiques mécaniques de Ia plaque utilisée sont les suivantes :

E =220000 MPa et v=0,1

On varie c/w entre 0,1 et 0,9. Les résultats analytiques sont donnés par la formule

sutvante [1] :

e
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Dans ce cas, le facteur de correction pour différentes valeurs de c/w est donné par

le graphe sutvant [1] :

VI-chw * flc/w)

c/w

Les résultats analytiques avec les résultats numériques sont représentés
graphiquement sous forme de courbe (Fig. V.21) et sous forme d’un tableau (Table V.11),

suivants :

Table V.11 : Facteur d’intensité de contrainte pour différentes valeurs de ¢/w. (Mode I)
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K;

900 , - - - .. . o
O
800 - o i
700 - O Ki {(hum)
—KI[)
600
500 4
400 -
300
200 4 -
100 -
0 T T T T T T T T T 1
0 01 0,2 03 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0.9 1
c/w
Fig.V.21. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction de ¢/w
On remarque que K; augmente quand ¢/w augmente, ceci a cause de U'influence du
frontiere.

La technique de fonction de poids est donne des résultats numériques qui

convergent vers les résultats analytiques, avec bonne précision.
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5\- EXEMPLE 05 : TROU FISSURE CENTRE DANS UNE PLAQUE FINIE TENDUE,

Une plaque finie de largeur -
2w et de hauteur 2h, contenant une 0 O O

trou fissuré est chargée par une

kY
*,

trainte unif . = 100 MP |
con Lo orme o a 20 /

(voir Fig. V.22). La valeur h/w =
2h

2.0. Les nombres d'élément choisis
comme Ny = 16, Nn = 16,
(N=2*Nx+2*Ny) et M,=2 pour les
deux fissures et Nugou = 32. Les

caractéristiques mécaniques de la
plaque utilisée sont les suivantes : f l l l l l loj' l l l l L §

E =220000 MPa et v=0.1 >
2w

On vane l'angle o« Les
Fig. V.22. Plaque rectangulaire contenant

résultats analytiques sont donnés deux fissures latérales

par la réf [11] avec les résultats
numérnques sont représentés graphiquement sous forme de courbe (Fig.V23 & 24), et

sous forme du tableau (Table V.12), suivants :

Table V.12 : Facteur d’intensité de contrainte pour différents angles d’inclinaison

de 1a fissure. (Mode I & II)
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14 1
O Kt (hum)
1,2 1
—KI[11]
1
"-\
§ Qra ]
)
N
- 064
]
0,4 - .
024
0 ; .
0 10 20 30 40 50 60 70
Angle [°]
Fig.V.23. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de 1a fissure (Mode I)
06 -
05 : : 0 o o- ‘
e =
O
0.4 . . . RV .
"‘\
-8
[
5 034
™~
M 02 -
C Kl (num)
—KIi[11
01 4 (1]
p.= 30 35 40 45 50 55 60 6
Angle [°]
Fig.V.24. Variation de Facteur d'intensité de contrainte en fonction
de I'angle d'inclinaison de la fissure (Mode II)
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V.4. CONCLUSION.

On conclusion générale de ce chapitre, nous avons traité quelque problémes
pratiques liés 4 la mécanique de la rupture. On peut dire que les résultats obtenus pour les
différents exemples étudiés démontrent lefficacité et la précision de la technique de
fonction de poids (cas généralisée et le cas de fonction de Green) basée sur la méthode de
discontinuité de déplacement. On a vu la bonne convergence de la solution numérique
vers la solution analytique avec une erreur minimale.

L’augmentation relative de lerreur dans les exemples  dii 4 présence de la

singularité, c’est-a-dire, Peffet des élément de frontiére sur le bout de la fissure
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Conclusion Générale.

Ce travail montre les grandes possibilités qu'offre la technique de fonction de
poids basée sur la méthode de discontinuité de déplacement pour la résolution des

problémes de mécanique de la rupture en bidimensionnel.

Nous avons montré premierement la connaissance des relations fondamentales de

la mécanique de la rupture.

La deuxieme discipline porte sur Putilisation de la simplicité de la méthode de
discontinuité de déplacement pour résoudre les problémes de Télasticité et de la

mécanique de Ia rupture, et qu’elle fournit des résultats exploitables.

La trotsiéme discipline contient la mise en évidence de l'utilisation de Ia technique
de fonction de poids généralisé pour déterminer le facteur d’intensité de contrainte, et
leurs applications pour les problémes planes. Une fois que 'on connait les fonctions de
poids, pour une géométrie bien définie, on peut déterminer le facteur d’intensité de

contrainte pour n’importe quel chargement par une simple intégrale.

Nous avons pu grice a ces acquis, construire un code du calcul sous forme d’un
programme pour la modélisation des milieux fissurés, en utilisant la technique de fonction
de poids basée sur la méthode de discontinuité de déplacement pour résoudre les

problémes planes.

Pour tester la validité de notre programme, nous avons lancé une série d’exemples,
par soucis de donner un caractére pratique i notre travail. Les exemples traités ont

particulierement montré la puissance de cette technique en mécanique de la rupture.
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Dans la premicre catégorie d’exemples, nous nous sommes intéressés au calcul du
facteur d’intensité de contrainte. Ce parameétre est évidemment un élément d’appréciation
fondamental en mécanique de la rupture. Ces calculs sont basés sur la technique de
fonction de Green (cas particuliére de la fonction de poids). La comparaison des résultats
donnés par nos calculs et les tésultats analytiques et quelques autres études, montre que

ces tests de validation présentent une bonne corrélation.

Dans la deuxiéme catégorie d’exemples, nous nous toujours intéressés au calcul du
facteur d’intensité de contrainte, mais cette fois en utilisant la technique de fonction de

poids généralisée.

Donc l'utilisation de la technique de fonction de poids nous a permis 'obtention
d’excellents résultats en comparaison avec les solutions analytiques et celle d’autres

travaux(} correspondantes pour la plupart des problémes.

Nous espérons quavec ce modeste travail, avoir pu dégager un champ de travail
pour ceux qui pourraient §’intéresser a I'application de la technique de fonction de poids

pour les problémes dynamiques ou tridimensionnels.

(*) : voir les référence telles que:les références :[1],[3].{4].[5.[7] et [11].
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. Annexe

ANNEXE
1\-
_ i y Y
S=r)= 47(1-v) [y[arctan x—a arctan X+ aj (A1)

—(x—a)ln(x—ay+y*+(x +a)ln‘/(x+a)2+y2]

les dérivées de fonction f{,y) sont les suivantes :

—; — 2 2 _ 2 2
. —4;r(l—v)[ln\/(x ay+y 1nJ(x+a) +y ]
f, = _—[mctm Y _ arctan—Z }

Y 4r(1-v) x—a x+a

P y }
Yo da(l-v)| (x—aP+y* (x+a)+)y?

. (A.2)
f.n:‘f,w=4 : [ - x+2a 2]
z(l-v)[(x—aP+y* (x+af+y
foeg 1 [ Gmapey rrapey |
o = ax(-v)| (e -2+ 2 F [x+ap+y
1 x—a x+a
f:m_ f:,uy—47r(1_v)_[(x_a)z+yz]2 [(x+a)2+y2]2_

2\- La limites dans lequations (IL.G) est
mentionnée paceque la fonction arctangente Y F (%)
a plusteurs valeurs. On définit alors deux
angles 0; et 02 (Fig. A) avec:

6, = arctan 34 /6 g x
x—a >

(A.3) -4 a "
y

x+a Fig.A Les angles a partir des extrémités

6, = arctan
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0 |x|>a , y=0
lim|:arcta.n Y arctan—2 }: +7 |x|<a , y=0" (A.4)

- [x[<a , y=0

3\-Changement de coordonnées :

* Pour les déplacements (Figure B) :

U,=U;cos-U_smf
, g (A.5)
U,=Ussinf+U;cos B
reciproquement : ; »
U; =U,cos f+U sinf « # >
(A.G) Uy sin  Uxcosf

U;=-U,sinf+U, cos B

Fig. B Transformation de déplacement.

* Pour les contraintes (Figure C) :

Fig. C Transformation de contraintes.

on a d’apres la figure C.(1) :



CE T Annexe

0, =(05 —05)sinacosa - o5 (cos 2 —sin *q)

— 2 ( n 2
0, =0z cos’a+ 20 sinacosa + oy sin’a

et d’apres la figure C.2 (pour le plan AB) on a:

(0p)gep =40,

(0 )y =—0,

la conbinaison entre (A.7) et (A.8) et la notation :

cos(-f) = cos(p) et sin(-fF) = -sin(ff)  donne:

0, =(0g —0)sinacosa + o (cosa —sin*a)

— 2 1 in 2
O, =0zcos’a—20sinacosa+ oy sin’a

et pourle plan CD on a:

(a”)a=§—ﬁ = o-}'y

la conbinaison entre (A.7) et (A.10) et la notation :
cos(m/2-f) =sin(H) et sin{n/2-f) = cos(B)
0, =(05 —0)sinacosa + o5 (cos*a ~sin*a)

— in 2 — _ ai - 2
O, =0zsm’a—20_ smacosa + o, cos’a

donne :

(AT)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)
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ABSTRACT

This wotk consists to study the crack body problems with the weight function
t-cchniquc based on the displacerr;cnt discontinuity method for two-dimensi;mal.

First, we change the mathcmatical formulation of the method to the numerical
procedure, and construction of the computer program. With this program we determine
the stress intensity factors Folr_r'nodc 1 end mode 11 for this problems, we uses the Green

function and the weight furiction.

RESUME

Ce travail porte sur la modélisation des problémes des milicux fissurés par la
technique de fonction de poids basé sur la méthode de discontinuité de déplacement en
bidimensionnel.

" On fait Ia mise en forme de Ia procédure numétique a partit de Ia formulation
mathématique, ensuite I'élaboration d’un code de calcul. Avec ce code, on peut
déterminer le facteur d'intensité de contrainte en mode I et mode I pour ces problémes,
en utilisant le cas particulier de la fonction de poids (fonction de Green), puis le cas

générale. de fonction de poids.

Mots clés : Mécanique de la rupture, fissure, Fonction de poids, Fonction de Green,

Meéthode de discontinuité de déplacement, Facteur d’intensité de contrainte.



