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Reésumeée

Le but de ce travail est le détermination des facteurs d’'intensité de contrainte

pour le mode I, II et mixte I + II de rupture par la méthode des discontinuités de
déplacements.

Un code de calcule basé sur [a méthode des discontinuités des déplacements d
été construit. La premiére version du programme utilise des éléments constants. Les
résultats sont donc influencés par le fait que (élement pose un probléme
d'incompatibilité du champ de déplacement pour le dernier élement rveprésentant la
téte de fissure . Un élément parabolique ou élément bout de fissure est couple avec
Célément constant pour vespecter la continuité de déplacement en bout de fissure.
‘Une technique a consiste d faire varier la longueur de [élément parabolique pour
améliover les vésultats rvelatifs au calcul du facteur d’intensité de contrainte en

mode I et II. Les exemples traités de milieux fissurés de différentes configurations
confirment une diminution significative des erreurs.

Mots clés : mécanique de la rupture, fissure, méthode des discontinuités de
déplacements, facteurs d'intensité de contrainte, élément bout de fissure.

ABSTRACT

The aim of this study is to explorve and determine the stress intensity factors
for the mixed mode of fracture using the displacement discontinuity method.

The important definitions concerning the linear fracture mechanics and the
numerical formulation of the displacement discontinuities method are presented. The
constant displacement discontinuity element doesn’t vespect the continuity of the
displacement at crack type a special element which can be called as degenerated or
hybrid ov parabolic element is presented. The results with the presence of this
element are presented. The results of the stress intensity factors on mixed modes are
carried out using various lengths of the parabolic element. The vesults are presented
and discussed using several of fractured practical simples.

Key words: fracture mechanics, crack, displacement discontinuity method,
stress intensity factor, crack tip element.
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Introduction générale

La théorie de la fissuration décrit le comportendsd solides ou structures présentant des
discontinuités macroscopiques a l'échelle de laictire, discontinuités linéiques dans les
milieux considérés comme bidimensionnels, discoiti#s surfaciques dans les milieux
tridimensionnels. La théorie de la fissuration petrnde prévoir I'évolution de la fissure
microscopique jusqu’a la rupture complete de laicstmre. Des regles scientifiques ont été
congues pour caractériser ses fissures et leuetsgffour prédire quand elles deviendraient

dangereuses, cette science est appelée mécanitpueugaure.

Le premier écueil dans l'utilisation des concepsnitcanique de la rupture réside dans
la détermination de facteur d’intensité de contes traduisant la singularité du champ de
contrainte au voisinage du fond de fissure. Lewtgwis exactes au probleme pour la
détermination des facteurs d’intensité de conteagunt en nombre trés limitées. Par ailleurs, il
est rare qu'une situation réelle, ou géométrie lrgement sont souvent complexes, soit
résolvable analytiquement. Cependant, il est destg&ins ou I'on ne peut pas se contenter de

valeurs approchées, et ou il est alors nécessawveidrecours a des méthodes numériques [1].

Les principales méthodes numeériques qui sont nraantebien établies pour la résolution
des problémes de mécanique de la rupture sonmétaode des éléments finis (FEM) et la
méthode des éléments de frontiere (BEM) [2]. Lahméé des éléments finis consiste en la
subdivision de milieu continu en un nombre finigheties (éléments finis) [3]. La méthode des
éléments de frontiére se limite & une subdivisieradfrontiere en éléments joints les unes aux

autres [4].

a) FEM b) BEM
Fig.1 Méthodes de discrétisation

Ecole nationale polytechnique -1- PFE 2008



Introduction générale

La méthode des éléments de frontiére offre destagas certains dans des configurations
de problemes dont les domaines sont infini et desmproblemes de propagation des fissures. La
méthode des éléments finis (FEM) nécessite un tmaiaprés chague changement durant la
propagation de fissure, tandis pour la méthodeétisaents de frontiére (BEM), la propagation
de fissure se fait par addition d’éléments) [5]aNdoins, La méthode des éléments finis étendu
(extended finite element method) [38], prend en memes problémes de mécanique de la

rupture.

La méthode des éléments de frontiere a été déwstoppivant deux approches l'une
d’elles est d'origine mathématique basée sur désrémes classiques de la théorie du potentiel
d’ou le nom de méthode directe [6]. L'autre appmebt physique et consiste a chercher d’abord
la valeur des singularités, placées tout au longaduour discrétisé en segments de droites, et de
la, calculer les parametres aux limites désirése eaéthode est connue sous le nom de méthode
indirecte.

La méthode des contraintes fictives (méthode deodimuité de contraintes) [7], et la
méthode des discontinuités de déplacements (MDi¥sentent deux formulations ndirectes qui
existent [8].

L'objectif du présent travail est la mise au paiiin code de calcul basé sur la méthode
des discontinuités de déplacements pour 'étudaatte mixte de rupture dans le plan. Il s’agit
du mode d’ouverture ou traction I, mode de cisai#at 11 et de mode mixte. Nous avons choisi
la méthode des discontinuités de déplacementsetiara, a travers le calcule des discontinuités
de déplacements normales et tangentielles permetiéierminer directement les facteurs

d’intensité de contraintes [9].
Ainsi le travail se pressente comme suite :

On s’intéresse dans | premier chapitre au rappelpdiecipes de base de la mécanique

linéaire de la rupture.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentdéda méthode des discontinuités de
déplacements.

Ecole nationale polytechnique -2- PFE 2008



Introduction générale

Le troisieme chapitre est axé sur la présentation élément bout de fissure parabolique.
L’élément parabolique sert a assurer la continditechamp de déplacement en bout de fissure.

L’'organisation du programme est présenté.

En quatriéme chapitre, nous traitons des exempéss dbmaines fissurées pour la
comparaison entre I'élément simple et paraboliquelss valeurs des facteurs d’intensité de
contrainte. Une étude particuliere est menée poettrenen évidence l'effet de la taille de

I’élément bout de fissure dans le but d’amélioesrriésultats recharchés.

Ecole nationale polytechnique -3- PFE 2008
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Chapitre | Généralités sur lagadique de la rupture

[-1 Introduction

La mécaniqgue de la rupture peut étre définie commescience de l'étude du
comportement d’une structure fissurée. Deux apm@®clkont généralement utilisées en
mécanique de la rupture :

1. La premiere s’intéresse a l'analyse du champ dedraiates en téte de fissure. C’est
I'approche par le facteur d’intensité de contrainie relie les facteurs d’intensité de
contrainte au champ de contrainte en téte de éssur

2. La deuxieme approche est énergétique et dite apprglobale et due a Griffith. Elle procede
par le calcul de I'énergie disponible pour la prggteon de fissures dans la structure

considérée.

Les fissures peuvent étre considérées comme desitdéiormés durant une étape de

fabrication ou se produire durant le fonctionnement

Selon la nature du matériau et les conditions d@tgiion on distingue deux types de
rupture, a savoir la rupture ductile et la ruptiregyile. Une rupture ductile est caractérisée par
une zone de déformation plastique non négligealdataet durant la propagation de la fissure
(mécanique non linéaire de la rupture). La ruptinagile est caractérisée par I'absence de
déformation plastique significative (mécanique diimé de la rupture) [10]. C’est le cas de notre

étude.

Lors de ce chapitre nous allons essayer d’intreduit apercu sur la mécanique de la
rupture avec les hypotheses suivants: le matéestuhomogéne élastique et isotrope, le

chargement est supposé statique, on s'intéressprabbemes plans.

[-2 Modes fondamentaux de rupture

Considérerons une fissure dans un milieu plan.rSkairection de la sollicitation par
rapport a celle de la fissure on distingue, trar€matiques remarquables du déplacement relatif
des levres de la fissure [11] représentant les tnwodes fondamentaux de rupture. Elles sont

représentées dans le repére orthondimiéx,, x3) (fig.1.1).
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- Mode |: ou mode d'ouverture (fig.1.1.a), il est carace&rmar une sollicitation de

traction perpendiculaire au plan de la fissuranoele est le plus dangereux.

- Mode Il : ou mode de cisaillement plan (fig.1.1.b), il egtacéérisé par une sollicitation

de cisaillement dans le plan de la fissure dowtiba est perpendiculaire au front de la fissure.

- Mode 1ll: ou mode de cisaillement antiplan (fig.1.1.c), it esractérisé par une
sollicitation de cisaillement parallele au planladissure dont I'action est paralléle au frontlae

fissure.

?_Z’”f
=

_‘(_,/'

P

'

c) Mode | b) Mode Il a) Modelll

Fig.1.1 Modes fondamentaux de rupture

I-3 Approche Locale

Cette approche consiste a déterminer les paranmigresecanique de la rupture a l'aide
des champs de contraintes et de déplacement losayxointe de fissure. Pour définir ces

champs en pointe de fissure, nous introduiron®ten de facteurs d’'intensité des contraintes.

[-3-1 Champ de contrainte et de déplacement au vamage du front de fissure

Les champs de contrainte et de déplacement prdah&ont de la fissure sont des
parametres nécessaires a connaitre. Ces champargentvle processus de la rupture qui a lieu a
la pointe de la fissure. Pour cela nous allonefane étude des contraintes et déplacements au

voisinage de la pointe de fissure dans le casrdesrhodes de rupture.

Ces contraintes ont été calculées par Westergdaid@ de la fonction d’Airy [12, 13] et
par Irwin a 'aide de la théorie de I'élasticitd.[Elles sont exprimées par les relations (1.1¢cav

les notations de la (fig.1.2).
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Fig.1.2 Champ de contraintes au voisinage du fraid la fissure

La figure (fig.1.2) représente schématiquementctagraintes sur un élément centré sur

un point M repéré par les coordonnées polaire® par rapport a I'extrémité d’'une fissure
sollicitte en mode d’ouverture ou mode I.

Pour le Mode || les contraintes et déplacements au voisinage dnot fde fissure
s’écrivent :

6 . 36 . 0 6 30
cos 1 — sm sin ) sin—cos—cos—
[0] = F 0 - s 0 (1.1.a)
sm oS~ COS— CcoS— (1 + sin—sin—)
2 2 2 2
L S1c. —
U =— |- (1 + v)cos > [C; — cos O]
(1.1.b)
L nlrc —
U, = |o- (1 4+ v)sin ; [C; — cos O]
3— . ) .
Avec C; = ﬁ en contraintes plane§, = 3 — 4v en déformations planes.
La discontinuité ou saut de déplacemes} $elon I'axex, est:
8K;
[u,] = u,(r,m) —u,(r,—m) = — G2 |7 (1.1.c)

Avec C, = 1 en contraintes planeg, = 1 —v? en déformations planes.

On Remarque qu'a la pointe de la fissure, les egttes sont singuliéres efi’f?) et que
le déplacement d’'ouverture tend vers 0 comrf@
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Pour le Mode llJes contraintes et déplacement sont :

. 0 ] 30 ] . 0 . 30
—sin=(2+ cos=cos— | cos—(1—sin—sin—
2 2 2 2 2 2

K
[0] = == (1.1.d)
2mr 0 . 6 . 36 .0 6 6
2 cos— (1 — sin—sin 3—) sin2 cos 2 cos 22
2 2 2 2 2 2
— Ku /L in2
U = 27T(l +v)51n2 [C; + 2+ cos @]
(1.1.e)
_ Ku |17 Sr1c. —
Uy =— |- (1+ v)cos2 [C; —2 + cos O]
La discontinuité ou saut de déplacemen} $elon I'axex; est:
8K T
[u ] =u () —uy (r, —m) = T”CZ /E (1.1.f)
Enfin, pour le Mode lIl, lesontraintes et déplacement s’écrivent comme suit :
[ 0 0 — sm—l
2
_ K 2
[o] = Verr| 0 0 cos ~ | (1.1.9)
6 6
[— sin— cos-— 0 J
2 2
_ 4K [T .0
Uz = —- /m (1 +v)sin ” (L1h)
U =u, =0
La discontinuité ou saut de déplacemes} $elon I'axex; est:
8K1” T .
[uz]l = uz(r,m) —uz(r, —m) = T(l +v) /; (1.1.)

[-3-2 Facteurs d’intensité des contraintes
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Les facteursk), K;; et K;;; introduits dans les équations (1.49nt fonctionfois de la
géométrie et déa nature des sollicitations. lls sont appelésefact d’'intensité de contrainte

s’expriment erMPa+/m. lls caractérisent la singularité du champ de camtt:

I-3-2-1 Calcul desfacteurs d’intensité des contrainte

Les facteurs ‘thtensité ds contraintes peuvent étre déterminés si l'on confed
expressions des composantes non r des contraintes et déplaceme@es calculs peuvent étr
menés dans le cas analytique en utilisant la métldad Westergaard [11]. Dans les mod
numériques, il est plus judicieux d’utiliser lesuitsade déplacemeru;]] comme par exemple I
approximations dues Blanforc [14] en utlisant deux points de collocatic. Dans notre cas,
nous optons pour le calcul utilisant les sautsé@atemen

( K, = llm(O'ZZ\/_) = llm—\/E[uZ]

r—08
{ Ky = hm(UQV r)= 11_1}(1)_\/;[”1] (1.2)

2
kKIII = llm(023 V2 ) ll_{% 8(1+v) \/E [us]

( 2
K; = lim {C1+1 - (4 uz]r/4 uz]r)}

r—0

= lny {“ JE @+ [ul]r)}

(1.3)

Fig.1.3 Elémen géométrique poule calculde facteur d’intensitédes contraintes

[-3-2-2 Principe de superpositiot
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Cette méthode, la plus couramment utilisée, cansistamener le probléme traité a une

suite de problemes déja résolus et dont les faxtintensité de contraintes sont connus [15].

Exemple (fig. 14K = K + k9 + K@ (1.4)

fs1 Lot 1

1 N U I O
L

Ve VoV
(a) (b) (c) (d)
oFl.4 Exemple de superposition

I-4 Approche Globale ou Energétique

La propagation de fissure est un phénoméne dissipaténergie. Dans la théorie de
Griffith, I'énergie consommeée est la difféerencerentetat énergétique du systéme avant et apres
fissuration. Cette énergie peut s’assimiler a unergie de surface, et Griffith a postulé que

C’était une caractéristique intrinseque du matériau

[-4-1 Le taux de restitution d’énergie

Noté G, le taux de restitution d’énergie représente Fgiee nécessaire pour faire
progresser la fissure d'une longueur unité. Ellerespond a la décroissance de I'énergie
potentielle totaléNp pour passer d’'une configuration initiale avec une longuge fissurea, a

une autre ou la fissure s’ggbpagée d’'une longueda[16] (fig.1.5).

i

&)

Fig.1.5 taux de restitution d’énergie

-10 -
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dWp
—_ L

G est défini par G = —
dA

Appliquons le premier principe au systeme de larig(1.5.a), le systeme est fermé, pas

d’échange de chaleur et de travail avec I'extérigdl

On remplace (1.6) dans (1.§,devient :

G=2ys+—+= dWC (1.7)
Pour des chargements quasi statiqés= 0 d’ou

G =Gc=2ys (2.8)

Le parametrésc, appelé énergie critique par unité de surfaceadessure est considéré

comme parametre intrinséque du matériau.

I-4-2 Calcule deG en fonction des champs de déplacements et de caitites
sur les frontieres du domaine fissurée
Considérons le probleme plan en élasticité limea®n impose sur la frontiér@r du

domaine fissuré des forces surfaciquiest sur la partie complémentai€®, les déplacements.

Le taux de restitution d'énergie par unité d’épaisslu solide est [11]:

G = ——f W(edw+ f, T, d“‘d (1.8)
La dérivée de I'énergie de déformation est donné pa

1 du;
aAfQZO- & dw = ng(Tl —tu ldA)dS (1.9)

: . : du; ,
Combinons les équations (1.8) (1.9) et prenonspmmeﬁ = 0 surQy, on obtient le taux de

restitution d'énergie comme suit :

1 du; du; daT;
GZEfn(idZ uldA) f ldi:d ——f Ui ds (1.10)

L’expression ci-dessus permet le calculeGleonnaissant les champs de déplacement et

de contrainte sur les contours extérieurs.

-11 -
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[-4-3 Relation entreG etK

Il est possible de relier le taux de restitutior@rgie aux facteurs d’intensités de
contraintes par [18]:

c
GI = EZKIZ
C
Gy =2 Kj (1.11)
1
G = ZKIZII

[-5 Mode mixte de rupture

I-5-1 Introduction

La figure (1.6) représente une fissure inclinéeversant une plague soumise a une
traction simple. Si la fissure n’était pas inclige= 0°), le chargement appliqué conduirait & du
mode | pur. Pour montrer comment l'inclinaison ddissure entraine du mode Il [19], on calcule

le vecteur contrainte dans le plan de la fissueevé€Xteur s’écrit :

T(mR) =671 = (6% cos B)y (1.12)
_ (N _ cosB\ _( o%cos*p
B T) =o7cosp (Sin[3> B (a°° cos,Bsin,B) (113)

On remarque que le vecteur contrainte dans le géarfissure se décompose en une
contrainte normaleN (traction) et une contrainte tangentielle (cisaillement), Dans le cas

présent, nous somme en mode mixte | - Il.

Dans cette partie, nous allons étudier les probéede mode mixte | - [l pour mettre en

évidence les champs de contrainte et déplacenaatéufr d’intensité de contrainte.

& |

A ¢ v

Fig1.6 Fissure inclinée dans une plaque en traction

-12 -
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I-5-2 Champ de contrainte et déplacement
En utilisant le principe de superposition, I'état cbntrainte a la pointe de la fissure est
obtenu facilement. Pour un mode mixte | - II, lantcainte est le la somme des contraintes de

chaque mode de chargement [12].

01 = =L cos? (1 sin 2 sin 39) Kit_ i 8 (2 + cos2 cos 39)
117 V2mr 2 2 2 2nr 2 2 2
K 0 ( .0 . 39) Ky . 6 6 36
0,, = ——cos—(1+ sin=sin—=) + sin— cos—cos — 1.14
22 7 \aur 2 2 2 2mr 2 2 2 (1.14)
010 = =L sin% cos 2 cos 3 + KL o5 (1 sin? sin 39)
12 = 2nr 2 2 2 | \2mr 2 2 2

Les déplacements sont obtenus a partir des éqaedfidhb) et (1.1.e)

=K fL br1c. — Kn fL in2
Uy =~ 27T(1+v)cosz[C1 cos 6] + = o (1+v)sm2[C1+2+cost9] w15
u, =34 L(1+v)sin2[C —cosB]+@ L(1+v)cosg[C — 2+ cos 6] |
27 g4lon 21 E |27 21

I-5-3 Le taux de restitution d’énergie

Lorsque deux modes de sollicitation sont présefgsergie de propagatios est
additive [16].:G =G, + Gy @)

Le taux de restitution d’énergie, dans le cas d'pnepagation dans le plan de la fissure

principale, pour le mode | et Il, s’écrit en foreti des facteurs d’intensité de contraintes :
_G 2 2
G = EZ(K, + Kf;) (1.17)

I-5-4 Propagation d’une fissure
Supposons une propagation infinitésimale d’unaifsaitialement inclinée d’'un angfe

par rapport a la direction de chargement (fig.168) se placant dans le plan de la fissure, nous

avons en début de propagation, la situation reptésesur la figure (1.7).

Fig.1.7 Propagation d’une fissure inclinée selon wanglea par rapport au plan de la fissure

- 13-
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Les facteurs d'intensité de contraintes locauextriémité de la déviation d’anglke noté
k(o) etk,(a), differe des facteurs d’intensité de contrairkget K, de la fissure initiale [20].
Les facteurs d’intensité de contraintes en modelll & I'extrémité de la déviation, sont donnés

par :

k,(a) = K, (Ecosg+ lcoss—a) + K, (—Esing— Esin3—a)
4772 " 4 2 472 47 2 (1.18)

1 . « 1 . 3a 1 a 3 3a

k;(a) =K, (—51n—+ —sm—) + K, (—cos—+ —cos—)
4 2 4 2 4 2 4 2

On présentera dans ce qui suit, les deux principaugres utilisés dans le cas de

matériaux élastiques isotropes [21].

[-5-4-1 Taux de restitution d’énergie maximale —Criére de Griffith

L’énergie de GriffithG(a) a I'extrémité de la déviation, s’exprime par

G = 2[k}(a) + k% (a)] 19

Les maximums d&(a), correspondent aux points ofekt maximum ek, = 0. Ainsi, le

maximum de I'énergie de Griffith est donné par :

C x
Gnax = szlz(a ) (1.20)
Ou (@*) est I'angle pour lequel les valeurs de I'énef@isont maximales.

La fissure se propage lorsq@eax atteint la valeur critiqu&c. C’est le critére de Griffith en

énergie

[-5-4-2 Critere en contrainte tangentielle maximale
Erdogan et Sih ont fait les deux hypotheses stigan
- La fissure se propage radialement dans la dimegbour laquellda contrainte normale est

maximaledggnax (l€ cisaillement gy est nul).

- La fissure se propage Iorsqu%aggmax = K¢ (2.22)
Pour le mode mixte | - Il la contraintgy est :

1 6 6 3 .
Opg = ECOSE[K, cosZE—EK,, sin 9] (1.22)

-14 -
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En dérivanty :

\/Zm‘ag% = —%cosg [K;sinf + K;;(3cosf — 1)] (1.23)

La directiona de propagation sera donnée par :

K,sina + K;;(3cosa—1) =0 (1.24)

Le critere de propagaticsera :
3 .
cos%[l(, cosZ%—EK,, sin oc] = K¢ (1.25)

OuKcest le Facteur d’intensité de contrainte critique.

-6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a mis en évidence que lésuiacd’intensité de contrainte peuvent
s’exprimer en fonction des discontinuités ou dutsd& déplacement. Etant donné que la
simulation des problemes de solides fissurés datte étude est prise en compte en utilisant la
méthode des discontinuités de déplacement, lesuiact’intensité de contraintes seront donc

calculés en utilisant les sauts de déplacement.

-15-
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Chapitre 11 La méthode desnééts de frontieres

[1-1 Introduction

Beaucoup de probléemes pratiques dans différentsad@s de I'ingénieur tels que la
mécanique des fluides, les transferts de chalewteemasse, la mécanique des solides et la
rupture peuvent étre représentés par des équaimngiérivés partielles. Pour approcher les
solutions analytiques de ces problémes, souveiitidifa déterminer par une solution directe des
équations différentielles, plusieurs méthodes niqués ont été mises on place. Parmi les
méthodes numériques disponibles, la méthode destiéns intégrales (méthode des éléments de

frontiere) est I'une des plus adaptées en mécamiguia rupture.

Le principe de la méthode des éléments de frostiéoasiste a transformer des équations
aux dérivées partielles dans le volume de la pegcéquations intégrales sur le contour. Alors on
ramene ainsi I'étude d’'une piéce mécanique a leéted surface. La discrétisation de celle-ci
permet de transformer les équations intégrales rensysteme d’équations linéaires et de
déterminer les déplacements et contraintes en ehpgimt du contour. On peut ensuite obtenir

les grandeurs a l'intérieur de la piéce a I'aide i#ations intégrales simples.

Dans ce chapitre nous allons faire une bréve présem de la méthode directe. La
méthode des discontinuités de déplacements estepsésentée avec plus de détail étant donné

que c’est la méthode choisie dans notre étude.

[I-2 Probleme intérieur / probléme extérieur

Un probleme est dit intérieur (fig.2.1.a) quanddtemaine a étudier est fini et est limité
par un contouC, c’est 'exemple d’'un disque. Dans le cas d’'un doma infini, exemple d’'une
cavité a l'intérieur d’'un domaine infini, on a aflaa un probléme extérieur (fig.2.1.b). C’est
particulierement a ce dernier type de problemeslgueéthode des éléments de frontiere est la
plus avantageuse. L'étude se limite seulement adisoeétisation de la frontiére puis étendre la

résolution au reste du domaine.

Le contour d’'un domaine fini est traversé suiviensens horaire, tandis que celui d’'un

domaine infini est traversé suivant le sens trigoéique [22].

Ecole nationale polytechnique -17- PFE 2008
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Fig.2.1 Probléme intérieur / probléeme extérieur

[1-3 Méthode Directe

[I-3-1 Théoreéme de réciprocité de Maxwell-Betti eses conséguences
C’est un théoréme qui lie entre les solutions dexgeoblémes d’élasticité linéaire sur un

méme domain&? [23].

Supposons que le premier probleme est caractpaiséles déplacements, u, et des
contraintescs, g, sur le contouC de domain&?. Le deuxieme probléme est caractérisé par des
déplacementss, u,’ et des contraintegs, gy’ sur le méme contol® du méme domaing. Le
théoreme de réciprocité s’écrit :

Jo(osus + oquy) ds = [ (oius + opuy,) ds (2.1)
On recherche la solution du premier probleme.dlat®n du deuxiéme est connue.

Le contourC peut étre approximé p&i segments de ligne relié entre. L’équation (2.1)

peut étre représentée comme sulit :

g Jyi(osus + oquy) ds = 1 Jyoi(osus + oquy) ds (2.2)

Si on assume que les déplacements et contraiatpsotleme qu’on essaye de résoudre
sont constants sur chaque segment de contouraliéqu2.2) devient :

af [ jusds +a, [ junds =ul [ oids+uy [ onds (2.3)

Ouc!, o) etul, u), sont les valeurs des contraintes et déplacemardsridre de’J"°segment.

Ecole nationale polytechnique - 18- PFE 2008
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Comme nous avorls segments, nous avonsl paramétre§a/, o;, ul etul j = 1,N),
la moitie de ces paramétres sont les conditions lewites Les autres sont les inconnus du
probléme. Il faut don@N équations similaires a (2.3) pour résoudre le lprab. Les2N
équations peuvent étre trouveées en appliquantatesd normales et tangentielles au centre de

chaque élémertle long de la frontiere.
! J, jus (F)ds + o’ S, jun(F)ds )
= [, j0i(F)ds +uj, [ on (F)ds

. oy . o ri=1,Nj=1,N (2.4)
ol J, s (EDds + o, fACjun(Fnl) ds
=ul J, 0% (EDds + uj, J, ion (E})ds)
lI-3-2 Coefficients d'influence
Les équations (2.4) peuvent étre écrites sougago
J J — AU ] g oJ
B sO +B 0, = Agsuy, + Aqu, i=TNj=T,N 2.5)

BYol + BY,o) = ALl + AL,

Pour faciliter le calcul des coefﬁuerﬁ’é;, 2 ...etc., nous allons utilisedes systémes

de coordonnées localés, ¥) ou I'origine est liée au centre dii'f segment de contour (fig.2.2).

Les composantes de for(ﬁé et F,f s’écriventdans le reperéx, y) par les relations (2.6)

¥k

Fig.2.2 Définition des coordonnées locales

Ecole nationale polytechnique -19- PFE 2008
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F; = Fl cosy — Elsiny
F; = Fsiny + Fj cosy

ouy = ' —p’

&

(2.6)

Les déplacementss, u, et les contraintes, g, sont donnés par [8]. Grace aux

relations (2.7) et (2.8), ol etC; sont les coordonnées du centre‘dédegment.

ug = %[(3 — 4v)g cosy — (% = C¢) cosy 22 + Cy siny 52|

F} . _ . dg ag
+ﬂ[_(3 —4v)gsiny + (X — Cz) siny = + Cy cosyE]

U, =F—si[(3—4v)gsiny—(X—Cf)cosya—‘€+6—sinya—‘€] 0
2—”[(3—4v)gsmy+(x— x)smy +C cosy—]
0’=Fi[(1—2v)51ny +(1—2v)cosy——(x— aa—
+F‘[(1—2v)cosy——(1—2v)smy -+ (X — x)smy—+C cosy—
o) = F! [2vcosy—_+2(1—v)sin]/—_—(J?—C,z)cosyT+C—sinyT]
+F1[ szmy +2(1—v)cosy +(x— x)51n]/—+C cosy
(2.8)

La fonctiong (x, y) est donnée par

ln [(x —C)*+ (¥ - 3—,)2]1/2 (2.9)

Dans les équations (2.7) et (2.8) la fonction gestdérivés sont évalués pgur= 0.

g(x,y) =

4(1

On remplace les équations (2.7) et (2.8) dans .4 intégre entre-a’ et + a’. On

considére queF, etF! sont égales a 1. Les relations (2.10) et (2.11)neohles coefficients

E— j
d'influence en fonction dd;, T5 représentant I’intégraldfa‘?- g(X,y)dx et ses dérivés évalués

ay =0.
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( leé = f_+aaj] us(F)dx = i [(3—4v)cosy Ty + Cy(siny T, — cosy Ts)]

—al

) . (2.10)
ii al ' ; _ 1 . — — . _
B = f_+aj ul(F)dx = ” [-(3 —4v)siny Ty + Cy(cosy T, + siny T;)]

BY = f+a-] uy (Fl)dx = i [(3—4v)siny Ty + Cy(cosy T, + siny Ty)]

+aJ

\B,i],'l =/ up(F)dx = i [(3—4v)cosy T, — Cy(siny T, — cosy Ts)]

(A7 = (1 -2v)sinyT, + 2(1 —v) cosy Tz + Cy(siny T, + cosy Ts)
AY = —(1=2v)cosy T, + 2(1 — 2v) siny Ts + Cy(cosy Ty — siny Ts)
AY =1 -2v)cosy T, —2(1 —v)siny Ts + Cy(cosy T, —siny Ts)

\ 4% = (1 —2v)siny T, + 2(1 —v) cosy T — Cy(siny T, + cosy Ts)

(2.11)

[I-4 Méthode des discontinuités de déplacements

La méthode des discontinuités de déplacements s daa la solution analytique d’'un
probléme d’une discontinuité de déplacement susagment de droite a I'intérieur d’'un domaine
élastique infini. Elle consiste a diviser (discsét) le segment de droite en une sérieNde
éléments reliés les uns aux autres. Ainsi, conamista solution analytique pour chaque
discontinuité élémentaire, on peut construire lautg&n numeérique au probleme donné, en
sommant les effets de tous les éléments [8].

lI-4-1 Discontinuité de déplacement dans un solid@fini
Le probléme d’une discontinuité de déplacementtems sur un segment de droite dans
le planx , y d'un solide infini est spécifié par la conditionegle déplacement soit continu

partout sauf sur le segment en questioiit (gopartie—a < x < a poury = 0) (fig.2.3).

B

[ ) X

[

2a

- -]

Fig.2.3 Discontinuité de déplacement
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Le saut du déplacement sur le segment de longueast2désigné pdr; = (Dy, Dy). On
définit la discontinuité de déplacemddt comme la difféerence de déplacement entre les deux

cotés du segment
D, = u,(x,07) —u,(x,0")

D, = uy,(x,07) —uy(x,0%) (2.12)
Les déplacements et contraintes sont donnés paclmmmme suit
Uy = Dx[z(l - V)f:y - yf,xx] + Dy[_(l - Zv)f,x - yf,xy] (2.13)

Uy = Dx[(l —2v)fy — yf,xy] + Dy[z(l —V)fy — yf,yy]

Oxx = ZﬂDx[Zf,xy + y}c,xyy] +2uD, [fyy + J’f,yyy]
Oyy = ZﬂDx[_yfxyy] +2uD, [f,yy - yfyyy] 2.14)
Oxy = 21Dy [f,yy + Yf,yyy] + Z”Dy[_yfxyy]

La fonctionf (x,y) introduite dans les équations (3.13) (3.14) esinée par (3.15). Cette

fonction est la méme qLEaag(x, y)dx définie précédemment

fl,y) =
—(x —a)ny/(x —a)? + y% + (x + Q)lny/(x + a)? + y? |

[y (arctan -2 _ arctan L)
4nt(1-v) x—a x+a (2.15)

Il est facile de vérifier que les déplacements somtinus en tous points du solide infini,
sauf a travers le segment de la ligne y=0 pur< a ou ils sont discontinus conformément a la
définition (2.12).

La multiformité du champ de déplacement est diee fanction arctg en se référant a la

fonction (2.15). Pour les déplacements le longadigghey = 0, on distingue trois cas différents

en étudiantlim [arctani — arctan L]

@) |x|>a ety=0

1-2v x—a
Uy (x,0) = T an(i-v) Y n |m 216
4y (x,0) = 2 p,in [ (210
y A 4r(1-v) X lx+a
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@) |x|<a ety=0

Y= _Llp =% x-a
Uy (x,0%) = ZDx am(1-v) Y n x+a
Lol 1 217)
u, (x,0%) = i =2 _2p
y anr(1-v) ¥ lx+a 2 Y
B) Ix|<a ety=0
- 1 1-2v x—a
ux(x, 0 ) = +5Dx — —471'(1—1/) yin m 2.18)
- 1-2v x—a 1 )
uy(x, 0 ) = 4 (1—v) Dxln m + EDy
Les contraintes le long de ligge= 0 sont donnés par
___au 1
O (%, 0) = 2m(1—v) Dy x2—q?
au 1
ayy(x,0) = — r— D, P, (2.19)
au 1
O-Xy(xl 0) = - Zn(l_V) Dx xZ_aZ

On remarque a partir de (2.19) que les contrastes singulieres pow = +a, et ils sont

continus et finis partout syr= 0.

Les contraintes et déplacements des équation8)(2t1(2.14) sont exprimés suivant un

repere local lié a la discontinuité de déplaceniemne.4)

)
Y X\ +D y
+0Oo ]B

Cy

F

%

L 2o

Fig.2.4 Discontinuité sur un segment d’orientaticarbitraire

U, = Dz[—(1 — 2v)sinBF, + 2(1 — v) cos BF5 + ¥(sin B F, — cos BFs)]
+Dy[—(1 — 2v) cos B F, — 2(1 — v) sin BF; — y(cos B F, + sin BFs)]
u, = Dg[(1 —2v) cos BF, + 2(1 — v) sin BF; — y(cos B F, + sin BFs)]
+Dy[—(1 = 2v)sin B F, 4+ 2(1 — v) cos BF; — y(sin B F, — cos BFs)]

(2.20)
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Oy = 2uD5[2 cos? B I? + sin 23F; + y(cos 2 [7;6 —sin26 F,)]
+2uDy[—Fs + y(sin 2 Fg + cos 23 F7)]
oyy = 2uDg[2 sin® B F, — sin 2BF5 — y(cos 23 Fg — sin 2B F,)]

_ — — 2.21
+2uDy,[—Fs — y(sin2p F¢ + cos 23 F;)] (2.21)
Oxy = 2uDg[sin 2B F, — cos 2BFs + y(sin 2 Fg + cos 2 F;)]
+2uDy[—y(cos 2B Fs — sin 2B F;)]
Fi=f&xy) F=f:&y) FE=f;&y) F=fzx&y
Avee 1 f(_ 31) 2 fx_( _J’) s f5( _3’3 4 f( 3_’)_ (2.22)
Fs = f,ff(XJ’) = —f,w(xJ’) Fg = f,fyy(xJ’) F; = f,wy(xJ’)
Les expressions de transformation de coordonnégs so
x=(x—Cycosp+ (y— Cy) sin B (2.23)

y= —(x—Cx)sin,B+(y—Cy)cosB

[I-4-2 Procédure numérique
On considére un ensemble esegments de droites, parfaitement reliés les uxsatres
et formant une courbe quelconque comme représems la figure (fig.2.5). La longueur de

chacun de ces segments est notée gar 2

=
Y

4%:[{;;[3] X3
2 [2 e
o -

Fig.2.5 Représentation d’'une courbe divisée en Natintinuités de déplacements
Chaque segment de droite représente une discdstinle déplacement élémentaire
définie suivant un repére loca, () comme le montre la figure (fig.2.5) de I'élémentet dont

les composanteB; etD; sont données par les expressions :
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. - + . PRr— +
{p]=ul —ul" DI=u) -ul’} (2.24)

Les contraintes normales et tangentielles au mdieliélément peuvent étre exprimées

en fonction des composantes de discontinuité decdé&ment de I'élémeijt

Le champ de contraintes est obtenu en tenant codegpt&effet de tout lesN éléments
(discontinuités), il est donné par :

ol = ALD] + AJ.D)]
S ;‘js 5] j]’? "] i=1,N j=1N (2.25)
oy = AysDs + Apn Dy

On déduit le champ de déplacement avec la mérhaitpe :
@=ﬁd+%%}

i — plipJ ij
Un = BpsDs + By Dy

i=T,Nj=TN (2.26)
AV, AU AY o AY  BY BYU BY. BYU Sont les coefficients d'influence.

lI-4-3 Coefficients d'influence

Soit un contourC, sur lequel on considére deux éléments distindts et « j » reliés
chacun a un repére locék’, y') et(x,y) respectivement (fig.2.3.1).
X' = Xcosy + ysiny

—y _ . _ (2.27)
y = —Xslny + ycosy

ouy = B* — B/ (inclinaison dé®™élément par rapport a&M.

Les déplacements et les contraintes de I'élémpruvent étre écrits dans le repére lié a
I’élémentj par une transformation de coordonneées :

Uz, = Uz COSY + uysiny

i i i (2.28)
u37, = —UgzSsSIny + u3—,cosy
oL,z = ol.cos?y + 20k si L sin?
w11 = Oxx 14 Ogy SINY COSY + 055 SINTY
i — Al cin2 i ; i 2
i — i i : [ 2 P2
O-f,f, - _(O-ff - 3—,3—,) Sln]/ COS]/ + O',;J—,(COS y — Sin ]/)

Les contraintes et déplacements normaux et tamgergont obtenus en remplacant les
équations (2.20) et (2.21) dans (2.28) et (2.2%ks|avoir pose :
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Dsj = Dé , D,{ = DJZ,' ,u§ = ufz,, u,i1 = u§—,, ,asi = 0'3%,3—,, et a,i = 035',,3—,, (2.30)
ul = Dsj[(l —2v)siny F, + 2(1 — v) cosyF; — y(siny F, + cos BF5)]
+D)[—(1 = 2v) cosy F, + 2(1 — v) sinyF; — y(cos y F, — sin fFs)]
ub = D![(1 = 2v)cosy F, — 2(1 —v) sinyF; — y(cosy F, — sinyFs)]

+D)[(1 = 2v) siny F, + 2(1 — v) cos yF; + ¥(siny F, + cos yFs)] )

i=T,Nj=1N

231
o = 2ub][~sin 2y Fy — cos 2yF; — 7(sin 2y Fy = cos 2y Fy) o
+2uD) [~ (cos 2y Fy + sin 2y )]
o} = 2uD][2 sin?y F, + sin 2y F5 — y(cos 2y Fy + sin 2y F)]
+2uD] [~ F5 + y(sin 2y Fs — cos 2y F,)] J

i=T,Nj=1,N (232

lI-4-4 Construction de systéeme d’équations

Le systéme d’équations algébrique est formé esidérant les conditions aux limites de
chaque élément.

Si des contraintes = (a¢)_ et g, = (a4),, sont les conditions aux limites imposé au
i*M*élément, le$""*équations de systéme sont :
N 4l o 4y
(0;)0 - Asst + AsnDn}
i\ — AU pJ ij nJ
(0‘,‘1)0 - Anst + AnnDn

j=1,N (2.33)

Si des déplacementg = (ul) et ul = (u}) , sont les conditions aux limites imposées
S 0 n n 0

au ieme

(u5), = BssDs + BS‘LDé}
(un), = BusDs + BynDy

élément, les""*équations du systéme sont :

j=1N (2.34)

Si les conditions mixtesw{ = (u) et i = (a1), »ou «j = (uh) etai=(ai) »
sont les conditions aux limites imposéidifélément, les*"®équations de systéeme sont données

par la sélection de I'équation appropriée (2.33]284) pour chaque condition.

Pouri = 1, N, nous obtenons un systeme linéaire2teéquations &N inconnus, les
inconnus sont les composantes normales et tanfjestil la discontinuité de déplacement, on

représente le systeme d’équations comme sulit :
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bl =cIp! +clp]) . _
S Sl.j? S] Sl.’} ”] i=1,N j=1N (2.35)
bn = CpsDs + €Dy

Les quantitésbsi et b,il sont les conditions aux limites sur le contrairgedéplacements connt

et Cg, ...etc., sont lesoefficients d’influence correspondent aux équati(t33) et (2.34).

Apres avoir déterminé les composantes normaleangentielles de la discontinuité
déplacement, on peut facilement détiner le reste des contraintesdéplacementen n'importe

guel point du solide.

[I-4- 5 Conditions de symétrie

Une ligne de symétrie existe dans certain probleiomsjue les propriétés élastiques
matériau, la géométrie de frontiere et les conditide chargement sont tous symétriques
rapport a la ligne en question. Comme les propiétén matériau homone et isotrope sont

indépendantes de fmsition eides directions, on ne considére tmeymeétrie géometrigu

On peut noter aussi deux conséquences physiques peuligne de symétrieDans la
premiére, aucun déplacemardrmal ne se produit a travers la ligmansla deuxieme, aucune

contrainte tangentielle n‘adé long decette ligne.

L'utilisation de la syrétrie pour la résolution des problemes d’élastigéela méthode ¢
discontinuité de déplacement est d'une extréme itapoe, gand on sait que le syster
d’équations se réduit de moitié (cas de la simypheétrie) (fig.z.6), ou duquart (cas de la double

symétrie) (fig.2.7)

Y
yis
J+Ds +Dn
’
= -
N N,
N DY A
i #" Ds'=-Ds Dn'=+Dn
-1 Image .

Fig.2.6 symétrie par rapport a la ligne y = y*
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Y
Image 1 5
-Ds +Dn
- e )\
Y i e +Ds +Dn
A5 & /
<
-
r s N Ny
N = - DY =
+Ds +Dn S ! "~ _Ds +Dn
Image 2 Image 3 X
X*

Fig.2.7 symétrie par rapport a la lignx = x* ety = y*

Etant symétrique, I'élément j et son image j* adraes composantes tangentiell
(discontinuités de déplaceme, contraintes et déplacemenéales en valeur algébriques n
de signe opposées, tandis que composantes normalesligcontinuités dedéplacements,

contraintes et déplacementsont égales et de méme signe. Ceci se traduit gzaegalité:

suivantes :

b=} bl'=D]

o) =0, ol =a] (2.4.5.1)
wy =l =

[1-5 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, on peut considérer gu méthode des discontinuités
déplacement apparait corantiune des méthos des élémentde frontiere les mieux adapté

pour traiter les milieux fissur.
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Chapitre 1l Elément bout de fissure et application de la MDD aux milieux fissurés

[1I-1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons étudiés I[dhooe des discontinuités de
déplacements. Cette méthode donne de bons réqotatsin milieu continu ou fissuré confirmes
par les résultats du chapitre IV.

Nous exploitons la méthode pour le calcul du factintensité de contrainte. Etant
donné I'incompatibilité du champ de déplacemengpuar I'élément simple, un élément dit bout
de fissure est présenté pour prendre en chargeb&me.

[1I-2 Probleme de fissure sous pression

Le probleme d’une fissure dans un domaine plamiisfbumis a une traction a l'infini est
représenté par la figure (3.1) avec les conditguigantes.

X \
’. yT ;‘: O'xx=0'xy=0 —00<x<oo’y=0
Ef — |: O'yy = —pP |x| <a, y = 0 (31)
I""-.‘I 2a \ uy = |x| > q, y = 0

Fig.3.1 Plaque infinie avec fissure centrale en ttgon

La solution analytiqgue de I'ouverture normale destire est donnée par [24] (3.2),a0est
la demi-longueur de la fissure.

20V p, [1 -2 (3.2)

[uy](x) =uy,(x,0_) —uy(x,0;) = — P =

Pour la solution numeérique, on divise la fissurdNefiéments. Chaque élément représente
une discontinuité de déplacemelh)t.pouri = 1,N. Les N discontinuités de déplacements sont

déterminées par la solution du systéeme linéaird dquations & inconnues, les contraintes sont
données par la deuxiéme équation du systeme (2.19).
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—au 1
r(1-v) Y x2-qa?

0yy(x,0) = (3.3)

Si la discontinuité de déplaceme)jl correspondant au segment de long@eurcentré
au pointx = x/,y = 0, la contrainte au point = x' due a cette discontinuité s'écrit :

i _ —aj/,t j 1
GYJ/(X ’ 0) T r(@-v) Y (xi_xj)z_ajz (3.4)

Par superposition, la contrainte au paint x!,y = 0 due aux discontinuités de déplacements en
Al4 . i _ i _ 2ijnJ

tout élémenN est .ayy(x ,0) = 0yy = AYD; (3.5)

Ou AY sont les coefficients d'influence, ils sont déipiar :

ij _ —aj,u 1
m(1-v) (xi-xJ)’—ai?®

(3.6)

Op
01F |
02F

F Solution analvtique i

-0.3F . n
F Solution mimeérique !

-04F

asf

-06F

07k

-08F

Cuverture de fissure normalisée [uy]*

-09f

10x/a

0 2 4 G g 10

Fig.3.2 Distribution de discontinuité de déplacenten

La figure (3.2) représente les solutions analytiguenumeérique de la discontinuité de
déplacement pour une fissure dans un plan infidcades valeurs arbitraire dg u, v, P

[uy]

([u,]* discontinuité de déplacement normalisded, |* = ),

(3.7)
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[11-3 Elément bout de fissure

[1I-3-1 Introduction

La figure (3.2) montre que la méthode de discoiténde déplacement donne d’assez
bonne résultats pour I'évaluation numeérique de d&uton relative a une distribution du
déplacement entre les deux lévres d'une fissure avee discrétisation de la fissure en 20
éléments pour les points loin de bout de la fissAtevoisinage du bout de fissure, les résultats

sont moins satisfaisants.

En mécanique de la rupture, une meilleure apprdehka solution au voisinage du bout
de la fissure est trés importante pour I'évaluaties paramétres de la rupture, ce qui impose de

trouver de meilleures approches.

[11-3-2 Elément bout de fissure non constant
Un élément bout de fissure constant donne uneifiseiité non nulle a I'extrémité de la
fissure. Pour assurer la continuité du déplacemetout de fissure, cela il faut choisir un nouvel

élément bout de fissure.

Les équations donnant les coefficients s’'influepoer le nouvel élément peuvent étre
déduites de I'équation donnant la contramtgsur la ligney = 0, la contraintesy, est définie par:

-U
2m(1—v)

dar
(x-1)2+y?

oy (x,0) = limy,_,o f_aa[uy (] (3.8)

Si nous remplagor{my(r)] = D, (discontinuité constante) dans (3.8), nous altomsver (3.3).

Plusieurs élément bout de fissure on été proposés :

- Elément linéaire [25] [u, ()] = ar (3.9)
- Elément quadratique [25]u, (r)] = ar? + fr+y (3.10)
- Elément parabolique [26.27.28]u, (r)] = avr —a (3.11)
- Elément puissant [29][u,, (r)] = ar'l2 + Br/z (3.12)
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[11-3-3 Elément parabolique adopté
Le déplacement relatif entre les levres de la fisau voisinage du front i la fissure est

8K;
E

{ par Péquatior.] = ¢, = L.
donné par I'équationfu, | = —+C, |5— . Comme—!C, |— = const = [u,] « 7. Nous allons

choisir unélément bout de fisst parabolique défini par (3.13) et aves notations dla figure
(3.3)
[uy, ()] = avr (3.13)

L’élément parabolique est représenté pour le befissure gauche par la figurfig.3.3).

[uy(r)]

Dy
>

r

Fig.3.3 Représentation de I'élément parabolic gauche

En injectant I'expression(3.13) dans I'équation (3.8jle la contrainte (a = Dy/\/E et les

notations de (fig.3.3)

_ -u . 2a Lr/a
oy (x,0) = Py Dy lim,,_, f; p—cyves dr (3.14)

L’intégrale pourx > 0 est donné p. :

2r(1-v) Yl x-2a  2vax Vx+v2a

Des expressiorsimilaires peuvent étre écrites pour le bout dieita fissur.

0y (x,0) =

] (3.15)

Suivant le méme procédu paragraphe (llI-2), et & premier et le dernier élément s
les éléments bout de fissure, il s’en suit des tous (33) et (315) que les coefficients
d’influence sont :

ij _ —du 1

=i (xl'—xl')z—ajz j=2N-1 16
AU — = [ 2 1 nﬁ—@] —1leti=N '
2n(1-v)| s=2d  2/dis  Iys+/2d/ J J
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Avec s = a’ + |xi — xj| (3.17)

Reprenons I'exemple de la figure (fig.3.1) en sé#ht I'élément bout de fissure. Le
graphe suivant représente les solutions analytigenumérique de la discontinuité de

déplacement avec un élément bout de fissure pagaleol

Bolution analytiqe
Bolution numérique

Cuvarture de fissure [uy[*

1Cz/a

2 4 & 2

Fig.3.4 Distribution de discontinuité de déplacenten

On remarque a partir de la figure (3.4) que I'@éimparabolique donne de bons résultats
au voisinage du front de fissure. L'erreur n’esé gi¢ 6% alors que I'élément simple donne une

erreur relative de 26%.

[11-3-4 Généralisation
Dans les équations (2.13) (2.14), nous avons iottdels dérivés d’'une fonctiofi(x, y).

Cette fonction est obtenue comme suit :
Dif(x,y) = f_aa D;(MIn[(x — )% + y?]*2dr (i = x ouy) (3.18)

Pour un élément parabolique, les champs des cotgsaét déplacements sont définis de

la méme maniére que (2.13) (2.14). La discontinuittnstante Di est remplacée par

D;(r) = D;\Jr/a dans (3.18).

-1
4t (1-v)

La fonctionf (x, y) et ces dérivées sont définies comme suit :

fx,y) =4, fozaro'sln[(x —71)?% +y2]%%dr (3.19)

AvecA, = — (3.20)

4 (1-v)ads
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2 _
fx(x,y) = A fo “r05 ﬁdr =Ay(xA; — A,) 23)
2
fy(ey) = Ao [°r Osmdr = ApyAy (3.22)
2 (x—r)
Fay (6, y) = =24 [ 708 2o dr = —240yAy, (3.23)

2a -y
f:xx(x: }’) AO f 03 (x—r)2+y2 + {(x— r)2+y2}2] dr = A ( yAl + Zy AZl) (324)

—2(x-1) 8y?(x—r)
{x-1)2+y2}2 * {(x-1)2+y?}3

2
fxyy(x, y) =4, fo 05 ] dr = Ag(—Az, + 8y?4Aj3,) (3.25)

2 -6 8y3
Fyyy(%,¥) = Ao f o [{(X—r)ziyz}z + {(x—r)z+yz}3] dr = Ag(—64,,y + 8y343,)  (3.26)

Oou
A =p [0 > (COS — Zsin )ln 2a-2(2a)%%p cos p+p°
o p . (p y (p 2a+2(2a)0-5p cos (p+p2

(3.27)
. x 2v2ap sin @
+ (sm @+ ; CcosS QD) arctan pZ——Za]
. X 2a-2(2a)%5p cos p+p?
A, =p [0.5 (cos @+ " sin go) In 70722095 cos gt p?
= 48)
e X 2v2apsin @
+ ( sin @ + 5 cos (p) arctan ~iaa ]
_ 3/2 2xa—x2%+y? . y2—x2
Az1 = 0.5p [yZ(x2+y2>((x—2a)2+y2> yZ(x2+y2>2]
(3.29)
(—x42+Bx*+y*)A1)
+0.25 P y?)
— 3/2 2x—-2a _ 2X
Az = 050" | s~ Gy
(3.30)
A2 2XA1
+0. 25( Ty7)
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_ 3/2 2xa—x>+y? . y2—x2
A31 0'25p [yz(x2+y2)((x—2a)2+y2)2 yz(x2+y2)3]
(8)3
—3A22+(6x2+5y2)1‘121
+0.125 22
— 3/2 2x—-2a _ 2X
A32 025p [(x2+y2)((x_2a)2+y2)2 (x2+y2)3]
(3.32)
3A22—xA21
+0.125 522 25
p=(x*+yH/* (3.33)
@ =0.5 arctan% (3.34)

[11-4 Calcul numérique du facteur d’intensité de catraintes

La méthode la plus simple pour calculer les fastelintensité de contrainté§ etK, est
d’utiliser les relations (1.2)
. E |2
K, =lim— [Z[u,]

r—0 8C, r

(3.35)

. E 27
Ky = ll_f}(l)g 7[”1]
La méthode de discontinuité de déplacement pexi@taluer les discontinuités de
déplacements en tous points de la fissure. Ongadatiler facilement les facteurs d’'intensité de

contraintes en considérant I'élément bout de fessur

Les relations suivantes donnent les facteurs disité de contraintds, et K, en fonction

des discontinuités de déplacement normale et téiegen

E 2T ~J

K =—2_ |*2p]
Ba—HN @ (3.36)

_ E 21 ~j

Ky = 8(1-v?) o Dx

Avecj =1 pourK, etK; gauche ef = N pourK, etK; droite.
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l1I-5 Effet de la longueur de I'élément bout de fisure

La précision sur les facteurs d’'intensité de contes obtenus en utilisant I'élément bout
de fissure parabolique varie avec le rapport dattengueur de I'élément bout de fissure et la
longueur des autres éléments qui discrétisentssurfie. Le tableau (3.1) donne les erreurs
relatives E équation (3.37) obtenues sur les fastdintensité de contraintes pour la fissure de
la figure (fig.3.1) en fonction de différents rapisor, défini par I'équation (3.38)

Knumérique_Kanalytique

E =100~ Kanalytigue (3.37)

I

r, = QApout de fissure (338)

QAconstant

Tab.3.1 L'erreur sur les facteurs d’intensité demwaintes en fonction da,

Trq 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 1.05 1.10 1.15
E% 13.69 10.67 8.35 6.53 5.05 4.41 3.83 3.10
g 1.20 1.25 1.30 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55
E% 2.80 2.35 1.93 1.55 1.19 0.85 0.53 0.24

Le meilleur résultat en termes de facteur d’inténde contrainte est obtenu pour un

rapportry supérieur 1,5.
Dans la suite du travail, nous optons pour cedteur.
[11-6 Structure de programme

Notre programme est écrit en Fortran F9O0. Il essstitué de quatre parties :

La 1°° Partiedu programme comporte la lecture des pies données et la
discrétisation de domaine et affecte a chaque élérea position, son orientation et ses

conditions aux limites.

La 2™ Partie construit le systéme d’équations. On réeufes données a partir de &1
partie puis on calcule les coefficients d’'influes@ntre chaque couple d’éléments de la frontiere
du corps.
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La 3™ Partie est dédiée a la résolution du systéme ditéans obtenu en®?°Partie pour
obtenir les composantes de discontinuité de déplesede chaque élément. Ces résultats vont
étre utilisés pour la détermination des champs aldraintes et déplacement inconnus, et la

détermination des facteurs d’'intensité de conteziigians le cas des structures fissurées.
Enfin, dans la 4™ Partie, on détermine les contraintes et les déplaats aux points
spécifiés du domaine étudié.

Pour des raisons pratique de représentatiomgdiigramme ci-dessous ne reprend que les
étapes de calcul du facteur d'intensité de cortiaitilisant I'élément simple.

Mais le programme complet est repris en annexe.
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Lire (E, v, (ny)O, (ny)O; (ny)O,
asym, xsym, ysymedq

k=0
=1
o 4
Lire (nds,xds, yds,
xfés ytcl, cls, cli
A 4
__ xfs—xds
xd = nds
yd ==— 1=1% k=k+1
sw = /xd? + yd? v

oui
Lire (nbf) =1+ I« nor

A

xm(k) = xds + 0.5xd(2j — 1)
ym(k) = yds + 0.5yd(2j — 1)
a(k) = 0.5sw
sinb(k) = yd/sw
cosb(k) = xd/sw

kod(k) = tcl
cl(Qk —1) =cls
cl(2k) = cln

e

=1

Y »Lire (nsbfi))

®

A
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+4
ss = ((Pyy)o — (Pxx)o)sinb(i)cosb(i) + (ny)o(cosbz(i) — sinbz(i)) T
sn = (Pyy)osinb?(i) — 2(Pyy)osinb(i)cosb(i) + (P, )ocosb? (i) _ -
ko) =dd
cl(2i — 1) =cl(2i — 1) —ss cl(2i) =cl(2i) —sn a2i — 1) =cl(2i — 1) —ss >
cl(2i) =cl(2i) —sn . >
oui non 1 >
| =1 + 1]
Y
SXXS = SXXN = SyYyS = Syyn = SXy| j=1 —i=1 oul i = k>0

SXyNn = UXS = UXn = uys = uyro

| +1]

®

X =xm(j), y] =

coshj =

-cosl@), sinbj = sinlg))

2ysym — yip)

A 4
non xi = xnfi), yi = ym(i) » Nsym =1, cosbj = coslj), sinbj = sinlgj)
= x(). i = yn())
B
A
non
asym = X< asym = V¢ asym =
ML<% oui oui
=2Xxsym — xi) yj = 2ysym —m Xj =2Xsym — gn
nsym— -1, sinbj = -sink(j) nsym= -1,cosbj = -cosly) nsyn¥ -1, sinbj = -sinkyj)

FoR

»

X =2Xsym — ¥n
sinbj = sirfh, nsym= +1

A

B

A

A A
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j=i+1

A 4

A 4

X0=c(j,1)/c(i,i)

oui

non

>Ji=2k-1 i=i+1
oii
d(2k) = cl(2k) / c( 2k, 2k) > i=1——73Pso=0» j=2k+1-i
oui non v
i=i+1|| so=so+c(2k-i,j)d(j) j=j+1

A

W

d(2k-i)=(cl(2k-i)-s0) /c(2k- i, 2k - )

E 21 .
: KI = 8(1—v2) ’md(zo
—» =1 Yy » . .
’ T .
KII_B(TVZ) md(Zl—l)
i=i+1«

Fin

A

non

oui @ non

oui

xb = (xi
yb = (xi

- Xj) cosbj + (yi - yj) sinbj
- xj) sinbj + (yi - yj) cosbj

fb2 =

fb5=F, fb6=F, fb7=F,

\ 4
X=xb y=yb
Fz fbgzﬁg fb4:F4

Afficher (KI, Kil) ¢

pl=1-2v
» p2=2(1-v)
e0=E/(1+v)

Ecole nationale polytechnique

-4]-

PFE 2008



Chapitre Il Elément bout de fissure et application de la MDD aux milieux fissurés

uxds = —pl = cinbj » fb2 * p2 * cosbj * f3 + yb(sinbj x f4 — cosbj * f5)
uxdn = —p1 * cosbj * f2 + p2 * sinbj * f3 — yb(cosbj * f4 + sinbj * f5)
uyds = pl * cosbj * f2 + p2 = sinbj x f3 — yb(cosbj * f4 + sinbj * f5)
uydn = —pl * sinbj * f2 + p2 * cosbj x f3 — yb(sinbj * f4 — cosbj * f5)
sxxds = e0(2cosbj? * f4 + 2sinbj * cosbj * f5 + yb(f6(coshj? + sinbj?) — 2sinbj * cosbj * f7))
sxxdn = e0(—f5 + yb(2sinbj * cosbj x f6 + f7(cosbj? + sinbj?))
syyds = e0(2sinbj? * f4 — 2sinbj = coshj * f5 — yb(f6(cosbj? + sinbj?) — 2sinbj * cosbj * f7))
syydn = e0(—f5 — yb(2sinbj * cosbj * f6 + f7(cosbj? + sinbj?))
sxyds = e0(2sinbj  cosbj x f4 — f5(cosbj? + sinbj?) + yb(2sinbj * cosbj * f6) + f7(cosbj? + sinbj?))
sxydn = e0(—yb(f6(coshj? + sinbj?) — 2sinbj * coshj * f7)

v
uxs = uxs + nsym * uxds, uxn = uxn + uxdn, uys = uys + nsym = uyds, uydn = uyn + uydn
SXxS = Sxx5 + nsym * sxxds, sxxn = sxxn + sxxdn, Syys = syys + nsym * syyds
syyn = syyn + syydn, sxys = sxys + nsym * sxyds, sxyn = sxyn + sxydn

cl = (syys — sxxs) * sinb(i) * cosb(i) + sxys * (cosb2 ) - sinbz(i))

c2 = (syyn — sxxn) = sinb(i) * cosb(i) + sxyn * (cosbz(i) — sinbz(i))

c3 = sxxs * sinb?(i) — 2sxys * sinb(i) * cosb(i) + syys * cosb?(i)
c4 = sxxn x sinb? (i) — 2sxyn * sinb(i) * cosb(i) + syyn * cosb?(i)
c5 = uxs * cosb(i) + wys * sinb(i)
c6 = uxn * cosb(i) + uyn * sinb(i)
c7 = —uxs * sinb(i) + uys * cosb (i)
c8 = —uxn * sinb(i) + uyn * cosb(i)

c(2i—-1,2j—1) =l
ci—1,2j) =c2
c(2i,2j—1)=c3
c(2i,2j) =c4

c(2i—1,2j —1) = c5
c(i—1,2j) =c6
c(2i,2j—1)=c7
c(2i,2j) = c8

c(2i—1,2j —1) = c5
c(2i—1,2j)=c6
c(2i,2j—1) =c3
c(2i,2j) =c4

c2i—-1,2j—1) =cl
c(i—1,2j) =c2
c(2i,2j—1)=c7
c(2i,2j) = c8
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Chapitre IV Exemples, itHa et interprétations

V-1 introduction

Dans ce chapitre, nous traitons un nombre d’exesnplatiques en meécanique de la
rupture qui peuvent étre simulés numériquement lparméthode des discontinuités de
déplacements (MDD) en bidimensionnel. L’élément tbode fissure est introduit et des

comparaisons avec I'élément simples sont faitesnbde mixte de rupture est pris en compte.

V-2 Exemples des domaines continus

Dans cette partie nous allons prendre deux examg@le ont des distributions de
contraintes connus et ils sont représentés dansefe80] et [31], on compare les résultats

numériques et analytiques pour voir I'efficacitélaéDD pour les milieux continus.

IV-2-1 Plaque percées soumise a une traction bi ate
On considére dans cet exemple une plaque infinieépesoumise a une traction bi
axiale figure (fig.4.1). La solution analytique d@¢hamp de contrainte pour se probleme est

donnée par (4.1)

2
. _ _rt
: L Or = ( r2)
— LT ri (4.1)
| 0o =T(1+3)

T
Fig.4. 1 Plaque percées soumise a
une traction hi axiale
La figure (fig.4.2) représente les champs de contBanormaliséss; = 0, /T et

s, = ag/T obtenus par la méthode de discontinuité de dépleceet par la solution analytique
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] = 1
; 4 0w - === 31 analytique % .
= 51 numérique £00 '

13 . 23] '

52 analytique
yrtq 0.3 '
12 52 numérigue '
’ 4
07 A Erreur sur 52
11 4 Erreur sur =1
0.6 \
\
! 05 B
Lam T
0e PR 04
- -
IR g 03
»
-
07 o 0.2
/
06 ¥ ol 0.1

2 3 4

Fig.4.2 Champ de contraintes pour la plaque percée

IV-2-2 Cylindre épais sous pression
La figure 4.3 représente un cylindre épais dgueunr infinie chargé radialement sur sa
surface intérieure et extérieure. Le champ de aonters est donné par les relations (4.2).

_ rirZ(P,—Py) | TEP;-1ZP,

=
= e M ,
2.2 2 2 (4.2)
Go = rir3(P,—Py) | T{P1—13P,
9 _
) M

Fig.4.3 Cylindre épais sous pression

La figure (fig.4.4) représente les champs de contea, = g, /P, e€ts, =0g9/P1s1
obtenus par la MDD et par la solution analytigidans cet exemplepn prendr, = 3r; et

P2 = 2P1

[} .
g-l.z F s1 analytique
k= A i 52 analytique
51 mumérique
ey 2 numérique
-lEp
2F
el o
a4 TP
26 F LT
.
s
sk .
.
afF v
K

1.5 2 15 rirl

Fig.4.4 Champ de contraintes pour un cylindre épaisus pression
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Tab.4.1 Erreur sur le champ de contraintes pourdglindre épais

rirq Erreur % sl Erreur % s2
11 0.546 1.582
1.5 0.229 1.408
2.0 0.596 1.234
2.5 0.738 1.142
2.8 0. 806 1.0922

Les deux exemples précédents sont des exemplesdipe présentent pas de difficultés.
Les erreurs sont trés satisfaisantes. Ces deuxpegmsont présentés dans le but de montrer

I'efficacité et la simplicité pour simuler des rellix continus.

V-3 Choix du nombre d’éléments pour la discrétisabn de la fissure

Le premier probleme d'un milieu fissuré concerne yslaque infinie présentant une
fissure de longueur 2a soumise a une tractiondoawode | pur). Les deux courbes suivantes
concernent les résultats du facteur d’intensitecaetrainte normaliséK* (fig.4.5) obtenues

avec I'élément simple et parabolique en fonctiomdmbre d’élémentl.

KT+

Elément simmple
Elément parabolique

Fig.4.5 Le facteur d’intensité de contrainte en fotion de nombre d’éléments N

Cet exemple permet de proposer une discrétisatiom® suit. On fixe 40 éléments dans
le cas d’'une discrétisation en éléments simplessDa cas d’'une discrétisation avec éléments
simples couplés avec un élément parabolique onegeocomme suit. 18 éléments et deux
éléments paraboliques (soit 20 éléments au tatal) wilisés dans le cas d’'un rappoyt 1, 28
éléments simples couplés avec deux éléments pamaésl(soit un total de 30 éléments) dans le

cas d’'un rappont, = 1.5.

Ecole nationale polytechnique -46- PFE 2008



Chapitre IV Exemples, ita et interprétatios

I\VV-4 Fissure inclinéedans un plan infini
L’exemple suivant concerne une plaque supposée infini présenine fissure incliné
d’un anglef3, par rapport a I'axe de tractic Les facteurs d’intensité dmntraintes sont donn

analytiqguement par [1]:

] i i i
(=]
-
TR~
|
1
K; . osin B
= sinfVma (4.3)
K;; ocosf
Lu
! ! | L
Fig.4.6 Fissure inclinéedans
un domaine infini
12EH 06
11f 05
3 - 04 Solution analytique
! E s \ ) ——=—— Elément simple
09 ' {/ \\ 03 — — — — Elément paraholique ra=1
0e _ P 5 0.2 Elément parabolique ra=1.5
E 3
07 F # | 01 ¥
F #
06 f \ o
05k A 0l
04 f . . 02
E Solution analytique f,
03k ——=—— Flérnent simple =
02k — — — — Elément parabolique =1 -04
0l F Elément parabalique m=1.5 05
gt 16 . .
0 50 1a0 150 B‘:‘ 0 50 100 150 [30
a) b)

Fig.4.7 Facteursd’intensité de contraintes en fonction de l'inclinson de la fissure

Les graphes (4.7.a) (4.7.b) représentent les fexctdintensité de contraintinormalisés
en fonction de I'angle d’inclinaiscs. Les résultats numériques sont comparables avsiition
exactemais nous avons urmeilleure convergencavec une discrétisatioutilisant I'élément
parabolique. L'erreur est &% ave I'élément simplg40 éléments), elle est d.5% avec une

discrétisation utilisant 1&léments simple edeux élémentparaboliqus (.=1) et 0.4% pour
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r=1.5 soit une discrétisation utilisant 28 élémesiisiples et deux éléments paraboliques

seulement.

Par comparaison, cet exemple nécessite un tresd grnambre de noceuds avec une
discrétisation en éléments finis. Car pour premireharge les dimensions infinies, nous devons

prendre des dimensions trés grandes et raffingfitrément au niveau des fronts de fissure.

A titre de comparaison, I'exemple de la réf [32]isg la méthode des éléments finis pour
la détermination dek et K. Dans cet exemple, 5336 nceuds sont utilisésalhledu suivant

donne une comparaison avec nos résultats (MDD rawed.5) et Iés résultats de réf [32] (MEF)

Tab.4.2 Comparaison entre la MDD et la MEF

) MEF MDD

b K* I sin’g K, * / sin B cosp K* / sin’g Ky * / sin B cosp
10 1.0189 1.0066 1.0033 1.0041
20 1.0145 1.0088 1.0034 1.0037
30 1.0112 1.0078 1.0040 1.0039
40 1.0123 1.0069 1.0039 1.0039
50 1.0115 1.0069 1.0039 1.0039
60 1.0105 1.0052 1.0039 1.0039
70 1.0102 1.0035 1.0040 1.0037
80 1.0093 1.0033 1.0039 1.0041

La solution exacte pouf,* / sin’ et K,* / sin 8 cosf est 1. On remarque & partir de
tableau (tab.4.2) que nos résultats sont comparalviec les résultats obtenus par la méthode des
éléments finis avec seulement 30 éléments au tdmhutre avantage réside aussi dans la prise
en compte de la propagation. Chose qui reste tmépliquée dans le cas d’'une étude en éléments

finis.

IV-5 Fissure inclinée dans un plan infini sous uneharge bi axiale

L’exemple suivant reprend la géométrie du problgmécédent avec un chargement bi
axial proportionnel représenté sur la figure (4L8) solution analytique est donnée par I'équation

(4.4). Dans ce cas une discrétisation en 20 élé&nsenitr,=1 a été utilisées.
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t to 4
- —
- —
—
fo x fg
_.
<

Fig.4.8 Fissure incliné sous une charge bi axiale

(4.4)

K1 _ sin? B + f cos? B
[K,I,] = Vna [cosﬁ sinf (1—f)

Les deux tableaux (4.3) et (4.4) suivants prés¢ntespectivement les résultats

analytiqgues et numériques du facteur d’intensitéatdrainte normalisés en mode | et II.

Tab.4.3 Facteurs d’intensité de contraintes obterarsalytiquement

f=0.25 f=05 f=2 f=4

BO
KI* KII* KI* KII* KI* KII* KI* KII*

15 0.3002 | 0.1875| 0.5335 0.1250 1.9330 -0.2500 3.7990.7500

30 0.4375 | 0.3248| 0.6250 0.216 1.7500 -0.4330 3.2500.2990

Ol

45 0.6250 | 0.3750| 0.7500 0.2500 1.5000 -0.5000 2.500Q.5000

60 0.8125 | 0.3248| 0.8750 0.216 1.2500 -0.4330 1.750Q.2990

Ol

75 0.9498 | 0.1875| 0.9665 0.1250 1.0970 -0.2500 1.2010.7500
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Tab.4.4Facteurs d'intensité de contraintes obtennumériquemen

. f=0.25 f=0.5 f=2 f=4

P K Kin* K* K™ K* Kin* Ky Ki*

15 0.3141 | 0.196: | 0.5581 0.1308 2.0221 0261t | 3.9742 -0.7846

30 0.4577 | 0.3397 | 0.6538 | 0.2265| 1.8307 | 0.4530| 3.3999 | -1.3589

45 0.6538| 0.392¢ | 0.7846 | 0.2615| 1.5692 | 0.5231| 2.6153 | -1.5692

60 0.8500 | 0.3397 | 0.9153 | 0.2265| 1.3076 | 0.4530| 1.8307 |-1.3589

75 0.9936 | 0.196: 1.0111 0.1308| 1.1162| ©6.2615| 1.2563 | -0.7846
L’erreur maximale est de 5% avec l'utilisation d'wvapportr, = 1. Elle peut étre

ameéliorée significativemensi on utiliser, = 1.5 Ceci n’a pas été fait faude temps.

V-6 Fissure dans un domaine sen-infini

Dans cet exemple nous allons étudier l'efficacie ld MDD dans les domain
semi-infinis. Pour celaon considel 'exemple d'une fissure débouche soumise a l'infini a

une tractions et un cisaillemel 7 (fig.4.9). Les facteurs d’intensité de contraintes sont ée

par [1]:
K; o
— 1.1215V7a { } (4.5)
Ky, T
Fig.4.9 Fissure débouchant dans un domaine semirinf
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La méthode des discontinuités de déplacementprentre en charge les domaines semi
infinis. Mais dans la formulation qui nous concemeus ne pouvons traiter que les milieux finis

ou infinis. Il existe une autre formulation de |&M pour les domaines semi-infinis [33].

On va supposer un domaine fini (fig.4.10) avec diesensions treés grandes devant les

dimensions de la fissure pour éviter les phénomdadxords.

a

IEEREEAERERE

2W a

Fig.4.10 Fissure débouchant dans une plaque finie

Le tableau (tab.4.5) représente le facteur d'siténde contraint&k;* en fonction du
rapportW / a,ou E; est la valeur d&* obtenue avec I'élément parabolig@e= 1.5,E; est la
valeur deK;* obtenue avec I'élément paraboligae= 1 etE; est la valeur d&;* obtenue avec

I'élement simple.

Pour la discrétisation, on divise la fissure eréiments. La plaque est discrétisée selon

la condition que tous les éléments de frontiéreapproximativement la méme longueur.
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Tab.4.5 Comparaison entre les KI* analytique et n@ngue pour déférents valeurs de W/ a

(E,— K;[1]) | (E;— K7 [1]) | (E; — K7 [1])
Wia| K*[1]1| E E E i _ _
e T M I Y <35 K 1] K (]
2.5 | 1.1215| 2.1080| 2.2173| 2.6693 0.88 0.98 1.38
5.0 | 1.1215| 1.3889| 1.4545| 1.7377 0.24 0.30 0.55
7.5 | 1.1215| 1.2541| 1.3123| 1.5652 0.12 0.17 0.40
10.0| 1.1215| 1.2038| 1.2593| 1.5011 0.07 0.12 0.34
12.5| 1.1215| 1.1792| 1.2334| 1.4698 0.05 0.10 0.31
15.0| 1.1215| 1.1653| 1.2187| 1.4520 0.04 0.09 0.29
28T
Eoe
2.6; \
2.4;
2.2;
I
M 18

Fig.4.11 Comparaison entre les KI* analytique et mérique pour différentes valeurs de W/ a

On remarque que les résultats numériques convevges la solution donnée par [1] en
augmentent les dimensions de la plaque par ragplartdimension de la fissure. On obtient de
bon résultats pour un rappat/ W supérieur ou égale a 10. Ce rapport peut étreséutidour
considérer que la plaque est de dimension infiaigsctertains problemes. Donc la MDD permet
d’étudier les domaines semi-infini, mais le nombiéléments qui discrétisent le contour est
relativement élevé. Par exemple, pour un rapadriV = 10, la plaque est discrétisée en 1200

éléments.
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V-7 Fissure débouchant dans une barre sollicitéenequatre points

Dans le cas de la flexion trois points avec fisaau milieu, essai trés utilisé en mécanique
de la rupture, on est en mode | pur. L'exemple’dgeshi suivant en flexion quatre points est
utilisé pour faire intervenir le mode mixte. La teaest représentée sur la figure (4.12).FOest
la force appliquées est la longueur de la fissuM, est la largeur de barré,est la distance entre
la force et le milieu de la barre.est la distance entre le support et le milieladsarre s est la

distance entre la fissure et le milieu de la bdri&paisseur de la barre est prise égale a I'unité

L . d

Fig.4.12 Fissure débouchant dans une barre sollégten quatre points

Les facteurs d’intensité de contrainte sont domagég34]:

- S 3

o (4.6)
Ki = 72 0 By a/W) |
Les fonctiond~, etF sont définis par :
Fy = 1121 () + 3.740 (%)2 +3.873 (%)3 ~19.05 (%)4 +22.55 (%)5 0<2<07 .5
Fii =7.264—9.37(2) +2.740 (%)2 +1.87 (%)3 —1.04 (%)4 0<<<1 0
La charge Q est défini par :
Q= F(LL—d) (4.8)

Dans le tableau suivant, les facteurs d’intend@é&ontraintes normalisés par la force F
obtenus par les relations (4.6) et par la MDD sditit une discrétisation en élément simple et

parabolique, =1, sont :
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K = K;/(FVma) etkf; = K, /(FVma) (4.9)

Pour I'application numérique on prend les dimensisunivantesa=1,W=2,L=5,d=2eton
fait variers entre O et 1.

Tab.4.6 Facteurs d’'intensité de contraintes en foioo de s

Ref [34] Elément simple Elément parabolique
’ Ki© Ki© K" Ki© Ki" Ki©
0 0.0000 0.4108 -0.0064 0.5281 -0.0053 0.4425
0.2 0.2689 0.4108 0.3294 0.5333 0.2718 0.4468
0.4 0.5377 0.4108 0.6665 0.5378 0.5500 0.4506
0.6 0.8066 0.4108 1.0049 0.5406 0.8293 0.4530
0.8 1.0756 0.4108 1.3448 0.5392 1.1098 0.4519
1.0 1.3443 0.4108 1.6853 0.5298 1.3908 0.4439

F réf [34]
LiE o Elément simple
[ —— == Elément parabolique

Fig.4.13 Facteurs d’intensité de contraintes en fdion de s

Les résultats numériques obtenus avec I'élémergbpique sont proches de celle de
[34]. Kf varie linéairement avec s comme le montre I'équmat{4.6) dans les deux cas de

discrétisation.

Si la fissure est au milieu de la barre, le monf&thissant est égal a zéro et I'effort

tranchant est différent de zéro. Dans ce cas, smugnes en mode Il puk(= 0). Cela est traduit
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par nos résultats dg, est tres petit pow= 0 et peut étre considéré comme nul devantGeéla

est d{ a l'interaction entre la force et la fiss@eles forces sont loin de la fissure, l'intei@ct

diminue et le mode | disparait [35] et [36].

V-8 Fissure émanant d’un trou

Dans cet exemple, on applique la méthode de discité de déplacement a une fissure

émanant d’'un trou dans un domaine infini (fig.4.X@h compare nos résultats avec les résultats

de la réf. [1] qui donne les facteurs d’intensié@nction dex

T

| e

|

Fig.4.14 fissure émanant d’un trou

Pour la discrétisation, on divise la fissure eré@Enents pour I'élément parabolique, et le

cercle est discrétisé uniformément. Le tableau) (#éntre le nombre d’éléments sur le cercle en

fonction du rappora/r.

Tab.4.8 Nombre de division du cercle en fonctionrdgport a/r.

alr 0.4 0.6 0.8 1.0 2.0 3.0
N 314 210 157 126 063 042
Tab.4.9 Facteurs d'intensité de contraintes en foioo de a/r poura = 0
alr i K* Erreur %
Réf [1] Es E, E; = E, E;
0.4 1.860 2.3638| 1.9873  1.8969 27.09 6.84 1.98
0.5 1.730 2.1669| 1.8240 1.7458 25.25 5.48 0.91
0.6 1.640 2.0117| 1.6934 1.6221 22.66 3.26 1.09
0.8 1.470 1.7875| 1.5308 1.4416 21.60 4.18 1.93
1.0 1.370 1.6395| 1.3901  1.3446 19.67 2.01 1.85
2.0 1.060 1.2614| 1.0869  1.0660 19.00 2.54 0.57
3.0 0.940 1.0908| 0.9753  0.9365 16.04 3.76 0.37
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Les résultats numeérigues sont conformes ave@testats de réf [1]. Nous calculons dans
ce qui suit, les facteurs d’intensité de contrare fonction de I'angle d’inclinaison de la fissur

par la méthode de discontinuité de déplacementldares d’'un élément parabolique avge 1.

Tab.4.10 Facteurs d'intensité de contraintes en évion de a/r et dexy

a= 15° a = 30° a =45° a = 60° o =75°
Kl* K||* K|* K||* K|* K||* K|* K||* K|* K||*

alr

0.4| 1.8335| 0.2650| 1.4072| 0.4574| 0.8249| 0.5287| 0.2427| 0.4578| -0.1834| 0.2644
0.6| 1.5651| 0.2972| 1.2155| 0.5153| 0.7430| 0.5945| 0.2685| 0.5154| -0.0784| 0.2972
0.8| 1.3968| 0.3114| 1.0994| 0.5398| 0.6871| 0.6232| 0.2787| 0.5393| -0.0211| 0.3114
1.0| 1.2785| 0.3153| 1.0092| 0.5473| 0.6459| 0.6307| 0.2800| 0.5458| 0.0124 | 0.3152
1.5] 1.1049| 0.3089| 0.8790| 0.5357| 0.5790| 0.6210| 0.2735| 0.5359| 0.0505| 0.3091
2.0| 1.0117| 0.2972| 0.8018| 0.5175| 0.5375| 0.5955| 0.2630| 0.5152| 0.0630| 0.2975
2.5| 0.9506| 0.2868| 0.7647| 0.4956| 0.5104| 0.5729| 0.2542| 0.4970| 0.0672| 0.2861
3.0| 0.9093| 0.2760| 0.7338| 0.4774| 0.4848| 0.5616| 0.2465| 0.4776| 0.0682 | 0.2761
3.5| 0.8803| 0.2673| 0.7091| 0.4632| 0.4769| 0.5414| 0.2400| 0.4630| 0.0685| 0.2672

1 2 3 ' 1 2 3 4

Fig.4.15 Facteurs d'intensité de contraintes en fion de a/r et dey
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En remarque a partir s (fig.4.15 que les facteurs d’intensité de contrairK, etK; ont
la méme évolution pour les férents angles d’inclinaisom. Certains rapports doiverétre

étudiés avec plus de détails et s’intéresser auasvariation diK, etK; en fonction dea

V-9 Fissure dans une plaque circulaire radialement tedu

La géométrie et lehargement ¢ cet exemple sont représentés dans la figuré).

|

2a

Fissure

-
Fig.4.16 Fissure dans une plaque circulaire radialement tex
Le graphe (4.)ontre la variation dK;* pours = 0 donné numeériquemeet par la réf

[1]. Pourle nombre d'éléments qui discrétisent le ce, on respecte lprocédur de I'exemple
V-8

KT*
N

Ref[1] -
— —¢— — Elément constant 7

16F — — — — Elément parabolique ra=1

Elément paraboliquera=15  #

Fig.4.17 Variation de K* en fonction de a/r pour s =
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Le tableau suivant représente la variaties facteurs d’intensité de contraikig etK,*

pour déférents valeurs dér ets/r.

Tab.4.11 Facteurs d'intensité de contraintes en &vion de a/r et s/r

alr s/r=0.1 s/r=0.2 s/ir=0.3 slir=0.4

KI* KII* KI* KII* KI* KII* KI* KII*
0.01 1.0053 | -0.0000| 1.0053 | -0.0000 | 1.0053 | -0.0000| 1.0054 | -0.0000
0.1 1.0216 | -0.0002| 1.0232 | -0.0005| 1.0263 | -0.0010| 1.0316 | -0.0017
0.2 1.0754 | -0.0019|1.0815 | -0.0042 | 1.0932 | -0.0074|1.1131 | -0.0124
0.3 1.1603 | -0.0061|1.1731 | -0.0132| 1.1976 | -0.0229| 1.2390 | -0.0376
0.4 1.2754 | -0.0133| 1.2968 | -0.0286 | 1.3375 | -0.0489|1.4061 | -0.0790
0.5 1.4317 | -0.0242| 1.4651 | -0.0518| 1.5284 | -0.0881| 1.6352 | -0.1413
alr s/r=0.5 s/r=0.6 sir=0.7 s/r=0.8

KI* KII* KI* KII* KI* KII* KI* KII*
0.01 1.0055 | -0.0000| 1.0056 | -0.0000 | 1.0060 | -0.0000| 1.0071 | -0.0001
0.1 1.0407 | -0.0029| 1.0576 | -0.0057 | 1.0930 | -0.0128| 1.1855 | -0.0381
0.2 1.1468 | -0.0213| 1.2073 | -0.0391| 1.3275 | -0.0813| 1.6203 | -0.2067
0.3 1.3083 | -0.0627 | 1.4301 | -0.1104 | 1.6688 | -0.2157| 2.2545 -0.5164
0.4 1.5208 | -0.1289 | 1.7224 | -0.2213| 2.1221 | -0.4235| 3.1320 | -1.0207
0.5 1.8162 | -0.2287 | 2.1408 | -0.3912| 2.8141 -0.7656 4.4803 -1.7709

Dans cet exemple la puissance de I'élément pdopleavec ra=1.5 est bien montréan

doit veiller a faire attention dans le cas de greegbort de s/r sur I'effet des résultats et cela

particulierement sur le mode Il. Ceci est valahissadans le cas de 'exemple IV-8
IV-10 Deux fissures croisées dans un domaine infini

L’intérét de cet exemple réside dans le fait deefane comparaison avec les résultats de
« extended finite element method » disponibles.[BExemple suivant concerne deux fissures

croisées dans un plan infini avec une tractionxila a I'infini Py = o, Py = ¢ donné en figure
(4.18).
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¢ 0 ()

lole
Fig.4.18 fissures croisées dans un domaine infini
Le tableau (4.12) montre le facteur d’intensitécdatrainte normalis&;* pour§ = 0,
obtenu par la méthode de discontinuité de déplasestela méthode des éléments fini étendu
(XFEM) « extended finite element method » [37] camép avec le facteur d’intensité de

contrainte normalis&* donné par [38].

Tab.4.12 Facteur d’'intensité de contraintes po@= 0

Réf Elément Elément paraboliquey | Elément parabolique g =
XFEM . —
[39 simple =1 15
Ki* | 0.8641 | 0.8653 1.0717 0.8950 0.8631

Nos résultats donnent les différences suivantesrgggort a la réf [38]. Les résultats
donnés par une discrétisation en éléments simplasesht une erreur de 24.02%. En faisant
intervenir I'élément parabolique aveg = 1, I'erreur chute a3.58% alors qu’elle n'est qgiee
0.12 avea, = 1.5. L'élément parabolique avec= 1,5 a donné des résultats trés proches de celle
de réf [38].

En constate aussi que les facteurs d'gitiende contrainte obtenus par I'élément
paraboliquer, = 1.5 sont tres proches des facteurs d’intens@técahtrainte obtenus par la
méthode des éléments fini étendu. Afin de mettré&wdence le mode mixte, dans la suite de
I'exemple, nous allons évaluer les facteurs d’iateénde contraint®&* et K,* pour différentes

valeurs dé) et avec une pressioern- Pyy.
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Tab.4.13 Facteurs d’intensité de contrainte fonatidle pour une traction simple.

0° r.=1 =15
KI* KII* KI* KII*

0 1.1348 0.0000 1.0863 0.0000
15 1.0427 -0.2238 0.9981 -0.2142
30 0.7911 -0.3876 0.7473 -0.3710
45 0.4475 -0.4475 0.4284 -0.4284
60 0.1039 -0.3876 0.0995 -0.3709
75 -0.1477 -0.2238 -0.1414 -0.2142
90 -0.2398 0.0000 -0.2296 0.0000

Les facteurs d'intensité de contrairkg et K, représentés dans le tableau (tab.4.13)
concernent la fissur@),

Pour la fissuré2), kK (0) = -k (0) et K2 (0) = K™ (6 + 7).

On remarque que les facteurs d'intensité de coérade la fissurgl) ont la méme
évolution que ceux de I'exemple IV-4 avec des vaaleK, et K, supérieures. Cela est di a
I'influence de la deuxieme fissure.

0 20 40 a0 20 5]

Fig.4.18 Facteurs d’intensité de contrainte fonctiale# pour une traction simple.
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I\VV-11 fissure débouchant dans une plaque

L’exemple suivant concerne une fissure débouchdams une plaque fini. La base de la
plague est bloquée en déplacement et soumisecisaiiement unitaire = 1. La plaque est
représentée sur la figure (4.19) présente les diiloes suivantesa = 3.5,W =7 etL = 10. Le
module de Young fictif est pris égalgd = 10 et le coefficient de Poissan= 0.25. Toutes les

unités consistent avec celle He

T
— — —> —»

L2
Y
X

L/2]

5|

\.I/

W

l< .
1<

Fig.4.19 fissure débouchant dans une plaque fini

La plague est modelée par la méthode de discotdirde déplacement. Les résultats sont
représentés dans le tableau (4.14) et sont compaess les méthodes : « Hybrid crack type
element (HCE) » [39] « Scaled boundary finite elet{&BFE)>» [40].

Tab.4.14 comparaison des facteurs d’intensité detcaintes

K Kii

SBFE | HCE Es E, E1 SBFE | HCE E E> Es

33.95 34 40.27| 34.69 33.16 4.52 435 520 469 4.49

Nos résultats sont comparables avec celle de89¢fkt [40]. Le graphe suivant montre
I'évolution de facteurs d’intensité de contrainéesfonction de la position de la fissure suivant y

par la MDD avec élément parabolique.
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sfp 4 ~

af N

Wk “

ET et KII

nf -

5 i 5 y

Fig.4.20 Facteurs d’intensité de contrainte en fdaian de y

VI-12 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons testé I'élément beutsdure parabolique pour différents
exemples des milieux fissurés. Les résultats olst@montrent que I'élément parabolique permet
une ameélioration considérable de la convergencegmport a I'élément simple. L'ouverture de
fissure, les facteurs d’intensité de contraintesnexde I, Il et mixte peuvent étre pris en compte
et bien évalués. Le rapport entre les dimensiongétfement parabolique et I'élément simple
estimé a ra=1.5 semble optimiser les résultatdfitaeité et la souplesse de la méthode a été
testé en confrontant nos résultats et ceux obtéaua littérature a savoir des XFEM®BFE et

« hybrid crack tip elemet », qui est proche de néarenulations
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode deoditinuité de déplacement pour la
modélisation des problemes de I'élasticité et denkranique de la rupture, en s’intéressant

particulierement aux modes |, Il et mixte.

Dans le cas d’élément constant, 'incompatibilitéahamp de déplacement a été levé en
faisant intervenir un élément bout de fissure paligbe qui permet d’avoir un champ de
déplacement continu en bout de fissure. Cet élérasnhtexploité pour calculer les facteurs

d’intensité de contrainte en modes I, Il et mixte.

Le code de calcul construit, basé sur la méthodedikzontinuités de déplacements et
utilisant I'élément parabolique a permis de traiésrexemples présentés dans le dernier chapitre.

Les résultats obtenus ont montré I'efficacité dmé&thode.

Les exemples présentés ont consisté a tester Bélebout de fissure parabolique pour

différents exemples des milieux fissurés.

Les résultats obtenus montrent que I'élément péicpo permet une amélioration

considérable de la convergence par rapport antéhé simple.

L'ouverture de fissure, les facteurs d'intensité amtraintes en mode [, Il et mixte

peuvent étre pris en compte et bien évalués.

Le rapport entre les dimensions de I'élément pdige et I'élément simple estimé a

ra=1,5 semble optimiser les résultats.

L’efficacité et la souplesse de la méthode a &#ten confrontant nos résultats a ceux
obtenus de la littérature a savoir des XFEMSBFFE et« hybrid crack tip element », qui est
proche de notre formulation. Ceux-ci sont tressfatsants. En faisant le bilan entre la souplesse
de la méthode et le temps investi pour traiterpiesblémes, on peut conclure que la méthode est
trés efficace.
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