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EXEMPLE 5.1

La et Ja 2™
COUCHE
NON DESIGNES

T

1" couche :tube
2" couche : milieu infini

DERNIERE et celle de 6 pour la 2°™ couche et de
LIGNE. de plus en plus plus en plus petite et
negative negative pour la 1%,
FORMULE DE
G2 (dénominateur) 1/E4= 4/ Eqs

EN DERNIERE
LIGNE.

APPLICATION
NUMERIQUE

SUR E; (déenominateur)
EN 6" LIGNE.

8 56634*10™

8.56034*10™
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RESUMI

Plusicurs méthodes numériques ont été développées pour I'étude de champ de
contraintes et celui de déplacements dans les solides isotropes et monocouche .

LLa présente ¢tude est consacrée a l'application de la méthode des contraintes fictives
pour la modélisation des matériaux anisotropes et multicouches . Un code de calcul a été
développé en deux dimensions pour les problémes en état de contraintes et de
dé¢formations planes.Le frottement aux interfaces est pris en compte. Une méthode
pratique pour la détermination des constantes élastiques des matériaux anisotropes (le
matcriau utilisé est le bois blanc ) a aussi €1¢ présentée.,

ABSTRACT

Several numerical methods for the study of the field of stresses and that of

displacements within the mono-layred bodies were developed .

the present study is confined to the application of the methode of fictious stresses for
the modelling of anisotropic and multi- |'1}’IC(] matcrials , a computing code was developed
i two dimensions for the problems in state of plane stresses and deformations . A
practical
mcthod for the determination of elastic constants for anisotropic materials (the material
used here is the white-wood) was also been developed .
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INTRODUCTION Ecele Nationale Polytechnique

Le développement de I’économie d'un pays nécessite le regroupement et
l'application d'idées diverses de techniciens travaillant dans tous les secteurs de
I'industric . L’ ingénicur bien form¢ est considéré comme une source d'idées qui tend
toujours a rendre elficaces et performantes les richesses naturelles qui 'entourent en
exploitant au mieux celle-ci avee les techniques les plus avancées qui existent.

En effet | c'est cet esprit eréatil remarquable qui a fait de l'industrie la colonne
vertébrale de 'économie de tout pays développe dans ce siecle . Avec des apphications
tres délicates . I'industric moderne se montre plus exigeante | surtout dans le domaine
ou le droit a I'erreur est impardonnable .comme I"aé¢ronautique . l'espace , la navigation
ct tous les domaines ou l'erreur met en danger la vie de I'homme.

C'e souci a permis , cnfre autre ;aux matériaux composites . en général | et aux
stratifics ou multicouches . qui représentent une anisotropie artificielle produite a partir
de milicux isotropes ou anisotropes . de remarquer leurs présence | sinon s'imposer .
dans lcs applications pratiques (res importantes dans les domaines cités ci-dessus .cela
grace a leurs propri¢tcs tres spéceifiques . telles que  leurs stabilité a la corrosion leurs
lacilit¢ de mise en oeuvre . leurs grande résistance . ainsi que leurs force d'adaptation |
sans pour ccla oublier leurs hautes performances .dues essentiellement a leurs
propri¢tés mécaniques ¢levées | ainsi qu'a leurs remarquables isolations thermiques et
SONOICS.

[l est donc indispensable de maitriser de micux en micux les exigences de sécurité
. Dans I"énergie nucléaire et dans les transports notamment | que des économies de
maticre ¢t d’¢nergie susceptibles d'étre apportées par une meilleure durabilité des
picces . Les calculs nécessitent une évaluation correcte du champ de contraintes et de
déformations qui existe dans les picces .

EEn clfet | depuis quelques années , le calcul numérique est de plus en plus adopté
grace aux ordinateurs pour approcher la solution analytique souvent difficile ou
impossible a obtenir directement et pour éviter les mesures toujours délicates .

>armi les méthodes numériques utilisées , on peut citer :
- La méthode des éléments finis : Qui donne le moyen de déterminer trés
correctement la fagon dont travaillent les pieces mais elle reste trés coiteuse surtout
quand il s'agit d'un maillage fin .

- La méthode intégrale aux fronticres : Qui est une nouvelle technique moins
chere que la méthode des €léments finis et qui s'illustre par sa simplicité et sa variété
d'application . Elle se base sur la solution analytique d'un probléme singulier simple
qui unc fois obtenue , sera utilisée pour construire la solution numérique pour des
problemes plus complexes .

Cependant , cette évolution du calcul numérique exige parallélement une approche
plus ¢laborée des essais mécaniques pour fournir les données nécessaires aux
mécaniciens .

Le principe de la mcéthode intégrale aux frontiéres est la transformation des
¢quations de volumes en relation intégrale reliant les paramétres connus a ceux
inconnus , ct donc la réduction d'un probléme tridimensionnel en un autre



Introduction/

bidimensionnel (ou d'un probléme bidimensionnel en un autre \_lmdnncnsmnncl ) el
ainsi Tobtention de systéme d’équations algébriques d'ordre inféricur (de plus en plus
petit ) facile a résoudre . Ce principe peut étre structuré dans Morganigramme
présentt dans la figure (1

Systeme Physique.

Formulation

des \

¢ quations ‘ -
Equations aux derivées
particlles.

Transformation

des | Formulation intégrale.
¢ quations

Systéme d'équations

algébriques.
R¢ solution

nume rique;

du systeme

Solution approchée.

FIG.1l. ORGANIGRAMMIE SIMPLIFIE DES METHODES
INTEGRALES AUX FRANTIERES .

e but de notre ¢tude , en autre de présenter une méthode pratique pour la
caractérisation d'un matériau anisotrope en deux dimensions | est de présenter un code
de calcul permettant le calcul des contramtes et des déplacements dans un milicu
anisotrope ¢t multicouches en utilisant la méthode des contraintes fictives |, qui est
I'une des méthodes intégrales aux frontieres .
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1-1 DEFINITIONS:
1-1.1 Contrainte : Les composants du tenseur de contraintes o sont les contraintes
agissantes sur le plan de normale parallele a I'axe (i) dans la direction (j).
Nb: -Les contraintes de traction sont complées positives.

-Un solide est en équilibre si le tenseur de contrainte est syméirique (oy o) ef
qu'il vérifie les conditions d'équilibres suivantes :

& ¥l =0 (L11.1)
’o,
On 8 = v et F; sont les forces de volumes
"3

1-1.2 déformation : Les composantes du tenseur de déformation €; sont données en
terme déplacements u; par les relations sutvantes :

A, Au, .
.f-.‘“ e '{_;"";” £ e (,"‘:‘ (-._ == (?:
I(du, Ju, INERR r"‘u_] I(u,  Au, oy
B Sal . toa e =5l o €, =5l b 1.2,
v "o\ dy  dx R W TR T: ==\ 3z Tay) ! )
":\! = “ i {‘:\ = 8\.‘ ! | == gl

1-2 CONTRAINTES PLANES : On dit qu'un solide est en état de contraintes plane
dans le plan x.y (voir fig.1.2.1) st nous avons:

G~ “v_:(ru::” (1.2.1 )

v

Fig .1.2.1 contraintes plane

Nb : Le cas de contraintes plane est utilisé quand il s'agit des probleme ou le milien
est mince dans la direction de l'axe (z) par exemple les tiles minces .
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-3 DEFORMATION PLANE : On dit qu'un solide est en état de déformation plane
parallcle aux plan xy si les composants du tenseur de déformation sont tels que :

£, =6, =€y, 0 (1.3.1)

On a alors une relation entre les composantes du tenseur de déformation qui est
induite par les relations de compatibilité (SOKOLNIKOIFF 1959.P.28) qui est la
suivante:

e de. 28, o
= _‘ = ( 3 )
ax- e y* cxcy

Nb: Le cas de déformation plane est utilisé quand il s'agit des probléme ou le milicu
est infinie suivant la direction de l'ave (z) par exemple 'étude des barrages.

1.4 LOIS DE HOOK GENERALISE : Un solide est dit élastique s'il y a une relation
entre les contraintes et les déformations, et il est dit lineairement élastique si les
composantes du tenseur des contraintes peuvent élre exprimé par une combinaison
linéaire des composantes du tenseur de déformation ou inversement .Dans ce cas . la
loi est appelée la loi de HOOK généralisée et elle est donnée par la relation

) 14+ v v —
a‘,” =—T(T” —'}':THHLC(T ()” (141)
1:: est le module de YOUNG ou module d élasticité
v: est le coellicients de Poisson.
;- opcrateur de CRONEKER
du=1 pour i=j
0, =0 pour iffj

unc rclation entre les composantes du tensceur de contrainte et celui des déformations
peuvent étre donne par :

v |
g, =0, :2({{"-} -4-'i—_—2‘—{.‘u J'"'_J (1.4.2)
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2.1-INTRODUCTION: Pour des raisons de simplification des calculs, une grande
partic des matériaux a €€ simplement considérée comme isotrope . Ceci conduisait a
des incertitudes qui sont par fois trop importantes L’ évolution de Ia technologie exige
I"¢tude des matériaux en mettant en considération la variation des caractéristiques
¢lastiques des matériaux dans les différentes directions.

2.2-THEORIE D’ELASTICITE EN ANISOTROPIE:Dans le cas le plus général
d’clasticit¢é la loi de Hook généralisée s exprime par:

.l'-_'“_ = ."] |o-.tl' + '\‘120\1' + “.I I(T:: F: '\.H r\" + ".] 5 r ve + '\.Ill r.rr ']
E_ =80 HN50 kAN, T L
' (2.2.1)
28..'1- = }/ RS 'gr.l(Tn i '\-1. v t-‘Tn-r s '—l-'\-u-r. rn- g
I:t 1a forme inverse est:
d n = t"‘1 I“;\_\-\ y ('ll'l‘r:n + ('.I 1'{"‘._‘ + ('.I-IJI L [ A [.I ‘(V Az * {.1“1""r ksl "]
6 " = C_‘I‘C.\'\' + L._‘_‘ gn- +' 2 '+(..‘h}/ w* l
' { (2.2.2)

S S0LE Pl GE B Vs ’

On aura Avec ces équations 36 variables indépendantes S;; qui sont les constantes
¢lastiques du matériau.

St un potentiel ¢lastique W (¢énergic de déformation élastique par unité de volume)
existe . le nombre de variables indépendantes se réduit a 21 variables.
Tels que:

fa} e 3
fgalh o Al
S =—— . =—x— o e e 223
S CTa e TeT (2.2.3)

Si on calcule des dérivées partielles mixtes de W on trouve que :

(")(J-.\:l (?CT"" (1(7,»{ X (70-::
e . T =T (2.2.4)
(/t‘:.“, ("L_“_ ¢ {;‘n (4 f;‘u

ce qui nous donne Cj C;i (ij=1.2,......6).et avec des relations binomiales on obtient
SiSil= 12 i .0) et les relations (2.2.1) et (2.2.1) deviennent:

{;\ v = '\‘F io-.u + ,5‘[_] O-_\:q- + ‘\'I la-_-,: * ‘\II-I r_p_- + "‘.I ol r_\-: H ".!r. r.n- " ]

32!
Il

.\‘”fT.‘_.‘_ + 'v::l (Tl'l' +.. '_l—“.fh r.w ’
(2.2.

tn
—

JV w = '\‘lr-an' + .\':“(Tw +’ L] ‘+'\.m‘ r “ : I
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[
6 (& = ('”J_"‘ —|— ('ll.‘_‘(;u- + (‘IT(‘;.'.‘ ot (.HIV Ve + (.l"){w + (.1'-J/n- "]
é NG =it ."f;u + (‘2.‘.!;11' hi—"’-*‘(l.] ‘J, o (R [
: | ' r (2.2.6)
S =6, FCuE ey l
dans ce cas I'énergic de déformation élastique est:
| -
W=380 +8,0,0, +8,0,0. +85,0,7.+5.0,7,
Wl _
+ '\.If.(y_\.\' r.\'\ t ‘_‘Z 'TI.'.‘ O-H' + "_‘.1(}—!1'(7.': +8 f“-l-a-l'l r P
1 :
F 8Os H8, LT +-2- 8O, 8T, (2.2.7)
l :
=+ '\’3"(}": r\'.' f: .\'.‘”(f:: r.\r + i ‘\.-l-l r i e '\I-Iﬁ r e r B
| s | .
b S I 2\ v, kSt T+ —2-.\'“_;“.‘

*Symetrie ¢lastique @ Par fois la composition ct la structure interne du matériau
poss¢de du plan de symétrie. Ceci va diminuer le nombre des constantes élastiques
indépendantes a 13 constantes.

Dans lc cas de trois plans de symétrie élastiques le matérau est appelé orthotrope,
ct le nombre des constantes ¢lastiques indépendantes diminue a 9 constantes

2.3- LORTHOTROPIE ET L'ISOTROPIE TRANSVERSE :

Les deux formes simplifiées de I'anisotropie sont connues par l'ortotropie et
I'i'sotropic transverse. Les piéces en bois, les roches....... peuvent €tre considérés
comme des solides orthotropes ot isotropes transverses. Pour l'orthotropie on a neuf
constantes indépendantes, et pour l'isotropic transverse on a que cing constantes
indépendantes.

Ces deux types de d’anisotropie ne peuvent étre distingués I'un de 'autre dans un
probleme plan. Dans ce cas il nous reste que quatre constantes indépendantes dans les
relations contraintes déformations.

Imaginons un solide constitué par des fibres de différentes tailles dans les trois
dircctions x, y et z (voir fig 2.3.1).Cette présentation de lisotropie est une
représentation fictive, c'est uniquement pour montrer que les propriétés sont différentes
sclon les directions choisics.
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FIG 2.3.1 corps orthotrope

Yarmi les neul constantes indépendantes des corps orthotropes, trois
lient les déformations normales avee les contraintes normales (&4 .Evy .8,, )avee (O
. Gw . G,,).Ces constantes sont les modules de Young . Les trois autres constantes sont
les coeflicients de Poisson qui lient les déformations normales avec les contraintes
normales des autres plans du corps. Les trois derniers constantes lient les déformations
angulaires avece les contraintes de cisaillement des méme plans.

Les matériaux isotropes transverses ont la méme allure globale que les
matériaux orthotrope sauf qu'ils ont le méme comportement dans les directions x el 7
(voir g 2.3.1 ) .Dans ce cas on aura que cinq constantes élastiques indépendantes.
deux modules de Young et deux coefTicients de Poisson et un module de cisaillement.

l:‘l.r/! _1
-
l= <
2 O e T = Y ;
/ =TS !
e —th 7 Lo
5] tftl 8 T epecbbrid
H [ (&
S N e P ey S G
ST e
1]
3 LAl ElactsoTh
______ =3 Ex LY |
e Al e UL B S
L A & o
A e HiEees (1,)y
-~ 1 1 !
-~ ~ - -—
-
-
/
(x))x

FIG .2.3.2 Les corps isotropes transverses

2.4- LOI DE COMPORTEMENT EN DEFORMATION ET EN CONTRAINTE
+ PLANE : Pour le cas géncral (I'orthotropie), la loi de comportement est donnée par les
relations suivantes:
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| Vi V.,
£ Sl =g =
X /] o ,, . [ I s
o el
{‘n - h‘x O-n.\' + '[:‘I' O.n - !:‘ U::
"\" V.“—' I
€y == Ou =7 Ont770;
X = i (24')
|
s e &
A Z(JI_: &
1
E_ET0
“ 2(;_‘.: ’
|
£ o

tel que:
[5; :Module de Young selon la direction i.
v;; . Cocfficient de poisson dans le plan ij
G;i : Module de cisaillement dans le plan ij

On peut ¢erire aussi ces relations sous la forme simplifiée suivante:

& = ".I I(rr\' + '\.I e (le‘ + 'Vl I(J-.':

xv

£

"

&= '\.tlal'.r +‘v12alj' U '\"i 'l(r::

= S.‘_Io-\'t =+ SZ.‘.G\_’!' + S?_lo-,‘:

£ = 2I N0, (2.4.2)
|

. = 2 Vo5 Oy
|

€y = ‘2—.\’,‘,,0'_ i

Tel que S;=S;; (condition de symétrie)

*Pour le cas de contrainte plane, prenons le plan d’étude le plan x,y et on aura:
02~ 0x; =0y~

par conséquent les relations (2.4.2) deviennent:

g.\:\' = Sl Iacr 7 '\.I.‘_O._\jr
g.l'l‘ = Sl EUrr + '\‘2_‘0.11- (243)
i

E.. ==X

ik 2 i m-rT_\\'
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[t Ew"Ey2=0 et €,,78110x 82104y .
ixprimons les contraintes en fonctions des déformations on obtient :

T, = (&, - ""l:’;_m») / (8,8, = '\.I.‘.: )
O = ("51:“".:\- + |5_n-) / (%%, — "'u: ) (244)
U-' = 28.\:\' / S{-h

i1}

Ces équations contiennent quatre constantes Syy, Si2, Sz, See et pour le cas de
déformation plane définie par:

O o 2 Ul
- (T:: = _("’I I(Tn- 7 ".No—n' ) f ’YH

Les équations (2.4.2) nous donnent:

Ev = (8, =87 183)0, +(8, =88,/ 83,)0,,
E, = (8, — 8%, /"'u )0, H(85: =% 18a)T, (2.4.5)

1
8“_ = _2 '\.r.n(r\_n

La forme inverse de ces ¢équations est :

U;\' = (.Flgr\' T Cl.‘.gn'

q' = "Il:g.u' e (.318_13' (246)
0, = 2ess.

Avec:
Gy = (8 =87 1) s,

¢ =S8y L 8)/ '\'n:
12 = =8 =88 (2.4.6)

b h
C = (8 =87 135, /s,

Coo = 115

iy

On remarque que si on considére S;; et Sy; nuls, I'étude d’état de contrainte
planc et I'étude d’état de déformation plane deviennent identiques.

Remarque : Une méthode pratique pour la caractérisation des materiaux anisotropes
cn deux dimensions a été présentée dans I'annexe .



CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA
METHODE DES
CONTRAINTES FICTIVES
AUX MILIEUX
MONOCOUCHES
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3-1 INTRODUCTION :Beaucoup de problemes pratiques dans différents domaines
de I'mgcenicur tels que |, la mécanique des fluides, les transferts de chaleur et de masse |
la mécanique des solides | I'¢lastostatique et autres peuvent €tre représentés par des
¢quations aux dérivés particlles régissant 'intérieur d'un domaine (€2) délimité par un
contour («X2) sur lequel des conditions aux limites sont prescrites.

Pour approcher les solutions analytiques de ces problémes . souvant difficiles a
déterminer par la résolution directe de ces équations | plusieurs méthodes numériques
ont ¢t¢ mises en place ou I'on peut noter la domination de la méthode des éléments
finis (MLEI), et a un degré moins important celle des éléments de frontieres (BIEM) |
généralement connues sous le nom des ¢quations intégrales aux frontiéres en tant
qu'outil numérique tres puissante , est aussi doté d'une haute précision et d'une
souplesse ¢tonnante.

Lin effet, depuis une trentaine d’années, RIZZ0O (1967) a appliqué cette méthode
(BEM) en bidimensionelle ¢t CRUSE (1969) en tridimensionnelle . Pour la résolution
des problemes d’¢élasticité linéaire.

Ce chapitre est consacré a I'¢tude de la méthode des contraintes fictives en milieu
monocouche (isotrope et anisotrope) qui est 'une des méthodes Intégrales aux
[ronticres.

3-2 FORMULATION DANS LE CAS ISOTROPE :
3-2.1 Probléme de KELVIN en déformation plane :

Le probleme de KELVIN en délormation plane représenté dans la Figure (3-2-1-1)
((SKOLNIKOFF 1959, P 396-9) Crouch 1983 ) par une coupe perpendiculaire a I'axe
7 d'un solide infini charge d'une ligne de force concentrée I'i selon cet axe et de
composantes IFx et Fy suivant l'axe des abscisses et celui des coordonnées
respectivement.

Iig. 3-2-1-1 Probléme de KELVIN en déformation plane.

GREEN a donné la solution de ce probléme en terme d'une fonction d'influence
g(x.y)d'expression :

gyy)= <I}r(|_—__l_) In(x” +37 ) (3.2.1.1)

l.es déplacements peuvent étre donne par les relations :
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I . _I .
i 2}(! [(3 . I’)g,: jg“‘.] - 20 [_J LJ] (3.2.1.2)
", = 2-("; [—xg__‘_] +- 2}1)' [(3 —4v)g -y ],]

On g et g, représentent dg/ox et Og/dy.

l.es contraintes peuvent étre calculées par les relations déformation déplacement et
cela de comportement en déformation plane, on trouve alors:

= 1";[ 2(1-v)g, —xx,.t.-] + 1",.[2 2., —VE ]
0; =1 [2w, — x| [20- g, -k (3.2-1-3)

G =t[a-2vg, —xg ]+ 1 [0-2v8, - g ]

Remarques :
-Isn absence des forces de volumes ; on peut démontrer que les contraintes (3.2-
1-3) satisfont les équations d équilibre (o5 0).
-Les contraintes sont singuliéres a l'ovigine (4.2-1-4)
-Les déplacements sont infinis a l'origine a cause de la présence d'une fonction
logarithmique dans la fonction d'influence g(x.y).

3.2-2 T'raction simple sur segment de droite :

Le probléme de contraintes =P; i=x ouy de la figure (3.2-2-1) peut étre 1ésolu par
mtcégration de la solution de KELVIN,
LLa solution peut étre écrite par une combinaison de la fonction.

I°(&)=PdE (3.2-2-1)
T S~

Fig 3.2-2-1 : Intégration de la solution de KELVIN

: 4 : . : ;
La solution est donnge en terme d'une fonction d'influence f qui est donnée par
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J(x.y)= f g(x—<,p)dé (3.2.2.2)

On a alors:

—~~[(3 av)[ - J)‘]+“— -1

(3.2.2.3)
P ] i
n =2 ]+ (;[(3~4v)/—.u;/..]
[t
o, =P|G-2v)f +uf |+ pl2v 41
c=rl=a-2nf - e ef2a-vr, -oar, (3.2.2.4)

o, = P[20=wf 4yl nfo-20f, - ]

Cependant , il faut expliciter les aspects mathématiques de la solution analytique
donnée ci-dessus du fait qu'elle forme la base de la méthode des contraintes fictives.
I/ Les déplacements sont infinis aux points les plus éloignés de I'origine
(x==%a,y =0, les relations (3.2-2-3) donnent seulement les déplacements relatifs, il
faut donc définir un point de référence et calculer les déplacements par rapport a ce
point,
2/D'apres les équations (3.2-2-4) on voit bien que les contraintes ne sont pas
dcfinies aux points les plus ¢loignés de l'origine (x =+a,y=0) . Si on pose y=0 dans
les relations (3.2.2.4) on trouve les relations:

(l' = (Eh%i . ln(,l' +({J

%r(l—l-) X'=q
2v ) I— ’ v
== ) i lllltal'clall . arctan———
dr(l—=wv) v X—a xX+a

1-2v x+a)
¢=+—( K) I lll(]r H’)
" r(l—=v) * \x—a

[
I !!Lﬂ_arclan

— arctan

xX—a xX+a G225

_222'

’

)
—arctan ————
X—da X+a

I
g = =57 P Im{aluan
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Fig 3.2.2.2: Les angles 0, et 0, .

On défine les angles 0, et 0,

Tel que:

0 = arctan
X—a

)

0, = arctan
X+a

On aura alors les limites suivantes:

lim| arctan —arctan
¥ o=

X—a x+a]

(voir fig. 3.2-2-2)

(3.2.2.6)

0 x> a, y=0 ouy=0
+7  |xd<a, y=0,

- |x|<a, y=0

(3.2.2.7)
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On & alors trois différents cas a considérer pour calculer les contraintes le long de la
ligne y=0 sont :
() d>a, y= 0,

g, (x,0) = - UG )) P ln(_’—‘:i{i)t

8r(l-v X—da
“ (1—21’) }.) In(-r'!'”): ]228
(J Xy = 4 o I 4
- (00 8r(l-=v) " \x-a ( )
oy =28 ( ‘;t‘.*)?
0,(60)=-%; m(l- )] L e

(h) x| < a, y=10,

ey e D l"(_'\‘_w_)«_ ----- ' —'—',— P

“!Jr(l—l) t—-a 2(l=-v) °
Tl e Nt In(xﬂ“);—-l—[’ (3.2.2.9)
i ' 8r(l-v) X—-ua 2 ¥ . G
| (1=2v) x+ay
O (v =P ) e
L (4 0,) 2 E 81(1— V)] m(\—a)

(©) |\| <a, y=0

3-2v) g\ 1%
g -‘,U = - ( 2
M) =—graon b ’"(x—a) t2-v!
(1-2y) (x+rr T
--‘ } o 2 = B B )
T (x,0) +3;r(l—1-') P ln — +2!‘_ (3.2.2.10)
1 (1-2v) X+a
0)=+= -
Cx0)=+3P -5, -’ "(.r-u)
Il est aussi a remarquer que la discontinuité de contrainte 7;(x,0.) - 0,(x,0,)
est
v
U:(A’“—) 7 (rn ('t"“! ) = l l‘: 1)‘
0, (x,0)-0,(x.0)=P (3.2.2.11)

0, (x,0)-0, (x,0)="r
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Fig. 3.2-2-3 ligne de discontinuité de contrainte

3.2-3 procédure numérique :

La solation donnée précédemment forme la base de la méthode des éléments de
fronticre I s'agit donc de la formulation de l'approche numérique qui traite les
problcmes des solides €lastiques linéaires . Les considérations physiques nous
conduisent & appliquer cette méthode dans les problemes de cavité des corps infinis
(ou finis) . Si on considere la cavité de la figure (3.2-3-1) représentés par la courbe (C)
et soumise a des contraintes (0,=0 , a,= -p ) ou (n,8) sont respectivement les
coordonnces locales perpendiculaires et tangentes en tout point du contour (C) .Si on
veut déterminer les contraintes et les déplacement dans le corps dii & ces conditions
aux limites, les €tapes suivantes sont i suivre :

On divise la courbe C en N segments de droite |, la longueur de chacun de ces
¢léments de fronticre i est noté par 2a (si ces éléments sont de plus en plus petits , on a
une bonne aproximation de la methode ) . On considere que chaque élement est soumis
sur cas longueur & une contrainte normale ,= -p et une contrainte tangentielle nulle .
Les conditions aux limites sont :

0 =-Po =0 pour i=1N (3.2-3-1)

n

Le probleme présenté par ces conditions peut étre traité numériquement A l'aide du
modcle numérique spécifié par la figure (3.2-3-1) ou la courbe (C) est similaire a (C).
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(h

()

FIG 3.2-3-1 présentation de la méthode de l'élément limite pour le probléme de
cavité
(a) : aspect physique .
(b) : aspect numérique.

Imaginons maintenant qui ‘il y a sur tout ¢lément J des N €léments de (C') une
répartition d'un vecteur contrainte de composantes normales P! et tangenticlle -]
faut noter que les contraintes actueles sur élément j o et ¢/ ne sont pas les P! et

P..

On utilise la solution donnée dans le paragraphe (3.2.2) avec des transformations
tenant compte de l'orientation de chaque segment de droite j par rapport a chaque
scgment de droite i de la courbe (C'). On aura la contribution sur les contraintes
actuelles pour le segment 1 de la courbe (C') définie par :

i i i

0. = P AP+ AP,
f P J=

i s P MR

0, = DA, bt JA, P,
J= I=

if
Tel que A ..ete. sont les coefficients d'influences sur les contraintes actuelles duent
;.

aux contraintes fictives . A; par exemple représente la contrainte de cisaillement
actuelle au milieu de I'élément i dii & une contrainte normale (P,) =1)sur I'élément j.

On peut déterminer dans notre cas les P P! avec j=1,N en résolvant le systeéme
d’¢quations (3.3-2-2) et en remplagant @, =-P,0, = () pour i=1N .

Une fois les valeurs de contraintes fictives P :l’,,j detérminées, on peut calculer
les déplacements et les contraintes pour tout point du corps élastique avec une
combinaison lin€aire des contraintes fictives en utilisant la méme procédure que

i=1N (3.2-3-2)

précédemment .
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Remarque: lLes conditions aux limites peuvent étre en déplacements comme elles
peuvent &tre en contraintes ou les deux a la fois.

3.2-4 transformation des coordonnées :

[a mcthode des contraintes fictives est basée essentiellement sur la connaissance des
coordonnées des points a Ctudier par rapport au repere local de chaque segment de
courbe (C'). Prenons le systéme de coordonnées local (&, ) choisi sur la figure
(3.2-4-1) .Le segment de droite indique sur la figure est définie par [¥| s @,y = 0 .Les
contraintes fictives P, P, appliquées sur ce segment sont tangentielles et normales
respectivement au systeme de coordonnées local et les coordonnées locales sont
obtenues par une translation et une rotation par rapport au repere globales x,y . Les
composantes de la translation sont ¢, et ¢, suivant X,y respectivement , tandis que la
rotation est définie par angle {3 positif dans le sens trigonométrique .L'expression de
transformation de coordonnées est :

X=@=-c)ecosff +(y—-c,)sing
[F = (- cycoss + (= sing G
Ly =—(x=-c)sinf +(y-c,)cosfs
4 ¥
o= L4
¥ B
\y\wr ﬂ
¢, »
\\\ P

I'ig 3.2-4-1 transformation des coordonnées entre les reperes globale et locale

Dans le systeme local on aura :

) = F ) = ——— | 5 arectan—2— — arctan -2
J (X, y)=Fx,y)= an(i-v) [_)(dr&.!dllf_“ —arctan X+a)

~(X-a)ln \/[(I ~a) +y:]
+(X+a)ln \/[(I +a) +?’]

(3.2-4-2)
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[, = PR )= [In \/l(\ —u) +3i: =1In J[ (¥ +rr) 1 ”

4dr(l—=1)
- K- -1 g
.=l (X ))= 4—]”]_—; I-au,{an—‘-—_: arctan - = +”J
£ _'{ I 1]
s e 47?(|--|)(\--u)+l (\+u) + 72

+1 ! ,T~rr \+n ]

Joo == f =T )= At )[(\ T

(\4(:) +\ l

3.2-5 Les coefficients d'influences .

Dans la méthode des contraintes fictives les coeflicients d'influences sont calculés
en utilisant les équations précédentes. Les segments de droite existants sye la frontiére
du  solide infini sont orient&s dans des directions arbitrairgs par rapport au repére
globale x.y les éléments i et j ont une longueur de 2a' 2a' orienté de B et B et ont
comme coordonnées x'y' ¢t xy' dans le repere globale respectivement voir fig(3.2.5-
I). Les contraintes fictives dans le j* élément sont 7 ‘et ' Les déplacements et les
contraintes actuclles dans un point quelconque (x.y) du corps dues au contrainte /> ‘et
I’ peuvent  se calculer en utilisant les équations (3.2-4-7) et (3.2-4-8), les

coordonnées locales ¥. ¥ par rapport au j* élément utilisé dans ces équations sont

calculées pour un point de coordonnées x.y par :

.f:(_\'-.{') 208 7+ y — ; sin :
L e (3.2-5-1)

¥ =—(x—x)sin /f +(y —_;-')005/}
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=¥

«"rne

Iig 3.2.5-1 : position et orientation des éléments de limites par rapport au j
point.

On peut caleuler les fonctions Fy k=1.5 en utilisant les équations (3.2-5-2) pour
définir les coefficients d'influence pour le point (x.y) . En utilisant les équations (3.2-
4-7) et (3.2-4-7) on peut obtenir les contraintes et les déplacements pour ce point dues
au contraintes fictives des N ¢léments de frontiére, on doit faire la somme de toutes les
contraintes engendrées par chaque ¢lément sur un élément i. Les coefficients
d'influence de I'élément J sur i sont obtenues en remplagant x et y par x; el y;. on

trouve:

X=(x—x cos _}+(,;-’—_l{’)5i" j
( ! )J / ! I ! / J (32‘5_2)
V=—(x—x)sin f+(y—y)cos

On poscra dans les équations suivantes :

y=p'-p (3.2.5.3)
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Les coefficients d'influence sont obtenus en utilisant les équations suivantes:

j

/ Eof =3 A= = =
e =55 [(3—4 vycosy Iy = y(siny I - cosy l{‘)]
J'
+~i-(~:[('% 4vysiny I, - y(cosy F, +siny F, )]
(3.25.4)
: ’_ )
"y, = ia[—(B—4v)siny I, = y(cosy I, +siny I'fl)J

.‘

+—-—[('% 4vycosy I, + y(siny F, - cosy r)

et:
o, = P[-2(1- v)sin2y F, - cos2y F.)=j(sin2y F, +cos2y )]

+ P[(1-2v)eos2y F, +sin2y F)= y(eos2y F, -sin2y I
] 3.25:5)
I I e N n o B (
O, = 1),[1«‘2 = 2(1= v)(cos2y I, +sin2y I,) - y(cos2y I, —sin2y l,;)]

i e " - - .
+ P, [F, =(I=-2v)(sin2y F, —cos2y F\)+ y(sin2y I, +cos2y I+,)

Les deplacements et les contraintes au i™ segment sont fonction des contraintes

. . 1 1 . - . I
fictives Py et P, de tout les N element (j=1 & N), et ils peuvent etre exprimés sous la
forme d'une formation algebrique :

i

if J if i
o= DB P+ DB, P,

= f%
(3.2.5.6)
i -] Ui i 1y i
Uw = ) B, P + B, P
I R
et
i L.‘ if i if i
AP + 24 P
J= J=
(3.2.5.7)

i Iy if J Ly if
o, = }1!1' "ns ! s+ A nn l)
‘j-

i=
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# Caleule de contrainte o, = o, le long de frentiére :
l.e calcul de o, et o' est indispensable car il spécifie les conditions aux limites de
chaque ¢lément .
Mais il est intéressant de calculer les contraintes o notée par o, (voir fig 3.2-5-3).
i peut ¢tre calculte par I'¢quation:

! ! — == — i -

0, = P[4 = 2(1= v)(cos2y I, +sin2y I)+ ji(cos2y I, —sin2y I-,)]

r (3.2-5-8)
VP A+ (1= 2v)sin2y I, = cos2y 17) = ¥(sin2y I, +cos2y )]

et donc une contrainte a, ¢gale a:

] H_ o) H_on ]
T =2 A+ A, 0 (3.2-5-9)

1 j

Fig 3.2-5-2 Différentes contraintes appliquées sur un élément i .

3.2.6 Probléme intérieur et extérieur :

Iig 3.2-6-1 régions de la courbe C' (extérieur et intéricur) .
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Pour la simplification du code de calcule en choisis la convention suivante :

Pour un probleme d'un corps fini on parcoure la limite dans le sens des aiguilles d'une
montre | tandis que on parcoure la limite dans le sens {rigonométrique quant on est
dans un probléme de cavité.

Trois exemples illustrent la convention de signe adoptée dans ce paragraphe pour
différencier entre les problémes intérieurs et extérieurs (voir fig.3.2.6.2).

(a) (h) (c)

Iig 3.2-6-2 convention pour la traversée du contour .
(a): cavité (h): disque (c):anneau
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3.3 FORMULATION DANS LE CAS ANISOTROPE:

3.3.1 Probléme intégrale de Kelvin: On cherche dans ce paragraphe la solution du
probleme illustré dans la figure (3.3.1.1) pour développer la méthode des contraintes
fictives pour un solide €élastique anisotrope .

Figure 3.3.1.1 Contraintes uniforme le long du segment |5 < a,5 = 0.

Les systemes de cordonnées utilisésdans la figure (3.3.1.1) sont reliés par les relations
suivantes:

x=xcosff —ysinf
Tk T 331D
y=Xxsinfl +ycosf

Les contraintes appliquées sur ce segment peuvent étre données dans I'un des deux
reperes indiqués sur la figure (3.3.1.1) en utilisant les transformations suivantes:

P =P cosff-P sinf

P =P sin 3 + [’ cos [ (3.3.1.2)

Les déplacements et les contraintes dus aux contraintes constantes P, et P, appliquées
sur le segment de droite [¥] sa, y =0 sont données par:

+4,4, Y
U= 1 221 65
N ile, ) [ (5 5,7,) - 7 (X, 5.75) ]

T ¢4, —9q,)

PlLE5.7)- L(E5.7,)

(3.3.1.3)
—9:, I L
= = !) ! S Y —1,{(X, V).
f{]. 2”(.;“,((‘“ _{,1) \[ E(J\} }/I) l‘_(k_" 72)

P LE )= E 5 or)
27 ¢, (q, - q) LTS ‘y?l"-'z

I‘vfl
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I+ q,
Y= [-(“ T ) ”’-“-)-1,(?,.7\?.??)]
2a(q, - q,) Vit Vod,
+l (|+f[,) - (1+q,) -
& = i LR Y )~ (Vi)
27(q, ~ 4>) { e L e :
= l+q,
o, =__‘*Lfl__l‘[? (1+q !1(_-{._-}-,‘),1)_ __2(_____";_1;.‘("—.‘_?‘},2)] (3.3.1.4)
27(q, - q,) ‘fl q,
—————p (14 q,)I ) = (L4 q,)l
S [+ a1 Gy ) -+ gL F )
[
+4,4, I+ ¢ 1+q, o
2 £ fﬂf I ]J‘ (.._h) f.:(r~_.—‘;-},|)__('__'”'fj_)_ 1_‘(.\'.}’.}’_,)‘
“2r(q-q,) | q,
- [(1+4,) (I+4,)
4 I1.(X.¥.y,)- F (X 9:4)
2x{q,-q,) | ¥, (L ) J .

Les constantes y | et y, sont donnces par:
=y /}’I et y, = _}J/}/l (33 | ‘;)

Les paramétres y, ., 7,, ¢, ct g, dans les équations précédentes sont le résultat de
certaines combinaisons des constantes élastiques du matériau. En particulier y°, y,’
sont les deux racines de 'équation caractéristique suivante:

v 2l 4 v - " 2 A
(n(',!z y o+ [CIJ(CIJ * 2('u.) - ("IIC'?’.}/ - - ('?.‘ (‘r-h = () (7'3 ['(‘)

. . - 3, 2 wger e .
Les constantes g, et ¢, sont relices a }f,’ et y,” par les définitions suivantes :

q, = (Cn },ll - Cm-)/(Clz +("r.n)

2 ; . 3.3.1.7
q, =(CII}/;‘_“_Chn)/(ctz"-(nr,) ¢ )
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Les fonctions 1 (X, ¥, 7,) jusqua [,(x,y.y,) dans ces ¢quations sont définies par:

i y = By), s By
*'u("".Y"vY;):'};;’}i:[ﬂ'(},')_ﬂ*‘-(}”')]" x_“+T2"A._ inr(y,)+|x+a+ EA

i

)]" n(r:)
= - i By _ By y '
I, (x,y.7;)= (.\‘ —~ @+ Eh;L)()I (r:) —(-‘- + @ 24, )01(7.‘)_ }/.A; 1"'}1(?’;)”2(7;‘)]

[ (X, 5.7;)=~-

cos i
=i
i

I}I i)y, )]“ ::i/{_} [{}u(}’; )-0,(y; )] (3.3.1.5)

sin 7 COS
(X, ¥.7:;)= __’yl_/{l l“l}] )/ n, )_l" -_‘;{‘)—{_}_[ﬂl(}’i )= 01(}';)]

! ]

1

Ou nous avons utilisé les notations :
no=[AGE-0 s nE-ay+ ]
ny,)= [A,.(f +a)’ + B(X+a)y+C,y’ ]1

6, (y,) = arctan o S (3.3.1.0)

]
(X —a)+ 5 B.v /A,

V A,
9_: (¥; ) = arctan-—— )-{(‘Y"_’)__ o

1
(X +a)+ ) B,y /A

Ou A;, B;, C; sont données par:

A, = (2 cos® B +sin’ ‘{)’)/;/,.2
B, =(1-y )sin2p Iy} (3.3.1.7)

C, =y, sin? f +cos’ 3 )/ v
pour i=1[.2.

Les équations précédentes peuvent &étre utilisées pour calculer les coefficients
d'influences de la méthode des contraintes fictives pour un solide élastique
orthotropiques.
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INTRODUCTION : Les milicux ¢tudiés comprend plus d'un milieu  homogene
anisotrope. La méthode des contraintes fictives est destinée a résoudre les problemes
des corps homogenes et en €lasticité linéaire. On va voir dans cette partie applicationde
cette méthode dans des problémes ot le corps est non-homogene.

4.2 Les milicux multicouches:

On va supposer que le corps a €tudier est composé de deux milieux R, et R,
présentés sur la figure (4.2.1).chaque domaine est suppos¢ anisotrope (orthotrope),
homogene et linéairement €lastique avec des constantes ¢lastiques vy, I et v 7

Les contours des fronticres C; du milicu Ry et C, du milieu R, sont parcourus
dans e sens des aiguilles d’une montre pour maintenir la convention précédente. Ies
systemes locaux des coordonnées sont associés aux deux contours comme le montre la
figure(4.2.1). La portion commune des deux milieux définit 'interface entre ces deux
milicux. Les systemes des deux coordonnées locaux s, ny et 85, ny, sont directement
opposcs le long de Iinterface ¢’est a dire § = -8, et ny=-n,.

— )

interlace de €

intemtedage de O

(1)

Fig 4.2.1. Corps non-homogéne comprend 2 milieux

Les conditions aux limites du probleme dans le corps non-homogene de  la
figure ci-dessus sont définies par des conditions en déplacementset en contraintes pour
la partie d’interface.

Ces conditions de continuités sont définies pour un point Q de Iinterface par :

aQ)=0,"(Q)

U,,I : I(O)—_—(’ul 2](0)
Et:

ul I(())=-“x|2|(0)

) (4.2.2)
u ! '(0)=-u,""Q)
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Le signe moins qui apparait dans I'équation (4.2.2) est dii a 'opposition des
sens des systémes s;, ny et s,, ny le long de 'interface.

La solution de probléme en question des éléments de fronticre peut étre donnée
en divisant les contours C; et G, en un nombre de segments de droites jointives et en
posant que les déplacements et les contraintes sont constants pour chaque segment du
contour .

Avec I'inclusion des portions des contours qui représente I'interface, on aura N
¢léments de fronticre le longde C, et N, éléments le long de C, . Les deux éléments
face a face le long de Dinterface des deux milicux doivent €tre égaux. Deux
déplacements et deux contraintes sont associées a chaque élément d'interface et
doivent vérifier les conditions de continuité (4.2.1) et (4.2.2) pour que le probléme  ait
une solution.

43 La méthode des contraintes fictives en multicouches: On va considérer la
procédure numérique de la méthode des contraintes fictives et on va traiter le probléme
de la figure (4.2.1).Avec les deux milicux R, et R, , on aura deux problémes qui sont
lics entre cux par les conditions de continuité de 'interface. Comme on a déja vu dans
le cas monocouche, on va associer les contraintes fictives Ps et Pn a chaque élément de

Cpet Gy Lles LILpIchmull et les contraintes dans le milicu Ry et R, sont donnés en
fonction de Py LY I’,,| I des N, ¢léments de contour C; et les déplacements et les
contraintes dans le milieu R, sont donnés en fonction de I’sI T et P,,1 des N, €léments
de contour C, .

Notre probleme maintenani est de trouver les contraintes fictives P, et P, dans
chaque ¢élément de fronticre parmi les N=N; + N, éléments si les conditions aux
limites et les conditions de continuités sont prétes pour la construction de systeme
algcbrique d’équations pour ce probleme composé. 11 est préférable de numéroter les
¢léments de frontiere des deux milieux conséeutivement en commengant par le milieu
Ry de I'élément | jusqu’a P'élément Ny le long de C; et de I'élément N +1 jusqu’a
Pelément Ny + N, =N e long de C, . En se référant aux équations (3.2.3.2), les
contraintes sur la frontiere de R, peuvent ¢tre écrites:

he SRS AL
= i= I?l N | (4.3. l)

a3 Anbs KB,

et les contraintes dans la frontiere de milieu R, peuvent s’écrire:

(”‘I ]J i J[SI PE ij‘}il"-ulnli I?i)l'l

” I!-hm:"lTr 'ISI J—NmUI : ”]I |:N |+]ﬁ N (432)
"-— n‘- AIIH :
J=N141 1':'2':|

et les déplacements des frontieres des deux milicux sont:
L AT (T T AU
uz=3 L > 18,

lm N ] 11 ;m i ly

fi"\ = )l i [

i=IAN (4.3.3)

nn
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Lit: ; i S e
iy By R,

i=N +l1aN (434
i) >: i“‘l ip }: Illi!'l jll:; ' ( )
u n— ns s+ nn n

1=N1 I=N111

Les coeflicients d’influence dans les équations (4.3.1) a (4.3.4) sont calculés
exaciciment de la méme manicre que le cas monocouche | 11 est nécessaire d utiliser les
propricics clastiques de chaque milicu |

Les ¢quations (4.3.1) a (4.3.4) peuvent se mettie sous la forme d’un systéme
algcebrique de 2N ¢quations & 2N inconnus (les P et les Py

b=S & b, ',
b=3 & b p
-1 i=1

i=laN (4.3.5)

Les grandeurs des ces Equations sont obtenues en construisant les systémes
(4.3.1) a (4.34) ct en conserverant les conditions aux limites et les conditions de
continuité. Chaque €lément i peut &re dans la portion libre ou dans interface des
deux milicux .

Posons en 1™ temps que élément i appartient & la portion libre du contour C et
posons qu’on a des contraintes appliquées a cet élément o' =(v') et o' :(uni)”
Utilisons les équations (4.3.1) et (4.3.2) pour la détermination de b, et b,' et
Cy’....ete de I'équation (4.3.5) on aura

Ilsiz(thi),, _;h”":((T,,i),, :

AL j=IN,
(:sslj_ (43(!)
0 j=N | +1.N

De la m&me maniere on aura les relations des autres coefficients d’influence C_mij SEat
elC. %

Prenons le cas ot I'élément i appartient a la portion libre de contour C, Si les
déplacements ug' " =(u), et u,' " =(u,"), sont donnés i 1'élément i , et d’aprés (4.3.3)
¢t (4.3.4) on peut écrire:

h sl=(”:~et)ﬂ ;hnl=((1nl)u )

. 0 i=LN
C e (4.3.7)
B3 =N +1.N

58



CHAPITRE-4/APPLICATION DE LA MCF AUX MILIEUX MULTICOUCES 29

Avee des relations similaires on peut exprimer les autres coefficients
d'influence, combinaisons les deux conditions aux limites des deux milieux et faisons
un simple arrangement des ¢quations (4.3.0) et (4.3.7) pour obtenir un seul systéme.

En deuxieéme temps, considérons que I'élément i est situé sur la portion
d'interface et posons qu’il appartient & C; . On aura un élément i'opposé directement a
i ctappartient a I"autre contour C; .On aura 4 conditions 2 vérifiées concernant les
deux ¢éléments face a face i et i, deux conditions de continuité de contraintes et deux
de déplacements .

[es conditions de continuité en contraintes sont:

A
(4.3.8)

oW =0
drapres  (4.3.1) et (4.3.2) les quantites b, b, et CJ. ete,de I"équation  (4.3.5)
seront

b ;_ m; :)|'| 0:b i: d'm_ ‘i}|'| =) (4_3_1))

5 ’ n n n

i

B §5 j: l"N I
A (4.3.10)
AL jENHIN

It identiquement pour les autres coefficients d’influence.
Pour les conditions de continuité en déplacement prenons i'sur Cy et i sur C, L et on
obtient les deux autres conditions :

i =
(4.3.11)
a4 li,,' =0
Lin utilisant ]L.‘s Cquations (4.3.3) et (4.3.4) on peut Ecrire :
b= U +78! =0 ;b= & + 4! =0 (4.3.12)
ijm
o ﬂ; 5 .i= I.N I
Cu'=\ i (4.3.13)

T [ :
3 s5 I=N l+l!N
Pour les autres coeflicients on utilise des relations similaires .

-Si on considere maintenant le cas ou le contact entre les deux milieux est un serrage
(deplacement relatif normal non nul ) les équations (4.3.11) deviennent:

‘i'l ill

||1| |‘|

(4.3.11)
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tel que o, =Serrage en valeur absolue
Remarque:Ce cas se présente que dans les problemes a interface fermé (par exemple
les interfaces circulaires).

4.4 Prise en compte de frottement entre les interfaces: On peut facilement
introduire le facteur frottement dans notre programme de calcul . Ceci n’est possible
qutapres le caleul de toutes les contraintes  dans 'interface ,car on doit faire le test
suivant appelé test de glissement pour chaque ¢lément i de I'interface:
usié [* u“i 4.4.1)

ou f= Cocefficient de frottement.

-1l suffit de choisir I'interface d’'un seul matériau car on a une continuité de o,
et o, dans I'interface.

On doit avoir au moins un élément  de interface qui vérifie la condition
(4.4.1) pour empécher le glissement rigide entre les deux couches.
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4.5 L’organigramme du programme réalisé :

Lecture des données globales:
-nombre de couches
-les contraintes initiales
-le cas de symétrie
-les axes de symetric

Pour chaque couche:

-lecture des constantes €lastiques
-discrétisation,définition des localisation et conditions
aux limites des ¢léments des contours
-calcul des coefTicients d’influence

-Localisation des équations de continuité pour les
interfaces et lecture du serrage
-Mise cn systéme global des équations algebriques

-Résolution du systéme global des équations algébriques

‘P
-calcul des déplacements et des contraintes aux contours de
chaque couche

Pour chaque interface:
-lecture du coefficient de frottement entre les matériaux
-teste de risque de glissement rigide entre les couches.

Calcul des déplacements et des contraintes aux points
spécifiques pour chaque couche

IFin
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REMARQUE : Les micro-ordinateurs utilisés dans la partic numcérique sont un
SO3R6DX40 et un 80486DX066 muni de coprocesseurs mathematiques. Te compilateur
fortran utilisé est LAHEY (version 1990 ). Le temps d’exéeution des exemples varie
entre 5 et 10 minutes suivant la complexit¢é du probleme.

S5-1 TUBE FRETTE DANS UN MILIEU INFINI :Ce probleme traite 'influence du
serrage, du rapport des caracténistiques mécaniques et du chargement a l'infinie sur les
valeurs des contraintes calculées sur I'axe des X.

Figure 5.1.1. Tube fretté dans un milieu infini
avec chargement radial (p)

Les caracteristiques mécaniques de la deuxieme couche sont :
IZ=.0 ES kPA
Es=1.2 BS kPA
v>=.030
G ,=.07 IS kPA

Ces constantes sont données par S.G.LEKINISKIT 1963 ( HANDBOOK OF

AIRPLANE CONSTRUCTION. VOLHIL"TTIE STABILITY Ol

AIRPLANE",T.S.AIG,1939 ) pour une planche de contre plaque.
La valeur du chargement est P=100 kPA

Pour résoudre ce probléme on a considérer:
-Une double symétrie,
-Le nombre d’éléments qui subissent une pression normale est 33 avec une
discrétisation de 6 ¢léments sur un angle de 3.0°,
-Le nombre éléments d'interface est 66 avec une discrétisation de 12 éléments
sur un angle de 3.6°,
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5-1-1 PAS DE SERRAGE,NI DE CHARGEMENT A L'INFINIE :
Les caractéristiques mécaniques de la premicre couche sont :
E=1.2E5
E,=24 5
v>=0.036
G ,=0.14 5

Ce sous exemple servira  pour la comparaison avec les sous exemples qui suivent.

Les courbes obtenues sont représentées sur les figures (5-1-1-a)et(5-1-1-b):

a.lkpa]
000 (—-=—-—-—

-20.00

-40.00

|
60.00 £
|
|
-80.00 |
i
-100.00 | : I ' : : x[m]
0.50 1.00 1.50 200 250

Figure 5.1.1.a :variation de o,, en fonction de x
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g kpa|

300 00

200 00

1040} 00

nno

|
|
|
|
|
|

| I | | ! 7 : x[m]
100 150 200 250

Figure 5.1.1.b:variation de o,, en fonction de x.

5-1-2 INFLUENCE DU SERRAGLE :

On prend un serrage 6r=.25mm

Les caractéristiques mécaniques de la premiére couche sont celles choisies dans (5-
1-1). et le chargement a l'infinie est nulle.

On obtient les courbes

suivantes (fig(5-1-2-a) et (5-1-2-Db)):

ulkpal

000

-20 00

-A0 00

-60 00

-R000 -

-100 00

Figure

Xjm
' | ‘ | ’ I ' el
usG 100 150 200 250

3.1.2.a :Variation de oy, en fonction de x
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"',,-,lkl'-" |

300,00
|
I
I
2000
100.00
o | | | | | : I , 1 X|m]
0.50 1.00 1.50 200 250

Figure 5.1.2.b:Variation de o,, en fonction de x

5-1-3 INFLUENCE DU RAPPORT DES CARRACTERISTIQUES
MECANIQUES :

Le serrage et le chargement & 'infinie sont nulles .
Les caractéristiques mécaniques de la premicre couche sont

E,'=4E’
[, =41,
Vul:\'lzz

G |2|=‘:‘G|32
On obtient les courbes représentées dans les figures (5-1-3-a)et (5-1-3-b) :

-

Ol kpa]
0.08-
-20.00
I
40,00 :
|
.
|
-60.00 !
I
-80.00 |
|
A00.00 , 1 ' | . | ' | X[m]
0.50 1. 150 2m 250

Figure 5.1.3.a: variation de o, en fonction de x.
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a, | kpa]
40005} })‘[ l
L}
|
L]
NN
200,00
nnm
0o [ [ ] T T T ] x[ n.ll
nsn 1 191 2 250

Figure 5.1.3.b: variation de o,, en fonction de x.

S.1-4 INFLUENCE DU CHARGEMENT A L'INFINIE :

On conserve les caractéristiques mécaniques de (5.1-1). et on prend un serrage
nulle.

Le chargement a l'infinie est Pxx=100kPA.

On obticnt les courbes représentées dans les figures (5. I-4-a) et (5.1-4-b) :

Uy K] :
i

40.00 |

I

|
|
-40.00 .
|
200 I
|

-120.00 1 | 1 I T | 1 | XIIII]

0.50 1.00 150 200 25

Iigure 5.1.4.a: variation de o,, en fonction de «.
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oy [kpy

100,00

BO.O0O

60.00

2000

i

i\
l ‘ ‘ ’ 1 ' I x[m]

000 } T |
0.50 1.00 1.50 2.0 250

Figure 5.1.4.b: variation de o,, en fonction de x.

Pour tous les sous exemples, on remarque que les conditions aux limites sont
conservees (Oy, =-p, x=.5m) et qu'il y a continuité de 0, a l'interface (c.a.d x=1m) ce
qui est prévisible a cause de I'¢quilibre sur l'interface.

On remarque pour les sous exemples (5.1-1).(5.1-2) et (5.1-3) que I'axe des X est
unc asymptote pour a,, du fait qu'il n’y a pas un chargement a l'infinie, mais pour le
sous exemple (5.1-4) Pxx est I'asymptote de oy, On peut en déduire que Pxx
represente Pasymptote de o,

On remarque aussi pour les sous exemples (5.1-1),(5.1-3) et (5.1-4) qu'il y a une
discontinuité de o, qui est die a la discontinuité de matiére et la différence de la
rigidit¢ des matériaux , mais il y a une valeur du serrage pour laquelle cette
discontinuit¢ est nulle (voir (5.1-2)).

On peuat dire aussi d’apres (5.1-3) que le rapport des caractéristiques mécaniques
introduit une nouvelle courbure sur o, due au changement des caractéristiques
mcécaniques de la premiére couche .

5.2 ESSAI BRESILIEN EN MULTICOUCHE :

Ce probleme traite l'influence du serrage sur les contraintes sur I'axe des Ydans le
cas d’un disque(1) emmanché dans un tube (2).
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(h ,
S (2)
R,= Sl
i
i T
)i
o
!
Ry i
{

Figure 5.2 Essai brésilien en multicouche

Le matériau utilisé pour cet exemple est le méme pour les deux couches, mais avec
direction des libres différentes.

Les caractéristiques mécaniques de la premicre couche sont:

21=21 E6 kPA
L ,=1.7 6 kKPA
v,=().2]

G =14 E6 kPA

Ces derniers parametres sont celles du graphite-époxyde
(M.D.SNYDER,T.A.CRUSL, 1974).

Les caractéristiques mécaniques de la deuxieme couche sont:

E =1.7 E6 kPA
[,=21 E6 kPA
v=.017

G ,=1.4 6 kPA

La valeur du chargement est P=100 kPA
Pour résoudre ce probleme on a d considérer:

-Une double symétrie.
-Le nombre éléments qui subis une pression normale est
12.
-Le nombre d’¢éléments d'interface est 44 avec une descritisation de 36
clcments sur un angle de 86.4°,
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-Le nombre d’éléments libres est 43,

-(rois serrages son
#f or=.0m
# Or=.1 m

{ & considérer:
m
m

# Or=.2 mm

Les abaques (5.2-a) et (5.2-b) obtenus sont les suivants:

g, |kpa
«m_m“l | ] |
~,= .2mm
200.00 .'
O,=.1mm -
R
I
0.= ()
o e == -_w-—-
| hr: ()
|
20000 - |
|
|
i ot Ea A (R R R I (111
0.00 0.20 n.4n 0.60 0.a0 100
I'igure 5.2.a:Variation de o, en fonction de y
o, |kpa |
oSydkpd I S
-100.00
-200.00 - :
|
i M e e s s
0.00 020 0.40 0.60 0.80 1.00

Figure 5.2.b: Variation de o,, en fonction de y

On remarque qu'a cl

1aque fois qu'on augmente le serrage,la valeur de o, devient

de plus en plus grande et positive et celle de a,y de plus en plus petit et negative. Cela
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est previsible puisque le serrage conduit a une compression de la premiere couche et
une traction de la deuxiemetandisque oy reste négative( compression ) avec des
valeurs de plus en plus petite.

On remarque aussi la continuite de oy, a l'interface (y=.6m) et que les conditions
aux limites sont réspectées (0, = -P, y=Im),et que o, est discontinue a l'interface
(y=.6m) qui est diie & la discontinuite de matiereet de la différence de rigidité entre les
matériaux

5.3 PROBLEME DE FISURATION:

Dans cet exemple, nous allons calculer les contraintes qui agissent dans l'axe X
pour pouvoir comparer l'effet de la géometrie des fissures sur le risque de fissuration.
Pour cela on considere les deux problemes representés sur le schéma suivant:

NERERERRER

Figure 5.3.b:probléme a fissure a téte arrondie
LLes caractéristiques mécaniques de la premicre couche sont:

I =645 kPA
E ,=17000 kPA
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G 1,=870 kPA

Ces constantes sont données par GREEN et TAYLOR 1945 (S.L.CROUCH
1983)pour une plaque de sapin.

Les carracteristiques mécaniques de la deuxieme couche sont:
E =17000 kPA
:,=045 kPA
v5=.5535
G ,=870 kPA

La valeur du chargement est P=100 kPA

Pour résoudre ce probleme on a consideré:

-Une double symcétrie.

-la fissure est discrétisée en 45 elements ( dont 3 sontpour l'are de cercle dans
le cas de fissure avece arrondi ).

-Le nombre d'¢lcments sur la face chargee est 35 dont 15 elements apartenant
ala premiére couche.

-Le nombre d'eléments sur la face libre est 40,

-Le nombre d'éléments d'interface est 40),

On a obtenu les courbes representées dans les figures (5.3-a)et (5.3-b) :

. [ kpa I
300 05‘1 [ ] ‘
|
‘ téte aigue |
200.00 :
1 » téte arrondie !
|
10000 - | |
|
0.00 e » e e e e e— e — T - — - — -

|
-100.00 - - l

: L L I Rl R St R (|11]

0.20 0.30 0.40 0.50 060 o70

Figure 5.3.a:variation de o, en fonction de x
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o, kpa
ol KT
‘ » LEle aigue |
| : : :
téte arrondie |
ADD.OD .
|
|
400.00 :
I
—---:-_J
0.040 —_—- e m e s = e e = — = —— = — = }—--‘_
|
-400.00 - 1 ] 1 [ 1 | l | 1 | Xl m l
0,20 0.30 0.40 n.50 1.6 0.7n

Figure 5.3.b:variation de o,, en fonction de x

On remarque que 0y, et oy, tendent vers l'infini en s'approchant de la téte de la fissure.
Cependant, on remarque aussi que les contraintes dans le cas de la fissure A téte
arrondie sont tres petite devant celles de la fissure a téte augue.Donce le risque de
propagation de la fissure est plus grand pour la fissure & téte aigue. On peut aussi
remarquer que les valeurs de oy, sont trés supéricure aux valeurs de o,, . On peut en
conclure que s'il y'a fissuration,la fissure va se propager suivant I'axe des X.

On remarque une discontinuité de o, a l'interface qui est due a la discontinuite de
la maticre et a la difference de rigidité des deux materiaux.

5.4 EFFET D'UN NOLEUD DANS UNE PLANCHE DE SAPIN:Pour pouvoir
préciser les licux les plus dangereux sur l'interface entre le noeud et la planche de
sapin (voir schémas), nous allons calculer la contrainte o, sur l'interface.pour cela,on
considere alors le schémat suivant:
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——— R=0.5

Figure 5.4:Planche de sapin avec noeud
Les caractéristiques mécaniques du noeud sont;

2 =6450 kPA
E>=170000 kPA
v,=.021

G ,=8700 kPA

Lt les caractéristiques mécaniques de la planche de sapin sont:
E =645 kPA
L ,=17000 kPA
V|2=”21
G |2=87” kpA

La valeur du chargement est P=100 kPA

Pour résoudre ce probleme on a consideré:

-Une double symétrie.

-Le nombre d'é¢léments sur la face chargée est 22.
-Le nombre d'élénicnts sur la face libre est 45.
-Le nombre d'¢éléments d'interlace est 33.

On a obtenu les courbes représentées dans la figure (5.4-1):

43
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Figure 5.4.1:Variation de o, en fonction de 0

Pour le noeud, la distribution de la contrainte tangentiel ne s'annule pas et elle est
décroissante dans  l'intervalle 0 =03 90°. Sa valeur maximale o, max=215kPA a

0=1,36°.Donc pour le noeud,ce point représenté le point le plus expose a la rupture.

Pour la planche,la contrainte tangentielle maximale est de 73kPA a 0=20).45° C'est
le point de la planche le plus exposé a la rupture. 11 est A noter que la contrainte

tangantielle s'annule pour 68 =77°,

5. 5 Plaque infinie percée fretée avec tube qui est chargé tangentiellement sur le
contour :
Les paramétres physiques du tube sont:

E,=1.2 ES

E,=0.6 ES

v»>=0.071

G,,=0.07 ES

Et les parametres physique de la plaque sont:
E,;=0.6 ES
E,=0.3 ES
'\»"]32“.071
G,=0.035 ES

I valeur de chargement est P=t =10 kpa
On veut montrer le risque de glissement .
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(D

Figure 5.4: plaque infinie avec tube chargé tangetiellement.

Dot =10KkPa

On désire calculer les contraites o,,,0,, et 0,, sur le segment limité par les
point (1,0 ) et (5,0) de la figure ci-dessus , pour ce probleme on n’a pas de symétrie .
Pour qu'on puisse se¢ rapprocher aux arcs de discritisation , on doit rafiner le plus
possible les portions de ces arcs qui sont pres de segment de caleul| ( 1,0) ;5 (5,0) |
On va donc diviser le cercle intérieur du tube en trois arcs :

-Le 1" arc d'ouverture (0°a 5° ) est discritisé en (20) éléments .
-Le 2°™ arc d'ouverture (5° a 355°) est discritisé en ( 60) ¢léments .
-Le 3™ arc d'ouverture (355° 2 360° ) est discritisé en (20) éléments.
Pour l'interface on a consideré la discritisation des deux matériaux suivante :
-L'arc (0° 4 5% ) est divisé en (20) ¢éléments .
-L'arc (5% a355°%) est divisé en (60) éléments .
-L'arc (1355° 4 360° ) est divisé en (20) éléments .
En posant que le coefficient de frottement entre les deux matériaux est égale A
(0.4 et aprcs plusieurs €ssais , on trouve que le sérrage qui assure l'empéchement du
glissement rigide entre les deux materiaux est 0,6 mm . Pour ce serrage , on a obtenu
les résultats regroupés sur le graphe suivant:
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Figure5.5.1:Variation de contraintes en fonction de x

D “apres le graphe on voit que les conditions de continuité sur l'interface de a,, (7,) et
Oy (1) sontrespectées tandis quon a - une discontinuité de oy, qui subit a une
brusque variation  de -4 kpa dans le ler materiau 2 environ +4 kpa dans le 2eme
malertaux. o, atteint - sa valeur  maximale a l'interface . Par contre Oy, €l Oy
atteignent leurs valeurs maximales a r=1m pour le ler materiaux .

On constate aussi que toutes les contraintes tendent vers des valeurs nulles a 1'infini.
5.6. Influence du rapport r, /r., de deux anneaux concentriques encastrés a
I'extericur et chargés tangenticllement a l'interieur :

Soit les deux anneaux circulaires illustiés sur la figue ci-dessous.

(2)

Figure 5.6: deux tubes concentriques chargés tangentiellement par l'interieur.

Le tube intéricur a les caractéristique suivantes :
I£,=1.2 E5
15,=0.6 IS5
vi>=0.071
Gy-=0.07 S
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ct le tube extéricur a les caractéristique suivantes:

1,=0.6 IS
[‘:_3:”.3 155
\'u:{ ).O71
G,-=0.035 S

Le chargement est P =t=10kpa.

a) On a commoncer par prendre 1y /r, =2/3. On suppose un coefficient de frottement
entre les deux mat@riaux  Cgale a 04 0 Apres  plusicnrs éssais .on tronve  que le
serrage qui empéche le glissement rigide entre les deux matériaux est 0.3 mm. Pour
ce serrage, on a  caleule o0, et g sur Faxe des x .On a  obtenn les resultats

illustics sur le graphe suivant:

nlk i
20h I| I ! ) :”x.‘c
[.I'll -
| i, Loery
¥ T Qs L§L
DI =i =y - _J. — e e DA e ey
|
a0 |
| |'|
i
| :
am | ] |
|
I. I.“l, |
| &
! I
SRIn ll ﬁ
| |
f
§ |
Rt | | | i |
X|m]
1n 1R a.m 2.5n am

Figure 5.6.1:Variation des contraintes en fonction de x

Dapics le graphe les conditions d'interface sont respectées . o, varie de zero d r=Im
a-Zkpaet & -1.9 auviveau de l'encastrement .

Uy, varie de sa valeur maximale de -7,88 kpa 4 r=1m i 1,48 kpa al'interface et A
une valeur nulle a r=3m.

Oy varie de sa valear maximale de -7.28 kpa & -3.50 kpa a r=2m pour le premier
matériaux et une brusque variation & + 1,8 & r=2m pour le deuxiéme matériaux et
tend vers zero ar=3m,

b) Dans le deuxieme cas on prend le méme probléme mais avee ra/ta =1/5. apres
plusicurs essais on trouve que le serrage qui empéche le glissement rigide entre les
deux tube est (0.5 mm | ce qui nous donne  les resultats de graphe ci-dessous:
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Iigure 5.6.2 Variation des contraintes en fonction de x

D apres le graphe on voit que la différence entre o, des deux frontiere d'interface a

augmentce | et on constate  que g, reste  toujours négative et atteint
en compression  daiis 'interface |, o, varie de sa valeur maximale en

maximale

sa  valeur

valeur absolue jusqu'elle tente vers zéro en se rapprochant vers I'encastrement

¢) Pour le cas ou 1y /r, =1/10 on trouve apres plusieurs éssais que le serrage qui
empéche le glissement rigide entre les deux matériaux égale 40,6 mm et d apres le
paragraphe (¢) onvoit qu'on a pratiquement devant les méme résultat trouvés dans

'exemple (5.9 en contraintes ¢l en serrage .

ulk %l ;
4.0 I ‘ I ’ O (,.‘(K
Ly
! ] ; 01z ey
| R o b0 & O
i '
2800 e e _‘Ji-..-A_.___._._,,_.'_.*,'.f.‘.'__' "
o, | e ..
. ,.:u'-:""""""""j_
T :
¥ |
df
A I
B.OD / I
I
|
12.00 | ' | ' ' ' i

1.00 2.00 a.nn 4 0N

: 1oX[m]

s.nn

Figure 5.6.3: Variation des contraintes en fonction de x
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T on constale qu' en augmentant le rapport 1 /r» le serrage qui blogue la rotation
solide cntre les deux matcériaux augmente .
5.7.Plaque finic percée et composée de deux couches a fibres croisées :
Considérons la plaque présentée dans la Fig (5.7) .avece deux couches de méme nature
mais a fibres croisces .
I.es caractéristiques de premicre conche sont
I=12 L4 Kpa
=0 L4 kpa
G,,=0.7 L4 kpa
v»=0.071
Lt on aura par conséquent les caractéristiques de la deaxicme couche :
I5,=0 14
I,=12 14
G=0.7 4
v;»=0.0355

Iigure 5.7:Plaque finie percée et composée de deux matérianx

Prenons La valeur de chargement P=100kpa .On désire trouver la valeur de chargement

de compression P* sur le segment [(0.2),(4,2)] . qui empéche le glissement rigide de 1a
" premicre couche.

Apres plusicurs ¢ssais on a trouvé que P¥= -1.77 kpa .Si pour un coclficient de

frottement entre les deux couches est égale 2 0.2 . Done on doit appliquer une pression
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S0

de -1.77kpa sur le segment supéricur de couche (2) pour empécher le glissement de la
couche (1).Dans ce cas les valeurs de oy, sur le contour de pergage sont caleunlées et

regroupées dans fe graphe suivant:

5,
annan

kpa]
|

2,00

100 0n

NN == = — = - — -

1nn.nn

2n00n |

n.nn 20,00

A 00

: |
RN N0

0] deg|

[EANATH] 100 110y

Figure 5.7.1 Variation de contrainte o, en fonction de 0

D apres la figure (5.7.1) , 0y est discontinue & 0=45" c'est au niveau de linterface

entre les deux couches ce qui éait prévisible.

Elle  varie a l'interface de 21 1kpa en traction pour la premi¢re couche a -39kpa en
compression pour la deuxicme couche .
Elle atteinte ses extr¢émums a0 =0° o elle est égale & -155kpa (compression).et i
0=00° clle est ¢gale & 249kpa (traction)
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Conclusion/

Cette ¢tude nous a permis d'apprendre quatre notions utiles pour Mingénicur
pour la résolution de certains problémes pratiques :

- La premicre est la méthode des contraintes fictives qui est une méthode

souple a utiliser.
-la deuxieme discipline porte sur la théorie des milieux anisotropes .

-La troisicme est la connaissance d'une méthode pratique pour la
caractérisation des matériaux anisotropes en deux dimensions.

-La quatrieme porte sur la connaissance des relations a utiliser pour les
interfaces entre couches et les conditions de non-glissement entre ces derniers .

Nous avons pu grace a ces acquis , de construire un code de caleul pour la
modclisation des milieux élastiques anisotropes ., homogénes et multicouches
par utilisation de la méthode des contraintes fictives pour les problémes plans ef
de présenter une méthode efficace et économique pour la caractérisation en deux
dimensions des matériaux anisotropes .

Nous avons opté pour I'¢tude du champ de contraintes puisque cette
grandeur (contrainte) reste unc préoccupation majeure pour 'ingénieur pour le
dimensionnement des piccees .

Nous avons pu grice au code construit , de mettie en évidence l'influence
de plusicurs parametres sur les contraintes |, tels que le rapport des modules
d"Clasticités (- modules de Young et celui de cisaillement ) , la valeur du serrage
Jde frottements aux interfaces, la valeur des contraintes A l'infinie ( dans le cas
des milicux infinis ) | et de la forme des fissures . Un teste de non-glissement a
¢t¢ applique pour certains exemples pour le calcul du serrage et du chargement
permettant I'¢quilibre des couches I'une par rapport a l'autre .
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Annexe :

CARACTERISATION
EXPERIMENTALE DES
MATERIAUX
ANISOTROPES EN DEUX
DIMENSIONS
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A 1- INTRODUCTION

['ingénicur mécanicien  a  besoin  de connaitre  le comportement mécanique des
mat¢riaux utilises pour fabriquer déverses picees ct structures . Se sont  les essais
mcécaniques qui peuvent lui fournir ces données.

Iin  effet | les calcules modernes fournissent  un moyen de micux  comprendre le
comportement des structures. Lt s'¢tayant ainsi - I'une sur l'autre | l'expérience et la
théorie conduise a une maitrise de plus en plus grande de la résistance mécanique des
structures.

L 'objet de ce chapitre est de présenter une méthode économique et efficace pour
la caractérisation ( en dcux dimensions ) d'un matérian  anisotrope (Le matériau
utilise est le bois blanc).

A 2-APPAREIL UTILISE:

[appareil utilis¢ est un banc de flexion simple .qui s¢ compose d'un systeme  de
fixation des éprouvettes (encastrement),d'un systéme composé d'un comparateur pour
mesurer la fleche dans les points voulus, d'un systéme électrique qui peut a l'aide des
Jauges fixées sur les ¢prouvettes de mesurer les déformations et d'un crochet pour
charger le dispositif avee des masses (voir fig A 2-1).

l:Encastrement 4:Eprouvette
2:Gauge extensometrique 5:Comparateur
J:Appareil mesureur des déformations 6:Crochet

Fig A 2-1 Dispositif de mesure

Cependant, pour la caractérisation  on a besoin d'avoir trois éprouvettes -
- une A hbres longitudinales © pour le caleul du module  d'élasticité  suivant la
direction longitudinal noté Iy et du coefTicient de Poisson noté vy,
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- Une a fibres transversales : pour le calcule du module  d'élasticité suivant la
dircction transversale nott [,

- Unc a fibres inclinés — a 45 2 par rapport a la direction longitudinale  de
I'éprouvette: pour le caleule du module d'élasticité de la direction inclinée  noté Eys
¢t permettant ainsi la détermination du module de cisaillement

Remarque: il est a remarquer que le mesurage  des déformations n'est fait qu'une
seule fois . done on a utilis¢  qu'une jauge extensometrique fixéesur I' éprouvette a
[ihre transversale .

A -3 CARACTERISATION DU BOIS BLANC :

A -3-1 Rappels théoriques :

Pour le cas de la figure ( A -2-1) . la fleche provoquée par une masse m est donnée
PAT- g 17 (1.-1/3)
. I
La pente du graphe y = [(m ) est donnce par

O 12 (1L-1/3)
(e ° b h'

.m (A-3-1-1)

SO
op 17 (L-1/3)
tgoee b '

(A-3-1-2)

ou : Module d'¢lasticité suivant I'axe x .
la d¢formation transversale provoquée par une masse m est donnée par:

"()g (I,'.‘() Vi2

l://.‘-_ - L)
b h”

. m (A-3-1-3)

ct la pente du graphe ¢, ¢st -

-(‘J‘!:'\ ( L-x ) Vi2

te o™= -
b h”
soit
g aglic b h?
Vig= (A-3-1-4)

Og (L-x)

L.e module de cisaillement peut étre calculé en fonction de 15 . I, | Iiys et vy, par la
relation ( Robert | M Jones ( Mechanics of composite material ) p66) :

I -
(”II“\ )*( |”|)-( ”f':;)-(Z\’u”':])

(A -3-1-5)

(i|3"
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On peut facilement  de montrer que la formule qui donne T'ericur sur le module
de YOUNG est

(AEEQ ™ (Ayly) H(AV/DY 3(AWR) H(Am/m) 1 (Ag/g) 1 2(AI/) f_:'l'n\}'” (A -3-1-6 )

‘'t celle  de l'errcur  sur le coelficient de Poisson est
3 AL T Ax
(Av)2/via)= (As/ £ ) HAEJE) T (AD/D) 1 2(Ah/h) H(Am/m) H(Ag/g) ! -_h(_l'“;k_}__ (A -3-1-7).

I.'errcur sur le module d'¢lasticité est:
(AG12/G12)= A(AE s 1Eas ) HAE TE ) HAE/E?) 1 2[{M W E) P vinAE /E)] (A -3-1-8)

Remarque : L'indice x dans les formules précédentes peut étre égale a 1.2 ou 45°
suivant I'éprouvette utilisée (voir fig A-3-1-1).

(2)

'y

(45°)

- P
v Directions

(1) N Y des fibres
S .

Iig A-3-1-1 :les différents sens d'orientation des fibres .

A -3-2 :Caractéristiques géométriques des éprouvettes et du chargements:
Ces caractéristiques sont dressées dans le tableau suivant ;

Eprouvette hjm] b{m] L=1lm]| x[m]
(indice)
[ 15.5%10™ 29.9*%107 225107 25%10°
2 15.9*%10" 29.6*107 150* 10
45" 16*107 29.8*10™ 150%10"

Remarque : dans les calcules des erreurs , on admettra que les valeurs des erreurs
prisent sont :

Ae,, =10 ( précision de I' appareil de mesure des déformations ).

Ab=Ah~ 10" m ( Mesuné par une pied a coulisse a 1/10 mm ) .

Ay= 10" m ( Mesuré par un comparateur a I/100mm )

Am=Ap=Al=AL=0,

It on prendra comme référence la derniére expérience .
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A 3-3 Résultats , calcul des caractéristiques et des erreurs :

A 3-3-1 Eprouvette a fibres longitudinales :
I.es résultats obtenus sont donnés par le tableau suivant et par les graphes

(A-3-3-1-1)ct(A-3-3-1-2):

] el BRI T ——
100*107 11*10° T
150*107 T15%10° i IR B
200%10° 19%107 =7.5%10° B
250%10° 24*107 -10*%10°
300%107 28%10° TJlv0t
350% 107 32%107 -12.5%10°
400*10™ 36*107 -15%10°
450*107 A1*10° -17.5%10"
500%10° 46*107 175410
550%10° 19.5%10° -20*10°
600* 10 54.5%107 20%10°
650*107 57107 22.5%10° |
700%10° 61¥107 225%10°
750*10° 65.5%10° D7EElo" |
8O00* 107 68*107 -30%10° 4 =
850* 10 73%107 325%10°
900% 107" 76*107° -32.5%10° )
950* 10" 82*107 -35%10°
~1000% 107 86*10° -35%10°

) 1050*10° 90*10° B E
1100*10° 94*10° -40*10° -y |
1150%107 98*10~ -42.5*10°

1200%10™ 101.5%10” -45*%10 "

1250%10™ 106¥10° -A45*%10° -
i 1300%10°° L*o” -47.5*10"

1350*%10° 15107 S0¥ 100

1400* 10 119%10° -50*10°

1450* 107" 122*%10” -52.5%10°

1500%107° 126*¥10° S55% 10"
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Fig A-3-1-1 Variation de la fléche en fonction
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a/ Caleul de E;
I.a droite qui passe par l'origine et qui approxime au micux les points des graphes (A-
3-3-1-1) est obtenue par la méthode des moindres carré est de pente ;

(e, 8.56034% 107

D apres (A-3-1-2) ona:

_6M9.81(225% 1077 (225*107-225% 10°Y/3)

I'i|
8.50634* 107 *¥29 9% [0 *(15.5%10 )"

SO

[, 4689421345 Pa

D apres (A-3-1-6) on a:

AE;=4689421344.530[107'/(29.9*% 107 )1(3*107 )/(15.5%107")1 |.n- (126%107))
soit:

AL = 143664307 Pa

d’ou:

1= (4689421345 + 143664307) Pa

b/ Calcul de vy;: on procede de la méme fagon on a alors :
-8
(g o= =3.64093* 10°

D apres ((A-3-1-4) on a:

__=3.64093* 107 *4689421344.530*29.9% 10'(15.5*10°")?
6*9.81%(225%107-25%10™)

Vi2
soit:

vip= 0.01

D apres (A-3-1-6) on a:

Avi=LOAI88* 107 10/(55% 10 ) 1 143664306.910/4689421344.530 1

107/29.9%107) 12 107/(15.5% 107)]
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soIl:
Avia= 0.00
D'ou :

vi,= 0.01 X+ 0.00

A -3-3-2 :Eprouvette i fibres transversales :

L.es résultats obtenus sont donnés par le tableau suivant et par le graphe (A-3-3-2-1)

m|kg| 7 LT S
50* 107 32*10°
100*10~ 59%107°
15010~ 92*10”
200*10™ 129.5%10"
250*10” o110
300* 107 187%107
35010 212.5%10° »
400*10° 265107
450* 10" 289%10°
500* 10" 324%10° N
vl 107
400.00
300,00
20000
100.00
|
|
0.80 r Lot imlkg)
000 LR 020 010 04n nan

Fig A-3-3-2-1 :Vuriation de la fléche en

Sonction de la masse (fibres transversales)
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a/Caleul de 15 :par la méthode des moindres carres . on trouve la pente qui approxime
de micux le graphe

(A-3-3-2-1) et qui passe par I'origine .on a :

(g o= 6.39974 *10™

D apres (A-3-1-2) on a:

Ff“6*98](!50*HTU%ISU*HYilSU*HYVB)
0.39974*% 107 *29.6* 107 *(15.9%10°")"

SOIt:

I5,= 173923138 Pa
D apres (A-3-1-0)on a:
ALL=173923137.556.[1077(29.6* 107 Y1 3*¥10™ )/(15.9% 10 ) 1107/(324% 10
soit:

AL,=4405947  Pa

D'ou :

5= ( 173923138 4 4405947)Pa

A-3-3-3: Eprouvette a fibres inclinées a 45° par rapport a I'axe x:
les résultats obtenus sont donnés par le tableau suivant et par le graphe(A-3-3-3-1).

m[kg] y[m] m|kg] ylm]
50*107° 11*10° 550*107° 127:5%107
100* 107 24*10° 600*10™ 138%10°
150*%107 35.5%107 650*10" 150%10°
200%107 48* 10 700*% 107" [61*10°
250%107 60*107 750*10° 170*10°
300%10° 71.5%107 800* 107" I81*10°
350*!0? 84%10° 850* 107 192%10°
400% 10~ 95% 10~ 900* 10" 203*10°
450*10" 106*¥107 950* 107" 214*%10°
500*107" 118.5%107 1000*107° 226%10°
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Fig A-3-3-3-1: Variation de la fléche en fonction
de fa masse (fibres inclinés a 45°)

a/ Calcul de E s on procéde de la méme fagon on a alors :
-1
12 (s — 2.28474 *10

D apres (A-3-1-2)on a :

6*9.81(150* 107 (150* 107-150*107/3)
2.28474%107 *29.6* 107 *(16*10™)

s =
soit:
[45= 474886451 Pa

Lt d’apres (A-3-1-6) on a :

AE,5=474886450.767 [107/(29.6* 107 )+(3* 107 }/(16* 10”7 ) 1 107/(226* 10°%)]
Soil:

ALL15=12598967 Pa

D'ou :

s = (4748806451 £ 12598967) Pa



Annexe / A A-10

A 3-3-4 Calcul des modules de cisaillement :
D apres (A-3-1-5)on a:

Gip= | | 2*1.04118#107?
(4/474886450.767)-( 1/4689421344.530)-(1/173923137.556) + 4689421344 53

soil:
G1>=405745766 Pa

et d apres (A-3-1-6)on a:

_ 4%12598967.127 143664306.010
o ) o 1
AGiz=(E30TI00303) | e e e 6TV (468942 1344.530)°
4405946.608 0.0007*10” [.O4188*10 14366430691
193 [ e ;
(173923137.550)° J468‘)42 1344.530) (4689421344.53)

SOl

AG 125 61866958 Pa

D'ou :

G (405745766 + 61866958) Pa
A-3-4 Conclusion:
lLa méthode utilisée pour la caractérisation en deux dimensions d'un matériau

anisotrope (bois blanc) est une bonne méthode car:

a/Llle est rapide : puisque les mesures des fléches et des déformations sont immédiates

b/ Elle est économique : puisque on n'utilise qu'une seule jauge d'extensometrie et un
matcriel disponible a I"école nationale polytechnique.

¢/ Elle est précise : puisque on voit bien que l'erreur relative maximale est de 12%
(dans Ie calcul du module de cisaillement).

+ Les résultats de caractérisation peuvent étre introduites dans le code de caleul

développé pour faire une simulation. De plus, le probléme de planches avee un nocud
peut ¢tre pris en comple.
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