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ABSTRACT

In this work we study a quasitridimensionnal flow of a perfect.
compressible and steady fluid thmugh a radial turbomachine adopting
C.H.WU's subdivision and using the finite élément méthod .

RESUME

. Le but de ce travail est l:étude de e écoulement quasitridimensionnel
d’un fluide parfait,compressible et stationnaire a travers une roue d’une
turbomachine centrifuge en adoptant la modélisation de « CHWU » , et en
utilisant la méthode des élément fini .
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Introduction

INTRODUCTION

Devant la complexité de 1’étude d’un écoulement réel dans une
turbomachine, vu la nature tridimensionnelle, instationnaire et visqueuse, de
P’ecoulement, les ingénieurs chargés d’appliquer les connaissances de la
mécanique des fluides a I’étude de ces machines se voient contraints de
recourir a des approximations congues de fagon suffisamment simples, mais
conservant cependant un caractére physique acceptable.

La description de 1’écoulement dans une turbomachine se fait le plus
souvent par superposition des solutions de problémes classiques d’écoulement
moyen et de grille d’aubes.Cette description est portée essentiellement sur le
modéle de CH WU (modéle des surfaces S1-S2) qui consiste en la
décomposition fictive de 1’écoulement tridimensionnel en deux écoulement
bidimensionnels et sur deux familles de surfaces orthogonales & savoir :

-Ecoulement moyen ou méridional.
-Ecoulement aube a aube ou a équilibre radial.

Le but du présent travail est I'élaboration d'une formulation en €éléments
finis qui permet de modéliser I'écoulement d'un fluide compressible a travers la
roue dune turbomachine centrifuge. L’étude de I’écoulement quasi-
tridimentionnél permet de fournir des informations aéro et thermodynamiques ..
du fluide en chaque point de la roue de la turbomachine. . :
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Dans le présent travail l'étude de l'écoulement 3 travers unme
turbomachine a été abordé en effectuant les hypothéses simplificatrices
suivantes :

-Régime stationnaire.

-Fluide parfait .

-Ecoulement isentropique.

-axisymétrie des surface de courant.

Nous avons structuré ce travail en trois parties essentielles :

Premi¢re partie : FEtablissment du modéle mathématique qu régit
l'écoulement (en utilisant la méthode de C H. WU).

Dexieme partie : Formulation du probléme par la méthode des éléments finis
(en utilisant I'approche résiduetle de GALERKINE).

Troisiéme partie : Dans cette partie on présentera les différents cas testés et les
résultats numeriques obteus .
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Modélisation de I'écoulement tridimensionnel par la méthode de C.H.WU ’

I. MODELISATION DE
L'ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL
PAR LA METHODE DE C.H. WU

L.1. INTRODUCTION :

La modélisation adoptée dans ce travail est celle de C.H WU, qui se
base sur la décomposition de I'écoulement en deux écoulements

bidimensionnels °

¢ Un écoulement qualifié de “moyen” ( through flow ), dont la
principale caractéristique est d'étre a symétrie axiale, c'est-a-dire qu'il admet
une famille de surfaces de courant de révolution ($2). (voir fig.1.1.a).

e Un écoulement de  “grille” ( blade to blade ), dont la surface de
courant (§1) est décrite dans la roue par I'ensemble des particules fluides se
trouvant sur un cercle concentrique a I'axe de la machine.(voir fig.1.1.b).
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I.2. HYPOTHESES :

0. Fluide parfait : les forces de viscosité sont considérées nulles (u=0).
®. Ecoulement stationnaire :la variation de toute grandeur dans le temps est

nulle (FA=0).
Les équations de départ sont les équations de conservation de la masse

et de l'énergie, 'équation d'état de gaz et I'équation d'évolution de l'entropie,
[4], elles seront traduites suivant les deux familles de surfaces.

1.3. ETUDE DE L'ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL

[.3.a. ECOULEMENT MERIDIONAL (MOYEN) :

Dans I'étude de l'écoulement méridional, les coordonnées r et z sont
suffisantes pour définir n'importe quel point de la surface (S2).

La résolution des équations de continuité, de mouvement et d'énergie en
bidimensionnel, nécessite l'intoduction des dérivées spéciales afin de prendre

en considération 'éffet géométrique tridimensionnel.

Pour une grandeur g(r. @ z) les dérivées spéciales sont données par :

. _d4_nq
ar or rn, 06
9q_dq_n q
é & rn, 56

1.3.a.1. EQUATION DE CONTINUITE :

L'¢quation de continuité en coordonnées cylindriques (dans un repére
relatif 1i¢ a la roue) est donnée par :

1 10 .
calewl T zglowl+ Zlow]=0 - (D)

avec | w, wpet w, sont les composantes de W .
introduisons les dérivées spéciales dans (I.1), (voir Annexe A)

:*};%[prw,] +§Z—[pwz] =dr,z) .. (12)
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1.3.2.2. EQUATIONS DU MOUVEMENT :

Pour un écoulement stationnaire non visqueux l'equatlon du mouvement
dans le repére relatif est :

26 AW -WA(NAW)==V]+TVS . (13

avec: W :Lavitesse de I'écoulement dans le repére relatif.
: La vitesse angulaire de la roue.

: La température moyenne.

: L'entropie.

. La rothalpie (I=H-0 r Vg )

. Ve
H : Enthalpie totale (H=h+ 5 +gz)

Vy : composante selon 6 de vitesse dans le repére absolu.
La projection de I'équation vectorielle sur les différents axes est :

D 7 QW Ry

w,| & M, ] M ow. ad _&

17 ”Q"“J*“’-(oar - &'j:“a?”'o? - (14.2)

w,[ & . 1 (ww .owJ ld T&

rLo'*r("w) a0 v\ ae &) rd T rae - 4D
. w, 1 dw, o”wg} a &8

) A Y T B - (140)

avec wy=Vy - or (composition des vitesses) et aprés l'introduction des
dérivées spéciales, (voir Annexe A)on obtient :

w,| & ] ow.  Ow, él &S
_-ri[-;(rVg)-l+ w:[ &r - 7]_—-_—5?}‘_ + T";:,r"' + F .. (I.5.a)
w a w. &
w. O 7 dl .88
—w,[%—% -%g(%)?g““ T%+F, | - (I5.0)
- 1 &P
avec : F=- =5 H




PAGE 7

CHAPITRE I
I.3.a.3. EQUATION D'ENERGIE :

L'équation de conservation de I'énergie est donnée par .

Modélisation de I'écoulement tridimensionnel par la méthode de CH WU

.. (L.6)

a wda . a4_,
“atr et EzTx
Pour un écoulement adiabatique (Q=0) introduisant les dérivées
. (L7

spéciales, on obtient aprés calcul :

ﬁ)| SHJI
i

ol
W o+ W,

s
.. (L8)

ou bien :

a5 &S

T(w, = W Mc??j =0

L'équation (I.8) nous donne la variation d’entropie (5).

Pour un fluide non visqueux, le vecteur force ~ est normal a la surface
..{19)

de courant S, donc il est normal a Ia vitesse relative W . ainsi :
.. (L10)

WE=0=w F+w, F,+w_ F =0

Oow.n +w,n,+w.n =0
. (L11)

WA

et
Des deux équations précédantes on obtient :
L (L12)

n

r o
_w:—-

we B nﬂ nE
. (L13)

et
d'ou par identification on obtient
.. (1.14)
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et par suite W, =-W, IgA-w. Igu ... (L15)

surface
courant

flasque flasque
exterieur interieur

0

fig.l.2 : Définition de la surface S2

L'equation(I.15) représente la condition géométrique, qui permet au
fluide de rester sur la surface moyenne de courant.

Afin d'obtenir une équation pour la fonction de courant, WU [4] a
mtroduit un facteur d'intégration B dans ['équation de continuité de fagon a
avoir B

é 7
> (rpBw )+ = (rpBw_.)=0 .. (1.16)

en dérivant, on obtient™:

Z OB
B (row,) + (rpw, ) S+ B (o) 4 (rw ) 2 =0 (11)
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ou encore

J ZB 7 5,
B (row,) + (row, ) 2o+ B (o) + (v ) 2220 (L1Y

en divisant par B.r,on aura :

15 pw 6B 2 pw. OB

1o £ et 2 LNty . (L19
~(rpw,) + 5 5’,+&(PW)+B > 0 (1.19)

1z, )+_a:( . [ pw, 3B pw. B

L e+ (oW, —-L 5 & ' g &J .. (1.20)

Le premier membre de l'égalité dans I'équation (1.20) représente
['équation de continuité; ainsi :

pw,EBerw:EBW_
B & B &J‘

largeur circonférentielledu canal entre aubes

C(r,z) ' . (L21)

ou : B=
pas d'aube

1.3.2.4 INTRODUCTION DE LA FONCTION DE COURANT :

On introduit la fonction de courant de fagon a ce que I'équation de
continuité soit vérifiée pour tout r,z .

L'équation de continuité est :

Z %
& (rpBw,) +— (rpBw_.)=0 .. (122)
5y |
— = ¥pB
Py rpBw
ona: | _ .. (1.23)
L —EZK =-—rpBw,



CHAPITRE I PAGE 10
Modélisation de 'écoulement tridimensionnel par la méthode de CH.WU

D'aprés le systéme (1.23) les composantes de vitesses w; et w, sécrivent :

1

oy
w, = prBE— .. (1.24)
5
=B - 129)

substituons (1.24) et (1.25) dans (1.5.a) et (1.5.c), nous obtenons :
1 Jdy 1 51 .25 w, @
) —;:[5,, 5-—7"5;(%)-12] .. (1.26)

g | dy. é 1 Oy 1.8l .3S w,J
G et a) " v & -,z -£] (127

ou &, etF, sont des forces agissantes sur les aubes, elles sont deéfinies par :
E=F.tgd .. (1.28)
E=F . tgu ... (1.29)

Les équations (1.26) et (1.27) sont les deux formes de I'équation
principale de WU [5], ces deux formes sont identiques, cela nous permet
dutiliser 'une des deux formes, pour obtenir une solution de la fonction de
courant qui satisfait toutes les équations gouvernant I'¢coulement réversible sur
la surface de courant moyenne.

D'aprés Hirsch {6] , I'équation (1.27) est particuliérement adaptée quand
la vitesse radiale w; est plus large, c'est le cas des turbomachines radiales .

1.3.2.5. CONDITIONS AUX LIMITES :

La fonction de courant, solution de l'équation différentielle (1.27) doit
vérifier les conditions aux limites suivantes :
© sur AD - des conditions aérothermodynamiques (Vo ,po ,Mo) pas tros loin
de la réalité physique .
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F

N
' £y

@ AB et CD : seront des lignes de courant .
ainsi; ¥ - ¥ =¢q

¥, :la valeur de la fonction de courant sur 4B;flasque interieur (moyeu).
¥, : la valeur de la fonction de courant sur CD;flasque exterieur (cartér).
g : le débit massique.

© sur BC : nous avons adopté une condition simplificatrice qui exprime que
I'écoulement est bien ” guidé 3 la sortie du canal ”.

Ces conditions seront traduites mathématiquement dans le chapitre
suivant pour le calcul de la fonction de courant .

Sortie

D
M,

Entrée p 0
Py
A

- fig .3 :canal méridional
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I.3.b. ECOULEMENT AUBE A AUBE :

La pdsition d'un point sur la surface (S1) est décrite par ses coordonnées
met @ (voir figl4.aetfigldb)

ona:

g osa ¢ +siné1

o cosa — L

em &z ar

W =w,i +w_i,
<

d6é

I = p— L {1.30
” gh = r—— (1.30)
WS> =wl+w

m = r

[.3.b.1. EQUATION DE CONTINUITE :

En prenant compte des hypothéses et des équations (1.30), I'équation de
continuité s'écrira comme suit :

%;(pwg)%g?(prwmﬂpwmkﬁo - (1.31)
avec: k,: courbure de la ligne ménidienne pp' tel que :
k, = L ou b:hauteur d’'aubages.
h ém
or b= f{m)

d'ot I'équation (1.31) devient :
g g .
g(bwaHg(bprwm) =0 ... (1.32)

La fonction de courant qui satisfait 'équation (1.32 ) est telle que :

.. (133)
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fig.l4.a

h+(Ab/Am)dm

v

fig.l.4.b

Définition de la surface S1
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1.3.b.2. EQUATION DU MOUVEMENT

La vitesse I doit vérifier 'équation de mouvement simplifiée donnée en
coordonnées (m, &,n ) par la forme :

n: lanormale au point p 4 la surface (S1).

La projection de I'équation (1.34) sur /, donne :

1 éw é‘(rVe)] &
L ot N 202 (L35
r[ 50 om © an (1.33)

En mjectant le systeme (1.33) dans I'équation (1.35), et comme 5 et » ne
varient pas en fonction de &, on obtient I'équation suivante :

1 d[tayl o2[1 aw] & 1 6w &
br 3015 39 | " anl B on | Gn b o P (130
hant LA
sachan que.ém—sma
L'équation (1.36 ) devient :
1 (1 a1 1 3
1 o] |1 ] — X dwrsina .. (137)

E%L;é’_g_]—k r%LE%J+ sinQ ob om
1.3.b.3. CONDITIONS AUX LIMITES :

_ . La fonction de courant y, solution de I'équation différentielle (1.37),
- doit vérifier les: conditions aux limites du domaine d'étude, soit une surface de -
courant (S1) définie par la rotation autour de l'axe de la machine dune ligne
decourant méridienne : celle-ci se trouve découpée périodiquement par les
aubes dans la direction périphérique en domaines élémentaires (voir fig.1.5).
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A A I - T

Compte tenu de ia définition de €t si "y, et 7, sont les valeurs de
correspendantes respectlvement aux limites FG et BC du domanne
¢lémentatre, on doit avoir : ey - C

QO y:-y,;=debit masique péssaht entre Be et FG
ainsi
t ..
wi=0 surBC. (a)
wv:=q sur FG. (b) : ‘

Les conditions (a) et (b) sont équivalent aux conditions de tangence des
vecteurs vitesses a la surface des aubes.

+ o L'écoulement est supposé uniforme loin a 'amont AH et a l'aval DE, et
la connaissance de W nous permet de connaitre les valeurs de la fonction de
courant sur ces frontiéres .

® On a de plus la condition de pénodicité pour les deux domaines
comprise entre AB, HG et CD, FE qui se traduit par :

wue = was t4q

WrE = Wep +q

fig.l.5 :Canal aube a aube
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1.3.b.4. CONDITION DE KUTTA-JOUKOWSKI :

En plus des conditions aux limites et des conditions de périodicité de
I'¢coulement, la condition de kutta-joukowski doit étre satisfaite, dont I'énoncé
est:

Pour un écoulement de fluide parfait autour d'un profil dont I'intrados et
I'éxtrados se terminent suivant une tangente commune, et la ligne de courant
1ssue du bord de fuite doit quitter ce dernier suivant cette tangente.

Vénfier la condition de kutta-jokouwski sous cette forme pose un
probléme dans le cas de profils & bord arrondi ou en forme de di¢dre, et la
position du point d'arret n'étant pas connue, une petite erreur commise sur sa
détermination peut en effet engendre une grande erreur dans les résultats.Il est
alors préférable de remplacer cette condition par une symétrie de la répartition
des pressions ou des vitesses relatives sur l'intrados et I'éxtrados du profil, le
plus prés possible du bord de fuite.

En résumé pour un profil donné, a un angle d'attaque donné, le fluide
quitte le bord de fuite sans perturbation st :

e Le bord de fuite est un angle fini, donc c'est un point d'arret pour
Vl =V3 =0

¢ Le bord de fuite a la forme de bisseau.les vitesses quittant I'intrados et
I'éxtrados, sont égales en module, et tangente a la ligne médiane.
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a‘i‘ r .n o JL o ‘ . :-mi’.h h-:}.“ w1
14, RECAPITULATION ,
S LA A R A T

¥

f.

L1 BLAN MERIDIGNAL 1
; Pour un ecoulement stationnaire,. pa:falt axisymeétrique et isentropique
lequanon de C. H WU dans Ie pian @endlonal est.:

e Y RAw

V)

1 5!,1/ L é’y/ lé’] 7
g é}'(rpﬁ 0'}' (rpB V74 [é" ‘

&JI%'

g wﬂ“
F

GARY

f

avec: |
£

'[.=‘Fi{—a)'._dr. Ve .

Largeur circ¢onfirentielle du canal entre aubes
pas d' aube

B=

L‘ ' -0

F=fugu
i : Stk e
1.4.2. PLAN-AUBE A AUBE :

Lequatlon,donnant la fonction de courant de I'écoulement stationaire,
adiabatique -et sain "non Visqueux" dans une turbomachine centnfuge dans le
plan aube a aube est donnée par :

voliaw) oliaw] 1oy o
br 3 L;%J-H—OTELE,EJJFS]“ b =2wrsina
avec

a _

dn—sma
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LS. CALCUL QUASITRIDIMENSIONNEL :

Aprés avoir déterminé les caractéristiques physiques et thermodynamiques
de l'écoulement dans chaque plan ( SI et S2 ) on procéde & un couplage des
résultats , cela est possible en imposant deux hypothéses :

- L'axisymétrie de l'une des deux surfaces .
- La rugosité et I'uniformité du champ de vitesse .

L'écoulement dans une roue d'une turbomachine peut étre défini par les
grandeurs suivantes :

e [a vitesse relative .

o [a densité du fluide .

¢ Le rapport de pression .
Le nombre de Mach.

A°/ LA VITESSE RELATIVE :

La witesse relative suivant la ligne d’intersection des deux plans , aube a
aube et méridien , s’exprime par :

W=—VylAVy2 | .. (1.38)

1
Yo,

Avec : p : est la densité suivant la ligne moyenne .
Wi, W2 :sont respectivement les fonctions de courant |
sur fes deux plans aube a aube et méridien .

L'écriture vectorielle de 1’équation I1.1 est donnée par :

[ owl Sy2 Byl Fy?
& a & &
5 L oplow2 oyl oy
Ve o\ % roe o0 & o (139)
Oyl By Byl Sy
L r0 & & réd ]
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V ‘&o 1 &éﬁ s
Pour sunphﬁer cette expressmn on adopte un certams nornbres d’étapes :
2
¢ L écoulement dans le plan mendlen'(plan axidl) se caractérise par: % =
. Unhsons la transformatlon h—ure L-qui c,ondu_‘llrti alaforme... .. ..
B S St AL B . PR P
Pl bl n TV LU S L] A GO, G g R LT Lroong
? I=_ a‘{—‘l e v et Tt e e e e e e
d'-i Ili“ "'?ae h - L.J‘anr.l‘”'f. (, Ql Cal o7 T ey o i L4 BRI § 1
T o
Syt mps e cue L aver lamanse volusugoe p
et en prenant h—h(x,y) r=r(x,y) ,z=z(xy)
- Ton at aura :
, oyl _plax gy
2 ea A TTE AT A
owl Ayl & N oyl &
2 s ST A YT o
Wiy, : or 1 & ’'or é} or
: Syl _ Syl oyl g
TS rL.m \..\0‘- & 01'303/1 C?Z.’
idem pour la foncnon de courant ¥,
' v t ¥,

ek &4u_, ax, (or ::. e Y sl e

I - -
En subsntuant CES expressions dans 'équation (1.39) on obtient :

g_(aw,ax a‘*wlowawég@’@’] —
& & Y aNE& &F Y o
Y A& & H &

P

1

]

N ' (140)
g a“t//a%+0"‘w,o3/ a‘wg @Q]
‘ & oh ya\a T 5o

i

(ﬁw_o}_ o\ opr & a‘*wza‘y)

+
G I GIINEE T & _
L equanon (L.40) représente l'expression de la vitesse relative suivant la ligne -* -
moyenne, qui a comme module : W= W W+ W

-
™
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ainsi, on obtient I'expression qui donne la densité p en tout point du canal :

4 _ -
(ﬁ) _1.r 1 Mg{l— V 2:@,-14,} .. (1.42)
Ps 2 v,

C°/ LE RAPPORT DE PRESSION: - -,

L' ecoulement est supposé adiabatque :
T pV7 =cte
le rapport de pression 7 est dé fint par:
_P
o=
Po
avec . p, la pression a|'amont (entré €

donc rest¢  éepar: (entrée)

.= (_p..)r
Py

Le calcul de la pression a ’entrée est permis en appliquant 1’équation de
Bernoulli entre 'entrée et I'infim (fluide libre), ce qui donne :

1 , 1 . ) A
py=p.+5 P )=p, +;p(V,: - or’) - (143)
avec Poo, Voo representent respectivement la pression

et la vitesse du fluide a 1' infin1. .

D°/ LA VITESSE DU SON :

La vitesse du son est exprimée en chaque point par :

a=~ytl ..{c)
T
a =\/R)}’ >
eta, = A/[Oo
¢t d' autre part :
T
a, =By —
" py
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puisque 7 1 onaura

|7
ap;—

ce qui nous permet de calculer la pression a entrée Po:

[oTa - (d)
h= (Mo] y
substituons I'é quation(d dans (c)
[ =
a=—-71"
’ - .. (1.44)

E°/ CALCUL DUNOMBRE DE MACH :

Le nombre de Mach est donné par :

m=2 | 145
== .(L45)

avec W ‘est la vitesse relative.
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Formulation du probleme par la méthode des éléments finis

II.LFORMULATION DU PROBLEME
PAR LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS

1.1 INTRODUCTION :

De jours en jours, la méthode des éléments finis s'affirme comme un
instrument trés puissant pour la résolution numérique de nombreux
phénoménes physiques .Cette méthode dispose d'un bon nombre de techmques
utiles et éfficaces lui permettant de donner des formulations trés poussées pour
le traitement des différents problémes physiques.

La méthode des éléments finis consiste a utiliser une approximation
simple des variables inconnues pour transformer les équations aux dérivées
particlles en équations algébriques. Différentes approches sont utilisées pour
obtenir ces équations algébriques. nous citerons ici les trois plus connues [2] :

-Approche directe :

A Torigine cette approche a été utilisée pour développer la M.E.F dans la
construction aéronautique. Elle utilise les éléments connus dans l'analyse
structurale.

-Approche variationnelle :

La méthode des éléments finis a été  reformulée a partir de
considérations énergétiques et variationnelles. Cette méthode utilise le principe
de stationnarité d'une quantité appelée la FONCTIONNELLE.

-Approche résudielle (de GALERKINE) :

C'est I'approche la plus genera.le de 1a M.E F. Elle s'applique directement
aux équations aux dérivées partielles qui gouvement le probléme phy51que
Cette approche utilise la Téchnique des résidus pondérés.

Dans ce travail on adopte cette derniére approche.
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i

TECHNIQUE DES RESIDUS PONDERES :

La technique des résidus pondérés permet de passer d'un systeme
d'équations aux dérivées partielles & une formulation intégrale, en utilisant des
fonctions de pondération .

Cette téchnique fournit selon le choix des fonctions de pondération tout ‘
un ensemble de formulations intégrales {11] . |

I1.2.1. RESIDUS :

Pour tout systeme physique continu stationnaire dont le comportement
est représenté par un systéme d'équations aux dérivées partielles, on peut ecrire

L) —f, =0 .. (I1.1.a)
sur le domaine V
Les conditions aux [imites s'écrivant

Ctu) =f; .. (IL1.b)
sur la surface S .

Des fonctions # constituent une solution du probléme si elles satisfont a
la fois (IL.1.a) et (1.2.b).

Nous appelons residus la quantité R(u) définie par :

Rw) =L@ +f, .. (11.2)

avec: R(u)=0 quand u est solution de (II.1).
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11.2.2. FORMULATION INTEGRALE :

La technique des résidus pondérés consiste a rechercher des fonctions u
qui annulent la forme intégrale : - S

W (1) = [{ BY{Rw)}dv =0 . (I1.3)
Oou encore
W(u)= (N L)+ £.}dv=0 .. (IL.4)

avec ¢ : fonction de pondération.
Toute solution # qui vérfie les équations (I1.1.a) et (Il.1.b) vérifie

nécessairement ['équation (I1.4); par contre si # est solution de F'équation (IL.5),
elle n'est qu'une solution approchée du probléme.

FORME INTEGRALE FAIBLE [11]:

L'intégration par partie de I'équation (11.4) fournit des formes intégrales
dites faibles qui présentent les avantages suivants :

- L'ordre maximum des dérivées de # dans la forme intégrale diminue .
- Certaines des conditions aux limites qui apparaissent dans la forme
intégrale faible peuvent étre prises en compte dans la formulation intégrale, au

lieu d'étre satisfaites identiquement par «.

Par contre l'intégration par partie fait apparaitre des dérivées de ¢. Donc
les conditions de dérivabilité ¢ augmentent.
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I1.2.3. CHOIX DES FONCTIONS DE PONDERATION:

Pour choisir Ia fonction de ponderatlon ¢,ona dlfferentes méthodes, qui

se résument sur le tableau suivant:

Choix de ()

Collocation Collocation par | | GALERKINE | [Moindres carrés
par points sous domaines
¢ =Cte h=du d=08(L(u))
¢ =293 (x;) sur des sous ou ¢=<pP> ou ¢=L(<P>)
| domaines ou p=<N> ou ¢=L(<N>)

On adopte dans ce travail la méthode de GALERKINE qui est d'ailleurs

la plus utilisée et on prendra ¢ = <N> comme fonction de pondération .
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I1.2.4. CHOIX DE L'ELEMENT :

L'élément choisi dans le cadre de ce travail est I'élément isoparamétrique
quadratique a huit noeuds . |

L'élément de référence et I'élément réel est représenté avec la numérotation des
noeuds.

I! 7
1 2 3
E +1
.| SRSt T
; 3
—al r
7 6 5 .
(a) ;
» Z
(b)

fig IL.1 : Elément isoparamétrique quadratique a huit noeuds .
a- élément de référence
b- élément réel

Cet élément assure une interpolation de la valeur de # par un polynéme

qui prend les mémes valeurs que # aux point géomeétriques : c'est donc un -

¢lément Lagrangien.
Sa base polyndmiale est :
p=<1 & n &% &n v &M & >

L'utilisation des €éléments courbes permert d'approximer géométriquement les
frontiéres par des ségments de parabole.

W
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11.2.4.1. PROPRIETES MATHEMATIQUES DE
L'ELEMENT:

O L'¢lément choisi est de classe C° (fonction continue) et non de classe
¢! (fonction continue et dérivable).

@ ['¢élément choisi est conforme, c'est a dire qu'il assure la convergence
de l'approximation élément fini vers la solution réelle pour le probléme
linéarisé associé.

© L'¢élément est qualifié isoparamétrique, parceque les fonctions de
tranformation géométrique N (&,7) sont identiques aux fonctions
d'interpolation N(&,n).Ceci implique que les noeuds géométriques sont
confondus avec les noeuds d'interpolations.

.. (IL3)

I1.2.4.2. SINGULARITE DE LA MATRICE JACOBIENNE :

La singularit¢ de [J] en un point de I'élément de référence implique que
la tranformation isoparamétrique n'est pas bijective.
Cette singularite apparait lorsque l'on déforme beaucoup 1'élément de
référence. II est prudent de vérifier que le déterminant de {J] garde un signe
constant en tous les points de I'élément de référence.

Pour éviter la singularité dans un élément 2 huit noeuds, ZIENKIEWICZ
[12]propose les conditions suivantes (voir fig.I1.2)

¢ Les 4 angles o sont inférieurs:a 180°.

e Les noeuds milieux sont situés dans le tiers central de chaque coté.
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1/3

1/3

3 fig.ll.2

11.2.4.3. MAILLAGE :

La partition du domaine du V en éléments V°  (rectangulaires) doit
respecter les deux regles suivantes :

1. Deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points
situés sur leur frontiére commune, si elle existe. Cette condition exlu le

recouvrement de deux éléments.

2. L'ensemble de tous les ¢léments V° doit constituer un domaine aussi
proche que possible du domaine donné V. Nous excluons en particulier les
trous entre e¢léments.

T

6

5 |

4

3

2

1 /

sens de Sy
'écoulement s

fig.I1. 3: Exemple de maillage
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IL3 FORMULATION DU PROBLEME PAR LA
TECHNIQUE DES RESIDUS PONDERES :

I1.3.a PLAN MERIDIONALE:

D'aprés le chapitre précedent 1'équation (I1.27) qui gouverne le probléme
de I'écoulement dans le plan méridional s'ecrit :

d. 1 3y J, 1 dy 1F01wa
coma )tz ma) =" vl ("”FJ

cette équation a resoudre est de la forme :

. v O v

&[ E, — ]+ = [k S —l=-f dans le volume V ... (I.6.a)
avec k=k(y,r,:z , f=flw,r2)
et les conditions aux limites sont :
k%hlg +a(y —w,) sur la surface S ... (IL6.b)
pour ce plan elles seront:
-sur AB, w=0.
-sur CD, w=q (g estle débit massique ).
-sur AD , distribution de ¥ donnée .
-sur BC % =0 ,ou n estla direction moyenne des lignes de courant.

Ce sont des condition aux limites du type DIRICHLET sur une partle de la
frontiere et du type NEUMANN sur l'autre partie. o

. “Le domaine type est donné sur la fig.Il.4, qu represente un canal d'une
turbomachine radiale.
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fig./1.4 : Conditions aux limites

Les équattons (I1.6) peuvent s'écrire :

R=—ok L)+ Sy f1=0 - (IL7)

et les conditions aux limites s'expriment :
L ow _ .. (IL8)
R==lk G +a(y-y)l=0

avec a=w sur Cl=(AB)u (CD)uw (AD).
o =0 sur C2=(BC).

nous pouvons écrire :

JgRav + | gRds =0 | .(U9)

—_—— ——
g 12

avec V= volume de fluide © dve=2rrdQ2. .
S= frontiére du volume - - . ds=2nrdC:

" ou = intersection entre le volume de fluide et le planiméndional -
C= intersection entre la frontiére du volume et le plan méridional
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1=} R

Z_I¢[&(k )é,,(k )}V-Iv{ifd‘;

_—2x(f¢>b(k Ay é,,(kaw)}i ¢fd§2) . (IL10)
ar
g, oy I .oy Py
A T L
(LT
e Sy B . bw.  Gbéw
bl g =g )bz
donc
Lot )+ S Dna-[12 L)+  Lyaa
cd o
J‘[—gg-zryi+_£ G;'z”]dg L(I012)
L'équation(Il.10 ) devient :
O
22 L1 2 %+ L e Dyaa-22 [ L 2 Wy

- 22, a2 L L13)




CHAPITRE I1
Formulation du probiéme par la méthode des éléments finis

PAGE 33

I, =] gRds
L =2x], gRrdC +2z], gRrdC .. (IL14)
sur C1 :

Cl=(AB) U(CD) U (AD) voir fig [1.4

Nous vérifions exactement les conditions auxx limites, donc :

Rs=0
ce qui entraine °

I, ¢R.rdac =0

sur C2:
C2=(BC)
1 ow
o=0 donc R =;[k 2 ]1=0
alors
Lor rac=] pxZdc
d'ou
[Lor rac= ¢ k[%n, ; %’I:n: 1dC
_ ar
"= Fn
avec : ‘
oz

"= Gn

.. (IL15)

.. (IL16)

L (IL17)
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L'équation (I1.16) devient par le théoréme de divergence [7]

fﬂc[?,’,Jr%n]dc N 4(¢k0;§,‘,’) 0,,,(¢k NVydo . (L18)

De I'équation (I1.16 ) et (IL.18 ), I s'écrit :

L=271 2 (e D)+ S (g Dy - (119)

Alos, 'équation (I1.9) devient, en introduisant les équations (I1.13) et (IL.19):

22 2 Xga_ [ yaa=0 . (1120)
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11.3.b PLAN AUBE A AUBE :

L'équation (1.36) qui gouverne le proléme de I'écoulemen dans le plan
aube a aube est :

L v v Loy &
bré’ﬁ(pé’é’) an(bpam) Gnbp an - 2 an

b et r sont indépendants de O et P sina

I'équation (1.36) devient aprés réarrangement :

15?1511/ é_léy/ sing 1 Jy ,
F 8 b8 e b an) Ty b an - 2esina (2D
L'équation a résourdre est de la forme :

1é v oy sing é“’y/ _

r 265 360" G (k an) T k=1 . (11.22)

dans le volume de controle V
V : le volume compris entre deux aubes, le moyeu,le carter le plan d’entré et le

plan de sortie.
avec k=k (yv.Om)

et les conditions aux limites sur la surface S sont :

k%+ Bw—w)=0 .. (I1.23)
Pour notre probléme elles seront :
- swrBC, y=0
- sur FG, w=q .(q étant le débit massique ) '
- sur BG ,distribition de y donnée .
-usur CF, 2=

Ce sont donc des condition aux limites du type DIRICHLET sur une
partie de la frontiere et du type NEUMAN sur I’ autre partie .
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ol P

L'équation (11.22) peut s'écrire :

112 o J
R=- ;&e(kg'g)+dn(k§;:) S“:,“ Lt f1=0 .. (11.24)

De méme que précédemment on cherche des fonctions y qui annulent la
forme intégrale :

W(w) =1 @ XRw))av =0 .. (IL25)
avec V= volume de controle dv=r.dQ2
S= frontiére du volume de controle ds=r.dl’

ou Q= intersection entre le volume controle de fluide et le plan aube a aube.
I'=intersection entre la frontiére du volume controle et le plan aube a

aube.
[ =) R
l= M ~ 20 S f‘g) a’}n(k f‘fy;:) Slr;a k gnw]d"“fv%fd"
=] ¢[—— =k ‘;g) = (k ‘2;”1) S":,“ k g?:]dﬂ— Laae .. 126

Intégrons maintenant 'equation (I1.26) par partie :

% 5W0"¢d95( ¢ké’w

1
Lot 25 e = o G5 % 26

-l G G o b w
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G W ey [, OV 24
o Daa=-[r LL g0, Jqﬂfﬁnda
Sy v
smak(ﬁé’;’: J'sma w%dﬂ+£5itakuf¢d6
smakw ¢5 -Sinakwﬁnmdl“

donc Pintégrale /; devient:

B I dy cp aqyé’gb sina g,
L=l g S Gt T v - [ o
L (IL27)
oy sing
N o+ =y, JdT =0

Nous avons des termes de contour sur T'. Ceci permet d’utiliser la condition
imposée sur i le long de I'2:

ay _1 AN
G =gt Gy 0 ... (11.28)
De plus nous pouvons faire dlsparmtre le terme de contour sur I'1 en imposant:

~Osur Tl | .. (11.29)

La forme intégrale faible de I’équation (1.36) s’écrit alors :

I A ‘
... (IL30)

) ; sin &

pyn dl =0
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I1.4 DISCRETISATION :

Pour une approximation type éléments finis de la variable w,ona:

w:éwvf. Vi e[l n] (I131)
avec : n = nombre total des nocuds par élément.
w, = valeur nodale (inconnue).
N. = fonction d' interpolation (connue).
La fonction de pondération choisie est celle de GALERKINE
Pz, r)=N(z,r) . (IL32)
I1.4.2 PLAN MERIDIONAL : |

Les dérivées de la fonction i s’écrivent :

o 2, N,
&V
.. (I1.33)
v_s, N
z sV a
~ en introduisant les expressions (11.31), (11.32) et (I1.33) dans (11.20) on trouve:
| N, & N,  &Ni o N, }
k[— L — —) - N, 1dQ=0 .. (11.34
L{[&(;w, )+ 2w, -, (11.34)

Nous avons ainsi un systéme de n équations a n inconnues a résoudre qui peut
étre représenté sous la forme :

(K] Twl*=f1° | -.(11.35)
ﬁvf mj éNi ﬂv}
k=L G S+ S50
avec Vi=L,n;j=1,n

Ee =) Ndo
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Une équation similaire est obtenue pour le volume entier de
I’écoulement , en assemblant le systeme (11.35).

[(K1Lw]=[F]
K, = Ik[‘?’fg ‘gg]dg Vi=ln:j=1n .. (I36)

!E=LMﬂ2

Nous allons calculer la matrice de nigidité K et le vecteur force F.
Soit un élément dont les huits points géométriques ont pour
cordonnées(z; ri)i=1.3

Nous allons alors pour tout point M(z,r) interteur a ”élément :

Z:ZziNi(fjn) r= ;1 (&) . (1137)
Dou

|
.. (1L38)
|

I_“__I
=
2

SIERTES
o

| W

R
I
2R

N
T

-t
I

< L (1139)

2
Mao
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Par ailleurs :
dQ=[J]d¢ dn ... (IL.40)
D’ou
fav av] IF@/_T]
; &
6=LeF ] av |
15 |
(IL41)
v av] lrﬁﬂl
L=[ IS S| & W dan
=] .. (1142)
Pour le second membre :
f= Z N, | .. (11.43)
Donc :
=T (SrnyN dean - (1144)

L'équation (I1.42) prend sa forme explicite, en effectuant tous les produits

matriciels que contient cette équation et en se servant de I'annexe [B] .

F(oN(f) & NG ﬁrj(éN(j) Za\10) &]*1
T Tun | % a1 & w)a & " "& & 1,
k=2 (L)I[éN(i) & NG & )[éN(j) & aN()) é‘z) R
& on = A on a"go‘w'o"‘e’cﬁnJ

‘ .. (11.45)
Avec: K=——
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D'aprés l'équation (I.27),ona

éz(rV,,) - F ] ... (I1.46)
Le vecteur force F dépend des vitesses relatives W, W, .

On calcul les composantes W, , W, a partir de la fonction de courant ‘¥ en
utilisant :

1 2%
W-'*+p.r.b o

. (1L47)
1 2%
Wo=- prb &

La discretisation du systéme (II.46) se fait , en utilisant I'approximation par

¢léments finis, on obtient alors :

1 n
rb Z.LPJ

(I B B

a,
&

W=
i=1,NTN .. (11.48)

| I e &V,
YY) 2% Z

|

Ou NTN : le nombre total des noeuds .
Une fois les vitesses W, W, sont obtenues, on réécrit les différents termes de
F en fonction de ces deux vitesses .

La dérivée de la circularité par rapport a z donne :

arvy) _ . N .. (11.49)
& | &
Avec
&, o M. ... (I1.50)

z -8z leugs
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La rothalpie [ est donnée par :

J3
[=h+—2——a)rVg

Ou:
P a 0V
“y-1 0 My -l
Alors :
V-, | 1
h+7=”‘[m+5)
D' autre part :

Vre(witwi+l;)  Caw =V, e w=V.
Ce qui donne :

800 Sw A, &, _
= 2 L 2 = 4 II 1
= 2w, S+ 2w, = 2V, (11.51)
Donc
a1 L] 807%) &, (L52)
z Mo -yt2l & T %% |

Et enfin la force F, s'ecrit :
[ w, 80 LW 8(rV,) |
f‘ -~ —~

F = tg;q_ " PR ... (I1.53)
Avec :
owvyy 1 . dw 'y |
= - ? 5
= pbl_tg/l = IgU—= _'+-aJr .. (11.34)

En remplagant les équations de (I1.49),(11.52)et (I1.53) dans (I11.46) on trouve

I’expression explicite de F.
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11.4.b PLAN AUBE A AUBE :
I es dérivées de y s écrivent :

N _3.,N

20 =2V 3o

. (IL.55
v g, @, (11.55)
an - =V onm

la fonction de pondération est

¢(m,0)=N(m,0) .. (11.56)
Substituons les équations (I1.31), (11.55) et (I1.56) dans l'equation (I1.30) on

obtient ;

| &N, < LGN, N,
e LT

| . (IL57)
sin ¢ :
S EEN N =] N do

De méme que le paragraphe Il.4.a on a obtenu un systéme d'équations a n

inconnues qui peut étre représenté sous la forme :

(k] [w]*=[f]° .. (T1.58)
avec:
1 &N, N, o’N aN, sma N,
=L S 20 arant T an V
sina &N, A .
Jk G N Vi=lLn;j=1,n

= '[n fN"dQ
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'y g

une équation similaire est obtenue pour le volume entier de l'écoulement |, en

assemblant le systéme (I1.58)

[Ki[w]={F]
L &N, N, 2N,éN; sina éN,
‘ b= LM S g+ G g+ T S Va0
sina &N,
avec : *.L g VAl
vYi=1l,n;j=1,n
£ = a0

Soit un €lément dont Ies huits points géométriques ont pour coordonnées

(m.g) i=18

Nous avons alors pour tout point M(m, @) interieur a I'élément

[ m=2mN (1)

: .. (IL59)
|0=20N,(£.m)
d’ou
lréNJ[ Ié’"_ 0_‘97’{%7’ 'FéNTI
Z N~ c& | An an .. (IL60
v, =] ﬁl[sz[ﬂt@f—’J (11.60)
aZllEm e 6
donc :
l_s 0’]\[{ g &’3\[11
| 2m GE 2.6 ZE | .
V1= 4 av, &N, l .. (IL61)
Zm 205
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[@. 3611'
a
[J_I]=L_11T| 2 ai| . (1L62)
(o 2 |
N, 1[N, N ]
an ~J]Lon 5 " & on )

2 "5 a& T o o

Donc
1 (gn_ AN(i) _ dm aNG) @ﬁvm_éméw)j 1
F\GE &y oy & NE oq o ok NP
_ GO N() GO NWHY S8 N() 8 o’N(j)J L
k=1, [&: o7 T & N & on Tam a JuF e
sina( 68 NG) &0 c;W(i)j NS |
: [‘&: o "o & N ]
- L k Sn,l.a N(@ON()dl .. (11.63)
E(i)zLN(i)g:N(i)ﬁdQ . (IL64)
dQ=Jiesen

m = constant
g: varie

dr

i

df  car ['2 definit par {

donc: dé=Jsdn avec: & =1

70 : '
Js= % (voir Annex :B) R
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Formulation du probléme par la méthode des éléments finis

(1 (a?n N(@) anNGYdnN() om ﬁV(J‘)]+ |

G On on GE NGE By T on O
_TTd[L@ NG 8 NDY BN BN, L .,
k”_”k( GEon Ton & NE on Tap o J+ 145 dn
sma | 8 N(i) 8 AN(i) .
——-r—(__.%_&?__i_% e )N(J)M |
J’ksma
o .. (IL65)
avee |
I
b,

b, r,a dependant de m

le vecteur de force

E ()= f f N(z)z N(OHFIJdEdn

-1-1
avec F =2w sina(i)

@ la vitesse de rotation

. (IL66)
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IL5. INTEGRATION NUMERIQUE :

Les calculs de la matrice de rigidité k et du vecteur force F reviennent 3

éffectuer des intégrals doubles sur le carré (-1,+1)x(-1,+1) bien que les
intégrales sotent celles de plyndmes a deux. variables de degré < 6,
l'intégration formelle n'est pas aisée a cause du calcul des coefficients de ces
polyonomes . les méthodes d'intégrations seront donc employées.

I1.5.1. METHODE PRODUIT DE GAUSS :

Pour I'élement de réference carré, la méthode produit est souvent la plus
uttlisée. Elle peut s’exprimer :

f;EY(é,n)dg“dm 2 2w w, Y(E,m) .. (IL67)

=1 =1
Ou:
r,.r; sont les points d'intégrations .
wi,w; sont les coeflicients de pondération correspondants.
&i,n; sont les coordonnées des points d'intégrations correspondants.

I1.5.2. PRECISION DE L'INTEGRATION :

Par la méthode d'intégration de Gauss il faut 3x3 points pour intégrer
exactement la matrice de rigidité K . cependant cette méthode est un peu trop
précise puisqu'elle intégre des termes &; ,m; ; 1<5 j<5.

Trés souvent on utilise une intégration a 2x2 points pour ['élément quadratique
a huit noeuds, celle -c1 donne d'exellents résultats . l'intégration est dite Rédurte

Pour le vecteur force F , il faut utiliser 2x2 points de Gauss, ou une méthode
directe du 3°™ ordre pour intégrer exactement .

REMARQUE :

pour l'intégral sur le contour, qui apparait dans le calcul de la matrice de
rigidité K (dans le plan aube a aube),on utilise la méthode de Gauss a deux
. points. Donc l'expression (I11.67) devient : -

I.?Y (n)dn = ti () | .. (1L.68)
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pour que cette approximation soit exacte pour un polyndme de degré 2r-1=3 | il

faut prendre w, =w, =1;

qi:'qzzﬁ

On résume les coordonnées et les poids des points d'intégrations adoptés dans
notre travail dans le tableau suivant :

Coordonnées poids
points & i Wi
a +1/+/3 +1/4/3 L
b -1/4/3 +1/4/3 I
c -1/43 -1/43 1
d +1/+/3 -1/43 I

fig.ll.5 : Méthode de produit a 2x2 points
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IL6. METHODE DE RESOLUTION :

Les fonctions de courant exprimées en chaque point des maillage forme
le systéme d'équations suivant : '

[Kllw]={F]

Dans la résolution de ce systéme on utilise la méthode itérative dite de la
SECANTE La procédure de calcul itératif est la suivante :

- On se donne une valeur approchée de v sur le domaine notée ' ainsi
que toutes les quantités nécessaires pour calculer le second membre

- cela permet de calculer les matrices K et F© ; et la résolution de
systéme d'équation donne la valeur de ' |

(2)

-on calcule alors K" et F*’ qui donnent alors w® et ainsi de suite.

A l'itération n on aura a résoudre le systéme :
IS NI

L'mtroduction d'un facteur de relaxation @ dans le calcul de y est
mdispensable pour que le calcul soit stable numériquement.

(’Vf(n} = r’1/'_0:71) _{_w.((//i(n] —_ Mn-[)

le choix du facteur de relaxation joue un rdle prépondérant dans la convergence
de la méthode de relaxation, pour le calcul des fonctions de courant on choisit
un coefficient de l'ordre de 1072,

TEST DE CONVERGENCE:

pour la convergence on utilise la notion des erreurs relatives.

Le parametre de convergence est donc:

(n} __ (n-1)
e ma"'%
I)U,

H

i=1LN

2
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ITI. RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce chapitre on presentera les résultats numériques obtenus dans les
différents cas testés sur les deux plans (méridional et aube a aube )

Ces resultas sont obtenus avec les deux programmes fondes sur un
shéma itératf a deux niveaux :

A-PREMIERE SERIE D’ITERATIONS:

Au cours de ces itérations ,la masse volumique p(\,r,z) est supposée connue
dans tout le champ de ’écoulement, et la seule variable adeterminer est la

fonction de courant v/

B-SECONDE SERIE D’ITERATIONS:

Ayant obtenue al’aide des itérations précédentes une fonction de courant y et
donc un champ de vitesse V ,on calcule la masse volumique et on réinjecte
ensuite cette nouvelle valeur de p dans la premiére série d’itération ,et on
procéde ainsi jusqua’a convergence .

SCHEMA DU CALCUL:

Les organigrames de calcul sur les deux plans sont donnés comme suit :
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CALCUL POUR LE PLAN MERIDIONAL

Introduction des données:
(géométriques, cinématiques et thermodynamique)

Initialialisation de p; et Yy

Calcul des composantes de la vitesse relative W

l

Calcul de la fonction de courant y;

sur le nombre
d’itérations

la cnvergence
deyr;

Calcul de la masse volumique P

Test
sur le nombre
d’itérations

est sur
la convergence

de P2

Fin
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CALCUL POUR LE PLAN AUBE A AUBE

*

Introduction des données:
(geométriques, cinématiques et thermodynamique)

Initialialisation de p; et Y

"

Calcul de la fonction de courant y;

sur le nombre
d’itérations

la cnvergence

de iy,

Calcul de la masse volumique p;

Test
sur le nombre
d’itérations

est sur
la convergence

de Pi




APPLICATION n°1

Avec les conditions d’entrée:

le nombre de Mach : 0.2
le débit : 10 m*/s
la vitesse de rotation : 125rd/mn
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Resultals memeriguas
] '
. Repartition de la densite
ey . dans le canal meridional
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Resultaty memeriques

. Repartition du toux des compression
/ - - dans le canal meridional
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APPLICATION n°2

Avec les conditions d’entrée:

le nombre de Mach : 0.4
le débit : 125185 m'/s
la vitesse de rotation : 125rd/mn
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J : Repartition du toux de compression
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APPLICATION n°3
Avec les conditions d’entrée:
le nombre de Mach - 0.6

Ie débit - 18.7778 3;’5
la vitesse de rotation : 125rd/mn
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Resuitats mumerigues

Repartition du taux de compression
dans le cangl meridional
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APPLICATION n°4

- Avec les conditions d’entrée:

ie nombre de Mach : 0.8
le débit : 25.037708 m°/s

1a vitesse de rotation : 125rd/mn
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Repartition des lignes de courant
— dans le canal meridional
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CHAPITRE 1T
Hesultats mtmeriguss

Repartition de la densite

dans le canal meridional
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Resuitals qumeriques

‘Repcrtition”du toux de com-p;l‘ession
dans le canal meridional
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APPLICATION n°S

~ Avec les conditions d’entrée:

fe nombre de Mach : 1
le débit : 31.2963 m"/s
la vitesse de rotation : 125rd/mn
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Resultats numeriques

Repartition des lignes de courant
dans le canal meridional
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Resultuts mmeriqies
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APPLICATION n®°6
Avec les conditions d’entrée:
le nombre de Mach : 1.2

le débit : 37.555 m°/s
Ia vitesse de rotation : 125rd/mn
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Repartition des lignes de courant
dans le canal meridional
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Resuitats mumeriquss

PAGE 6§

Repartition de la densite

dans le canal meridional
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Repartition du toux de compression
dans fe canal meridional
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CHAPITRE 11 PAGE 71
Resultats sumeriques

INTERPRETATION DES RESULTATS

Les résultats des tests effectués sur un compresseur d'aviation , de type
centrifuge , donnent une distribusion logique des caractéistiques aéro et
themodynamique du fluide dans chaques plan .

Dans le plan aube i aube les résultat sont conforme 2 la réalite . cecl est
justifie par le fait que : le plan aube 4 aube présente une géométrie simple (une
canalization de déviation ) , donc les parametres (tanx de compression . la
densite) ne doivent subir qu'une trés 1égére variation .






CONCLUSION PAGE 72

conclusion

Au terme de ce travail, nous pouvons émdire certaines conclusions
- Comme Ja simplicité et la I'éfficacité de la méthode de CHWU pour
Vanalyse de 1'écoulement dans les turbomachines .
- Pour la résolution numerique, la methode des éléments finis 5'est avérée un
outll précieux griace aux possibilités qu’elle offre pour le traitement des
geométries complexes .

Pour une approche plus concréte de 1'étude |, il est souhaitable de
poursuivre cette étude en incluant des paramétresnouveaux tels que la viscosité
- les problemes de la couche limite - ¢t les pertes . cela en vue de rapprocher
au plus des conditions réelles et d’affinir cette étude .
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Dérivées spéciales

ANNEXE A

ANNEXE A

DEFINITION DES DERIVEES SPECIALES

( ou dérivées selon une surface de courant )
Si I’on désigne pat S( r,0,z)= 0 I’équation de la surface de courant ,nous avons

1 &
dS -—g—dr+—c§dg +———-(rdc9)

N’étant un vecteur normal a S . La propriété suivante est vérifice
1

n,___n n,
(B/r)y (B (Ir(B138) " [(&Siary +(B/ &) + (1 r)(DIB)y
Nous définissons les dérivées spéciale d’une fonction scalaire q(r,0,z) comme

suit:
q ., A J.i? __q_ o”q
dq = &dra- - dz + %) (rd@) dr + —- de

Or.
0 = (B/aydr  (Blaydz  n
A== & 10) " (I 2)(E5736)"  n,

En remplacant et en identifiant terme a terme , dans la relation précedente nous

- dr—idz.

8

obtenons :
o9 _4 _n
a & rn, 06
o9 _a _n a4
& & m, 50
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LINTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS
L’EQUATION DE CONTINUTE :

L'é quation & contnuité est donre e par :

12 b7
]+}:[W:]=0

Introduction les dé rivé espe ciales :

‘j

1 1 & g
: —[prw} -——[pwg]+7[p~v]+——[er] 0

I f)

L2 w1+

QOn aura

1 & n, 1 &
——[PTW ]+—[prw ]"—r " ;g[ffw 1- ) mve]——;"—[pm ]

Pou:

10” i 5 g
_(Prwa -

On pose :

c(r,z)y=-

G

C‘F‘
rn r 6/39 (W ) nS Gﬁ(prwﬂ) : Ag

L'é quation @) devient :

]
L2 w14 S, ] =etr.

IL.INTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS
L’EQUATION DU MOUVEMENT :

A. EQUATION DU MOUVEMENT RADIAL :

L’équation du mouvement radial est donnée par :

(A1)

(A.2)

(A3)

s

(A.5)

(A-6)
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&, | [dv au) a .8
_L—(’V)_ "z &a/)"a &

La dérivée spéciale pour toute quantité Q est donnée par :

D) °(0) .- 2(0)
—-é}'r,.. é‘rr. n, 0

ainsi I'é quation di mouvement radial devient apré s introdiction

des dé rives spé ciaks :

W, |— n cw ] ow noow
— —_ V - V _ r 2 r
rL (r )+rn cﬁ(r ) 9J+w;[ & +rng ce

17

r

a rn, 6

-— - — 4 + . -
i rn, 0 & rn, o

Aw. n c’%_}_ A n d _é&S T &

Ou encore .

n. (Zw LA & & n A _FS _n 8
rng 0(9 rn, 68 & rn, c8 & rn, co

|

s
Calcul des expressions —— et )

*Calcul de )
oo
D'aprés le premier principe de la thermodynamique :
TdS =dU + pdv

avec . h=U+pv=dh=dU + pdv+vdp

(A.7)

(A.3)

(A.9)

(A.10)
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ANNEXFE A
D'ou:
dU = dh— pdv— vdp
Ainsi :
Tds = dh— vdp
X h P (A.11)
T—=—- :
=l e
avec :
1
v=—
Vo,
L'é quation @A.t1) devient :
& 1
T—= - Al12
a8 8 pde ( )
Ci
*Calculde —-
Calcul de =
La rothalpie I est donne e par :
[=H-arV, Avec : H ‘enthalpie totale

ou: H=h+—

5

dou: [= h+*5-—arV,,

jwr
or Viw, +ar =

on aura .

b

I=h+——-o'—

(v}

@ :vitesse angulaire
V, :vitesse circon ferencielle

Avec : /1 enthalpie statique

V- vitesse absolue de partcule

(A.13)

Vi=W+a'r’ +2w,ar
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on dé rivan par apporta &
d o +15w2 10 (@
=+ -——(wr
8 8 25068 270
apré s dé vioppement on obtient :
a éh+ 5”’+ aw,,+ & (A.14)
= +WwW W w, .
8 8 a8 C %
Substituant les é quatios (A.12) et (A.14) dans (A.9) on obtient :
w, & w. 5w] gl 3 n &
AP R kit T ~I) A ke L S & Al5
rﬁ'(r v) w‘\& ér ar a rmpif ( )
L, +W,R, +W ]
——=lw.n +w A,
I‘HH 59 r'r &' it
Etant donné que ii et W * sont L alors
wn +wn, +wn =0
en fin on aura I'é quation di mouvement radial :
W, ra (é‘Tw, EWJ 8l S n &
—_— —((rl + —— e T— = ——
o L N e
ou encore
w[ & .0 (50 ;JWJ a3 .
o — —_— w —_— et | - —— —
AL M N P S
avec :
F = __n_,_ﬁ)_
rpn, 66

(A.16)

(A.17)
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ANNEXE A
B. EQUATION DU MOUVEMENT CIRCONFERECIEL

1’équation du mouvement ciconférenciel est donnee par
w | @ 1 (rﬁv w ) 1d 73
T - V - _ I g —
| 7% ™ » 2) "7 ra (A18)
La dérivé e spéiale pour toute quantité Q estdone e par
(Q) Q) n. . 2(0)
&z .z mg 7
ainsi I'é quation i mouvement circonférenciel devient aprés introduction des
dé rivé espe ciales
w,F —(V+—’—-—(I/)Ew—! [Iﬁv: ow, _f-_:_dvyj
rL Vo) 4 cBJw:réﬁ & rmy, 8
1d TS .
LY (A19)
rar rct :
En substituant les équations (A12) et (A14) dans I'é quation A19) on obtient
w3 é noow, n. éw,
_w —_— — —W ———
n, &6 “rn, &0
W, é?wf, R 017
8 A20
r 68 rpcdl (A20)
Ou encore:
- L+ Ly =D, vy, ) (A1)
— — —(r =——"—7=(w.n n N)-———
&r ro& f rm, 8 ' ofty TN rp 6@
car W=

Avec :
wh +wyn, +wn =0
Finalement, |'é quation di mouvement circonferentiel s'é crit

(rV) £,

QAI%I
|y

v,
r

%'*8’-1 |€

o)+
i
rp

Tl
[

Avec .

(A22)
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C. EQUATION DU MOUVEMENT AXIAL :

L’équation du mouvement axial est donnée par :

(ap c’iv] (mp augj_ a & (A23)
& & réd &) & & ‘
de mé me onntroduit les dé rixé es spé ciles :
ré’_wr A, v, dw, n c"wj+ [1 oW, awﬂ, n, vaJ
wrt & m, 8 & E“QJ reé & orn, &6
a n d a8 &S n &S

e A24
c’"+rn o Tc’-‘z & rn, &8 ( )

Ou encore :

[ ow. BAw,| w, & él 38 n g
] e Wy Ml oy S 2 D A.25
w’i_ &z a J r e’ 2 & & mpdd (A.25)
1 dw,

- won, +w i +wn)
rngpé)g(-‘)f? s r'r

puisque:  w,n, +wn +wn =0

L'é quation di mouvement axial deviendera :

[ Bw, ow, ] w, & Zl &S
- e | ) = r T A26
“ITm Ta eyt gt (A.26)
avec
__n P
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ANNEXE A Dérivées spéciales

ILINTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS

L’EQUATION D’ENERGIE :

L'é quation dé nergie es donné e @ar :

a %
W, W, + W,

o6

¥

=0

Q = 0 pour un processus adiabatique , ce qui permet d'é crire :

rér n a | w, d [ &1 n al 0
wl—+—— | +——+w|] —+——|=
- Ler m, é’QJ réd lLa o é’HJ

al ol w, dd n ad  n d
W W =~

w - -
a e récéd m, "c8 rn, 20

Ou bien .

g é n 4
W o+ W —— = [HW +mnw +n_w_]
ra_ & rny . roor g4 SR

puisque : AW =0

alors on aura :

(A.27)

(A.28)

(A.29)
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ANNEXE B

TRANSFORMATION DES OPERATEURSDE DERIVATION :

Les équations du probléme physique étudie sont écrites sur le domaine réel .Cependant
.’approximation sur I’élément réel est souvant compliquée, nous utilisons systématiquement
I’approximation sur I’élément de référence . '
Toutes les expressions qui imliquent des dérivées en zr ssont transformées en dérivées en
€.n grice & la matrice de transformation dite matrice Jacobiennelfj].

EXPRESSIONS DE LA MATRICE JACOBIENNE :

La matrice de jacobienne [j] de la transformation isoparamétrique (z.r) —
(€,n) est donnée par :

o
: 17 V7,
=% %

o)

Pour I’élément quadratique 4 huit noeuds | les termes de [j] sont

ot B . "
25 = =023 = )28 + 4z + E(1- )z, +0,25(1- )(2E — )z,

+0,5(1- 1)z, +0,25(1 +M2E + )z + & (1 +7)z, + 0250 + )(2& — )z, +05(1- &)z,

%

35 = = 021 m)2E + 4y + E(1 - + 02501~ )28 - ),

F0.5(1=77")r, = 0.25(1+ 7)(2& + ) + &' (1+7)r, + 0,251+ 7)(2E — ), +0,5(1 - &,

—;% =Sy = 025(1-E)2& ++7)z, +0,5(&7 ~ )z, +0,25(1 + £)(2E +77)z,
N1+ &)z, +025(1+ENE +27)z, + 0,5 (1~ £2)z, - 0,25(1 = £XE - 27)z, + (& — 1)z,

% =Jn = 0251+ 8)2E ++m)r + 05(5% — D, — 0,25(1 + EX(E —2)r,

~n{+8r +025(1+ E)S +2m)r +0.5 (1= &%) - 02501~ EXE - 2m)r, + (& - D, s



L EXPRESSION DE LA MATRICE JACOBIENNE INVERSE : -
U L.a matrice de jacobienne [J] de la transformation isoparamétrique (& ,n) ' —
. {z,r) est donnée par :
U
2 4]
: . & a
L =
Ul ‘L@ o
& a
U Avec:
N=(/17= ! l_J:: *le-l
a = 1=5am-n 7.
L Ou det[J1=J,Js —J-J4
EXPRESSION DES DERIVEES PREMIERES :
t2
L el ta  alsl
{ s H g & E}
U LiJ F’_ a\|é J
cn an cg Lo
L.
EXPRESSION DES DERIVEES SECONDES :
L
L_.' r r 2
& o
& j mL 2
L 52 & o*
<1a,: >=[E][_6_J +[Z 1 &73
L é* & &°
| && L&én
|
s
L
&u ; - —
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La matrice [T,] est une matrice ( 3x2 ) dont les éléments sont construits a partir des
€léments de la matrice {j] . o

I 7‘
[7] =] A ng 2ji2h; l

l.jll-jEl jl?.-j’_“_’ (.jllj‘.EZ +j1?j21.;

La matrice [T,]est définie par

[Ti)= - [T2] [C] []]

ou
=2 a. '
| IE &
. al, él..
[61=| <2 &
| &
? - ) -y
Li(ijl_i + a__jﬂ ) l(.ﬂ+__a/33 )
2 & cE 2'cn &7



Noeud N BN/ B ON/ dn PN/ OE @N/on' | #N/oEon
-0.25 (1-E)(1+n) (1+E-n) 0.25QE-m)(i+n) | -0.25(1-5)(2-2m) 0.5(14x) 0.5(1-£) 0.25(1-2E+2n)

; 0.5 (1-E(1+n) -E(141) 0.5(1-£%) ~(1+n) 0 £
3 0.25(1+E)(1 +n)(1-E-n) O25(1+E)EF2) | 0.25(1+E)(E+2y) 0.5(1+1) 0.5(1+&) +0,25(1+2E+2n)
4 0.5(1+E) (1) 0.5(1-7) (1) 0 “(1+8) —
5 0.25(1+E)(1-n)(1-E+1) 02525} (1-n) | -0.25(1+E)(E+2m) t.5(1-m) 0.5(1+E) -0.25(1428-2n)
6 0.5(1-£3(1n) E(1) -0.5(1-£%) (1) % £ '
7 -0.25(1-E)(1-n)(1+E+n) ().25(i§+q)(1-n) 0.25(1-E)(E+2n) 0.5(1-n) 0.5(1-€) 0.25(1-2n)
8 0.5(1-£=(1-n%) -0.5(1-37%) -(1-Em 0 -(1-) +1

Les fonctions de formes et leurs dérivées .
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