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INTRODUCTION Ecola Nationale Polytechniqua

Le traitement et la transmission des signaux numériques ont un rdle
déterminant dans les systémes de communication modernes.

Néanmoins, les origines physiques des signaux informationnels tels que la
parole ou l'image sont intrinséquement analogiques et par nature temporellement
continus.

Ainsi, la numérisation de tels signaux est éxigée. Celle-ci génere une grande
quantité de données que les réseaux de communication et les équipements de traitement,
actuellement disponibles, sont incapables de transmettre ou de manipuler.

Afin de résoudre cet important probléme, des techniques de compression de
données sont mises en oeuvre. L'une de ces techniques la plus intéressante et la plus
utilisée est 'opération de quantification.

Celle-ci se fait sur des échantillons analogiques c'est a dire ayant des
amplitudes continues. Elle réalise 'opération de discrétisation ou quantification des
valeurs échantillonnées ou prélevées du signal analogique. Elle convertit ainsi des
variables réelles considerées comme un alphabet infini en variables discrétes ou bien un
alphabet fini. Ce qui introduit donc une erreur entre I'entrée et la sortie du quantificateur.

A cet effet, le probléeme de la performance du quantificateur a toujours été
posé. C'est 2 dire, comment obtenir a la sortie, une approximation de la source en la
représentant par un nombre de bits limité.

Aussi, beaucoup de chercheurs se sont attelés a résoudre cette difficulté [1, 2,
3,6,8,9,10, 12, 13, 15, 17, 23, 24, 25, 29, 31, 32, 42]. Ainsi, de nombreux procédés et
algorithmes ont été mis au point dans le domaine de la quantification vectorielle [6, 7, 8,
10, 12, 16, 17, 24, 28, 29, 31, 33, 34, 38, 39, 41] ; principalement dans les cas de la
quantification statistique et algébrique (oll on utilise les réseaux réguliers) [24, 31, 41].
Cependant le premier type de quantification (statistique) demande, lors de Yexécution'des
algorithmes qui lui sont relatifs, un grand espace mémoire. Pour le second type, les
algorithmes perdent de leur éfficacité dés lors que la source ne présente plus une
distribution uniforme; ce qui est généralement le cas [9, 24).

C'est pourquoi, nous nous sommes intéressés a un autre aspect de la
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quantification qui est la quantification sous-optimale appliquée & un systéme polaire qui
ne donne pas d'aussi bons résultats obtenus par les deux précédentes méthodes, mais ils
sont toutefois acceptables. En revanche, elle a I'avantage de présenter (dans le systeme
polaire) le signal sous deux formes: en module et en phase laquelle est uniformément
distribuée, donc peut-étre quantifiée d'une fagon optimale .En ce qui concerne le module,
celui-ci est quantifié indépendemment de la phase, grace a des algorithmes simples a
mettre en oeuvre.

Ainsi, notre travail a consisté a élaborer dans le systeme polaire, divers
algorithmes qui nous permettaient d'avoir des structures et des constellations différentes.
A chaque algorithme, nous avons essayer de s'approcher le plus possible de la structure
de Dirichlet afin d'améliorer nos résultats.

La thése s'articule autour de sept chapitres:

Le premier chapitre est consacré a 'étude de la théorie de la distorsion ainsi
que des rappels mathématiques y inférent. Dans le deuxieme chapitre, nous parlerons du
principe de la quantification vectorielle ainsi qu'une retrospective sur les techniques de ce
type de quantification connues jusqu'a présent, et d'un petit apergu sur la quantification
scalaire. Le troisiéme, quatriéme, cinqui€éme et sixiéme chapitres décrivent
respectivement les quantificateurs polaires SPQ et UPQ, AUPQ, DPQ et DRPQ, et les
algorithmes qui en découlent. Enfin, les commentaires sur les propri€tés de notre
quantificateur et sur les résultats obtenus sont dans la dernier chapitre de notre travail.



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA DISTORSION

Introduction:

La théorie de la distorsion occupe une place importante dans le domaine de la
théorie de l'information. C'est I'étude théorique sur la meilleure fagon de représenter la
séquence aléatoire de la source. Autrement dit, on peut dire que l'on a, d'un c6té une
source X, de l'autre un alphabet fini; le but est de trouver la meilleure "table de
correspondance” entre la source et cet alphabet fini, souvent appelé " alphabet de
reproduction”.

Cette dicipline a pris la dénomination de "la théorie de la distorsion" ou de "Rate
distorsion theory" [10, 11] . On peut dire que c'est Shannon [10, 11], qui a énoncé les
principes de base de cette théorie.

Le but essentiel de cette partie est de montrer que la fonction de la distorsion est
l'expression mathématique de la meilleure performance que peut atteindre un
quantificateur.

1.1. Cas discret sans memoire:

1.1.1. Source et Entropie:

Consider&:s une source X, discrete, stationnaire et ergodique sans mémoire. X est
définie par le fait que chaque échantillon temporel x(i) est indépendant des échantillons
x(i-1), x(i-2) ... et qu'il ne peut prendre que N valeurs différentes dans l'alphabet A={ x1,
Xp, ..., XN} X1, X2, ..., ¥n sont appelés "lettres" de 'alphabet A.

Chaque échantillon possible est associé & une probabilité: p(X(1)=x)= p(x;) = pi.
Cette probabilité est associée 4 une " auto-information" ou surprise I(x;) définie par:

Ix;) = -logp, (D
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Plus un événement est rare { p;— 0), plus la surprise qui lui est associée est grande
" (Kxj))— oo). Chaque lettre de la source a donc une surprise propre. La surprise
moyenne de la source est appelée ‘entropie’ de la source:

Hoo = BI(X) = - 2 p log p L2

L'entropie mesure l'information moyenne d'une source X. Pour une source X
donnée dont l'alphabet comporte N lettres, on peut montrer que:

0 <HX) <logN | 1.3
Tl existe deux valeurs particulieres pour I'entropie H(x):

- H(x) = 0 si et seulement si tous les éléments de l'alphabet X ont une probabilité
nulle sauf un , qui posséde une probabilité égale & 1. Cette source est totalement
prédictible (surprise nulle).

- H(x) = log N si et seulement si quelque soit i compris entre | et N, pi= 1/N. Toutes
les lettres de I'alphabet ont la méme probabilité: la source est totulement non-prédictible.

La double inégalité (1.3) peut se traduire comme suit: I'entropie d'une source
discréte est toujours positive, et la source d'entropie maximale est la source dont les
éléments ont une‘\Probabilité uniforme.

L'entropie et I'information ont une signification physique: ces deux grandeurs
possédent une unité qui dépend de la base utilisée pour le logarithme.

* Pour la base ¢, I'unité est le nat. .
* Pour la base 2, 'unité est le bit.
Exemple:

Une source dont l'alphabet est {0, I, 2, ..., 7}, chaque lettre ayant une
probabilité uniforme, a une entropie:



L1
Hix) = é‘ '3'1032'5‘10323
En base 2 (binaire) cette source aune entropie de 3 bits [logzs =3
em e:

Les entropies sont donc toujours définies 2 une constante multiplicative pres,
qui dépend de la base du logarithme:

logab =0gac. logch.
Exemple: H en nat=[08¢2 x H en bit = 0.69 x H en bit.

L'eniropie définie telle qu'en (1.2) est aisément généralisable A des variables
vectorielles. La probabilité est alors la probabilité conjointe des composantes du vecteur.

On peut aussi définir une eniropie conditionnelle: déduite de fa notion de densité de
probabilité conditionnelie, elle exprime l'informaton d'une source connaissant une autre

source.

N .
Ces différentes définitions peuvent se résumer par le schéma ci-dessous, qui permet en
outre de dégager les principales propriétés de I'entropie:

Soient X et X deux soufées schématisées par le diagramme de Venn sujvant:

+
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Figure 1.1: Variable & information commune
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™~ Figure 1.2: Entropic conditionnelle et information mutuelle

La partie hachurée s'appelle "I'information mutuelle” et est notée (X, X). Les
propriétés de I sont évidentes a partir du schéma:

L'information mutuelle moyenne peut s'exprimer au moyen des entropies et
entropies conditionnelles comme suit [41]:



IX. %) = HX) + HER) - KX, %)

HR) - H(X/R) ' : (1.4)
HX) - H(X/X)

X.x)

SiX et X sant indépendants, on a 1(X, £)=0. La nation d'infarmstien mwmelle jone un sile
capital en théorie de [a distorsion.

1.1.2. La courbe R(D):

Rappelons le schéma de notre quagtificateur:

X - 0%
—p Q -

Pigwe 1.3, Quatifiostew type

Ce quantificateur peut-ére vo comme un canal de trangmission qui
cotrompt X. Pour plus de simplicité, nous allons envisager le cas de ia "transmission” d'une
seule letire. Soit X une source dont I'alphabet est A = { 0, 1, ..., N-1 }, la leure i &ant
associée 2 une probabilité py. Le quantificateur Q va &re constitué en une table de
correspondance qui 4 une lettre de la source X va associer une lettre de la reproduction A,
constituée des élémems { 0, 1......, M-1}.

Q est donc un tableau de taitle (N x M). Comme en pratique M < N, Q ne peut &re
une correspondance bionivogue. On préfére donc en théorie de la distorsion passer du modéle
de Q comme fonction ( Q étant I'approche naturelle lorsqu'on notait £ = Q) 2w
modéle de Q comme probabilité conditionnelle de X connaissant X . Cette approche est plus
proche ‘

7



d'une conception de Q comme canal de transmission entre X et X plutee qu'a une “
quantification” de X en X. Néanmoins, elle permet de travailler en toute généralité sur fa
fagon dont on passe de X a X .

Notre guantificateur pest donc se voir comme ceci [41]:

Alphabet source Alphabet de reproduction
o 0 )
1 i
Probabilité de transition
X 1  deiaj:Py 1R
i - i
critére de fidélité :
| N-1 M-

Sur I'exemple ci-dessus, Ia lettre i de X est reproduite par la lettre j de X avec une
probabilité Pj/i. A cette probabilité Pj/i est associé un critére de fidélité #ij qui estime
I'erreur commise en choisissant 1a lettre j pour représenter 1a lettre i,

Notre quantificateur est donc défini par 1a donnée de la matrice:

P=[p | 15

i

P o]

je P.lM-ll

Tous les éléments de cette matrice sont positifs ou nuls. La somme de tous les éléments
d'une ligne vaut 1 (Il s'agit d'une probabilité). Si un seul élément par ligne de la matrice est
non nul (auquel cas il vaut 1), le codeur est déterministe.
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Le probleme fondamental de 1a théorie de la distorsion est de trouver, pour un
critdre de fidélité P, et une distorsion D donnée, la meilleure densité de probabilité P.

Considérons la classe Pp des quantificateurs Q tels que d(Py < D:

P,={P/ dP) <D}

A chaque quantificateur Q. on associe I(P), qui est l'information mutuelle entre X et
X (entrée et sortie de Q).

P

_ o _ ] o , i

IP) = I(X,X) = HX) - HX/X) = > Pj/i 10g2#

ol J (L7

on P = zi:Pinﬁ

Le résultat central de la théorie de la distorsion est alors:
* pour une distorsion D donnée, le plus petit débit que peut avoir le codeur d'une
source X est [41] :
RO =min (KP}) | a3

La figure (1.5) illustre une courbe R(D) typique pour le cas discret.

R(D) possédent dés propriétés interressantes et qui sont les suivantes {31, 41}
- R(D) est convexe U

- R(O) = HX) = - ; p, log,p, -

-D,.. = DR=0) = min [2 D, pu]

- D max existe toujours.
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Il existent diverses techniques, qui permettent de trouver analytiquement R(D)
dans le cas discret pour une source X donnée. Celles ci ont été etudiées par Berger [42] ,
et Blahut [43].

L'éguation (1.8) définit une fonction R(D) qui donne pour une distorsion donnée,
un débit minimale ou réciproquement pour un débit donné, une distorsion la plus faible
possible. Ce qui nous ramene a parler du codage d'une source ou d'un vecteur.
Definition:

On appelle un code C de taille N et de longueur de bloc k,un ensemble de N

séquences { yg, Y1, ..» YN-1} de dimension k chacune, c'est a dire que chaque
séquence est un vecteur a k dimensions; elle s'écrit donc:

vi=1l Yii» ¥i2, - Yik .
Chaque séquence de C est appelée mot de code qui est une séquence binaire de

lIongueur log2(N) au moins. Pour coder un vecteur X dans C, il faudra choisir le mot de
code qui minimise la distorsion P(x, y), notée:

p,(x/Q =.min p, (X, y) - 9

On définit ainsi la distorsion moyenne:

~
p© = E[p,x/O] = 3 PX) p,(x/ O L 10
Avec: P() = ﬁ Px_(xi)

Pour un vecteur X de k échantillons, on définit le débit par échantillon du code C
par la relation:

lolg(zN bits @11

R =

10
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La théorie sur le codage nous apprend que R(D) est une limite théorique des
performances des systémes de codage, et qu'il est possible d'atteindre une performance
assez proche de cette limite; ce qui est dicté par I'€quation suivante [311:

lim, % logN = R(D (L12)

Nous allons maintenant envisager le cas des sources continues pour lesquelles
bon nombre des résultats précédents se généralisent.

Le cas d'une source continue est la généralisation du cas discret. La source est
maitenant stationnaire , ergodique, sans mémoire, a alphabet continu, mais toujours a
temps discret, Les notions introduites précédemment se généralisent aisément, a
quelques détails prés, comme nous allons le voir. )

Les échantillons délivrés par la source X sont toujours indépendants
statistiquement; mais au lieu d'appartenir a un alphabet discret, ils appartiennent a un
"alphabet continu”.

- Les probabilites discrétes se généralisent aux densités de probabilités. La source
est donc supposée produire des échantillons qui obéissent a une densité de probabilité

p- N

b/ L'entropie differentielle:

L'entropie généralisée 2 partir de la définition dans le cas discret est infinie [41).
Cela peut intuitivement se.comprendre: alors qu'il faut un nombre fini de questions de
type oui-non pour connaitre un élément d'un alphabet fini; il faut élucider un nombre

infini de questions pour connaitre entiérement un nombre réel. De facon plus formelle,
reprenons la définition de entropie dans le cas discret.

Hyp) = - 2, p; logp,
J

11
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Voyouns de quelle facon nous pourrions étendre cette définition au cas ol p est une
densité de probabitité continue. Une méthode classique utilisée pour deéfinir {'integrale de
Riemann ( l'integrale classique) comsiste 2 approximer p par une fonction en escalier
 (discréte), comme le suggere Ia figure 1.4.

p est “échantillonnée” avec un pas Azx, et sa valeur en un pas centré en xj est pj = p(xj).
Ax . L'entropie de cette nouvefle densité de probabilité s'écrirait:

Hy (p) = - 3 p(x) Axlog (p(x,) Ax) (. 13)
- >; p(x,) log (p(x,)) Ax - log (Ax)

p(x)
A Ax
>
+ >
X, x
“ Figwn 1.4: Ayproximatioa diseréte & }x}

En faisant tendre Ax vers zéro, pour obtenir I'entropie de p, on trouve les expressions
suivantes pour les deux termes de (1.13).

fim [-Zp(xj)losp(xj)&] = - [ p(x) log p(x) dx
i

( Si cette intégrale existe)

12



‘;hglu [-logAx] = +00
Seul le premier terme converge: on ne peut pas généraliser directement le concept

d’entropie du cas discret. On définit doncunemﬂgmg_ﬂmﬂgh(p)oomposéedela
limite du premier terme de (1.13).

h(p) = - [plog (p)dp

, Cette entropie va éire beaucoup ‘moins "significative” que son homologue du cas
discret. Son interprétation va demander quelques précautions que nous allons découvrir en

énumérant quelques unes des propriélés de {'entropie dilfécentielte.

* L'entropie différentielle peut étre positive ou négative, contrairement au cas discrel.

*  L'entropie différentielle dépend du repére dans laquelle elle est exprimée. Cete
propriété est fondamentale dans le cas d'un changement de variable.

Solentx = (X,.X, , ..., Xy ) &Y = (y » -++» Yyy ) deux vecreurs
aléatoires de densité'de probabilité conjointes respectives (X, , X, , ..., Xy )
etp,, y étant lié & x par une transformation. f

y=1x)

plusp‘écisément:y= n, - yN) = (), EX), ... fx(x))

13
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rJfl c?fl af]
(7Xl ax_ ()xN
afz

l‘]" - axl
afN afh
()x] ()XN

+

Sachant par (1L 14 comment sont lics p et p,, on en déduit e lien entre h (pg) et hip:

h(p,) = h(p,) +E (log |JI.|) | (L 15)

E étant l'espérance mathématique.

L'expression (1.15) expose une caractéristique fondamentale de l'entropie
différentielle: elle ne peut servir de mesure absolue de l'information, puisqu'elle dépend
du repére ou on la calcule. Pour effectuer cette mise en ordre. plusieurs auteurs [42, 43,
44] ont cherché quelles densités de probabilités rendant maximales I'entropie suivant
différents criteres. s ont trouvé que la densité qui maximise h est la suivante:

1 _{x-m)*
i ( St )

Le parametre m désigne le moment du premier ordre ou moyenne, p est donc une
loi normale. Dongc, les variables gaussiennes sont des variables i entropie maximale. Ce
sont donc, les variables les "pires” a coder. ‘

L'entropie différentielle d'une variable gaussienne est:

hx) = log, v 2rec* 1 16}

14



Chapitre I Rappels sur la théorie de la distorsion

Nous pouvons donc ordonner les densités de probabilités par rapport i la loi
normale. Pour cela. on définit la puissance d'entropie @), d'une variable x comme:

Q= — 2" h en bits @ 17)

Qn est la variance d'une source gaussienne qui aurait une entropie h. Qb est donc

~ comprise entre zéro et un. Voict quelques résultats connus {41]

densité deprobabilité . hi x)

Uniforme

é— log, 12 o’

Gaussicnne I a
= log, 2 e o
2

Laplace

Gamma I o
logs 4me - ¢ =

¢/ _Information mutuelle:

On définit l'information mutuelle entre deux variables comme dans le cas discret [31]:
[X,Y)=hX)+h(Y)-h({XY)
= h (X) - h (X/Y)
h (Y) - h (Y /X)

ou les différentes entropies différentielles données par I'expression ci-dessus sont les
suivantes:

15



Chapitre | ' , Rappels sur la théerie de la distorsion
- L'entropie différentielle relative 4 X est:

hX) = - [p.x) logp, (x) dx (1. 18)

- L'entropie conditionnelle est définie comme suit:

h(X/Y) = - [[p.x, y) logp, (x/y)dxdy 1L 19)

L'information mutuelle est alors:

p.(X, ¥)
X Y) = (X, y) log—= dxd 20
[[pytx. ) log, > ) B ) y L 20)

A partir des relations précédentes, si 'on considére que P(x,y) est une mesure de
distorsion et py,y (y/x) la densité de probabilité conditionnelle, on définit la distorsion

moyenne suivante:

Upr) = [[ox ) Py (y/ %) px,y) dx dy (1.21)

"

L'information mutuelle moyenne s'écrit:

Dy Y/ X)

dxd 22
. y .22

I(p,.) = [P b, (y/x log,

d/ Courbe R(D):

On obtient finalement comme pour le cas discret, la limite théorique des.
performances ou la fonction R(D) [42] :
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Chapitre | Rappels sur la théorie de la distorsion

RD = min I(p,,) (1.23)
Pysyy ' i'p
ou
F ={p,, :dp,.) <D} L.24)

Les proprietés de R(D) pour des sources continues. sont fes mémes que celles des
sources discrétes [31]. & savoir que :

- R(D) est une fonction convexe sur I'intervalle | 0, Dmax |

- Dmax est la distorsion maximale: elle existe toujours.

- La valeur extrémale Dmax pour ce cas est donnée par:

D, = min [p (x) p(x, y) dx (L25)
- R(D) est une fonction continue, monotone et décroissante.

La différence qui existe entre les sources discrétes et continues, {en ce qui concerne
R(D)) est au niveau de l'origine de R(D), comme on peut le voir sur la figure 1.5.

R(D) R(D)
A

Region de quantification

Region de quantification

puossible possible

Dmax Dmax
Figure 1.5: Comparaison de 1a fonction R(B) dans les cas;
af d'une source discrete

b/ d'une source continue
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Le choix du critere de fidélité est wés important lors de la conception d'un
quantificateur. Dans la plupart des cas, le choix des chercheurs s'est porté sur I'erreur
quadratique moyenne, notée avussi MSE ( meas-spuared error).

1.2.2. mple:

Bi on considies ko courbs (1.5.6) pour une loi gwossienne, on trouve que [41]:
Daax =02 .

&

Ce résuitat est tout A fait logique, car 4 un débit nul, il est normal de trouver une distorsion
égale 4 I'energie du signal.

Comme nous I'avons vu précédemment, la loi normale a une entropie maximale et 2
ce titre, est la pire 4 coder. Ceci se résume par le théoréme de Berger suivant [41]:

Quelle que soit la densité de probabilité, p, de moyenne nulle et de variance 62 | elle
vérifie:

R(D) < 1/2.(log (02 /D))
avec égalité si et seulement si p suit une loi normale.

Pour une distorsion donnée, les variables gaussiennes vont demander le plus gros débit. Ce
théoréme peut s'exprimer de facon analogue par;

Quelle que soit la variable aféatoire X, la courbe D(R) (fonction inverse de R(D)) qu
Iui est associée veérifie [41]:

+

Dy(R) 2 Dy{l} (R) - (1/210) . ¢2(0(x) -R) R20

Dy} (R) est appelé limite inferieure de Shannon. (le L entre parenthéses signifie "lower").

18



Cﬁapitre I Rappels sur la théorie de la distorsion

En prenant I'exemple d'une source gaussienne de variance o2 lu fonction de

distorsion s'écrit [41]:

T (. 20)

ol

i
R(D 08,

i
o r| =

0 <D< o
D=

o..‘

X

Quand la source suit une loi de Gauss (comme dans 'exemple). la fonction R(D) et
la limite inferieure de Shannon notée SLB ( Shannon Lower bound ), forme la méme
expression, quand l'erreur quadratique moyenne est choisie comme critere de fidelité

{31].

Remargue:

Dans le cas d'une source bidimensionnelle et en supposant que les deux
composantes de cette source sont indépendantes statistiquement; la fonction de
distorsion de cette source est donnée par [31] :

(D(R) + D(R)) @ 27)

' 1
DR =

R1 et R2 sont les debits des sources.
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GENERALITES SUR LA QUANTIFICATION YECTORIELLE

INTRODUCTION:

Ce chapitre a pour objet de présenter les fondements de la quantification. On verra le
principe de la quantification scalaire, puis vectorielle, oi on monirera |'avantage du second par

rapport au premier.

En dernier lien, il sera question de faire une rétrospective de la quantification
vectorielle optimale, en notant ses avantages et ses inconvenients. Enfin, on introduira la notion
de quantification sous-optimale qu'on développera dans les chapitres suivants.

2.1.1. Principe:

La quantification est {'opération, qui consiste a rempiacer une grandeur exacte d'entree
par une valeur choisie parmi un nombre fini de valeurs possibles. On substituera donc, une
infimité de valeurs de la grandeur anzlogique x en un nombre fini de valeurs y; de cesignal.

I en résulte une erreur e, dQe 4 cette approximation et appelée bruit de quantification.

ificati

La quantification scalaire est l'operation de quantification, appliquée a un signal
unidimensionnel.

Un dispositif qui fait associer l'eatrée X a la sortie Y, est appelé uvn gquantificaleur

scalaire, 8'il existe des constanles Xet Y tellesque:

X,sX(X = Y-Y @1
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

-Les valeurs X sont appelés seuils de quantification
-Les valeurs Y sont les niveaux de reconstruction

' Ainsi, la région ot se fait la quantification est un intervalle de données. La
fonction de transfert correspondante est une caracteristique en marches d'escalier. Elle
présente deux formes différentes i l'origine, selon que le nombre de niveaux de
reconstruction N est pair ou impair (Figures 2.1.1, 2.1.2) [30].

2
o
x
i
o

™~
Figure 2.1 : Caracteristique d'un quantificateur scalaire pourun nombre de niveaux pair (1) et impair (2).

Les seuils et les niveaux optimaux ont été tabulés par Max [1]

2.1 uantification rielle:

Contrafrement a la quantification scalaire, la quantification vectorielle s'applique
sur des vecteurs.

Ainsi, un quantificateur vectoriel ( QV ) fait correspondre i tout vecteur X décrit
comme suit ;: x = ( x(0), x(1), ..., x(k-1) ) un vecteur y; = ( yi0), vi1) , ... ,yitk-1)) parmi
un ensemble fini B de N vecteurs de reproduction [31. Cet ensemble B est appelé
dictionnaire.
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Chapitre 2 FEtude théorique de la quantification vectorielle

L'ensemble B est décrit de la fagon suivante:

B={yli=0,...; N1} 2.2

On peut alors écrire la fonction de quantification sous la forme:
y, = Q(x) ot ie{0,..., NI} 2.3

oll x et y appartienent respectivement a I'espace euclidien KX et i un sous-ensemble fini

de Rk,

Un quantificateur fournit une seule information a la sortie, mais celle-ci est
disponible sous deux formes : la valeur y et l'indice i (figure 2-2).

'\ Figure 2.2 : Schema type d'un quantificateur vectoriel

Ainsi, pour généraliser la notion de quantification a plus d'une variable, il
est préférable de ne plus recourtr au concept de seuil mais d'approcher le probléme sous
le seul angle de la table de "décodage. La quantification devient alors une recherche de
I'indice entre 0 et N-1 pour lequel la table donne la meilleure approximation; c'est a dire
T'erreur de quantification la plus faible possible [24].

La figure 2.3 illustre un exemple de quantification vectorielle d'un vecteur
d'entrée & deux dimensions. L'entrée x est représentée dans I’espace par un triangle. Le
vecteur arrondi y le plus proche parmi les treize possibles est le vecteur d'indice i=2. .
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Chapitre 2

Ltude théorique de la quantification vectorielle

N :
1
ol2 11 f
* l
6 3 X vi(2)
| ] . ) Yz
J X ¥z (2)
13 o 4 : =1y,
A . 10 ! v
] _.._.+_
! I )
a2l . Py R ! Q‘ - i
Xy t--mmmm——-t : L
g ¢ | : 1=
e s
¥ =
V,(2) X, ,

Figure 2.3 ; Principe de la quantification vectoriclle,

Dans les systémes de communication, I'indice est transmis au décodeur qui choisit
la séquence de sortie correspondante a cet indice comme le montre la figure 2-4.[31]..

L6 X 0 0 0 X X 0 0 % 0 X 0 X C 0 C XN
S essssenscsossseseses
o:ggéoooo‘oooooog,ooo.,.

et L X
L EBLEELLL

& ol
b:.¢’¢.¢.¢=o.¢.o

()
L e e
2998900 ¢
L5 SRR ORI
KRR LN

CODEUR

indice KEEXSTRRRRIRIINS Y
Quantificateur I :3:333{ tionnai S
Vectoriel I pl o retonnaire - Bpeoos
1 ;4;8‘:;:;:&;«&;4»"o"o:o:o.qr.oq

DECODEUR

Figure 2.4 : Schéma d'un quantificateur vectoricl , x est la séqucnce 3

acoder, | lindice A transmettre et y est la séquence reproduite.
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2.1.4. Comparaison des performances de la quantification scalaire
et vectorielle:

1 est convenable de parler du débit binaire d'un quantificateur. Il s'agit bien sOr de la
transmission d'un indice i parmi N possible; ce qui représente iogz N bits. [l est souvent pratique
de ramnener le débit par dimension comme par exemple pour permettre une comparaison entre
quaatificateurs operant sur des vecteurs de dimensions différentes [24].

Aprés avoir définit chacune des deux quantifications, il serait intéressant de comparer
- les performances de 1'une par rapport 4 {'autre. On prendra pour cela, deux exemples simples 2
deux dimensions.

Fremier exenple:.

On y compare {a quantification d'un vecteur x selon deux approches différentes. On
suppase que les composantes du vecteur sont indépendantes et distribuées chacune selosn la loi
normale. Dans la premiére sitvation, on emploie une paire de guantificateurs scalaires que 'on
applique a chague composante séparément. Ces quantificateurs sont optimaux, selon les tables
Dans la deuxiéme situation, on utilise un quantificatevr vectoriel obtenu par un algorithme
iteratif [24] , ayant le méme débit par dimension. La structure retrouvée est la structure (1, 6, 9)
schématisée par la figure 2.5.b. C'est une structure optimale comme on le verra par ia suite. Il
apparait clairement qu'une paire de quantificateurs scalaires est équivalente 2 un quntificateur
vectoriel dont les points, sont au sommet d'une grille cartesienne (figure 2.5 a).

Figure 2.5 : schémas mprésentant Ios points quantififs fun vectewr & dux  dimensions
(dont Jes composantes sont indépendamtes ot distibuées selon une loi normals) par:
af une paire do quantificatewrs seslaires
B wn quantificatevr vectorisl A
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Deuxiéme exemple.

Supposons que nous avons toujours affaire 4 un vecteur A deux dimensions, mais distribué
cette fois de facon uniforme sur un certain domaine et que n0US comparons 3 mouveau les
performances d'une paire de .quantificateurs scalaires et un quantificateur vectoriel. On notera
que les deux quantificateurs sont 4 débits comparables; par conséquent, ils ont fe méme nombre
de points et par svite Ia méme densité moyenne.

Ces deux motifs (figure 2.6), forment des réseaux réguliers.

Dans la theorie des réseaux [24 ]; le premier est couramment appelé le réseau cubique
Zm (pour m=2 dimensions) et le second réseau héxagonal Az. Pour conserver des densités de
points comparables, il faut poser :

dyfd=v2/43 =1,075 : . 4)

Le point le plus mal quantifié est représenté dans les deux cas par un point gris 2
distance ry et r2 respectivement. Le rapport : :

r2/ g =JZ/_3 d>/d; =0877 @5

nous permet de voir {a supériorité du second quantificateur par rapport au premier.
Par ces deux exemples pratiques, nous voyons 1'éfficacité de l'utilisation de la quantification
vectorielle lors du codage d'une source.

4 A i b

R @ ® e ® ® e o

e @ e ® o -+ O ® ®

4, 4

Y V. % y

Figure 2.6 : Schimss reprisentant un vectewr i dewx dimensions (domt Jos composantes sont
wniformément réparties) quantifid par ; Deux quantifisstenrs sealaives {a),et
P Uk quantificatenr vectoriel i motif hexagonal (D).
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Chapitre 2 Cénéralités sur In gonntification vecterielle

Ainsi, comme onl & Vu antérievrement, un quantificateur vectoriel est caracterisé par son
dictionnairequiinflueconsidérablementsur ses performances techniques. Ce dernier est caracterisé par sa
taille Net sa dimensionk; cesdeux paramétres permettent de déterminer fe débit binaire:

R =(log, N)/k ' (26}

par échaatillon. Unetelle formulation permet defairedes études comparatives dequantificateurs opérant sur
des vecteurs de dimensions différentes.

Mais un quantificateur n'est completement défini, que si on prend un autre critére (en plus de
celui du dictionnaire) en considération: C'est la distance définissant le degré de distorsion qui s'introduit
lors de ['approximation d'un vecteur x par un vecteur approché y; motée par d(x, y;). Cette distance est
une fonction réelle, non-négative qui est utitisée senlement avx fins de comparaison. Elle est souvent
utilisée sous la forme suivante {24, 31].

d(x,yi)=|xyi* | Q.7

N\
En particulier pour r=2, d devient le carré de la distance Fuclidienne. Les chercheurs [6, 8, 13, 16, 24]
utilisent souvent cette distancequi dans plusieurs situations, §'interpréte directement comme une puissance
d'erreurdequantification.

Un quantificateur Q est entiérement défini par son ensemble B(Dictionnaire)etladistance
associée d(x.y):

Q(x) =y  telque dAx.y)< d(x,y) Vj=i 2. 8)
ol (yi.y,)EBxB
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Chapitre 2 Ftude théorigue de la quantification vectorielle

Par ailleurs. si I'on connait le nombre N de vecteurs arrondis y;, la distance
d(x,.) et la distribution conjointe du vecteur d'entrée. p(x). on peut reconnaitre le
quantificateur optimal. C'est de tous les quantificateurs, ou les ensembles S possibles,
celui qui minimise I'espérance mathématique de la distance d(x. . ) [24, 29, 31], soit :

E = ] dtx, Q). plx) dx
Cependant approcher les performances d'un tel quantificateur n'est pas une
chose aisée, aussi, pour des cas particuliers en quantification scalaire. Lloyd [25], a
proposé un algorithme iteratif appelé algorithme de Lloyd-Max pour construire un
guantificateur optimal et Max a tabulé les valeurs arrondies [1]. Paez et Glisson ont
étendu ces résultats aux densités Laplace et Gamma [31], et Pearlman i la distribution de
Rayleigh [ 26].

Dans le cas d'un signal multidimensionnel, c'est a dire pour une
quantification vectorielle, Zador a fait une étude théorique ou il a utilisé l'integrale de
Bennett géneralisée comme fonction de compression appliquée pour un nombre de
niveaux de quantification trés élevé [32]. La figure 2.7 montre le modele de compression
appliqué, lors de la quantification vectorielle.

Fonction Quantificateur Fonction
X f(x) Qu(f (x)) Qx)
— de M  uniforme p——Pp|d'expansion f—Ppp
={X;, , X«) . . = (Y1, + ¥x)
comp\ressmn optimal
f(x) Qu (¥ 1

Figure 2.7-Schéma montrant un modele de compression dans le ¢as d'une quantification vectorielle.

A partir de la figure ci-dessus donnée par Gersho [9], on peut trouver la sortie du
quantificateur donnée par l'expression suivante:

QAx) = °Qef(x) 2 9)
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Chapitre 2 Etude théorigue de la quantification vectorielle

Les expressions qu'il a obtenu [9]. montre que le probléeme de la quantification peut-étre
divisé en deux aspects separés :

1°/ Trouver la meilleure fonction de compression d'un espace d'entrée multi-
dimensionnel. ‘

2°/ Implémenter le quantificateur uniforme multidimensionnel optimal dans hypercube
unité.

En deux dimensions, le quantificateur optimal uniforme a une structure ou une
constellation d'hexagones réguliers. En cherchant la fonction de compression inverse. la
structure du quantificateur sera formée d'hexagones‘ distordus ou irréguliers [9] . En
pratique, il est trés difficile voire impossible (a partir de k=4), de trouver la fonction
inverse de compression, c'est pourquoi les chercheurs ont pris une autre voie afin de
trouver de plus amples résultats dans ce domaine. Il s'agit d'utiliser les conditions
d'optimalité d'un quantificateur vectoriel.

a/ Conditions d'optimalité:

En termes mathématiques, une quantification vectorielle est défini comme étant
, s 1 . k
une transformation d'un espace Euclidien i k dimensions ( "), vers un sous-ensemble Y
. k
fini de R". Donc :

Q: gk S5Y
ol 2.10
Y={¥:Y20---2¥n}

ol Y est un sous-ensemble de R*. Tel que y;est un point de la sortie, qui appartient i

RE pour tout i.
A chaque quantificateur a N points est associée une partition S, S,,..., S ot

$i -Q Y yi) = { xez X1 Q@ = yif @19

Ce qui implique que :

N

[Jsi=2* et SNS =0 pouri=j 212
=l

Ainsi le quantificateur Q est défini d'une mani¢re unique en spécifiant I'ensemble de
sortie Y et la partition correspondante { S; }.

7T



Chapitre 2 Etude théorigue de la quantification vectorielle

L'erreur absolue quadratique moyenne (mean absolute squared error: MASE) liée 4 ce
quantificateur, est donnée par [31] :

D= [|xQuf .px. dx | @13

ot p(x) est la fonction densité de probabilité conjointe.

En minimisant D par rapport & Sj et yj , on obtient les deux conditions d'optimalité
suivantes:

yi =[Jx . px) . dx/“p(x). dx | @. 14

yi est le centroide de la région Sj.

N
so= O{xk-yl¢]xy]} e.19

=l j#i

L'expression ci-dessous indique que les régions Sj sont formées en prenant
l'intersection des partitions de Dirichlet, des yi et des autres points de la sortie[9].
Il faut savoir qu'une partition de Dirichlet, est formée par la bissection perpendiculaire a
un segment connectant une paire de points de la sortie [9, 24].
A partir de ces deux conditions, on montre que I'erreur quadratique moyenne sera sous
la forme [31]

™~
N .
D=o%- Yy f [fpm. dx Q.16
i S, -
Ou 0')% estla puissancc du sign;al. .

b/.Exemples d'un guantificateur optimal:

Pour une source de densité uniforme, le quantificateur qui lui correspond aura
une partition de Dirichlet [9]. 1l existe pour ce type de densité, un quantificateur optimal
qui vérifie les deux conditions (2.14) et (2.15).
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

On notera qu'en général, les points générants une partition de Dirichlet ne sont
pas nécéssairement les centroides de leurs régions respectives. La figure 2.8 montre bien
cet aspect 1a [24].

Figure 2.8 : Schéma représentant unc partition de Dirichlet [9 ]

Pour un quantificateur optimal dont la source est uniformément distribuée, la
partition de Dirichlet sera formée par une constellation d'hexagones réguliers; comme il
est illustré sur la figure 2.9. Dans ce cas 13, les points de la sortie formant la partition de
Dirichlet seront bien les centroides de celle-ci.

Figure 2.9 ; schéma représentant une constellation d'héxagones réguliers
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

Remarque:

Pour des sources ayant des densités non-uniformes. une méthode iterative est
indispensable (en utilisant les conditions d'optimisation) pour converger vers un
minimum local. Pour ce cas Ia, Fejes Toth {9] (figure 2.10) & trouvé une partition sous
forme d'une constellation d'héxagones trréguliers.

Figure 2.10 : schéma représentant une constellation d'héxagones irréguliers

Comme on I'a déja dit, il n'est pas facile de trouver une source qui permet
d'obtenir de mani¢re unique, les conditions d'optimalité.C'est pourquoi, d'un point de
vue général, il serait intéressant de donner ci-dessous quelques aspects sur les limites des
performances que peut atteindre un quantificateur sur la base des résultats théoriques
obtenus par plusieurs chercheurs {9, 12, 14, 15, 31].

2.2.3. Performances asymptotiques des QV:

a/ Préliminaire:

+

Soit X un vecteur aléatoire tel que: X = { X1, X2, ..., X} appartient & I'espace %"
Les composantes xi sont décrites par une densité de probabilité conjointe: p(x).

Soit un quantificateur Q a k dimensions décrit par:
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

- Une collection de N vecteurs de reproduction yj.y2. ..., yn appartenant i ®*; appelés
alphabet de reproduction.
- Une partition { Sy, So, .... SN} de R* ou:

SiNSj=9 pour iz j
ct '

N
Usi= &k

1=l
On définit un quantificateur par {91:
Qx) = yj Sixe§

La performance d'un tel quantificateur est mesurée au moyen de la distorsion
moyenne donnée par: '

N-I
D=E[sx Qb= Y, Js p(x) Ix-yPdx .17
i=0

L'entropie différentielle relative a ce quantificateur est la suivante:

H, = ‘;P. log, B 2 18)
Avec ‘
N
P =], plkix = Py lresi) (2.19)

On définit aussi le volume Vg de la région G, telle que G < ®*; exprimé par [311:

V(G = [ dx | (2. 20)

Soit Vi le volume de la sphére unité de dimension k [31]:

19



Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

Vy=Vol(fu:lluil €1}) = 2.21)

~

ou 12

Hul =(H u‘*’(j)]‘ (2.22)

1=ty

et T est la fonction Gamma (r(V2) = Vx)

b/ Bornes asymptotiques de performance:

Dans cette section, notre but est d'obtenir une borne infericure i la distorsion
moyenne asymptotique D pour les mesures de distorsion d(x, y): -

L' hypothése fondamentale dans I'étude de la quantification asymptotique (faite
par Gersho [9] ), est que la densité de probabilité p(x) soit constante pour des régions
de quantification étroites; en d'autres termes, p(-)ur un nombre N assez grand, la
probabilité p(x) varie peu a l'interieur des contours de la région de quantification Si; On
aura donc:

p(x) = p _pourx e Si 2 23)

L'expression (2. 19) deviendra équivalente a:
Pj= jsi pO) dx =p; fo. dx =pi V) @ 24)

Donc, la distorsion moyenne donnée par I'expression(2. 17) se réécrit:

N1 P

- S VT
D= ZO, e j'siux yI dx @.29
1

On montre [31], (en prenant L(x-y)=(x-y Y ) que:

v, Mye)
Q).

2

du (2 20)

Is d(X,Y)dX-’—‘ .[s,”x—ylllzdx 2 vV Iu:Nulk[

k
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

Soit 1la fonction [31] :

X(i)- Ik .
v, )

L'expression (2. 26) peut se réecrire (en utilisant la fonction donnée en (2. 27)), de la

2
Fk

1 :
MR AV o (227

fagon suivante:

2 -
JS d(x,y)d x= Jsi |x-yi|l dx 2 V(S).F, (V(S)m\) (2.29)
A partir des équations (2. 24)_et (2. 28), on peut écrire:

DzNz—‘,l PiFk(V(Si)"k )=E [ﬁ( (v )]=DL | @ 29
i=0 -

Sachant que Fy est une fonction convexe [31], on aura alors en appliquant l'inégalité de
Jensen:

D=>D 2 E(E[VX)* ]) (2 30)

L

d'ou:

F'D < §'(D,) < E[ voo I ] 2 39

En utilisant les expressions (2. 18) et (2. 24), I'expression de l'entropie sera de la forme :
o
Hy = h{p) - E [log,v(X)] @ 32
ot h(p) = j p(0) logzp(x) dx

En appliquant une deuxiéme fois, I'inégalité de Jensen a la fonction log, on aura:

Hy = bp)- k E[logzvoo" "] > hp) - k log, (E[V(X)U k]) @ 33

En utilisant la relation (2. 31), on obtient:

4

H, = h{p) - kiog, (F'(D,)) = h(p) - klog, (F'(D)) @ 34
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Chapitre 2 Etude rf:énriqm’ de la quantification vectorielle

Finalement, on obtient la borne inferieure asymptotique de la distorsion moyenne

exprimée par l'inégalité suivante:

D2D, > K, [2'( Ho-h{p))/x )

En remplagant Fy par la relation (2. 27), on aura:

D2D, 2D, = k\ﬁﬂk 5 (@) {(Ho-h{p))

k+2

Ainsi , pour un quantificateur Q ayant une entropie fixe Hgq, il est toujours

possible de trouver une borne inferieure asymptotique de la distorsion moyenne de ce

quantificateur.

échan

¢/ Exemple [31]:

Dans cette exemple, on va donner les résyltats de comparaison (faite par
tillon) entre 1a borne inferieure asymptotique de D et celle de Shannon (pour une

source gaussienne sans mémoire),

D> ﬁg 'R) = [(ﬁ) r(1+§)2lk.j|5§2]3 R) @ 37
onn D= EQ ; 158() = %
HQ/k=Hk s\ﬁ ; by = 91-(9-
et _ngIjB[_R] exprime la borne de Shannon par échantillon

SLB

._ oYk T
p¥) (R) = Eil«ﬂ . {%Vi’kr(ng—] ] 2 2R

On peut toujours exprimer ces mémes performances en fonction du rapport signal a
~ bruit RSB tel que:
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ox
RSB = 10 logm-l—)— (2. 38)
et
7/k
(k) - ) € \ _lf_ ~ 2R
RSB, R)=RsSB_ (R) -l Olog,, I+k/2)l 1+3 2 (dB) (2 39
el yue: '

RSB {R) = 602xR
muax

En comparant maintenant la borne infericure de D i la fonction de distorsion, on trouve
[31]:

Bg)(R) = [(];’( lz)r[nli‘-f/k} 2R

avec DR = 2“2R

(2 40

pour un¢ source g’dUSSiCIlllC

Cette borne donne de meilleurs résultats que ceux de la fonction D(R) pour k
fixe. Ainsi, elle tend vers la limite de D(R) quand k tend vers linfini [31].

2.2.4. Techniques _de calcul de quantificateurs vectoriels
optimaux: ’

Soit un quantificateur Q défini par son dictionnaire B = { yg, y}, ..., yn.1 ) et sa
partition S = { S, Sy, ..., Sn.; ) de l'espace R (figure 2.11 pour k=2).

So

Y6
.Yl

S3

. y
Figure 2.11 : Exemple de partition dans R= pour N=X
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

En théorie, trois opérations successives sont nécéssaires pour quantifier un
vecteur donné X [29]. '

1- Trouver la région de quantification contenant x. c'est a dire la région de
Voronoi Sj telle que x « Sj ce qui revient & determiner le plus proche voisin de x

dans le dictionnaire B.

2- Chercher lindice 1 de la région de Voronoi contenant x qui est aussi
I'indice du mot de code y le plus proche de x.

3- Régénérer i la réception le mot de code yi & particr de l'indice i.

Ces trois opérations sont représentées par la figure ci-dessous (figure 2.12)

[31].

3

Codage Transmission Décodage

Figure 2.12 : Schéma representant les trois operations néeéssaires pour unc quantification vectoriclle.

o By} »



Remargve: KRappel surla région de Vorogor

On rappelera que pour un quaatificateur, on définit la région de Voronoi (ou encore
Reégionde Derichilet) autour d'un point yj, dénotée Vi, comme |'ensemble des points de R*; qui
sont quantifiés par y;[44),

Vi={x/xeR* et d(xyj) s d(xyj)) Vizj

La figure suivante (figure 2.13) illustre un exemple de région de Voronoi pour les réseaux
réguliers héxagonaux.

Figure 2.13: Bokima representant &as rigions & Voroani
{ 1a rigion coatrastie est 1a région V)

En pratique, le probiéme de la conception du meilleur quantificateur a focalisé les
recherches sur la quantification scalaire puis vectorielle. Dafs les deux cas, les résultats théoriques
ont moniré que les distributions uniformes sont les mieux représeni¢es; dans le seas d'une plus
faible distorsion.

La théorie de'la distorsion a méme montré que la distorsion peut-éire réduite par un
codage de biocs towjours plus long [ 9, 14).

L'exploitation de Ia propriété des composantes gaussiennes du vecteur, dont la distribution
possede une symetrie sphérique; a conduit A trouver une méthode de quantification appelée
quantification vectorielle sphérique. Cette méthode consiste 4 quantifier séparement la norme ( le
gain) et la phase (orientation). En général, elle se base sur les réseaux rég'uhers en tirant profit de
leurs propriétés [24].

Dans cet ordre 12, il existe deux approches essentielles qui sont: L'approche statistique et
I'approche algébrique.
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Chapitre 2 Ftude théorigue de la quantification vectorielle

a/ L'approche statistique:

Cette approche consiste & appliquer l'algorithme LBG (du nom de ses auteurs:
Lynde, Buzo et Gray) | [L7]. L'algorithme cité est désigné aussi par le vocable de la K-
moyenne.  Certains chercheurs {24, 29, 31] le présentent comme une extension de
I'algorithme Lloyd-Max | 1. 25]. ,

C'est un algorithme iteratif: il transforme les représentants d'une partition pour
obtenir une nouvelle partition dont I'erreur est inféricure it celle de la premiére. En
faisant plusieurs iterations. celui-¢i va tendre vers un minimum local qui n'implique
nécessairement pas sa convergence vers un minimum absolu.

En général, l'algorithme en question est appliqué dans le cas d'une source dont la
densité est non-uniforme.

Cette approche est recommandée quand la distribution des orientations sur la
sphere unité est franchement non-uniforme. L'algorithme de la K-moyenne permet de
tirer parti au maximum de cette non-uniformité [24].

b/ L'approche algébrique:

Elle consiste a faire usage des propriétés des réseaux réguliers dans I'étude des
quantificateurs, et ainsi constituer des dictionnaires de points sur une hypersphére unité.
Les dictionnaires obtenus & partir de cette technique sont trés bien structurés. Les
algorithmes relatifs a cette approche sont éfficaces et rapides.

Cette deuxiéme approche est appropriée dans le cas ol les orientations sont

raisonnablement uniformément distribuées sur la sphére | 24].

Rappel: Deﬁni{ion d'un réseau [24]:

«\\

Un réseau régulicr dans %* est l'ensemble de points x qui s'obtiennent par
combinaison linéaire de k vecteurs de base indépendants z|, zp , ..., zx avec -des
coefficients de probabilité entiers my, my, ..., my.

Lx={x/x=2Xmiz}; mi entier

Exemple:

Le réseau hexagonal Ay, de la figure (2. 13) est obtenu & partir des vecteurs de

base

2 =01, Jetny=12,01.
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Chapitre 2 ) Ftude théarigue de Ia quantification vectorielle

Figure 2.13 ¢ Structure du réscau héxagonal A,

Ainsi, un réseau régulier conduit au quantificateur optimal [24]. Une hypothese
émise par Gersho [91 veut que pour toute dimension, il existe un réseau régulier qui
atteint ainsi les performances optimales. Cette hypothese jamais demontré n'est a présent
demontrée que pour les dimensions 2 et 3 {9]. Il existe cependant des résecaux
particuliérement bons en dimensions 8 et 24 [24].

ar treillis :

Dans ce méme ordre d'idée, les réseaux réguliers ont été largement exploités en
modulation ou cbdage de canal par Ungerboeck [31]. Ainsi, ce dernier a obtenu de bons
résultats dans le codage de canal i bande limitée en utilisant une technique appelée "
Mapping by Set Partitioning" (ou treillis) pour des constellations de dimensions [ €t 2.
Cette méthode se base sur les codes convolutifs [10,31]. Profitant de la dualité entre le
codage de canal Tmodulation) et le codage de source (qﬁantificution) [ 107, Fischer et
Marcellin ont généralisé cette fois la notion de codage par treillis pour le codage de
source. Cette nouvelle technique s'appelle " Treillis coded quantization” (TCQ) [46].

* Principe:

Dans le cas du codeur TCM (Treillis coded modulation), fa figure suivante (fig 2.
14) montre son principe de base.
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Chapitre 2 Etude théorique de la quantification vectorielle

( ¢ ~
—
Séléction d'un
n-.k < ; ' > point dans la
bits : E S classe
: L
' : .
a8
\ ) )
(< Cod e o pom[. ;‘érii(i_tlor?né
— odeur parmi points
é i convolutif Iﬁ> Séléeti
k, , ou par blocs v (k+r1) \ ¢ 1(;‘n
bits : (k/k+r) i bils unc classe
' y codés
\_ﬁ\-*—)__—_)/
~— Y,

Fig 2. 14 ; Structure d'va codeur TCM [31].

En ce qui concerne le TCQ, la taille de I'alphabet vectoriel va étre doublé, tout en
conservant le débit initial intact; cela ne se fait qu'en imposant quelques régles a
I'alphabet.

Ainsi si 'alphabet vectoriel Y est composé de 2M vecteurs 4 k dimensions, en
doublant la taille de cet alphabet, on obtient un nouvel alphabet Y contenant 2m+!
vecteurs. On divise ce nouveau alphabet en 2m+! classes (ou sous alphabets) { Qq, Qy,
.... Qm ] ot chacune de ses classes est constituée de 2m-m' yecteurs.

Ainsi, dans le cas d'une utilisation d'un quantificateur vectoriel "classique”, il
faudrait m'+1 bits et m-m' bits pour identifier respectivement la classe et le vecteur type:
ce qui donnerait un débit total de m+1 bits. Cependant. en faisant appel a un treillis, il
nous offrira la po}sibilité de ramener le débit 4 R bits.

Dans la technique du TCQ. chaque classe représente un quantificateur dont les
performances dépendent du choix du type de quantification & appliquer. Fischer et
Marcellin avaient utilisé une quantification scalaire.

** Exemple de TCO selon Marcellin et Fischer:

Nous allons voir d'une fagon bréve un exemple de TCQ afin de comprendre.son

principe.
Considérons un codeur convolutif de taux d'émission t=1/2 ( ¢'est a dire qu'a T'entrée,
on & 1 bit et on regoit 2 bits i la sortie). Le codeur est composé d'un regitre & décalage &
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deux cellules C; et C; (il comporte donc, 22 = 4 etats ), comme fe montre la figure 2. 15 [45].

*_>ﬁ9+~*

Fig 2. 13: Codew convolutif 3 daux oellules

A partir du schéma ci-dessus, on trouve les sorties d'aprés le tableau sujvant:

Tableay 2 1: Table de codage du codeur convolutif

i Xj CiC | Uy Up
1 1 00 11
2 1 10 01
. 3 1 11 10
A 4 0 11 01
5 1 01 00
6 0 10 10
7 0 01 i1
8 0 00 00

En utilisant ce tableau, on peut dresser le diagramme des etats comme 1'iflustre [a figure
suivante (figure 2. 16).
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Chapitre 2 Etde théorigue de la quantification vectorielle

Fig 2. 16 : Diagramme des ¢tats | 45]

Comme dans la théorie du TCQ il est question de classe et de leurs centres, donc
dans la figure 2. 16, il est préférable de représenter les classes au lieu des éléments
-binaires. On aura alors le diagramme suivant:

Fig 2. 17 : Diagramme de transition

On peut donner une autre forme au diagramme de transition et qui est la suivante:
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Ci1C2

00

10

01

11

Fig 2. 18: Exemple de treillis & quatre élals.

Dans le treillis, chaque noeud représente un €tat et les branches correspondent
aux transitions. Des deux chemins arrivant & chaque état, un seul présente un certain
intérét. Ainsi, le chemin qui aura accumulé la plus faible erreur sera le chemin restant ou
le survivant. il représente, pour les chemins arrivant 4 un état donné la meilleure stratégie
de quantification pour les vecteurs passés.

Pour minimiser la distance euclidienne, on utilise l'algorithme de Viterbi [10]:

En premier lieu, on attribue une erreur cumulée nulle a I'un des états du treillis et

une erreur infinie aux autres états. Le codeur et le décodeur s'entendent préalablement
sur le choix de I'état ayant une erreur nulle.

1°/ On calcule les distances euclidiennes pour chaque étage.

2 2
i _ N - . .
(dl) - (hi qj) avec q] € (21 y 1 = O, i ) e g 3

2°/ Puis, on additionne les distorsions trouvées a chaque branche et i un noeud
donné, nous gardons la branche ayant fa distorsion minimale.

3°/ Enfin, nous comparons les quatres états dont nous choisirons celui qui
possede la distorsion cumulée minimale, ‘
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d/ La quantification sous-optimale:

* Quantificateurs polaires:

Comme nous avons vu plus haut. les conditions énumerées par- les
expressions (2.14) et (2.15) sont des conditions sévéres pour le calcul des centroides et
des régions avoisinantes d'un quantificateur vectoriel optimal.

Dans les algorithmes de design ou de conception. lors du calcul du
centroide de l'une des N régions de quantification Si et qui est donné par la relation (2.
15): il est & remarquer que la dimension k des coordonnées d'un point implique k
divisions scalaires et k+| intégrations de dimension k. soit pour les N régions a
considerer un total de kN divisions et kN intégrations.
La complexité s'accroit lors de la définition des régions avoisinantes de
quantification S pour chaque valeur arrondie de sortie.

La relation exprimant la région S; montre que la détermination de chaque région
S; nécéssite la recherche de N-1 demi-espaces de dimension k, soit un total, pour N
régions, de N2 intersections.

D'autres difficultés surgissent lors de I'estimation de la distorsion. C'est pourquoi,
la conception d'un quantificateur vectoriel optimal reste un art en soi [24].
En fait, une étude comparative relative a la complexité des quantificateurs vectoriels et
scalaires, a €t€ faite par Swaszek [38 | et a ét€ reprise par Berkani [ 31]..

Aussi, pour remédier a la complexité des quantificateurs vectoriels, les chercheurs
se sont orientés vers la quantification sous-optimale. Chacun tente par de nouvelles
études, méthodes ou techniques de récolter un certain gain en performances sans exiger
des conditions cBhtraignuntes ou supplémentaires: ce qui revient 4 dire qu'il y a
réduction de la complexité de fugon indirecte.

Ainsi, ces derniers préfeérent présenter le systéme quantificateur comme un
ensemble de quantificateurs élémentaires scalaires déja connus [38]. Mais il est plus
judicieux d'utiliser un repére polaire de coordonnées qu'un systéme cartésien. En effet,
un signal exprimé sous une forme complexe peut étre obtenu et traité plus facilement
dans un repere polaire ot son amplitude et sa phase sont statistiquement indépendants
et peuvent donc étre quantifiées indépendemment 1'une de l'autre. Ce type de procédé
donne un nouvelle sorte de quantificateurs appelés quantificateurs polaires qui
renferment en soi plusieurs catégories de quantificateurs selon les contraintes utilisées
comme on le verra dans les prochains chapitres.
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**Quantificateur en spirale:

De maniére similaire. des travaux récents ont été faits dans le domaine de la
quantification sous-optimale par Berkani |31]: cette méthode consiste en la
discrétisation de la spirale dans un systeme polaire. Elle est basée sur l'optimisation des

différents paramétres de lu spirale. que nous verrons ultérieurement.

Description:

Soit une variable aléatoire 7 Gaussienne & deux dimensions, Dans le systéme

cartésien, elle est exprimée par:
Z=x4+]y ou

Dans le systeme polaire, elle est de 1a forme:

Z=rcl®
ol
[r: )(2+y2
= arcte 2
g = arctg " )

La théorie du quantificateur en spirale repose sur celle de la spirale d'Archiméde

représentée par la figure 2. 19;

7z
=

Fig 2. 19: Spiralc d'Archimdde dans le systdme cartésien | 31)

=
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Les poiats parameétriques régissant les points de la spirale sont les suivants:

X=rcos¥
y = rsin #

ol

r =Gy et ¢=0+2kn (ke2) (2. 41)

Comme premiére étape, la discrétisation de la spirale d'Archimede s'applique sur I'angle
8. Cela se fait en définissant un pas d'incrémentation "delta” (4) A I'angle 8. A constituera un des
parametres A optimiser.

Pour pouvoir mieux discrétiser |'angle 0, il est impératif de definir un autre paramétre (2
optimiser aussi), et qui permet a ia consteiiation de points de la spirale de s'éloigner de I'origine
dans un mouvement de révolution: C'est |'angle initial 6.

Enfin, il ya un autre parametre qui doit faire I'objet d'une optimisation: c'est le gain de
spirale. _ |

D'apres ['expression (2. 41), si on suppose que | G| =1, alors:

r=¢y=8+2kn
d'od
8 =g [28]=rl2n]

Les crochets ([ ] ) désigne la fonction modulo.

Ces relations montrent que toute l'information de la phase pour une spirale, est
implicite dans I'amplitude. Ainsi, {'un des avantages essentiels de la spirale, est qu'il y a une
réduction du debit de stockage, ce qui lui permet d'avoir de meilleures performances par
rapport a celLes d'autres quantificateurs.

1] existe d'autres avantages de 1a spirale que l'on peut trouver dans le travail de Berkani

(31l.
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THAPITRE 3

- QUANTIFICATEUR POLAIRE SPQ

Introduction :

La quantification sous-optimale comine son nem T'indique ne permet pas d'obtenir
des résultats aussi performants que ceux de la quantification optimale. Mais en revanche
les méthodes générées par ce type de quantification sont plus simples it appliquer bien
qu'elles soient liées a un certain nombre de contraintes. Afin d'améliorer les performances
de tels quantificateurs le plus possible: on peut jouer sur certains de leurs paramétres.

Il serait intéressant d'utiliser un repére polaire pour un signal bidimensionnel en
particulier si la densité de probabilité du signal d'entrée est de symétrie circulaire. Par la
suite, on verra que ce systéme permet d'obtenir de meilleures performances que pour un
systeme cartésien de plus, il existe deux approches pour la quantification polaire : celle du
quantificateur polaire SPQ qui veut dire en anglais "strictly polar quantizer " et du
quantificateur UPQ qui veut dire “unrestrected polar quantizer ", selon le débit du
signal comme on le verra dans le prochain chapitre . '

3.1 Quantificateur SPQ non-uniforme:

Considérons une source aléatoire gaussienne bidimensionnelle , I'expression d'un

point z, dans l'espace de coordonées x et y , dans un systtme de coordonnées polaires

satisfait aux relations suivantes:

{xzr o 3.0
y=rsin¢

En d'autres termes, on aura :
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En d'autres termes, on aura ;

¢=Amg(y) 3.2)

X
En notation complexe , on aura :

Z=relt - (3.3)

Comme la source est Gaussienne de variance 202, alors la densité de probabilité conjointe

sera donnée par : .
Ry(sydm 55030~ (1247 2 (3.4)

pour -2 (x ; y{ + oo
En considérant les variables r et § statistiquement indépendantes , alors on aura :

plr.0)=1(r). g{o}

Utilisant cette hypothese , on obtient {30];

f(r)=r.exp- (rz/Z) 0 < +e0 (35)

505 050(27 - 36)

Ainsi , on trouve que Jg\module ( ou I'amplitude ) suit une loi de Rayleigh alors que la phase
est uniformément distribuée.

.1 timisation dv guantificateur SPO:

Si on divise le plan en N région 9!{_,- telieque

S{i’j={2=rei’!ri_isr<ri;<|§_1 s¢<¢i} (37)
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Pour i=1, ..., Nret j=1. ... . Ng ot Ny et N¢ représentent respectivement le nombre de

niveaux de quantification pour Famplitude r et la phase ¢ . L'une de ces régions est

représentée par la figure suivante :
Y

Figure 3.1; Représentation d'une région de quantification polaire.

L'erreur quadratique moyenne relative a ce quantificateur est donnée par.

Z

N
r

I'
033 |

=1 r,

|

=4

2
R0 e g do ar (3.9)

]
=

J re! re

e

-
T_l

La contrainte relative a ce quantificateur est donnée par ia représentation du nombre de
niveaux N du quantiﬁ??ateur par le produit du nombre de niveaux de quantification de 'amplitude
par celui de phase. Autrement dit:

N =N, X N, (3.9)

Maintenant, il serait intéressant de trouver les seuils de decision et les niveaux de
quantification pour lesquels le quantificateur SPQ serait optimal. Pour cela, il faut trouver la
solution aux conditions nécessaires suivantes [28]:
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ID
5 (310)
9D _g (311)
20,
D .
ar, = (312
D _
57 - 0 (313)

a. Optimisation de ) par rapport a la phase:

Avant d'optimiser D par rapport a la phase. Hl est nécessaire de developper son
expression donnée par la formule (3.8). Ainsi. de premier abord on obtient; '

N

<

r

¢ .
D= j ”ﬂ + 12 - 21T, cos (¢-&>jﬂ *2(—;3 d¢. dr (314)

N
3| Iy lq;}l

—
il

Aprés avoir intégrer par rapport & la phase, I'expression de la distorsion D sera de la forme:

D=:z‘§‘;ji {(1-2 r 20 )-2r i-i(sin(q;i—cﬁi]—si.{q;i_, _éjm B4 (1s)

Pour trouver les niveaux de phase optimaux, il faut que:

g—gj =0 & Z.I‘.fi[cos((pj _d‘)j) + cns((pj_] —(’ﬁj)] =0

+

Ce qui veut dire:

¢j —(13]- = ¢j-—1 —(T)j : (3.16)
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Ces équations représentent celles d'un quantificateur uniforme. donc

En supposant ¢ = (). on peut donc écrire :

2n
¢I _q)n :N_‘h
2n
(b’.’ _q)n =(¢'_‘ _q)l )+(.¢1 _(b;.):z'—
Nw
2n
-, = 7,__,
¢~ 0 N,
2T
q)j e =JN_°

Comme :

I T n . T
¢j-¢-i:N_¢ = ¢j=(2'l—])N—¢

Les seuils et les niveaux optimaux sont donc donnés par les expressions suivantes :

0= i R j=1, e Ny -1 (3.17.2)

¢ =2j- D= j=1 - N, (317.b)

En remplagant les seuils et les niveaux de la phase par leurs expressions optimales
données en (3.17) dans 'expression (3.15) de la distorsion, on trouve :
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Pl
— U f(r).dr (3.18)
NU}

Pour trouver les seuils et les niveaux optimaux pour l'amplitude. il faut appliquer
respectivement les expressions (3.12) et (3.13).
A partir de 1'équation (3.13), on trouve :

i:-‘ i:],n-’ Nl' (3]9)
jf(r)dr

Ty

. j r.f(r)dr
=

Pour trouver les seuils optimaux, il faut donc appliquer I'équation (3.12). Ainsi, pour Np
fixe, pour minimiser la distorsion D, il faut satisfaire la condition suivante [6]:

glr?=[g(ri_fi+l)"g(ri_fi)} f(r)=0  i=L..Ny-1 (3.20)
avec ™ |
g(r, —F,) =17+, —2r.f,sinc N];
et
glr,—1)= '}2 + fi2 —2rii‘ixfnc N!;

Ce qui donne :
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I +r

e =1 N, -1 (3.21)
aod | '
2 sing N‘q;
Si on définit :
R | i =1 N, (3.22)
SINC N¢

On peut donc remplicer les expressions (3.21) et (3.19) par:

T .

o= el =l N, —| (3.23.a)
G . .

! Jr frdr

[ =l“l-"——-— i=l- N, (3.23.1;
Jroryde
fia

c. Calcul de la distorsion optimale :

Les niveaux de sortie r, sont les centroides relatifs & fa densité de Rayleigh, dans
les régions de décision fi-1 <r <rj. Pour un nombre de niveaux damplitude Ny fixe, on
peut résoudre le probleme des seuils i et des niveaux r; sans prendre connaissance du
nombre de nivcaux de phase Ng données dans les ¢quations (3.19) et (3.21). Donc.
quelque soit le nombre Ng donné, on peut toujours déterminer les niveaux damplitude &
partir de I'éQl-lilliOll (3.23). En effet. les expressions (ou r o=k et 1y = +o0) sont les mémes
équations que celles d'un quantificateur scalaire dont Ta source suit une loi de Rayleigh.
Or, ce type de quantificateur a é1é calculé par Pearlman et Senge |26] qui ont tubulé leurs
résultats pour Nr=1 a 64. Donc. ces résultats peuvent &ure directement utilisés pour 1 et
i, . On peut aussi wtiliser les distorsions minimales refatives & la loi de Rayleigh dans

=

I'expression de la distorsion du quantificateur SPQ.
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L'expression de la distorsion du quantificateur donné par Pearlman est Ta suivante 28] :

N r

T

D,=Y | (=7 Vidr
R (3.24)

Donc. en utilisant 'expression ci-dessus ainsi que fa formile (3.22) duns Fexpression
(3.18). on trouve :

N, r.
cNp= 7 i
-

Remarque :
Il est maintenant évident que pour un Nr donné, il est seulement nécessaire de

calculer Ies seuils. les niveaux de sortie. la distorsion de I'amplitude et la quantité C(Nr)
pour la densité de Rayleigh f(1) seulement. dans la limite oit Nr approche infini, on a:

4 oo
im  C(N )= |2 f(r)dr =262

N, +eoo 0

Ainsi, quelque soit Ny tel que Ng=N/N; on peut substituer dans I'équation (3.25)
pour trouver la distorsion totale pour la quantification polaire d'un signal gaussien.
Fleisher [4] a pu trouver la condition suffisante de minimisation de Dr. selon laquelle f(r)
doit étre convexe. :

La condition suffisante de minimalité est assurée par la matrice des dérivés du
second ordre par rapport aux seuils et aux niveaux qui doit Etre définie positive.

Finalement, on peut présenter l'organigramme qui permet de calculer les différents
parametres du qua\ntiﬁcuteur a la fin de ce chapitre.

3.2 ntificateur SPQ uniforme :

Le quantificateur SPQ uniforme utilise un pas de quantification uniforme pour
chaque seuil et niveau d'amplitude: en d'autres termes, les seuils et les niveaux sont
espacés d'une fagon égale les uns des autres & I'exception du dernier intervalle qui est
semi-infini. ‘

Quant i la phase, elle est déja quantifiée de maniere uniforme d'apres 1" équation
(3.18).
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L'expression de la didlorsion du quantificateur donné par Peariman est la suivante [28] :

r,
1

NI'
_ =2
D,_IZ1 [ (-7 t(r)er ‘ 3.24)
=i
Donc, en utilisant 1'expression ci-dessus ainsi que ta formile (3.22) dans 1'expression (3.18), on
trouve :

D= D, + (1 - sin®(YN,)) C(N,) (3.25)

N, i
ob CN)= X5 [fryde
i=1 T
It et maintenant évident que pour un Nr donné, il est seulement nécessaire de
calculer les seuils, fes niveaux de sortie, 12 distorsion de l'amplitude et la quantité C{Nr) pour {a
densité de Rayleigh f(r) seulement. dans §a limite o0 Nr approche l'infini, on a:

fim CNp= [ £(r)dr = 202
0

N, = 4o

Ainsi, quelque soit Ny tel que Ny=N/N, on peut substitver dans !'équation (3.25)
pour trouver 1a distorsion totale pour la quantification polaire d'un signal gaussien. Fleisher [4] a
pu trouver la condition suffisante de minimisation de Dr, selon laguelle f(r) doit étre convexe.

La condition suffisante de minimalité est assurée par la matrice des dérivés du second
ordre par rapport aux sevils el aux niveauvx qui doit ére définie positive.

Finalement, on peut présenter 1'organigramme qui permet de calculer les différents
parametres du quantificatevr a fa fin de ce chapitre.

3.2. Quantificateur SPQ uniforme :

-

Le quantificateur SPQ uniforme utilise un pas de quantification uniforme pour
chaque seuil et niveau d'amplitude; en d'autres termes, les seuils et les niveaux sont espacés d'une
facon égale les uns des autres a 1'exception du dernier intervalle qui est semi-infini.

Quant 2 1a phase, elle est déja quantifiée de maniére vniforme d'aprés les équations
(3.18).
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La minimisation de D par rapport & h revient done & trouver la solution i 'équation (3.18):

2D SN 1y e ]"
WZZE['_5} Q(_l)-(z—.\m(, W; JI1§1-.I(111) (3.28)

s0it positive.
3,2.2 Commenlaire ;

Le pas h optimal dans 'équation (3.27) peut atre trouvé ou caleulé par la méthode
de Newton-Raphson.

Bien que l'implémentation du quantificateur uniforme est simple i faire, car il suffit
de trouver le pas h pour trouver tous les parametres du quantificateur: elle est plus
difficile que celle du quantificatcur non uniforme suivant un aspeet : il s'agit du fait que le
pas optimal est unc fonction aussi bien de Ny que de Ny comme on peut le voir dans
I'équation (3.27). Pour des valeurs élevées de Np. on peut faire I'approximation suivante

' sinc -+ =]
¢

Avec cectte approximation. la précision est de l'ordre de 5.10-% alors que sans
approximation, la précision peut aller jusqu' 5.10-7.

Comme on a déji vu le quantificateur SPQ non-uniforme. on peut calculer les seuils
et les niveaux de .§9|‘1ie pour un certain Ny sans prendre connaissance du nombre Ng.
Alors que pour le quantificateur SPQ uniforme, & chaque valeur de Ny, on peut trouver la
valeur optimale de h: ce qui demande un temps de calcul énorme. Clest pourquoi, il serait
plus intéressant de calculer le pas h optimal pour des valeurs nécessaires de N¢ et Ny
comme on le verra dans le prochain paragraphe. Enfin, quand le pas h optimal est calculé
pour Ny et Ny donnés, lu distorsion est calculée a partir de I'expression (3.28), celle-ci ne

dépend pas explicitement de Ng. .

3.3 Répartition optimale des débits de phase et d'amplitude :

Les méthodes ayant permis de trouver les scuils et les niveaux optimaux pour le
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quantificateur SPQ uniforme et non-uniforme. ne révelent pas comment sélectionner le
nombre de niveaux de phase Ny et le nombre de niveaux damplitude Nr. qui produisent
la plus petite distorsion possible: quelque soit le nombre total de niveaux N,

On notera qu'on donne a la répartition des débits entre la phase et Famplitude le nom de
factorisation.

Notre but maintenant est de trouver ces choix optimaux de Nget N, Le seul
résultat exact publié par Gallengher {6] est e cas ou N=396. Ce dernier a trouvé que
Ni=12 et Ny=33 (c-a-d: Ny/N, = 2.70). La distorsion minimale normalisée trouvée a partir
de ce cas est égale a 5.96x10-3 pour le quantificateur non-umitorme et 6.67x10-3 pour le
quantificateur uniforme. Ces valeurs de la distorsion sont plus faibles que celles obtenues
par Max|1] pour les parties réelles et imaginaires. Plusieurs quteurs [S. 6. 8. 41| ont noté
dans leurs écrits, qu'en quantification la phase est quantifiée plus finement que
I'amplitude. Parmi eux, il y a Powers |28] qui a obtenu des solutions sous-optimales (pour
des seuils et des niveaux) telles que les valeurs de N ne dépassent pas 40 pour cela, il a
divisé les seuils d'umplitude de maniére équiprobable. 1! a pu trouver que le nombre de
niveaux de phase Ny est plus grand que N; et que le rapport minimal est de 2.46.

Nous allons maintenant démontré une méthode formulée par Pearlman et Gray (8]
qui utilise le théorie de la distorsion. . '

Démonstration de lu_ méthode :
Nous allons noter quelques points importants pour la compréhension de ce qui suit:

1°/ Comme nous le savons, le vecteur que nous avons a quantifier est la variable
complexe z=r.ei. La mesure de distorsion associée i cette quantification est la distance
euclidienne :

.
™,

hY

d(z,2)=|z—2|2 =12 +72 --2r.Fcos(¢-—tf)) (3.29)

2°/ Les résultats classiques de la théorie de la distorsion exigent la mesure de distorsion
utilisée par un vecteur z(x,y) puisse se mettre sous la forme de la somme de deux mesures
de type différence.

d(z,2)=d((x, K.y, §)) = dx (X ~ X)+dy (§ — y) (3:30)

Comme nous pouvons le constater, les points | et 2 sont incompatibles. La distance

*
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La minimisation de D par rapport a b revient donc 2 trouver Ia solution 2 |'équation (3.27) :
Pour que cette derniére soit nécessaire et suffisante, il faut que:

[ ]0(1) 2- smc[ ]h21 f(ih) (3.28)

=1

soit positive.
3.2.2 Commentaire :

Le pas h optimal dans !'équation (3.27) peut éue wouve ou calculé par la méthode de
Newton Raphson.

Bien que l'implémentation du quantificateur unitorme est simple 2 faire, car il suffit de
trouver le pas h pour trouver tous les parameétres du quantificateur; elle est plus difficile que celle
du quantificateur non uniforme svivant us aspect : il s'agit du fait que le pas optimal est une
fonction aussi bien de Nr que de Ny comme on peut le voir dans I'¢quation (3.27). Pour des
valeurs élevées de Ny, on peut faire 1'approximation suivante :

+

i
sing || =1
[N¢

Avec cette approximation, la précision est de 1'ordre de 5.103 alors que sans approximation, la
précision peut aller jusqu‘a 5.107.

Comme on 2 déja vu le quantificateur SPQ non-uniforme, on peut calculer les seuils et les
niveaux de softie pour un certain Ny sans prendre connaissance du nombre Ny. Alors que pour le
quantificateur SPQ uniforme, A chaque valeur de Ny on peut trouver la valeur optimale de h; ce
qui demande un temps de calcul énorme. C'est pourquoi, il serait plus intéressant de calculer le
pas h optimal pour des valeurs nécessaires de Ny et Ny comme on le verra dans fe prochain
paragraphe. Enfin, quand le pas h optimal est calculé pour Ny et Ny donnés, la distorsion est
calculée 2 partir de |'expression (3.18), celle-ci ne dépend pas explicitement de Ny.

3.3 Répartition optimale des débits de phase et d'amplitude :

Les méhodes ayant permis de trouver les seuils et les niveaux optimaux pour le
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a, Calcul des limites inféricures de Shannon :

« Pour Ia variable U=E.n r ;

Nous allons utiliser dans toute cette purtie Ta formule donmant L limite inféricure de

Shannon associée i un critere quadvatique (mesore de distorsion coclidienney [J 1

I t‘thm: ‘“.I

[
D (R =
3 1

Or, nous savons calculer, griice au chapitre 1. Fentropie diftérenticlle qui est

h(U) = I+C-In2-R,

ou C est une constante telle que {8] 1 C=0.5772156649

Il vient donc :
ihy | 2P +C-ma-g,
c

DU (RU): e

En introduisant ke=eC. on a :

(o - ki e 2-R, > () |
Dy (R, ¥ T3 e R > (3.35)
* Pour la phase : .

L'entropie différentielle de ¢ s'éerit
h(d)=in (2m)

La formule de la limite inférieure de Shannon donnée dans le chapitre | et appliquée i la

phase s'écrit donc :

”.) 2—".
_ QTﬂe R =0 (3.30)
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donnée au point { ne peut se metire sous 1a forme prescrite au point 2.

Pour lever cette contradiction, Peariman et Gray [8] ont proposé 1a quantification de Log z au lieu
de celui de z-r.eib. '
Le logarithme complexe de z s'écrit en effet

log z=log r+j
¢=90+2mn (m €N) (3.31)

L'idée consiste donc 4 remplacer le couple (r,¢) par le couple (U,§). La distincuien entre
¢ et 6 n'apparaissant pas fondamentale, nous n'utiliserons par la suite que ¢. L'avantage immediat
de cet artifice est que la mesure euclidienne assurée i log z est simple

|lOgZ—lOgE IZ:IU—6|2+I¢*$F (332)

Voila donc les points 1 et 2 reconciliés.

Comme on a vu, r et ¢ sont deux variables aléatoires statistiquement indépendantes. Nous
savons que le quaatificateur du couple (r,) peut se mettre sous la forme de deux quatificateurs
indépendants : un pour r et ua pour §.

La donnée ci-dessus jointe 4 I'expression (3.30) rend le théoréme suivant [41] :

Théoréme

La limrte inférievre de Shanaon pour Ie couple (U, () ) associée d Ia mesure de distorsion
(3. 30) est [a somme de iz linute de Shaanon de U considérde seule &t deQ) considérde seule

L) (L) ) '
D Ry+R)=D (R)+D (R) (3.34)

Ry et Ry représentent respectivement les débits de {'amplitude U et de la phase ¢.

" Gréce a cette notable simplification, il va nous é&re facile de calculer explicitement les
termes de la formule (3.33) afin de déboucher directement sur le résuliat cherché, & savoir les

débits optimaux Ry et Rg.
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aD(l.l(R) ~0
e . (3.39)
Il vient :
1 k.e I
t,=— [,I'\|:4—ni| + E (340)

2R
En reportant cette valeur dans (3.38). on obtient :

R,=t,-R= %|R —(Ln(4m)—-C - 1)|
| (3.41)
Ro=(1-t,) R =—2-|R+(-Ln(4n:)—C- |

Comme les débits sont positifs, cela impose une condition au débit total R.
R>Ln{4mr) - C-1=0.954 nats/v.c = 1.37 bits/v.c

En d'autres termes, pour un débit inférieur a 1.37 bits/v.c, le débit a allouer aux amplitudes
est nul. ) : ) _

A partir du systéme donné en (3.41), on peut déduire : Ry -Rgy = 1.37 bits/v.c, ce qui
donne :

No=2.6N (3.42)
Donc le rapport optimal entre le nombre de niveaux de quantification de la phase
et de l'amplitude est 2.6

Conclusion :

On peut dire que la quantificateur SPQ est un type de quantificateur polaire
fondamental qu'on ne peut ignorer, bien que les résultats fournis par son algorithme
(comme on le verra ultérieurement) sont faibles par rapport a ceux du quantificateur
rectangulaire [1] & bas débit. En contre-partie, le calcul de son algorithme est trés simple:
ce qui a fait que le temps d'exécution est trés faible.
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Clapiire 7

organigramme de calcul d'un ificateur SPQ

non—-uniforme:

Lire:

Lessevifsai :i=1,..., M- 1
et les niveauxfi:i=1,.... ¥

donnés par Peariman [28].

s T e sy .Wﬁ- T - .
i=1

v€
Calcul des seuils et des niyeaux

tels que:
ri=ai

= sinc (1/Ng) .0

N¢=N/N
L 2

Ouastilivatenr polaire SPQ

t+1

Calcui de {a distorsion du quantificateur

‘donnée par 'expression (3. 25)
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CHIAPITTRIE 4}

QUANTIFICATEUR POLAIRE UPQ

INTRODUCTION:

Comme on a vu dans le précédent chapitre. une partie des difficultés pour les
quantificateurs polaires de type SPQ est la factorisation; ¢'est a dire le choix de N et Ny,
sachant que N=N..N, . La caractéristique de ce quantificateur est qu'a chaque niveau de
quantification du module, on a un nombre fixe de niveaux de phase. Des chercheurs
ont exprimé que ce type de contrainte ne constitue pas une utilisation optimale,
particulierement vers 'origine ol la densité relative aux régions de quantification est
plus grande que vers l'exterieur.

C'est pourquoi l'approche qu'a trouvé Wilson | 13] est de donner plus de llbelte
dans le choix du nombre de niveaux de phase pour chaque niveau de quantification du
module; ce gui permet i l'erreur quadratique moyenne d'étre plus faible au frais d'un
processus de quantification plus compliqué. C'est l'une des raisons qui fait que cet
algorithme est utilisé pour des faibles débits.

4.1. DESCRIPTION DU QUANTIFICATEUR UP

Soit un couple de variables indépendantes Gaussiennes de moyenne nulle et de
variance unité telle que sa densité de probabilité est la suivante:

P .(xy) = 21—1 exp[-(x*+y°)/2| (41

pour = <X , y < +oo
La densité polaire correspondante est donnée par :

P.(r.¢9)= -—-exp( -1’/2) 0<r1r < 40 “4.2)
0 <o¢<2n
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LN

ou

(4.3).
o= (]

Suggeré par la symétrie circulaire prouvée par (4.1). le plan est divisé en N-régions. Ces
régions sont formées d'anneaux divisés en secteurs équiangulaires. comme le montre la
figure (4.1). Les limites de chaque régions sont formées par des courbes de rayons
constants et d'angles constants.

Figure 4.1- Schéma représentant la région de quantification ¢t
les contours la délimitant.

N

Pour obtenir les N régions de quantifications, on doit premigrement diviser l'intervalle du
module ([ 0, +0o [ ) en N; niveaux. Les rayons de ces anneaux sont tels que:

; = 400
O(r (L (..(r, +
Pour chaque anneau relatif au module, indexé par i=1, 2, .., N;. on permet d'avoir Ny;
régions de phase égale dont la limite est donnée par:

2 .27 .
T S < S —— = ."’N 4.4
(-1 N <¢ ]N‘j j=1 " (4.4

%
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La contrainte est la suivante:
>N, =N (4.5)

Avec cette contrainte, une liberté compléte est permise dans Pattribution du
nombre de régions pour chaque anneau. On appelle ce type de conception
unrestrected polar quantizer (UPQ). inversement au SPQ (Strictly polar quantizer)
étudié précédemment.

Ce type de quantificateur impose Ny = N, pour chaque niveau du module tel que
N=N;.N, . Cette conception a montré ses limites.Par exemple, N=16 peut-€tre factorisé
pour Ny = 1,2, 4, 8, 16 et respectivement Ny =16, 8, 4, 2, 1.Cependant, comme on le verra,
le quantificateur UPQ avec trois niveaux de quantification (pour le module) se révele
optimal. il s'agit de la constellation (1, 6, 9).

On remarquera que pour cet algorithme, quand on permet plus de liberté, cela
n'impliquera pas automatiquement que le quantificateur est optimal; quelque soit le
nombre total de niveaux N. Néanmoins, il est plus facile a configurer et & implementer
pour une certaine valeur de N que pour une autre. .

.. Pour ce faire, la détermination de la région indexée n est obtenue comine suit:
Examinons une table de couples (rn , ¢+ ) ordonnée par ordre de croissance de r,.
Pour un r, fixe, la table est donnée par ordre de croissance de ¢,

Soit les couples (ra , ¢a ) représentants respectivement les limites supérieures du
module et de la phase pour la région n. Tant que r. 2 r, nous avons localisé I'anneau.
Par la suite, & 'intérieur de cette section, nous notons les ¢, jusqu'a ce que ¢ = ¢,. Sur

quoi, la région escomptée est localisée.
La notation utfhsée pour décrire une configuration particuliere est, (N,Ny, Ngy, ... Nony) -

Elle dénote le quantificateur & N régions, dont N; niveaux de module, et Ny, ., Noy,
nombres de niveaux de phase pour les differents niveaux de module. Ainsi, la
constellation (1,6,9) sera notée comme étant la configuration (16.3,1,6,9) qui dénote que
le quantificateur a seize régions dans le plan, avec une région au centre, six régions
dans le prochain anneau, et neuf régions dans le niveau exterieur comme le montre la
figure (4.2).
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L

Figure 4.2- Représentation de la configuration optimale (16. 3.1, 6, 9)

4.2. OPTIMISATION DU QUANTIFICATEUR UPOQ

Pour un nombre N donné. il ya évidemment beaucoup de selections possibles
our, N;ct Ny, correspondants tels que :
r ¢|

1

NI"
>N, =N
i=1

C'est pourquoi, le probleme devient embarrassant quand N augmente. Plusieurs de ces
sélections sont rejetées carrément car elles ne donnent pas de résultats optimaux. Par
exemple, la sélection (5,2.3,2) représente un mauvais choix parmi les autres sélections
pour N=5. A

La stratégie d'optimisation est simple. On s'attribue un ensemble (N.N;, Ny,
N¢ ) qui vérifie la contrainte, On sectionne les N,-1 seuils du module ( my= 00), les
NI

niveaux rj (i = 1, 2, ..., Ny.) et on fait de méme pour lg phase. Finallement, on minimise
Ferreur quadratique moyenne D pour cette configuration particuliere. Une autre
sélection est choisie et optimisée. Par une recherche exhaustive. le quantificateur UPQ,
optimal est déterminé.

Maintenant. considérons une certaine configuration(N.N.. N o Nop - L'erreur

quadratique moyenne est de la forme:
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p- 3 | ]

¢ T
%R

rejl}: _ l,.HCI’:}]‘I l_ p(r,¢) dI' d(p (4.6)

ol (rn , §n ) sont respectivement les niveaux de quantification du module et de la
phase relatifs i la région R

Le choix des Iimites de phase est fixé par la spéeification de Ny c'est & dire de la
condition (4.4), de plus on sait que §, doit-étre &t égale distance entre les deux limites
de phase. Le nombre de variables indépendantes est donc réduit & N-1 valeurs de rj et
a N, valeurs de 7, .

Les conditions nécessaires d'optimisation sont données par la différenciation par
rapport & 1 et i [13 |. Le résultat est généralisé au cas du quantificatenr UPQ. On

aura donc:
N j r f(r) dr
~ # . T i
I = - 31nN T . 4.7)
2 j f(r) dr
i
pouri =1,.., N
N N
% = 2| "‘“NII L, |- S| R tR =0 @8

pouri =1,..,N -1

Pour le cas\d'un quantificateur polaire de type SPQ, ou Ng, = Ng, pour trouver les -

seuils et les niveaux, il suffisait d'exploiter les résultats du quantificateur polaire 4 une
dimension; or dans notre cas, cette méthode ne peut plus étre appliquée car Ny ,varie en
L

fonction de i. C'est pourquoi, wilson a fait un algorithme numerique iteratif.

Au début, on prend un vecteur d'essai (i, .., rNr-1). En utilisant (4.7), on
calcule les valeurs de r; correspondantes qui sont optimales pour ce vecteur d'essai. On
tiend a remarquer que le calcol des intégrales s'est fait par la méthode de quadrature de
Gauss (annexe 3); celle-ci donne quatre chiffres décimaux exacts.

L'équation (4-8) est utilisée comme un gradient de correction du vecteur (...
JINr-1) On aura donc: '
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_ - 2D
| I L Jr
N (4.9)
r r gD
L Nr-l g+ L Neol g ar
Np-l ]

C est une constante choisie empirigquement.

Aprés la convergence de I'algorithme, on calcule I'erreur quadratique moyenne qui est

exprimée par:
= -ré g2 - I ‘ — -2 2
D=2+I]2[1—el }-*rf{e‘ - e? ]4-...+r;q l{e Nectlt ]
2 -
2N T I
. T 25
+ — 4 " sin| - Jrze”-dr
T N
b )0
-2N +oo
i r H T 7 -
+ e + — N U ogin J’r_eﬂa dr (410)
i1 N

On tire alors I'organigramme se trouvant a la fin du chapitre.

CONCLUSION

Comme on T'a étudié dans le présent chapitre pour le cas du quantificateur UPQ,
le nombre de région de quantification varie d'un niveau (de module) i un autre. Pour
avoir un nombre total de N régions, il suffissait qu'il satisfasse a la contrainte:

N
>N =N
i=1 1

C'est ainsi que le quantificateur UPQ est une forme’ générale du quantificateur SPQ.
Donc, I'UPQ doit &tre plus performant que le SPQ. La figure 4.3 montre les
constellations respectives des deux types de quantificateurs pour le cas ol N=10.
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Chapitre 4 Cuantificateur polaire UPQ

Figure 4.3- Représentation respective des constellations des quantilicateurs
SPQ et UPQ pour N=1{).
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ri=n+ C. oD/od
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T
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Calcul de la distorsion D

donnée par la relation (4. 10)
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CHRAPITTRE 5

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES PERFORMANCES
D'UN QUANTIFICATEUR POLAIRE DE TYPE UPQ

Introduction:

Comme on a déja vu dans les précédents chapitres que le quantificateur polaire
de type SPQ est caracterisé par la contrainte N = Ny X N olt N, Ny et N sont
respectivement le nombre de niveaux de quantification total, le nombre de niveaux de
phase et le nombre de niveaux de quantification de l'amplitude.

Dans le cas du quantificateur polaire de type UPQ. sa contrainte est donnée par N
=2 Ny i=1,...,Np.

On peut voir la structure (ou ta constellation) de chacun des deux quantificateurs
 ala figure (4. 3) du précédent chapitre.

On a vu aussi que le quantificateur SPQ ne dépassait pas les performances d'un
quantificateur rectangulaire (formé de deux quantificateurs scalaires pour chaque
dimension) qu'a haut débit (pour un débit superieur A 6 bits. c'est & dire pour N > 64).
Pour remédier a cet inconvenient, Wilson | 13] a proposé le quantificateur UPQ mais qui
posséde lui aussi un autre inconvenient; celui-ci se résume au fait que I'algorithme
élaboré pour ce type de quantificateur est difficile i éxecuter pour des débits superieurs
a 6 bits. '

On peut se dire dans ce cas. qu'il serait interessant de commuter entre ces deux types de
quantificateurs en passant de bas débit en haut débit: mais il est encore plus interressant
d'étudier les caracteristiques asymptotiques du quantificateur UPQ tout en changeant
I'algorithme de calcul [34]. On obtiendra ainst un quantificateur UPQ "asymptotique”
qu'on appelera en anglais quantificateur AUPQ :, "Asvmptotic unrestrected polar

quantizer”.
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Chapitre § Analyse asymptotique des performances d'un quantificatenr polaire de type UPQ

3.1. Formulation mathématique:

3.1.1. Rappels:

Pour cette analyse. on suppose que la source suit une densité continue.
symmétrique et circulaire dont les densités marginales en coordonnées rectangulaires
sont de variance unité. La fonction densité conjointe est:

[(x.y} =p x2+y2) ‘ (5-.1)

En transformant en coordonnées polaires, la phase ¢ = Arctg (y / x ) est
uniformément distribuée sur l'intervalle [ 0, 27 [ alors que I'amplitude r = ( x%+ y2)1/2 est
distribué sur [ O,eo [ avec une fonction densité:

4

f(ry=2mp(r) (5.2)

on a vu que le quantificateur UPQ emploie des quantificateurs scalaires séparés
pour r et ¢ : un quantificateur non-uniforme pour 1 sur | O,ee [ €t un quantificateur
uniforme pour ¢ sur [ 0, 2r{.

3.1.2. Positionnement du probleme:

Le modéle qu'on utilisera pour I'implémentation du quantificateur AUPQ, est le
modele du compresseur qu'on a déja présenté au chapitre 2 (section 2.2.2).

On rappelera qu'en général avec ce modele, on remplace chaque quantificateur
par une serie de EBnnections de trois éléments ( comme on peut le voir sur la figure 5. 1
): un compresseur g, un quantificateur uniforme Qy et un expanseur g-1.

F— o .) — Qu.) g .) —>r

Figure 5. 1 Modele du compresseur pour un quantificateur scalaire,
Dans notre cas, g représentera le compresseur de 'amplitude. On ne parlera pas de

compresseur de phase car le quantificateur relatif i la phase est déja un quantificateur
uniforme.
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Chapifre 5 Analyse asymptotique des performances d'un quantificatenur polaire de type UPQ

Soient rj et rj représentant respectivement le i°™M€ seuil et le i*M€  niveau de

sortie d'amplitude oi. i = 1. ... Nyetr,  =oco. Le pas non-uniforme du quantificateur
-

d'amplitude est décrit & travers le compresseur g{ r ). ol

] -y

' r‘_gL N

: - (5.3)
r =g (21-1)
,_g ZN'

K -

De la méme maniere. soient q’j.i et d;i,i respectivement le €M seuil et le j*™€ piveau

de sortie de la phase correspondant (ou se trouvant) au i€ anneau d'amplitude (figure
5.2)pourj=1,... Nyetdny = .
1

Région

~w___ Annesgi-1

b

oL ANNesU i

Yo e - = Annear 441

Figure 5.2: Excmple d'une région de quantification R; j .

Etant donné que le nombre de niveaux de phase varie d'un anneau a un autre,
donc d'une amplitude 2 un autre, alors on le définira comme une fonction de cette
amplitude; ainsi on le notera N¢( r ). En évaluant N¢,( t) au i®M€ gnneau de l'amplitude,
alors on €crit: N( ;)= Nq,i En utilisant cette fonction, on peut écrire que:

. 2r
¢j i - (J - ) N.(f_) .
7; (5.4)
= (2§ -1 -
¢ .= )N’(ri)
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Chapitre 5 Analyse asymptotigue des performances d'wn gquantificatenr polaire de type UPQ

5.1.3. Calcul de la distorsion:

L'expression de l'erreur quadratique moyenne ( MSE) pour le quantificateur
AUPQ est similaire & celle des autres guanticateurs polaires: done elle est donnée sous
la forme suivante:

; 0
wr ST ,

D= j I[r‘+r’—2rfc09(¢ ¢)| ) dr dg (5.5)

- i &

En supposant N élevé. on peut faire plusieurs approximations pour le calcul de D.
Premiérement. on peut écrive que {(r) = f(l-‘i) car chaque intervalle de variation est trés
petit ( N est élevé); aussi f'(f‘i) varie trés peu pour chaque intervalle.

De méme, ¢ differe trés peu de ¢ sur chaque région. d'oti on peut remplager le
cosinus par le développement de Taylor:

cos (¢ - qﬁbj‘i) =1 -

On trouvera alors:
-3

Neof ) i+l Y 2
D = Zf(r)z I [[ 1}"+rfl(¢-¢j'i]}?%drd¢ (56)

En intégrant suivant r et ¢ et connaissant, d'aprés les équations ( 5. 4 ) que:

~ T

%+|.i - ¢|.l - N¢(E')

h et
B b=
J.1 ARl Ng;(ri)

L'expression de D sera sous la forme suivante ‘
N ~ 2 ~ 3 . -
~ - (ri+l_ri)'(ri_ri) T 2 2 i
= - } - <L = 5. 7

Pour un nombre de niveaux N d'amplitude €levé. on peut approximer:
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et

D'aprés les équations ( 5. 3 ). on peut écrire donc:

" h ) ==

r

- M

=2

T

- - 1
Donc f:+f-ri=ﬁ-l}=m (58)
r i

Le second terme de D peut-Etre approximé de la fagon suivante:
SO N CTPRE! (Tisr + 1)
= (G- T - 5 +6) (5, - T 5 - 1 + 26)
| _

I

= DI, (5 9)
Nr g (ri) I
D'ou I'expression de D:
N 2 =2
~ - | T ]
D= fir) — + — - (5. 10)
“\g:‘ ' 12 N2 ()] 3INL(R) | g ) N,

A partir de la définition du compresseur de l'amplitude, chaque région de quantification
(1;41» ;) se transforme en un intervalle de largeur 1/N; dans la région d'un quantificateur

uniforme, on aura alors:

1 - -
~ - Ee) - &) =~ 2'(m) (r,, - ) =g’y 4 (5 11)

T

ol Aj represente Ia largeur de la i®™M¢ région de quantification de l'amplitude et est

donnée par:
|
A- — ————
Yo N,
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En approximant les sommes dans D ( donnée par Fexpression 5. 10) par des intégrales
(car Ai = dr), on aura donc:

) Y oo

LT 2 Tt '
D=—r eut T (5. 12)
12 Nr 0 I:_-—" (r}] ) No( n

Comme le quantificatcur AUPQ est un quantificateur LIPQ & haut débit. donc la
contrainte du quantificateur U'PQ est toujours valable: et qui est:

N, .
N = Y Np(fi) (5. 13)
i=1

En divisant les deux membres de (5. 13) par N, et en utilisant I'expression (5. 11), on

trouve:

N
N ST,
T = 2 Neth) g1 4 (5 14)
i=1 )

Quand N est élevé A; = dr. alors I'équation ( 5. 14 ) deviendrait équivalente a:

N¢,(r) g’ (ndr (5. 15)

N
Ny

\\ .
Ainsi, I'équation ( 5. 15 ) exprime la contrainte du quantificateur AUPQ.

5. 1. 4. Optimisation_de la distorsion:

al Ontimisatién de D par rapport a Nq)(;)_:

L'optimisation de la distorsion D donnée par l'expression ( 5. 12 ) par rapport au
nombre de niveaux de phase est un probléme de calcul de variations [19, 20]. Puisque la
distorsion D est liée a la contrainte donnée par I'équation ( 5. 15 ), il s'agit donc
d'appliquer un point particulier de la méthode de calcul de variations et qui est le calcul
des extrema liés. Cette méthode sera détaillée en annexe 2. De plus. dans notre cas les
fonctions 2 optimiser sont sous forme de fonctions d'intégrales: alors la méthode qu'on

77



Chapitre 5 Analyse asymptotique des performances d'un quantificatenr polaire de type UPQ
doit appliquer exactement se trouve dans le dernier paragraphe de annexe 2. Celle-ci
s'appelle : "Probleme isopérimétrique”. _

Ainsi d'aprés ce paragraphe (expression 5.12). Foptimisation (ou Ta minimisation)
de D par rapport a Ny(r) revient a chercher Fextremum (ou le minimum) de l'intégrale
suivante:

L

2
I = J o, N dt ‘

L

ou F" =F + AG
A est le multiplicateur de Lagrange.

Dans notre cas, on posc

-L=ET
- X() = Ny(n
- %' () = Np ()
-4=0 '
-, =90
po_ L _f® &1 1w
2N |gr@]® 3 Ni(n

~G=Ny(n g’ (@
On aura alors:

+00 l'v 2

I*=j 12 f(r)2 +”_‘_'r-2_f(r.+AN¢(r)g’(r) dr (5 10)
C | 12N e (0] 3 ON3(n
N )

La solution a ce probléme est donnée en cherchant la solution a I'équation d'Euler-
Lagrange (annexe 2) donnée par I'expression générale suivante :

2F _afaF)_,
0 x dtldx

' re s -~ P * -
En voulant appliquer cette équation i notre cas, nous avons remarqué que F ne
dépendait pas de x” ( en d'autres termes de N’¢(r)): donc I'équation d'Euler-Lagrange se
réduit dans notre cas i

2F
g x
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. * 1 for) ooy
olt Foz s g e+ AN (P )
12N [g(n] NG ¢
et X = Np(r)

Finalement, la minimisation de D par rapport & N¢(|') revient a trouver une solution i
I'équation suivante :
d 1 fir) o [(r) * -
: o T A N gren = 0 (317)
2 T 3 Nr ¢
dNg | 12N [0 NJ(ry

La résolution de I'équation { 5. 17 } donne I'expression de Nq)('r') suivante:

r2|‘3 [l‘(r)]lll3
Ng(n = A ———— (5.18)
¢ B (r)]l[?!

La constante A (multiplicateur de Lagrange) est calculé a partir de 'équation ( 5. 15) de
la contrainte; on trouve alors:

N 1
1=E (519)

o0

J.r”3 |l‘(t‘)]]"?t Ig’(r)]zh dr

0

d'ou:
2’1 I.( ) ],1 v ) —"3
No(n) =0 — ol e o] (5.20)
r o0
\ Irzla [1-“)111-‘ [g,(r)]-ﬁ dr
“\ It

.

La formule ( 5. 20 ) représente la fonction optimale du nombre de niveaux de
phase N¢(r) quelque soit la valeur de 'amplitude choisie (pour des débits €levés).

En remplagant N¢(r) par son expression finale dans celle de la distorsion D

donnée par (5. 12), on aura:

3
= i 2 | #oo .
1 £(r) Jr2 N; 2 1,3 -I3
“ThN -ar o+ gg| ol 2’ d 5.21
12 N; l.’[ lg,ml dr + =3 N ”r l (r)l [}__ (r)l r ( )
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b/ Optimisation de D par rapport au nombre de niveaux d'amplitude Np:

Pour cela, on doit mettre:

ap
N,

Comme les expressions sous le stgnes sommes dans D ne dépendent pas de N,. alors on

peut poser:
oo
A= j BB )
12 4 [g,{r)]-’
o0 !
ot B J'r”-‘ [f(r)]'/‘1 [g'(r)]m ar
3

n

Ainsi D aura la forme suivante:

2

D~AN* +BN N? : (522)

En optimisant la formule ( 5. 22) par rapport a N, on tire l'expression optimale de N, et

qui est:
1]4
} N2 (523)

]

En substituant la valeur de N,. dans celle de D donnée en (5.22), on aura:

w| >

D % 2 A g !

En remplagant A et B par leurs expressions respectives, on trouve:

W2 a2
s e & 2)3
D= BxN _[ {gl:irr;]"'— dr jrzﬁ [I‘( r)ll'ht ,g’ (r)] g dr (5 24)
0 0

¢/ Optimijsation de D par rapport a la fonction de compression g(r):

On remarque d'aprés I'équation ( 5. 24 ) que la distorsion D posséde une forme
assez compliquée et est de plus fonction de la dérivée de la fonction de compression
g(r); c'est pourquoi, il est difficile d'optimiser D par rapport i g(r) comme on I'a fait pour
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Chapitre 5 Analyse asymptotique des performances d'un quantificateur polaire de type UPQ
Nq)(r) et N;. Ainsi. I'idée est de chercher une borne inferieure & D et de calculer la
fonction de compression g(r) lorsque D atteint cette borne infericure: On aura alors
trouver la fonction g(r) qui optimise D pour cette borne inferieure,

A cet effet. et d'aprés ta forme de 'expression de la distorsion. I'inégalité de Holder
[38] (qui est détaillée en annexe 3) nous a permit de trouver une horne inferieure i D:
telle que:

.
; If2 -
D2 LF /2 [f(r)]/ dr} (5.25
3wl

Comme on I'a dit précédemment. D sera optimale si elle est égale A sa borne inferieure.
Clest a dire:

2

T " 5 12
- y [ :
D = 3Nhr [r(n] dr] ( 5.26)

D'aprés le théoréme sur l'inégalité de Holder (voir annexe 3), l'inégalité ne devient
égalité que si et seulement si:

+

14

., 3l4 [

[r‘plf(r)lmlg' mlzh] _ k1: __ﬂz_ ] (5 27)
lg” (vl :

ol k est une constante de proportionalité.
A partir de I'équation ( 5. 27), on aura:

g'(n =k LA lf(r)ll,4
N

Sachant que la fonction g( r) est une fonction de compression donc elle est définie par:

g:loso| |0, 1]

On peut retrouver I'expression de g(r) et qui est la suivante:

T

J " Lol o

g(n = 4 (5 28)

+o0

J s*w {I'(s)]]l4 ds

0

Ainsi, 'expression ci-dessus de g(r) représente sa forme optimale.
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Chapitre § Analyse asymptotique des performances d'un quaniificatenr polaire de type urQ

En substituant I'expression de g’(r) dans celles de N¢( r) et N on trouve respectivement:

S fey A
\ I {1
N, =2z NP ) IE (529)

+00

j .\'“l“ [I'(.\‘)lu'2 ds

3}

et
"t ~1f4 i )
Js ’ ’!'(s)] ds
N, = == N & (5 30)
SR STl - | x

j s_ln [l'(s)]l,2 ds

0

S. 3. Exemple: Application -des résultats obtenus 3 une source

Gaussienne:
Si on applique les résultats obtenus & une source bidimensionnelle qui suit une
densité de Gauss:

1 x? e y? | .
f(x,y)=-2?c( )/2 (531

Les parametres relatifs au quantificateur AUPQ seront donnés par les expressions

suivantes:

Ny(n = Vo NP R ) (532)
5. 3. 2. Le nombre optimal de niveaux d'amplitude Nr:
1j2
N
N; = [5‘] (5 33)

82



B e o b

. L ctio ressio
r 1 2;
)= | —=¢% 8 d X
g(r J > s (5 34)

On remarque que g(r) est une fonction cumulative de la diswribution de Gauss de
moyenne nulle et de variance égale 2 4. On peut donc ['écrire sous la forme de:

¥
q(c) = _ 1 +2 2:_4;_ ejxa/ac{,d (5.35)
5.3.4.Ladistorsion; -» (3% -

La distorsion sera donnée par 1'expression suivante:

Dz%ﬂN'l=4.18N" (5. 36)

3. 4. Comparaison du quantificateur AUPQ au quantificateur optimal:

Pour pouvoir comparer les performances du quantificateur AUPQ a celles du
quantificateur optimal, il suffit de comparer leurs distorsions respectives. Ainsi, le
quantificateur optimal 4 deux dimensions possédant des performances asymptotiques, a
pour distorsion 1'expression suivante [9] :

o 400 2

Doyt = ?ﬂ% J J [f(x. Y)]vz dx dy (5 37)

En coordonneées polaires et aprés avoir intégrer par rapport a la phase, Dopt devient:

2

+o0

Sx vz
Dot # TN !r"z [fe)] dr (5. 38)

Si on compare la distorsion du quantificateur optimal 2 celle du quantificateur AUPQ,

donnée par l1a formuie (5. 26 ), on aura; :
D
A 33 025 o167 (5.39)
Dopt >

En conclusion, on peut dire (d'aprés la formule ( 5. 39 )) que les performances du
quantificatevr AUPQ sont inférieures a celles du quantificatevr optimal de 0.167 dB,
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Chapitre 5 Analyse asymptotique des performances d'un quantificatear polaire de type UPQ

quelque soit le type de sources symmétriques circulaires appliquées a l'entrée du
quantificateur.

S. 5. Description de 1'algorithme:

Ltape I: Entrée d'une seule donnée qui est te nombre de quantification N,
Etape 2: Caleul de 1a valeur du nombre de niveaux de I'amplitude Ny.

Etape 3:  Calcul des points de sortie rj et ri 4 I'aide des équations ( 5. 3 ) et telle gue:

r :
g '(n =+ 2n j ARANT (5. 40 )
{

Etape 4: Calcul de la valeur du nombre de niveaux de phase N¢,(f'i) et la distorsion D.
(Cf. organigramme page suivante).

Remargue:
On notera qu'il est possible & la fin du calcul de trouver que la somme des
nombres de niveaux No(rj) soit Iégérement différente de la valeur de N. Cela est dii aux

approximations introduites dans les différentes étapes de caleul des expressions de Ny et
N¢(rj). Pour remédier 2 ce petit probléme, on peut ajuster les valeurs de NQ(fi) (en
ajoutant ou en retranchant autour de ces valeurs) de telle fagon que leur somme soit
égale a N,
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Entrée de N

v

Calcul de N & partir
de (5.30)

v

i=1

i+ 1

A

Calcul de g-1
Calcul deti etri

a

partir de (5.3)

¥

F.'

Calcul de Ny (ri)
a

partir de (5. 29)

=

Caicul de D




TEHAPITRE 6

LES QUANTIFICATEURS OPTIMAUX
CIRCULAIRES ET SYMETRIQUES

INTRODUCTION :

La quantification polaire d"une source ‘bidimensionnelle, Gaussienne ou un
autre type de sources symétriques circulaires a été déja vue dans les chapitres
précédents.

Dans le présent chapitre, on verra d'autres types nouveaux de quantificateurs
polaires appelés quantificateurs optimaux circulaires symmétriques et nommés aussi
quantificateurs polaires de Dirichlet [34]..

1. RAPPEL : .

Il est bien connu comme nous 1“avons vu au chapitre 2 section 2.2.2, que deux
conditions sont nécéssaires pour un minimum local de l'erreur quadratique moyenne
(MSE) et qui sont : les calculs des centroides et les contours des partitions de Dirichlet.
Les quantificatenrs polaires ne satisfont pas ces deux conditions. les seules méthodes
conformes & ces deux dernidres sont les quantificateurs polaires de Dirichlet |34].

Soit un quantificateur Qn & N niveaux défini sur un plan { Si, xj : i =1,2,...,.N} od §;j

représentent les régions disjointes telles que leur union forme le plan ¢’est a dire :

et ‘ (61)
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Pour un vecteur d entréex, on a:
X)) =g : xe 5§ ) (6.2)

Pour une densité de probabilité p(x), ou x est un vecteur d entrée, |’ erreur quadratique
moyenane est telle que:

D= [flx-Qu0oOf p(x) dx (6.3)

- -

En minimisant D par rapport a Set X, on trouve respectivement les conditions
suivantes [34] :

pr(x) dx
x= 8 (6.4)
' JI p(x) dx
S= r?] [x: X -x]| < Ix —x'” (6.5)

L'équation (6.4) exprime que X, est le centroide de la région 5; avec une densité p(x). 1.a
formule (6.5) exprime que S est formee par I'intersection des partitions de Dirichiet de X; et des

autres points de sortie. On rappelera que la partition de Dirichlet est formée par I'intersection des
bissectrices perpendiculaires aux segments formee par une paire de points de sortie. A partir de
(6.5), on montre quéies S sont toutes convexes €l sont connectées les unes aux autres[ 9).

L’erreur quadratique moyenne résultante pour ce quantificateur optimal est :

N
D=d? - g{lx,r J’I p(x) dx

00 o estfa puissance du signal.

On remarquera que pour d°autres densités, les conditions (6.4) et (6.5) peuvent étre
utilisées iterativement pour converger vers un minimum local de la MSE.
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[ ¥ q

Notons que si les régions Sj sont fixdes. (6.4) est nécéssaire ef suffisante pour minimiser D.
Quand les points de sortie sont fixes. lu condition (6.5) est nécéssaire of suffisante pour
minimiser D.

Comme on I"a vu précédemment. I’ulgnrith‘me de caleul de (6.4) et (6.5) est de
selectionner un ensemble de points de sortie {x;) et d ‘emplover (6.5) pour le calcul de S
optimale. Ce calcul aboutit & une distorsion D[ La relation (6.4) n est pas toujours
satisfaite car les {x;} peuvent ne pus étre optimaux pour ces régions. ce qui fait que le
calcul des {xi} par (6.4) va faire décroitre la distorsion D vers une valeur plus petite que
D) nommée D7, De la méme maniére . (6.5) n’est pas toujours satisfuite, avussi le caleu! des
régions Sj a pour conséquence une décroissance accrue de la distorsion D. Ce schéma

iteratif va aboutir i un minimum local.

6.2. LES QUANTIFICATEURS POLAIRES DE DIRICHLET

6.2.1. INTRODUCTION

Comme nous I“avons vu dans les trois chapitres précédents, les quantificateurs
polaires sont classés en deux types : le quantificateur SPQ et UPQ.
Toutes les régions de quantification polaire sont sous forme d“anneaux délimités par des
rayons d’angles constant et par des arcs de rayon constant comme le montre la figure
(6.1).

Figure 6.1: Structure d’un guantificateur SPQ.
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Malheureusement. ces quantificateurs ne satisfont pas les conditions d ‘optimalité
données par les expressions (6.4} et (6.5). En particulicr. les contours de Famplitude ne
forment pas des partitions de Dirichlet. A partir de (6.5). on montre 134] que chaque S;
est un polygone convexe: ce qui n'est pas le cas des régions polaires.

La méthode iterative comme expliquée au début de ce chapitre ot on utilise les
conditions (6.4) et (6.5) peut &tre employée pour le quantificateur SPQ afin de réduire la
distorsion, ainsi, cette derniere converge vers un minimum focal. Aprés avoir selectionner
une factorisation de N soit : N=Np. Ng: en appliquant la condition (6.5). la constellation

aura la forme donnée par la figure (6.2).

Figure 6.2: Structure du quantificateur DPQ.

La symétrie inhérente de cette constellation permet d’étudier une de ces parties de ldrgeur
2r/N¢ (par rapport & 12 phase). ‘

L utilisation de Ia\ méthode iterative ne change pas les limites (ou les contours) de la
phase; mais modifie les contours de I'amplitude qui se déplacent alors. De méme, les points
de 1a sortie vont varier le long de la bissectrice de la phase. Ainsi, on obtient un nouveau
type de quantificateur polaire qui est le quantificateur DPQ (Dirichlet polar Quantizer) &
partir du quantificateur SPQ'.

6.2.2 FORMULATION MATHEMATIQUE :

A partir de la figure (6.2), on montre que le quantificateur DPQ peut étre
implémenté de la fagon suivante :
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La deuxiéme coordonnée & quantifier est la distance s le long du rayon de la phase
quantifiée. L"équation de la coordonnée s aura done 1a forme -

S = Fcos(h — §) | (6.6)
ou ¢ est la phase quantifiée de ¢
Sachant que la source est distribuée suivant une loi de Gauss. et que r et ¢ sont des

variables aléatoires indépendantes alors r et cos(¢ — &)) sont aussi indépendants, on peut

donc trouver la distribution de s qui est la suivante :

- 2N0 -ifz T __1
f(s) = T e ‘P(s.ta_r{ﬁ‘-]] 5 (6.7)
ot '
y 1 g, ’
w(y) = j"—ﬁ e~ dx (6.8)

Quand N, — +e, f(s) approche la densité de Rayleigh [34].

On peut toujours appliquer les expressions données par Max [1}, pour définir 1"erreur
quadratique moyenne minimale ol on aura :

5, = St 6.9

Avec

.
jt.f( t) dt
§ = ‘ (610)
j fio) dt
5.1

Ol s; sont les points de sortie et les s; sont les limites des régions de quantification, Le

quantificateur trouvé est unique (ou encore les valeurs du quantificateur sont uniques) si
la condition de Fleischer[ 4] est vérifiée.
Cette condition est la suivante :
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Cette condition est la suivante -

8‘75:2 (tog(its))) ¢ 0O (G1D

6.2.3 REMARQUE

On peut toujours utiliser la méthode iterative dans fe cas du quantificateur
UPQ pour N = 1.2.....32: muais on remarque que pour N= 1.2, 3 et 4. le quantificateur est
déja optimal. Pour les cas de N = 5. 6. 7. et 8. i] est fagile de les tendre i ces valeurs,

Malheureusement pour N ? 8, il est difficile d’utiliser cette méthode. C est
pourquoi nous n’avons tenu compte que des faibles valeurs de N ( N inférieur ou égal i 8
), car c’est pour ces seules valeurs que le quantificateur rectangulaire dépasse en
performances celles du quantificateur polaire.

6.3 QUANTIFICATEUR POLAIRE ROTATIF DE DIRICHLET
(DRPQ) :

On a vu dans la section précédente que les conditions d’optimalité (6.4) et
(6.5) peuvent étre appliquées d un point de vue iteratif jusqu 1“obtention d”un minimum
local de la distorsion. Le quantificateur résultant dépend du point de sortie initial.

Une g;ji\l]e rectangulaire initiale produit un quantificateur rectangulaire i partir
d’une paire de quantificateurs de Max [1]. Les, partitions se déplacent toujours
perpendiculairement. Une partition polaire initiale produit un quantificateur polaire de
Dirichlet que I"on a déja introduit.

Considérons le quantificateur polaire (SPQ) obi I'amplitude et la phase sont
quantifiées indépendemment 1“une de I’awtre. La rotation de chaque anneau de
l'amplitude, comme on peut le voir dans la figure (6.3) ne change pas la valeur de la
distorsion [34].
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Figure 6.3: Structure du Quantificatcur SPQ

. aprés la rotation,

Quand on applique ce nouveau modeéle comme valeur initiale pour la méthode
iterative (expressions (6.4) et (6.5) ), donnera un nouveau motif presenté par la figure
(6.4), qui est assez différent du quantificateur polaire de Dirichlet. Ce nouveau
quantificateur est nommé : Quantificateur polaire rotatif de Dirichlet ou DRPQ (Dirichlet
rotated polar quantizer).

Figur 6.4; Strusture du quantificatewr DRFQ. .
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6.3.1 IMPLEMENTATION DU QUANTIFICATEUR DRPQ

Le quantificateur DRPQ est plus difficile & implémenter que le quantificateur DPQ.
Nous donnons cependant dans cette partie 1"algorithme de calcul de ce quantificateur. On
rappellera que la factorisation est la méme que celle du quantificateur SPQ; ¢est i dire
N= Nr. N¢
Premiere étape :

Convertir I'entrée x en coordonnées polaires, r et 9.

Deuxieme étape :

Calcul du quantificateur uniforme'de fa phase ¢ avec 2N¢ niveaux sur {0,2x]. La sortie

0, est de la forme :

- (2j - 1 Lo
o = 2J U E [L,2,...,2Nd]
i 2N,

Troixiéme érape : .

Calcul du quantificateur d“amplitude & Ny niveaux.

Quatriéme étape :

Pour "amplitude de niveau i et la phase de niveau j. la sortie est I'une des- deux
expressions: ~

I = exp(g,)
L, = éxp(qi_,‘,)
Ou
§, = = -1, = } + si |i- j est paire, - si |i-j est impaire
N 2 N,
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L]

Caculer les distances & partir de ces points et prendre les plus proches de r.eld,
comme points de sortie.
On utilise ces points de sortie comme séquence d apprentissage pour |"algorithme
LBG. Cet algorithme permet le calcul iteratif des conditions (6.4) et (6.5). Nous
rappelerons son organigramme a fa fin de ce chapitre.

6.4. REPARTITION DES DEBITS POUR LES DIFFERENTS
QUANTIFICATEURS

Cet exemple donne Ia factorisation des différents quantificateurs étudiés jusqualors

dans le tableau ci-dessous |38]:

uantificateurs Factorisation

Rectangulaire Nx =Ny [|37]
- 26N, [ 28]

Ng = 2.6 N [38]
| 38]

CONCLUSION:;

Comme nous pouvons le constater, les constellations des quantificateurs DPQ et
DRPQ tendent respectivement au fur et & mesure vers I'hexagonalité des régions de
quantification: ce qui prouve que ces quantificateurs tendent vers I'optimalité plus que
tout autre quantifivateur polaire, car comme nous avons vu au chapitre 2, la structure ou
la constellation du quantificateur optimal est formée d'hexagones réguliers.
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Organigramme de calcul du quantificatcor DRPQ

Lire

N.Nr-

No=N/Nr
¥

Passer du systeme de coordonnées cartesiennes

au systeme de coordonnées polaires

2

Quantifier la phase ¢ a I'aide d'un quantificateur

uniforme i 2N¢ niveaux sur [0, 2 w |

v

Quantifier I'amplitude r & T'aide d'un quantificateur

non-uniforme avec Nrniveaux.

Obtention des sorties suivantes

Fiexpj (i) ou Ti expj@ii+h
o S
Calcul du quantificateur DRPQ en utilisant les

sorties ci-dessus comme entrées a I'algorithme
LBG*.

Fin

(*) voir page suivante



Clapslre &

Les guantiieatenry optimanx rirvakiires ot symétrigues

AlgorithmeLBG:

- Le nombre de nivassx N

- Le niveau de distorsiont N
—L'alphabet de reproduction initiale 20

-La séquence d apprentissage { xj:j=0, ..., n-1}

v

m=0

X

An={y.i=1, .., N} donné
Calculer 1a partition PAn) — { §,i-1,....N}

telle que : d(X, y)) < d(x, ) quelque soit i.

D = D({ An, P(An)}= (1/n) Z{min dg y)|
¥ & fAm

m=m+1

oui

(Dm-1-Da)<e

Non

!

Calculer I' alphabet de reproduction optimal

X (P(An)) = (x(Shri=1, ... N}

Z+1 = xP(A n))

CP(R)e A

décrivent

le quantificateur

Fin




THAPIIRE 7

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons présenter les résultats obtenus a partir des
algorithmes des différents quantificateurs, soit sous formes de tableaux de graphes, ou
(et) de schemas. nous comparerons ces résultats les uns par rapport aux autres, et en
dernier lieu & la borne de shannon.

Il serait intéressant de faire deux remarques avant la présentation des résultats:
Premiérement, les résultats obtenus sont relatifs & une source qui suit une distribution de
Gauss; en second lieu, les algorithmes ont été traités sur un micro-ordinateur Macintosh
IT dont le systeme est de type Unix, version 6.1 et d"horloge égale i 25 MHz.

7.1.Comparaison des résultats du quantificateur SPQ 2 ceux du quantificateur
rectangulaire:

Nous souvhaitons maintenant comparer les résultats du quantificateur polaire SPQ
a ceux du quanti?‘icateur rectangulaire (ou cartésien). Les résultats du quantificateur
rectangulaire bidimensionnel ont été pris a partir de la thése [30] ol on a utilisé la
méthode de Max {1]. Chaque coordonnée cartésienne suit une loi de Gauss ot elle est
quantifiée comme on 'a déja dit a I'aide du quantificateur de Max [1].
Pour le quantificateur SPQ°, nous avons calculé les distorsions minimales pour chaque
factorisation de N variant de I 4 1024. Ainsi, on a cherché la distorsion minimale ainsi
que la factorisation qui lui est associée pour chaque valeur de N.

Avant de comparer le quantificateur polaire (SPQ) aux autres types de
quantificateurs, il serait intéressant de comparer les résultats du quantificateur SPQ non-
uniforme & ceux du quantificateur SPQ uniforme. D’ aprés la figure 7.1, on remarque
qu’au fur et & mesure que le nombre de niveaux N augmente. la distorsion introduite
décroit. On constate aussi d’aprés la méme figure 7.1 . que les performances du
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Chapitre 7 Résultats et interprétations

quantificateur SPQ non-uniforme dépasse celles du quantificateur SPQ uniforme
lorsque le débit dépasse 2.5 bits/v.c. Pour un débit inférieur i 2.5 bits/v.c. leurs
performances respectives sont trés proches 1'ine de Tautre. Cela s’explique par ce
quon a vu au chapitre 2. ot quelque soit la valeur du débit. la distorsion du
quantificateur SPQ uniforme est dans le meilleur des vas égale i celle du quantificateur
SPQ non-uniforme. De plus. le quantificateur uniforme est optimal lorsque la source suit
une loi uniforme. oli sa structure est une partition de Dirichiet (formée par des
hexagones réguliers). Mais lorsque la source suit une lot quelconque (autre que Ia lot
uniforme), comme dans notre cas. ce quzmtificute.ur perd de ses performances: ¢’est la
raison pour laquelle on quantifie la source par un quantificatcur non-uniforme qui
divise les régions de quantification de fagon non-uniforme.

L S — — 3
] ¢<(Q.SPQ.NU [
o 0Q.SPQU |
a
%‘ .13 3
g 3
h 4
O -
G 4
o] F
8
-Z:.Dli 5
o 3
G
a ]

0 i 2 3 4 5 6 7.8 9 10
‘ Débit {bit/v.c)
N\

Figure 7.1: représentation des performances du quantificateur SPQ uniforme

(designé par 1a lettre U) et non-uniforme (designé par fa lettre NU).

Pour comparer les performances de la quantification polaire et rectangulaire,
nous avons représenté dans le graphe de la figure 7.2, le log, de la distorsion minimale
en fonction du débit (Log,N = R} des quantificateurs polaire et rectangulaire pour les
cas uniforme et non-uniforme. La remarque a faire & partir de ce graphe est que le
quantificateur polaire (aussi bien uniforme que non-uniforme) dépasse en performances
le quantificateur rectangulaire a haut débit et est comparable ou inférieur (d’une
maniére insignifiante) & bas débit. Ce dernier se situe approximativement entre () et 6
bits/v.c , alors que le haut débit va de 6 bits/v.c & au deli. Cela voudratt dire que pour -
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Chapitre 7 Résultats et interprétations

un N supérieur & 64, la distorsion du quantificateur rectangutaire dépasse celle du
quantificateur polaire SPQ.

Quand le débit augmente. le surpassement du quantificateur SPQ sur le
quantificateur rectangulaire pour te cas uniforme devient plus significatif que pour le

cas non-uniforme.

Par exemple. a 9.8 bit/v.c (N=900), le taux de différence de distorsion (entre le
quantificateur SPQ et le quantificateur rectangulatre) est pour le cas uniforme de 1.27

alors que pour le non-uniforme. il est de 1.0)7 seulement.

1:
‘ﬂ)
IR 3
d ] i
g -
Lol 1 A
0 ] L
&
S .01
a ]
| -
g
g
(=}
! , 10
B Débit

Figure 7.2: représentation des performances des quantificateurs SPQ et rectangulaire

non-uniformes.

Lorsque le débit croit, les courbes obtenues & la figure 7.2 approchent des

droites; ¢ est ce qui a poussé Pearlman |28] a trouver les équations régissant ces droites;
pour cela, il a utilisé 1a méthode des moindres carrés.

Leurs équations sont données par le tableau suivant:
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Tableau?. 1: Résumeé des différentes équations de droites obtenues par Pearlman

Quartificateur et borne Equations D,/202 Intervalie de definition
Polaire non-uniforme (2.056) 2--977R 769<R <10
| Rectangulaire non- uniforme _(1.887) 2-935R 664< R <10
Polaire uniforme (1.849) 2--939R 726 <R< 10
Rectangulaire uniforme (1.358) 2--86IR ° 664 <R < 10
Borne polaire Pearlman - || 1- exp (-(1781)2°R) R ) 137
Gray
Borne de Shannon 2R, R)O

Nous desirons maintenant faire quelques remarques en ce qui concerne la répartition des
débits entre [a phase et |’amplitude dans la pratique pour la quaatification polaire.
A partir des résultats que nous avons obtenu et qui donnent les N¢ (nombre de niveaux de
phase) et Nr (nombre de niveaux d’amplitude) optimaux; on a facilement calculé et représenté
(figure 7.3) les débits correspondants et la différence des débits.

D’aprés I'expression (3. 41) du chapiire 3, nous avons Uouvé Lhéoriquement Ia
différence optimale des débits entre 1a phase el I"amplitude el qui est:

Ry - Ry = 1.376 bits/s.
~
Comme le montre la figure (7.3), les valeurs pratiques trouvées sont voisines de la
valeur optimale qui est 1.376 bits/v.c

La moyenne de 1a différence des débits peut-étre un bon indicateur pour la quantification
optimale étant donné que cette moyenne lisse les effets de la contrainte. Les moyennes de toutes
les différences des débits pour tous les débits supérieurs a 1.376 bits, sont respectivement 11.52
et 11.47 bits (soit Ng/Nr €égal respectivement 4 2.89 et 2.77) pour les quantificateurs nos-
uniforme et uniforme. Considérons gue 1"usage de 1.376 bits/v.c appliqué au codage optimal
donne une limite inférieure qui est une approximation précise de la derniére. performance pour
des débits superieurs 4 4.12 bits/v.c.

Cette limite est un bon indicateur pour la maniére de diviser le débit entre la phase et
F"amplitude dans fe cas de la quantification polaire.
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X Difference de débit en pratique

= I [y — [y
BN W W Wn
X

Differance de débit R -R (Nat/v.e)

1 % xv X o s

9 \ Difference de débit ¥
o théorique et optimsle

e

b

3 35 4: 45 5 55 6
Débit B (Nat/v.c)

Figure 7.3: Répartition des débits entre 1a phase ¢t le module.

7.3, Comparaison des quantificateurs SPQ et rectangulaire au quantificateur UPQ:

L optimisation du quantificateur UPQ a été faite pour N=1,2,..., 16, 25,32 et
36. car, comme on a vu précédemment. ce quantificateur s intéresse aux faibles valeurs
de N pour deux raisons:

- Le quantificateur SPQ est moins performant que le quantificateur rectangulaire i bas
débit, c'est pourquoi il est interressant de chercher un quantificateur polaire qui dépasse
le quantificateur rectangulaire en performances.
- Le temps de calcul du quantificateur UPQ devient trés long a haut débit.

Enfin, une trosiéme remarque s'impose dans cette introduction: On ne comparera
e quantificateur UPQ au quantificateur rectangulaire que pour des valeurs de N

(nombres de niveaux) ayant une propriété de carrés parfaits.

D'aprés la figure (7.4) ol on a représenté la distorsion minimale en fonction du
débit pour les trois types de quantificateurs, plusieurs conclusions peuvent €tre tirées:
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—
fdd

4+ (). Rect
0Q.5P)

1 0Q.UPQ
| - B.Shannon

Distorsion normalisée

Débit (bit/v.c)
Figure 7.4: Comparaison des performances des quantificatcurs rectangulaire,
SPQ, ct UPQ avec la borne de Shannon & bas débit (N < 64),

- En comparant le quantificateur UPQ au quantificateur rectangulaire i deux
dimensions, on constate que le quantificateur UPQ est aussi bon ou meilleur pour tous
les cas ou N est un carré parfait; quand N n'est pas un carré parfait, moins de symmétrie
existe, mais les gains ne sont pas dramatiques: (.06 dB pour N=3, ().3 dB pour N= 16,
(.34 dB pour N= 25 et (.4 dB pour N=36. Donc, les quantificateurs UPQ améliorent les
performances des quantificateurs SPQ lesquels sont meilleurs que les quantificateurs
rectangulaires pour N > 64.

- La deuxiéme remarque que F'on peut faire est que les résultats du quantificatenr UPQ
sont meilleurs ou similaires a ceux du quantificateur SPQ (quand N<4) 1 cela n'est pas
un cas surprenant puisque le type des quantificateurs SPQ est une sous-classe des
quantificateurs UPQ .

Cependant, I'amélioration introduite pour un quantificateur est parfaite quand la
meilleure factorisation cherchée de N = N¢ . Ny demeure assez modeste. Ce qui est
toujours le cas quand N est un nombre premier, mais parfois pour N quelconque [13] .
Par exemple, pour N=8 (c'est & dire attribuant 3 bits pour deux échantillons), le
quantificateur SPQ optimal (8, 2, 4. 4) obtient une distorsion D=0.125, alors que le
quantificateur UPQ optimal (8, 2, 1, 7) réalise une distorsion D= ().102. On peut donc
conclure que la contrainte de la somme est plus flexible et donne de meilleurs résuitats
que celle de la contrainte de factorisation.
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Bien que plusieurs améliorations ont été obtenues pour la quantification d deux
dimensions: la limite de Shannon reste relativement loin. 1 peut y exister des
algorithmes pour deux dimensions qui soient Iégérement meilleurs probablement avec
moins de simplicité.

Cependant, il est évident que I'obtention de performances prés de R(D) (limite de
Shannon} demande des blocs de mots plus longs pour les quantificateurs
multidimensionnels analysés par Gersho |9 | ou encore un autre type de codage tel que
le codage par treillis.

cateurs SPQ, UPQ au quantificateur AUP

r

7.4. Comparaison des quantifi

Comme on a vu (chapitre 5), le quantificateur AUPQ posséde les mémes
propri€tés que le quantificateur UPQ, mais il est appliqué aux hauts débits vu les
inconvénients que posséde le quantificateur UPQ. Ainsi. le calcul du quantificateur
polaire a haut débit ne se fait qu'a partir de I'algorithme de calcul du quantificateur SPQ.
Les performances de ce dernier ne sont pas trés satisfaisante§, c'est pourquoi nous
avons opté pour le quantificateur AUPQ.

Nous remarquons que ce quantificateur dépassé en performances les
quantificateurs SPQ et rectangulaire 4 haut débit. On peut donc envisager i premiére
vue qu'au lieu d'utiliser comme quantificateur polaire le quantificateur SPQ, il serait plus
intéressant d'utiliser le quantificateur UPQ a bas débit et le quantificateur AUPQ a haut
débit.

4+ (}. Rect
0 (.SPQ
04q. AUPQ

Distorsion normalisée ~

T T L

debit (bit/(v.c) 10

Figurc 7.5: Comparaison des performances des quantificateurs rectangulaire,
SPQ, et AUPQ 1 haut déhit (N > 64),
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1.5. C‘omparatsgg es qnantlficateurs rectangulaire, nolmres (SPQ, _UPQ) aux

D'aprés le tableau (donné ci-dessous), od on donne dans la premiére colonne les nombres
de niveaux N qui sont des carrés parfaits car a ces valeurs de N seulement que les quantificateurs
rectangulaire et DRPQ obtiennent les pius faibles distorsions , alors que les autres colonnes sont
constituéesrespectivement des distorsions des quantificateurs rectangulaire, SPQ, UPQ, AUPOQ,
DPQ, et DRPQ.

Les valeurs de N mises entre parenthéses sont représentées ainsi, dans le cas ou le
nombre N (qui donne la distorsion correspondante) soit différent de celui donné par la premiere
colonne.

La figure (7.5) donne alors les courbes obtenues 2 partir du tableau.

Tableau 7.2; Résumé des résultats finaux pour tous les types de quantificateurs

N __JQRect JQSPQ = jQURQ "Q-AUPQ.. Q.DPQ JQ.DRPQ
e 10.2350  J0.2396 110.2180 0.2391 02224

25 0.1599  116.1709 (24) 0.1438 0.1702 (24) 0.1462

36 J(0.1159  [10.117s 0.1056 0.1174 0.1052

49  [0.0880  ||0.08889 (48) 0.8064 0.08882 (48) 0.07899

64 1006908  ](0.06973 0.06520  |(0.06967 0.60134

100 ||0.04586  [0.04392 (102) 04120 __ ||0.04387 (102) 0.04003

144 |i0.03268 [0.03244 (140) 002902 _10.03241 (140) 0.02816

225 lo.ozus 0.02056 0.01857 _](0.92055 0.01822

324 [|0.01519_ [0.01468 (320) 001290 }0.01467 (320) 0.01280

529 0009482 10008904(352) | _ __ jl0.008788 [0.008899(532) 00080046 _

900  10.005668 {0.005310 ° |[o.004740 Ho.oossos ﬂo 004684

A partir de ces graphes, on constate en premier lieu que les performances du
quantificateur DRPQ sont meilleures que celles du quantificateur DPQ. Ce dernier dépasse (en
performances toujours) faiblement le quantificateur SPQ a‘bas débit. Cependant, on remarque
que pour un certain debit (N =16), le quantificateur UPQ est meilleur que tout autre
quantificateur: cela est d0 vraisembliablement au fait que la structure (16, 3, 1, 6, 9) est une
structure optimale {34]
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55
5 {
4.9 D=
4-M S b S
« 4+ (. Rect
a 331 0 Q. SPQ
. 3 0Q.UrQ
25 ¢ Q. AUPQ
] 4Q.DPg
©Q.DRPQ
1.5 X B. Shannon |
e —r——p——p—x}
)

débir (bit/(v.c)
Figure 7.6: Performances des quantificateurs (Ctudiés) comparées A la borne de Shannon.

Quand N devieat trés grand. les performances du quantificateur SPQ s'alignent
sur celles du quantificateur DPQ. En ce qui concerne le quantificateur DRPQ, celui-ci
dépasse d'une maniére considérable tous les autres quantificateurs et s'approche plus de
la limite de Shannon: il se trouve entre le quantificateur polaire et le quantificateur
optimal. Par exemple pour N=100), le rapport SNR (signal/ bruit) dépasse de 0.6 dB le
quantificateur rectangulaire et de 0.4 dB le quantificateur polaire.

Enfin, comme on peut le voir sur la figure (7.6) la structure des régions de
quantification du quantificateur DRPQ tend vers une certuine hexagonalité. Cette
derniere s'accroit d'une maniére importante lorsque le nombre de niveaux augmente.

En ce qui concerne la répartition des débits pour les quantificateurs de Dirichlet,
on a vu auv chapitre 6 que l'erreur quadratique moyenne est mieux minimisée si le
nombre de niveaux de quantification est un carré parfait. On a aussi montré que la
factorisation polaire optimale des nombres de niveaux et de phase est telle que Ny = 2.6
Nr. .

Quand le nombre de niveaux devient élevé, les quantificateurs DPQ et SPQ
deviennent équivalents, donc les factorisations asymptotiques sont les mémes. Pour le
quantificateur DRPQ, toutes les combinaisons ont été essayées pour N< (44,
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On a trouvé les meilleurs résultats lorsque le nombre de niveaux (pour chaque

dimension) est identique. Pour N > [44,  les valeurs de N prises sont celles ot N est un
|

carré parfait. - .

N

\



Chapitre 7 Résultats et interprétations
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N =144

Figure 7.6: Représentation des constellations du quantiliciteus DRPQ
N pour N = 16, 25, 36, 49, 64, 100 ct 144,

Conclusion:

On peut donc conclure que plus la distorsion (dont on a choisi l'erreur
quadratique moyenne comme critére) diminue, plus les limites des régions de
quantification tendent & €tre hexagonales. | _

Dans ce cas, nous nous sommes intéressés 2 une source Gaussienne. Les
trapézoides du quantificateur DPQ les polygones du quantificateur DRPQ deviennent
des polytopes pour de grandes dimensions [ 9].
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CONCLUSION

Le but de ce travail a ¢t¢ d'étudier Ta quantification polaire dans tous ses aspects
pour des signaux i deux dimensions.

Cette €tude nous a permis de cerner fe probleéme de la quantification polaire et
cela en introduisant tous les types de quantificateurs polaires. passant de 'un a lautre. en
changeant 'une des coordonnées: ob la principale propriété de lu quantification polaire
est que ses coordonnées respectives sont des varfiables aléatoires statistiquement
indépendantes. '

Pour ce qui est des quantificateurs polaires SPQ et UPQ, le passage de 1'un 3
l'autre se fait par le changement de la contrainte: donc de la structure du quantificateur.

En ce qui concerne le quantificateur DPQ, celui-ci a été introduit en passant de la
coordonnée du rayon a la ccordonnée de la corde. Son algorithme est simplement
l'algorithme de Max[1]. Pour ce qui est du quantificateur DRPQ. ce dernier a été trouvé
en utilisant I'algorithme LBG[17] et les résultats du quantificateur SPQ comme séquence
d'apprentissage.

Ainst, la conclusion qui s'impose a partir de ce travail est la suivante: tous les
quantificateurs vus jusqu'a présent (rectangle, polaire. DPQ et DRPQ) minimisent I'erreur
quadratique moygnne (MSE) selon leur contrainte respective. Le quantificateur
_rectangulaire satisfait aux conditions nécessaires (centroide et les partitions de Dirichlet
données au chapitre 6) . mais perd la symétrie.

Les quantificateurs polaires (SPQ, UPQ, AUPQ) préservent le probleme de la
symétrie mais ne vérifient plus les conditions nécessaires.

Quant aux quantificateurs DPQ et DRPQ, ces derniers possédent les deux
propriétés. En d'autres termes, ils vérifient les deux conditions nécessaires et possédent
la symétrie dans leurs structures.

Toutefois, le quantificateur DRPQ tout en réduisant plus l'erreur quadratique

moyenne que tout autre quantificateur précédemment vu. augmente en complexité lors
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Conclusion

de son implémentation. Ainsi. il existe un compromis & faire entre P'optimalité du
quantificateur et fa complexité & le concevoir.

Enfin, on a pu optimiser la répartition des débits entre les différentes variables
quantifier, pour chaque quantificateur, ce qui a permis la réduction du temps d'exécution
d'une maniére considérable. On tient & souligner aussi que les méthodes vues dans ce
travail ont été réalisées pour une source gaussienne. et on peat toujours les étendre
d'autres types de sources.

Bien que les résultats trouvés it partir des méthodes données par la quantification
sous-optimale sont assez loin de ceux trouvés par la quantification optimale, le travail
réalis€ dans cette thése a pu donner des dictionnaires qui peuvent &tre utilisés comme
des valeurs d'entrée pour d'autres méthodes de calcul afin d'approcher de plus en plus le
quantificateur optimal.

De plus, la quantification sous-optimale reste 'objet de plusieurs travaux de _
recherche (telle que la spirale récemment mise en oeuvre) car les chercheurs ont trouvé
des difficultés (telles qu'une trés grande capacité mémoire et aussi un temps d'exécution
énorme) a utiliser les méthodes optimales malgré leurs bonnes performances. Cest
pourquoi, ils se sont attelés i trouver de nouvelles méthodes efficaces dans le domaine
de la quantification sous-optimale, c'est-a-dire des méthodes assez bonnes du point de
vue performance et qui ne demandent pas une mémoire et un temps d'exécution
importants. Ainsi, ce travail reste un premier pas dans la quantification sous-optimale par
lequel on peut s'inspirer pour d'autres travaux.
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ANNIEXE 1

INTEGRATION PAR LA METHODE DE
QUADRATURE DE GAUSS

1. GENERALITES

Si la fonction f(x) est continue sur le segment [a, b] et si l'on connait sa primitive
F(x), I'intégrale définie de cette fonction dans les limites de a 4 b peut étre calculée
d’aprés la formule de Newton-Leibniz:

:ff(x) dx - Eb) - Ka) M)
ot F(x) = f(x)

Pourtant dans de nombreux cas la primitive F(x) est trop compliquée ou ne peut
s obtenir a I"aide de procédés élémentaires; il en résulte que le calcul de Vintégrale définie
d’aprés la formule (1) peut étre trop difficile ou méme pratiquement impossible.

Par ailleurs, dans la pratique, I’expression sous le signe somme f(x) est donnée
souvent tabulairement et la notion méme de primitive perd alors tout son sens. C’est
pourquoi les méthodes approchées et, en premier lieu, les méthades numériques de calcul
des intégrales définies acquitrent une grande importance.

Le probleme de l'intégration numérique d’une fonction consiste 4 rechercher la

valeur de l'intégrale définie A partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe
somme. . '
Le calcul numérique d une intégrale simple s appelle Quadrature mécanique. Le
procédé usuel pour réaliser une quadrature consiste & remplager la fonction donnée f(x)
sur le segment concerné [a, b] par une fonction d’interpolation ou d approximation ¢(x)
simple par un polynéme, par exemple, pour admettre approximativement ensuite:
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Annexe 1 Inntégration par la méthode de quadratiure de Gauss

o(x) dx | 2)

b
La fonction ¢(x) doit étre telle que le calcul de intégrale | ¢(x) dX soit immédiat.

[ f(x)dx =

X —y

2. FORMULE DE QUADRATURE DE GAUSS

Dans ce paragraphe nous appliquerons certains renseignements sur les polynémes
de Legendre. On appelle polynémes de Legendre les expressions de la forme:

2" n b dx"

P(x)=— _d_[(xz _ 1)“] (n=0,,2,..) 3

Voici les propriétés fondamentales de ces polyndmes [46] :

) P(1)=1,P-1)=(-1} (n=012..)
2 [P(x).Qdx =0 (k(n),

ou Q(x) est un polynéme queconque de degré k.

3) Le polynéme de Legendre P,(x) posséde n racines distinctes et réelles comprises
dans I'intervalle [-1,1].

Ci-dessous nous donnons cinq polynémes de Legendre :

P(x) =1
“ B(x) =x

Pz(x)=%(3x3 -

P(x) =% (5x* -3x)

P(x) = % (35x¢ -30x% +3)

Déduisons maintenant la formule de quadrature de Gauss. Considérons d'abord la
fonction y = f(t) définie sur le segment usuel [-1, 1]. Le cas ‘général s'appligue aisément a
notre cas par substitution linéaire de la variable indépendante.



Annexe 1 Inntégration par la méthode de quadrature de Gauss
Voici la formulation du probleme: comment sélectionner les points ty, t, ..., t et les

coefficients A, A,, ..., A, pour que la formule de quadrature:

[f(t)dt = IﬁlA.'f(tl) (4)

soit exacte pour tout polyndme f(t) de degré N e plus grand possible.

Puisque nous avons 2n constantes tet A, (i=1.2.. .., n), alors que le polyndme
de degré 2n-1 est défini par 2n coefficients, ce degré maximal dans le cas général est
évidemment N =2n - 1.

Pour garantir I'égalité (1} il faut et il suffit quelle soit vérifiée pour:
f(y=1,1,2,..., 20l

En effet, en posant:

[fodi=3 Av (k=0,12.,20-1) (5
et .

fn =S G e
Jfndt=Fqrdt=Yg3ar=3A3¥Gt =3 afw

“\

Ainsi, en tenant compte des relations:

L 1 -(-1)" z avec k pair ;
e dt = i - k + 1
! M 0 avec k impair ;

on peut donc conclure que pour résoudre le probléme posé [44], il suffit de déterminer t;
et A, a partir du systeme de 2n €quations:
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Annexe |1 . Inntégration par la méthode de quadrature de Gauss

e : | ©6)
AL = 5= :

S AL =0

Le systeme (0) est non-linéaire et sa résolution par la voie usuelle présente de
grandes difficultés. Toutefois, on peut appliquer a cet effet 'artifice suivant:

Considérons les polyndmes:

fiy = t P.(p (k= 0,1,...,n- 1)

On Py(t) est le polynéme de Legendre.

Les degrés de ce polyndéme ne dépassant pas 2 n - 1, ces polynémes doivent
vérifier en vertu du systeme (0) la formule (4) est:

[ermdr =Y AR (k=0,1...,n- 1) (7
D’autre part, 'orthogonalité des polyndmes de Legendre (propriété (2)) rend vraies les
égalités:
jtPmdt =0 pour k (n
YAUPt)y=0 (k=0,1,...,n-1) (8)

Par ailleurs, si I'on pose:

P(t) = 0 (i=0,1,...,n) 9)

Les égalités (8) seront nécessairement vraies quelles que soient les valeurs A, . On sait
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Annexe [ Inntégration par la méthode de quadrature de Gauss
(propriété (6)) que ces zéros sont réels. distincts et compris dans l'intervalle (-1, 1). Si I'on
connait les abscisses ti. on trouve facilement & partir du systéme linéaire des n premiéres
équations du systeme (0) les constantes A, (1=1,2.. ... n). Le déterminant de ce sous-

systeme est un déterminant de Vandermonde:

D=J[(t-t)=0

(S
N

et, par suite, la détermination des A, est univoque.

On peut montrer [44] que la formule (4) a coefficients ainsi déterminés est exacte
pour tout polyndme de degré égal ou inférieur a 2n - 1.
La formule ol les t; sont les zéros du polynéme de Legendre Pn(t) et ou les A; (1 =1, 2,.. .n)

sont définies a partir du systéme (0) s'appelle formule de quadrature de Gauss.

3.Calcul de I'intégrale généralisée par la formule de Gauss:

Examinons maintenant l'utilisation de la formule de Gauss pour calculer Yintégrale
généralisée:

f(x) dx

£ Sy (55

En changeant la variable:

h + a h-at
N R )

on obtient;

b l
J f(x) dx = h.; 4 j

Appliquons & la derniére intégrale la formule de Gauss (4), on aura:
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L]

: b-a

Jfdx= 222 Y A fx) 10)

Remarque:
Lors du calcul, la formule de Gauss présente Finconvénient que les abscisses des

points tj et les coefficients A; sont en général des nombres irrationnels. Cet inconvénient

est en partie compensé par une précision élevée en présence d'un nombre d'ordonnées
relativement petit.

s
>,
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ANNEXE 2

Méthodes de calcul de variations
Introduction

La recherche des maxima et minima des fonctions d'une variable est un probléme
bien connu. Si f(x) est une fonction continue et admettant une dérivée continue dans un
intervalle [a, b], les extrema relatifs de f(x) i 'interieur de cet intervalle sont atteints en
des points ou f'(x) = ().

Nous allons généraliser ce probieéme en conservant les hypotheses de régularité,
mais en remplagant la fonction d'une variable f(x) d'abord par une fonction de plusieurs
variables, puis par une fonction d'une infinité de variables dans des conditions qui
seront precisées.

1. Extrema de fonctions a n variables:

Soit f(x{, X5, .... X;) une fonction & n variables, continue et pourvue de derivées
continues dans un certain domatne . .

"Pour que f admetic un extremum cn un point intericur au domainc (frontiéres

exclues), il est nécéssaire qu'en cc point:

oL _af (1)

xi‘\ d Xn

2. Extrema liés de fonctions & n variables:

Bien souvent le probléme de la détermination des extremums d'une fonction se
raméne 2 la recherche d'extremums d'une fonction de plusieurs variables qui ne sont pas
indépendantes, mais liées entres elles par certaines conditions supplémentaires (par
exemple, assujetties a vérifier certaines €quations).

Considérons tout d'abord le probléme de I'extremum lié d'une fonction de deux
variables quand elles ne sont liées entre elles que par une seule condition. Soit & calculer
les extremums de la fonction:

u=f(x.y) (2)
out x et y sont liés par I'équation:
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d(x.y)=0 (3)

La condition (2) implique que seule T'une des variables x et y est indépendante,
par exemple x, car y est déterminé & partir de 1'égalité (2) comme fonction de x. Si l'on
résoud I'équation (2) par rapport 4 y. et si 'on substitue dans 1'égalité (1) I'expression
trouvée pour y, u sera fonction d'une seule variable x et le probléme sera ainsi ramené a
I'étude de I'extremum d'une seule variable indépendante x.

Mais on peut résoudre le probleme posé sans qu'il soit nécéssaire de résoudre
I'équation (2) par rapport & x ou it y. La dérivée de v par rapport i x doit s'annuler pour
les valeurs de x telles que la fonction u est susceptible d'admettre un extremum.

du . : . .
Calculons Ix 2 partir de¢ ( 2 ), sachant quc y est une fonction de x

by

du af af ay

dx d X dy dx

7]
hﬁ
3]
—

dy _ ,
+“G§‘0 (4

x|
e
e

Cette équation est satisfaite pour tous les x et y vérifiant I'équation ( 3 ).
Muitipliong tous les termes de I'égalité ( 5 ) par un coefficient indéterminé A et
ajoutons-les aux termes correspondants de I'égalité ( 4 }. Nous trouvons:

ox  dy dx ax  dy dx
ou )
af a¢] (af d‘qb]dy
g1 29 e s A2 =0 6
(ax +Aa.\' ¥ ay * dy } dx 6)

Cette égalité a eu lieu pour tous les points ot il y a un extremum. Choisissons 1 de
maniére que pour les valeurs de x et y telles que la fonction u présente un extremum, la
seconde parenthése de I'égalité ( 6 ) s'annule:
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Annexe 2 Méthodes de caleul de variations

Mais alors pour ces valeurs de x et de y il vient de 'égalité ( 6 ) que:

Ainst aux points d'extremum les trois équations:
q

d X A X

af g

—_— A— =1

<ax ¥ d X * €7)
¢(X, }) =0

a trots inconnues X, y, A sont vérifiées. La résolution de ces équations nous donne les
inconnues x, y et A qui n'a joué qu'un réle auxilliaire et dont nous n'aurons pas besoin.

Il est clair que les équations ( 7 ) sont les conditions nécéssaires pour l'existence
d'un extremum lié, c'est-a-dire en tout point d'extremum les équations ( 7 ) sont vérifiées.
La réciproque n'est pas vraie, car la fonction peut ne pas avoir d'extremum lié pour les
valeurs correspondantes de x, y et tirées des équations ( 7 ). On est donc amené 2
entreprendre une étude détaillée de la nature du point critique. En résolvant des
problémes conctets, on peut parfois déterminer la nature du point critique d'aprés le
caractére méme du probléme. Remarquons que les premiers membres des équations ( 7 )
sont les dérivées partielles par rapport aux variables xg , A de la fonction:

F (x{\y, V=0 y)+Ao(x ¥ (8)

Ainsi, pour trouver les valeurs de x et y vérifiant la condition ( 3 ) pour lesquelles
la fonction u = f(x, y) admet un extremum lié, il faut former la fonction auxilliaire ( 8 ),
égaler a zéro ses dérivées partielles par rapport a x, y, A et déterminer les inconnues X, y
(ainsi que le facteur auxillaire ) des trois équations (7) ainsi obtenues. Cette méthode
peut étre aisément étendue a la recherche des extremums liés d'une fonction d'un
nombre quelconque de variables. '

Soit a déterminer les extremums de la fonction u = f(x|, x,, ..., X} & n variables
X1, X3, ..or X,, @ssujetties a vérifier les m équations (m<n )
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[¢1(x:a XZ' ceny X“) =

{IQDZ(XI’ XZ’ e xn) = - ( 9 )

¢1u (X], Xas cus xn) = 0

Pour trouver les valeurs de x . x5. ... x, susceptibles de donner des extremums

liés de cette fonction. on doit former la fonction auxillaire:

F ( Xps X9y oens Medgein A ¥ = 1000 Kow s £) + A QX[ Xay o X)) +

Il ’ n

Ay do(X L Xge e X0+ R0 (X Xy ey X))

Egaler a zéro ses dérivées partielles par rapport a x. X5, ... X,

99 9 o
. A =0

7x) + e + + A T
—ai+ll %% +Am-—‘2(—ﬁ—=0

{9 X, a X, X, (10)

dg 9 o¢
=0
oy P, T ey T

et déterminer des m+n équations ( 9 ) et ( 10), x|, X,, ..., X, et les inconnues auxilliaires
Aqs Ay, oo A Tout comme  pour une fonction de deux variables, la question de savoir si
aux valeurs trouvées des variables correspond véritablement un extremum de la
fonction ou si cette derniére n'admet pas d'extremum en ce point reste sans réponse dans
le cas général. Cette question sera résolue a l'aide de considérations particulieres
découlant de chaglje probléme concret.

3. Lemme fondamental alcul de variation:

Au lieu d'extrema de fonctions d'un nombre fini de variables, on a parfois a se
poser des problémes d'extr ema plus compliqués, oil les inconnues sont elles-mémes des
fonctions et oul I'on A rendre extrema une certaine fonctionnelle de ces fonctions. De tels
problémes sont dans une certaine mesure, I'extension directe de ceux que nous avons
traités aux paragraphes précédents. :

Théore

Si Uintégrale
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Annexe 2 Méthodes de caleul de variations

[ & x(v dr

est nulle, quelle que soit la fonction x(O continne et nulle pour t = tpert =ty , et si-

x(t) est une fonction continue, alors x(t) est identiguement nulle.

&

4. Variations d'une intégrale a limites fixes;

4.1 Positionnement du probléme:

On considére dans le plan des x, t une famille de courbes T dont I'équation est
donnée par:
X = QL &)

Cette fonction dépend du paramétre €. ¢(1, €) doit étre une fonction continue et
pourvue de dérivées particlles d'ordre 1 et 2, continues pour un certain ensemble de
valeurs de t et e. '

Soit maintenant f(t,x,x") une fonction de trois variables, continue et pourvue de
dérivées premiéres et secondes continues dans un domaine convenable des t, x, x'.
L'expression " domaine convenable " implique qu'on pourra donner a t, x, x' des valeurs
qui soient celles que prennent t, ¢, dg/dt.

Considérons l'intégrale:

t, .
e = | f‘[ 6o, i"’]dt
ot Jl
\\\ 1

ou x=¢(t, ) et N o= 1?2;

Cette intégrale dépend de ¢ “car ¢ et -gii dépendent de €. On calcule sa dérivée par

dérivation sous le signe somme :

(gl 9¢ af e
ey = |2, 20 2P 1y
rey =1 [8,\' ag *ax atae] ‘
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Or une intégration par partic montre que

(20 To . (2 a_¢]'f e dal),
(,dN JLJE AN dE ) [, 7€ diiagy

9 . iy T e
— s'unnule aux limites,

Comme aux points {, ¢t i, , ¢ nc dépend pas de ¢, la dérivee ppe

et le terme intégré disparait, il reste:

2 po [T d(af
P - e S A NG
(&) ljl JdE {r?x dl[()X'ﬂdl (11)

4.2. Equation d'Euler-Lagrange:

Nous nous posons le probléme suivant: Trouver les fonctions x = x(t), continues et
pourvues de dérivées premicres et secondes continues; qui prennent pou1 t=t ett=t,
des valeurs données x, et x,, et qui rendent extrema l'intégrale:

Ly
= I Ot x, x" )y di
L

ou f vérifie les conditions données au paragraphe 4.1.

Supposons que le probleme posé ait une solution x(t). Remplagons dans l'intégrale 1
la fonction x(t) par Ia fonction x(t) + € &(t), ol E(t) est une fonction arbitraire (satisfaisant
aux hypotheses de dérivabilité) et ou € est un parametre. Une condition nécéssaire pour
que x(t) soit une solution, est que dl/de soit nulle pour e= (0 | 19], quelle que soit (1)
s'annulant pour t =t, et t = t, . Connaissant 'expression de 01/de donnée par la formule
( 11), et sachant que

@, &) = x(t) + € &)

Donc acp = £(0

Alors I'(€) =a—€ lj E() [ - Edi(g—fﬂdl (12)

L'intégrale 91/9¢ doit é&tre nulle quelque soit la fonction §(t), continue et nulle aux

limites. D'aprés le lemme fondamental du calcul de variations (donné au paragraphe 3), la
quantité:
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af d(ar ‘
AL iy s
dx dl(ax’) (13)

L'expression (13) représente I'équation d'Euler-Lagrange. Son éventuelle solution x(t)
représentera I'extremum a l'intégrale 1.

Le probleme des extrema li€s dans le cas de variations d'une intégrale s'énonce de
la fagon suivante:

Trouver les fonctions x(t) qui rendent extrema l'intégrale:

t,
szf(t,x:x’)dt
t,

et qui prennent pour t =t; et t=ty des valeurs données x, et x, de telle sorte

qu'une seconde intégrale:
t

2
szg(t,x,x’)dt
o

ait une valeur donnée a.

Pour résoudre ce probléme, on écrit que l'intégrale [ plus petite (ou plus grande)
pour la fonction cherchée x(t), que pour toute fonction voisine de x(t), et prenant les
mémes valeurs que x(t) pour t =t; et t = t,. Dans le précédent paragraphe ou il ne
s'agissait pas d'extrema liés, il a suffit de faire appel a des fonctions de la forme:

N o, €) = x(1) + € E(D)

dépendant d'un paramétre. Mais ici, ces fonctions doivent vérifier la condition:

.
fjglux+€E,X+e&)dt=a

ty

de sorte que &(t) n'est plus une fonction arbitraire méme en se fixant €. On est conduit &
élargir le champ des fonctions soumises 4 la comparaison en y introduisant des fonctions
qui dépendent de deux parametres:

P, ELEY =x() + €, &+ &, &0 (14)
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oi (1) et £,(t) sont deux fonctions arhitraires. nulle pour t =t; et t = t,. I devient une
fonction de g, et &, qui doit étre extremum pour ¢, = (). £, = 0. moyennant que €, et e,
soient li€s par la condition: '
e, €)= :f gL N+ & 8L NS ) dl=a
.

On cherche donc les extrema liés d'une fonction de deux variables g, , &, D'aprés le
paragraphe 2, le probleme se résoud par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. On
cherche donc les extrema de la fonction :

I =Ie,e) +AJe,e) =[ Ft.x,x) dt (15)
o
I =f+Ag

Avec A le multiplicateur de Lagrange
Pour obtenir les extrema de cette fonction, il faut que:

af ol

g JE,

=0 quand g =g, =0

A partir de ( 15) et en utilisant ( 14 ), on aura:

*

* ¢ * & , ‘. * -
af =j2{al 0 +9"9‘P]d1:l;‘{‘” g 2l .f:;]dt (1= 1 2

d 6, | 76 JE a ¢ ae} a¢ a¢

En mettant g =\\£\:_, = 0 et suivant I'expression ( 14), (¢, ¢} est remplacée par

(x, X} douton a:

Bej £, @ X ax

¢ tz 7* .
BfL=j {f_f__ng,‘“ ;;} dt =0 ¢ (j=12) (16)

on notera que |'indice O indigque que g =&, = (0 Inint¢grant par parties :

JdE l: ax dif| aw

(16) « 2 _7% éi(t){‘” -—d-{‘” Hdt G-12 - (17)

En utilisant le lemme de base de calcul de variations donné au paragraphe 3, on trouve
que-:
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* *

o dfaf
ax  diav

= | (18)

On retrouve 1'équation d'Euler-Lagrange, mais dans ce cas donnée pour le caleul
d'extrema liés oti:

Remargue:
Nous remarquons qu'un probléme simildaire s'est posé au chapitre 5 lors de

l'optimisation de la distorsion D par rapport au nombre de niveanx de phase.

N
&,
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ATNNEXE 3

Rappels sur les inégalités de Holder

Introduction
L'inégalit€ de Holder s'applique dans deux cas différents:

- Dans le cas de variables discrétes : c'est i dire lorsqu'il s'agit de de somme de valeurs
€lémentaires telles que les séries de nombres comme on le verra un plus loin.

- Dans le cas de variables continues: C'est 2 dire lorsque linégalité s'applique 2 des
intégrales de fonctions. _ .

1. Cas de valeurs discretes:

1.1, Théoréme

Si o B,.... 4 sont des nombres positifs, et oa+f+...+42= 1, alors on définit
U'inégalité de Holder par:

Sa b2 E(Xa) (3b .. (3 (1)
L'inégalité se transforme en égalité duns deux cas:

- Si tous les nombres a, b . .. | sont proportionnels entre eux.
- ou l'un des nombres soit nul.

1.2. Extension de ‘inégalité de Holder:

Supposons qu‘il existe un nombre k=0 et k=1, et un nombre k’ (conjugué) de k.
k' est dit conjugué de k si :
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K =

k
k-1

Oou encore : k ¥

On parle d'inégalité de Holder si pour k >1 .on a :

Sab) (Zuk)% (Zbk,)%-

Sinon il y a égalité si et seulement si ( ak) est proportionnel 4 (b} ou k < 1:

A WA
Yoy (Tat ) (So)
Il y a égalité si ( ak) est proportionnel i (bk’) :
On montre que cette égalité est nécéssaire et suffisante [18].

2. Inégalité de Holder appliquée gux intégrales :

2.1. Théoréme :

Soient «,B.---,4 un nombre fini de valeurs positives aveca +B +—-+A=1,alorsona:

[ rrgtear < ( [ _fd.x)“ (f gd.x')ﬁ--'(j M.r)"

Sinon on a égalité si 1'une des fonctions est nulle ou si toutes les fonctions sont
proportionnelles les unes aux autres.

2.2 rollaire :

I 1
- Alors - ——
Si k ) jalors PR

et

([ (e
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