4

R S— RN VIS [ BFPUL S UDN | SPPNIPY | 8 92

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

R

ealall oy Glatadl 5,05,

Ministére aux Universités et de la Recherche Scientifique

ECOLE. NATIONALE: POLYTECHNIQUE
LTS SETRRN N WUW L,;.;J"l :

LECVRALLD 11T IR WS

L oo b Fehte 2t plgba )

DEPARTEMENT  Genie Mécanique

PROJET DE FIN 'D’_ETUD;;Esf

Ao

———— SUJET ——

. | Calcul d’Un Ecoulement
Dans une Roue de Turbomachine
- Par La Methode - §1-S2

' Proposé par :M.BOUDJEMAA  Etudi¢ par : N.GHEDIRI Dirigé par M.BOUDJEMAA
F.GUETTAB 1 - -

4

PROMOTION
91-92

W

E.N.P.' 10, Avenue Hacen Badi El-ﬁi‘a??b%ﬁ\lger

[ PLLY,
. _ _ o _ L o . 1 e e N




5
RFPUBLIQUF ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

(3414“ LL?!.:.HJ CJluL:’r_" 5_)‘_3_9‘

Ministdre aux Universités et de la Recherche Scientifique

ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

olpid saacall Lk Lo ul
BIBLIOTHEQUE — i__: <..i1
Ecelo Nationale Pelytechnique |

DEPARTEMENT  Genie Mécanique

PROJET DE FIN D’ETUDES

SUJET ——

Calcul d’'Un Ecoulement
Dans une Roue de Turbomachine
Par La Methode S1-S2

Proposé par A1, BOUDJEMAA Etudié par : N.GHEDIRI Dirigé par pM.BOUDJEMAA
F.GUETTAB n '

[T,

PROMOTION
91-92

E.N.P. 10, Avenue Hacen Badi El-Harrach - Alger



-

oy ade I o it Sy J5,

A S VTS A T
(- e o) ‘




LN Ganacl) b ) 2
EIBLIQTHEQUE — Iz edy
Eulo Natisnale Polytecknique

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE
ET FOFULATRE

MIMISTERE DELEGUE AUX UNIVERSITES

ECOLE NATICNALE POLYTECHMI G

DEFARTEMENT 1 GEMIE MECANI{UE

RESUME

o dEcoulemsnt quasi-
; la  roue
analyss eslt

I écoulemeant

Dans ce présent projet on
tridimensicnnel o un fluice compre
a’une twrbomachine . La méthode ad
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In this work we'll analyse a guasi-treedimensiaonnal flow of a
copressible fluid throagh a turbomaching . The method used in
this analvsis is Wl's wmethod, witch is based on & Fichif
subdivision of the real flow to two flows on two  oethogonal
families of surfaces .
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INTRODUCTION :

La nature tridimensionnelle de 1'écoulement d'un fluide dans
une turbomachine présente un degré de compléxité tel qu'il est
nécessaire de recourir & des approximations congues de fagon
suffisament simples, mais conéervant cependant un caractére
physique accéptable
Le but de notre projet est l'analyse d'un écoulement quasi-—
tridimensionnel du fluide & la traversée d'une turbomachine
foﬁctionnant en fluide compréssible

L'étude proposée étant suffisamment générale pour que le type
de la turbomachine soit précisé
Parmis les méthodes élaborédes pour le calcul tridimensionnel
de. 1'écoulement d'un fluide citons
J.P.GUIRAUD et Rt.Kh.ZEYTOUNIAN, F.E.MARBLE, W.R.HAWTHORNE et
R.A.NOVAK, C.H.WU, H.MARSH, R.SOVRAND et Y.RIBAUD etec... |
Tous ces auteurs ont proposé des schématisations qui ont ouvert
la wvoile deé tentatives numérique dont les résultats sérvent de
base dans ! 'établissement de projets
La ﬁéthode retenu dans ce présent projet est celle de WU qui
repose sur un découpage quelque peu fictif de 1'écoulement
tridimensionnel en deux écoulements bidimensionnels sur deux
familles de surfaces corthogonales
L'analyse de 1'écoulement quasi-tridimensionnel est & méme de

s O

fournir des informations sur 1'dtats de 1'écoulement en
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n'importe quel point, d'ou 1'utilité pour la connaissance des
zones 4 risque telle que zone de turbulance et de décrochage de

couche limite .
Trois hypothéses simplificatrices ont étés adoptées et qui se

résument par
—un fluide parfait
—un écoulement stationnaire,adiabatique et isentropique

—axisymétrie des surfaces de courant.
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1.1 EQUATIONS DE BASE
1.1.T7 FORMULATION DANS UN REPERE ABSOLU
1.1.1.1 VARIATION DU CHAMPS DE VITESGES

Considerons le mouvement d'une particule fluide par rapport a un

point P tel qu'a 1'instant t cette particule se trouve en un
point O et & t+dt , en un autre point Q'. (voir fig 1.1)
-\Tr;t = -‘T‘ + 6v-,tdt
Mtedt . VeE ?ﬂf
A 1'instant t , la vitesse en un point quelconque Q , différe de

celle qu'a wune particule en P et cette différence est die 3
l'existance d'un gradiént de vitesse qui se traduit par

Vou = Voo # V=V, +ar . vV
Aprés wun instant dt , la particule qui était en Q aura une
vitesse Vo, .
telle que:
Voii= Vo, + OV dt
6t
d'olt — — . _
VO@NF Vo, =8V . dt +dr . V V
6t
{=>

DV =56V.dt +dr . YV
5t

Cétte dérniére écriture représente la variation totale de la
vitesse qui est une somme de variation dans le temps pour une
position fixe et de sa variation dQe au gradiént de vitesse

DV =6V . dt +d¥ . VV =6V . dt +V . dt . VvV
. &8t ' 3t
> -
DV=6V+V.VV
dt &t
DV =6 (y T+ %f?+~g{ﬁ) + (%{§+\gﬁl %5K).(gy'?}ggﬁ?gﬂf§5
St St §x &y 5z

ou (V,, V,, %9) sont les composantes du vecteur V dans le repére
cartésierf. -

avec

DV = DVy 1 + DV, T+ DV K
dt 5t &t 5t
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ce qui permet d'écrire que

DVe = OVt Voo OVut Vy. 6Vet Vy. OVx
5t 6t 5 Oy &=
DVy = SVy+ Vz.ﬂ+\i;.6v;+ v{,.gy,
&t &t Ex Sy 57
DVy = &W3 + V.. 8V + V, . SV + Vg . 5Vy
Eﬁ? St 8% 1 Y ? 8z
1.1.1.2 ﬁQUATION DE CONTINUITE
La wvariation par rapport au temps de la densite f’ de la

particule le long de sa trajectoire esl donnde par

DF = 6f + V.VP ) (a)
dt &t

2 constante

Scit dm = f.dv la masse de la patrticule qui res
résume par

t.
le long de sa trajectoire et dont la condition se ré

D {(dm} = 0
d t
c'est & dire
D (P dv) = F. D (dv) + DP . dv = 0 ()
dt dat dt

La quantiﬁe D(dv} est le taux de variation du volume dv de la
.6t

particule fluide le long de sa trajectoire ; D’ une autre fagon

cette quantite représente le taux de diflatation du volume dv de

la particule , qgui peut Btre exprimé par

dé6 =D (dv} . 1 = V.V (c)
dt dt dv

par substitution de (¢) dans (b) et aprés réarrangement on
ohtient

P. VvV +DPf =0 (d)
t

[N




tenant compte de la définition (a} . (d) devient
SP+V.UuP+ P YV =0
gt
Relation gqui peut s'exprimer par
P+ V . (PV) =0

St

1.1.1.3 EQUATION DE MOUVEMENT

Cette équation est basée sur la seconde loi de NEWTON . Pour une
particule fluide infinitesimale cette loi s'écrit

a2 .dn =dTF (1)

ou dm est la masse fractionnelle de la particule fluide , et g
le vecteur accéleration donné par la formule

e

T =DV=6V+V .UV
dt Gt

d F représente le vecteur somme de la force surfacique d Fy
agissant sur la particule et la force de gravite d_% telle que
dF,=g. dn=dm . g(- K} = dm . V(-gz) = —dm . V(gz) (2}

~avec
dm = f£. dv

(2) et (1) =>
f. av . @ =dE+dm . g =dF - f. dav . V(gz) (3)
La force surfacique d E; , elle aussi, est une force somme de deux
forces dlea® respectivement & la contrainte normale et & la
contrainte de cisaillement agissant sur un élement fluide
donc
dFE=9o . dv + 7 . dv

ol o= -p et T = dFp
o av




-
avec d F : appelée force frictionnelle

et par suite
dEs = dFr — V. P
dwv dv

notons que

= dFr. 1 - V(gz)
dv f

En injectant (4} dans (5) on oblient

a=dF .1 -V P - Vigz)
dv f

Remarque

Ld quantite f*= d_Ea, 1
unite de mesure. d V F

avec \) =

M = cte
— g —
on a : £ =V .(VV+l.9.(V. V)
3
et pour un fluide incompressible = J AE

En remplagant a par sa valeur dans 1l'équation
devient

SV +V .YV =-YP+Ff-7V (g2)

5t 7

{7) peut &Lre exprimer par

SV + V (Vi+gz) =Vx (VxV) - VP+ £
ET Z 7
Remarque

pour f = 0 ,l'equation (1.2) est appelée équation

(4)

(5)

(6)

représente la force frictionnelle par

v
(6) celle—ci
(7)
(1.2)
d'EULER




1.1.1.4 RELATIONS THERMODYNAMIQUES

Soient deux particules fluides., se trouvant respectivement en un
point P et Q & un méme instant t
D'aprés le ler principe de la thermodynamique

T ds = du + P dv

ol
s : entropie u: énergie interne
v volume massique ou spécifique

d'autre part on définit 1'enthalpie h par

h=u+p . v

Ce qui permet d'écrire que

T ds = dh - v dp

avec

v = 1f¢ d'od T ds = dh — dp/f (a)
Afin de remplacer les variations ds , dh et dp par d'autres
expressions ., on se propose de considerer une fonction scalaire

@, quelcongque definie dans un repére (x.y.z) orthonormé de
vecteur unitaire (i, j,k)

La variation d@, est définie par

A@, = 6@ dx + 8@, dy + 8@.d=z=

&% &y 8z
dg,= (6_dx + § dy + & dz) . @,
’ 6 &y &z
E> - —— —_— — — —
aZ, = (i dx + jdy + kdz). (i 6§ + 76 +k& ) .0
Ox Sy &z
En introduisant 1'operateur V tel que

V=16 +36 +¥s_
&x &y &z

L.a variation d@, devient

—t

dg,= (dr . V) . @ = dFf . (V.Q)




En notant que
dr = 1 dx + j dy + ¥ dz
et par suite les variations ds , dh et dp entre le point P et le

point {) peuvent étre exprimer par les fonctions scalaires
suivantes: .

ds = dE, V s
dh = dr . V nh
dp = dr . V p

d'olu l'égquation (a) devient
dr’. (T.Y¥ s - Vh+ YP) =0 (b}
P

T et P sont des variables scalaires et les vecteurs V s, V h et
V P représentent les vecteurs du champs scalaire S, h et P au
point p & l'instant t . Ces gradiants ont des valeurs définies
et ne dependent pas de la direction du vecteur dr ce qui rend la
relation (b) ci -~ dessous independante de dr

=> T.Vs -Vh+V B?== 0
=5 v B? =Vh -T.V s (c)

En injectant (¢) dans l'équation de mouvement (7) on obient

V-V .UV==-VYh+T Vs -7V (gz)
5t
QE—T.VV=—V(h+w}+TVS+?
Bt

L6V + U(h + V2 +gz) =Vx(VxV) +T.Vs + T (1.3)
5t 2

——

On notera gue pour un vecteur dquelcongue A on a:

—

K. VA=VA - Ax (Tx K
* Le terme H = h + Vi+ gz est appelé Enthalpie Totale

H représente 1'égnergie totale de la particule se trouvant en
un point P & 1l'instant t

En substituant cette wvariable H dans (1.3) on obtient

SV + TH=Vx(VxV) +T.Vs+T (1.4)
5t :




Cas particlier
pour un écoulement incompressible f = cte donc VP = V(?Pi)

d'ol 1'égquation (8) devient [4 (F)
ST+ V.UV =V (P+ga) + F
5t P
c'est & dire
SV + V(P + Vi+ gz) =V x(VxV) + F (1.5)

5t [ :

A ce stade et afin de simplifier 1'écriture de 1'équation de
mouvement (1.5) on se propose de définir un nouveau concepte
appelé : Pression Totale ou Pression de Stagnation définie par

=P+ V2 +f.gz
2

d'ol 1'équation (1.5) devient
SV F V() =Vx (VxW) +F (1.6)
st £

1.2 FORMULATION DANS UN REPERE RELATIF
1.2.1 VITESSE RELATIVE

1.
1.

Fréquemment il est avantageux de traiter 1'étude d'un &coulement
dans un systeme de coordonnédes relatives qu'on appelle aussi
référentiel mobile.

La figure (1.2) illustre un systeme relatif qui tourne autour
d'un axe fixe avec une vitesse angulaire @

Sans rien perdre de ces spécificites , on choisira les origines
Opet O respactivement du systeme relatif et du syteme absolu sur
un méme axe

g;:désignera le rayen position dans le repeére relatif

r :désignera le rayon position dans le rep&re absolu

@ :vecteur position de O, par rapport & O . (voir fig 1.2)

On a
—

AF™= dEr+ @ x T .dt

Et la vitesse relative W d'une particule se trouvant sur le
systeme relatif sera

W o= dre
£

10




oY

Ry

Fij (1.2)

11




La vitesse absolue de cette particule V (par rapport au repére
absolu) sera

— — —_— — —_— —_ie
V =dr =dri+@xr=-W+@&@xT.
dt dt
-
or : r.=1r - &

d'ol
e = — =

WX E=RWxT -8 x3-Wx7¥
car les vecteurs a et @ sont toujours paralleles
Et par suite:

V=W+wxTr (1.7)

1.1.2.2 ACCELERATION RELATIVE

La relaticon ci-dessus reste valable méme quand 1la vitesse
angulaire est variable par rapport au temps .Mais dans tout ce
qui suivera , on.travaillera avec ung vitesse angulaire w (du
rotor) constante

La wvariation de la vitesse relative , dans le repére relatif
sera donnée par
— —

DW = W + dr . V. W

- r

Les symboles D.( ) et &6,.( ) indiquent que les wvariations des
termes entre parenthéses sont obhservées par un observateur qui
tourne avec le systeme relatif

L'accéleration relatif d'une particule sera donc

B =N -SN+W . UW
dt 6t

Et la vitesse absolue V*+ D*V* sera

V4DV = [ W+DW I+ (@ x (F+ Wdt)]°
ou l'indice " ° " indique gque l'observateur est sur le repére
abhsolu . (voir fig 1.3)

Vu qu'il y a rotation du systeme relatif d'un angle @ = ®w.dt

AW e DW= (W o+ DWI + @ x{ W + D W] dt

12




p,a (1.3)

13




et

W x(r[+ Wdt)]" = [Wx(r + Wdt)] + & x[W x(r.+ W dt)]
d'ol
V + DV = irj;;;>:§f4-ILWF%—EL??}:ETdt + W x@@ x ) dt
+ W x DW dt + @ x(w x W dt) dt

-

Les deux derniers termes peuvent étre négliger vu qu'il sont des
différentielles du second ordre

_— - —_— —_—
De plus V=W+wxr
Donc: . -
DV =DOW + 2Wx W+ Wx({xT
dt dt
or: Uxr=WxT
d’ot - —— .
DU =860 +W . VW+2WxW+ax@xD
at &t

*% 2 W x W represente 1'accéleration de CORIOLIS et w x(w X 1)
represente le vecteur accéleration centripéte .( voir fig 1.3)

1.1.2.3. EQUATION DE CONTINUITE

Dans le repére absolu l'équation de continuite s'écrit

8f +V.UF + P UV =0
5t

or

V= W+WwxT
d’'ol . e . .
P+ (W+wxr) VP + P VW H+wxT) =0
£t
=> - — —_ —
P+ W .U+ (WX 1).VUF +f.v.w + PYV.(&xT) =0
&t
avecC

— —
Y

U (Wx1) =7.YVxXxw-—-WV x

sachant gue le rotationel du vegteur ¥ est nul ot que le
vecteur w reste constant donc V x @ est lui aussi nul

14




et par suite : V(W@xT) =0

d'ou
—

SP+ WP + @ xT).VP + PUW =0 (A)
5t

La quantite (@ x ¥).Vf vreprésente la variation de la densite
dans la direction péripherique par rapport au repére absolu et
est notée

@ x1).9F = aPfP .
dt
et
8f = 6f + df => gf = §gf - df
St St dt &t 5t dt

par substitution de la dernigre équation dans 1'équation (A) on
obtient

SC+WVU.P + FUW =0
&t
qul peut aussi s'écrire sous la forme
P+ V(LW = 0O (1.8)
&t

1.1.2.4 EQUATION DE MOUVEMENT

L'équation de mouvement dans le repeére relatif peut &tre obtenue

-
en remplagant le vecteur accéleration 3~ DV par sa valeur

d
dans le repére relatif , dans la formule de 1'équation de
mouvement dans le repére absolu . Ce ¢i nous donne
G+ EFTXT+ATVV = 2@xW-& x(@x ) -V B+ T - Viga)
5t 8t . s
or d'aprés le 1 er- principe de la thermodynamique:

Vh-VP =T.V s

f

ou s vreprésente 1l'entropie du systeme étudié

d'ol
GW + 6w x r + W, VWe—-2®WxW-@w=x(wxTr) - V(h +gz) +
5t &t -
T.Vs + f

15



W+ WU W+ VU(h-WwR +gz) - - 2@ xW+T.Vs + £ (B
t 2
avec
Sw = 0 car vitesse angulaire constante
&t

Aprés réarangement de l'équation (B) on obtient

W+ 2Wx W-Wx(V xW = - ¥(h + Wi— w?R*+ gz) + T.V s + f
&t 2 2
car

WIW=V (W) —W=x (VxW
(

W)
2)

et afin de simplifier ce dernier resultat on pose

I =h+ W - &R + gz
2 2 ’
qui est appelée : Enthalpie Totale ou Rothalpie
d'ou _— — —— —_— ——
S-W 4+ W XW-Wx(VxW =-V1I + T.¥s+f
St

1.2 DEVELCPPEMENT DES EQUATIONS PRINCIPALES

Tout écoulement stationnaire non visqueux est régi par
l1"équation de mouvement
2WXW-Wx(VxW =-V1I+T.Vs (1)

ol

W . est la vitesse relative

I . rothalpie I =H ~wwr Va

3 . entpdpie
Dans le systeme de coordonnédes r,z,@ les équations de
continuite , de mouvement , d'énergie et d'état s'écrivent

1.2.1 EQUATION DE CONTINUITE

1 E(F.r. W) +1 8(f W) +6 (f.We) =0 (2)
r &r r §@ 5z

sf = 0 car écoulement stationnaire

5t
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1.2.2 EQUATION DE MOUVEMENT

Sachant que : §§f = 0 ,car écoulement stationnaire de plus
— ot
f = 0 car fluide non visqueux

ou £ est 1'éffort d0 aux frottements

d'ou la projection de 1'équation vectorielle sur les axes 1,0
et z donne

i

~My[8 (r Vu) - 6W-+ 2 @.r] + Wy[OW- — 6Wy] = - 61 + T.86s  (3")

r 6r 1% 5z &r br 61
- W [6(r Wu) - 6W~+ 2 w.v] — Wa[l.gﬂé—_gﬂu} = ~1.81 + T.8s (4")
r &r 5@ r 6@ 5z r 6@ r &r
~ W-[8W,— SWy] + Wull.6Wy— 6Wu]l = - 61 + T.8s (5")
&z &z r &0 &z Sz &z
or Wu = Vu—- @.r d'oul (3') et (4') deviennent
- Wol6 (r Vu) — W] + W, [6W~ - 6Ws] = - 81 + T.6s (3)
r o&r 50 % Sz 6r 51 &r
- Wrl6(r V) — 6W-] ~ é[;,gyé— Wul = =1.8I + T.8s (4)
r &r ., 60 r 50 &z r GO r 60
- W8 (W) — 6Wpl + W, [1.6W3 — 6Wu] = - 61 + T.8s (3)
5z Sr r 6@ 6z z 5z
1.2.3 EQUATION D'ENERGIE
Elle est connée par : _
W . VI-=q
ol ‘: gd,est la chaleur que regoit le fluide par unite de mesure

d'une source extérieure

Cette équation a été obtenue en multipliant scalairement par W ,
1'équation de mouvement d'un fluide

donc

W.. 61 + Wy .
5r r

8l = g (1.9)
5
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1.2.4 EQUATION D'ETAT

Dans tous ce gui va suivre on assimg#lera notre fluide & un
parfait

D'apreés le premier principe de thermodynamigque

dh - dP = T.ds avec ¢h = Cp d¥

f

Assumant 1'hypothése d'un é&coulemnent adiabatique d'un
parfait ,on aura alors

P=FRT et PEYT = Cte
d'ol
dh ~-f RAT - R T dFf = T.ds

e

7 f

Aprés division par T on obtient

(Cp - R) dT - Rdf = ds
T f
or
(Cp - Cv) =R => 1 -1 = R
¥ Cp
d'ol Cp = _¢&
R ¥-1
et par suite
R . 4T -~ R 4P = ds
- 1) T f

Aprés une 1 ére intégration de cette équation on obtient

R Ln T - R Ln = 5 + Cte
{v-1)

In est le logarithme néperien

d'ol
R
(- 1)
T = o .S avec a = Cte
FF
=5
1 =1
(F=—1) R
B T e = f

18
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or dh = Cp dt => h =Cp T+ Cte

et par suite

l—“
i
B
=
=
!
‘._i
w
mhn

(1.10)

1.3 MODELISATION DE WU

La résclution numérique du systeme d'équations gérant
1'écoulement étudié , est un probléme trés complexe , méme dans
l1'hypothése d'un fluide non visqueux & cause du caractére
tridimensionnel de 1'écoulement

Au moyen d'hypotheéses simplificatrices la modélisation
proposée par WU consiste & calculer succéssivement 1'écoulement
sur deux surfaces , désignées respectivement par S1 et S2

1.3.3 DEFINITION DES SURFACES S1 et S2

Considerons, pour simplifier la représentation de 1'écoulement
dans une machine axiale . ( voir fig 1.4)

une surface de type 51 est définié comme la surface de courant
décrite dans la roue par 1'ensemble des particules fluides se
trouvant intialement sur un cercle concentrique a 1'axe de la
machine. ‘

Une surface de type S2 est par contre défini& par la surface de
gourant décrite par 1'ensemble des particules fluides se
trouvant & 1'entrée de la machine sur un rayon de conduite
d'aspiration

En géneral les surfaces S1 ne sont pas axisymetriques et les
surfaces 352 ne se déduisent pas simplement par une rotation des
surfaces d'aubages . Dans ces conditions ,un calcul affiné
nécéssite. la prise en compte d'un certains nombre de surfaces
différentes des deux types

1.3.2 HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Nous admettons en premier lieu que les conditions d'éntrée du
mouvement absolu scﬁﬁﬂaxisymetriqueﬁ et stationnaire afin que
l'écoulement dans le repére relatif ﬁuisse étre considerer comme
étant stationnaire

Nous admettons ensuite que 1' éc¢oulement est isentropique ¢'est
& dire adiabatique, sans frottementset continu
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Cette
fluide est incompressible ou =i 1'écoulement est subsonique

derniere condition est automatiquement remplie si le

On formule enfin !l'hypothése que les surfaces 51 et 82 sont
axisymetriques , ce qui revient & supposer que la roue posséde
un nombre infiniment grand d'aubes infiniment minces .

Dans c¢es <cas un calcul complet comprend donc les é&tapes
suivantes
— Calcul de " l'écoulement méridien " sur une surface S2 entre

ceinture et couvercle (moyeu et carter )

~ Calcul de " 1'écoulement aube & aube " sur la surface Sl

1.3.3 ASSOMPTION DE L'AXISYMETRIE DES SURFACES DE COURANT

L'hypothese d'axisymetrie des surfaces de courant est assujetée

au respect de cértaines conditions qui sont démontrées dans ce
qui suit: . ’
D'aprés 1'équation de mouvement on a

—pe i =g —n —_—

W + VI =W x [VxW+ 2d + T.Us + £

5t
or - .

dr A ) =W at () = dg( ) (§ 1.1.1.4)
Ce qui permet d'avoir aprés une multiplication scalaire de dr

par 1'équetion de mouvement ce qui suit

MW W + AT = W, (W x[V x W +2.@1)dt + T.ds + dt W.T

6t

{a)

Qu .ds

T

dg
avec dg Chaleur Totale gue regoit la particule fluide

Cette chaleur peut provenir de deux sources différentes

- Une part dq,
qui provient

—~ L'autre part
qui agissent

chaleur transmise par convexion dans le fluide et

d'un milieu extérieur

*

dqp est dOe a l'effet des forces
sur les particules fluides

frictionnelles
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La chaleur frictionnelle dgy transmise par la particule est
é¢gale au travail des forces frictionnelles , ce qui peut &tre
exprimé par la relation :

dg, = - df . f=-dt . W .t
d’oi —
dq =dgq, - dt . W . f
=> T.ds = dg, - dt . W . £
de plus .
W . 8W .dt = & (W).dt
St 6t (2 )
et —r — —
W.(Wx [VxW+ 2.W]) =0
donc 1'équation (2) devient
dl = dgq, —-_6 (W) dt (b)
5t (2 )
IL.'équation (b) étant l'équétion d'énergie d'une particule

fluide, rend & 1'évidance gqu'il ya conservation de la rothalpie
pour un écoulement fluide stationnaire et adiabatique

Dans ce cas ; dl = 0

et par suite 1'équation de mouvement se reduit &

Wx [VxW+ 2.8 =0

—
Le wvecteur vitesse W d'une particule peut &tre exprimé par les

composantes, Wu , Wm et W, dans les directions des vecteurs
unitaires i, , 1& et 1 . Cependant la V’m1£ 45 "d'axissymetrie
impose & la partlcule de se mouvoir une surface de

révolution _Sm de telle sotre que sa V1tessn W n'ait pas de
composante Wn suivant la normale & la surface Sm. (veir fig 1.5)

Cette condition implique que le vecteur W soit tangent a la
surface Sm c'est & dire

—»

= -
W =1, Wug+ 1, W,

Sgus dans le cas d'une surface axigsymetrigue le rotationnel
s'éerit
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VxW=1, 6W+ WK~ W WK [+ 35|60 . Wa) |+ 35 [6Wm~ 6(r.Wu)
&m on r &n r | 6@ Sm

ot K, et Knreprésentent les rayons de courbure de la surface
Sm , respectivement sur n et m

Tenant corpte des composantes de W

VxW-= ?’[— EWm— meml + 3 [6(1‘.Wu)] +1[@Lﬂ— ﬁ(r.wu)]

&n r an r | 6@ Sm
J=1, cos a - 1z sin a
puisque : sin a = 6R et cos a = 6R
ém én
d'on
UXW+ 2.0 =1,|- 6W,- Wk, | + i|6. w+ wr)] +
&n r én
i3 | EWm— &(r.Wu+ wr?)
r |60 &m
d'ol
Kpy= L . &W,

Wm &m

et par suite

b
.14

Wx [VeW+ 2@ =

50 5T

p.g

W |6W - G(r.wu+w1’2)} +

T, Wu |G(r. Wat wr?) — EWm| +
T &n 60

—r

13| Wo [ 8(r . Wayt wr?) |+ W, SWat W, . Km = [
r &n on

4



D'aprés cette dérniére écriture , on conclut que le seul

écoulement relatif qui peut avoir des surfaces axissymetriques
est celui pour lequel

UxW+2W=0
Pour ce fait il suffit que

S{r Wy + @.r2) = 0
én

Cette condition est réalisée (satisfaite) dans le cas ou la
hauteur de 1'aube b est petite devant le rayon r ou bien si la
turbomachineposséde un grand nombre d'aubes

5




CHAPITRE 2 : ANALYSE DE L'ECOULEMENT MERIDIEN " SURFACE S2 "
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2.1 FORMULATION DU PROBLEME

En general les équations écrites précedemment n'ont pas de
solutions simples et pour l'analyse de 1'écoulement moyen |,
elles son® resolues seulement sur la surface moyenne de courant.
51 cette surface est definie par

S(r,z, @ = 0 R (2.1)

et M est le vecteur unitaire normal a la surface S alors

nx Vs = 0
d'ol
N = Ny = Fly (2.2)
6E5p 1.65e 65¢
Sr r &@ 5z

Afin de simplifier ,on assume que la surface a une seule valeur
pour @ donné, d'ol.:

2 =0 (r , z) (2.3)

donc les deux coordonnées r et z sont suffisantes pour definir
n'importe quel point de la surface S et la coordonnée @ est
obtenue & partir de 1'equatuin (3)

5i 5§ et §§ sont des derivées partielles prises le long de la
br Sz

surface de courant alors

g(i = 6q - Nr . 59
8r &r r.ny 59 ‘
et (2.4)
55 = &8 - n¥ . 8g
&z 5z r.ne 60

La derivée spéciale 5a-est la variation de q suivant r sur la
' Sr
surface de courant ; sachant la valeur de z .
Alors gue ??‘ est la variation de g suivant r sachant les
&r
valeurs de z et @

Remarque : Dang le cas de la symetrie axiale , les derivédes
- spéciales deviennet des derivées partielles simples
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En introduisant les derivées speciales dans les

4 -
equations

gouvernant 1'écoulement sur la surface de courant on obtient
(voir annexe 1)
a - Equation de continuite
_;i(frwr)+§(rwa)=— f in.. 6% + n,. 6Wu + n,. OWy
r br 5z ¥ N 50 50 50
=> _ _
18 (f.r¥W) +86 (f W)=~ f.Clr, z) (2.5)
r &vr Sz
b — Equation de mouvement
~Wu. & (r.Vy ) + Wy oW~ — Wyl = - 8T + T.8s + E. (2.6)
r &r 8z 6r St &r
- W-.8 (r.V,) + Wy. 6(r.V,) = F, (2.7)
r or T 5z
- W.|8W~ -~ 3W3| —Wu. & (r.Vy) = - 81 + T.5s + F (2.8)
i &r r 6z 6% &z o
ol
Fo=-1 &P n

¢ — Equation d'energie

Pour un processus adiabatique 1'équation (6) du
devient

De plus une autre forme d'équation pour la variation
sur une surface de courant peut étre obtenue &
équations (1) et (5) du chapitre 1
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En multipliant 1'equat

ton (1} par W on obtient

—_— — — —_— - - -— ——
W. (2.0 x W) - (Wx(VxW)) =-WVI+ T.W =7VG
ol
— —_ —
W. (2.4 x W) =0
et — —
W.(Wx (VxW)) =0
d'ol:
— —_—
- W.VI + TW.¥8 =0
=>
T.W.vs = W.vI
avec
W.VI=-0Q
or pour un processus adiabatique @ =0
d'ou .
T .W . V5 =0
=>
T|W,. 65 + Wuy. 65 + W,. &5} = O (2.10)
Sr r 5 5z
Aprés introduction des derivées speciales on obtient
Twr.5_§+wé.§_§ =0 (2.11)
Sr 5Z
Pour un fluide non visqueux le vecteur force F est normal a la
surface moyenne dg courant S et deonc il est normal & la
vitesse relative W
d'ol .
W F=20
W..F. + W, F, + M%.I} = 0 (2.12)

A partir de ce-ci il ¢

,
onvient de définir deux angles A et up'qui

definissent la forme locale de la surface de courant par

)

tgr\ = Nr
Nu
et
tg u' = ny
Nu

(voir fig 2.1)

=F'_v

(2.13)

ol o
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Les trois composantes de la vitesse relative seront donc reliées
par 1'equation qui va suivre:

W etant perpendiculaire & n donc : W.nmn-=o0
d'ol
. Wee n. + W, . n, + WB' nb = 0
=> Wu ='Wr-_ﬂr_ Wa. n
n n

2]

et par suite

4
W, =-W_. tgd - wa. tg o' (2.14)

Cette équation (2.14) represente la condition géometrique, qui
assure que le fluide reste sur la surface moyenne de courant

Afin d'obtenir une équation pour la fonction de courant et
d'aprés WU [1] ,'/on introduit un facteur d'intégration B de
telle sorte que l'equation de continuite devienne

S (r.f BW) +35 (r. f.B.W,) =0 (2.15)
Sr oz

Le facteur B sera 1ié & Ci{r.z) par une relation qu'on
déterminera & partir des équations (2.5) et (2.15)

Daprés 1'iquation (2.15)

(r.B. f.w,) =0

& (r.B. f .w.) + P

&
Sr 5z

=>

(6 (r.f.W.)).B + SB(r.f.W.) + 5B(r.f.W,) + (E:(r.f.ub)).B -0

&r 5y 5z Y 5=
=> _ - _
(6 (r.f.W)).B + 6B (r.f. W) + 6B (r.f.w,) +
6 o 5z 3
B.5r. P, + B.rtﬁl(f.wé) =0
&z 5z

Apreés division de cette équation par B on obtient

S(r.fWw)) +r.f W. 8B+r.f .W. 6B +r. &I f W) =0
6r B &r B 5z 5z
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=>
r.f W . 8B+r.f W 8B--(C(r.f. W) +r. 8 (f.W))
Sr z

B 5z &r 5z 4

” - - - . N -
Operant ericore une seconde division par r d'oll on obtient

S We. 8B + Sf.Wy. 8B = (& (r. f.W_) + r."§"_(f.w}))
B &r B 5=z Sr 5z

a

or d'aprés 1'equation (2.5)

1.8 (r.f W) +6_(f. W) = f .Cir.2z)

r &r 5z

Wer. 6B + Wy. 6B = ~ C(r,z) . (2.16)
E &r B 8z

Le facteur B est proportionnel & 1'épaisseur angulaire locale de
la surface de courant et dans 1'analyse de 1'écoulement moyen on
assume que 1'épaisseur de la surface de courant moyenne soit
proportionnelle & la largeur du cannal entre aubes

Enfin le facteur B sera défini par:

Largeur circonfrentielle du canal entre aubes

B =
Pas d'aube ( blade pitch)

On introduit une équation de courant telle que
Ei = r. f.B.Wy
Sr ‘

et —_ (2.17)
&Y =-r.f .B.W,
5z

Afin d'obtenir wune formulation des équations de mouvements
axiaux et _radiaux avec fonction de courant on.se propose de
calculer &We~ et &Wy & partir de 1'equation (2.17)

&r 8z

En reprenant 1'équation (2.17) et en defferentiant
respectivement par rapport & r et z on obtient

&2¢ =5 (r.f .B.W) (a)
Sr? lil'e
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el

(a) => 5% = W,. 8 (r.f.B) + (r. £f.B) . &W
Sr? 2 8r Sr
a, -1 [z¢ -w. s fop
5r r.B.f |é&r? 5r
SWgy =_1 . §¥ -W .35 (Lntr.f .B))
Sr r.B.{ &r? ¢ or
(b) => - &8¢ =W,. & (r. £.B) + (r. {.B) . W,
&z2 &z 5z
SWy = — 1 &Y + Wr. 6 (r. f.B)
(o)A r.B.f &6z? 5z
=> W, = =1 . 8% - ¥We. 3 (Ln(r.{ .B))
Sz r.B.f 5z2 8z
La substitution de (a') et (b') dans ]'équation {6) donne
=1 . &¥¢Y-W .85 (Ln(r. {.B)) ~_1_ . 5% - Wy . 8 (Ln{r
r.B.f 6z 6z r.B.y &r* 5
- 1 . (-68I+T.65 +Wo. 6 (r.Vu) + F_
W} Sr &r r &r
=>
-1 &y e Ty | - . (-BT+ TEE ¢ M. For.vy)
r.B.f l &=z 5r? W &r Sr r Sr
) P
W.. 6 (Ln(r.f .B)) - Wy . &_(Ln(r
&z ar
or W, = 1 ; Eﬁ?
% r.B.j or
et
Wo = -_1_ ..0@
r B.f 5z

&¢ =35 (r.f .B.W
&z 6z
el 4

(b)

(a')

(b*)

- T.B)

L

. £.B))
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d'ol

-1 62 + 8% | = 1 . (-81 + T.55 + Wy. S (r.v,) + E) -
r.B.f | &z or? Wé or Sr r Sr
1 .6¢ .6 (Ln(r.f.B)) —_1__.8% .3 (Lntr. £.B))
r.B.f 5z &z r.B.f 6r &
8¢+ 5°F =5FP .5 (Ln(r.f .B)) + 59 & (Ln(r.f .B)) +
§z? 6r? or or 6z 5z
(2.18)
i - GI - T. 6S - Wu. 6 (r.Vy) - F )
} &r r Br
Une equatlon gsimilaire est obtenue , aprés substitution de
1'équation (2.17) dans 1'équation de mouvement axial (8) . elle

est donnée par

(Ln(r. f.B)) + 6¥ .6 (Ln(r. f.B)) -

5y + & - 5F
5t &z 5z

8
6z* or® or
(2.19)
r. f.B.( 61 - T.68 - Wy. & (r.V,) - Fy)
W,. Sz 6z r 6z

- Les composantes F,. et %' des forces agissantes sur les aubes
sont nulles dans le casd'un écoulement axissymetrique mais en

general et pour une grille d'aubes elles sont données par les
formules suivantes

)
F, . tgA

re ("]

F

et '
Fé = F, . tg u’

ol F, est donnée par l'equation (7)

2.2 EQUATION PRINCIPALE DE WU

Dans ce paragraphe , on se propose de determiner les deux formes
de 1'équation de WU , dont 1es solutions satisfont 1°' equatlon de

cont:nuzte ,deux des trois équations de mouvement et 1° équation
4’ energ:e . 81 de plus la variation d'entropie est donnée par
b équation (11) , alors la:solution-va verifier les trois

equatlons de mouvement
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Ili sera donc possible d'utiliser une des deux formes de
l'equation de WU afin d'obtenir une solution de la fonction de
courant qui satisfailit toutes les équations gouvernant
1'écoulement reversible sur la surface de courant moyenne
l'analyse de l'écoulement est souvent realisée dans un systeme
de coordonnées radiales et axiales : cependant pour un certains
nombres de problemes il convient d'opérer une rotation de notre
systeme d'axes d'un angle © (voir fig 2.2 )

on a
r sin © + =z cos &

r = x sin 9 + y cos 8 X
et =>
Z =X cos8 & -y gin & . Y

Yy cos 8 — =z sin &

d'olu pour une fonction quelconque f

Sf = &8f . &x + &f . &y
5r &% Er Sy Sr
avec L ) _
8% = sin © et Sy = cos O
Sr Sr
=5 L .
Lf = 6f . sin 8 + 6f . cos ©
&r % 8y
d'oli _— _
§*f = 62f 6x2 4+ 62 f 5y?
Sr? &x2 6r? 8y? &r?
=> — —_— —
§2f = §*f sin* © + 6*f cos? ©
&x* 6x* &y?
de méme
G8f = Q__f'_ cos & — §f . sin ©
2 x Sy
et
62f = 62f . cos? B - 62f . sin? &
&z* &x*? 8y?
avec §§'= - sin © et §£_= cos ©
&z &z
Dans le nouveau systeme d'axes , 1'équation (2.18) s'ecrira

g

35




na (.Z.-&)

36




5?2 . s:in2 g + 35? . cos? Bj+ EQE . cos®* B8 + 6’f . s8in? ©
6x2 &y? &x2 Sy?

- . . r .
S¥ . sin 8 + 6¥. cos O] . 6 |Ln(r. f.B)| +
&x Sy 6r
L . L 4
8¢ . cos © - &% . sine| .5 |Lo(r.f .BY| +
8x Sy Sr
r. f.B 81 cos & — &I sin © - T.5S sin © —
Wy cos & — Wy sin 6 ]6x 5y &x

T.85 cos © — Wul|sin © . § (r.V,) + cos 8 . 6 (r.Vu)| - F
8y - r &x Sy

55& + éE? = éﬂt. sin 6 + EEZ. cos 6
K 6% 5y

8 (Ln(r. f.B)).sin 6 + 6§ (Ln(r. {.B)).cos 6 | -
6x &y

6_2. cose--é“——f. sine]

6 (Ln(r. f.B)).cos ® —_6 (Ln(r. {.B)).sin 6 | +
§x 8y

r. 4 .8 81 sin © + 31 cos © — T.88 sin © -
sin ©

Wy cos © — W& &6x &y 6x

T.§5 cos & ~ F - Wy|sin ® . 5 (r.V,) + cos © . & (r.V,)
8y r &% . Sy
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6% + &% =5%. 5 (Ln(r. £.B)) + 6% . 5 (Ln(r. £.B)) +
&x

§x2 &y? 6x 8y 5y
r. £ .B . A (I)
Wy cos © - Wr sin ©
avec
A = éi- sin 6 + Ei_cos 0 - T.§§ sin 6 - T.§§ cos © — F_-
8x Sy 5% oY ,
Wulsin ® . 6 (r.V,) + cos © . E;(r.md)
r 6% &y
Afin de simplifier 1'expression du terme A , on se propose
d'utiliser 1'equation de variation d'entropie 1le 1long d'une
surface de courant (2.11) , 1'equation d'energie (2.9),

l1'equation de mouvement circonferentiel (2.7) et 1'equation
(2.12) qui lie legs composantes de la force F & celles de la
vitesse relative W .

En introduisant le changement de variable dans 1'equation (2.9)
on obtient

(W. sin ® + Wy . cos ©). (61 sin © + &I cos ©)+

&x 5y
(W, . cos & - W,. sin ©).(81 cos © - 51 sin B) = 0
&x &y
=> — _—
Wy. 61 + W,. 61 = 0 (a)
5x &y

En “procedant de la méme sorte eteprés changement de systeme
d'axes les equations (2.11) ., (2.7) et (2.12) deviennent

respectivement
wx.§_§"+w),.§§= 0 (b)
&x [53%
Wy. 6 (r.vy) + Wy 8 (r.v,) = r.F, (c)
5% &y -
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Wy Fy+ W, F,+ W, .F, = 0 (d)
(a) => 81 = - Wy. 51 (a*)
6% Wy Oy
(b} => 88 = -~ My. &5 (b*)
(c) => B8 (r.Vy) = r.Fy- Wy. & (r.v,) (c')
Ox Wi WX Sy
(d) => F, = — Wu.F, - Wy.Fy (d")
Wx Wy
De plus la force E. peut s'ecrire sous la forme
F. = Fy. sin 6 + Fy. cos © (e')

En injectant (a') , (b') , (c'} , (d') et (e') dans le terme (A)
on obtient

A= (51 -T.88 - Wu. & (r.v,) - Fy).(cos & - Wy. sin ©)
8y &y r Sy Wy

d'oli 1'equation (I) devient

&Y + 5% =5¢.6 (Ln(r. £.B)) + 6%. 35 (Ln(r. f.B)) +
C 8% Sy? &x 5% 5y 8y
. r. £ B 61 ~ T.65 - Wy. & _(r.V,) - F
Wy (cos 6 — Wy sin ©) |6y 5y r &y 4
Wy
x(cos & — Wy.sin 9)
Wy
d'ol
5% +385¢ <=38% .5 (Ln(r.f.B)) + 8% . & (Ln(r. f.B)) +
&x? Sy? Ex &x Sy 5y
r.{ B |8L ~ T.65 — Wu. & (r.Vu) — F (2.20)
W x 5y &y r &y 4
Cette equation est appelée..:  Premigére forme de I'equation

principale de WU.
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En operant de 1la méme maniére pour pedr 1'equation (2.19) on

obtient la seconde forme de 1'equation principale de WU et qui
est donnée par

5% +&% =5¢. 5 (Ln(r. £.B)) + 6@ . 8 (Ln(r. f.B)) -
6x? 5y? &x% &x Sy Sy
r. f .B |81 - T.85 - Wu. 6 (r.V,) - Ky (2.27)
W’ &x 6x r 5x
Remarcque
On notera que
r. { .B|6T -T.65 -Wy. 5 (r.Vy) -~ F,| =
Wx 5y &y r &y Y
~r. f B |8l - T.85 - Wy. 6 (r.V,) - F,
Wy ox 6x r 6x

Ce qui justifie le fait de suffisance de resolution d'une seule
equation des formes de WU pour pouvoir calculer les valeurs de
la fonction de courant dans le domaine d'etude choisi

D'une fagon plus générale 1'equation pr1n01pa1e de WU peut etre
exprimée par

552 +.§E% = qg{x,y)
&x2 &y? .
avec : i

q(x.,y) = f)‘_—'L._Q—_[Ln(r.f.B)] +6Y . 5 [Ln(r f. B)] +
6x . ©6x 8y Gy

r. { .B|6a - T.65 - Wy. & (r.V,) - ¥
Wy Sy Sy r 8y

o a , P et ¥ sont donnés suivant’ les deux cas qui se
presentent dans notre etude

et .
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et en aval
a — En amont de la roue

a« = H
B =1
[ 0

b - Dans la roue

=H - w.r.v,

fon

I
B
F

ol ™ 0

y = F, . tgd

2.3 INTRODUCTION DES HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

l1'écoulement etant supposé stationnaire, donc les lignes de
courant des particules coincideront avec leur tralectoires
respectives .De plus on a supposé notre fluide parfait , non
visqueux ce gui supprime la prise en compte de la couche limite
au niveau des surfaces des aubes , de celles du carter et du
moyeu de la turbomachine

La- troisieme hypothése étant 1'évolution isentropique du fluide
étudi€ ,ce qui supprime toute variation d'entropie dans le
domaine d‘ecoulement .

La quatriéme hypothese est 1'axissymeétrie des surfaces de
courant ce qui revient & annuler les variations des fonctions
vectorielles par rapport & la direction circonferentielle et par
la mé&me, les dfrevées speciales utilisées dans le developpement
ci dessous deviennent des d#revées partielles ordinaires

La prise en compte de ces quatres hypothéses permet d'ecrire
l'equation de WU de la facon suivante

82 + &Y = qix,y)

5%x*  oy®

avec

5% 5x By

qix.y) = 8% . 8 |lin(r. f .00} + 6¥ .6 |tnr. £.8)]| +
Sy by

r. £ Blda - T.85 - W_. 6 (r.V,) - ¥ (2.22)
W Li6y 8y r Sy

oua , B et J sont donnés au paragraphe 2.2 suivant les deux cas
qui se presentent et qui sont : cas en amont et aval de la roue
et cas de de la roue )
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2.4 CONDITIONS AUX LIMITES

La fonction de courant , solution de 1'equation differentielle
(2.22) doit verifier les conditions aux limites suivantes

Soient Y et Yy les valeurs de la fonction de courant
respectivement sur le flasque avant (carter) et 1le flasque
arriére (moyeu) on doit avoir

fr-Yr- «a
ou q est le debit massique

De plus on assumera 1'hypothese d'un écoulement uniforme loin a
1'aval de la roue et & 1'infini amont de celle-ci
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Chapitre 3 : ANALYSE DE L ECOULEMENT AUBE A AUBE "SURFACE 51"
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3.1 FORMULATION UTILISANT LA FONCTION DE COURANT

La position d'un point sur la surface Sl est decrite par ses
coordonnées m et @ (voir fig 3.1)

On a les relations suivantes

& =cosa . §_+sina . &
Sm 5z &r
Wo=,. W, +i,.W,

Wn = tg B = r d@

Wa dm

w2, = W; + w2

Tenant compte des hypotheses simplificatrices du chapitre 1
1'equation de continuite g'ecrit

1. 8({. W) +1 . 6(Ff.r W)+ Lo W . k,= 0 (3.1)
r o0 r &m
Avec k, : courbure de la ligne meridienne PP' , qui se met sou€
la forme : k, =1 . 6b or , on sait que la hauteur des aubages

b Sm
b qui ne dspend que de m , est petite devant le rayon r

L'equation (3.1) devient

§ (b. F.W,) +6 (b.frWn = 0 (3.2)
&@ om

I1 est meintenaht possible d'etablir une fonction de courant
gqui satisfait 1'equaticon (3.2) telle que

8Y¥ = b. f.W,
ém
(3.3)
8¥ = - b. f.r.Wnm
5@

3.1.1 EQUATION FONDAMENTALE

La vitesse'ﬁpdoit verifier 1'equation de mouvement simplifiée ,
en coordonnées (m,@,n) , avec n normale en P a la surface S1 ,
celle - ¢i s5'ecrit de maniére générale
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f’; (3.0)"
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VxW+ 2@ = E:[Qy_m + w,,,.km] +1,.1 [ S(r.Wy+ w.r=)] +
Y

&n on
ig.1 .| 6Wm - 6(xr. Wy + &.12) = 0 (3.4)
r &0 om
avec k, = —-_1 . 6Wm courbure de la surface S1 au point P (fig )
Wm ©&n

La condition imposée sur i, est automatiquement vérifide

Dans le cas d'un nombre d'aubes infiniment grand (donc des aubes
infiniment minces ) , la quantite (r.Wu+ w.¥?) reste constante
le long de toute normal n , entre deux aubes . : =~ -~ - = 7

Enfin , la projection sur T; de la relation (3.4) s'ecrit

1 .(_6_Wlu - &§(r.Wuv)) = 2 W . Q_E_ (3.95)

r 50 &m Sm

En portant dans (3.5) les expressions (3.3) et comme b et r ne
changent pas dans la direction tangentielle @ , on obtient
1'equation sulvante

1.5[__1“.@*’]+r.6[L._5_9«]+g1:_.1._§_9“=
m

b.r 68| { 60 6m| £b 6m m b.f
~ 2.8.r. 6r (3.6)
ém

Dans toute la suite de 1'etude (chapitre 3), on utilisera 1la
fonction de courant adimensionnelle y definie par

y = -

q

ol @ : designe le debit massique traverssant la roue entre deux

aubes adjacentes et deux surfaces S1 distantes de An = 1

Aprés substitution de la nouvelle fonction de courant
adimensionnelle dans 1'equation (3.3) on obtient
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q

b . j . Wm

En portant (3.7) dans 1'equation (3.6) avec 6r = sin «
(voir fig 3.4) . 6m

(_6_}1 -b . f . Wy
&m T q
(3.7)
6

On obtient :

oqa

L1 -5 4-9 - 6y +r. 5Y
Sm

q Syl -9 . 8y . sina =
b.r &0 f 50 f

—~ 2..r. 5in «

En derivant les termes entre parentheses on aura

q . |1 &y +6 1| +r.ql &2y. 6| _1_ +q .06y . sin a =
b.r ' :|Tp TC* T50|F dm? 6m| f.-b|| T.r

+ 2.6.r. sin o

o
2

Aprés multiplication par la quantite {.b et rearangement on
obtient : r

1 .68y + 6y -1 .1 . 6§ . Sy + [sin‘a -1 . G(b.f)] . 8y =

r* 80* tm* r? f 60 60 r b.f  6m 6m
2.b. f .w . sin « | (3.8)
g

3.1.2 CONDITIONS AUX LIMITES

La fonction de courant adimensionnelle y , solution de
1'equation-differentielle (3.8) , doit verifier les conditions
aux limites du domaine d'etude . Soit une surface de courant S1
definie par la rotation autour de 1'axe de la machine d'une
ligne de courant meridienne : <celle-ci se trouve decoupée
pericdiquement par les aubes dans la direction peripherique en
domaines elementaires tels que le montre la figure (3.2)

Compte tenu de la definition de y et si y et yr sont les
valeurs de y correspondant respectivement aux limites FG et BC
du domaine elementaire , on doit avoir
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debit masse passant entre BC et FG

q
(voir fig 3.2)

s est appelé ‘"pitch" ou largeur angulaire entre deux aubes

3 = 27

N
N : nombrs d'aubes dans la roue

- Qn posera yr = 0 sur BC et Yr = 1 sur FG . Ces conditions sont
evidemment completement equivalentes aux conditions de tengence
des vecteurs vitesses & la surface des aubes

— Loin & 1}'amont AH et loin a l'avql_DE , l'ecoulement est
supposé uniforme .La connaissance de W nous permet d'avoir les
valeurs de la fonction de courant sur ces frontiéres

— Entre AB et HG ; entre CD et FE , la condition de periodicite
se traduit par

Yo

Yee T Yep t 1

et

3.1.3 CONDITION DE KUTTA - JOUKOWSKI

Dans le but de 1'application de la condition de Kutta -
Joukowski dans une f£'analyse theorique on a besoin d'etre plus
precis en ce gui concerne la nature de 1'ecoulement au bord de
fuite

Le bord de fuite peut avoir differentes formes , 1l peut etre &
angle fini , il peut etre sous forme de biseau ou arrondi

PR

P

K’I = \;s
Iy

B

-

NS

‘a) (b) (c)

fig (3.3) : differents formes possibles du bord de fuite
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ffj (3.2)
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En .plgs_ des conditions aux limites et des conditions de
periodicite de 1'ecoulement , 1la condition de Kutta ~ Joukowski
doit etre satisfaite

Cette dernidre peut s'exprimer de la fagon suivante

Pour un ecoulement de fluide parfait autour 4'un profil dont
1'intrados et 1'extrados se terminent suivant une tangente
commune la ligne de courant issue du bord de fuite doit qguitter
ce dernier suivant cette tangente

Verifier la condition de Kutta - Joukowski sous cette forme pose
un probleme dans le cas de profils & bord arrondi ou en forme de

diédre . La position du point d'arrét n'etant pas connue , une
petite erreur comise sur sa determination peut en effet
engendrer une grande aleration des resultats des calculs . Il

est alors preferable de remplacer cette condition par une
symetrie de la repartition des pressions ou des vitesses
relatives sur l'intrados et 1l'extrados du profil ,1le plus preés
possible du bord de fuite , comme nous le verrons plus en detail
au chapitre 4

En resumé donc de la condition de Kutta -~ Joukowski

Pour wun profil donné & un angle d'attague donné , le fluide
gquitte le bord de fuite sans perturbations

~ 81 le bord de fuite est & angle fini , donc c'est un point
d'arret pour V, =V, = 0

— 51 le bord de fuite a la forme de biseau ., les vitesses

quittant l'intrados et 1'extrados sans perturbation , sont
égales en module et tangentes & la ligne mediane
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Chapitre 4 : RESOLUTION NUMERIQUE
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4.1 RAPPELS NUMERIQUES

Au cours de notre programme pour le calcul de 1'ecoulement
quasi-tridimensionnel dans une turbomachine ,nous avons utilisé
la methode de relaxationlors de la resoclution des systemes
d'equations lineaires et les fonctions splines cubiques pour
effectuer toutes les interpolations necessaires en particulier
dans 1'#xtention du nombre de données relatives & la geometrie
de 1'aubage

La methode de relaxation est basée sur la methode de Gauss-
Seidel , ou l'on introduit un facteur de relaxation qui accelere
la convergence du processus iteratif. Notre choix s'est porté
pour cette methode pour trois raisons essentielles , simplicité,

rapidité de convergence et occupation d'un espace memoire tres
restriént comparé aux autres methodes telles que celle de Jacobi

Les fonctions splines permettent une tres bonne approximation de
la fonction & interpoler et evitent au maximum dans leur
representations graphiques les oscillations parasites comme
celles pouvant etre introduites par le polynome de Lagrange ; on
dit encore que la courbe est lissée au maximum . C'est pourquoi
les fonctions splines cubiques constituent un outil ideal pour
calculer les derivées premiéres en differents points de
1'intervalle consideré ou bien l'integrale le long de cet
intervalle

Methode de Gauss — Seidel

Considercns 1l'exemple d'un ensemble de 3 equations & 3 inconnues

Ay. X, +8,. X, + 8,. Xy = Y, .
Quq- Xy T By X, t 8, Xy =Y, (1)
Bgp- X, F 8y Xy + B, Xy = Y
On resoud la premiére equation par rapport a x ., la seconde par
rapport a-x etc...., ce qui donne
X = A — . X, = g, X,) /7 ay,
'x,—in—a“.ﬁ—e%.xﬂ ja“ {(2)
X3 T BT e Qs %o %3
On choisit un ensemble de valeurs x® , x& , x¢/

xg’et xg portées dans la premiére equatlon (2)3donnenet

4 s o
X = - X - X
p (y. 3 K A% )/ e,
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C'est cette nouvelle valeur de x,.et non x; , qui est portée dans

la deuxiéme equation de (2) donnant
4

- 4 -]
x = — —
1 (yd‘z a_g.fxf a,qxs )/ a-u.
De meme dans la troisigme equation de (2} , on porte x: et x1 au
lieu de x: et x;
i _ - 1 _ 1
Xa ()ﬁ aa4x4 ag-,.z,x.t. Y/ as.?

Lorsqu'une inconnue est utilisde , c'est automatiquement la plus
recente valeur calculée . ceci assure une convergence bien plus
rapide que les autres methodes telle que la methode de Jacobi.

On arrete le calcul lorsque deux valeurs successives de x; sont
"suffisamment " voisines . on peut utiliser deux criteres

— convergence absolue

{Jc+1) (k) c
XJ' - XJ <
~ cohvergence relative
(k+1) (k)
Xd - X4 < £
(k+1)
%
Pouf les ensembles de grande taille , il n'est pas commode de
faire 1le test sur chaque inconnue x. . ou bien on le fait
seulement sur certaines d'entre elles®, ou bien on teste des
quantites de type :
n l Ak+1) (k)l
i X X
i1 4 ¢
olr o
: 1/2
[ n [ (k+1) (k)}]
- z X - X, .
i d 4
oll
n (k+1) (k)
= Xd - X4
d=7 (k+1)
X.
d
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ou:

1/2
n (k+1) (k)
z Xd — X
gt (k+1)
X.
d

La convergence du procédé ne dépend pas du choix des valeurs
initiales xj » mais seulement des valeurs des coefficients ay
La convergence est assurée 51 on a pour chaque valeur de i
c'est a dire pour chaque ligne) ;

n
lawl > 2] o)
_ . t#
En d'autres termes , i1 Y @ convergence si chaque element
diagonal est supérieur ou €gal en module & la somme des modules
des autres elements de sa ligne . En pratique , on peut aussi

observer une convergence dans des conditions moins restrictives,
Facteur de relaxation

Si le choix initial x® n'influe pas sur la convergence ou la
divergence de la methodée , il influe par contre considerablement
sur la rapidite de la convergence , si convergence il Y a . Plus
les valeurs initiales sont proches des valeurs reelles , &t plus
la convergence est rapide

La fig 1 montre 1'evolution possible de 1'une des quantites X; .

d
i l [ 1 [ L 1 r x
i T3 s s P s I e !
x3 X; X7 X" X X7 X; Xy
/ d 4 d d 4 d
!
Valeur cherchée
(k)
fig 1 : Evolution possible de X4
Partant de x° ,on obtient x| . au lieu de reutiliser x ' , pour
I'interation/suivante , on voit que la convergence sergit plus
rapide si , au lieu d'inserer x! ., on inserait

d

1

*’ a - o
XJ =X + A, {xJ Xy ) avec A> 1




Une autre evolution possible des X: est montrée (fig 2)

d

] [ 1 [
]
9 ] }!{:;J ) 34) :!{J }[{;) }'{ t)
Y
Valeur cherchée

(k)
fig 2 : Evolution possible de XJ

Dans ce cas , on voit qu'ad partir de x® etdx?),la convergence
serait plus rapide si au lieu de partirfde %; ., on partait de
xj”= xj + A x" - x?) ' avec N < 1

i
() on obtient xq“q A 1'iteration suivante

4 d '
au lieu de partir de xfwjon part de

) ,
MO (x“q-x@)

/ d i

A est le facteur de relaxation .En pratique , 4 est defini de
fagon arbitraire ., tel que

Ainsi , partir de x

x

0< A < 2
Si A > 2 , le processus diverge souvent
En général , 1 < d < 2 est utilisé pour accelerer la convergence
d'un processus iteratif déj4 convergent , et 0 < A < 1 permet

de faire converger un processus divergent

On peut soit utiliser la méme valeur A pour tout 1'ensemble ,
soit des A differents pour differents blocs . En pratique
n'est pas connu & 1'avance , il faut faire des essais

x

. ] ] S :
On peut suivre l'evolution de x. puis injecter une valeur de

A et voir comment evoluent les x?; suivants.
La methode iterative est la plus utilisée pour la resolution

— de syétemes de grande taille
—~ de systemes non lineaires
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INTERPOLATION CUBIQUE

L'interpolation de Lagrange conduit parfois & un polynome ayant

une variation beaucoup moins "douce" que f(x) . Une fonction
d'interpolation plus douce peut @tre obtenus en faisant passer
une régle flexible par les différents points . ©On 1'obtient

mathématigquement en faisant passer une cubique par chaque couple
de points Xd’ Xpi'

Seient x,, x,, ....... » X,les n+l points donnés réguliérement
ou irréguliérement espacés . On remplace f(x) par g{x) telle gue
entre x& et Xya , g{x) soit assimilable &

<) = al+ g } ¢
g(x} ag+ al, . X +dy .o x + aa. pe

.

Pour déterminer les gquatres paramétres a?, af, alet ai
imposera évidemment que g(x{) = f(xa ) fijﬂ) .

-} et g(xa-*{
Les deux autres paramétres sont déterminés en écrivant que dg/dx
et d?*g/dx* sont continues en x, . c'est & dire gque les cubiques
entre les différents points se racco;dent fans peint anguleux
Or d?*g/dx* est linéaire et vaut 2 a%+ 6 a;x . Par suite les
conditions imposées sont représentées par la fig (veoir fin de ce

B on

paragraphe) . On a donc de fagon plus précise
x# < % < Xﬁ” =3
gu(x) _'~g"(xd'.) — gn(xé*’]) _— gn(xd)
W — X, % = %
3 . e 3
soit
g'x) = g”(xj) + X Xy o g xn) - gt} ) (1}
Ty

Cette solution assure la continuite de la dérivée seconde g"(x)
aux points XJ
Pour obtenir g(x) ., on intégre deux fois 1'équation (1) . Si A
et B sont les constantes d'intégration , on cbtient
succéssivement en posant comme d'habitude

Ax = xﬂf— xf et g (X}) = gf
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f%—r—

Dans I'intervalle Xr9< x < XJ . g' (%) est obtenu en changeant j
en j-1 dans (4) , soit

g'(x) = g 1~ 3(xg — x)* +8x. | + g |3(x - Xgua)? - Ax +
- —r— -
6‘ [ Z‘Xﬂ.'q I 6 K d-1

fj - f (5)
4ok
BX. 44'

La continuite de g‘(x) est assurée en écrivant que pour
1 <3< n"1, les g'(x ) donnés par (4) et (5) sont sgaux , ce
qui donne aprés aveoir regroupé les termes en g' gg et g".*4

-1 1

Xgd. g+ 2(Xgpa—- Xg4). g+ L‘— 6 fju— £y _ fy— fg.4 (6)
ﬁxa ¢ Axﬁ d Ax}- Ax‘[— Axa;,‘

Cette relation doit e&tre écrite pour j = 1.,2,...... ,n=1 .0On
obtient donc¢ (n-1) équations linéaires entre les n+l inconnues
g" a' L. , g" . Il s'en suit que deux dérivées secondes
sont arbitraires . On pose généralement

EA

g, = 0 : (7)
Les équations (6) et (7) permettent de determiner g4 . pour
i =0,1,2,..... ,h . Ces wvaleurs reportées dans (3) ermettent
d’'obtenir la fonction g(x) en tout point , comme solution d'un

systeme 1linéaire & matrice tridiagenale , obtenue en faisant
j=14a j=n-1 dans (6)

/ 3; . 38 /a5t

|
1
|
[}
'
|
X

(fig 4.1)
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4.2 METHCDES DE RESOLUTION DES EQUATIONS ELLIPTIQUES

Les équations telles que les relations (244 et (9 .8
régissant 1'écoulement permangntdun fluide non visqueuex sont de

type elliiptique . Il existe de nombreuses méthodes pour les
résoudre . Les méthodes reposent géndralement sur une
discritisation des équations dans 1'espace physique et une
solution par itérations sucdééssives . Parmisgs les principales

nous citerons

-~ Les méthodes de singularites qui consistent & introduire sur
des lignes ou surfaces du champs d'écoulement des
distributions de singularites (tourbillion , puits , sources ou
doublets } pérmettant de traduire les conditions de glissement
du fluide sur les parois fixes ou mobiles . Cegs méthodes sont
généralement treés précises mais relativement délicates a
manipuler et sensibles & la qualité de leur programmation
{probléme des lissages)

— Les méthodes Dbassées sur la fransformation conforme qui
permettent de vréaliser une résolubtion assez simple des
équations dans wun espace fifctif transformé de 1'espace
physique . Peu employée dans 18nalyse courante wvu gu'elle a
l'inconveniant de rendre complexe la transformée des équations
de base , c¢ce qui risque de compliquer 'a recherche des
solutions du probléme donné

~ Les méthodes de discritisation par élements finis dont le
principal avantage est de permettre une bonne représentation des
géometries complexes des canaux d'écoulement mais gqui sont
relativement assez lourdes en volumne et en temps de calcul

~ Les méthodes basdeg sur la discr¥tisation des équations selon
la technique des différences finies sont en nombre important

Signalons entre autre ,

— La méthode de courbure des lignes de courant qui consiste & &
discritiser les équations selon un maillage constitué par les
lignes de- courant et des lignes quasi-orthogonales et a calculer
la vitesse méridienne en chaque point a partir de la courbure
des lignes de courant . Délicate & utiliser (probléme de
stahilite numérique )} , cette méthode est limitée aux seuls
écoulement subsonigues dans des géometries relativement simples.

- Les méthodes de "time marching" consistent & introduire des
termes pseudo - instaticnnaires dans les équations de fagon a

donner un caractére hyperbolique aux équations et ainsi
bénéficier des facilités de calcul correspondantes . Assez
lourdes =n temps de calcul , elles représentent le trés grand

avantage de permettre le traitement dés écoulements en regime
quelcongue

23




— Lea methoden classiques de dizcrdétigation le long de lignss de
maillage de direction arbitraire sont actuellement d'application
industrielle courante .Parmis celle-ci . on note en premier lieu
les méthodes matricielles »  quil permettent le calcul avec le
méme algorithme de la solution des écoulements bidimensionnels
" aube & aube " et "méridien"” . Elles ge prétent bien a la
programmation structurde , ce qui rend le temps d'execution
machine plus pérformant et présentent une bonne stabilité
numérique et une convergence rapide allides & une bonne
précision

Parmis ces dernidres , la technique de calcul proposée par
KATSANIS qui consiste & discrftiser l'équation elliptique selon
un maillage de forme rectangulaire puis , & partir d'une
distribution arbitraire de la fonction de courant & recalculer
celle-ci a partir des valeurs prises aux points voisins

A chaque itération on a ainsi & resoudre un systeme linéaire de
n équations & n inconnues . Le precessus est répété jusqu'a
convergence de la solution

4.2.1 METHODE DE KATSANIS

Avant d'entammer le calcul numérique , on tient & préciser qu'on
utilisera que les différences finies centreées lors des
discrftisations de nos equations dans tout le domaine
d'écoulement , sauf aux frontiéres avec l1'aubage ol on utilisera
tantdt des différences finies décaldes & droite et tantét
décalées & gauche suivant la position géometrique du point du
maillage (voir annexe 3 - différences finies )

1 CALCUL DE L'ECOULEMENT MERIDIONAL
1.1 CHOIX DU MAILLAGE

4.2.1.
4.2.1,

Le type de maillage pour lequel on a opté est un maillage
rectangulaire sur tout le domaine d'écoulement . cepandant
étant donné que la géometrie des flasques avant et arriére de la
turbomachine peuvent avoir de grande courbure , on précédera
1'opération de maillage par une transformation du domaine
d'écoulement sur la surface méridionale de telle sorte & ramener
celui-ci & un domaine rectangulaire

Cette transformation facilite 1'application de la méthode de
KATSANIS et le programme élaboré ainsi devient adopté & toute
sorte ‘de turbemachines quelque soit la complixité de la géometrie
des flasques avant et arriéres

Remarque : Dans le cas des turbomachines axiales ,il n'est pas
neécéssaire d'opérer une telle transformation
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4.2.1.1.2 TRANSFORMATION DU DOMAINE D'ECOULEMENT

Le passage du maillage curviligne qui permet d'aveoir le
maximum de noeuds dans une grille , au maillage
rectangulaire se fait par le biais des transormations

suivantes

Le
les

{(voir fig 4.2

)

domaine rectangulaire (fig 4.2)
cocrdonnées des noeuds sont données d'une

par l'utilisateur du programme

soit une fonction guelcongue

avec

alors

ou

F = F(x,v)

=y,

o= X(f,?) et
SF = &F Sx + &F &y
af 53 5r &y 5{
§F = 6F . &x + 6F . &y
6? 5% 51 &y 61
J = &x gy — 8x . Oy
ar 61 61 Gr

8

k54

%1

(0%

1°1

. 6F —

&

'_"‘f\

. 6F -

°f

arkitra

Sy .

6r

ik

(h) est un domaine fictif ou
facon

ire

Jacobien de la transformation

Les dérivées secondes de F sont obtenues en posant F = 8F ou

LF  dans 1'équation (4.1)

Sy

4.2.1.1.3 DISCRETISATION DE L'EQUATION FONDAMENTALE

&x

Soit un peint arbitraire O d'indice (i,j) et 1,2,3,4,5,6,7.8 les
{voir fig 4.3).

point

On
soit

hl =

étant

voigsins de

notera

par h;les distances qui separent le point o

70-—11

donné

= 1% _.QQ

7‘//4- t_)"/

Sre

5z%

0 dans la grille de maillage

- 70 _ f3

= g(r,z)

61

qu'en n'opére pas de rotationdes axes r et 2z
l'équation fondamentale ou de WU s'ecrit

=,f4 -

(4.2)

1.2,3,4

fo

donc




o

X
()
J=2
¥
(_:2-»
{(b) f
;,5(4.2,)
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avec

q(r,z) = r.f.B |61 - 6Wu . & (r.Vu) — F,
W &r r &r

La discre#tisation de 1'équation (4.2) revient & discretiser en
un premier temps 1'equation de LAPLACE : ensuite & discrbtiiser

le second membre g(r,=)
Afin d'alléger 1'encombrement des formules aprés discr#tisation,
on gardera dans ce chapitre les notations suivantes

Sz = zk , Sz =~ ze , 82z = zkk , 622 = zee , 6%z = zke , 6%z = ze
5F 51 5'{" | 67"’ 6}"?62 | 6?.6f

ree , 6?r = rke , 6%r = re

r = rk , &r = re , §?r = vkk , & r

5f 51 8 T" & Z" ar.sz §?.6f

J

[
Cy
o

8 8J =
Gr 6?
On transposera tout d'abord les dérivées secondes §*'¢ et 5%

&r? &z
dans le domaine rectangulaire par le biais de la transformation
(4.1} ceci p&rmet d'écrire

52 = 1 zk . ze . Je - z?e . Jk + 1 (zek . ze — zk . zee) |.6%
J? J? J

+ ze . zk . Jk - z*k . Je + 1 (zke . zk — ze . zkk) } st

J? J T 5
+ |1 . =? e] gr o+ [1 2? k] g* _ - [L .zk ze] s* ¥
J GE? J &p* J 6?6
I f ( /

S ¢ =1 |rk . re .Jde ~r?e . Jk +1 (rek . re - rk . ree) |.8F
J Jz J32 J

——

+ |re . rk . Jk - r’k . Je + 1 (rke . rk - re . rkk) |.6%¥
77 7
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La substitution des dérivées partielles de ¥ par rapport a I et
par des différences finies centrées autour de O permet d'aveir
une équation linéaire en V qui représente 1'équation (4.2) au
second ordre prés . Elle est donnée par

- ao.qb+ a4.W4+ qL.Q£+ §3,¢?+ a+_7?+ a ( V@—-%ﬁ_.7#+ ¢3)
= g, (4.3)
ol
an=~g_ z2?2e + r?’e + zZPk + vk
J2 hd . I3 - "RI . hZ~

a =2 . _(z22k + r?’k) —_l_[(ze.zk + re.rk).Jk'— (z2k + r?k).Je
'3 hl.nl . h2y  J '

+ J{zke.zk -~ zkk.ze + rke.rk - rkk.re)] / {(hl1+4h2)

a, = 4_. 1 2tk + r2k)] - a
J? (hl+h2) hi
a — 2 . (z?e + v?e) ‘_l~[(zk.ze + rk.re):Je — (2%2e + v2e).Jk
Y ¥ RAl.nL L hmhy 3

+ J(zek.ze — zk.zZee + rek.re — rk.ree}]

a =4 . (2%2e + r?e}) ~— a
J? h3. (h3+h4)

a = - (zk.ze + rlk.re}

(h3+h4) . (hl+h2)}

2.
J2

4.2.1.1.4 DISCRETISATION DU SECOND MEMBRE

Le second membre est donné par 1'équation (4.2) soit:

q(x,y) = r. f.B }SI - W . & (r.Vy) - E,
Wb, o5r r or
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ol
7~ W1V avec Vu = Wyt Gr

donc

Gl = &h + 6 (V2 ~Ww 6 (r.vy)
r Sr or| 2

et par suite

81 -~ Wu. 6 (r.Vy) = 6h + V . 6 (V) — W+ W) . 8 _(r.Vy)
&r r 8r Sr r Sy
D'aprés 1'équation (4.40)et tenant compte de 1'hypothése d'un
Acoulement isentropique : '
A 1 ' .
P 31 7
2oy (4.4) .
Vi (T) (h)

L'indice o indique 1a_caractéristique du fluide & 1l'entrée de la
turbomachine .{en amai de la roue )

De plus
h==Cp . T avec Cp = ¥. R et T =_a°
¥-1 " ¥.R
=> h =_a
¥-1

d'ou la formule (4.4) devient

5-1 —
h = _a* . ((,_/_’_’_)) (4.5)

¥~1 (A
=D
(¥-1)
gh = _ar_ fcfLa} .1 . 8P (4.6)
§r (¥-D{( £ P o

La force Fu est donnée par la formule (4.4) ol Fu est formulée
dans 1'équation ( ) par '

Fu =Wr. & (r.Vy) +.E1. S (r.Vy) {(4.7)
iy ar r 62

Apreés transposition des équations (4.4),(4.6) et (4.7)dans le
repére ( T'T ) et différentiation des termes des constituants on
obtient :

q0 = S(1) + S(2) + 8(3) + r0 . SP . BO .(5(4) - E.)
WO
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ot

avec

5¢1) = [(n1 - 83) + (Pa - P|.|(#a -¥3) .(rretz?e)
— B0 0 (hd + h3)
- (4? “-¢ﬁ) .({rk.re + z2k.ze)]l. 1 .
(h1 + h2) (h3 + hd).J?
5(2) ~ [ (B2 - BL) + (£2 - P|. |2 - ¥1) . (r2k+z?k)
B0 0 (hd + h3)
- ¥4 —~¥3) .(rk.re + zk.ze)|. 1
h3 + nd) (hi + h2).J2
5(3) = |zx.(¥2 -¥1) - ze.(¥a - ¥ . 1
(h1 + h2) 3 + hd)| 1o . J
1 [ e fo(w 1 [ze (P4 - P3) - zk. (P2 f’l)]
= —-_11] a*. . . . - - . -
J 0 h3 + hd ' T
B R
+ W0 |ze. (M4 - W3) - ZK.(Wo2 - We1)]
(h2 + h4d) {hl + h2)
[ A
+ W 0. |ze. (W4 - WpI) - zk. (W2 ~w; || + &
R ) i+ 12|
. o
A=-w. (w.r0 + 2

. W,0) + (Wi 0)
I"G

6F




=4

3!) #,

g4

v d m

Jﬁ 3 Jua Blo, 0)

er

X
=g~

Cc

I’g (4.4)
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F, = W.0.(Wy0 + 2.0 + | (Wed - Wu3).(WbO.re - W.0.ze)
ro {hda ¥ h3]J

+ Va2 - Wel . (W.0.2k - W,0.rk)
(hl + h2) 2

Remarque : On notera qu'en amont et en aval de la roue de la
turbomachine la quantite (r.Vu ) reste constante, vu gue
1'écoulement dans ces deuxs régions peut &tre assimilé &a un
édcoulement dans wune conduite. Par conséquent ,dans ces deux
zones le terme Fydevient nul

4.2.1.2 CALCUL DE L'ECOULEMENT AUBE A AUBE
4.2.1.2.1 DISCRETISATION DE L'EQUATION FONDAMENTALE

Nous avons opté pour un maillage rectangulaire dans tout le
domaine d'écoulement sur la surface S1 qui est une surface de
type axissymetrique rapportée aux axes m et @ (voir fig (4.4))

soient un point arbitraire 0 et 1,2,3,4, les points voisins de O
dans le maillage , de pas arbitraire , paralléle aux axes m et
Q. '

Nous désignons par h les distances de 0 aux points 1,2,3,4 soit:

hy= r(@ - @1) , hy=r (82~ 00) , hy= mo- m3 , h,= m¢ - mo

oll v représente la distance du point 0 & 1'axe de rotation de la
machine . De méme , nous notons y. les valeurs prises par la
fonction y aux points i

Soit n le nombre total des points de notre maillage

(voir fig 4.4)

On discrietisé 1'équation (3.8) , en developpant classiquement les
fonctions y. P et b en séries de TAYLOR , tronquées au second
ordre autour du point de 0 , et en les reportant dans la méme
éguation

Ce qui revient & substituer les variations du premier au second
ordre des fonctions scalaires y ,ja et b le long des axes m et @
par des différences finies centrées autour du point 0

Ceci permet d'cbtenir une équation linéaire en y qui représente
1'équation (3.8) au second ordre prés.

ed




2y1 + YL -2V |- 2Ys - 2Ye - 2Y%
he(he+ hy) h,(h,+ h,) N, T K| |h (h + h) h (h,+ h) T .h

2! 1
-1 1. f Y- Ye|t]lsin a,—- be. 4 — b fo |. Ya— Y.
I3 [hb+ h‘] [h; h4] [ T, bo.ﬁ.(h+iﬁf') 'h:LF¢+ :

= 2.w.b .f .sin a,

Aprés réarrangement de 1'é&quation c¢i-dessus on obtient

- 2 + - ) X + 2 + 1 . 1:_.f3 . ¥
hy. h, }13. h* hl(h‘_+ h4) (h4+ t}') f;(th’ h4) :

+ 2 + 1 . .@-,% Y o+ 2 be.fo— bi.f3
F 3
h&(h4+ h‘b) (hz.+ h4) )?(h"+ ‘rb ) hs (ha+ hf) b’ . f:_(h, +h¢ )
- sin a,]. 1 Y o+ 2 + |sin a, - b@ufg“ bs .5
T, (h +h,)| °* h, (h, +h, ) Y, b,. £(h +h)
.1 .y = 2&. .b .f.sin q, (4.1)
(h4+h;) * q

L'équation différentielle (3.8) devient ainsi ponctuelle , par
conséquent il faudrait résoudre autant d'éguations lindaire

gqu'il en existe de points dans la grille de maillage . De la
sorte , on obtient le systeme linéaire écrit sous forme
matricielle (4.9)
A .Y =238 (4.9)

ou —_—

B= {08} i=1 . ..... , n

B=-2w . b .f. sinag

q.a,
w—
Y = { vy } i=1 , N
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et aiix o, 1 ., a4, ab, a3 ou ag
avec
[ a, = 1 2 + b
12
af(}% +hz) h”
a, = _a4v - 3,
ao
2y - 2+ B
a, (h_+h ) hg .
a* = _dae — @,
Ay
{ . = z’ B " - . = +
ol : 3, n . a34 < a . a,,
1' >A . l\‘,‘h#

b = fz — f4 b = 4b4qf§—-b3.f3 - s8in a,

fo (h +h ) b, . J (h +h) r,

4.2.1.22 DISCRETISATION DES COMDITIONS AUX LIMITES

L'écoulement &tant supposé uniforme & 1'infini amont et &
I'infini aval de la roue, donc le gradiant de la fonction
adimensionnelle y , vreste constant dans ces régions de la
turbomachine . Ce qui permet de faire les approximation
suivantes

a - A l'entrée : limite AH

Sy =y — v =FL.b.r . Wy (1)
60 @ - 2, g

8y =y - Y, = ~— 1l.b. Wy (2)
&m m — m, q

Au noeud (4) 1'équation (2) s'ecrit

-y, =- (m, —m). P.b. W,
q

bA
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o ey, o,

-’[”J (4.5)

vy




y, =y, +£.b. Wy.h (3)
g ,

de méme 1'équation (1) s'écrit au noeud (4)

Y, =Y, * (@ - (34).[’.21. Win

entre les deux aubes

W = ¥V — ¥y, - avec y —v,=1 et g - Q,” 8
g - @, P bor
denc q = f.b.r.s.Wm
Ce qui permet d'ecrire 1'équation (3) par : .
Y, =¥ thy . tg P4
s.r,

1

Remarque : On nctera que l'indice 1 est relatif a la lighe AH ol
le rayon reste constant tenant compte de 1'hypothese
d'axisymetrie des surfaces de courant

De la méme fagon on trouve la fonction g & la sortie : Limite CF

Y, = Yy hg-;grﬂs,
a

4.2.1.2.3 PRISE EN COMPTE EXPLICITE DE LA CONDITION DE KUTTA -

JOUKOWSKI
La méthode de Katsanis pour le calcul de 1'écoulement suppose la
déviation du fluide en sortie de roue connue . On impose en
éffet une valeur arbitraire B & 1'angle de sortie relatif , loin
en aval .(veoir fig 4.6)

La déviation #§ au bord de fuite s'en déduit par application des
principes de conservation de la masse et de la quantite de
mouvement entre la section CF et la section DE de 1'infini aval

Par suite.de la conservation de la rothalpie et de 1'enthalpie
totale en aval de la roue on aura

ry . Vu, = 1, V,o=> r, Wy +@.r, ) =r, (W, +w.r) (4.190)

73




4
Z
-4 By I
A a ) T
c D
(2) (3
' Pian cle mfni aval
(1 (),) Sortie
oA
117
'fg(%é)

4




1'écoulement &tant uniforme en aval de la roue donc

Sy =1=F.b . r . Wn (4.11)
868 s

de plus Wy = Wm. tg B (4.12)

En injectant les équations (4.11) et (4.12) dans (4.10) on
obtient:

tgﬁo=[£%_93- j}+w-(r‘;—rj).j:.s].ba (4.13)
3 3

La prédiction de l'angle de sortie est d'un inter&t primordial
pour la définition des performances de la turbomachine telle que

la hauteur et la pression et autres . De nombreux auteurs se
sont attachés & établir des corrélations th&oriques ol
expérimentales permettant de le définir . On peut entre autre

citer les formules de Stodola , Pfleiderer , Busemann - Wiesner.
Carter ou les corrélations de Howell et Mellor

Cependant , avec 1'évolution rapide des méthodes de calcul
numérigue , certains auteurs se sont interéssés & calculer la
déviation B par des raisonnements théoriques . L'idée de Dbase

étant de ramener P par un processus itératif & la valeur pour
laquelle la condition de Kutta - Joukowski est verifiée

La plus part des auteurs conviennent d'égaler soit le
coéfficient de pression soit la vitesse relative calculée de
part et d'autre du profil , le plus prés possible du bord de
fuite

A — Methodes de prédiction de la déviation

L'ajustement & la condition de Kutta - Joukowski peut 8&tre
recherchs Y l'aide de deux procédures différentes mais
Bquivalentes

— Egalisation des vitesses relatives au bord de fuite
— Egalisation des coéfficients de pression

Remarque : Dans cette présente étude on utilisera le premier cas
c'est a dire 1'égalisation des vitesses & 1'intrados
et 1'extrados au voisinage du bord de fuite

A.l1 Egalisation des vitesses relatives & 1'intrados et &
T"extrados au voisinage du bord de fuite

Afin d'illustrer les différentes étapes suivies dans notre
programme de prédiction de la déviation B, considerons
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le schéma (voir fig 4.7) représentant le profil au voisinage du
bord de fuite

La procédure de calcul est la suivante

- choisir un point P , intersection du profil avec la verticale
la plus proche du bord de fuite

- trouver son symetrique @ par rapport & la med1ane a partir de
la tengente & cette médiane en R (centre de 1'arc de cercle
définissant le bord de fuite }.

— B etant supposé , on calcule B & partir de la relation (4.3)
On calcule 1'&coulement d'aprés la méthode décrite ci-dessus
ensuite on déduit la wvitesse relative au point P et par
interpolation , celle au point Q . les deux vitesses &tant
connues on cherche W telle que

AW = WP - WQ . *

-

- 51 | AW | < ¢, alors B, choisi est l'angle cherché
avec §€,: erreur tolérée pour la vitesse par exemple :

étg 10 . w . 1

~8i | AW | > & alors on recalcule une nouvelle valeur de B
en posant 1 c :

By = B, + &

et on refait le calcul jusqu'a ce qu'on aboutisse a la
condition | AW | < <,

On prendra
£= 1.5 déduite des expérimentations numériques

A.2 Egalisation des coé&fficients de pression au bord de fuite

L'évolution de la pression au sein du canal interaubes peut &tre
déduite des wvitesses calculées au moyen du théoréme de
Bernoulli en mouvement relatif :

W — & .r2? - P = Cte

2 f

On notera que 1'éffet de la pesanteur est négligé
Le coéfficient de pression en un point M quelcongue est défini

par

Cp, = B, = B (4.14)
1/2 . f, . W?
ol
et W sont respectivement la masse volumique et la "vitesse

relative & 1'infini aval
P est 1la pression génératrice et P la pression statique au

point M

77




}

On procede de la méme maniére que celle déecrite en (A.1) , en
remplacant les vitésses aux points P et Q par les Cp aux méme
points

CALCUL DE LA DENSITE

Le calcul de la densité du fluide, se déduist & partir de la
relation de conservation de la rothalpie I le long d'une ligne
de courant . Ce gui se traduit par

I=I, (4.15)
L'indice 0 se rapporte a 1'infinie amont
Cr s
I= h + ¥V +w.r.V (4.16)
2 ' r
Ou : h = C§?
- 1 -
Avec Cp. chaleur specifique & pression constante

T . temperature du fluide au point considéré
a . vitesse du son dans le milieu considéré
¥ . rapport des chaleurs spécifiques '

De plus, d'apres 1'équation détat (1.10)

Lﬂ( f)(a-‘) | : (4.18)
h £

En introduisant (4.16), (4.17) et (4.18) dans 1'équation (4.15)
on obtient apges réarangement

. (¥- .

_£_= 1 +¥-1 [V_— Vf+ 2.w. (1. Vu — r.Vuﬂ (4.19)

ﬂ 2.q: 7 :
- byl — — =

Sachant que 1la vitesse V a pour composantes (Wr,Vu,Wz) et que
V = M.a ou M est le nombre de mach local .L'équation (4.19)
s'édcrira
f v L L v < .
Jj=1+3-1 M |1 - Wr + Vu + Wz + 2.0 (5. Vu,— r.vu) (4.20)
f .&d: V"-b
Remarque : La rothalpie se conserve sur toute la surface de
courant  aube & aube , contrairement a la surface de courant
‘méridicnale ou , la rothalpie garde une valeur constante sur
chaque ligne de courant . Donc pour le calcul de la densité en

un point donné sur la surface méridionale on devra utiliser Iles
caracteristiques du point le precedant , mais qui appartiendrait
4 la meme ligne de courant
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Chapitre 9

REGLILTATE ET
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EXPERIHMENTATION WUMERIQUE ET RESULTATS

Dans notre projet , on a dlaboré deux progewammes . L'un pour le calcul

de 1técoulement dans le plan méridional , le second pour le calcul dans
le plan aube & aube

On a considéré lérs des essais de ces deux programmes , avec la méme
géometrie dfaubes deux cas de flgures .

I - Epesai en eau .

2 - Easai en air .

Les resultats de calcul sont consignés dans lesg tableaux et les graphes
ci-dessous ..

On_notera gue nous n'avens pas pu vérifier la condition de Kutta -
Joukowsks gui néecépsite un temps assez important lors de ltexecution du
programe .

En cé ﬁui conéerne le rappoit de compression et le nombre de Mach , on
constate que pour le premier , il atteint une wvaleur maximale de 4,04 , ce
qui eat totalement compatible avec Ie type de turbomachine choisi ( Pompe
Centrefuge ) , pour le second il reste compris entre O et 1 dans tout

le domaine-d'étu&é ;
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Distribution des vitesses relatives
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Coordonnee azimutate teta [rd]

Fig. .~ Evolution du nombre de mach relatif
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Fig. - Rapport de compression de l'eau
dans le plan aube a aube
d'une pompe cenirifuge
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Fig. Rapport de compression dans
le plan aube 'a aube d'une
pompe centrifuge
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Fig. Repartition du rapport de compression
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Fig. Evolution
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CONCEUSION

Au terme de ce travail, nous pouvons émettre certaines conclusions

comme, la simplicité et Ltéfficacité de le métlode de WU pour 1'analyse

de l'écoulement quasi-tridimensionnel dans une roue dtume turbomzchine .
Mais pour une approche plus concréte de 1'étude , il cet ndcéssaire dlavoir
une grande maitrise de 1'outil matkématioue , informatique et des

~connaissances proponderantes dans le domaine de la turbomaclhinerie .

Pour 1'6léve ingénieur, cette étude ne refléte pas la réalité de 1'écouls -
ement , elle lui permet , néammoins , d'avoir une idée sur les diffdrents

paramétres regissant l'écoulement ainsi que ltutilisation de la méthode
deWU s

Dans ce sens , il serait souhaitable de poursuivre cette étude en incluant
des paramétres nouveaux tels que la viscosité - les problémes de la couche
limite - et lz variation dtentropie ,cela en vue de se rapprocher plus

des conditions réélles et d'affinir le modéle mathématique d'écoulement
déj&_établi -
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Annexe 1

ntroduction des dérivées spéciales dans 1'équation de continuiteé

D'apreés 1'équation {1) du chapitre 1 on a

1.8 (fr W) + L. 8 (fW) + 8 (fW) =0 (1)
'y &r r 50 &z

Or la définition des dérivées spéciales permet d'écrire que

S (firWw) = S (fr W) +_n. . 6 (fir.W.) (2)
Sr &r r.n, 6@

et
S_(f W) = & (fW) + _ny. g_(f.9,) (2)
5z &z r.ng, 60 -

En substituant (2) et (3) dans 1'équation (1) on obtient

1| & (frw)y + ne. 5 (frWal+ L. 8 (fW)
Sr r.n, 60 r 6@

+ S _(F.W) + _ny .'Q_(f.wa)] = 0

5z r.n, &0
=>
1.5 rw) + 1.8 W) =~ _ne. 8(fir.W)
r Sr r &z r*.n, &9
-1 .6 (fW) - _na . & (f.W)
r 5@ r.n, &0
or
5 (for. W) =r.f. 6WA
&0 ' 60
1.6 (fir.wo) +_1_._5_(f.w9) = —f.ne . W, - _finu. 6Wu
r &r r &2 Yr.Ny 50 r.ng 60
r.ngy 1)
d'ol
1. (frw v L. B (fwy= - |n . g n,. oW n,. oW,
r &r r 52 r.n, 50 50 50
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UJI

1 . ¢

r

(frwy +1 .8 (f.w)y= f . Clr.2
r b &z 2

(s

Introduction des dérivées spéciales dans 1'équation de mouvement

a — l'égquation de mouvement radial s'écrit
=~ Wul6 (r.V, ) - Wel + W [OWr - GW,[ = — 61 + T.85 (1)
r |6r oo 6z &r Sr ér
or d'aprés_ la définition des dérivees spéciales , Pour toute

fonction g

8q = 6g + _nr . 6q

Sr Sr r.n, 60
et .

89 =589+ _ne . 6q

&z 8z r.n, 60

Ce qui permet de reécrire 1'équation (1) de la maniére suivante:

- MWulB (r.Vy ) + _ne . & _(r.V,) — &We| + W |5W, +_ny .OW.— OW,
6r r.n, 6@ 60 6z r.n, 60 Or

~ _De . GWyt = - 61 - n, . &8I | + T.168 + _n. . &8
r.n, &@ Sr r.n, & 6r r.n, 6@

=>

- Wul|8 (r.v)| + W |OW~ — Wy| = ~ 61 + T.8S5 - ny . W, .oW.
r |ér Sz or Sr ér r.n, &0

~ W, OWr + _ne |Wa.8 (r.V,) + W, .0W; - 6 + T.88 (2)
~ 00 r.nglr &@ 50 50 50

or d'apreés le Prennek~principe de la thermodynamique

T.d8 = du + Pdw
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h=u+ Pv => dh = du + Pdv + v dP

donc
du = dh - pdv - v dP
d'ol
TdS = dh - Pdv - v dP + Pdv
TdS = dh ~ v 4P
=>
T.65 = éh ~ v 8B
50 S0 &0
avec
v o= 1 ce gui permet d'écrire que
T.66 = 6h —_ 1 . &P (3)
50 6@ { 60 .
Maintenant on se propose de calculer &1
1430]
La rothalpie I est définie par I =H-wr.V,

ol H. est la lenthalpie totale
@ . ecst la vitesse de rotation de la roue
V,. est la vitesse circonférentielle

avec
H=h + _¥2
2
it
h .est 1'enthalpie statique
V .est la vitesse absolue de la particule
donc
I = h + y?2 - w.r.Va (4)
2
or
W
v W, + w.r
W
b
car
Vo= W 5 V,= Wy + . et Vé = W}
vz o= WL + (W, + w.r)? + w; = WL + W, + @ .r* + 2.W,.&w.r + “3
v o= W2+ WP, +-W3 L@y + 2.W,.W.r ‘
Vo= W o4 w.r? o+ 2.9, .1 | | (5)

Apreés substitution de (5) dans (4) on obtient

I =h+ _%F + w’érz + wu.w.r - w.r.y,
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I =h+ W 4, & . r? + W, wr —wr.(W,+ «.r)

2 2
I Eh-!-_E - * . r?
2 2
d'ol
61 = &6h + 1. 6W - 1. 6 (w.r?)
650 S0 2 &0 2 60
avec

S (@ .r7) = 0 et OW = 2.W.6W = 2.|W,..SW.+ W,.6Wa+ W, .6W,
50 50 50 50 56 92 50
et par suite

51 = Sh + W_.GU~+ W,.OWet W, .OW, | (6)
50 &0 50 60 50 '

I.a substitution de (3) et (6) dans (2) donne

-~ W |8 (r.vy)f + W |5W, - SW,| = - 51 + T.65 ~ _ne . W, .60~
r |6r Sz &r &r &r r.ny e17/]
~ Wu. OWet N~ Wy .6 (r.V,) + W, .6Wy — 6h — W, . OW.—- W,. oW,
30 T.n,r o0 56 50 50 50
- Wa. 6We+ 6h — 1 . 6P (7)
50 s f 60
=>
-wfs | v wfa, - &) - -+ T - _ne .o
r |6r 5z or 6r or r. .n, 6@
-1 . SW,(n_ W+ n,.W,+ n}.Wé)
r.n, 60
or n..W, +n .W, +n .W; = 0 7 vu gue h et W sont
. % perpendiculaires
d'ol
— Wal6_ (r.V,) A GWe — Wyl = - 81 + T.65 - _n, . 8P (8)
r |&r 5z Sr &r &r r.f.n, ©&@
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— b - Equation de mouvement circonférentiel

on a
Wealo (r V)| + W 16Wy — 6W,| = - 1.6 + T.68 (1)
r }Sr 3 6z &r r 60 r §@

En procedant de la méme maniére gu'en — a — c'est & dire ,
utilisant la définition des dérivées spéciales ; 1'équation (1)
devient

W [5-(r.vu) +  ne~ . EZ(r.VH) -,ﬁﬂf] - W}[l.ﬁﬂé~ 5@@* Na . ;ﬂh

r |6r r.ny &r 50 r 60 6z r.n, 6z

= -1 . 61 +T . &5

1 1$)"%, r 6@

Apres réarangement de cette dérniere équation on obtient :

—We. S (r.Vy) + My, 6 (r.Vy) = -_1 . 8Wa(n .W.+ n,.W,+n W)
r Sr b 6z r.n &0 /
-1 . 6P
r.f 60
Sachant que . W =0 c'est & dire n_.W_ + nu.WL+ n .Wé = 0
L'équation ci-dessus devient 2
“Wr. 6 (r.Vy) + W3. 8 (r.V,) = - _1 .8P (2)
r Sr r 5z r.f 60
~ ¢ - Equation de mouvement axial
- W ] 6Wn— GWy| + W, 11.6Wy, — O6Wy| = -~ 61 + T.65 (1)
6z 51 r §0 8z P 6z
Moyennant la définition des dérivées spéciales et apreés

substitution des dérivées partielles par rapport a r et =z on
obtient 1'équation suivante

~ W |8W-+ _n, . oW.- BW,~ _ne . OWs| + Wy|l.6W;— SWu- _nj . W
6z r.n, &0 Or r.nuy 69 r 60 6z r.n, &0

= |61 + ny . 8I] + T.|65S + _nsy . T . &S (2)
62 r.n, &@ 6z r.n, 50
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Aprés réarangement el gubstitution des équations (3) et (6) de
— a - dans 1'équation (2) on obtient

—wr[is_wr —a_wt,] < W,. SWu= - 81 + T.68 - _ns . 6P

6z Sr 5z, 5z bz r.f.n, 060
or
SWa =1 .8 (r.Vy)
Sz r bz
d'ol
- W.|6We - EWy| — Wu. & (r.Vy) = - 81 + T.68 - _n; . 6P (8)
5z Sr r  fz 6z 6z r.f.n, 6@ -

Remarque 1 : On notera que dans tout notre travail ,on manipule
les dérivées spéciales comme gi elles etaient des
dérivées partielles ordinaires

Remargque 2 : On remarquera gue dans chacune des équations de
mouvement , le groupement - 1 . 6P . n;
Ol Ng= N, N, ,ny r.f.n 50

chacun de_ces termgs represente une composante de
la force F qui agit sur 1'aube

Cette force peut s'écrire sous la forme
F=-_1 .68 .70
r.fn o@

Introduction des d4rivées spéciales dans 1'équation d'énergie

L'équation d'énerygie s'dcrit

W_. 81 + Wy.81 + W,. 61 =Q (1)
Sy G 5 5z

Q=0 pour un écoulement adiabatique
Sachant gque

81 = SI + n~ . 81

lil'e Sr r.ng &0

b1 = &1 + Iy
o) az .n

oﬁm
S
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En tenant compte de la condition d'un écoulement adiabatique ,
1'equation (1) devient

w_ |61 + nr.£+wu.ﬂ_+wgé‘__i+ n, . 81| = 0
&r r.rny or ' &0 or r.n, ©6r
=2
W, . 61 + wb §I =-W_. _nr . &I - WQ. ny, . 61 - W,. &1
ér op r.n, &0 r.n, 6 r 6@
W, 0L+ W SL= -_1 .61 .(W..n.+W.n+W.n)
ar 0 bz r.n, 00 A
Le wvecteur wvitesse vrelatif W &tant perpendiculaire au vecteur

. . —t
unitaire n donc

n . W = 0
d'ol o L
Wr-ﬁl + W% S8 =0
ar &=
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ETUDE DU COUPLAGE ENTRE LE CALCUL DU DEVELOPPEMENT DE
LA COUCHE LIMITE SUR LES AUBES ET LE CALCUL AUBE A AUBE

Dans 1'analyse du probléme de l'introduction de la couche
limite, il ne sera pris en compte qgue le calcul aube a aube;
et le wodéle que nous retiendrons sera particuliérement
simplifié et ne prendra en compte que l'épaisseur de
déplacement sous la forme d'une modification de la géométrie
du profil.

1.PRINCIPE D'UNE METHODE NUMERIQUE DE CALCUL DE L'ECOULEMENT

D'UN FLUIDE VISQUEUX AUTOUR D'UN PROFIL.

En 1980, J.CORNIGLION présente une étude bibliographique sur
les diverses méthodes de calcul des écoulements dans les
turbomachines , on constate jusqu'a ce jour qu'il n'éxiste
pas une meéthode numérique fiable de résolution directe des
équations de NAVIER-STOKES. En particulier, la modélésation
de WU demeure nécéssaire pour traiter le caractére
tridimensionnel de 1'écoulement.

be plus ‘1'abondante littérature dans ce domaine , traite des
problémes d'écoulements compréssibles: ce qui facilite une
formulation mathématique avec un schéma de pertes empirique
(pheénoméne irréversible dit 4 une non adaptation & 1'entrée
et aux frottements moyennées par un schéma de gradient
d'entropie). Dans ce cadre, une méthode "type" de calcul
numérique des écoulements dans les compresseurs centrifuges
a eété développé en 1975 par S. SOVRANO et COL, en vue d'une
préparation & 1'introduction des corrections diies a 1la
couche limite.

Parmis les méthodes de couplage classiqups. comprenant un
seul calcul d'écoulement de fluide parfait et une prédiction
de l'influence de la couche limite sur ce dernier, on peut
noter les travaux de CEBECI et SMITH fondés sur un schéma
empirique reliant 1'épaisseur de déplacement 4 1'épaisseur
de quantité de mouvement et appliqués A un profil isoleée.

Dans le cas des trubomachines, on peut citer les travaux de
GOULAS qui a comparé des calcules a4 des mesures effectué par
anémométrie laser sur des compresseurs centrifuges : ses
calcules utilisent des procédures de couplage entre
écoulement "méridien" et ‘ecoulement "aube A aube” avec
prise en compte des effets visqueux et turbulents.

on trouve également des méthodes fondées sur des
singularités, telle la mnéthode dite de "couplage-fort"
développée a 1'0O.N.E.R.A pour des profils isolés d'ailes
d'avions ou aussi les méthodes fondées sur des corrections
altérnées pour la résolution de 1'équation de transport du
tourbillons.
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Dans I'attente de la qgénéralisation des algorithmes
permettant Jla résolution des équation complétes de NAVIER-
STOKES dans 1'éspace interaubes, nous allons présenter une
méthode approchée gui se décompose de la facon suivante :

- Calcu]l de 1'écoulement de fluide parfait autour des
profils initiaux

- Calcul de la couche limite et détermination de son
épaisseur de déplacement.

- Calcui de 1'écoulement de fluide parfait autour des
profils engraissés.

2. MODELE DE DEVELOPPEMENT DE LA COUCHE LIMITE .

Nous allons supposer (4 titre d'éxemple) que la couche
limite est entiérement turbulente sur toute la surface de
1'aubage et qu'elle ne présente pas de décollement.

Nous admettons que son épaisseur est négligeable vis & vis
du rayon de courbure 4y profil et que ce dernier est assez
grand pour qu'on puisse assimiler localement la surface du
profil &4 une surface plane.

En effet, il a été démontré qu'on peut négliger l'influence

de la courbure du profil et de la rotation de 1la roue
(considérée constante) , sur la couche limite lorsqu'on a

w 6% « Wy
et

K 6% <<« 1

ou o représente 1'épaisseur de déplacement; W,la vitesse
locale le 1long de la surface de l'aube et K la coubure du
profil en x <(voir fiqg 1).
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Dans ces conditions on peut retenir a titre de test, le
modéle de BLASIUS de croissance de la couche limite sur wune
plague plane

-1/5
6 (x) = 0,04625 . %X . Re (1)

L4

Oi x désigne la distance au bord d'attaque et Re = U . X est

le nombre de REYNOLDS calculé a l'aide de la vitesse U du
fluide supposé wuniforme loin 4 1'amont et la viscosité
cinématique :

Si le nombre de REYNOLDS Re = Ueo.l calculé avec la lengueur

v

1 de la plaque est inférieur a 105. le modéle de couche
limite laminaire est retenu et l'on prend

-1/2
b (x) = 11,7208 . x . Re, (2)

L'utilisation de ces modéles simples s'éffectue dans notre
cas de la facon suivantes : (voir fig 2).

Yy 1w w :
- Chague ¢élément d'une face du profil M, M.est assimulé a
une plagque plane.

- L'épaisseur de déplacement au point Mi ; &% (M. ) est
calcuiée 4 l'aide de l'éxpression (1) oit de 1'éxpression
(2) en posant:

Uu) = wm‘-‘d
et
. 1
x”c= Longeur de 1'arc ML._1 M.
- Le point M du profil " en graissé " est défini en
portant &7 (Mi) sur la normale ni en Mi au profil; on

obtient ensuite le point MiI & 1'intersection de la
verticale passant par Mi et du segment Mi{ﬁc.(voir fig 2 )

3. FERMETURE DU PROFIL ENGRAISSE

Le développement de couches limites se traduit par 1la
présence d'un sillage sur une distance plus ou moins A
l'aval du profil qui doit étre représenté notamment par une
épaisseur de déplacement de part et d'autre du bord de
fuite. :
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Or, la méthode de calcul de KATSANIS de 1'écoulement de
fluide parfait suppose un écoulement uniforme & 1'infini
aval, il est donc nécéssaire de refermer le profil engraissé
en définissant un bord de fuite fictif.

Le programme de couplage peut é&tre concu de facon & pouvoir
éventuellement modifier la position de la fermeture du bord
de fuite fictif. La [iqure (3) illustre la méthode dans le
cas d'une fermeture A deux "mailles" (comptées a partir du
bord de fuite lictif réel dans la direction horizontale)

0n prolonge les deux faces du profil fictif des point C' et
F' jusgun'aux points C" et F" en utilisant les fonctions de
lissage (splines cubiques). Le bord de fuite est ensuite
affiné en définissant 1'arc de cercle centré sur la 1ligne
moyenne du profil fictif et de rayon RO défini par

RO = f". COSs B.za : (3}
2

ou Bq est 1'angle de sortie géométrique défini par tangente
a lafigne movenne en 0,

est 1'épaisseur du profil fictif calculé le leong de 1la
verticale précédent celle qui passe par 0.

La condition de Kutta - JOUKOWSKI pour l'écoulement fluide
parfait autour du profil "engraissé" est définie en écrivant
1'égalité des modules des vitesses relatives aux points C"
et F" situés dans le plan de sortie de la grille - d'aube
inttiale (veir fiq 3), ce qui revient implicitement comme
nous l'avons vu a admettre une méme pression en ces deux
points.

4. PRINCIPE DE CALCUL

La conduite du calcul est donc la suivante

- Premiére itération : <calcul de 1'écoulement du fluide
parfait autour des profils de base, ce qgui donne la
solution satisfaisant & la condition de Kutta - JOUKOWSKI
telle qu'elle est définie au chapitre 3.

- Deuxiéme itération et suivantes

Calcul des épaisseurs de déplacement qui vont engraisser
le profil de base & partir des distributions de vitesses

sur l'intrados et l'extrados obtenues a l'étape
précedente.
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Nouveau calcul d'écoulement de fluide parfait autour des
profils “engraissés", en vérifiant la condition de Kutta
JOUKOWSKI comme indiaqué en 3,

Ces itérations sont poursuivies jusqu'a la solution finale
qui correspond a la grille d'aubes de profils "engraissés"
dont la géométrie égale 4 celle trouvée a l'itération
precédente a une erreur relative prés de €

1720




ANNEXE : 3

121




Y, -

%
%o o

1]
1
=
~
Onin
<&
| S—
+
s8] e g
Lan
go——
On|on ~
[
~
~
S

Le systeme formé ci-dessus permet de calculer les dérivées
partielles premiéres et secondes de respectivement par
rapport a2 x et y et qui sont

(6¥] = hi. ¥, - h2. %+ (hz - h3) ¥
15 h,. h_(h +h_)
\ . 4

4

(8¢} = hi.%- h:.Far (h3 - hD) ¢
6y h . h (h +F )

3

- hy. v by - (h+ h) ¥

h,. h,(h,+K)

)

[=]
,-E-
| |

o
»
N
Nla—-

]

=h3.‘.’!i+ h.‘,.L/,;" (h,"'hq)%

h,. h,(h,+h_)

“on
~<
~N

°’1 f
N
N2

| 1
s 5

Remarque : On peut approximer de trois maniéres differentes
les termes premiérs de la fonction 4, suivants les trois cas
cités ci-dessus

a - cas ou le noeud k se trouve 34 l'interieur de la arille de

maillage
Y = ‘ﬁm-kﬁ4 + 0 (Ay?) difference finie centrée
by - 2. by

b - cas ou le noeud i est situé sur la frontiere inferieure de
‘ l1a mackine

by = 4af L%Q+ 0 ( Av*#) difference finie decentrée
by AY i3 gauche

¢ - cos ov kb noeud < esl situé sur o fronhiére supérieur de

Id maC I‘IH"MZ

%:E = Y -"A i + O(Ay"t) d Flérence fnse C/tczﬂ/’{'z’
¢ Y d  Oroife
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7 (i+1)

e —— e )
%4 . (i) (i+1) . 4 .
R A z
e (i-1) (1-1) — . § (i) _7;/1
‘ gﬂlé
decentrée 4 droite centrée decentrée 4 gauche
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