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-This work cnnsi%t% of the higher order formuliaodos !

i of the discontinuity displacement method ,thus we have e

Lthe 1inear elements  (dicontinuities) and we have compared

the effeciency and accuracy of this formulation to the meq-

Sinal one (woonstsnt dizcontinuities)y.

I
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-Ce travail consiste en 1s formulation d ordre super- %

irur (utilisation d'élements lineaires) de la methode

de discontinuité de déplacement et comparer son &Ff Fic-

‘ #cité et o précision aveco la Formulation nr]glnahe- i
\ fdiqcuntnnulte constante), : T ot
! e N
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INTROPUCTION

Une caracteristigue commune 38 la plupart deg juve§figwtiuus
wuantitativaes d’un  probléme réel en  ingeneering el sclences
ipliquées est gue la géométrie du domaine d'intérrgt asl  trés.
irréguliere pour que les solutions analytiques soient faisables

st les solutions numériques deviennent dans ce cas nécéssaire

Il faut dire gue le développement des méthodes numériques de
calcul , etant trés 1ié au développement de 1 industrie des
ardinateurs , a econnu ces v1ngts ,dernieres années ;un ess0r

xumvaUable grace donce aun ﬁrogreb prodlgleux dans la construction

deg grdinateurs ( capacité de memoire et rapidite d exécution 3 .
Cra méthodes constituent un  ensemble de technignes -d analvse
communes 4 plusieurs Jizoinlines d ingeneering et  de, sciences
appiliquées telles que le génie civil , 1la cciaztwretion mécanique ,

géronautigue et navale eto

¥t ¢'est généralement en troils temps que se déveldpgant les
gigciplines nouvelles o
~ A début . e’est dans les publications périodiqueg"QUe 17on
peut suivre leur progression ., et seuls quelgues articles . réc-
apitulatifs font &4 1 occasion la synthése des dé#eioppemnts
nouveaux , les applications pratigues sont alors rares
- La seconde phase voit ensuite apparaitre des livres 'qui
permettent aux chercheurs engagées dans le domaine d’ en.avoir une
vie d weusemble assez complété . oni enregitre quelques abplications

dues 3 des équipes gqui travaillent au sein d’ 1nst1 tations

L]

digposant de movens financiers importants ' ‘ o
B

- Dans un troisiéme temps enfin , les applications s é&btendent A&
presqgue tous les niveaux , et 1 enseignement supéfieur opropose
l1"étude de la nouvelle Lranche sous forme de cours . -

Fd . .
Il est & noter done gue ces technigques ne sont pas o un  objet
mqfhemethues propice a4 des développements théorigues , mais un

outil Lndu5trlel A rPHdTP le plus clair possible
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La téchnique la plus utilisée concernant une’ éubdivision
—xtensive ou étendue du domaine . soit par des grilles ‘ou  lignes
Lot @Efinir les noeuds , comme en méthode de différencrsy finies
Gy RAD Sa secretion en large nombre de composanls dlscgats comme

e omithode o "eléments finis

rJ r
La derniére technigue a atteint un hauti Sivean de
développement et de  popularité et est accompsgnée Jde
developpements mathématiques théorigues extraordinaires .ren  outre

l"étude des conditions d’application et de convergence , ceci dit

o openh douter 3711 existe une autre approche gui peutfdffrir une

puissance et une simplicité comparables pour ne _pés dire
meilleure . Nous pourrons dire gu’il existe une telle télternative
gqui tente & redresser la ballance ,eciest la méthode desj'équations
intégrales gqu'on traitera en détails dans les chapitreg-‘qui vont

L3

suilvre cette introduction .

l."obijet de notre travail est 1°étude de. la ‘formulation
d aidre supérieur de la méthode de diszcontinuité de deplacement
etant une varilante 1ndirecte de la wélhode des - éguations

i

intégrales

l.e premier chapltre traitera la méthode des w'n:-':t;;:.lan:io:ns
integriles , ses fondements mathématiques et ses développements
théoriques
Le deuxiéme chapitre est consacre & la régclubion du
probléme bidimensionnel d élastostatique par la M.E.T.
Dans le troisiéme cthapitre traitera la méthode de
discontinuité de déplacement (formulation indirecte de la H.E.T. 7
nous passerons dans le quatriéme. chapitre 4 la formulation
d ordre supérieur de la M.D.D. qui fait 1 objet de nobre étnde
Dans le dernier chapftre , on passera & 1 application de ia
formulation précédante et nous étudierons quelques exemples &4 cet
égard. A S ‘ ,.
Nous.concluerons'be,modeste travail par une conélusion , et

des annexes seront donnés enfin




C AP T RE :IX

JNTRODUCTION A LA METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES

YI«13 -« INTRODUCTION

Buand un ingénieur ou un chercheur sclientifigue construit un

mnodéle mathématique guantitatif de n importe quel systéme physique
. il doit commencer ‘toujours par eétablir les éguations du
comportement d un élémenttdifferentiel infinité=zimal en =zszumant
les relations entre les majeures variables concernées . Ceci
cnoduit A une déscriptibn du systéme sous forme d’un systéme
d'équations-differentielles , une fois le modéle de base établis
et les propriétés de 1°'équation .differentielle comprises ,
i"effort est ensuite dirigé vers 1 obtention de 1ls solution des
£quations & 1 intérieur d un domaine particulier gqui a ‘souvent une
forme trés compliquée et composé de zones de differents matériaux
vhacun avec des propriétés complexes . 11 n ect pas téurprenant
tors gue la solution de telles éguations differentiellies a &té le
0UCe1 majeur des,anglystes pour plus de deux siécles .,;
one la géométrie irréguliére de la majorité des prpblémes
rratigques nous prive de ls solution analytiQﬁe et  le& méthndes
numérigques deviénnent le seul moyen & notre disposition pour

obtenir des résultats précis. et détaillés . o
Les méthodes numérigues les plus largement utilisdes traitent
directement les équationsg différentielles , SanS aucune

manipulation mathématique .par une des deux fagons:
- suil par approximation des opérateurs differentiels- dans  les
cguat lons par des copérateurs algédbrigues plus sievles  valides en
diem sérlies de noeuds e

i par représentation du domaine par deg £18;
3. mblées pour aspprecher le systéme réetl
a méthode des différences finies ,peut en principe ®tre HpE -

Trguize a nimporte guel systéme d équations differentifies. muis
nalhedredsement 1 incorporation antomatigue des conditions limites
ezt mouvent une cpeération encombrante et difficile & manier .et 1s
preécicsion de la solution numérique obtenue dépend enti@rement ds
la. raffinité du maillage utilisé pour définir les noeuds et par
congéguent de lardes systémes d éguations algébrigues simultannées

aonl toujours geénérés L . P




Par la suite l approche 1g populaire jusqu a Flesent  est
1l alternative de 1la subdivision du domaine en €léments de taille
finie , chague &lément reproduit approximativement le comportement
de la petite ‘région du . domaine qu il représente , 7 mais une
continuits compléte entre les éléments est seulement réaliséde dans
les noeuds non pas le long des interfaces adjacentes <1 i.e.,une
telle méthode approche le domaine et son articulation N
Le niveau et la buissance de la Béthode des éléments flnis en plus
dz la facilité relative avec laguelle les conditions limites
wlles peuvent etre incorporées , présente en fait un | %éritable
fi 4 n'importe quel autre systéme rival '
‘=pendant ses aspects de faiblesse sont gue ¢ est oonuaptuellenent
tne discreftisaltion du domaine entier ce gui ﬁondu1t inévitablement
a lLarges nombres d°éléments et par suite un 1a:gq systéme

d .. ations algébriques . . e L _ ot

iy =~20 =UNE APPROCHE ALTERNATI VE

{

4

Une approche alternative évidente aun systime Jd édguations
Litlerentielles consiste 3 €ssayer de les intégrer analytiquensnt
certalnes  fagons avant la  procédure de discréti?%tion N
ot redduetion d "approximations .Le principe e iy e ST
criunt lons intégrales  est 1s tran=formation e duvzilons

ubferentielles  en systemes d’équations intégraies Squivalent

cmine premiére étape de la résolution

Intuitivement , on doutersit bien d une telle opération si elle
sara réussie |, un systéme d "éguations qui comportefait seulement
tes valeurs des variables aux bornes d intégration ( i, e »5ur la
frontiére du domaine ) . Ceed en fait » implique que 1le schema de

.J,oretl sation comporte seulement des subdivisions des surfaces de

“rentiares du domsine . O est exactement ce qui se paga-. "Lveo  ia
TSy U enCe guun volume homogéne exige SeUlenenl ia
oA tisstion de la sarface . non Pas tout le domzaine ¢ wolume )

it . les variables de la soluc.c., Ce T ek nontinuellemen't le long
A oo waine |, toute approximation de la géométrie "wnparait

"

centaenent sur la frontidre extérieure




Une autre suspection intuitive serait . que  le sdéveloppement
des  éguations intésgrales et leur solution pourrait édtre
mzihematiquement plus Pomplu“e que les autres methode men*lonneps
ol dessus . Heureusement ;. Ceci n' est qu “en partie Juste .en effet
o doit tenir conpte dﬁ ‘falt qie les méthndes dqz gguations

Intégrales onk gteé veloppées principalement - rar les
malhématiciens dans le passs -

La =ituation est plus développée ces dernisres anntes et  leog
mEthodes des éguations intégrales (M.E.I) d analvse, fdﬁVu}uppius
crtend iellemert de 1 idée des équations intéoraics Soﬂt'mnluteﬂqnt
dpilicables | et g2enent e plus en plus un terrain el une popgl-
aibe considérables et sont 1ncorp0reea dans les ordinsteurs Loph-

shignes af immédiatenent utiles pour 1 'analyse pratigue
T -HISTORIQUE DES ¢ M.E.T.D

Tandis qgue 1a plupart des Propriétés des  ‘ équations

'

differentielles ont éteé é¢tablies vers dixneuviéme S1écle, la
rremiére investigation des équations intégrales a été phbliée par
Fredhom en 1805. Depuis , elles ont €té étudides int@hsivemwnt.
iarticulierement en connection avee la thénrie dweo chians .

La  conbribygndog maienr A& la ocompresoic: Frvdelis des
GALILLES dnbegin e 5 Ele TAaite plus récemment par MIKHLIN. Tout
cecl est présenté dans un aspect matnemav.isi- C~canre ux, dont 1nne
“rande partie n est pas familliére & la majorité des chercn..~= an
seiences appliguées, Malgré le développement fUlMlddle‘ dang 1
classification et I "analyse des égquations intégrales, pensonne d
i3 plus part des auteurs n‘a considéré la p0551b111te gu un
ssgorithme numérique général peut réscudre une large‘ gamme de
rroblénes pratigues peut Btre basé sur elles. L'impulsidnjd’un tel
developpement a été amené par 1 apparition deg —Qrainateurs
suphistiqués et un resultat a été 1l'émergence de g uéﬁhude e
paguations intégrales .

Hiztoriguement ,cette méthode a été dévelopée en deux chemins
paralléles et distinets (tout en avant une origine commune ces
e 2regories de ME.I  sont fermement rattachées );i'un ast
iheae.1f 1 approche physique,l autre est un traitament pluag
nathematigue basé sur les concepts de la théoris classique dn

potentisl




I1-3-1)~FORMULATION DIRECTE DE LA CM.E.T.)

dans,cetté'approche]mathématigue ,les théorémes fbndamentaux
d’intégration~sbnt'utilisés pour éliminer 1 étape intérmédiaire
les fonetions inconnues dans les éguations intégraleé sont les
variables physiques actuelles du probléme. Dans un :probléme'
d'elasticité par exemple une solution d’ une telle; équation
intégrale doit contenir touz les deplacements st les céntraintes
ins le systéme directement et ceux dans le domaine peﬁvent Etre
+siculées des valeurs de frontiére par intégration nﬁmérique
wuelgue algorithmes récents basés sur cette apbrocpe ont été

developpés par Cruse,lLachat,Rizzo,Watson et bien d autrész encore.

13 ~3-2) -FORMULATION INDIRECTE DE LA CM.E.I> . s
Danse cette approche physigue , les éguations intégrgles sont
formulées en terme de fonctions inconnues indirectes qui  peuvent
~2ir aucune signification physigque ,an résoud premﬁé?ement Te
~ynocwe établi pour  ces  Tounctions |, leg vaziubles' phyvsigues
woatuelles du problame sont caleulées par la suite & fgértir des

Copetdons indirectes d'ou'likge la proedidure jndirertz
nom

i

} 143 ~DOMALNE D* APPLICATION

En principe ces méthodes peuvent é&tre appliquées 8. n ilmporte
i “ » - . . - -‘ “ -
ruel probléme régi par une éguation differentielle linéaire ou

¥

incrémentsblement linéaire.

Duns les problémes avant des égquations differenti-1l e
t

Boulr les

|

capandsnt

4o
L&

@

15

i tiptiaues les  solutions  sont dire
stemes o dguations parabollgues gy hyperboligues  un prucesoeus

g dincrémentation en temps oo.® ft+= dntroduit.
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En effet une large " catégorie de problémes physdgues est

CULUERTIER, 4 2OMMenceEr pPAr  Cceux d élastostatigue, d;écoulement

potentiel permanent et transitoire, d’'élastohydrodynamique,
voelavtoplasticité allant jusgu’a ceux d'acoustique ahta. .., iis

fwivent tous £€tre résolus  soit  par la  Fformulation directes ou

iindlrecte des M B I . N
e M E T peuvent de méme étre combindrnn  amyie. - RPN
Ceohindgues numdrigees. Lelles les méthodes des Jdifferences  Finies
ced elvments finds dans une formulation mixtz oy h?brﬂdﬁ. re
lies  sclutions composées étendent indefiniment le. domaine

d’application puisque les M E I ont des avantages tres distinctes
pRur les problémes‘physiques de grande dimension cepandant, les
M E F sont un moven attractif d incorporation de corps  de  taille
inie dans de tels systémes ou bon detail du doﬁaine avece
varistf ion rapide des propriétés. Une comparaison plus
wamprehensive de ces attribuks sera donnée dans le iparagraphe

SMHES0US comme conclusion de ce chapitre d introduct tun.

i =50 —UCOMPARAYTSOR DY Al RLIBUTS DES MEF ET DEX Mid .

TI~-5-1)-~APPLICABILI TE

.
1

Toutes les méthodes des équations intégrales ufilisentle

Frincipe de supperposition et sont alors seules applicabtgs a des

svetemes compldétement linéaires ou ceux qui peuvent étre
dpproximnes  incrémentablement azux systémes linéaifes; Cette

derniére catégoric étend ses limites & une large partic des
propleémes intéréssant les sciences de l'ingeneering...l; semble
salster peu de problémes solvables par 1a MEF . Qt; qui ne
penvent pas Qtre résolus au moins aussi bien par la M.E.I.

Le mont les problémes dans  lesguels  les propriétés ‘de chaque
naterianx élémentaire sont différents ou  ceux dans lesquels 1la
peanétrie générsle du probléme est  Lelle gl ‘une ou fp1usieurs
dimsnsions  spacizsles sont disproportionnellement ﬁetit &1
comparalson a d'autres mais pas  suffisament pour réguire S

dimension effective . !




1T ~5-2> -DIMENSION DU PROBLEME

Boundary
segmants

e—— AN

i ‘. ‘ } Crack suriace

b . discre isation par

a: discrebisation par clemaents finis

gquatfons 'm\'uav alec

( ?{Zz)

soli de {kssuré .

La méthode des équations intégrales réduit la dimension du
probléme par un , l.e.,pour les problémes bidimensinnels 1 analyse
génére un probléme unidimensionnel ., et pour un probléme
tridimensionnel seules deux dimensions apparaissent ( voir -fig.)

Chaque zone limitée‘distinote'en analyse par M.E.I. doit étre
raitée comme homogéne et donc pour les problémes dont
i inhomogénéité est considérable de sorte qu’un grand nombre de
pet ites zones homogénes sont & modeliser , le schéma de frontiédre
ranale se dégénére en une subdivision unique du domaine globale
Dans ce cas les schémas d? ia M.E.F. et M.E.I. sont indistinguable

un de 1 autre |

5i , dans un probléeme & domaine homogéne IQes forces
réparties de volume sont & étre incluses ou les _équations
differentielles sont seulement guasi-lineaires (comme dans le cas
g élastoplasticite par exemple ) , alors on doit &ajouter aux
intégréles de de'frontiéfgs.des intégrales de volume contenant des

- o : i

suhdivisions arhitraires-de 1’intérieur. du domaine . ’,

»




r

]

3

T

.

cepepndant dane ces CAS les subdivisions int
a0 ugmentent par Llordiss du sysh

n
eme d équations algebridques final
4 vire résolu et 1 avantage reste ave. .- M B T,

.

Four la majoirté def ces c¢as pratiques une disc.i*isation

simple de la frontiére conduit nécegsairement 2 un . syétéme tres

rédult d'équations simultanées gue n importe guel schémg; de tout
le domaine . ‘- . \w‘

D7autre part , les matrices du'systéme générdes Safgla M.E.I.
gont complétement remplies pour une région homogéne , 'par contre
les plus larges matrices apparaissent en M.E.F- t‘et sont
velativemnet moins remplies

L évaluation de chague composan%e des matrices dans la M.E.I.
comporte plus de calcul arithmétique son contrepartie an;M.E.F.

Un peut done conclure que pour la comparaison du' temps de

e
[

jue

leul entre M.E.F. et M.E.T sur des problémes tridiménsionnels

1

réselues avec une précision seimilaire, montre généralement un

e

avantage en temps de 1 'crdre de guatre & dix & un en fa&eur de la
derniére
- A 0
Cette différence peut etre plus grande dans certaines classes

de problémes guil sont particuliérement amenable aux M.E.I. .  par
exenple
l-systeémes 4 frontiéres 4 1°infini , vuisque la procédure de

rex~lution par H.E.I. satisfait sautomatiguement les conditions
limites admissibles & 17infini , aucune subhdivision de ces
frontiéres n apparait , alors qu avec la M.E.F. on doit approximer

ces frontiéres par un nombre appréciable d éléments distants .

2-Ceux contenants des régions semi infinies avec des portions
de  la surface libres nbn chargees . Une fois de plus en
cheisissant. la solution singuliére appropriée a utiliser avec la
M.E.T. les régions 'non"énargées"',éui sont souvent la grande
partie de la surface libréK, n‘ont pas du tout besoin d’étre

discretisées




S -5e3) ~MODELISATION INTERIEUR CONTINUE @

Ls M.BE.I. comporte seulement la modélisation de 13! géométrie
de la Frontiére du systéme . Une foils 1 information nécessaire &
. frontiére a té obtenue , les valeurs des variables de la
solution peuvent étr¢~ca1culées_a n’ importe gquel point;‘intérieur
La nsolution est complétement continue & 1l intérieur duzdomﬂine
f"hucune de ces caractéristiques semble étre unigue aux H.E.1L.
parmis les alternative possibles . Comme resultat de la. detrniére
vanilits 1 analyste peut obtenir les valeurs des valeurs des
variat.les a n importe gquel point intérieur spécifigque ;- il doit
prendre soin de choidir 1l ultérieur de 1 analyse principals =at
avers une haute résclution pres , par exemple , les concentrations
de contraintes dans les corps élastiqhes ou élastoplastiques

-

I1-5-4>~PRECISION ET DISTRIBUTION D*ERREUR :

L éguation intégrale ellse meme est une declaration de la
snlution exacte au probléme posé et les erreurs dues a la
discrétisation et aux approximations numériques .surgissent
sen'ement sur ;et#adjaéent_aux, frontiérés dues & notre  inabilité
d’: :cuter les intégrations éxigées dans leur forme précise
%4 1la procédure d’'intégration numérigue est faite d une facon
precise (en utilisant par exemple des éléments de fruntiere
cirvilignes et la variation continue des fonctions de distribuotion
. ¢ la frontiére ) ,alors les erreurs introduites peuvent etre
- g5 petites L intégration numérigue est , bien sur , rsouvent un
srocessus plus stable et précis gue la differentiation - numérique
et ni la M.E.I. directe ni indirecte exige une differentiation de
gquantités numérigues, I1 serait maintenéant clair" que, er
1'sbhsence de forces de volume , "l’analyste a besoin sauiement de
spévifier les données de la géométrie de la frontiére dfﬁp domaine
iwn plun des conditions limites ,propriétés des matértaux., ete,

communes a toutes les méthodes numériques ). L effort fmh;ni a la

L eraration des données est moins que ce guwi 28t ‘Exigd  parn
L dnmporte guelle méthode comportant une modélisation de la
geomdtrie interne . donc pour ia majorité des probléme&zfpratiques
w.ow. t. nffre des avantages importants il T T
arulyse par @lémenls Tinis

10




TI-6) ~REMARQUES DE CONCLUSION :

Dsns ce chapitre nous  avons décrit 1le développement
historigue de la M.E.1. comme ‘étant un outil .de résolution e
pretlémes et avons ‘discuté de son utilité en comparaison &
d autres alternatives oouaﬁtes et populaires .De ces cpmparaisoné
on conclut que la M.E.I. a2 un grand avantage potentiel sur
les asutres méthodes. guelgques uns sont maintenant déja réalisés et

d sutres qui attendent encore & getre mis en évidenue

A4 . :‘?




CHAPITRE + III D

PROBLEME BIDIMENSIONNEL DELASTOSTATIQUE

— - . I

IIT~1>~ Introduction ¢ . L o S

“;‘. -
Dans ce chapitre on décrira le developpenent st 1'applicalion

¥

“= ta MEI 4 la résolution numérique des prublsmes bhidimensinnnels

a dlastostatigque.

48
—
A}
i
ot
wd
ad
ot
&

Le développement de la MEI pour les problémes 'd

#f fermement 1ié 4 celui de la théorie deos polontiels.

Tapendant, a la différence des ' éguations intégrales de la
‘mearic da potentiel, qui  sont des  égquatious scalaiLuﬁ, les
woeations intégrales résultants en élasticité. comme prévu, sont
ploe cumplexes gue ceux de la théorie du potentiel.'Cekde fait, et

ans ie but de les introduire d une maniére compact et élégante
nous #llons vtiliser quelques opérations de notation sndicielle.
Le Jecteur non encore familier avec cette notation est: conseillé

~wonsulter la bibliographie qui traite de cette notationi\

VET~20 = Eguation de base de l'élastostatigpg_

\tn

f)

Fig.(3.1)




Curnzidérons un milieu élastique homogeéne et isotrgpe dans le
systeme de coordonnées cartésiennes représentsé sor la‘Fig.(S.lﬁ_

lL."¢équation différentielle d équilibre d un élément du
neult Atre écrite

milien

dor ‘ .
L . “ - -
L 4+ =0 i,j = 1,2 . (3.1)

P 19

3y . .
J

|
oo Lomposantes do oonnrainte. :

W Compsantes des forces de volume.

‘ f
4

es composantes de contrainte et de
i

o

La loi de Honke liant 1
T

3 —~ - - -
dersrmation penk ftre écorite : .

AT

2L P
s £ + pE (3.2
i) i - 2v ij ek “HE 3 “
VQ:‘
. . 4 .
Lo . EIN
Y : Coefficiant de Lamé.
1 : Ceoefficient de Poisson. o

éu : Symbole de Kronecker.

La relation déplacement-déformation est donnée

En substitusnt 1 éguation (3.2) dans 1 "éguation 4(3.1)
utilisant Ll équation (3.3), on obtient les équations

de Navizr en termes des composatnes de déplacement

ern

d "équilibre

i 1
e o+ u, .+ =y = 0 .42
1~ Zv uj.'u UL:JJ P ¥ ( 1]

L éguation <(3.4) est 1 'équation differentielle -
ot o probléme gui a été résolu sujet a

régissant

certaines conditions
lim.tes.

43




PIIT=-230 - ZSnlabions fondamentaloes

A -

Les solutiong fundsmentales de  1'édguations {(%.4% sont  une.
gteoanr Lo abe Loube moaiyooe wilérileure.  LeT romultat

: . ¢ - - E . - * b -
fFasinue gul détermine le champ de déplacenent ui{x) due = Ul
cerle qoaeentree gniteé e}(iﬁ dans un milien élastigue forme

apalyae de base ds toute 1 analyse ultérieurs,

Ponr un probléme en déformation plane
— F " ‘
uxy = G (x.5) e (T) (3.5)

[« .enseur G est appelé tenseur de Kelvin.

'8 ] o
s !
Y.L YJ
G (x.£y =C |C_ & in{r) - -——— 4 A
L) % 2 L} . 2 1] .
r
c = 1
i Bru(l -~ »)
C., = 3 - 4v
A
AU : Tenseur constant arbitraire. ZSa valeur est
déterminé en spécifiant gu'a une distance du
point du chargement le déplacement est zerd
f[i.e Eaq.(3.5) détermine les (déplacenents
_ relatifs a ut(rd) = 0 seulement].
yoE X T & ’
o = X —_
7 3 f
, .
r =v. Vv

Les déformations correspondants au chanp de déplacement
. idmnt peuvent &tre obtenues par substitution de }'équation

k

» dang les relations déplacement-déformation (3.

)

), “comme

|

Ay




25 07 B (68D e (D) (2.6)
Avec .
c, VoV, Y,
H] - — - : — I y
B~ K [Cl- 20008, vy, + & v )+ 2 2 0 Yyl

Les contraintes correspendantes peuvent #tre deéduites

relations contraintes—-déformations, comme

Uw(x) = TUk{x,E) ek(f) (3.7
Avn : ' -
: o C, . ‘ iV Ve
S Y ‘_("Z')[C4<6kaj T oYyt S,V 2 “O YK

r , B} C B S

7

c. = L
‘a T 4n(1 - v)
¢, =1 - 2v

On devrait connaltre aussi la tension tL(x) & un point

(xt)

ar une suarface de nornmale nj(x) gul pent étre naleulée~ A 1 aide

e ta formule

h
t{(x) = o (x> n.i{x) {3.8)
LR 1) J : \
' L
o - . . oy
“'Fig(x*f)'gk(f). e . .
Avac dans notrs cas
» 2 ov. v,
3 B
. —=fl{n, v - n v ¥+ {C & + —te—i- ¥ oT J
1! 2 4 } 1 v R i Lk 2 ' j
i r
. ra
s dygusations (3.5) 4 (3.8) donnent toute:  les  odnposuannes

i

ers dép lacenents,  dex  conirzintes, des delormalilons, el

sgwions de saurface de la solution unigue exigés.

15
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Les seolutions peur le probléme correspondant en confrainte
imlane peuwd%tre obtenu&gde cglles en  déformation plane données
Brécédemment en ~utilisant le coefficient de Poisson effectif

Tm ousc1eny.

- On doit noter ici que les différentes fonctions Gﬁﬂ Btm’
1l&, Fw sont singuliéres lorsque le point de chargement et le
roint du domaine coincide (i.e xL_: EL).La singniarité dans GU
el dans 'le terme en r (faiblement singuliére) et dans les autres

tans le Lerme 1/r (fortement singulidre). Les intégralés contenant

des fonctions faiblement singuliéres existeront toujours dans le

#ens normal dintégration méme lorsque X. = EiJ nRls celles
S tenant des termes fortement singuliérs dolvent etre

T

nterprétées dans le  sens d‘une valegr_;limite de’ 1 intégrale
e point du domainé se rappreche du point du-” chargement

.

lersgue 1

ar la frontigre.
4

Le lecteur remarguera la complexité appasrente de . 1 '#guation

v 7Y qui peut  aprés  toul, gtre Egalement hien Gorite  sous

ot .

Toaad motvicielle comme uw o= 4 o 2t toutes les autres 1. équstiong

N decouleront aussi sous formes matricielles. T

TIL-45~ Formulation integrale indirecte

TIY~-4~13~- Formudaiion de base POUr un corps isolrope

homogene :

Uonsidérons un corps V bidimensionnel, isotrope, ‘linéaire,

¥

tlastigue, homogéne renfermné dans une surface 5, et appliquons une

tension de surface QJ(E) distribuée sur $. L
. ‘.
Lben déplacemsnts ut(x) en  une paoint  intéricur  din oma ine
Coor Mug 03 2y X0 du 3 la bLraction de zurface N B une
i ) B
donteahution de topour Ade volome ¢ﬁz) définie & tecavers le
an

vizlume peuvent é&tre obtenus par integ.iwie. - Adm  la soluti
tondamentale avec § et ¥ sur S et V respectivement comme Tl

Dy = |G (x,£)B (5280 + J BN BEEAV(2) + ¢ (5.0)

=) v . y
g

/J-\

16




w0 dV(E) et dV(z) indiquent que les variables d intégration sont
etz respectivemncnt.

C. : Sont les déplacements —-inconnus de corps rigides qui

surgissent de la nature arbitraire de r_dans 'l 7eq.(4.7)

la.e le Falt gue cette éguation donne =eulewment lLes
valeurs relstives de u (x)]. '
L=z deformations peuvent étre obtenus simissiremecnl Jde

f .
Y k LEE (& db + (x, 8% (z)dViz)y 3.490)
Lrer 7] B G B (EES(E) B, (x, 8% (2)aViz)y 3.0

Ta v
i contraintes correspondantes Gu(x) 21 (xL) et les tftensiong  dJde
Loaes de surface tt(x) sur une surface de normale n#x} SRGUGIE

p-. le point (¢, ) sont donné par T

TS _[Tijk(x,f)@k(?f)ds(!.’_) + J T (%0208 (2)dV(2) (3,11)

. [
i ¥V .

v v, ariligant 1w relation

= v N

En ramenant le point x, du domaine & la surface on trouve gue
i équation (3.9) donne les champs de déplacements ‘. gui sont

continus alors gue les éguations (3.10), (3.11) et ¢3.12) ne sont

-

pas déflinies sur la surface lorsgue le point du . domiane

wwineicde avec le point de”chargement. f;
Eri wutilisant les méthodes standards e la  Lheorle du
pobentiel. On peut obtenir par exemple C
- |1
TR Gu(xo,f}ﬁj(i}dS(f) + J Gij(xo,z)ig(z)dV(z) +%C’,L
= Y ;
(3. 15)

13




Cixy) =TS8 80X ) 4-{ F.thxo,,m@k(f)dscz){ F, (% 2)% (2)d¥(2)

s v .
C301d

+ 1 . . ) . ot
Le terie——g—ﬁmék(xo)'est_p031t1f ou négatif sulvants le sens

b parcours de 1a surface 5 (i.e probléme intérieur ou

cobATienr ).

Oi = A présent établi agne les éguations (2.3 =i (e annt
e ¢ émuations inlégralews de frontiéres répifanont Iy =alultion

2 g probléme bien pose pa. 7 Risis de t1a méthode indireclte des

Aaquutions intégrales. : .

IT-4-23—- Discrétisation des intégraies de frontiére et de

L

vol tme @ o
iy

o
Excepts un nombre limité de problémes simples le;'iéolutions
cxactes des équations (3.13) et (3.14) ne sont pas ’ﬁpssibleﬁ.
Alors une méthode numérigue de résolution est exigeée. P‘ﬂ
n doit précissr gue les éguations (3.13) et (3.14) sont  une
Crmulution  éxacte de la solutien du probléme, les erreurs
nunérigues dans le résultat final surgissent seulementA et 1=
digerét isabion des intégrales et de la résolution desf éguations
4lgébrigues. o
Nons sllons décrire un algorithme gul a éte trouvé | efficace
ot usuel poul la plupart des probleéemes pratigues. Ceci Qflise des
& léments oe frontiéres linéalres et des éléemnts ‘intériedrs
traingulalres. u
Par exemple on peut diviser notre domaine bidimensionnel en
n nonore H d’éléments triangulaires et la frontiére en’ N segments

unifoarwes. o

oo

Ade droites et aszumer les fonctions éj(f} et ¥ (=

i

lin€aires sur la frontliére ou sur les éléments triangulaires.

18 “




N segments de droites: [

ar
’

[ o
M éléments triangulaires

o

Y
r

X,
14

Fig.(3.3)

La figure (3.3) montre les détalls d un tel gystéme.

$i nous assumons des distributions uniformes

de & et W
- . dme
peut éerire pour le p

élément de frontiere

N

. : : . M
e - oy L ' L ,
u (xl)= Eijéj(fp>J G, (x2.,8%ds(EM+ E: v (2 >J G, (x5i2)dviz )+
a=1 hs o - b=t - Av

+C_ . (3.15)
N

Py e B E: P Pyt pd
TSR ELE MO WOL q—xéj(f )f Foixg.8 JAS(E ) +
B T As

M ' I p .
N\ ;
) @E(zl){ F (xF,z)dv(z") - (3.16)
=41 ~

Av




I 1

xz: Coordonnées d 'un point représentatif du domainé_sur le
Déme dlément de frontiére (comme su cenire de "1 &1ément?

As : Longueur du qéme élément de frontiére. -

AV @ Aire du 19 élément du domsine. :

i deoit noter que ces éguations peuvent 2crite sous une forme

natricielle plus convenable

"

uP = ' 48 | &9 + Tt av J ¥+ I € (3.173
A= ' Av !
£P s | Ffh.d8 {8% + - FP gy ] w3 -—%*I 2% (3.18)
A= L o Av ! ]
na
g = 1.2,........ N
1= 1,2, ....... M ’
T1I~5)~ Formualtion intégrale directe ¢ . S

(1E-5-12- Formulation de base pour un copus jﬁotfnqg_

homogene 3

’!

{5 formulation directe de la MEI est une approche -hasée sur

o0 Lhecrems de réciprocilé de Bettl (voir annexe 1). Cé& thécréme

Ger oatre cas pedb = énnoncer comme suit L.
N dewx Atats déguilibre élastigue (%T. ET, u?},f Lo
Tt oAaas un domaine ¥V olimits  par Qin: Soeiitoon oLl ol
.
Car T oden Forers oy premiocr syoldme 08 g e ;_¢p;§]~nntw
L0 R S R T S U ST =




row . e f . o
Dot ixom aadSaxy o+ D doeziuoozadiVioza = .
J 1 " .J L L .
Y v
* < im r ® ) o -
t (xou, (x)d5(x) + J ¥ (z)u (z)dV{z) - {(3.17)
Ts _ v .

. % est un point de la surface 5 et z un point dans v,

91 on choisit 1 état actuel de déplacements, de tensions. &t

.o Foreess de volume comne uﬁ,ix, 41 respectivement et 1le cystime

{3 comme ceux—oorrespondant 4 un systéme de force unité. duns un
- e . LR |

csnlide infini, on péut égfifé’derl'équation (3.17)

{ . r _ i
iFrﬂx,c)uL(x)dS(x) + Jdujé(z,Z)ui(z)dV(z} = ”
b - 1
' ¢3-183 o
f t (x)G [ (x,fd5({x) + { @L(z)G”(z,f)dV(z)
= » N
Dana 1 écriture de cette égquatlon on  a ubhilivée L7 Sgoation
: . s cL o ok x|
(s.6% .. .ete ; et la manipulation de la force unitée 4\ = e‘(z} du

cobe ganche de 1 égalité i.e

et (zyu (2)dV(z) = J T (£)5(2,8)u, (2)dV(2) r

W v : o

J

[« . .
s e 28 {z,Eu fzadVil
J ;N R .
) " . . ez N
he terme ej est maintenant commun & toutes les L. 777 rales 2t
noul étre mis & 1 éxtérieur de 1l intégrale oe quil permet . d ec.live
todaubion (3.14Y. -
.. .erme particulier peut étre aimplifié en notant que T
;b
§ ) o - . _ , .
5 b}ﬁﬂz,{)ui(Z)dV(z) = J ugzjb(z,é)dvaz) = ﬁu#f)
1) - . k .
1 v
N
’ h
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o poa 1iinteriaur
' it s 1 exterieuns

Ailurs de 1 éguation (3.18) on arrive a

=

L egquation (3.18)

Hdouar & duoe o

s ioibutian Jdonnee de ¥ odeans le volume.

connue sS0UsS 1e nom
B

braen

surface

du domaine X -

On obhient

J ti(x)GU(x,E)dS(x)

&

donne

i

itme combinaiaon 8

. Ve
Loowsa =

ramenant le point du domaine

J tL(x)Gi

=

.u
J

- —Lé.
v

i

lacements u (F
A

[OR

11sE

oL e 1

(3.19)

21

atoul

Ade Somigliaua.

(£)

317
Vi il

RERISLEICY

v

j(xo} +r Fooi{x,

=

uan o, .o

'l
RoHy

J f.ti.(x)G.H.(x,E)~F.Lj(x,f}uifix)]ds(xwﬁﬂ(z.>G.Lj(2;f)dV(Z)

e i 4 . e R e
I SISV E-RME RN

résultats suivants (pour lim E-w—éﬁxo}

,__J
m

Dane pour un point X, de la surface on peut écrire 1 éoualtion

. 1%y sous forae

s

I.-&quation (3.20) est 1’'éguation

|

IV

1P; (z )G‘_

{z.,x

re)
ot <

intégrale

résolution d un probléme aux limites bien posé.

:23‘

%Auj{xo) = [ [tt{x)Gu(x,xo)— Fij(x,xo)ui(x}]dS(x) +

yaviz?

voulue

{

Tt
O

1a




1

Notons qu on peut bien sur utiliser 17équation (3:ﬁ9). et la
.=lation déplacement-déformation pour obtenir les déformation et

imu contraintes sont ensuite trouvées & partar des relations

contrainte-déformation. *

»

I
- J1I~5-2)- Discreétisation des intrégrales de frontiere et de

volume : 4
Comme précédemment, si on divise un domaine bidiemnéionnel en
M . emrnts triangulaires et 1la frontiére en N segments_de droite,

on peut écrire 1 égquation (3.20) pour le vecteur "d“un noeud
. , & ..
représcutatif du p "s1ément de frontiére en assumant! ti,uiﬁg

constants .

N
1 P\_ Lay a _p Q. _ q a _p .4
TTLH(XO)*E: tt(x )JGij(x ,xo)dS(x )] ut(x )JFifx .xu)dS(x 4+
q=1 As As

M ’ .
E—w,t(z‘)J G.Lj(zl,xg)dV(zL) (3.21)
l:i Av

Ou <ous forme .matricielle: :

N
o WP = E: GPa dS]tq _ [ . pPa ds]uq N N

7

g=4 As As .
M rr il
) L
“ G dv]w‘ C(3.22)
in Av < "
{
q':'1,2,; ...... .Nh-; ' ' ':
1 =2 1,2,....... , ‘..




CHAPITRE 24
- METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT

IV—l)—INTROﬂUCTION;

Dans le chapltre bfécédant on a donné une Tdéscription
générales de la méthode des équations intégrales et ses fondements
mathématigues et ses développements théorignes. Fette déscription
st celle trouvée couremment dans la littérature, cependant on est
amené dans ce chapitre d axer sur 1l aspect pratique et physigue
.ur une varisnte de la formulation indiecte de la méthode connue
snus le nom de :Méthode de discontinuité de déplacement{

I.a M.D.D. est donc une technigue numérigue de fééclution de
vroblémes aux limites, elle & avéere particuliérement adéquate pour
les problémes de la mecanlque de la rupture ou on- pourralt sentir
S3 vlgn1flcatlon phy31que, toutefo:s elle peut étre utlllsée pour
men peowbie d sutres problémes, .

Flle est bhasée sur la solution analytique du prebiems de  la
dizcontinuité de déplacement constante snr un  segrant  de drolte
-3 fdans un solide infini, et consiste a placer N Qigcontinuités

deplacement de valeurs lncennues le long d= 1ls f%oqtibrv Ao
w1 analvse. Le systeme d éguaticne algﬁhriqn9e- tegere eatb
oo L Le réscolu o sb o lon disceontinuités (paramétras inAdirsctes) sont
cwloulées et par leurs bials on peut determiner caicualszyr  ‘fonnos

les ntres variables du systeme.

1 V-2 ~SOLUTTON ELASTIQUE POUR UNE DISCONTINUITE ﬁEnHEﬁEEACEHENT

CQ$$TANTE SUR UN SEGMENT FINI: -

.
Tn déformation plane et pour la direction Z, les composantes

. r
%.v Ju déplacement dans an solide élastique, homogéne, isobrops et

Cinesiras sont donnés par

24 "‘ .‘Ll"\“r--v




» (XB«: +yB - v ﬁ) }\
4¢1-vy Ix k .
L
1 a8 .
U =B ————  — (B, + YB_ + (D |
u b 5 \ ~ v
L A1 -0 oy
L s
;
I
v owat le cnéfficient de rrnigson
B*. v’ i# :sant  les fonctions de  FPAPXOVITCH, BT
sont 1 origine des forces de volume et satisfont 17€quation de
LAPLACE: ,
5
AR = 0O, AB
H

Do 9] ya¥ - »
v » B O _
]._t

s
pour une discontinuité de déplacement constdnte sur un

s-nmemil de droite de longueur Za (voir fig.1). #lenz un

CWlau rniana
v considerons Seo  segmenhs  oonie &n L oihie
i raclbérisée paAr SEes Juua | UTUTes

Car
superieure {pour ¥y -
“érieure (pour y = 0.).

= 0> et
’
La défiultion de la discontinuité de déplacement dans notre
cas est | y ° Co -
D, = Ut(x,O p I UL(X,U") -~
s
Avec i = , ¥ v
+
J"i
D i
< Y'"l 5
[E— i R
e X
XAF
(Fig.1) ) za
i

réxietance de la discontinuité de
directions x

déplacement dans #Hes deux
.y correspond & un mode mixte , r'qui est la
25




sruerposition de deux modes élémentaires

-Mode & 0 Le plonov v ne contienl pas de contraites de

cisaillement

~Hode b : Le plan X, Vv ne c¢contienn pas de contraites

normsales. ' ..
T

Ces deux modes -sont traduits mathémetiguemeht par les

conditions sulvantes : —¢:~
rwxy(x,[}) =0 —w <x < m‘j.,-l
. .
Mode al 1 U0 =0 | x| >'éﬁ
o, U Cx,00 - U x,0)  ix| 2 a{"
[ yyy(x,ﬂ) = 0 —m < ¥ < %m
Mode b : { U &x.00=0 X | i 0
| o, E:_chx,o_) - U (x,0) %] > ©

Les . fqnctidns-j'de PAPKOVITCH choisies, - vérifiant

respectivement les conditions (4.3) et (4.4) sont

Four le mode a

. 2‘6 R L ), ' . . ‘ . .i g:_/:f




(B =0 ;™
. » [ . ; ‘f“:
g N
S B, 5 401-w) —-
; B F 4CL-VIC1-20)p -

P

Les  ¢liamps de déplacement et de contrainter

. aprés
cuperposition des fonctions @.0) et (8.6) dans (A.1) z7énrive

= [CRA N

e e




Champ de déplacement: ' ‘ ;‘

DR

2 2

( ap 8 @ 3x & v
U, =e(1e2) —— -y == o+ 2(1-p) = by g
Fx x8y 8y 3y -
e L o, Pl
d> G @ &y g x
U s 2€1-20) — - y — + (1-20) — -y ——
L Y v Ix Iy 8y Fx 3y
Champ de contrainte: ‘;
4 3 2 3 -
1 3 o a ¢ 8 u a
o 200 —— t+ ¥ 3) + 2G(Z + v ?}
8y Yins axdy axdy .
2 a 3
a ¢ a ¢ Ay
{1 = D unl e 4y =) b B Y .
vy @ya ﬂya @xay‘" £
; 3 z ]
i d P a a8
Tt Tl -, . = -
i [ - ~2G v o {.KT(.:. ——— F Y o J
I e AN i dy dvj
E +
G = - S .
e{i+v) .

o . o _scient nulles ( C.A.D.
Xy Yy )

La rondition pour qgque
rontrainte de cisaillement et normale nulles ) est que
B

3 9 .
a @ 4 x T
> €t . 2 soient finis L

ax 3y ax dy o
..\. ~

3

Yat



i
v

Les fonctions ¢ et x choisies doivent verifier . les

~opeditions (4-3) et (4-4).Et en remarguant gue la fongction arctg—im

rrésente les propriétés suivantes. .
, ;
f e e ox > 0 )
i b | [
lim Aretg - o o
. X .
vl L ! n
’ i ' R il
t
[ O 51 x > 0 f;g
, . -
lim  Arctg L = N
-~ X )
S =7 six ¢ 0 JL
L -
o
M
-

On Cherche & présent les relations liant ¢ et x'@'uhe part

sux discontinuités DY et Dy d autre part

(3 oy

a
D‘( pas 2(1"1") FV—(X(X,O_) + X(X,D_'_)) |xi ‘i‘&'!
{
8 o
D, = 2{i-») —((x,0 ) + &(x,0 3 fx] < a
i dy + ) + ; a
Ou autrement dit
8y Sy Dy S
—(x,0) - —&,0,2 = — |x1 < a
8y ay 2(1-v) '
a¢ e D
L, 000 -, 00 = x| < &
.. ®y- .- 8y : 2¢1-v) >

29 _ e




an monsidérant la fonetion

x+a X8

{ v vy ) _
n(x,y) = Arctd [ - Arctleg J o
Tt en passant a la limite

h(x,0_ ) - h(x,0.) = -27 X ¢ &

t

Ensuite Par édentification de (4-12) et {4-13) orf obtient

2(1-v) a¢ : a¢ 3
: - (x,0_) ~ -——*—(x,U+}j
- 9y ay a3y

d on 1 on obtient

a¢ 1 Dy
—(x,¥) = g hG.y) ,
v (1-v3 .

i

Et finalement apreés intégration on a le resultaﬁ‘:

#(x,v) = ———— |yArctg} 7= - yArectg | — e
4mC1-v) - Lo )

_(x—a)Lng}}x;a)z + yzl ]+ (x+a)LnlJFx+a}2 &Jy?} }
J .

30




TR et 7 OO G0 N B B
x(x,y) = ——— |yArctg| ——3 - yAretg .
C o 4n(li-v) x+a )

Les

-

.. 12 ( ;_1,~
—(x~a)Ln{{Fx-a)z + yz] ]+ (x+a)Ln[l§x+a)2 + Yz} }

fonctions @ &t x veérifient les "econditions

)

SUX

limites

(4-3) st (4-4) et présentant des singularités pour ( x=#a , y=0 )

Fn

On

wulvants

posant

Dy F(x,vy)
¢’{)L 1 Y) = R

an(1~-wv)
Et.

b, FCx,¥) ' ;
}:(x » Y) = e

qre(1-v)
obtient Lez champs de déplacements et

—_—
=
]

[
13

-
=

~ r' ]
Dyl{z(l—"‘)Fz RPN VFJ
L J L <

Y

»,

Dx[zcl—v)F3 - yFs} + Dy[—(l-ZD)Fz - yF7}

R

. contraintes




Q
i

Xy

Aveo

2G D

-1 -
¥
ww—-[Arctgt
an{i-») X - A
_.l '
[ X - a
- 2 2
amQr-vy b (XTRIY
1
[ X - &a
- 7 T2 =z
angi-py LRV

- 32

x[— F_ o+ yF?}_+ 2G Dy[—y F7] "

x + &

e e ettt 1
2z = v
(x+ai +¥ ] -

¥ 4+ a 1

{x+a ) +v J




. -1 (x-a)2-y" (x+a)’-y"Y -
Foo- F.xyy = - SN S
< K 2 2 Z
4n(i-v) {(x-a)+y (x+a) +y )
2 T
“y X - a x + 2 ‘
F, = F.yvy = - 2 |
2 2,2 z
’ 47(1-2) x-a)2y™? (xra) 4y
.E
¥ v-3) ~PROCEDURE NUMERIQUE : ‘

Aprés avoir obtenu La =zolution singuliére de 1" Z2guation

plzceement  consiaAnte

o

' dlasgticité dus 3 une discontinuite Jde d

G
dans un milieu infini , on peut construlre une procédure numpérigue

1a résolution de problémes plus complexes
Une frontiére courbe guelconque peut étre approximer
subdivision correspond a une

DU ™
par N

segments de droites ,et chague

discontinuité de déplacement

A
v i
, i y N ,

. A3

> - >

X - . X

i
Les champs de déplacement et de contrainte en un point el

Aus & une discontinuité de déplacement. peuvent étre

caleulés a partir. des rﬁlationsl(é—zd)éet-(4—21) etl‘éont donnés

C-maine infini

S N

peer - ‘

LY
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i=z1l,n

Les éhamﬁsl de contraintes et de déplacements

discontinuités = obtiennent par superposition et

. (4-38)

dus aUX

( 4
¥
N ™ - ’
( i L] ij *
o = + .
5 E Ass Da E Aan D
1=1 j=1 '
e (4-38)"
_ N N ) Lo r,
i i 1] ot to
e Db+ ¥ n
n E Am; s 2“' Arm n
L 1= 1 1=1 b
J B
Jovere et Dﬂ de la discontinulté de deéplneosment oy ut Tepe o
e ! y Iy 15 i o A
TR n et A:z. A ?, APJ.A JSGnt les cooridiodionls Jd inTinenege
58 = ¥ I i
cleen ontraintoen
N N
[ =y E.‘""'D"+1:13{‘-"1:)j
= "
s - as & ) sn
J:;[ =1 r
.
(4-38);"
N N '
i i, IR RS
- =% 2 + b I
i il = T i3l
1= 4 1 ¢
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4 !
H s .
R T T S o R S
_ lvec Bsc th_ Bnn - Ben  sont  les cnefficients ' *d influence
dies cdéplacenents. - ‘ o : :
i v=4) ~-TRANSEORMATION DE_COORDONNEES 3
.;-“.- - "4‘.“-“.‘. - N ol 7 ' | rf ‘-." ¥

\{)f )

. . 'f '3
Les expres51on précedantﬁs sont obtﬂnuw dans’ un reps

™ e
=

1acal pour fCllltoI la, manlpulatlon de ces dlsﬂontjnutteb i1 est

El

o

hPLESS&l G LAH "ﬁ' ' : ' conrdcanéss N

f?:'

W

. -
¥ = (% - C 5 cosf? + {y - C 2 sing :

¥ o

I;;/'

e e
a
it
T v
~
B
1
(] FY
g
"
=
@
+
Ll
<
i
@]
o <
m
e
|
o
s

N

B

[
i

U__;eosﬁ‘—lJﬁ;sinﬁ‘
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. A
r 2 2
o T e__ cos - 20 _sinf cosf + o _ _sin f3
X M. Xy : v v L
i
. . 2 2
o = e__ mim B4 20_ , sinB cosf + & _cosif3
LYY x ¥ e oy - v v
: .
H & - ¥
e =i o - : b - Conmiy vo=in o)
(RY o SVl o
L H ¥ Vv b e
L
TV-5) =L MTRODUCTION DRSS CORDITIONS AUX LT MITES

Dans

régoudre il faut introduire les
. .. . L i i 3 i3
ITromtxre HOre 2 = Q (o t oo’z 0
[ronciére discretisée ,en posant o_ =(o ) et o =(o J, . 0N

s systéme de ZN equations algébrigues suivant

N

[ 2, =L

le but de genérer

3=

le

o

N

iy L]

+
X1 =] E Aa
j=1

N N

i] L 1] .
La’Dpi+ £ ACD
-4 hat=) i nn n

Qaznd les conditions limites sont des
i i i, .1, S
M .w(us,oet unm(un)0 eF le systéme s
™ - N
( i ~ Lot L
(Uﬁ)ﬂ fz B = Ds +.E Bsh D
1= 3=4
™ N
L\ - ﬁj L L L
(Uh,0 _2 EHE D5 +‘E Brm b
L J:!_ i=1

36

conditions

systéme d équantions algébriques &
anx limites sur la

aboutit

LT

(o]
L%
(5"}
t

déplacenenis on

)

3

“écrira alors. :

x’~
A




cas

de

conditions

N
P :
bR EonD
$=1 et ==
J=1
N
i L)
b R
™ Ne
1= 1

3%

limites mixtes

N
L i VI T !
oot D '_.:' Ln
j=1
N
o L) [
D + el 7
s E iaal 3]
j=1

le

systéme

s
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FORMULATION D'ORDRE SUPERIEUR DE LA MDD.

vo-1 i) NT'RODUC"SI_OI{ : .

pE— - - R

Dans le chapitre précédant,on a décrit la formuiation

"

c
cwinsle de la M.D.D. et dans celui-ci, nous allops  Sdeeuiiw L

Gy bnnian g urdre SUAlrlour VS SN I AN R Jdeclensnts
e sires,gnadianioe - et S Unent spéoial —honl sde Flzoures
La fonection de GREEN on ta .. ‘-~ fandanentale de la H.M.D

. até dérivée ,ls s=moluticn wcurrespendant aux I chontinulites

lin<sires et gquadratiques a &été troyvéc par intégration de =

solutirnn fondamentsale. o

| Dans la technigue numérigue,le modéle de D.D lineaire est
. égenté par deux noeuds 3 1'élément et trois noeuds s¢nt  uwxigds
cour 1 élément guadratigue. La solution analytiqgue mon;f? gque les
contraintes  tendent  vers I"infini aux extrémité#‘ da 1a

A

Jimenntinuité, '

{‘es singularités de contraintes exigent la localisation des
fneerude A 1 interieur de l7élément ( non pas a8 l'extrémiﬁé).

Hnus allons montrer gque 1 optimum dela localisatibﬁ de ces
noeude esf. aux points zéros du polynéme de GAUSS-CHEBYCHEV.

Dang le but de comparer 1 éfficacité et la précisiog de cette

. glatien,des exemples seront considérés; et pour le méme nombre

0 invonnues, il est montré gque les éléments d ordres {superieurs

sonl meilleures.

Y2t ~FONCTION DE GREEN POUR LA M.M.D :

L approche usuelle pour la formulation de lao H.H.I ==t Jde

=
v
L
=
o
W
=
&
o
ar
}___x
I
lgs]
c
oy
]

commencer par la fonrtien de GREEN on  solutic
obtenir la solution sur un segment fini par intégration.

L. svantage de cette approche devient ¢évident lorsgue les
¢léments d ordre supériecur sont developpés.

La formulation origiﬁale de la M.D.D étuit Dasde aur

¢solution pour une D.D constante sur un segment de droite fini.
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J‘ il
t
D e
Os .‘
i I T
& ) : "
[ l_______} :
5 1 Dh‘ !
bh- D.D normale
Ds
—) ;

L]
3

»
[

¢y D.D tengentielle

L

C(fig.1) D§b1¢6nstante,normale et tengentiellé,'

Les déplacements est legs contraintes dans le . dom=ine
résnltant dun modéle de D.D arbitraire peuvent éﬁre déterminés si
.mm dérivées partielles d une fonction F(x,y) sant ditermindes.

Cette fonection peut &tre obtenue de la solution dd probléme

g D.D constante obtenue par CROUCH et est déterﬁinée en

igeant gne les D.D aient une valeur constante lorsque “la limite

ae 1 édlément tend vers zéro. _ x;
En prenant la limite de Jla solution de CROUCH luQSdue Za
Lt vers zéro ,les éguations aux dérivées partfglles de
F(x,y) suivantes sont obtenwes: ™ . . .. = SRR
o
;



& Fix,y)

ax

EEY)

[N

44

=

L avantage de 1 'utiliszation est que

i

Gy

"arontinuité du déplacement normal et tengentiel defini‘par:

o
b

Pl

CLobinE

Pront

fdew guuntités nodales inconnues

_ 2,
Dn(x}m a n+ bﬂx + e X +, ..

D (xy= 8 + b x4+ o
] < 5 s

[ .
RO e ——i

Alors les déplacements et et les

gquations (A1) et (A2) [ voir annexe 17

© ~PROCEDURE. NEMERI QUE :

ine proceédure numériqgue de résolution

cemn lexes en élasticité peut etre déveidpnte =i bt

st VA7 LEn B digcontinuibes

nlogant

e

’ 0 1
gquabions
=t établi

PETe, uh systeme 2N

Les valeurs de D.D. consistantes avec
snnt. alors caleculées
in général, ces équations sont de la forme
id ij 3
¢ = D+2A )
n 2 s = Fin n
¢
- i 13 h
o A S Z A o . 5
3 PR an N
L

40

(5-

(5~

(5-3)

4)

de

‘contraintesf

assumne une
1 _l'.
I ff
seront donnés
problémes  Aux
e

El t ]

Ctr b dmenttory Lo Lot

les

5

algéhrigunes

)

coupiass en
conditions aux



.

[
syantement comme celles déja trouvées an chapitre  preécédant
i ogue la taille du systeme est moultipliée par 2 pour lies élénent

wasires et par 3 pour les £2lément guadratigues

Vet —CORFFTCINTS DY INFLUENCE :

-
Dans le but de détermination des coefficients d influen~es

S fewnarrire  d éxprimer le wmodé@le oe DD own el RS
Ccements nodeur 0o moeedale owan omouvent  SAxpriwsoan Teens o ded
o rews de forme . 51 Ja coordonneée inbtrinsdque £ varie e Lo 4

Alément alors

-pour 1 élément 4 D.D. Linéaire
D (edys N1¢ey DL (1)+N2(&) D, (2) (5-7) -
N N N ﬁi.
. '
' b (&ex= N1{&) 'DS<1)+N}:(.<:) DS(Z) ¢ H-80 )
1 1
vt Mide ;0 - ’ 3
{z Az :
1 1 '
N2y ( — + £ ) .

S DL CEY LD (iYL (i o= 1.2 sont des discontinuités nodalesd

Zimilairement pour 1 élément 34 D.D.guadratigue

D(£1= N1ie) Du1)+82(2) Dy(2)+N3¢e) Dy(3) cs%;o}

DS(K): Nices Dsil)+NZ(8) DS(2)+N3(E) DS(B) 0S5-11)
.i
AL . -
RGERL -1 .
N1{e)= ( ~—& - —%—-&2“} !
13

44



o

N2(e)= (1- 5 &%)

1
N3(e)= ( — & +

mho
tn
Lo

‘Remargue @ un  calcul plus détaillé concernant .1 élément
X

neaire qui fait 1 objet de notre étude est fait en annexe 3.

.
Ly

- =ELEMENT BOUT DE FISSURE : . ‘

s

On & utilisé les . éléments lineaires "pour tfﬁﬁver une
cusorogimation  nomérigue  a  la solution analytique 1'pour la
distribution du dépleacement normal relatif entre les deux surfaces

" e tissure, il est apparent que les résultats sont molas precis

Flaosuie,

oem ocha bout de
Uars |es  preblémes de  1a mécanigue de  1la  rupture, une

- =iap précise prés du bout de fissure est importante (oo

toioq eok  murtont  reecherchée dans  les  ciamdaed e deatls e
coarciéY etoune applcoche plus sophistiguéde  =nt  exiges L
.14 nove aloans considérer un élement d ordre supérisuy . :-iv

Uy tient compte de la singuilarité de contrazinte e&n’ bout de
TiESUrE, ie tanteur d'intensité de cohtrainte ast concept
cmpoartant en mécanigue de la rupture, les solutieons analytiques
~ux problémes de Tfissures pour différents nmodes de chargemnt
penhrent que les contraintes a une distance r de lallpuinte de

. -4i.2 . .
ciaaure varient en r 31 r est petit.

P

. . . . -1, - ‘. .
Un eorolliaire de la wvarisation en r de la contraite Bras
. aut o de fissure est que Ll déplanennnt  (~iatil  #oiie- ik
.. L - 1. 2 . .
A= cebi- Flgsure ot sroporiionnn! & x préag v tnal ou

pesure A partir duo Lovt e long  de 12 tissure,. Pour 1le
probicmes de fissure, ceci NeCUs DOUSSE 8 Lho..  ~ N élément bout

e fimsure spécial dans lequel, Uv le déplacement nDormmMi ~efatif

prtre les deux sucfaces est donné par : {voir fig.)




Gy: D

ou Za est 1= longueur de

1 élément spécial est Dy la D.D. au centre de cet élémeﬁ;

£

[

Un peut - alors dévélopper une approche dans  Jaquells  ia
fissure est divisée en éléments de D.D. ordinuires, éxceplé les
deux é&léments bouts. Un avantage de cette approche particuliere et
que les’ cbntraihtes?“sqnt toujbufs calculées "au . milisu des
élémentsgr‘éviﬁaht‘ ainsiﬁnies "préblémes 'de singularité de

contrainte &4 1 ' extrémité.

Un ealcul plus détaillé est donné en annexe 4.

-

y
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CM&FI1 T ®E VY

PROGRAMME DE RESOLUTION.

k- -
V1) ~INTRODUCTION:
? " - . - . N
Oomme nous 1 aveonsz déjs mentlonne auyparavant la M.D.D rovies

résoudre un systeme d équations algébrigues de la forms
> 7

e

FCI{D}= {B}

avee - [C]: Matrice des coefficlents d influence

1. = {D}t: Vecteur des discontinuités de déplacement
..~ {B1:Vemteur dgsz conditions limites imposées a la i

Fou, -~ta et dans le hut ' de mettre en oeuvre la Torun’oio

d ordre supérieur. ... °~ ~77°NS COongu,en premier temps, un proeooot
:

s ligont tos £iemenhs & disconbigwile do deolacenept Do F

binis doar-t on o2 pu obtenir  lem  wésultats  gui g0t

sl ienrement (Bnsuite, et dans le ‘but de la recherche -

pré¢ision, nous avons éssayé de faire 1 'assemblage des &7
linéaires avec 1l élément spécial bout de fissure et a ees o da

I3
programme général a été eélaboré 2t gqui peut traiter

—Un probléme sans bout de fissure
—Un probléme sans bout de f#igsure ( gausche ou droii 1.

.+ —Un probléme avec deux bouts dn fissure

Mais malisareuasement la taille dua  programme esb o deven
Smpartanto ojue Jo capsolitd des miero Ardinateurs disooe o

et badr e oman éxécution JAlors  on va BXpoSes

w i

programne  (éléments 1}néaires ).
‘/— .

v—ﬁ}—ﬁxsnngATTON ET SIFUCTURE DU PROGRAMME @

On dighingue les parties sulvantes
o

v

a)~Enirée des données:

L : = _ - PR ST
C’'est la premiére obération.consistant & faire entrer toubes §oo

iﬁfdrmations._les caractérigstiques du matérisu (ecoéfliciert v
POTSE0N, module de YOUNG ), les caractéristiques de la  fron o

3 digcrétiser (nombre de segments, d arcs de cercles ) =t

carao$éristiques du domaine .danslleQUEl .on cherche la

Lo

4 4



‘nombre de points ).Cette partie est indispensable, elloc +iransmet
tantes les informations necessaires aux aubres parties gui voat

Tvre. Lo

h)=Subroutine maillage:

Blle vermet un maillage antomatigue (par segmcnts de :druites o

ares de cercles Yde la frontiére, elle donne les coordgﬁnées des

neeuds, l’orientationfet¥lawtaillewdes.élémén;s et_les;}conditions

Timites imﬁésées SUT 1“élément; | .

Y, bLient a4 noter que lors de la discrétisaticn, des "précautions
~ o

duivent etre prises en compte . .

t Convention de parcpours de la freontiere

e o probléme intérieur ( Ccorps golide Fini ). le “gontour  est

. i , ) L -
oreuura dans le sens horaire, ¢ependant le contour dun probiame
it ienr mat parcouru dans le sens antihoraics i Vi idT o4

(sl U {5} re)
/* “-—»\\‘ .
e Paat)
/ AN \‘ ;{ ~. N
N R [
i Py [ 4 i “ 1 N |
| i "« b : 1) RN
L '\\ \ 4 4 {‘} \\ ‘”’_,,;' '_, \.- ~— ';/ !1
\ et S S RN S
\ T “u ” ‘(
haty 5 " s )
e N
b
L twooment due o colps riglde
e e vas dun erobitéme inmtdriear, on Inpoge oo moins Trols (3

composantes de déplacement en ucu. ‘et de la frontiére . Four

. - t . .
e déplacement ae « ~ns  rigide

1

1 probléme extériear, on risque i
dans ce cas on &  one doucle

e 1a région intérieure, alors =i

sumetrare., la région intérieure est  automatiguement inxée par’
rapport aux axes de symétrie. . Sincon, i1 faudrait au‘ﬁéiﬁs fixer
¥ éléments orientés différemment & 1 intérieur dé;i}a région’
wntérlieure 7{ 

- ’--!’
G Conditien de symétrie
thrsgn 11 existe, pour un  probléme donné, une symeétrise de

péométrie et de chargement . On peut exploiter celle-ci et

N .
s

~pvsilier juste sur une portion de notre domaine, Ja portion

45




]

pratanta n est qu nne image de la précédante, les digcontingites
e Jdéplacement normales des éléments reéels et images Sont  égales
slors gque les discontinuités tangentielles sont opposées

Tette symétrie esi donc prise en compte dans le programme { un

rode - en est spécifié suivant la nature de la symétrie ) et le
¥

prabléme  est considérablement réduit (voir les schémas
illustratifs ci dessous ). : S
# ? ! '
E !
; Ll (,,‘l.\ ’J J , Fal Y S
[ /',"’3‘“—-'/ D g e !
I P . AN | \ '
o e e — T =
: ‘l‘n l / i \' ;" //l
E Y H / ! \\ . ‘}’/\ s i ' W)
Y ! A T
ol amege 21 a.‘:ig wrery =, e _..J‘..-...........,,_... % }._,. - {impge LY
g ; ‘ N f 7 2 LA Ly
7 ' v“:ia ."n:,, (';.‘-“"-w-m.. ------ i “Oe 0 4 ‘“1.
. i _“r
1 + ) .
O { t PG S s ?-, -\
. £ )
. li ' i ) . _ALA_i
"3 T - P
i A o ' o
. M ) ;- ‘_!__.,_1 S 4
Py | . | o . {
ﬂ | C .
P { Fo A BRI
AU IR B
i \ "—"‘75"“} ! "“';—WJ L {
i r/ : ! R l
N / e Y
: ‘ soaziM :
; \\.,__._‘_w//l ! | -._,)’
L i -
x x
oYt =1 KSYM = 2
; ,,m-A_;.u‘
——— /1 ’ g
r T i § \
VRN s [N
i A ‘ \
| / N S nn S
b H i | 3 i
R NS SR S | b bt .
i ! ! ; i i
i i v | R
i baeeood ) Semret
]F fp=vsvi i FAREAL
I i T x5TM | 1‘,
| i 1 "
. x B x
¢ Subroutine ¥YUCHAR KSYM =3 HEEYM = 4

£lle permet le transfert des conditions limites 42 17infini 2 la&

frontiére & discrétiser.

[N
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“w

d subroutine INITL
Ell: permet 1’'initialisation du .calcul des coefficients ( un

ca..al successif est fait & partir de ces coefficients.”.

-

C'est 1é'oﬁ‘on,calcule les coefficients d influence

€ Subroutine INFACT

Aprés le calcul des coefficients d influence, i1 faut . faire un
rumplissage de la matrice {C] de ces coéfficients, les

‘hangements de repére du local au global en est tenutéompte

L]
¢ . ]

£§ Subroutine SOLVE
spres 1 établissement du systéme d "équations algébriques . dans l=a

subroutine ,précédante,-?iqi_,on. résoud ce. systéme} TCest un
programme simple de GAUSS sans pivots . ' ’ "
b

T

g Subroiut L ne SF‘RON'!‘
1. permet le caloul des déplacements et les contraintss en  les

;

uricy de la frontiére.

t ' '/
- . 7
W Subroutine SDOM
sprveiftunt des prints du  domailne, les  deplagonents <00 123

vainles en ceux-vi sont calculés dans cetls subroutdine.

4% -




ot

L LT

i
!

w
:J
)

—r
dh

k‘

éf
11

T

!

E

'
P
Ty

VT

Ceti
- ¥

i

poﬁition des noeuds qui correspond bien &

A
[

CHAPLIT RIE sVIT

EXEMPLES D°APPLICATION

oF

wetbtre

44
=

g egxemplse classigues types,ce ne sant pas
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Courbe de la discontinuite de deplacernent
comparee a la courbe anolytique

0.608 7
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=
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%
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=
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D000 T T L Bt B B s
~ 100 ~0.60 I A PR G S I
_ /" e
N - B = Nombre de seginents
Nu = 0.20 - Coefficient de poisson
Lambda = 0.2 —position des nocuds 1 & 2

- Fig.

Courbe de o dizcontinuite de deplacemend
comparee a la courbe analytique

008 -

; . l \RL\ ' ' Din. Hnsairo

] T / Pin. congtante
0.004 ] —~ L e
. . Sl

] ~

: \\(Sol. analytique
o, : L T LI B | 20 St s S B RO B BN B L L B T 'MT—TA
G e T s —020 1 6.20 0.60 1.00

— Nombre de segmentis

= £ 3
gu = 0,20 -~ Coefficient de polsaon
Lambda = 0.4 ~position des noeuds 1 & 2

49



o S ¥ P - o
Courbe de la dissontinuite de deplacement 7
comparee a la courbe grnatyiigqie .
0.008 7
: o eSREERESERIICG g
. e S o
0G4 e — - o ;/; e T ‘.f/m. ronTtent.
) Py . N T )
o - s b Vio ilnitioity
S Sl
i J/, RN /?:iu.‘- analvliygue
."\\
ULAGy LRI e St St o B S S, [T T :

L A O I e S |

=1.00 -(3.60 -0.20 0210 O‘éOT'I L 1"':]\

rf:]i = i} . — Nombre de segments o
Nu e 0.20 - ~ Coefficient de poissan R

;..am.rdﬂ = 0.8 ~positien des noends 1 & 2 ok
~fig. P

t

Cowrhe o Wl eenrenleneedile doe depladerangd

- 1

comparee o . Cow, . ~dtioyge :

. ' !

OOuB - .
o t R e 1 R

0.004

A
;
|

+. Sol. enalytique

| T T SR N |
\\
Y

0.000 Z‘T‘“'Illl'!]lll!lll|lill|1i]!l||!!l{ll_fml_'rT“r"',

--1.00 ~0.60 (.20 30.20 .60 _ 1.U0

i
N = 6 - Nombre de segmentis
Nu = .20 -~ Coefficient de poisscn L E
Lambda = Sqri(2)/2 ~position des noeuds | & 2
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T
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Courbe 'd,t: la. dizconiinuite de deplocerront
cornparee 6 L courbe analyfigue

LAUs -
] R i
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VIT-3)-EXEMPLE-3: ( PPORLENE EXTERIEUR )

.

Cunsidérons une cavité circulaire dans  un domaline stinid

[
-

analysons son etat de contraintes
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| _ ANNEXE - 1 |

lléplacements et contraintes pour une discontinuite de

donnée:

1) Discontinuité de déplacement normale , Dy (&)

o (2 af(x-2,y) . .. 8 * of(xre,y)
| — Dy (&} + ¥ — | = ———
y =(1—2v)J : Uy (€2 + ¥~ “JH —
. -3 ax .. : . Py - '
(et (x-€,v) 8 P 8f(x-£.v)
. ey Dy (£) + y — o
U ==2(1-0) | _ N :
v &4 'j_a ay Oy -a ay
i" 3 ra' 2w~ ,9)
% £\
o 80| s Dyted +
3y J—a 4
7 c?z r a Af (x-=,y"
— e e ettty ‘}
: ay_z -l—-a av
AT
i
A [ o 1 of(x-2,y)
:; = 26 o ‘[' '—'——a“ DNkﬁ) —_
vy [ oy J-a v
" »
. a° % Sf(x-e.v)
.o — . ol
a F)
v dg v
P
v
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g |

de deplacement

H

f' Of(x-£,y)
|
{

=-2(1-v) o

S

tangentle.le , U

a B f(x-£.3

}! S

De () +
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ANNEXE 2

-theoréme de recipr

Q

cifté de BETTI

s0it un corps solide en égquilibre sous 1 action des force:-

volume F.{(i=1,2.3) et des tensions de =surface Ti(izl.?.ﬁ

i i 1
LYoi1r Tig. |

g =

Con=idéronzs deux nam

i)
4]
[l

déplacement u et v coniin

5y v L L -
1T Lv {3

(6
at deix ochamp

“

e
réguliers de contrainte assocics
1]
r

et o{v) et consideruu. . ‘"fFarentiation suivante

d ou' par intégration :
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WU e YY) . d0 =

T
2
344

n utili=ant la formule de Green, on obtient

F ¢ i
| C Uo (V) . da = | U o, V3 dr - | u. . o (V3 dc
j S i 3 J Ll.] j LI | L
3 a2 (@

(Z2-3D

ainsi 1 équstion (2-2) s éecrit

. F
(CU o (V3 da = J U o (V3 n dr - J U . o (V3 do
J 1 L) L L) J Lyl Ll

Q a0l Q

toe Pisant 1 égalité

( v 0 e (. 8 ¢ roo_

Cu a!("')’)d l ot Yoy Yy d0 (2-5)

2 0

sachant que le tenseur d'élasticité C vérifie r les rropri<!

symetrie suivantes

( - = C
SL G ikl 1kt j kli

d ou 1l en découle

F s ‘ f
J( U, o, (W) da = J Uy 0y (P, dI - j o v

Q a0 Q

S
v



emr'établissant une expression ansalogue pour le

V. @..(u) et en faisant la difference, on

:ﬁ:“io (ﬁn] - v O_I {“ﬁ—’)ni)dr ( C '-‘(VL- ]
J R 5 L 1] R LIkt +

obtient

u -u
k v, i
ac J.ﬁ. |
(2
= - svymeatrie e cettes L Lon
F At SR e 1o e 2485
1 v ¥ ~ment
i r ; f
F (V) Ao }T,(?*)ﬂ;ﬂ* - ;FICE*)V,iQ | |Ti(ﬁ*ﬁgdr
| Jl ' | ' ) . j . -
IL 3 a0 @) aq

qui‘est la formule da réciprocité de BETTT
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| ANNEXE-3 |

RS SIEOSE F S S ———

de discontinuité lineaire.

D aprés les équations de discontinuités

+A3

-4

+a

g f(x-= ,y¥)
Bl= Dn(z) de

a f(x-e ,y)
i ad v -

l.es déplacements et contraintes s’écrivent slors:

3 i
! AZ £y —XA1Y |+ 1@
\ |
| L ax J t

69

Calcul concernant les coefficients d influence




X
2

t

©d

]

a ; 02 : a
2 — (A1) + y‘*uf—(A]} + 2G| ~— (B2y+y —
ay ay ‘ i Ay

! A 1 ra @ 7
\ . 28 = =z (AI)J + 26§ — (B2)-y —5(B2) |
1 vy l. oy~ L ov ay? J

dy ay

o Wrgend S o i
2G 2 —(A2) + y-——i—(AZ) + 2G -y 5 (Bl
Xy J | ‘

Et pour une variation lineaire de la discontinuité, ie . :

s 1 1
'Dgey = —¢x=%#73 bcl) ¥ ¢ %56y Dby
L . > 2n 2
)
!_ 1 1

D () = ( A - €& YD (1) + ——( XA+ & 3 D 2
L . 2N 2 2X 2

Avec A position des noeuds de part et d autre dn

1 édément ¢ ceci nous permettra de déterminer numér:

l'optimum de la localisation des noeuds a 1l intépyi=

1 é&lément)

1 Z
A ] o . - o I >
k 4 ‘1 1___.}_\._._ Ll A +1
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: 5T SRy '3,yy

2,yy

Les fonctions fi (i=1,2.3,4) sont les fonctions données o

X=a X+8 : o] (L (x~-a)—
f z-2a-viarctg - arctg ) +(A-%x) —-Log -
1 v ;
b ( X+a
; W s x+a : . {(X—-a) o
fs=Zat+ty(arctg 2 - arctg o—) +(A4x) - Log -+~
2 v iy & ;
i ({ Xx+a) i
- 2 2
- - + K= S
il = -—]‘ v Long 2 a-)—-——-—-——-. Y —+ (x-x) (arctg i = < e
3 Z 7 = 2 o v
(x+a) + X '
2 2
" 5 (x-a) + Y ) X-a : »+a
Pi2= =y Log - 5 s+ (XA+x) (arctg —— ~ Brete
& - {x+3 )" + Y 4 4
-Les fonctions T, j et fj ik sont les dérivées premi-
rapport rapport & J et dcuxiéme par rapport & d
regpecitivemnent des fonetions Fi

3 ‘



el soncernant Jes ecoefficients d tnt lncnee oy
Ak R - SR b on pouvalt de meme utijiner Uil

el (&a2) de lannexe 2 poutr le ealenl de ces coéffirients
~Pour ie bout gauche :

;<
1/2

)

+a

Bt EN=TS

=0 ¢
d

|
I
; { 1/2
< it I+a | e i o

~Pour le bout dro:it

i D
i ‘ ] 'E.__ — ¥

'. L T 'l:-?.

I 5
! o
i : T ol 3

& ].ﬂ.'J‘ : "':Dl‘.!‘ = ’

Muis en injectant ces équations dans les égquations (a1, of
on aboutit & des intégrales non faisables analytiquement

denx issie=s sont a considérer pour. . contourner, ce probléme
—Faire une intégratign numérigue

—Suilvre un sutre chemin qui consiste 4 faire une Tormu..:

la méthode complexe

AloYrs on a envisagé la deuxiéme issue et on aen recoirs
a4 la méthode des complexes.Sans entrer dans les détails

meéihode, les équations & résoudre sont

\
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+3
. r 2 B iDGt ¥
\ ] s e A iy LR 4+ {1
nlog .
rats t4-2 represente la continuité d=  cor
‘equation représente la discontinuité de déplacement.
De. Ll é&guation (4-1) on trouve @(z)=-{Nz)
Et par suite on tire o(z) :
+8
I D{z)
Pl )z —— —— = dt (4-
(k+13 i =n J t. = 2z
-a
Avec :=DCE). = & bt £k pour le bout gauche
et
-D(t) = =& 7 t + L pour le bout gauche

Et les champs de déplacement et de tontrainte.  sont donnd

les équations de KOLOSSOV MUSKHELISHVILI suivsnte

| " 9% * gy = 4 Re [¢ (2)]

. V3

) ybie-s s )

b - & 2 1 o = 2 2 ¢ 2y ¥ ¥ez) ] (d-4)
| vV VY x TY— . 4

Bt~ en utisant le changement de variable
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e e e,

— e e

Q(z) =

les

g
~
1]

.:r‘{ — =
(
1 =
X
u =
y
L

squarions

-~z ¢ (2) - ¥(z) (4-5)

deviennentb

(4d-4)

< = 4 Re [@ (z2)]

vy
5 a . e S

o}(:( L1 axy 2 [ (z2)+(z zZYp (z)

vt u ) Tk ¢z) - (z-2) ¢ (z) + A7)

champs de déplacement et de cuntrainte serogt

2 Re [@ (2)1 + Re [@ (2)+(z - z3¢ (z1- & 23]

2 Ke [ (z)] -Re fa_(33+(z - 2)P (z)- Q (Z)]

- In [ (2)+(z - D)o (2)- Q (Z)]
sl TR T K #(z) - (z - 2) @ (2) + ]

2 ¢

(2~ 2

5 In [ k @&(z)

-pour le bout gauche

]

1

n

o
rlyiny T |
|

4 |
-2v2L -vYL-z Log L. )
YL-z




R

o

(k+1)invy L

i ’ T Lol =
:, - e e e [ = ____1__._'_!_.._,’,!_“_)&': ___...C"'_ ol ____._{"L 4 ,/‘:_:’L ..!_ e

(J-c+1)mf 1) 4 (L=gy" = YL-z +Y2L YL z

-pour le bout droit

: SRR N )
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