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RESUME

La convergence des méthodes de wésolution numérique lors de lanalyse
d'écoulements autour d'obstacles dépend pour uneq grande part de la qualité des
- maillages utilisés. -
En adoptant la méthode des singularités, qui consisté a disposer des panneaux
de singularités sur le contour de I'obstacle, certains types d'écoulements peuvent étre
simuler, permettant ainsi de générer un ensemble de maillages. b

~—~

ABSTRACT

The convergence of the resolution processes during the analysis of flows
arround obstacles depends in a large amounts on the quality of used grid.

4 Usind the singularity méthod, which consists on disposing singularity panels on
the contour of the obstacle, some kinds of flow can Le simulated, in this manner a set
of grids is generated. J
™~
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Durant ces derméres années les méthodes numériques ( éléments finis,
différences finies, ... ) ont connu un essor important, permettant d'approcher par
simulation numérique des phénoménes physiques réputés difficiles. Dans le domaine
de l'aéronautique et de la turbomachinerie par exemple, les progrés constatés dans
I'efficacité des algorithmes de résolution d'équations aux dérivées partielles ont
autorisé 4 réduire au minimum les études expérimentales traditionnelles en soufflerie,
pour déterminer la forme optimale d'une aile d'avion, d'une aube de turbomachine, ...

Quelques soit la formalisation mathématique et physique retenue pour modéliser
le phénomene, les méthodes numériques nécessitent toujours une discrétisation de
l'espace étudié ( par exemple l'extérieur d'un avion pour des calculs sur l'écoulement
des fluides concernant sa forme aérodynamique ). La maitrise de cette discrétisation
apparait maintenant déterminante pour assurer la fiabilité des solveurs numériques : En
effet, 1a convergence et la précision des calculs dépendent pour une grande part de 1a
qualité des maillages générés qui définissent la discrétisation sur les domaines
analysés.

L'augmentation des moyens de calculs et la multiplication des outils de
visualisation ont permis de faire progresser indiscutablement cette phase préliminaire
des méthodes numériques. De nombreux travaux théoriques et appliqués ont aussi été
entrepris dans ce sens, en particulier pour proposer des algorithmes de génération plus
puissants, construisant des maillages de meilleure qualité sur des domaines a géométrie
toujours plus complexe.

A cette fin, dans I'étude qui est présentée ici, nous nous intéressons a l'analyse
d'écoulements autour d'obstacle en utilisant la méthode des singularités pour ensuite
¢laborer un mailleur.
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L GENERALITES
1.1 EQUATION DE CONSERVATION ET DE CONTINUITE

Considérons un élément a travers lequel un fluide peut se déplacer librement ¢ fig./. 1)

. 4 (.AW) Ay
-

_ (o) Ax I - "*"'(»"u)éx_
«‘;‘EX -_._‘_T ‘ ('& 2
- —_—
& o) Ay
) ly T'AW ) c}y T
X
- figure L1 -

Bilan massique a travers un élément

Afin de retrouver la variation de masse contenue dans le volume considéré,
établissons le bilan des masses entrantes et sortantes de I'élément, par unité de
temps.

[pH F (pU)%)Ay.l{pv+ 3 (pv) Ay)Ax_l

dax ay 2
4 a
—|pu-— (pu)g Ay.1—|pv + (pv)ﬂ Ax.1 =—a—pr.Ay
dx 2 dy 2 at
. ap  3(pu) a(pV)_O (11)
at 0 X dy
En écriture vectorielle :
d =0 .
L+ 9(a) =0 (12)
dp , =

1.2 LA DERIVEE PARTICULAIRE

Dans la description Eulerienne de l'écoulement, la derivee partielle
d f(r,1)

31 d'une grandeur quelconque de 'écoulement de F, correspond au taux de



vanation local de F. Cependant, nous avons besoin également du taux de
variation total de F.

En utilisant les coordonnées cartésiennes x y z, la différentielle totale de
F=1(x,y, z, t) est donnée par :

dF =a—th + ia—Fdx + ﬂ:-dv + a—Fdz
dt X ay ~ dz
d'ou
d_F :.a_!i +V Fé_r
dt  at at

Le vecteur T est imterprété ici comme une fonction des coordonnées
Lagrangienne r, et t, ce qui donne :

dr
gy
dt

Puisque r, est une constante, en écrivant la dérivée totale de F sous la forme :
E _IF +vVF
dt dt

Ce type de dérivée s'appelle DERIVEE PARTICULAIRE. Elle est désignée par
d 9

le bole : — =— vV 1.4
sym dt a1 (14)

1.3 EQUATION DE CONTINUITE

Dans I'équation { 1.3 ), on reconnait la dérivée particulaire 4.9 +vV .
Finalement, on obtient 'EQUATION DE CONTINUITE sous la forme :
d

a—‘t’+qvp+p\?fq=o (L5)

1.4 VORTICITE

Soit une particule fluide en mouvement sur un cercle infinitésimal de centre
O(x,y)( fig. 1.2 ). Cherchons la vitesse angulaire de [ O, Q ] autour de Q.

Qxdx, y+dy)

nV

figure 1.2



Soit dr le rayon du cercle tel que :  dr =/dx> +dy?
La vitesse relative de Q a O est -

Q ax ay
av av
=""dx + ~—d
Qy 3% X 3y Y

La vitesse angulaire w de [ O. Q ] autour de O sera donc Ia somme des vitesses
angulaires dues 4 Qx et Qy.

W, _Q :Qx sin ¢ =—[ﬂsin8 cosf + %L—lsinzﬂ]

dr dr ax y
et
cosd
, -2 9 =9 ost g + 9V inf cos
dr dr ax ay
or w =w, tw,

d'ou
W =ﬂc0529 - Esinzfi' + dv _du sin@ cosé
dx dy dy dx

Cherchons la valeur moyenne & de w, la connaissance de cette derniére étant
une indication suffisante pour savoir la nature de l'écoulement.

B B I Tou ., (v du).
w =— J—cos 0 dé —J. sin” @ dé +j — — — |sinf cosf df
2w dx xhY o\dy  0x
Aprés intégration
— 1{av Qu
= — = — 1.6
© 73 ( Ix 0 y) (16)
A partir de I'équation ( 1.6 ), on définit Q comme étant la VORTICITE et égale a
Q =20 _9v_9du (L7)
x dy

Le cercle infinitésimal permet en fait de dire que, la vorticité n'est autre que la
rotation de ['élément fluide autour d'un de ses axes, et de plus on reconnait dans
I'équation ( 1.7 ) que € est le rotationnel du vecteur vitesse Q.

Q =rotQ =V AQ (18)

Il est important de noter que la valeur de Q est une information locale, elle nous
renseigne sur la nature de I'écoulement au point ou celle-ci a été caiculée.

On peut dire que I'écoulement est JRROTATIONNEL en un point si la vorticité.
- o e t.‘\lljll? -l deiadlne,

Si la vorticité est nulle en chaque point d'une région, l'écoulement est
IRROTATIONNEL dans toute cette région.




1.5 CIRCULATION

La circulation d'un élément fluide ds est définie comme étant I'intégrale
curviligne de la vitesse § prise seule le long d'une courbe C ( figl3 ) sur la
frontiere de I'élément et on la note I

b4

On écnt alors :
T =§q.&s (1.9)

LS FONCTION DE COURANT

Considérons un ¢coulement plan, celui-ci est obtenu quand le vecteur vitesse G
est paralléle, par exemple, au plan xy d'un systéme cartésien. Par conséquent,
toutes les dérivées partielles par rapport 3 z sont nulles.

2 o
dz
¢t § contient uniquement les deux composantes :

q{u,v,0)

Définissons en premier lieu un vecteur potentiel A, tel que :
q =V xA (110)

En substituant I'équation ( 1.10 ) dans I'équation de continuité ( 1.5 ), et en

considérant que le fluide est incompressible (Z—T =O), nous voyons que ces

équations sont bien vérifiées puisque la divergence d'un rotationnel est égale a zéro.
En particulier, afin d'arriver a une définition univoque, on peut choisir A tel
que:
V.A =0 (L11)

En revenant a notre étude, autrement dit & un écoulement plan, le vecteur
potentiel A peut étre choisi tel que A ait les composantes

A(0.0,v)
v ol act Frmntianm Aan .-n_,:l-.w_hl.: .-
Par ce choix, la condition ( I.11 ) est bien remplie :
VA =2(0) + 2(0) + 2=y (xy) =0
dx dy dz



D'autre part :

i :
dx dy

dy’ adx
0 0 y(x,y)

- (v, o) {3¥ 24
dy dx

D'une fagon générale, on trouvera toujours une fonction ¢ ( x, v ) telle que :
ay dax

Cette fonction est appelée " FONCTION DE COURANT " du domaine de
vitesse u, v.
La fonction de courant permet ainsi le remplacement d'une fonction vectorielle
q par une fonction scalaire y qui vénfie I'équation de continuité de maniére
identique :
3y Y
dx dy dx dy

={

Mathématiquement, 'introduction de la fonction de courant réduit le probléme a
une inconnue Y au lieu de deux inconnues u et v.

1.6 LIGNES DE COURANT ET TRAJECTOIRES

Chaque particule de fluide étant caractérisée par son vecteur vitesse, on définit
la LIGNE DE COURANT comme ¢étant l'ensemble des points d'application des
lignes tangentes au vecteur vitesse en chaque point, d'une autre fagon une ligne de
courant est 'ensemble des points qui ont la méme fonction de courant.

Donc pour un temps t, fixé pour toutes les particules en méme temps, on
détermine les lignes de courant par le systéme équations :

dx _ dy _ dz

u(x_, Y, Z, to) v(x, Y, Z, to) w(x, Y, Z, to)

La TRAJECTOIRE d'une particule fluide quand a elle, est définie a chaque
instant t.

Nous aurons donc dans le cas ou le mouvement du fluide est stationnaire les
lignes de courant et les trajectoires confondues, dans le cas contraire elles seront
distinctes.



L6.1 INTERPRETATION PHYSIQUE
D'UNE FONCTION DE COURANT

La fonction de courant  a un sens physique trés important, pour exprimer ceci,
¢valuons le débit-masse au travers d'un élément dS d'une surface S. ( fig. 1.4)

figure 1.4

dMs =p q,dS =p qndS
= Ms='qundS

ol Ms est le débit masse exprimé par unité de longueur dans la direction des z.
Ainsi le débit masse Ms qui traverse une courbe C ( fig. 1.5 ) reliant deux points
arbitraires est exprimé directement en fonction de .

dx
P
i by q
k'.
q dY /
\Q ~x
~— X \\na
S 7
M
e "
0 b4
figure L5



cos (n, x) =cos @ =${~

) dx
cos (n,y)=—sin § =——
(n,y) 4S
dy dx
n ={cos (n, x), cos (n, y), O} =t -~ , — —, 0
feos (n, ), cos (n, ). 0] ={ £ . = %%, o]

Puisque n est perpendiculaire a dS, on obtient :
. dy dx
Ms = , v, 0) | ==, — =, 0dS
SI”(”V )(dS ds )
Ms =Jp (udy - vdx)

En exprimant u et v en fonction de ¢ :

- dy 9y -
Ms —pnj( 3y dy + e dx) —pn_'.dv,’z
Ms =p, (v, ~¢.) (112)
avec
P et O : deux points arbitraires mentionnés ci-dessus
p, . densité de référence pour un fluide compressible
ou densité du fluide méme pour un fluide incompressible

Donc d'aprés I'équation ( 1.12 ), il s'en suit que quelque soit le chemin suivi, la
fonction de courant  fournit une mesure du débit masse dans i'écoulement.
Elle représente ainsi les lignes de courant sous la forme :
Y(x,y)=cte
Nous aurons donc pour chaque valeur différente de cette constante, une ligne de

courant, de plus l'écoulement ne se fera jamais a travers une ligne de courant mais
le long.
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I1.1 INTRODUCTION

L'étude de problemes en mécanique des fluides est dans la plupart des cas trés
complexe et mathématiquement irrésolvable, cect étant di aux différents
parametres du fluide qui engendrent des équations non linéaires et dont souvent on
ignorent les solutions. Afin donc de pouvoir approcher la solution de certaines
situations réelles, il a été montré que certaines hypothéses simplificatrices
permettent de modéliser des écoulements réels et donnent des résultats
appréciables, par conséquent notre étude portera sur les écoulements appelés
LCOULEMENTS POTENTIELS.

IL.2 DEFINITION D'UN ECOULEMENT POTENTIEL

Un écoulement est dit a potentie]l des vitesse dans un domaine ( D ) si en tout
point P( x, y, z) de ce domaine et & tout instant t, on peut définir une fonction
scalaire  ¢(x, y, z, t)de coordonnées x, y, z et du temps t telle que, sauf
¢ventuellement en certains points ou en certaines lignes ou en certaines surfaces

isolées, le vecteur vitesse g au point P et a l'instant t est le gradient de la
fonction ¢, soit :

g =gradé

REMARQUE :

Dans notre ¢étude, nous considérerons les écoulements potentiels
incompressibles dans deux dimensions, néanmoins comme il est définit
précédemment, il est a remarquer que des écoulements compressibles en 2D ou 3D
peuvent étre des écoulements potentiels.

11.2.1 PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA FONCTION
POTENTIELLE

Si C est une courbe orientée reliant deux points M, et M, alors la circulation du
vecteur vitesse § sur la courbe C est égale 4 :

di

figure 111
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Jadl =[ grade dT =¢(M,) —4(M,)

La circulation du vecteur § (  rotationnel nul ) le long de C ne dépend que des
extrémités M, et M, de C.

I1.2.2 RELATIONS ENTRE LES LIGNES EQUIPOTENTIELLES
ET LES LIGNES DE COURANT

Les lignes équipotentielles étant tracées en joignant les points qui ont le méme
potentiel de vitesses, il est a noter que celles-ci sont en tout point orthogonales aux
lignes de courant.

En effet, soit un vecteur vitesse §(u,v), nous savons que suivant une ligne de
courant, la différentieile totale de la fonction  s'écrit :

dy LA dy

v
—dy =0 = —udy +vdx =0 = | -=| =— =t
ax ay Y o e (dxl’ u e

Par conséquent g est perpendiculaire a Vy; nous pouvons exprimer cela par un
produit scalaire entre § et ¢, soit: G .Vy =0
De plus nous savons que la vitesse § dérive d'un potentiel ¢, donc :
i=Vé = Vo.Vy=0

Ceci traduit bien I'orthogonalité de ¢ et ¥.

I1.3 EQUATION DE CONTINUITE DES ECOULEMENTS
POTENTIELS INCOMPRESSIBLES

Soit I'équation de continuité ( 1.5 ), prenons comme premiére hypothése que le fluide

dp

est incompressible (E =O), celle-ci se réduit a :

Vg =0
= divg =0 (11)

Prenons pour seconde hypothése que I'écoulement est irrotationnel : rot§ =0
La nullité du rotationnel du vecteur g entraine l'existence d'un potentiel ¢ tel que:

q =grads (1L.2)
En combinant les équations ( I1.1 ) et ( I1.2 ), nous avons:
div(grade) =Lape =V>¢ =0

3¢> 4> ¢
ax ay 9’z

donc V¢ = =0 (H3)

Ainsi nous avons abouti a I'équation de continuité que doivent vérifier les écoulements
potentiels incompressibles.
Cette équation est appelée EQUATION DE LAPLACE.



IL3.1 PROPRIETE ESSENTIELLE DE L'EQUATION DE
LAPLACE

L'équation de Laplace est linéaire, ce qui signifie que le principe de
superposition est applicable, autrement dit il est possible de construire des solutions
complexes par la superposition de solutions simples.

Soit par exemple f (x, y) et g (x, y) deux solutions qui vérifient
V*f =0 et V’g =0, il s'en suit que la solution ¢ = ft+g est aussi une solution de
Vip =0.

I1 est important de noter que cette propriété est la case de départ du principe de
la METHODE DES SINGULARITES que nous nous sommes proposer de
développer dans cette étude.

1L4 ECOULEMENTS POTENTIELS ELEMENTAIRES

Certains mouvements fluides idéaux peuvent étre considérés comme ne se
produisant pas dans la réalité mais combinés avec d'autres mouvements, on obtient
des situations du fluide qui sont une trés bonne situation physique.

Ces écoulements élémentaires sont :

- ECOULEMENT UNIFORME
- SOURCE
- PUIT
- DOUBLET
- VORTEX

Nous rappelons que la combinaison, ou superposition de ces écoulements
clémentaires est possible grice a la linéarité de I'équation de Laplace qui régit les
écoulements potentiels incompressibles.

11.4.1 ECOULEMENT UNIFORME

Considérons un écoulement uniforme de vitesse g incliné d'un angle o par
rapport a l'axe des x .(figI.2 )

yA "

figure I1.2
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d'ou

Nous avons donc : u=qcosq

(11.4)
V= q sino

11.4.1.1 FONCTION DE COURANT
D'UN ECOULEMENT UNIFORME
Soit la différentielle totale de v :

d¢—a¢dx+a"bdy (1L.5)
d x dy

Par définition, nous savons que :

3y 3y

=—F e v=——_1

dy ax

Donc 'équation ( 11.5 ) devient :
dy =—vdx + udy

Y =—vx +uy

En substituant u et v par les équations ( 1.4 ), nous obtenons la fonction de

courant d'un écoulement umiforme .

d'ou

Y =qy cosa + gx sine (11.6)

11.4.1.2 POTENTIEL DE VITESSE D'UN
ECOULEMENT UNIFORME

Soit 1a différentielle totale de ¢ :

do =de+ ﬁdy (1.7)
d x dy

Par définition, nous savons que :

Donc l'équation ( 11.7 ) devient :
dé=udx +vdy

p=ux+tvy
Finalement, le potentiel de vitesse ¢ d'un écoulement uniforme est :

¢ =qx cosa + qv sina (11.8)



or

11.4.1.3 FONCTION DE COURANT ET POTENTIEL DE
VITESSES D'UN ECOULEMENT UNIFORME

EN COORDONNEES POLAIRES
A
H N
a,'
0
“x
figure 11.3
D'aprés la figure (I1.3 ) :
: oy 193¢
U, =—q sm(@ —O.') = E‘— =?%
et
1dy do
= 6 — -_— =
u, =qcosl6 —a) rdf ar
dy —ﬂd + i-”l’mdy et do —@dx + Eﬁ-’-d
X dy dx y
. ¥ =qrsin(6 —a) (11.9)
¢ =qrcosf —a)

En résumé pour un écoulement uniforme, nous avons :

¥ =qy coser —gx sina =qr sin{# —x)

et (1L10)
"¢ =qy sina +qx cosa =qr cos(§ —u)
Dans le cas particulier ot I'écoulement est horizontal ( =90 :
¥ =qy =qr sind
et (IL11)

¢ =qx =qr cosf



11.4.2 SOURCE
IL4.2.1 DEFINITION D'UNE SOURCE
Une source est point dans l'espace d'ou est émit un fluide & débit (Q constant

( ce concept ne peut bien siir pas représenter une situation réelle).
Le caractere radial de I'écoulement est, par définition, bien apparant. ( fig /1.4

r

Pix.y]

figure [ 4
A une certaine distance r dune source, la vitesse du fluide a partir de cette
source ¢tant dirigée dans une direction radiale, nous pouvons écrire :

Q=27rU,
Q
U, =——
R " 9ar (1I1.12)
U, =0

11.4.2.2 FONCTION DE COURANT D'UNE SOURCE

Soit 1a différentielle totale de  :

ay ay
dy = dr + d6 .13
V= Y (1.13)
Par définition :
SRPLEL 2 1%
r af or
donc
dy _r(lﬂ)do
r a6
& =r U d6
= Y =rU8 =r Q 0
27T
¢ sl CHITHL .
_Q, (11.14)
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11.4.2.3 POTENTIEL DE VITESSES D'UNE SOURCE

Soit la différentielle totale de ¢ :

d ¢ d¢
d¢ =——dr + —d8@
=t
Par définition : U, _9¢ et U ~19¢ (TL15)
dr r of
dong
d¢ =U dr
Q
do = d
¢ 2wr !
Finalement :
é =gln r (1L16)
27
En résumé pour une source, nous avons :
Q
= 6
v 2rr
et (I.17)
Q
=—]
o) Py nr

11.4.3 PUITS

Un puitgest l'opposé d'une source, c'est donc un point de I'espace qui regoit un
fluide a débit constant.

Sa fonction de courant et son potentiel de vitesses sont déterminés de fagon
identique 4 une source mais en affectant simplement d'un signe moins le débit total
Q. Nous aurons donc pour un puit :

PR

et (11.18)

IL.4.4 VORTEX

On définit un vortex comme étant un fil tourbillonnaire rectiligne et paralléle a
Yaxe z ( fig I1.5 } engendrant un écoulement irrotationnel dans le plan xy.
U,
9

N

figure 113



La nature axiale de I'écoulement nous permet d'écrire que U, =0, de plus en

utilisant le concept de la circulation :
T

2rr

I' =2=10, = U, =

11.4.4.1 FONCTION DE COURANT D'UN VORTEX

Soit la différentielle totale de i :

dy =§idr + a—l‘kdﬂ
ar at

Par définition ;

Ur =lﬂ et Uﬁ :—-a_¢
r a6 ar
donc
ay
dy = ——|d
3¢
df =-U,dr
= Y =—-£—lnr
T
Finalement :
r
=——|
W . nr

11.4.4.2 POTENTIEL DE VITESSES D'UN VORTEX

Soit la différentielie totale de ¢ :

do =ﬂdr -I-gm?dﬂ
ar a6

Par définition :
ar r g6
donc
d¢ =rlJ,dé
T
dp =—d#@
¢ 2
Finalement :
r
=—¢
¢ 2T

En résumé pour un vortex, nous avons °

r
=——Inr
v 27

L 9

r
=—4
¢ 2%
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11.4.5 DIPOLE
I1.4.5.1 DEFINITION D'UN DIPOLE

Un dipdle est la superposition d'une source et d'un puit de méme débit, situés a
une distance 6s qui devra tendre vers zéro.( fig I1.6 )

figure I1.6

Construction d'un dipdle

Nous savons que:

- Pour une source: U, = Q et U, =0
27r
- Pour un puit U, == Q et U, =0
27T

11.4.5.2 FONCTION DE COURANT D'UN DIPOLE
En superposant une source et un puit, la différentielle totale de  sera :

dy . =(9i) dr +(al) d6 +(ﬂ) dr {ﬂ) do
ar J, 00 ), ar J, a8 /,

On voit bien que :

) ¢c =§[’smm>c +1//puit

Donc
Q Q Q
=@ —f'=——(0 8’
v 27 27 27r( )
or 86 =
d'ot V. =g~a



D'apres la figure (1.6 ) -

sina _sin§’

6s r
= rsina =§ssinf’ =§s sin(f —w)

sina _s sin(8 —a)
r

En faisant tendre 4s->0 nous aurons a<<1 donc sina = o et (f-a)=8

d'ou
o = ﬁsinf)
r
donc
b6ssinf
y, = 22500
2% T

De plus si on augmente Q lorsque és diminue de fagon a ce que le terme Qés
reste constant, nous obtiendrons la fonction de courant d'un dipdle :

i u sin @
=1 =
i e & 27r
Qs+ u
¢ = sing (1.20)
27r

I1.4.5.3 POTENTIEL DE VITESSE D'UN DIPOLE

De fagon analogue a la détermination de la fonction de courant, nous
obtenons:

b, =B + Do
b, =glnr + glnr'
27 27

=0
== In| —
®. 21rn r
D'apreés la figure (116 )
r'cosf’ =r cosd +6s
r'sind’ =r sin@

2

_ r'?cos’ @' =(r cosf +5s)
r'*sin’ 8’ =r? sin’@

= % =7 455> +2r S cosh

r'? =(r +5scosh )’ +5 s’ sin’f (IL21)

19



Comme 6s <<I, nous avons: &s*— 0

Donc, d'apres I'équation ( 11.20 ) :

r' =t +6 s cosf

88
= — c0osf

d'ou
LR Ecas()
] r i

Un développement limité du logarithme nous donne :

r' os

ln(—) = ln(l + —m—cosﬁ)

T r

Finalement :
6 =— Qb s cosh
2w

En adoptant le méme raisonnement que pour la fonction de courant, on obtient

le potentiel de vitesses d'un doublet ;

¢=1Ilm ¢ =-—
ds—= 0
Qbs+pu
b =— K cosf
2xr

u cosf

27r

1L.4.5.4 VITESSES D'UN DIPOLE

(I1.22)

Les composantes de vitesse peuvent étre établies, soit de la fonction de
courant, soit & partir du potentiel de vitesses.

LA, Z TR - (11.23)
dr r a6 2%xr
y, =19 _ % U, =—F—sing (.24 )
r a@ ar 2xr
I1.4.6 TABLEAU RECUPITULATIF
Ecoulements Ecoulement Source Vortex Dipole
Uniforme
U, qcosdf —) k 0 _cosd
27r 2wr
U, —q sin(f —o) 0 Y [ _sin
2xr 2wr
¥ qrsin(f —a) * ~inr £_sing
27 27 27Y
n e K N
. d Ay ey —nr g —cos#
| l 27 27 27r
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CHAPITRE 111

DEVELOPPEMENT DE LA
METHODE DES SINGULARITES




1IL.1 INTRODUCTION INTUITIVE A
LA METHODE DES SlNGULARITES

L'ambition de ce chapitre est d'amener le lecteur, par une démarche intuitive et
pragmatique, & découvrir ia METHODE DES SINGULARITES dans le cas d'un
probléme d'¢coutements potentiels incompressibles autour d'un corps.

Apres avoir définit les écoulements potenticls élémentaires dans le chapitre
précédent, nous établirons 'expression de la vitesse induite par la distribution d'un
de ces ¢écoulements sur un segment de droite, a l'aide de cette singularité il est
possible d'tmaginer un procédé de calcul qui permettra de déterminer une
approximation numérique de 1'écoulement autour d'un corps :

On distribue sur le contour de ce corps N segments chargés chacun d'une
singularité, I'intensité de la singularité est a priori différente d'un segment a l'autre,
on obtient ainsi N degré de liberté. Ces N degrés de liberté seront déterminés par
une approximation de la condition limite sur le contour en N points choisis au
mlieu de chaque segment.

Du point de vue numérique, le probléme revient ensuite a résoudre un systéme
hnéaire de N équations, ce qui est facile avec un ordinateur.

Cette méthode a été inventée par deux ingénieurs : A.M.O. SMITH et J. PIERCE
en 1958.

II1.2 CADRE DE L'ETUDE

Pour effectuer cette démarche intuitive, nous allons nous placer dans le cadre
des écoulements stationnaires bidimentionnels et irrotationnels de fluide parfait
incompressible.

II1.3 MODELE DE SMITH
S
n
figure I11. 1

Soit le corps C, placé dans un écoulement uniforme de vitesse V, faisant un
angle « avec l'horizontale. Pour approximer I'écoulement résultant, nous
distribuons sur ce corps N segments. Sur chaque segment [Z z jﬂ] est répartie un

nﬁ 1qm+o lg Am«r« + tL/_\ T cvdvrmemd TN AL dil wmcimveemaalea 7 0 TYT 1 v 1N r Y
[ e i e L e E T ed e e

de k sont nos parametres de réglage (ou degres de liberté) qu'il conwent d'ajuster.
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Pour effectuer cet ajusterment, il faut disposer de N contraintes. Ces contraintes
seront données par la condition de glissement sur 1a frontiére S du corps C. Cette
condition doit en principe, s'écrire en tout point de S mais cela n'est possible vu que
nous disposons seulement de N degrés de liberté.

SMITH a proposé la solution suivante :

St le nombre N de segments est suffisamment grand et si les segments sont
convenablement disposés. alors les points p,, milieux des segments [Z Wz j+,] qu'on
appelle "POINTS DE CONTROLE", sont proches de la frontiére S .SMITH propose
d'écrire la condition de glissement sur les N points u, .

De la méme fagon, si le nombre N de segments est suffisamment grand et si

les segments sont convenablement disposés, la normale 1, aux segments [ L H]

est une bonne approximation de la normale a la frontiére S en un point proche de
K-

Ainsi SMITH propose de limiter 'écriture de la condition de glissement aux N
points u, en utilisant les normales f, .

A partir de ce principe, on peut illustrer les étapes suivantes pour simuler la
méthode :

© Discrétiser I'obstacle en subdivisant son contour en un nombre fini de

points qu'on appellera "SOMMETS", ces sommets seront reliés par des segments de

droite qu'on appellera "PANNEAUX", puis localiser en chaque milieu de panneau le
"POINT DE CONTROLE" et définir ses coordonnées.

@ Charger les panneaux de singularités

© Calculer en chaque point de contrdle la vitesse normale produit par le
chargement de sa singularité, notée AV, . Ensuite en appliquant le principe de
superposition, calculer la vitesse V, en ce point de contrdle induit par tous les
panneaux. On obtient :
Vu = EAVW

On note que V,, est la vitesse de perturbation.

A partir de ce résultat, on pourra obtenir 1a vitesse normale globale au point de
contrble par la superposition de la vitesse de perturbation V,, et la vitesse de
I'écoulement uniforme, notée Vv, .., on aura donc :

V, =V, +V

1 ¢c. waif.

© Imposer la condition de glissement de Smith, autrement dit que la vitesse
normale globale au point de contrdle soit nulle, ce qui nous permettra d'obtenir

autant de conditions que de charges de singularités donc un systéme d'équations
linéaires.

© Résoudre le svstéme Tinéaire nour trouver Vintensité de chaaue singularité
en uniisant une methode de resolution numenque des systémes linéaires.

© Calculer les différents paramétres de I'écoulement.
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1.4 ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR DE DIFFERENTS
PROFILS PAR LA METHODE DES SINGULARITES

I1.4.1 ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR D'UN PROFIL
NON PORTANT

Soit un corps C (fig.11].2), discrétisons la frontiére de ce corps pour former un

polygone de N cotés, les coordonnées des sommets ( Xs, Ys ) de cet obstacle étant
bien définis.

figure [11.2

Discrétisation d'un corps C en un polygone de N cotés

Nous proposons pour modéliser ce type d'écoulement, un chargement
concentré ou uniforme de singularités. Le choix de ce type de chargement est
Justifié ultérieurement au paragraphe ( § 111.4.2 )

HIL.4.1.1 CHARGE CONCENTREE DE SOURCE

Considérons deux panneaux i et j ( fig.ZIL 3 ), chaque panneau est chargé en
son point de contrdle d'une source d'intensité k; définit par unité de iongueur.

figure [I1.3

Influence d'une charge concentrée de source d'un panneau |
sur le point de controle d'un panneau i

.k - . - .- - : ° —
R R T Y PE S VN S PR e B T RV P L Ay LW W I PRI [ SV R U VT Y B YOVLN F RV i s P v ‘Ii

V,, =V,sin(8, —5,)
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avec V, =X 1)
P27 I
d'on
k;103)
aip _2J1rr sm(ﬂij —51)

La vitesse induite par |'écoulement uniforme sur le point de contrdle 1 suivant
la normale est égale 4 :
Vo wir. =—Usin(d;, —a) (T0.1)
# Avant de continuer le développement de 1a méthode, il est trés important de
préciser que linfluence d'un panneau sur lui-méme exige un développement
particulier dépendant de plus du type de singularités posées, ce développement est
contenu dans I'annexe A.

Pour trouver la vitesse normale globale V,;, il suffit donc de superposer :

- La vitesse normale due a I'écoulement uniforme.
- La vitesse normale de perturbation (i # j).
- La vitesse normale issue de l'influence d'un panneau sur lui-méme (1 = j).

ki k,
Soit : vV, =—-U 8, —a) + inl@, =6, )+ —* 112
ol .sin(8, —a) Z 2w, sm( i ) ) ( )
j;li
avec :
— Xsli) +Xsli —1
sinf, =Y(l) Y(J) ol X(i) - ( ) S(l )
I, 2
X 1) —x(]) Ys(') +Ys(1 -1)
cosf y(i) = 5
r

ry =y (x(i) (7)) Hy(i) = (}))’
« REMARQUE

La condition de fermeture de l'obstacle se traduit en imposant l'égalité
suivante :
- Si j=1 = j-1= N

En imposant la condition de glissement qui se traduit par
V,; =0{i =Ln) , et ceci afin d‘ajuster l'intensité des singularités, nous aboutissons &

un systéme d'équations linéaires { k) =(B) } a résoudre, tel que :



o sin(0, =8, 1, ((y(6) ~¥(3))coss, <{x(i) —x(j))sins, 1,
A, j)
g T (x() —=(3))" H{y(i) —YJ)

(1L3)

B(i) =27 U _(sin 6, cosar —cosd, sin a)

Pour la résolution de ce systéme, nous avons adopté la méthode de Gauss avec
pivotation maximale de lignes.

L'intensité des singularités étant déterminées, nous pouvons maintenant
calculer par projection, la vitesse tangentlelle en chaque panneau.

V,, =—U,_cos(s, —oc)+z K1, cos(G —6) (11.4)

i
J:li

I11.4.1.2 CHARGE CONCENTREE DE VORTEX

Soit deux panneaux i et j ( fig II1.4 ) chargé chacun en leur point de contrdle
d'un vortex d'intensité respectivement égal a v, et v; définis par unité de longueur.

g .
aij 6i

Wk

W

figure [11.4
Influence d'une charge concentrée de vortex d'un panneau j
sur le point de contréle d'un panneau i

Comme précédemment ( § 11L.4.1.1 ), on calcule les différents termes de la
vitesse normale globale.

La vitesse induite par le panneau 1 sur le panneau i suivant la normale », est :
v, =Y codl8, —5,)

"y 2 e
La vitesse induite par I'écoulement uniforme reste la méme, soit :
V"‘i ec.unif’. = _Um Sin(a: _C!)

~ Linfluence du panneau sur iui méme swvant la normale pour un vortex est
nulle { voir annexe A ).

> S
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La vitesse normale globale qui en resulte est alors :

=-U Sln((S —o) + E il 005(9 ) (1L5)
avec : 7 2
sin =Y_(_i)L(j) ol x(i) _Xs(i) +Xs(i —1)
T 3
cosf :M y(i) =YS(i) +;(S(i —1)

T —\/ ) Hy() —y(3))

La condition de glissement sur la frontlere de I'obstacle impose que
V,; =0 (i =1,n) , on aboutit alors pour le calcul des intensités des singularités au

systéme {[A]('y) =(B)}
cos(i?ij —55) L J(x(i) —X(j))COSfSi ~{y(i) —y{j))sin 6i) I;
[ (X(i) _K(j))2 "‘(Y(i) _Y(j))z

Afi,1) =0 (11L.6)

Alij) =

B(i) =27 U (sin 8, cosa —cosd, sin o)

La valeur des singularités étant connue, nous pouvons calculer la vitesse
tangentielie :

V, =-U_cos(5. —a)-!—i&sin(a.. —a.)+ Y (1IL.7)
i -] 1 - 27rfij ij 1 2 -
i

II1.4.1.3 CHARGE CONCENTREE DE DOUBLET

De la méme fagon que pour une source ou un vortex, la vitesse normale
globale V ; sera (fig./11.5 }

m

W

figure [11.5
Influence d'une charge concentrée de doublet d'un panneau j
sur le point de contréle d'un panneau i
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1

- La vitesse normale induite par le panneau j sur le point de contrdle i, soit :
V,; =V,;sin(8, ~5,) +V, , cod0, —,)

& ij

ﬂ,. p', .
or : V,y =—=cosb, et V. =—Tl-sing
Ti 1) i1 2 |
27r; 2xr,
4 i
d'ou

v 21” (cosf) sm(B —6)-0-sm6 cos(ﬂ ))

Vi =5irsin(20, )
i

- La vitesse normale due a I'écoulement uniforme :
Vncc.tmﬂ'. =_UcnSi‘n(6i _a)
- La vitesse normale induite par I'influence du panneau sur lui méme nécessite

un développement particulier établit en annexe B.
Finalement, on peut écrire :

JIJ _
V,, =—U_sin(8, o +Z Ty ' sin(26, -5, ) (1118 )
avec
o yli) —y(3) ‘ . Xs(i) +Xs{i —1)
sinfl, =~—=—— ou x(i) =
I 2
st x(i) —x(j) (i) _Ys(i) +;(s(i -1)
L

=y (x(i) () {y(i) ~y(j))’

La condition de glissement sur la frontiére de l'obstacle impose que
V,. =0 (i =1,n) , on aboutit alors pour le calcul des intensités des singularités au

systeme {{AYx) <B)} :

sin(ZB.. —6) 1. (2 sin 8, cosf,; cosd; —(cos2 g, —sin’ E)ij)sin 65) I
Ali,j) = =

2
L 2T 5

A(i,i) =0 (1L.9)

B(i) =27 U _(sin 8, cosar —cosd, sin o)

La valeur des singularités étant connue, nous pouvons calculer la vitesse
tangentielle :

#il;

N
V,,=-U_cos(s, —a) +Ez 2
T

1=

- cos(28, 5, ) (MI.10)

I8



[1L.4.1.4 DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCES

Soit un panneau j chargé d'une distribution uniforme de sources d'intensités k ;
par unité¢ de longueur. ( fig./71.6 )

figure 111.6

Distribution uniforme de sources sur un panneau j

Considérons un élément différentiel dSj sur le panneau j et étudions son
mfluence sur un point de controle i. (fig.II1.7)

W

\

figure 1117
Influence d'un panneau j chargé uniformément de sources
sur un point de contréle i

Au point de contrdle i de coordonnées (x(i),y(i)), chaque élément différentiel

dSj du panneau j induit une vitesse normale dV,; qui s'exprime : '
k.sinl@. —6.
av, . =—2 ( 2 ’)de
? 27Ty

r; représente la distance qui sépare le point de contréle 1 et un point situé sur le
panneau j, soit :

r; =J(X(i) "Xi)z "'(V(l) "'.V-:)z
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avee .
Xs(1) +Xs(i —1)

x{(i) = 5 et X = Xs(j-1)+5jcosd,
x(i) =25 +2YS(‘ 1) % = Ys(j-1)+Sj sinb

Un passage a une intégrale le fong du panneau j est nécessaire pour donner la
vitesse normale induite par tout le panneau sur le pomt de contréle i, en
conséquence nous aurons donc I'expression de la vitesse qui sera :

Jk sm 5 =0 ) ]
2nr

» L'influence du panneau sur lui méme suivant la normale donne une vitesse
: .k .
¢gale a ? ( voir annexe A ).

La vitesse induite par I'écoulement uniforme selon la normale 7, reste toujours
la méme et est égale a :

V =—U,sin(8, —a)

necamif.

La vitesse normale globale s'exprimera alors :

N Uk, sm(f) ,) k.
=—U _sin(s. —a) + dsj + —- .11
in o) jg“[ 2, 1+ 2 ( )
On pose :

o B
IT1.4.1.4.1 CALCUL DE L'INTEGRALE I

Pour le calcul de I, remarquons que les termes de l'intégrale sont fonction de
S1, 1l est donc nécessaire de développer ces termes.
NOuUS Savons que :
X, =Xs(j —1) +Sj cosd,

]

y; =Ys(j 1) +8j sing,
2 ={x(i) =Xs(j 1) =5j coss,;)” H{y(i) —Ys(j —1) j sins,)’

_ y(i) —Ys(j —1) —S; sing x(i) —Xs(j —1) =Sj cosd;
sinf; = . et cosd; = -
i i

De plus :
sin(6, —5,) =sin 8, cosd; —cos, sin,

0



Ainsi I'intégrale I s'écrira :

L ((y() =l j —1) —Sj siné Jeosd, ~(x(i} =Xs(j —1) —j cosd )sin5,)

I=
o (y(i) ~Ys(j —1) s sina, )" +H{x(i) —Xs(j —1) =i cosd,)’

dSi  (1L12)

Afin de pouvoir calculer cette intégrale, mettons la sous la forme :
_‘j" 1Sj H,
5 Si* —2L.Sj +1Z
Les coefficients 1,,1,,1, et1, sont fonctions des deux panneaux associés aux
points de contrdles i et j et 4 chaque fois se répétent, il suffit donc de calculer cette

intégrale en fonction de ces coefficients ensuite remplacer pour chaque cas les
valeurs des coefficients appropriées.

(TL13)

Pour des raisons de commodités de calculs, nous poserons le dénominateur de
I'intégrale I sous la forme :

r; =S* ~2LSj +I2 =(§j —1,)" HZ -1

PREMIER CAS: I’ -1 =0

I . 1.
1S +1 L(S) -1, +1,) b dS
J ] =1, —_%dSJ Iz_'-“.—j'"“'
> (Si -1,) > (8] ~13) (sj-1,)
as;
I=I —-'—de + (LY, +1,) | —=—
I (Sj -1, - j(sJ—I)
1
1
I =I, In|Sj 1, (LI, +I,
Finalement : :
II. e | ] 1 1
I=0ln| 0 {11, 4+ ) ——— 4 — 1114
. [ = ) R (m.14)
SECONDCAS: LI -1} >0
y LS, +, p -
I=J- S =I|J“ S Si +I_[ dS_l —
2 (S —1,)° +12 -1 (Sj -1,)" H2 = 2 2 (Sj —1,)° +H2 -1
|,
(1, ¢ 2(Sj L) 21, dsi
I—ELI _ 2___zds +I.[ §2 _12
(Sj—1,)" +I% 12 (Sj—1,)" +12 12
I=I—“J' Z(SJ.—I3) A4S + (171, J-T.\lj' . dsj
R R Y I W o 5] =1y )" +1; -3
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=%’]n‘(8j -1,)" +12 12

I =%ln‘(Sj —1,)" +H2 12

0 I; —12 I; -1 .
Finalement :
(1, -1,) +12 12 |
I =I_1[n P v (L1, +1,) arctg L —arctg——-o1| (III.15)
2 L JI -1 \/

111.4.1.4.2 CAL.CULS DES COEFFICIENTS

Les calculs des coefficients I,,1,,1, etl, se font par identification entre la
forme de Yintégrale de I'équation ( I11.12 ) et celle de I'équation ( II1.13 ).

1=

L ((y( ) =Ys(j —1) -S;j sind. )cosﬁ —(x (i) —Xs(j —1) —Sj coss. )sm& )d ' :if' LSj H,
0 (y( ) —vs{ —1) ~S§j sind, ) -I-(x (i) =Xs(j 1) —Sj coséj) 2 Si° —2LSj +

d'ou
;(yi ~Ys(j —1) —Sjsin éij)coséi —(xi —Xs(j —1) —Sjcoséj)sin o; =1.§j +1,

(sin 6,c0s86; —sind, cos&i)Sj -|-((yi —Ys(j —1))cos<§i —(xi —Xs(j —l))sin ﬁi) =LSj -+,
et ‘
(x(i) —Xs(j 1) —8j cos8,)’ Hy(i) ~Ys(j =) 5 sind )’ =Sj* -21,8j +1
877 ~2({x(i) X —1))oos s, Hy(i) —Ys(j —1))sind )8} +{(x(i) ~Xs(j L)) Hy(i) ~¥s(j 1)) =S 21,8} 42
En identifiant, nous obtenons finalement :
I, =sind; cosd; —sin &, cosd,
1, ={y(i) =Ys(j -1 )cosa ~{x(i) =Xs(j 1)) sin 8,
I =(x( ) —Xs(j -1) 0056 +(y ) =Ys(; —1)) sin &,
I1.16
i =) Yol ) ) xelj ) )
12 12 ={(x(i) —Xs(j ~1))sin &, {y(i) ~Ys(j 1)) coss,)’
. REMARQUE

\is —1,) €lanl Ul carte parrail ic cas ou {1y —13) < v ne s¢ presentera jamais,
c'est la raison pour laquelle ce cas n'a pas été développé.

Ry



111.4.1.4.3 CALCULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

En considérant les deux cas cités précédemment pour la valeur du terme (Ii -1: )

l'ajustement des singularités se fera en imposant la condition de glissement, Vv ; =0
(1=1.N), sur la frontiére S du corps C (figlll.1). Soit :

~ Yk, sin(f, —6-) k.
_— . _ J ] 1 . _L —
V= U, sin(8, oz)+j;_(': . dsj + 5 0
i ‘

-PREMIER CAS: (12 -1})=0

En substituant I'expression de I'intégrale | de I'équation ( Iil.14 ), la vitesse
normale globale devient alors :

: wk; ! | 1 1 k,
V. ==U 6, —a) + ¥ L in| 2 — (1, 4L, —— + — )|+~ =g
7i on51n( i a) ;21( 1 n( |_13| J ( 13 z)[lj iy I 2

3
L. |

N 1, —I

= ij(ll ln[| |J_1 |3|]_(1113 +12)(——l 11 + %)J +xk;, =2xU_sin(5, —a)
4 3
i

i 3 3

Les intensités des singularités seront déterminées en résolvant le systéme
d'équations linéaires [A] (k) =(B) ou:

. |1j —13‘ 1 1
Ali,j) —-I1ln[~—|_13| )— (1L, +12)[%|j - + I—)

Ali,i) == (11.17)

B(i) =27 U _(sin 8, cosax —c0s8, sinax)
-SECOND CAS: (2 13)> 0

De la méme fagon que pour le premier cas, on substitut I'expression de
lintégrale I de I'équation ( III.15 ), afin d'obtenir I'expression de la vitesse normale
globale.

(1, 1) +12 12

wk j T 11, +I, P _
V,; =-U_sin(, —a)+E_J ll-ln{ ] + (J§+;)(arctg i . J +_l§l_ ~0
1 -1

3
Rk 12 R T _amg‘/li 2|2

» I 1(|} —13)2 —H:‘1 "'li (I 13 +I:',)( P 4 .
= ¥k E‘ 7 L+ \/]Ii = tarctgﬁ _arCthIf—s—Ii +rk, =27y, sin(§, —)

Ce systéme se met sous la forme [A] (k) =(B), ce qui permet de déterminer
l'intensité k; des singularités (j=1, N ), avec :



I
AGL) (Ij _Is) + 1 N (LI, +1,) t 1, -, t
A= arctg —Aretg ————==
I JI2 -1 JB JB —l2
(1IL18 )
AllLl) =7

B(i) =27xU_sin(8, —c)

I11.4.1.4.4 EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE

L'intensit¢ des singularités étant déterminées, nous pouvons maintenant
calculer par projection, la vitesse tangentielle en chaque panneau.

N k, cos(()ii —6i)

V., =—U_cos(s, —a) — 48 +0 1119
A
On pose :
cos(l)lJ -9, ) )
= j — 7 _U4g; (111.20)
I'l_1
avec |

cos(()ij —61) =cosf; cosd; +sin @ sin

Remarquons que cette intégrale prend la méme forme que l'intégrale I de
I'équation ( I11.13 ), et suivant la valeur du terme (I —I2) on obtient l'expression

de l'intégrale 1, il suffit donc de redéfinir les coefficients I,,I,,1, et1, qui se fera
par identification. Nous trouvons :

I, =—co0sé; cosd; —sind,sin §,

I, ={y(i) —Ys{j —1))sin 8, Hx(i) —=Xs(j ~1))coss,

1, ={x(i) Xs(j —1))coss; Hy(i) —Ys(j -1))sin s,
‘ £ =(3() ~si )" +{x(3) Xl 1) R
‘ 12 12 ={(x(i) —Xs(j 1)) sin8; <{y(1) ~Ys(j 1)) coss )’

Finalement, la vitesse tangentielle s'exprime de la fagon suivante :
- PREMIER CAS: (12 —12)=0

V=T ead s - — (T 1n Hl IH frr o7 \( _]_ﬂ LR A
#zqu \ =N ) UJ 13”




-SECOND CAS: (B -12)> 0

T

oo (o o
v, =-U_cos(8, —) - Y| Lln * :

=27 2 [;

1%

. 1 4
+ = —— Al ——— { 11121)
YL Ji - JE - J

111.4.1.5 DISTRIBUTION UNIFORME DE VORTEX

Soit un panneau j chargé d'une distribution uniforme de vortex d'intensités v,
par unité de longueur.

Considérons un élément différentiel dSj sur le panneau j et étudions son
influence sur un point de contréle i. ( fig. /{1.8)

W

figure I11.8

Influence d'un panneau j chargé uniformément de vortex sur un point de contréle i

Au point de contrdle i de coordonnées (x(i),y(i)), chaque élément différentiel
dSj du panneau j induit une vitesse normale dV,; qui s'exprime :
Y cos((?ij —Bi)

21%

dv,

ni

dSi

1; représente la distance qui sépare le point de contrdle i et un point situé sur le

panneau j, soit : T, =\[(x(i) __xj)z Hy(i) —y.,)
avec | . ‘
x(i) =23 +;(s(1 —) et x = Xs(j-1)+5j coss,
x(i) =13 +Ys(i —) . = Ys(j- 1) sind.

2
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Un passage a une intégrale le long du panneau j est nécessaire pour donner la
vitesse normale induite par tout le panneau sur le point de contrle i, en
conséquence nous aurons donc l'expressmn de la vitesse qui sera :

'3 —a)
I'yjcos

21rr

ds;

» L'influence du panneau sur lui méme suivant la normale donne une vitesse
nulle { voir annexe A ).

La vitesse induite par I'écoulement uniforme selon la normale 7, Teste towjours
la méme et est égale 4 :

chc.unif. == UmSin(ai _a)

La vitesse normale globale s'exprimera alors :

coslf. —6.
V,, ==U »sin{8, —c +EJ’YJ ( ! l)de + 0 (111.22)
j: 5 7oy

L'intégrale de I'équation ( IT1.22 ) peut s'écrire sous la forme :
Yj TCO 0; _61)

W= -dSj (TIL.23)
2T s

rij

Remarquons que l'intégrale W de 1'équation ( I11.23 ) est de la méme forme que

I'mtégrale J de I'équation ( I11.20 ), le calcul de W est identique a celui de J, nous
aurons donc :

I, =-cosd; cosd; —siné;sin é,

L, =(y ) =Ys(j —1) )smé +( ) —Xs(j nl))coséi

I, =(x(i) —Xs(j 1)) coss; +{y(i) —Ys(j —1))sins (1124 )
1 ={y(i) ~¥s(j —1))" H{x(i) —xs(j -1))°

121 ={(x(i) —Xs(j -1))sin&, <{(y(i) —¥s(j =1))coss,)’

Finalement, la vitesse normale globale se met sous la forme :

-PREMIER CAS: (IZ 12)=0

N .
. T llj I3| 1 1
. =— o — —1,1 — (L1, +1, + -1l +0 111.25
V., U,_sin($, —a) +j=l 2‘”[ 1 n[ EY (L1, +1,) o T3 ( )
jA

i 3

-SECOND CAS: (P 4%,) > 0

N
V,; =-U,sin(s, —a) +

L1, ) 412 1 -
2 L JI 12 ( Je-r L

v
Hlx
i
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11L.4.1.5.1 CALCULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

En considérant les deux cas cités précédemment pour la valeur du terme
(2 —12) l'ajustement des singularités se fera en imposant la condition de glissement,

V,; =0 {1=1, N),sur la frontiére S du corps C ( fig./II.1 ). Soit :

V,; =U_sin(8;, - +ZJ"Y cos(G _6i)de =0
j:u Trij

-PREMIER CAS: (I} -12)=0

On impose la condition de glissement sur l'expression de la vitesse normale
globale de I'équation { 111.25 ) :

N —
V:,i — UmSIH(ai (I) +JZ2T[I In { |—I | (1113 +Iz) lj _13 + 13 =0
i :

= Yyl I | (1, 4L —— + L] = 27U _sin(6. —a)
J;Tj 1 |_13| 1ty Tl lj T, I ® i
jA

Les intensités des singularités seront déterminées en résolvant le systeme
d'équations linéaires [A](k) =(B) ou

RN T A 1 1
A(i,j) —I,ln[WJ (LL, +12)(1j 3 + f]

A(i,i) =0 (I1.27)

2

B(i) =27 U _(sin 8, coser —cosd; sin )
-SECOND CAS: (Il -12)> 0

De la méme fagon que pour le premier cas, on impose la condition de
glissement sur I'expression de la vitesse normale globale de I'équation ( II1.26 ) :

(I—I)+12—1! 11+I)( tgz—L, :}:0
g T T TR

Yi|l

=-U_sin(8, — +Z l1

jal

YIRS Ao

_ i 3 _arctg——n2 =27 U,sin(é, —a)
I JI e

arctg—— —arctg———
JB -1 NEE

17



Ce systéme se met sous la-forme [A] (k) =(B), ce qui permet de déterminer
lintensité k; des singularités (j =1, N ), avec :

2 2
AlLj) =i (1, )" 412 L (L 4 o t
] = arctg —arctg
2 I Je-g | e - 1/ -1
111.28
Ali,i) =0 (111.28)

]

B(i) = 27U _sin(8, o)

ITL.4.1.5.2 EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE

L'expression de la vitesse tangentielle est directement obtenue par projection.
1
47 sm(ﬂ —6i)
V, =—U_cos(8, —a) +
(3, =) + Y[

=0 y
A

L'expression de l'intégrale de I'équation ( II1.29 ) est de la méme forme que
lintégrale I de 'équation ( IIL13 ), les expressions des coefficients I,.L,,I, et],
seront celles du systéme ( 11116 ).

dsj + 7? (111.29)

Suivant la valeur du terme (I —I§) la vitesse tangentielle sera donnée par :
- PREMIER CAS: (I 12)=0

N P | .
V,, =U,_cos(8, ) + l’—[ll 1n[l-h—3|] —(1,1, +12)(1 : +-1~n + 'Y? (UL.30)

27 |, P R

13
14

~-SECOND CAS: (I -I})> 0

0, ) 2 =

NﬁI—‘ln > h——
e 2 Iy 12 2

V., =U_cod$, o)+

Tl

(T.31)
I11.4.1.6 DISTRIBUTION UNIFORME DE DOUBLETS

Considérons toujours deux panneaux i et j, sur ce demier une distribution
uniforme de doublets d'intensité x, , par unité de longueur, est appliquée.( fig /1.9 )

Etudions l'influence de cette distribution sur le point de contrdle i, prenons
alors un €lément différentiel dS; et calculons la vitesse induite dV,,, par cet élément

suivant la normale 7,

IR
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Sigure [11.9

Influence d'un panneau j chargé uniformément de doublets
sur un point de contréle i

o =dV,;sin(0; ;) +av, jcosl8; —5,) (1IL32)
D'apres le tableau ( 1.4.6 ), nous savons que :
9, inf,
av,, %0655 e dy,, =P g
' 27 275

Donc l'équation ( 111.32 ) devient :

.cost. g sing,
dv,, ='u’72—”sin(0ij ~5,) dsj +22 i eoda, —s,) dsi
I 2 i
B .
dV,, =5 S‘n(zgﬁ “5i) dsj

Pour le calcul de la vitesse normale V,,, induite par le pannean j sur le point
de contrdle 1, il faut passer par une mtégrale le long de tout le pannean j.

p;sin| 26, —6) )
.—_!:dV !” P dsj
Y sin(20, —a) .
o
Posons :
Ji.sm(ZBii —0 ) (I33)
0 i

» L'influence du panneau sur lui méme suivant la normale est développer en
annexe B.
La vitesse mnduite par i'‘écouiement uniforme seion ia normale 5, reste toujours
la méme et est égale a :
V g ce i, =—U,_sin{s, —o)

39



|

La vitesse normale globale s'exprimera alors :

V,, =—U_sin(8, —a) + j”J Sm(w )de (1134 )

fep 21’rrij

111.4.1.6.1 CALCUL DE L'INTEGRALE L

Notons que:
sin(26ij —5i) =sin 28, cosd; —c0s26;sin &
sin(2d9ij —5,) =2sin 9, cosd coss, ~{cos’ f, —sin® Bﬁ)sin 3,
avec :
2 ={x(i) —Xs(j 1) ~8j coss, )" +{y(i) —Ys(j —1) =5j sin5,)"
-Ys(j -1} =S —Xslj -1) —S§; .
g, ST Sona, ) ) e,

rij r,'j

D'apres ces €quations, on remarque que l'intégrale L est fonction uniquement
de Sj et peut se mettre sous la forme

—I

> (i —21, +12)°

—2LSj +,)

(1L.35)

Les coefficients 1, L,,1,, [, et], seront déterminés ultérieurement par

identification de l'expression de L de I'équation ( IIL.34 ) et celle de l'équation
(IL33).

Sj dsj
L =I dsj —2I, dsj +1
J (s? —21, +12) : j 21, +12)° I (s 21, +12)’
Soit :
1. l
j sz .
L = L, = ds
1 J;(sz -1, +I§) ’ I (si? -1, +12) :
I
t L, =|-
o J;(sﬁ 21, +1§)2

Mettons le dénominateur de ces intégrales sous la forme:
(s 21, +12)" ={(si —1,)* 412 1)
Notons que les termes I, et I, restent identiques a ceux du paragraphe

( § IT1.4.1.4 ). A partir de 1a, calculons les intégrales L,, L, et L, suivant la valeur
du terme (12 —12).
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-PREMIER CAS: (I -12)=0

poosp L(sj-1,)" +2L,8) -1
0 (Si —15) » (Si-L)
1 1
] : ]
L, = as; — 421, L, -TI'L, =— ——| +2L L, 1L,
o Sj _13 J—I3 0
L, =— LI 21, L, -I3L,
lj -1, 3
1. 1; .
j L 2(sj -1 _
(S 29((s-1,)°)
IJ
L, =— 1 H,L
R CE VA
1 1
L, =— + — +, L,

Finalement, on établit :

L=1L, 2LL, H,L,

. 1 ; . - 1 1
L= - +— 425 L, AL, 2L, ————— 4+ — L, [ -2 L
lj _IS I3

A1) & 3,4 &
— 1 1 1 i 1 1 1
L=A| —+—|H, -1} -~ 4 v Tl
l(lj = 13]—'-( o 3) (lj ‘_13)2 Ii 3 (lj “13)3 " I§ (Ij 2Ll +III§)
(TIL.36)
41




o L

1; 1,
1 S' y 1 M ‘
L, =] — d5; 21, L, L, = B L, Pl
o (Si —1,)" +15 1 Lol g1
= +1
yi2 I
i
L = arctg| —2 3 +21, L, -IiL,
1; 13 I; -2 .
1 1, -1 —1 ,
L, = arctg| ———— | —arctg 2 +21, L, —-IiL,
I -1 P -1
1. 1 .
; i s 2(§
oL, = ) _dsj =+ (5 1,) _dSj +1, L,
o((si-1)" +212)" 7 2o((s51) 41 -
4
1
L, =— ; +, L,
2A(sj 1) +13 -1}
0
I 1
L, =- +1, L
2 2 33
(1, 1) 4 ) 28
1 dsj 1 dsj
. L3 - ( . 2 5 2)2 —.(]2 _12)2_[ 5 2
\S-L) 1 ) B o gy ] "
2 2
I4 —I;
Faisons un changement de variables, en posant :
§j -, dsj
§ = ds —_— 0
JE 1 \/Iﬁ -1
Nous aurons alors :
F — 1, ~I
L, = ! - ds > avec a=—;~I—-3-T et b=—2= 32
(2 —x2)z s+ (s" +1) I -1 12 -1
b
Posons encore n =f, - et intégrons cette expression par narties.
(s )

[
-] o5 <]

- SECOND CAS : (I 12} > 0
: S? Sj* —2L,Sj +12
. 2 2 212 . 2 2 K
0 ((SJ _I:«) +I-t _'IS) 0 ((SJ _“13) +I4 _'13)

—dSj +21,L, —I’L

42
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Soit ! s (52 +1)2

dv =ds = vV =%

b d b b
j 5 5 =judv=uv-jvdu

=S h_j_ 2522 s =8 |b+j’-s+l _ZJ-
s* |, (s2 +1) 5T, (¢ (s +)°
p ds _1 1 |b 1 b
- f!(sz 4)” 29 _-[s +o " Eamtg(s)lﬂ
= p= l( b __a ) + l(arctg(b) — arctg(a))
2\b% +1 a4+l 2

L'expression de L, sera donc :

e )3(1( ) g o) — arrga)

2\b* 41 a’ +i

— l. -1
I et b =—=_i-

JI2 -1 1/Ij —12

Finalement l'intégrale L se mettra sous la forme :

1 L, -1, -1, |
L =I, ——— arctg| — —arctg} ——— | | +2L,I, L, —-1,IL
) )

21| - 1 + L,

(1, 1) 4 12) 2%

+I, ! )3 (l( b _ 2a )+%(arctg(b)—arctg(a)))

p;

avee a=

43



Apres toutes substitutions, on trouve l'expression suivante :

L = L arctg L — arctg —1;
I —13 I, -1 Vi -1

1
((lj _13)2 +1} —I_f)

(Is +21|I§ —2L1; -I‘Ii) [ b __ a
b? +1 a4l

+(Iz _1113)

- Iiz ( 137 )

+

212 -12): ) () - acgla)|

e 1. -1
. et b=t

12 -2 VRS

avec a =

111.4.1.6.2 CALCULS DES COEFFICIENTS

En comparaison avec les coefficients calculés au paragraphe ( § 111.4.1.4.2 ),
les valeurs de I, et I, restent inchangées.

Pour les coefficients I,, I, et1, , on identifie les numérateurs des expressions

de L données par les équations ( I11.33 ) et ( I1.35 ) afin de déterminer leurs
expressions. Soit :

J.sm 20, —a J.Isj —2L,Sj +,)
(s -1, +12)°

= rlsin(20, —ai)=1,s; —21,8j +1,
= 1(2sin8, cosh coss, {cos’ 9, —sin? 6, )sin3, ) =L,Sj? —21,8; +1,
Jz(y(i) =Ys(; 1) Sjsin3, )(x(i) ~Xs(j 1) -—Sjcosﬁj)

T

cosd. —

1
L

([ x(i) —Xs(j —1) —Sjcoss; ) {Y(i) —¥s(j 1) —Sism‘sj)z]sma,] =1,8j® —2L,Sj 4,

1

LY f

[ (0 =55 ~0)x() =l 1) }COS 5
—((x(i) —Xs(j -—1))sin6. -l-(y(i) —vs(j —I))coséj)Sj -I-simﬁj(:ost"Sijz i
((x(i) =xs(i =) (i) =vs(j -1))’)

~2((x(i) —Xs(j —1))coss; <{y(i) —¥s(j —1))sin5, )Sj +{cos? 5, —sin? 3, )s?
=1,8j* —21,8j H,

sin g,




= (2 sind; cosd ; coss, -(coszé —sin’ §, )

sin 8, )Si?

V,, =—U,sin(3; —) +E;—’
ek

> (( x(i) =X —1))sm6 +(y ) —Ys(j

+2( (i) =¥s(j ~))(x() —Xs{j —1))coss,

=I1Sj2 —21,8) +;

1))00561.)(:056i
—(( (i) =Xs(j -1 )cos& y(i) =] —l))sinéj)sinéi_
(i) =Xs(j —1))" (i) ~Ys(j ~1))’)sin,

S

I, =2sind, cosd, cosd, —(cos2 8, —sin” 6J.)sin 8,
I, =(( (i) _Xs(j _]))Sin 0, "'(Y(i) —Yj —'1))00551')00351'
—(( (1) —Xs(j —I )0056 —(y i —Ys(j —1))sin Bj)sin 6,

Iy —Z(Y( ) =Yl —1))( (1) —Xs(; 1)) cosd,
{(x(1)

1, =sin 24, cosd; —c0s26;sin

1, =(x (i) =xs(j 1)) (sma cosd; —coséd, sm&)

~Xs(j ) —(y ) =Ys{j ))sinr?)i

+(Y ) =Ys(j -1 )(cosz‘ijcoséi +sin & sin 5;)

I, =2(y{i) =Ys(] —1))(x(i) —Xs(j ~1)) coss,

—(( ) —Xs(j ) —(y -Ys(j ))sinéi

I, =sin(261 —0; )
I, ( (i) '""XS(} -1) )sm( )-I-(y ) —Ys(j
I, =2(y(i)} —Ys(j ~1)}(x(i) ~Xs(j —1))coss,

)cos(éj —éi)

( IIL38 )

~(x(i) =xs(j 1)) ~(y(i) —Ys(j -1))* )sins,
I, =( (i) —Xs(j —1))coss; Hy(i) —Ys(j —1))sins,
2 =(y(i) =Ys(j —1)" +H{x(i) —Xs(j -1))’

12 -1 (x(l) —Xs(j 1)) sin g, —(y (i) —Ys(;

-I)) co:séj)2

Finalement, la vitesse normale globale est :

- PREMIER CAS : (I} -12)=0

At
T ]j_IS

45

3\
1 1 1
13] "'(Iz _1113)[(1j _13)2 - E]

1
-+ T‘J\lj —Zi,1, iz
3

EL(IJ' _Is)3 L

+termel i

(1I.39)

=j)



-SECOND CAS: (12 1})> 0

1 Ij -1, =1,
[, —— arctg| ——= = | —arctg| ————
Iy ; I, 3 A I; -3
iy WK, 1 1 .
V,, ==U_sin(8, —) + o HL L) 3 -7 + termeli =
F°T (R
: : L[_b_._ 2
+ (Is 2115 2L.1, "_111-"1) 20b* H &’ H

3

(1 —3)

+ %(arctg(b) - axctg(a))
( IM1.40 )

II1.4.1.6.3 CALCULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

La condition de glissement imposée sur les N points de contréle de la frontiére
S du corps C ( fig.lll. ]} engendre N contraintes qui permettent d'établir un systéme
d'équations qui donnera apres résolution l'intensité des singularités.

Cette condition se traduit en annulant la vitesse normale v, (eq.IIL34 ) aux N
points de contrdle. Soit :

v N sin(29ij —51)

. =—U_sin(§, —) + > dSj +terme(i =j) =0
! =50 27y
FL]

De nouveau, suivant la valeur du terme (2 —12) deux cas se présente :

- PREMIER CAS : (2 -12)=0
En annulant I'expression de la vitesse V,; donnée par I'équation ( 111.39 ), on
obtient le systéme linéaire { [A}(x) =(B) } ou:
LY D S
3 (1 j _13)3

1 1 1
+ —) +(I: —1,13) 7\ 12
I (1‘ —13) Iy

J

. 1 1
A =- + =
(l?j) I(IJ I3 I;

](Is _21213 +111§ )

A(1,1) =L(1,1) (v. annexe B )

(1H.41)
B} =22 11 «inl8 —n)



-SECOND CAS: (I 12)> 0

De la méme fagon que précédemment, on annule la vitesse normale donnée
cette fois-ci par I'équation ( 11140 ), les termes du systéme seront par conséquent :

A(iLj) =1, ———] arc tg[ LD ]—arctg[ )] H1, 11, . .
L VI VI (=) w2 12) T

(Is +2111§ —2L1, —Illi) 1 b a 1
+ - | —— — —=— | + —{arctg(b) -
2 (2(&)* +1  a° +1) 2(am &(b) amtg(a)))

(-2

Ali,i) =L(i,i) ( v. annexe B )

(TM.42 )
B(i) =27 U_sin(6, —w)

111.4.1.6.4 EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE

L'expression de la vitesse tangentielle V ; est établie par projection sur I'axe 7,
tangent au panneau 1, de la vitesse due a l'écoulement uniforme et de la vitesse de
perturbation et de l'influence du panneau sur lui-méme ( annexe B ).

)+ J.,uJ cos26 6)

V. =-U_ cos

i

dSj +terme(i =j) (1143 )
J=l 0 .
Posons :
Y cos{28. —5.
H =j—s-(—‘;~—‘)ds1' (1L44)

PR-CFN ..’,_ .

On remarque que l'intégrale H (eq.ll1.44 ) peut se mettre sous Ia forme de
I'intégrale L donnée par I'équation ( IT.35 ), pour la définir il suffit seulement de
redéfinir les coefficients I, I, etl, par identification de Yexpression de H

( eq.lll.44 ) et de l'expression de L (eq.l1.35 ).
Les coefficients I, etl, demeurent inchangés (dénominateur identique ).

Nous obtenons :

=cos(26j —51)

=(x(i) —Xs(j 1)) cos(8; ~8,) (y(i) —¥s(j —1))sin(s, —5,)

=2(y(i) —=Ys(j —1))(x(i) =Xs(j =1))sin 6, ( TIL45 )
+(( ( ) —Xs 1-—1)) —(_v(ﬂ —-Ys(j -—I)V‘cosé,

47
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- PREMIER CAS :

(1

—13)=0

I, S H1, -1,1,)| - S
~1J = I, - ( J _13)' I3
Lcos(6, —ar) 2211' B | | +terme(i =)
J# . z
— — + — {(I, 2L, +,I})
3 1) L) ] |
(111.46) {
-SECOND CAS: (12 -1!)> 0
[, —— I arct L it
I, 42 ,/1‘ I; -;
) I 1 _
=—Umcos{65 —) +Z?— -l-(I2 —-1!13) - ATF +ermd(i =
S () =) L 3
A b 2
. (I +208 2LL 48)| 2\ o 1~ 2
3
(13 1)z + {arctg(b) —arctg(a)) |

( T.47)

» Le terme (1= ) correspond & I'expression de H donnée par I'équation ( IT1.44 )
dans le cas particulier o i = j, cette condition se traduit en posant , =5, donc

I'expression de H deviendra :
lJ

=]

0

(:05!91J

dsj

|J

Le calcul de cette intégrale est effectuée en annexe B.







11L4.2 ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR D'UN PROFIL
PORTANT

Considérons un écoulement autour d'un cylindre de longueur infinie
(fig 1110 ).

En superposant le potentiel de vitesses ¢, d'un écoulement uniforme et le
potentiel de vitesses ¢, d'un vortex de circulation T', on :

¢, =qrcos(f —a) et b, =—£--0
27

4

71N

1 J

figure HI1.10

Leoulement uniforme el voriex ( négatif } autour d'un cylindre en rolation.

La vitesse sur le cylindre, qui est tangente au cylindre, a pour expression :
U, =—(2q sin(8 —or) + L) (111.48)

2wr

Le signe négatif provient du sens de rotation du cylindre ( CW ).
Pour une circulation nulle, deux points de stagnation apparaissent 4 :
8, =« et 8, =m+a

En faisant augmenter la circulation, les deux points d'arrét se déplacent le long
de la surface du cylindre tel que :

f, =a + arcsin(— ) et 0, =7 +a —0,

47 qr
Pour une valeur singuliére de T, les deux points de stagnation coincideront de

sorte que : 8 =a — g avec I'=—4wqr

En appliquant le théoréme de Bernoulli, on voit que les pressions sur le
contour ACB sont inférieures a celles développées sur le contour ADB, par suite
I'écoulement donne lieu a une résultante R dirigée de D vers C et ayant DC comme
ligne d'action, cette résultante engendre une PORTANCE.

Le probléme qui se pose est de modéliser la circulation afin d'analyser les
écoulements autour de profils portants, pour cela faisons, par analogie, le bilan des
efforts appliqués sur un panneau chargé de singularités.



Pour une distribution uniforme ( fig./i1. 11 ), le bilan des efforts se réduit 4 une

force exercée au point de contrdle, qui est le centre de gravité du panneau, et a un
moment nul.

W

figure .11

Réduction d'une distribution uniforme au point de contréle

L'existence d'une circulation ne sera donc pas modéliser par ce type de
distribution, il est donc nécessaire de choisir une distribution non uniforme.

Choisissons une distribution linéaire et établissons de nouveau le bilan des
efforts au point de contrdle ( fig.111.12 ).

]
I
-1
" . b 5
j j
figure 11112

Réduction d'une distribution linéaire au point de contréle.
La réduction au point de contrle engendre bien un moment non nul en ce
point et donc on pourra modéliser la portance de profils par une distribution
linéaire de singularités.

1i1.4.2.1 DISTRIBUTION LINEAIRE DE VORTEX

i .
eij 5i

—
! |
-

figure 11113

Influence d'un panneau j chargeé linéairement de vortex sur un point de contréle i
p

50



Pour une distribution linéaire de vortex ( fig./l/. 13 ), le cheminement pour
etablir I'expression des vitesses est identique a la distribution uniforme de vortex
( § liL.4.1.5) & la différence que l'intensité des singularités dans les intégrales des
expressions de la vitesse normale et tangentielle données respectivement par les
équations ( II1.22 ) et ( 111.29 ), est fonction de la variable d'intégration Sj, en effet :

1) =, (G 1) 424 "l“(j g (1149 )

J
L'expression de la vitesse normale globale sera :

il i) =y (j—1) \cosl@, -5,
V‘ui =—Um51n(6l —a)+z‘[[vq(] _I)+75(J) 175(} )SJ ( ij ])dSJ

7 j 27y
N y cos(()i. —6i) v (J) — (j —1) LS cos(ei. —éi)
Vys ==Unsin(d, —a) + Y 7,(j ) ——=dsj = —ds]
= 5 2w 1j . 2wy,
( .50 )
Pour des raisons de commodités, nous poserons :
b cost 6, —b. 'Sj cosl8,; —9,
w(i, ) :j——(T’-—lde et Hi,j) =j i cod{s, ‘)de (1L.51)
o if 0 i

L'équation (111.50 ) s'écrira alors :

Vy ==U_.sin(b, —a) +- iﬂw(i,j) —H(li’j))fn(j =) +H(li’“ vs(j)} (152)

]

Notre ambition est de calculer I'intensité des singularités pour ce nous avons
établi I'expression de la vitesse normale ( eqIIl.52 ), a partir de celle-ci en
imposant la condition de glissement sur le contour de I'obstacle ( fig.//l./ }, nous
pourrons établir le systéme qui nous permettra de déterminer ces intensités
néanmoins afin d’'aboutir aux résultats escomptés, en examinant 1'équation ( 111.52 ),
il apparait que 1'intensité de la singularité pour j=1 n'est pas définie, pour surmonter
ce probléme la sommation devra se faire de j=2, N+1 et pour éviter une
redistribution sur le premier panneau, on confondra le point N+1 avec le point lce
qui se traduit en imposant que :

' W(i,N +1) =wW(i,1)

H(i,N +1) =H(i,1) (TI.53)
lva =L
De plus le nombre d'inconnues du systéme, pour une distribution linéaire, est

de N+1 alors que nous disposons que de N équations, une condition supplémentaire
est alors a imposer, c'est la condition de KUT74 :

v, (N +1) =—,(1) (IL.54)

# L'influence du panneau sur lui-méme ( 1 = j ) exige un développement
particulier qui se trouve en annexe A.




I1L.4.2.1.1 CALCUL DES INTEGRALES W et H

f]
* L'intégrale W ( eq.lIL51 ) n'est autre que l'intégrale J ( eq.IIL.20 ) déja l
calculée ( § I111.4.1.4.4 ) qui prend la forme :

PREMIER CAS: I} -1} =0

1. -1
w(i,j) =llln[| |’_I Fl]—(hlg +Iz)[ﬁ +Il} (TL55)
3 i 3

3

SECOND CAS: I'—I* >0

(1, -1,)" 12 (LI, +1,) L -, -
+ —= arctg—= —arctg 2 (11156 )
[i 12 2 2 2 g2

4""13 3 14_3

I
w(i,j) =—tIn
(i,1) ;

avec

I, =—cos8; cosd; —sin §;sin 5, ‘
1, ={y(i) —-Ys(J—-l))sma H{(x(i) —Xs(j —1))coss, |
I, =(x (1) —Xs(j —1))0056 -I-(y (1) —Ys(; —1))sin6j

L =( (i) =ys(j 1) (i) =xs(j 1))’

I, — (X(l) ~Xs(j 1) sm& —(y (i) =Ys(j ml))coséj)z

]

* Calculs de l'intégrale H
PREMIER CAS: I -} =0

lj : L—
H(i,j) =J. Si cos(fiu 6, )

0

I lj -2
_ JSJ_H)C,SJ 5 asi J_%_
S Is) U(SJ _I3) SJ "Is)

o JS] “2LS) +1 T 4L 'j’(Sj ~1,) +,
Sj* —21,8j +2 » (S —1,)

2(Sj —1,) +1
(sj-1,)’

o 3 b dS;j
=11£dSJ HL 2 +L1 { 4{1 +21 1 )js )

0 J_Is

2% T

1 )
H(i, ) =1 j dsi +1]13j +1, | d8)

> dSi +1,1, , | =
js; -1,)° TS

52



+(Iz +21113) ln(Sj '_13)1:;

. all , |
H(i, j) =I, sﬂj; 4{1,15 +1213) [—SJ—]

Finalement :

. Yo L. ,
H(i,j) =1, 1, —(1,12 +1,1,) (1 ! +IiJ H1, +21,1,) ln[l —1—‘] (NL57)

- 3

it 3

SECONDCAS: I' >0

iSj costd, -9, (1,8 +I ! P2 i
H(i,j) =J‘ ] ( ij !)dS- =j ?J( 9] . 2)2 dS; =‘[ IIS.] +Ilzs.f .
" 2w, S)° —2L.§) +i; Sp” —21,S8; +13
L .2 L .
H(i.j) =1, | S s +, [ — S s
5 57 —21,8) +I, 2 50 21,87 +I;
L I
$S)* 218y +12 —12 +21,85 .. 1. [28j421, =21,
=I, = 3. = dSj +—I J - 2
d Sj* =218 +12 ' St =21 S_] +I}
) 1 1
. Lo : Sj .
H(i,j) =1, | dSj 4211, | — ——dSj —
‘ { ‘ 3J;sf —21,8j +} l —21 S_] +17

1. - I.
1 2 S _I ) J d
+lIZJ -2 ( J .3) 2 dS_] +IEI3J‘ 2 SJ . 2
2 7§ 2LSy 41 o 57 —21,8) +1I,

I ] 1, i
. " veoo2Asi-1) dSi ’ ds;
H(iL ) =L, Sif) +211, 5[ TS [
S_] 21,5 +1; o S —21,8) +I, 5 S5 —2L,8) +I,

1:

dSj +1,1 j dsj
e a1S) +2

I
2 ’Osf —215 +12

1,
il

2(sj -1,) ds;j
H = LI, +— Ly —dSj H2LIE +L1, 112 ) | —
(1 .l deJ [ 5 )I S_] 2LS] +Ii J+( 113 24 L 4)_0[ Sj?

. _ y (20 41,1, —1,12) Si-1

H(i,j) =1, sj|" +(1,13 +113) In(Sj> —21,8j +12) +( P22 T aretg] —2
2.7 0 12 -1 I -1’ ,
Finalement :

. 1 Sj* —21,Sj +1}

H(i,j) =11, +(1113 +—12) fn| 2202 T
2 I2
(21,12 +1,1, -1,12) | -1, -1,
+ arctg ———— —arctg
I -1 I; ~1 I; —I2
(11158 )




Les coefficients étant définis comme suit :

[, =-—co0sd, cosd; —sind, sin§,

I, {y(i) —s(j —1))sin &, Hx(i) ~Xs(j —1))coss,

1, =(x(i) =Xs(j 1)) cosd; Hy(i) =Ys(j =1))sins,

1 =(y(i) -vs(j -1))" Hx(i) —xs(j 1))’
(

12 -1 ={(x(i) —xs(j — )smtS y(i) =vs(j -1) )coséj)2
I11.4.2.1.2 CALCULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

Afin d'établir le systéme qui nous permettra de déterminer l'intensité des
singularités, il suffit d'imposer la condition de glissement sur le contour S de
l'obstacle ( fig.1{l.1 ), néanmoins il faut préalablement étudier le cas particulier de
I''nfluence du panneau sur lui-méme, ces calculs se trouvent en annexe.

v, ==Usnlo, )+ Nz[[w(a,j) L o 412 m)] -

e i lJ'

i({W(i,j) _H(]i,j)}ys(j -1) +H(}i,j) vs(j)] e Usin(6, 0

i j

= ZA(i,j) v.(j) =27 U _sin(8, —a)

IE]

En imposant les conditions ( IIL.53 ) et ( 1I1.54 ), on définit les matrices du
systéme qui nous permettent de déterminer l'intensité des singularités, soit :

H(i,2) H(i,1)

Ali,1) =w(i,2)

2 ]l

1
H(i,1) +H(i,N)
I

Ali,n) =w(i.1)

- l .
1 N
Hii,j +! Hli.j
Al j) =W(i,j +1) i), (11,3) ( TIL59 )
i i
Ali,i) =W(i,i +1) —H(ll’l +1) +H(11,1) ( H et W pour i= j développées en annexe A )
iH i

B(i) =27 U _sin(6, —a)
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P ol

I11.4.2.1.3 EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE

De fagon analogue au paragraphe ( § 111.4.1.5.2 ), on établit I'expression de la
vitesse tangentielle. Soit :

V,, =—U_cos(8, —a) + ZJ‘[T(] 1) 220 =7l - Sj)sm(eij ) dsji  (I1L60)

=) l_] 21rru

# Linfluence du panneau sur lui-méme ( i = j ) exige un développement
particulier qui se trouve en annexe A.

L'intégrale de I'équation ( II1.60 ) étant de forme identique a celle donnée par
I'équation ( II1.52 ), Ia seule différence réside dans la définition des coefficients.
Ceci étant, la vitesse tangentielle s'écrit alors :

N

V., ==U.cod; —a) +-- z{(wh,j) —H(]i’j))vs(j ) ) ws(j)}

AE] i lj

l N
V., =—U_cos(8, —e) +— YA(,j) v.(j
y ~cos(8; —a) 21;4 (i,3) v.(j)
avec

A1) =w(i,2) —

Ali,n) =W(i,1)

H(i,j +1) +H(i,j)

Ali,j) =w(i,j +1) 1 1

it j
Hii1 +1 Hi1,1
Ali,i) =W(,i +1) (11’] +) + (11’!) ( Het W pouri= j en annexe A )
iH i

Les coefficients étant quand a eux définis par :
[, =sin g, cosd; —sin 6, cosé,
1, ={y(i) =Ys(j 1)) cosd, {x(i) ~Xs(j -1))sins,
I, ={x(i} =Xs(j 1)) cos8, Hy{i) =Ys(j =1))sins,
1 {y(i) —vs(j 1)) +H{x(i) —xs(j )’
12 ={(x(i) =xs(j 1)) sin 8, {y(i) ~Ys{j 1)) coss,)

i
s
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111.4.2.2 DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS

W

W

figure 111. 14

Influence d'un panneau j charge linéairement de doublets sur un point de contrdle i

Pour une distribution linéaire de doublets ( fig./IL 14 ), les étapes de la
formulation sont 1dentiques a celles de la distribution linéaire de vortex
(§111.4.2.1).

Les expressions des vitesses sont identiques a celles données par une
distribution uniforme (eq.lI.34 et eq.Ill.43 ) 4 la différence que l'intensité des
singularités est fonction de la variable d'intégration Sj, en effet :

) w(3) =, (i )

w Q) =n.(j 1)+ Sj (1i6l)
j
L'expression de la wtesse normale globale est :
U_sin(s, g sm 20, 96, ) .
— —a) +
sin ) J;}[ y i
i —1 sin{ 26, —4,
V.. =U_sin(s, o Jﬂ () (G20 Ysinl20 )
SN lj 27rrij
y sin(20i- —6i) .
o p —I)JH—;—dSJ
. =—U_sin(8, —a) +— ’ !
! ZW’; ) = ‘UTSJ‘ sin(ZBij -Bi)dS'
L; o I :
(TIL62 )
Posons : \ (
L sin(20, ) . usjsin(20, —5,)
M(i,j) =[———=dsi e  D(i,j) =] = dS;
0 0 i

» L'influence du panneau sur lm-méme ( 1 = j ) engendre des calculs
particuliers des intégrales M et D développés en annexe B.
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On reconnait I'mtégrale M comme étant l'intégrale L donnée par I'équation
(IIL33 ) dont le calcul a été fait, calculons alors I'intégraie D.
L'intégrale D peut s'écrire

Y Sj sin{26, —5. Y Si(1,85? —21,8) +1,
Dli. ) =,[ Jsm( Zg ')dez J( l..] ) 2‘)de
] I > (SJ2 —21, 412}
1; -
) ’ Sj° Sj? S _
D(i,j) =1 dsj —21, dSj +1, dsj
1£(sﬁ 21, +12) IS_] 21, +12)° J (82 =21, +12)°
(11163 )

D(i,j) =I,L, =2, L, +1, L,

Les intégrales L, et L., ont déja été calculées au paragraphe ( § [11.4.1.6.1 )
calculons alors l'intégrale L, suivant la valeur du terme ( I —12 )

PREMIER CAS: I’ -I:=0

14S7 —12LS] 1218 "4I‘dS +3I,L, 351, +I5L,

L ==
i 0 (SJ _Is)
- P 2 3
=—1In(Sj -1,) . H3LL, S3LL, HIL,
3
L, =—1n(S’I_I3] +31,L, —3I’L, +IL
3

avec L,, L, et L, définis au paragraphe ( § 111.4.1.6.1).

L-1,Y
L, LN o S I S Y O S +21, L, ~1L,
4 ; -1, I,




1 1 1
NS ] QY L
‘ 3 (lj _13)3 I;

En substituant les expressions de L,, L, etL, dans I'équation ( TI1.63 )
I'intégrale D s'écrit alors :

2

D(ls.]) =I]
+1; - : : +i3
30{1, 1,) L
1 1 I il 1 1
2L} - +— | 421, — +— 1| - LY
['j -, 13] |2, -1,)" 2L i (1, -1,) L
| 1 1 b1 1
+1, +l,| — +-—
20, -1,) 26 7 31, -,) &
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Finalement :
| ! L a ’ l;‘ -1, I
Lfae s | |
~ (18 L ) —— - (ILes)
(lj _13) 3
1 . ) | ] ,
__(Ill'i _2121-; +I‘I;) 0 +_3
3 (1 _[3) I

et

M(i. j) =—1,[ — +i} A1, L) — =L

-1, 1 (1, -1,) .
1 1 i
—| e — {1, 2L I, +1.I? 1165
3(15—13)3 I;(‘ s HE5) ( )

Les coefficients sont identiques a ceux déterminés au paragraphe ( § I11.4.1.6.2 ) et
sont donnés par ie systéme ( I11.38 )

SECOND CAS: [2 -1} > 0

i 53 -2 2 2\ 2
1 245)7 —121.8)° +4(1; +213)Sj —41.1
L4 = 3 ( 4 ?2) 4 dS_] +3I3Ll _(Ii +213 )L,, +IEI§L1
4 2 _21,8) +12 o \
) (Si* —21,Sj +12)

1 .9 . i 3
:Zln(S;‘ ~21,Sj +13)2| +31,L, {12 4212 )L, +L.I°L,
0

2

5 2
1 1% —2131 +I; 2
L, =Zln(;,g___“ +3L,L, —(13 +2I§)L2 +I,IL;

avec L,, L, et L, définis au paragraphe ( § 111.4.1.6.1).

3
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i 211 +12 Y
L4 =lln(-.:‘.+i +313 —1_.
4 L JB B

2

[ arct

— 41, L,

1» _13'

J
VI 12

Apres toutes substitutions L, peut se mettre sous la forme :

1 i -1, I
— arctg =~ -arctg >
1 | G 12

J

1

1

: 2l ) 4 ) 26
1. [ 12 =211, +13 ‘
L, =—Inj 2—22 — I,| +21,

{1} +213)

3

1 1 b
+13 3 [_( 2 2
(Ii g )5 2ib" + a

)
+!

2

1 1 b a
b , v 2\b? 1 a’ 41
(14 '-13 )2
1 1 b a
E 2 [E(bz +
(13 12 )2

+l(arctg(b) —al'Ctg(a)))

1 1 b 1
1,15 ( 2)3 (E(bz po a2a+1) +E(arctg(b) —arctg(a)))
I3 -1 )p
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) )

s gl b) —artg()|

—I.
—arctgl ——=— | {421, L, -I’L,
VL T
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1o(1 =21 +12 ) 3 1, -1 _
L, =—1n[ ! e — arctg | ———=2— | —arctg | —ont
4 I; I; -1 1; - I, -1
+(Ii —413) 1 s
2 1§

En substituant les expressions de L,,L, etL, dans l'équation ( TIL.63 ),

l'intégrale D s'écrit alors :

L1221, 42 s L, -1 1
ZlIn J_ZJ_ +———=| arctg . —arctg| ——=te
4 2 NG VI -1 i 1
I —412
oG-, A : :
2 (1, 4, 42 2) L
413 31,1
+( 3 3 z)[(bzb 1 . 1) +(arctg(b) —arctg(a)))
2(12 -12)2 e y
; arctg l];la —arctg _—Ié““'“
i -1 N L -
] ]
2(1; -1,) 412 1z) 2L
—21,| +21, ' 'b
PENR S ([ 22 )+(arctg(b) —arctg(a))]
2(13 ——Ii)E b* +1 a” +]
2 (( b a )
. - 5 +(arctg(b) ——arctg(a))
o ) W
1 ]
2, —1,) 1z —13) 28
+1, . b
+ 3 ( 4 ) Harcta(b) —arctg(a)))
3 E 2 ' =
212 —13)5( o e
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Finalement :

.. I
M(l,}) == L [arctg[
I

1 1
I, —11 1IL

+

(1, +21,12 25,1, —1,13) (1 4
((bz +1

aza+1) Harctg(b) —arctg(a)))

21 1)

311, 21, l_i -1, -1,
+2—2' arctg e | Tarctg ——=== ( 11167 )
I, I3 I, —I; I, —I; )

1 ! !
+—(1,12 =1L, +4L1, -1,)
9 14 143 213 ((iJ _13)2 +Ii _Ii) Ii
AL +LI, —41,15 421,15 S3LLIG )/
+( 13 siq 113 3_ 2 2hds 4)[(b2b : za 1).|..(arctg(b) —arctg(a)))
21} 1) T
_ I I
avec & L et b=

NG

Les coefficients sont identiques & ceux déterminés au paragraphe ( § 111.4.1.6.2 ) et
sont donnés par le systéme ( 111.38 )

111.4.2.2.2 CALCUL DE L'INTENSITE DES SINGULARITES
En imposant la condition de glissement sur la frontiére, de plus les conditions
données par les équations ( 1I1.53 ) et ( 1I1.54 ) doivent étre aussi appliquées pour ce type

de distributions pour les mémes raisons citées au paragraphe ( § [11.4.2.1 ).
Ces conditions s'écrivent dans ce cas :
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M(i,N +1) =M(i,1)
D(i,N +1) =D(i,1) et w AN 1) == (1) (TI1.68)

Ly =1,

Nous pouvons maintenant écrire :

Vo =0, ) 5 (6 2L 0 P )|

i((M D(i j))us(j —i) +D(li’j) ,u,s(j)] =27 U _sin(5, —a)

L] .1 J

N
& ZA =27 U _sin(8, —a)

i=

[

# L'influence du panneau sur lui-méme nécessite un développement
particulier ¢tablit en annexe B.

En imposant les conditions ( [11.68 ), on définit alors les matrices du systéme
qut nous permettent de déterminer l'intensité des singularités, soit :
D(i,2) D(,1)
! L
Dii,1} Dii,N
Ali,0) =m(,) - 200 PG,

1 lN

Ali,1) =M(i,2)

ALJ) =M, j +1) -2 1 DU ( TIL69 )

A(i,i) =M(,i +1) + ( Met D pour 1= ) définis en annexe B )

B(i) =21 U sin(8, —a)

111.4.2.2.3 EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE

De fagon analogue au paragraphe ( § 111.4.1.6.4 ), on établit 1'expression de la
vitesse tangentielle. Soit :

I N . 20, ~5.
V,, ==U,_cos(s, —« +\IZJ[ (j—u+ i) =i l)SjJCOS( - I)de

2
i 0 1 27r rij

i
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! cos(26‘i. —5;)
N wli )| ————dS;
V., ==U_cos(s, —a) +i i ’ k
. > i 27 & +!-Ls(j) ~u,(j —l)lJiSj (:05(219ij —ai)dS'
3 ]
¥ o Ty
( IIL70 )

On remarque que les deux intégrales de I'expression ( 111.70 ) sont de la méme forme’
que les intégrales M et D, il faudra uniquement redéfinir les coefficients I, 1, etl, aleur
tour ces coefficients sont déja définis par le systéme ( 1IL45).

Nous pouvons directement écrire I'expression de la vitesse tangentielle, soit :

AL, Pe,(5) (1L.71)

MZ

V. =~-I,Tm,cos(<?:i —a) —+—I—
2w -

[
A

avec A( 1, ) ) définit par le systeme ( I11.69 ).
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS DE LA METHODE
DES SINGULARITES



IV.1 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent nous avons établi l'algorithme de la méthode autour
de profils, portants et non portants, de formes quelconques.

Dans ce chapitre nous nous proposons d'appliquer la méthode a des profils de
formes connues ( cylindres, aubes, ... ) afin, dans un premier temps, de déterminer
les caractéristiques de l'écoulement ( coefficients de pression, potentiels de
vitesses, ... ) autour de ces profils et par la suite, ce qui est l'objectif principal de
notre étude, d'élaborer un maillage automatique.

1V.2 PARAMETRES CARACTERISTIQUES DE L'ECOULEMENT
IV.2.1 COEFFICIENT DE PRESSION
Le coefficient de pression est déterminé en appliquant I'équation de Bernoulli
entre un point a l'infini amont de l'obstacle et un point i de 1a frontiére de I'obstacle

(fig IV.1 ). Le point 1 sera donc nécessairement un point de contrdle.

Va

figure V.1
D'apres 1'équation de Bernoulli : |
ps
2 V..
PotpUL =P+ oVl = PP = U;[l {—J ]

On définit le coefficient de pression Cp pour les écoulements incompressibles
comme étant le rapport de la différence des énergies cinétiques et I'énergie cinétique

en amont, soit :
2
'Cp{_Pw =1{VﬂJ (IV.1)

U
— U2 ©
29 o

IV.2.2 COEFFICIENT DE PORTANCE

Considérons un profil C ( fig.IV.2 }, faisons un bilan des forces qui s'exercent sur
un élément abed de largeur dx.
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~ds,=bc
ds,= ad
figure IV.2

Bilan des forces s'exercant sur un elément abed d'un profil

Par projection suivant la verticale :

dR =P.ds, cose, —P,ds, cosa;
dR =(P, —P,)dx

or P -P %p Ui(Cp. —Cp;)

1 1
= R=—» UL[(Cp; <Cp,) dx
¢
avec Cp, et Cp, respectivement les coefficients de pression de la surface
supéricure  { extrados ) et de la surface inférieure ( intrados ).
On définit alors le coefficient de portance Cl par :

1
al =1l f(cp, —Cp,) dx (IV.2)
L]

Dans le cas particulier ot le profil est de forme cylindrique ( fig./V.3 ).

Pregsion { P )

Portance (L) ¢ dL=- PR sitf d@
t .

dD= - PR cosf df

Trainée (D)

figure [V.3

Portance et trainée sur un profil cylindrique
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L'expression de la portance et de la trainée sont obtenues par intégration le long
de toute la surface :

Zx 2x
L =—JP.Rsin6 df et D=—jP.RcosB dé
0 0
Les coefficients de portance et de trainée sont alors déduits -

2r 2x
Cl =—jcp.Rsina de et Cd =—jcp.Rcosed3 (IV.3)
0 4]

IV.2.3 POTENTIEL DE VITESSES ET
FONCTION DE COURANT

Le potentiel de vitesses en chaque point est obtenu en superposant le potentiel de
vitesses dii & I'écoulement uniforme et celui dit a la perturbation crée par Vobstacle.

Suivant le type de singularités ( source, vortex, doublet ), dont est chargé
l'obstacle, le potentiel de vitesses correspondant est différent et est donné par le
tableau ( § 11.4.6 ).

La fonction de courant est obtenue de la méme fagon que le potentiel de vitesse.

D'apres les formules données par le tableau ( § IL4.6 ), il apparait qu'il est
important de bien définir la valeur de I'angle 6 et le rayon r,.

Soit un point P de coordonnées ( x, y ) o nous désirons calculer le potentiel de
vitesses (fig IV. 4 ).

P(x v)

figure [V. 4

Influence d'une distribution de charge sur un panneau au point P

On aura :

9, =arcth i r; =(x —xj)2 -i-(y --yj)3

X"‘Xj

(IV.4)

o X; =Xs(j —1) +Sj cosd ;
o y; =Ys(j —1) +Sj sins,

1V.3 APPLICATIONS AUTOUR DE DIFFERENTS OBSTACLES

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la modélisation de la portance
engendrait une distribution de charges non uniforme par conséquent le type de
l'obstacle ( cylindre fixe, profil d'aile, ... ) gouverne le choix de ia distribution.
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Autrement dit dans le cas de profils non portants, on doit utiliser un chargement
concentré ou uniforme par contre dans le cas de profils portants, une distribution
linéaire a été choisie.

I est aussi important de remarquer que la différence au niveau de I'analyse des
écoulements autour de différents obstacles réside dans la localisation des coordonnées
des sommets de l'obstacle, les formules établies dans le chapitre TII seront donc
valables quelque soit la géométrie de l'obstacle.

I1V.3.1 CYLINDRES
IV.3.1.1 CYLINDRE FIXE
Considérons un cylindre centré et non tournant de rayon r, le calcul des

coordonnées des sommets se fait par une localisation angulaire en fixant le nombre de
panneaux N désir€ ( fig.iV.5 ).

figure [ V.5

Discrétisation d'un cylindre en 8 panneaux

0, =1r-ﬂ(i ~1) avec i=I,N
N

ou N représente le nombre de panneaux.
Les coordonnées des sommets sont égales a :
Xs(i) =r cosd, et Y{i) =r sin 6,

Le cylindre étant fixe, ceci se traduit par une circulation nulle donc une non
portance de l'obstacle. Un chargement concentré ou uniforme ( § 11.4.1 )sera donc
adéquat pour ce type d'obstacle.

Les deux points de stagnation sont situés 4 # = 0 et 6 = m, le bord d'attaque sera
le premier sommet, ce qui correspond a un choix que nous nous fixerons pour les
obstacles cylindriques.

IV.3.1.2 CYLINDRE TOURNANT

Soit un cylindre centré et tournant de rayon t, il apparait que 1'écoulement donne
lieu a une portance qut se traduira en utilisant un chargement linéaire ( § 111.4.2 ), de
plus, sutvant la valeur de la circulation I' les points de stagnation se déplacent le long
de la surface du cylindre ( § I11.4.2 ) et afin de satisfaire la condition qui est que le
premier sommet soit un point d'arrét, il faudra alors définir les coordonnées des
sommets en conséquence. ( fig./V.6 )
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figure [ V.6

Discrétisation d'un cylindre tournant

D'apres I'équation ( 111.48 ), nous localisons les points d'arrét dans un écoulement
rectiligne par :

A =arcsin[ ) et A, =1—h\,

47 qr
En imposant notre choix, les coordonnées des sommets seront alors :
Xs(i) =r cosf, et Y{i) =r sin 8.

avec 0, == {%(1 —1) A 1) avec i=IN

1V.3.1.3 RANGEE DE CYLINDRES FIXES

Soient deux cylindres de méme rayon r disposés verticalement et distant d'une
longueur L ( fig. V.7 ).

e\

figure {V.7

Discretisation d'une rangée de cviindres

Le principe reste le méme que pour un cylindre isolé a la différence que
I'ordonnée des centres des cylindres est de 4 L/ 2, nous aurons alors :
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- | |

Xs(i) =r cosf, et Ydi) =— % +r sinf, i=1LN
Xs(i) =r cos#, et Ydi) =% +r siné, i=N +1,2N
ou
8, =w{33(i -1) +>\1) avec i=1,2N
N
1V.3.1.4 PROFIL D'AILE
figure IV.8

Un profil d'aile présente une partie arrondie a I'avant et une pointe F a l'arniére
appelée BORD DE FUITE ( fig1V.8 ), le BORD D'ATTAQUE A est le point de
contact du profil avec le cercle de centre F.

Un profil d'aille présente deux surfaces, une surface supérieure appelée
EXTRADOS et une surface inférieure appelée INTRADOS.

La forme des profils étant normalisée ( NACA ), la discrétisation en N panneaux
se fait en introduisant les coordonnés des points disponibles dans les tables.

Les profils d'ailes étant des corps portants, la distribution de singularités devra
étre linéaire. Lors de la détermination des intensités des singularités, une condition
supplémentaire doit étre intoduite, c'est la condition de KUTTA-JOUKOWSKI qui
consiste dans notre cas a ce que le bord de fuite soit un point d'arrét.

Lors de I'étude de turbomachines, les écoulements se développant dans une gnlle
d'aubes, il nous a paru important d'appliquer la méthode des singularités pour I'étude
des écoulements aubes a aubes ou autrement dit a travers une rangée de profils.

Pour ce type d'obstacles, I'affectation des coordonnées des sommets des profils se
fait automatiquement a partir du premier profil en précisant initialement le numéro du
bord d'attaque et du bord de fuite.
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CHAPITRE 'V

ELABORATION D'UN MAILLEUR
PAR LA METHODE DES SINGULARITES




V.1 INTRODUCTION

Lors de I'étude de certains probiémes de mécanique des fluides, on aboutit trés
souvent & des équations différentielles avec second membre.

Pour la résolution de ces équations, on utilise nécessairement une méthode
numérique, nous citons par exemple la méthode des différences finies et la méthode
des éléments finis.

La particularité de ces méthodes est qu'elles utilisent un maillage, le premier
probléeme qui se pose alors est au niveau de la construction de ce maillage car la
convergence des résultats dépendra initialement de la qualité de ce dernier.

Plusieurs maiflages ont déja été utilisés, parmi eux nous citerons :

- maillage rectangulaire
- maillage rectangulaire incliné
- maillage curviligne

L'inconvénient de ces maillages est qu'ils sont construit d'une fagon purement
géométrique donc ne repose sur aucunes considérations physiques ce qui d'une part,
impose un certain nombre de tests assez lourds et d'autre part, ce qui est trés
important, fait quelques fois diverger les résultats.

Pour cela nous nous proposons d'élaborer un mailleur, basé sur la méthode des
singularités et utilisant les lignes équipotentielles et les lignes de courant, donc
reposant sur des considérations physiques, ce mailleur pourra étre par la suite
appliqué a différents types d'obstacles et différents types de problémes.

V.2 CALCUL DES POTENTIELLES DE VITESSES ET
DES FONCTIONS DE COURANT

Considérons un point P de coordonnées (x,, y,) appartenant au plan ( fig.V.1 ),
le potentiel de vitesses et la fonction de courant en ce point seront respectivement
déterminés en superposant le potentiel de vitesses et la fonction de courant de
I'écoulement uniforme et le potentiel de vitesses et 1a fonction de courant résultants dy
chargement des singularités sur tous les panneaux de I'obstacle.

P

N,

figure V.1

Influence d'une distribution de singularités sur un panneau j en un point P
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Il se dégage alors que les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction de
courant devront étre établies en fonction du type de singularités et du type de
chargement. Il est intéressant de rappeler les potentiels de vitesses et les fonctions de
courant, donnés par le tableau ( § 11.4.6 ), correspondants aux types de singularités.

Ecoulement Source Vortex Dipole
Uniforme
8]
: q cosd —a) k 0 £ cos
2TT 2w’
U, —q sin(8 —o) 0 Y Sing -
27 21’
v qrsin(f —) L ~Yinr £ Sing
2T 2T 2xr
¢ qrcod —) L]n T Yo B coss
2T 2T 27r

V.2.1 DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCES
Par définition ;

¢(X0:Y0) = it +E¢g et \[’(xt}:}'o) =Y oos. T EKI’.J
= 1=

- Le potentiel de vitesses dii a I'écoulement uniforme restera quelque soit le type
de chargement et le type de singularités égat 4 :

Pecanir. =U X, COS +U y, sin

- i et est de méme pour la fonciion de courant ;
Y oumir. =U oY, cOsa ~U X, sin a

- Le potentiel de vitesses et la fonction de courant dus au chargement uniforme de
sources sont égaux a :

lj . !J- .
[ . zfmd‘:i [ 4 :fk(J) & AS;
{ Y4 2w - % v a2 |
et
TR Nk
l - wy T 2"7 ‘({n. sy l-—' ¥ » ——2';“{) Ul}Uu_l
Finalement, on obtient les expressions :
NS {6)) S
dx,,y,) =U.x,cosa +U_y, sin o +j;2—1r‘1-fn r,dSj
et (V.1)

: - NG
\ll(xo,yo) =U _y,cosa —U _x, sina +§;!0ijd8j
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Les termes 8 et r; sont définis par les équations ( IV 4).

REMARQUE :
Pour le calcul des intégrales, nous utiliserons la méthode d'intégration numérique
de SIMPSON.

V.2.2 DISTRIBUTION LINEAIRE DE SOURCES

La différence qui réside entre les expressions du potentiel de vitesses et de la
fonction de courant de ce type de distribution et de la distribution uniforme est que
l'intensité de la singularité dépend de la variable d'intégration Sj (fig. V.2 ), en effet

k.

figure V.2

Soit une intensité :
oy kG kG -)
k; =ks(] —l)+ T
1
Les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction de courant se mettent
sous la forme :

Sj

1.

N
¢‘(Xoaye) =U X, cosa +U _y, sina +-2—lrj;‘l'kj In ridej

et ({V72)

b

N
Yk 6 dsi

=

NT_
)

[

yb(xo,yﬂ) =U .y, cosea ~U _x,sina

V.2.3 DISTRIBUTION UNIFORME DE VORTEX

Un detimit en un pomnt P de coordonnées (x,, y,), le potentiel de vitesses et la
fonction de courant par :

¢{.x0 ¥y J :qbuc.uuif. + Z‘bij et lf/ (XO ’YO) =¢ec.uuif. + Zw i
= i=
Par analogie au paragraphe ( § V.2.1):

I ’Y( 1 L .
_ J) eij , _ 'Y(J) In T e
é; "‘[[ ox dS; { ¥ __‘1. 271_' —dSj
1 L et L
i) b, ... i)} .
% = !‘eﬁdsj L= v, - _([lnrijds_;




Nous obtenons alors les expressions :

B N
‘b(xo:yo) =U.,y,sma +U_x,cosa + T(J

j=

et {V.3)

je dSj

w : ]J
‘/’(meo) =U ¥y, cosa —U x,sina — Eﬂjln ridej
g2

V.2.4 DISTRIBUTION LINEAIRE DE VORTEX

De la méme fagon qu'au paragraphe ( § V.2.2 ), on tire l'expression de l'intensité
des singularités, soit :

7.(j) =v.(i =)

'YJ =’Ys(j —1) + l S_]
i
D'ou :
1 X 1
#(x,,v,) =U_y,sina +U x,cose + — ZI v,0,dSj
Tia0
et (V.4)

1
¥(%,,¥o) =U .y, cosa —U _x,sina — . E.[Yf In r,dSj

=0
V.2.5 DISTRIBUTION UNIFORME DE DOUBLETS

En se référant au tableau du paragraphe ( § 11.4.6 ), et en procédant de la méme
fagon que précédemment, on obtient les expressions suivantes :

u(j) i cos@,

#(x,,v,) =U.x, cosa +U_y, sina — Z——I b dsj

2x g 1

et (V.5)
N l; 0
Mﬂjﬂn 4

¥(x,,¥,) =U .y, cosa —U _x, sin & -E-Z? :
0 i

V.2.6 DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS
Dans ce type de distribution, l'intensité des singularités est exprimée par la

uo ki) =, —1)
i

i
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Les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction de courant sont alors -
N Y jcosb

. 1
Xe,¥o) =Uy,sine +U - — ——=(§j
¢‘( 0 YU) Yo Ko COSQY ZTJ;'!. r, ]
et (V.6)

pising,

N - ] N lJ 1
‘l’(xo,YO) =U.y, cosa “UX,sina + E EJ‘ T. d5j

= i

V.3 CONSTRUCTION D'UN MAILLAGE PAR LES
LIGNES EQUIPOTENTIELLES ET LES LIGNES DE COURANT

V.3.1 PRINCIPE DU MAILLAGE

Le potentiel de vitesses et la fonction de courant étant calculables en tous points
en utilisant la formulation basée sur la méthode des singularités, lidée est de
construire la ligne équipotentielle et la ligne de courant & partir dun point P de
coordonnées (x,, y,) bien choisies, puis en choisissant un incrément on boucle pour

tracer les lignes équipotentielles et les lignes de courant suivantes jusqu'a certaines
hmites fixant le domaine a mailler.

Les lignes équipotentielles et les lignes de courant étant orthogonales entre elles
( voir § [1.2.2), on obtiendra ainsi e maillage d'un domaine considéré,

V.3.2 TRACE DES LIGNES EQUIPOTENTIELLES

Une ligne équipotentielle étant constrnite en joignant les points ayant le méme
potentiel de vitesses, pour le tracé de celle-ci, considérons un point quelconque
P(x,, v,) ou l'on calcule son potentiel de vitesses, on cherche alors dans un proche
périmétre & ce point, un autre point Q(x,,y,) ayant le méme potentiel de vitesses, en
répétant successivement cette démarche nous obtiendrons ainsi une liene
équipotentielle.

Pour la recherche du point Q(x,,y,), dans un certain périmétre, qui a le méme
potentiel de vitesses que le point P(x,, y, ), on utilisera la méthode de dichotomie.

Il nous a semblé pour ce tracé, que la description des étapes a suivre serait plus
claire en établissant un organigramme. ('v. Organigramme I )

V.3.3 TRACE DES LIGNES DE COURANT
LE ACC ues (IZHES UC COUTAIN >¢ 1AI0 de 1dQoll IUenIUe o celUl Jugs 11gHes

equipotentielles & la différence que la recherche du prochain point se fait dans le
premier et quatrieme cadran. ( v. Qrganigramine 11 )
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ORGANIGRAMME [ Début )

/ Zhoisir un peint P(x,v /

Go=( Xo.Yo)

F e
3 o

et— |

= Xot+th;Y:=Yo
—Xo-h Yb—Yo

1

(bd = iy
o= oY
1

Bc = (ea+9b)lf2

Xe=Xsth.cosbe l
Ye= Yo"’hh.SiIch

non

Y

@%f‘ o= o X Yo) oui

oul

* <&n non

1= (u-po)(de-cho)
¢ = (Gimbe)(Ge-cho)

Bb= ec
’ _-J Xo = Xc - Xh - Xc
Yo=Y s Yo=Y
i G:= 6
i X=X
’ Y:=Ye
! Pas de Soluiions
; FIN STOP
'
L BLOC &

TR




ORGANIGRAMME 11

/ “hoisir un point P(x,y /
1

h=cte
hh=h
'
Xo= X
Yo=Y
Y
Vo= ¥{ Xo,Yo)

non

Ko Kmax

FIN

63= 7”'2
h=—7/2

{

XD;Y3=Y0+h
Xe:Yoe=Yo—h

Xa

2
b

1=1

\Ira = ‘I’( Xﬂ.Ya)
Yo = V{ XoYs) |

!

= (fatbh)/2

\

X.= X, + hh.cosf
Ye=Y. + h.SiﬂBc

1=1+1

L

W= ‘I’( Xc,Yc) oui

+ 1<n

1= (Ghu- o) (e- )
2 = (o) e-ho)

=8
: Xp = Xc
Yo=Y

Xo:Xc
Yo=Y ]

a=9c
Xa=Xc
>Q Y.=Yc

Pas de Solutions
STOP
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V.3.4 DETERMINATION DES COORDONNEES AUX NOEUDS

En suivant le principe décrit dans le paragraphe ( § V.3.1 ), les lignes
equipotentielles et les lignes de courant peuvent étre tracées, il s'agit maintenant de
déterminer les points d'intersection de celles-ci autrement dit les coordonnées aux
noeuds.

Pour cette recherche nous considérerons en premier lieu le segment reliant les
deux premiers points successifs de la premiére ligne équipotentielle et chercherons
tous les segments des points successifs formant les lignes de courant sécants avec ce
segment, ceci en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires. A chaque |
intersection, nous localiserons alors les coordonnées du point ou sont sécants les
segments en utilisant leurs équations.

En considérant & chaque fois le segment suivant de la ligne équipotentielle, ces
ctapes se répéterons et ceci jusqu'a ce que tous les segments de toutes les lignes
équipotentielles eut été considérés, on déterminera ainsi les coordonnées de tous les
noeuds.

V.3.5 ORGANIGRAMME DU MAILLAGE

Afin de ne pas trop compliquer la compréhension de l'organigramme I établi par
la suite, nous avons préféré ne pas y insérer certains tests qui existent dans le
programme. Cependant nous précisons, d'une fagon générale, que ces tests
interviennent daas :

- Les hmites du domaine a mailler qui dépendent de la géométrie des
obstacles considérés ( cylindre isolé, rangée d'aubes, ... ).

- Le type de chargement adopté ( vortex, ... ).

- Le raffinement souhaité du maillage.
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/ Choisir le point P(x,y) /

v

h = cte
hh = h
Y
Xo=X
Yo=y

Y
nfi =0

1

¢0 = (b(Xo. Yo)

!

BLOC &

!

nfi = nfi +1

'

Stockage dans fichier [1]
Xo, Yo

Yo < Ymin Yo > Ymax

hh = —h
X0= Xo+’

non
0

R



‘I’o = ‘I’(Xo.Yo)

.l.

BLOC V¥

'

npst = npst + 1

'

Stockage dans fichier [2]
Xo, Yo

hh = ~h
Y0=Y0+6
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Lire [2] x1, vyl

-

kont = kont + 1

* oui FIN

Lire {2] x3,vy3

X3 ol non
v3

x2=x1; y2 =yl
xI=x3 ; yl =y3

1x2 =
y2 =
|
REWIND [1]
xl =x3
yl=y3

Lire [1] xx1, yyl

\
cont = cont + 1

oul .
cont > nfi
non

Lire [1] xx3, yy3

xx2 = xx1 ; yy2 = yyl
xx1=xx3 ; yyl = yy3

o oui sz - xx3
yy2 =yy3
|

o4

3

/DN



za =yl —y2

zb = y2.x1 —yl.x2
zc = x1 — x2
zd = yyl — yy2

ze = yy2.xxl — yvl . xx2

zf = xx] — xx2

zx = (ze.zc — zb.zf') / (zazf — zczd)

oul

(zx — x2)(zx — x1)

(zx — xx2).(zx — xx1)
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zy = ((yl —v2)zx + y2.x1 —ylx2)/(xl — x2)

oul

oul

Stocker dans fichier [3]
Coordonnées du noeud

(zx,zy)

xx1 = xx3

yyl = yy3
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V.3.6 ORGANIGRAMME DU PROGRAMME

()

Lire [5]
U,a N
Type obstacle
g
. oui non
Cylindre ' Profil
1=1
Lire [5] '
r
Discrétisation SI;;:n[eSt]s ;
angulaire . :
des sommets Xs(n), Ys()

nen

oui

-

Calculs des
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M

enu

l:z
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L
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non out
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Distribution
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uniforme

Sources

Doublets

o

Distribution
linéaire

Tt

]

Calculs des
Matrices
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Y

Résolution du
systeme

[AJ(x)=[B]

/- oammn CoQanax / /

i Q== Chanm
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out

Calculs de V~

Calcuis des
Cp

Calculs de Sauvegarde
Cl(e) Cp
Sauvegarde
Cl(e)
ag=c+1
non
o << (¢max —
STOP
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CHAPITRE VI

RESULTATS ET INTERPRETATIONS



VL1 CALCUL DES COEFFICIENTS DE PRESSION

VI.1.1 ANALYSE DE L'ECOULEMENT AUTOUR D'UN CYLINDRE FIXE
VI.1.1.1 DISTRIBUTION DE SOURCES

En vue des courbes C1 et C2 obtenues respectivement pour une distribution
concentrée (fig. V1. 1) et une distribution uniforme de sources (fig. V1.2 ), il apparait que :

- Les coefficients de pression aux points de stagnations (8 =0¢t § = ) sont
parfaitement déterminés par rapport a leurs valeurs théoriques { Cp=1).

- Les courbes C1 et C2 sont symétriques, ceci s'expligue d'une part par la
géométrie symétrique de l'obstacle et d'autre part par la nature de I'écoulement qui est
non portant.

- Indépendamment aux calculs des coefficients de pression, on remarque que la
somme des intensités de singulantés est nulle pour une distribution de sources, on peut
expliquer cette particularité par le fait que T'obstacle étudié est un corps fermé non
portant et présente une symétrie ce qui engendre au niveau de la distribution un
équilibre de sources et de puits de mémes débits.

- Pour une distribution concentrée, on remarque qu'en s'éloignant de part et
d'autre des deux points de stagnation les valeurs des coefficients de pression ( N = 8)
s'écartent légérement de celles calculées analytiquement ( annexe C ), ceci est
conséquent aux variations rapides des vitesses, en effet, 4 partir du premier point de
stagnation ( Cp = 1 ) les particules fluides acceélérent jusqu'a atteindre une vitesse
maximale ( Cp = -3 ) puis décéleérent jusqu'au second point de stagnation ou la vitesse
s'annule de nouveau ( Cp = 1), toutefois en raffinant la discrétisation de I'obstacle
autremcent dit en augmentant i¢ nombre de panneaux N, nous aurons d'autant pius une
metlleure convergence des coefficients de pression.

- Pour une distribution uniforme, en adoptant une discrétisation de 8 panneaux
les coefficients de pression calculés par la méthode des singularités appartiennent a la
courbe théorique.

En premére conclusion, lorsqu'on s'intéresse aux valeurs des coefficients de
nression. 11 est nréférable d'adonter nne dictribnbion 1mifarme far nanr fra fune de

disiribution ta discretisation de l'obstacie ne necessite pas un rattinement parnicubier et
les résultats obtenus sont d'une excellente précision.
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Coctticients de pression ( Cp)

Courbe théorique des Cp
Courbe des Cp avec 8 panneaux

Courbe des Cp avec 16 panneaux

®+X

Courbe des Cp avec 32 panneaux

-4.00 |IIIll!l]i!flliil[‘fﬁ(degrés)
0.00 200.00 400.00
Figure VI 1
Distribution des coefficients de pression sur un cylindre fixe
pour une charge concentrée de sources
Coefficients de pression théoriques

4.00 —
— — o Coef, de pression a & panneaux
@ _ JAN Coef. de pression 4 16 panneaux
% ] ] Coef. de pression & 32 panneaux
E =
2 i
;{1 -—
5 0.00 —
=2 —
= - e
B L N/

. < g
-4.00 lIIIIIIIITIIlll1&il9(degrés)
0.00 200.00 400.00
Figure V6.2

Distribution des coefficients de pression sur un cylindre fixe
pour une charge répartie de sources
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CocfTicicnts de pression (Cp)

Cowrbe des Cp théoriques
o Courbe obtenue par 1a M.S. pour 8 panneaux
[ ] Couwrbe obtenue par Jla M.S. pour 16 panneaux
‘*«g— Courbe obtenue par ia M. S, pour 32 panneaux

-4.00
I T v T 1T T T l | N I B 1T 1 I l 0 (degrés)
0.00 2006.00 400.00
Figure VI.3
Distribution des coefficients de pression sur un cylindre fixe
pour une charge concentrée de doublets

4.00 — Coef. de pression théorique
:a ] < Coef. de pression a 16 panneaux
% ] @ Coef. de pression a 32 panneaux
% : ----- 4P~ Coef. de pression a 80 panneaux
5 |
&
3
L]
5
5
35
3

-4.00 L s s T O O S Y s B A G110

0.00 200.00 400.00

Figure V'l 4
Distribution des coefficients de pression sur un cyiindre fixe
pour un chargement uniforme de doublets
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V1.1.1.2 DISTRIBUTION DE DOUBLETS

La premiére remarque a faire pour ce type de singularités est que toutes les
intensités des singularités sont égales, que ce soit pour une distribution concentrée ou
uniforme, de plus les points de stagnation ( Cp = 1 ) sont trés bien déterminés, I'allure
des courbes quand 4 elle reste toujours symétrique.

Pour une distribution concentrée de doublets, les valeurs des Cp représentés par
la courbe C3 ( fig. V1.3 ), se confondent avec celles calculées analytiquement et ceci
méme pour un nombre de panneaux égal a 8 ce qui n'est pas le cas pour une
distribution concentrée de sources, il est donc préférable, pour un chargement
concentré, d'utiliser des doublets.

Pour une distribution uniforme de doublets, il est apparu que la valeur des
coefficients de pression divergeait complétement de la solution exacte, et de plus que
l'amplitude de la courbe C4 des Cp varie suivant la discrétisation de I'obstacle soit le
nombre de panneaux adopté ( fig. V1.4 ), ceci étant évidemment anormale.

En vue de ces variations aléatoires des valeurs des Cp, nous sommes donc
arrivés a la conclusion qu'une distribution uniforme de doublets ne donnait pas de
résultats et ne pourrait étre adoptée pour certains types de probiémes.

VL1.2 ANALYSE DE L'ECOULEMENT
AUTOUR D'UNE RANGEE DE CYLINDRES

La courbe C5 ( Cp =f (6 ) ) obtenue pour un écoulement & travers une rangée
d'obstacle est d'allure identique a celle obtenue pour un cylindre, la symétrie de celle-ci
est liée 4 la symétrie géométrique que présente une rangée de cylindre
{figVI5.aeth).

Cependant, toujours en comparant C5 et C2, on remarque qu'en considérant
pour un méme angle les valeurs des coefficients de pression, celies correspondantes a
I'écoulement autour d'une rangée de cylindre sont inférieures a celles autour d'un
cylindre, en effet ceci s'explique par la contraction de la section d'entrée ce qui
entraine une accélération de la vitesse soit une chute de pression.

VL.13 ANALYSE DE L'ECOULEMENT
AUTOUR D'UN CYLINDRE TOURNANT

La présence de circulation. donc d'une vitesse supplémentaire ( annexe C )
mmplique que la courbe C6 ( fig. VL6 ) qui donne la variation des Cp en fonction de 6
n'est plus symétrique-( ceci en comparaison avec la courbe C1)

i PreLlIn LUl i e et o e gy o IS b sl
sont parfaitement déterminés, cependant comme pour le cas dune distribution
concentrée de sources, les résultats convergent proportionnellement avec le nombre de
panneaux surtout ou le gradient de pression atteint des valeurs importantes
(0 € [ 60° 120°]), il est donc nécessaire de choisir une bonne discrétisation de
l'obstacle afin d'obtenir de meilleurs résultats.
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Cocdlicients de pression (Cp)

4.00 —

) Courbe des Cp théoriques pour un cylindre fixe
7 ~~&-— Courbe des Cp obtenue par la MLS. sur le cvlindre inf.
- < Courbe des Cp obtenue par la M.S. sur le cylindre sup.

&-— © ©
-4.00 T T T T T T T T T T T T T T 6 (degrés)
0.00 200.00 400.00
Figure V1.5.a
Distribution des coefficients de pression sur une rangée de deux cylindres
pour un nombre de panneaux N égal & 16 -
4.00 — ———  Courbe des Cp théoriques
_§ — & Courbe des Cp obtenue par [a M.S. sur le cylindre inférieur
g _| <] Courbe des Cp obtenue par la M.S. sur le cvlindre supérieur
? ]
3
‘ a
3
g
C
_ B *——"s

-4.00

'IEIF’]IIII||Iig"’?‘1lilllle(degrés)
0.00 200.00 400.00

Figure VI5. b
Distribution des coefficients de pression sur une rangée de deux cylindres
pour un nombre de panneanux N égale a 32
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Coefhicients de pression (Cp)

-8.00

o
(@)
(=]
I

Courbe des Cp théoriques
Courbe des Cp obtenue par Ia M.S. pour 16 panneaux

Courbe des Cp obterme par la M.S. pour 32 panneanx

ST

Courbe des Cp obtenue par la M.S. pour 64 panneaux

i °
— A
'%ﬁ . j Q{dagres}
! | | |
0.00 100.00 200.00 300.00 400.00

ragtre Lo
Distribution des coefficients de pression sur un cylindre tournant
pour une circulation égale a 2.pi.r. U



V1.1.4 ANALYSE DE L'ECOULEMENT
AUTOUR D'UN PROFIL D'AILE

Pour T'application de la méthode nous avons adopté le profil NACA 4412, le
nombre de panneau qui est donnée par la table est de 54 et les vartations du coefficient
de pression Cp mesurées expérimentalement sont données pour deux angles
d'inctdence différents : @ =2° et o = 16°.

Les courbes C7 et C8 obtenues pour un angle d'incidence a de 2° et un angle «
de 16° sont données respectivement par les figures ( V1.7 ) et ( VI8 ).

Considérons la courbe C7 obtenue pour o = 2° :

- La valeur du coefficient de pression au bord d'attaque est parfaitement
déterminée et est égale a 1 ce qui correspond bien au point de stagnation ou la vitesse
est nulle.

La concordance entre les valeurs obtenues par la méthode des
singularités et les valeurs expérimentales est assez bonne, cependant certaines régions
présentent quelques différences avec les valeurs expérimentales, pour commenter ces
divergences, considérons deux zones :

» Zonel: 0<x<8%

Remarquons en premier lieu que lorsqu'on dépasse le point de stagnation, le
fluide est alors accéléré des deux cotés du profil, cependant l'accélération du fluide sur
Textrados est plus conséquente que celle sur l'extrados ce qui se traduit par des valeurs
du Cp sur l'intrados supérieures a celles sur l'extrados.

En conséquence 4 ce phénomene il apparait que pour le calcul des Cp dans
cette zone, ou le fluide accélére fortement, la méthode des singularités donne des
résultats moins précis ou I'évolution des vitesses est rapide.

» Zonel: 8% <x<100%

Dans cette zone la concordance des Cp expérimentaux et calculés est assez
bonne et ceci s'explique par des variations moins rapides des vitesses cependant au
environ de 25 % de la corde. une divergence apparait sur l'extrados. cect s'explique par
ie changement de la pente du profil.

LA PP I 1., RIS LI PN, A

danen e s P vy R VR TRT S L

L'allure de la courbe C5 obtenue par la méthode des singularités est toujours
similaire a celle obtenue expérimentalement.

On remarque que le point de stagnation n'est plus situé sur le bord d'attaque et
est déplacé sur l'intrados et ceci en conséquence a l'angle d'incidence qui est plus
prononcé que précédemment, d'autre part on remarque aussi que celui-ci ne correspond
plus au point de stagnation déterminé expérimentalement, ceci s'explique par V'effet du
décollement de la couche limite qui pour une incidence plus accentuée agit d'une fagon
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plus caractérisée sur I'extrados, en effet linfluence de la couche limite tend a
augmenter I'épaisseur du profil sur I'extrados ce qui déplace le point de stagnation vers
le bord d'attaque.

L'apparition de la couche limite ayant pour effet de réduire la vitesse sur
Fextrados, sur ce dernier les coefficients de pression déterminés expérimentalement
seront donc, en comparaison avec ceux déterminés par la méthode des singularités,
supérieurs a ceux calculés, et sur P'intrados ou l'effet du décollement de la couche
limite est pratiquement négligeable, toujours en comparant les résultats analytiques et
expérimentaux, on voit bien que les valeurs des coefficients de pression expérimentaux
et ceux calculés coincident trés bien, de plus les valeurs trés grandes de ces derniers
montrent bren que I'intrados est une surface portante.

VI.1.5§ ANALYSE DE L'ECOULEMENT
AUTOUR D'UNE RANGEE DE PROFILS D'AILE

Nous avons, pour une rangée de profils d'aile, considéré uniquement un
écoulement a travers deux aubes, la connaissance de l'influence d'une aube sur une
autre pourra €tre ensuite extrapolée pour anticiper les caractéristiques d'un écoulement
dans une grille d'aubes.

Comme il a été expliqué dans le cas d'une rangée de cylindres ( § VI.1.2), la
contraction de la section dentrée du canal crée un effet de blocage qui a pour
conséquence d'augmenter la vitesse, en comparant les coefficients de pression,
déterminés par la méthode des singularités pour une aube isolée, et ceux déterminés
pour deux aubes formant un canal, et ceci pour des angles d'incidence de 2° et de 16°
respectivement représentés par les courbes C6 ( fig. V1.6 } et C7 ( fig VL7 ), il apparait
‘bien que :

- sur la premiére aube, ou son extrados forme la frontiére inférieure du canal,
on voit bien une chute de pression sur ce dernier.

- sur la seconde aube, ou son intrados forme la frontiére supérieure du canal,
une chute de pression apparait sur cette surface.

De plus, toujours a travers ces courbes, on remarque que les Cp de I'intrados de
la premicre aube se confondent avec les Cp de l'intrados de l'aube isolée et que les Cp
de l'extrados de la seconde aube se confondent avec les Cp de l'extrados de I'aube
1solée. on peut alors conclure que mise a part sur les surfaces qui forment le canal.
lintluence du chargement des singularites d'une aube sur f'autre est negligeable, ce qui
n'est pas en contradiction avec la réalité.

Notons que I'influence de la vanaton de l'angle dincidence sur les

caractéristiques de I'écoulement a travers une rangée d'aubes agit dans le méme sens
que celle qui a ét€ discuté pour un écoulement a travers une aube isolée { § V1.3 ).
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Figure V1.7
Dictribution des corfficients de pression sur un profil
NACA 4412 avec un angle d'incidence de 02 degrés
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Distribution des coefficients de pression sur un profil
NACA 4412 avec un angle d'incidence de 16 degrés
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Distribution expérimentale des Cp pour un profil isolé
—@— Distribution des Cp pour le profil inférieur obtenue par la M.S.

—4—  Dhstribution des Cp pour le profil supérieur obtenue par la M. S,
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Ficmre V1.9
Lustribution des coefficients de pression pour une rangée de deux profils
NACA 4412 avec un angle d'incidence de 2 degrés.
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—— Courbe expérimentale pour un profil isolé

Distribution des Cp sur le profil inf. obtenue par la M. S.

X »

Distribution des Cp sur le profil sup. obtenue par la M.S.
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[igure VI 10
Distribution des coefficients de pression pour une rangée de deux profils
NACA 4412 avec un angle d'incidence de 16 degrés
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V1.2 INFLUENCE DE L'INCIDENCE DE
L'ECOULEMENT SUR LA PORTANCE

—&—  Courbe des Cl calculés par la M.S.

hy
o
o
|

2.00

ljtlllllli!ll!llil

Coeflicients de portance (CI)

0.00 —

1 O T O Y

'2-00ilhlllliIlIIILI[llTIa(degrés)
-20.00 0.00 20.00

Figure V.11
Influence de l'incidence sur le coefficient de portance dans le cas
d'un profit NACA 4412

La courbe ( fig.V1. 11 ), obtenue par la méthode des singularités ( M.S. ), qui
represente l'évolution du coefficient de portance en tonction de l'incidence de
I'écoulement, montre que la portance augmente indéfiniment dans le méme sens que
cette incidence, dans une certaine plage a petites incidences ceci est vérifié,
cependant, a partir de certaines valeurs ou les phénoménes physiques ( décollement de
la couche limite, viscosité, ... ) sont prépondérant, on devrait expérimentalement
observer une diminution de la portance,

VL3 APPLICATION DU MAILLEUR A DIFFERENTS OBSTACLES
V1.3.1 CYLINDRE FiIXE
Pour une incidence nulle, les points de stagnation étant localisés aux angles
6 = 0 et 6 = m, sur le maillage effectué autour d'un cylindre fixe ( fig V1.12 ), ces deux
points se caractérisent bien par le changement du sens de I'évolution des lignes de

courant, en effet on voit que sur la moitié supérieure du cylindre I'évolution est de sens
inverse que sur de la partie inférieure.
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On observe bien un raffinement des mailles dans les zones ou les variations de
vitesses sont sensibles.

V1.3.2 RANGEE DE CYLINDRES FIXES

L'effet de blocage est bien matérialisé par le raffinement des mailles au niveau
du canal formé par les deux cylindres, comme il a été¢ montré par l'allure des courbes
des Cp, l'influence d'une rangée de cylindres ne s'opére qu'au niveau du canal et ceci
est apparent en comparant le maillage autour du cylindre fixe et de la rangée de
cylindre ou il apparait qu'en dehors du canal, les maillages ont la méme structure

(figVii3).
- - Carial
~ Raffinement des

: mailles
méme structu&, : ,
du maillage

VL.3.3 CYLINDRE TOURNANT

Pour l'exemple traité, nous avons adopté une circulation positive ce qui se
traduit par une rotation du cylindre dans le sens des aiguilles d'une montre, les points
de stagnation seront alors sur la partie inférieure de l'obstacle.

La connaissance de la zone dans la quelle se trouvent les points de stagnation
est nécessaire pour obtenir un maillage raffiné, en effet, aux abords de ces points les
variations des vitesses sont tres sensibles, le principe de notre maillage nous imposera
donc de choisir le point de départ du tracé des lignes équipotentielles dans la partie
supéricure de l'obstacle. Les deux exemples traités ( fig.Vii3.a et b) illustrent
clairement cette condition.

Notons aussi qu'ilk est nécessaire de bien choisir la discrétisation de I'obstacle
( N= 16 ) afin que les lignes de courant proches de I'obstacle décrivent précisément

V1.3.4 PROFIL D’'AILE ISOLEE

Les exemples traités sont représentés par les figures ( VI.14.a, b et ¢ )
correspondent respectivement a des angles d'incidence de 0°, 10° et -5°.

Suivant cet angle, il apparait bien, d'aprés l'allure des lignes de courant, que le
point de stagnation se déplace par rapport au bord d'attaque :

- Pour un angle d'incidence nulle ( & = 0° ), il se confond avec le bord d'attaque.
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- Pour un angle d'incidence positif ( a = 10°), il se déplace sur l'intrados.
- Pour-un angle d'incidence négatif (o= -5°), il se déplace sur l'extrados.

Pour chacun de ces cas, on constate bien sur les figures, que les zones ou les
mailles se raffinent sont celles o se situe le point de stagnation soit oil les gradients de
pression sont faibles.

V1.3.5 RANGEE DE PROFILS D'AILE

Nous examinons maintenant les résultats des différents cas traités, illustrés par
les figures ( V1.16.a, b et ¢ ) et correspondant respectivement a des angles d'incidence
de 0°, 10° et -5°.

En plus de l'influence de cet angle sur le raffinement du maillage, qui a été
discutée précédemment, il apparait sur les figures, particuliérement pour une incidence
positive ( fig. V1. 16. b ), un raffinement de meilleure qualité est engendré dans le canal,
ceci toujours dil a I'effet de blocage discuté explicitement pour le cas d'une rangée de
cyhindres ( § VL.3.2).
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Figure V1.12
Maillage d'un écoulement autour d'un cylindre tixe
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Figure V1,13

Maillage d'un ecoulement a travers une rangee de cylindre
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Figure V113 a

Maillage d'un ecoulement autour d'un cylindre tournant

=

Figure VI.13 b

Raffinement du maitlage de I'écoulement autour d'un cylindre tournant
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Figure V1. 14.a
Maillage d'un écoulement a incidence nulle autour
du profil NACA 4412

Figure VI. 14 b
Maillage d'un écoulement a incidence de 107 autour
du profil NACA 4412
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Figure VI 14 ¢
Maillage d'un écoulement a incidence de -5° autour

du protil NACA 4412

Figure V1.14 d
Raftinement du maillage de I'écoulement & incidence de -5° autour
du profil NACA 4412

1%



-Lﬂ___
Figure VL.15.a

Maillage d'un ¢coulement 4 incidence nulle autour
d'une rangée de profils NACA 4412

|

Figure VI.15.b
Maillage d'un écoutement a incidence de 10° autour
d'une rangée de profils NACA 4412
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Figure VI.15.¢
Maillage d'un écoutement a incidence de -5° autour
d'une rangée de profils NACA 4412
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CONCLUSION

Nous avons pu, au cours de ce travail, mettre en oeuvre un ensemble d'outils
mathématiques et numériques pour simuler des écoulements autour de différents
obstacles par la méthode des singularités. Le programme de calcul qui v est associé¢ a
donné des résultats tres intéressants pour certains ou, au moins, significatifs pour
d'autres.

La premiére conclusion a tirer est que le choix de la distribution n'obéit pas a un
ctitere particulier, en effet plusieurs types de distributions peuvent étre adoptées pour
traiter un méme probléme, cependant les résultats obtenus ont montré que certaines
singularités donnaient des résultats d'une meilleure convergence que d'autres et donc
étatent plus adapter a ce probléme :

- Dans le cas de 'utilisation de sources, une distribution uniforme a donné une
meilleure convergence que pour un chargement concentré.

- Dans le cas d'une utilisation de doublets. ce type de singularités a montré que
son utilisation se limitait & un chargement concentré, néanmoins qu'elle donmait de
metlleurs résultats qu'une distribution concentrée de sources.

A travers les courbes des coefticients de pression, il est apparu que la méthode a
donn¢ au niveau des variations sensibles des vitesses des résultats moins précis, ceci
peut s'expliquer par le fait que les phénomeénes physiques ( décoliement de la couche
limite, viscosité, ... } dans ces zones ne peuvent plus étre négligés, en conséquence les
résuitats expérimentaux seront quelques peu différents a ceux trouvés en considérant le
fluide comme parfait.

Dans cette étude, notre objectif principal a été de proposer une démarche afin
d'essayer de résoudre le probléme de génération de maillage en deux dimensions.
Les maillages obtenus se sont avérés de bonne qualité :

- L'orthogonalité entre les lignes de courant et les lignes équipotentielles est
respectée

- Dans les zones critiques, on observe bien un raffinement particulier des mailles.
ceci réside du caractére physique avec lequel est construit le maillage ( ¢ et ).

La structure de Valgonthme de notre mailleur offre la possibilité de raffiner
davantage le domaine a& mailler, ceci suivant les conditions imposées pour son
utilisation,

Finalement, 1} est & noter que le maillage que nous avons construit est
curviligne. cependant par une localisation des noeuds. il est possible de I'adapter pour
réaliser un maillage constitué d'éléments triangulaires qui peut étre aussi utilisé dans la
formulation par éléments finis ou différences finies de certains problémes.
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ANNEXE A

INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME
DANS LE CAS D'UNE DISTRIBUTION
DE SOURCES OU DE VORTEX



A.1 INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
D'UNE DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCE

Pour déterminer l'influence d'un panneau chargé uniformément de sources sur
lui-méme, considérons. un volume de contrdle au voisinage de la source de longueur Ax
et de hauteur infinitésimale ( fig.4. ] ) et faisons un bilan.

s
RTRNNRE

figure A. 1

Le flux total accumulé a travers le volume de contrdle est égal au flux sortant,
soit :
k,Ax =VAx +VAx

= k, =2V

= \/-‘----i

2

La nature radiale dune source entraine que le flux l'est aussi, l'influence d'un
. . , .k .
panneau sur lui-méme sera donc nulle suivant sa tangente et égale a ?‘ sutvant sa
normale.

A.IL1 INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
D'UNE DISTRIBUTION UNIFORME DE VORTEX

De la méme fagon que précédemment, nous établissons un bilan pour une
distribution uniforme de vortex ( fig.A.2 ).

Y Volume de
——— contrdle
-

figure A.2
v, 4x =2VAx

2

A2



A l'inverse d'une source, l'influence d'un panneau vortex sur lui-méme sera nulle

pa

suivant sa normale et égale 4 —* suivant sa tangente.

A.IL2 INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
D'UNE DISTRIBUTTION LINEAIRE DE YORTEX

Iy =5 L S =,
W(i,j)= cos(BU 6')de o H(i,j) =J.S] cos(rti‘,_l 6')de ;

0 L o i

L'influence du panneau sur lui-méme (1 = j ) se traduit en posant §; =3,, les
intégrales W et H deviendront alors :

L . i -
w(i.i) =j@ et Hii) =j Sride
[¢]

i 0 i

or d'apres la figure ( A.1 ), on a aussi :

_\/ (i) =Xs(i —1) =Sj coss, ) +(y ~Ys(i —1) =Sj siné, )

= =L 9
b 12 _ J}
i 5 g
don I et  Hi,i) =I l ) dsj
04 _S 0 G
J| s s
* Calcul de l'mtegrale W
hodsp b odS) ;
wi(i,i =I ! =j L (—lnz—S} J
] _L __S 0 _1 _S 0
2 2 Jl
Finalement :
wi(i,i) =0

A3




* Calcul de I'intégrale H

] A
1 L=+ 2 1 L ]
H(i,i) =jISJ dsj = 2 1 Z_4Sj =— dsj+%jldi
oL —Sj‘ 0 I_i —Sj’ 0 0|1 _SJ‘E
2 2 2
I.
i l
H(i.i) = dSj + 2 W(i,i
() =as5 + W)
Finalement :
H(i,i) =4,

Ad




ANNEXE B

INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME
DANS LE CAS D'UNE DISTRIBUTION DE DOUBLETS




.

B.I INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS
LE CAS D'UNE DISTRIBUTION UNIFORME DE DOUBLETS

figure B.1.1

B.I.1 INFLUENCE DANS L'EXPRESSION DE LA VITESSE NORMALE
lj. sin(20, -9, )
0 ij
L'influence du panneau sur lui-méme ( i = j ) se traduit en posant 8, =§,, soit :

o _bsing,
L(i,i) =j —dS§

(L1)

Pour des raisons de commodités pour le calcul de cette intégrale, mettons-la
sous la forme suivante :

1 .
N 1 .
L(i,i) = BSIHL g (12)
(s —2L,sj +)7
D'aprés la figure ( II1.B.1 ), 1l apparait que :

1 . 2 . 2 ;
ne2oy = eeios) =(bey) g )

La condition ( 1.3 ) n'est vérifiée que pour ( 17 —13 = 0 ), cette condition
supplémentaire limitera le calcul de L uniquement au cas: I —1; =0

* Calculs de l'intégrale L

Jsmﬂuds .{-IS] +1, DS H, 6 = J- +IJ

o T 3) SJ _I )
i . . L
=I‘l(ssjj—_1:) Sj HI, +1,1,) i[ ] H1, +L1, !

i J_Iz) 0 _I )

R2



.. 1
L(i,i) =I,(—- 0

Finalement :

. . 1 1 I, +1,1 1 1
L(i,i) =- +— |- 2t - (L4)

* DETERMINATION DES COEFFICIENTS 1, L, et ],

La détermination des coefficients se fait en identifiant les équations ( L1 )
et (1.2) avec I, =I,. On obtient alors :

I, =-siné,
I, =y(i) -Ys(j —1) (15)
-2

B.1.2 INFLUENCE DANS L'EXPRESSION

DE LA VITESSE TANGENTIELLE
“cod 20, -8,
H(i,j) =] cod2t, =) ; ) dsj
0 i
L'influence du panneau sur lui-méme se traduit en posant §; =§,, soit :

L
Hﬁg)=j9§£id& (L6)
0 it .
Pour des raisons de commodités pour le calcul de cette intégrale, mettons-la
sous la forme suivante :

I .

_dS; (1.7)
(S —21,8) +13)

On remarque que P'expression de H donnée par 1'équation ( 1.7 ) est identique a
l'expression de L donnée par I'équation ( 1.2 ), le calcul sera alors identique a la
différence des coefficients qu'il faudra redéfinir en identifiant les équations ( 1.6 )

et{17)
1 1 I, H1, 1 1
H(i,i) =4 +— |- 213 - =
{hj —-I_J 13] 2 ((lj _13)2 I§]
I, =—cosd,
avec : 1, =x(i) =xs(j —1) (1.8)
[, b
2
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B.II INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS
LE CAS D'UNE DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS

Il important de rappeler que 1a condition ( L3) est aussi 4 imposer pour ce type
de distribution.

B.IL1 INFLUENCE DANS L'EXPRESSION DE LA VITESSE NORMALE

b & [ i - ’
M(i,j) _ sm(2 ; l)de o le J) J.S] sm(229 O )de

0 T i

L'influence du panneau sur lui-méme (i = J ) se traduit en posant §,, =5,, soit :

| L.
| M(i,i) =] S‘“fﬁ dsj (1L.1)
o T
| L
! D(i,i) = Mde (11.2)
0 ii
J‘ On remarque que lintégrale M n'est autre que l'intégrale L calculée

précédemment, calculons alors umquement D.
L'mtégrale D se met sous la forme :

(1,Sj +1,)Sj

1
06.i) =] s (13)
o (S —21,8) +12)?
avec : I -I; =
. . . 1; I
_ Sj sm0 IS HL)SE
D{i, LdS) =| ———dSj =1 +
(i) j j (si,)’ li(s - j(
I, . 1,
135} —91 SJ +3Iﬁ dsj H21,1, H, )I -1 J
) SJ —I ¢ (SJ _I 0
| b dSj
i 11]3 —61 S_] +313 asj +{21.1, +1.) JLdS H2L,2 41,1, I}IE)J =
3 _I_‘) .—}(Sj Il)
0 SJ _I " ? )
1 I; ‘
_,jssj —6iSJ+3IadS Ha1 L, H, j 4{11 1,1, j
3 0 (SJ -1, ) 0 0

1

]4{21‘13 +12)[ S,

)4{1 I +1,1 )[ _—2(81' 1_13)2\.)

D) =5_(1n(sj 1)

R4




Finalement ;

(1) Lo s . L) ]4211 Hz)(; +L]_ o +1213)[_u_ L) ()

lj -1, 1 (]j —-13)2 1_’2;

Les coefficients ont déja été déterminés et sont donnés par le systéme ( 1.5).

B.IL.2 INFLUENCE DANS L'EXPRESSION
DE LA VITESSE TANGENTIELLE

Y cos( 260, —, L Sj cos\20, -8,
T e PR e 20, 28)
8 ij 0 rij
L'influence du panneau sur lui-méme se traduit en posant 8, =5, soit :
I;
3(3,1) =[ ©Fs gg; (1L5)
o T
K(i,i) jSJC—"So"ds (1.6)
0 ril

Ces intégrales peuvent s'écrire sous la forme :

1 .
(i) =| L, s

2 (Sj? —2L,Sj +12 )

I;

z_[ (I,Sj +1,)Sj

~dSj
v {8j? —21,Sj +I )
Le calcul de ces intégrales est identique a celui des intégrales M et D, il faudra

uniquement définir les coefficients qui sont quant a eux déja établis et donnés par le
systéme ( 1.8 ).




ANNEXE C

EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES CARACTERISTIQUES
D'UN ECOULEMENT PAR LA
METHODE DE SUPERPOSITION



COJ CARACTERISTIQUES D'ECOULEMENT
AUTOUR D'UN CYLINDRE FIXE

L'¢coulement autour d'un cylindre fixe de section circulaire est obtenue en
superposant deux écoulements :
- L'écoulement uniforme (paralléle homogéne ).
- Un dipdle d'intensité  u.
la fonction de courant peut s'exprimer de la fagon suivante :
: sin 6
g =U _rsinf — L7
2w o1

En utilisant I'expression de la hgne de courant singuliére, on pourra obtenir le
rayon R du cylindre, en effet

|- { H
¢ =) = _L:.‘Z".\_l..n 8 L r Lo _H'.j . ] :(_} = [{ .t (.___E___._]
. Tl

r

La fonction de courant s'¢eriva alors -

g =U_sin® (r _ BJ

A

On peut donc déduire les expressions des vitesses et du potentiel de vitesses :

V, _1ov =U_cos8 || — i
r 90 '

=2 s 1+ 2)
dr ro

¢ =U_cosl Lr + &)

r

C.J1 CARACTERISTIQUES D'ECOULEMENT
AUTOUR D'UN CYLINDRE TOURNANT

Pour un cylindre tournant, une superposition supplémentaire est nécessaire pour
caractériser la circulation et qui ne peut étre qu'un fil towrbillonnaire { vortex ) de
circulation T".

Les expressions des vitesses, du potentiel de vitesses et de la fonction de
courant deviennent alors :

\Y 1 =l _cosf | | — B;)
a6 -

V, =Y =U_sinf (! + ~) S



2
¢ =U_cosf (1‘ + R ) - -1:—‘111 [
r RE ¢
Y =U_sind {r - ﬁ—J +—Il—ln T
_ r 2

. r
YV, =—2U_sinf) — :
27xRU

Le coefficient de pression peut done s'éerire :

=P Pe o (V) L o fagnp )
P U, P S TS IRU

En conclusion :
; - Pour un cyhindre fixe :
! Cp =1 —4sin’ 0

- Pour un cylindre tournant :

{ r :
Cp =1 —| 2sinf +———
2aRU,
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