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The aim of this research work is to generalize the form of the local strain
distribution at the notch tip for elastic, elasto-plastic and elasto-viscoplastic
behaviours and to analyse the parameters which describe the strain field.

We are establish -a finite element code which determines the stress and
strain fields of bidimensional structures. The strain varies according to r - @

- beyond the caracteristic distance where the strain is constant and maximum. a is
a real equal to 0,5 for an elastic behaviour and less than 05 for the athers cases.

This approximation has allowed to define the notch strain intensity factor
which is a parameter accounting for the strain state and the notch geometry; the
fracture can than be governed by this’ parameter. Finally, we find that the
caracteristic distance, the exponent « and the notch strain intensity factor vary
linearly versus the notch acuity.

RESUME

Cette étude consiste a déterminer la distribution de déformation en fond
d'entaille, d’analyser les parameétres qui la décrivent et de trouver une forme
généralisée de cetie distribution pour des cas de comportement élastique, élasto-
plastique et élasto-viscoplastique.

-

Le code de calcul par éléments finis que nous avons construit a permis de
déterminer une forme en r -4 au-dela d'une distance caractéristique au niveau de
laquelle la déformation est constante et maximaie. a est un réet égal a 0,5 pour
un comportement élastique, inférieur a 0,5 pour les deux autres cas de
comportement. Cette forme de distribution nous a permis de définir le facteur
d'intensité de déformation d’entaille qui est un parameétre qui peut, 3 lui seul,
gouverner la rupture. Nous avons trouver, de plus, que la distance
caractéristique, exposant a ainsi que le facteur d'intensité de déformation
d'entaille ont une évolution linéaire en fonction de V'acuité d’entaille.




[ o) o i st e |
BIBLIOTREQUE — :,,;.g-:,.J
£cole Nationaie Polytechnigue

TABLE DES MATIERES

CIRtFOGUCHON. . ..o 8
1/ Formulation de modéles &lasta-plasiique et élasto~vismplastique ........... 10
1.1/ Modele élasto-plastique. ... .. ... .. T 10

1.1.17 Définition d'un probiéme élasto-plastique. .. ......... ... ... ‘U;}

112/ Description d'un comportement glasta-plastique. . ... ... .. 11

113/ Solicitations multiaxdales. . . ... .. ... .. L 12

114/ Phénoméne d'écrouissage. . ... ... ... ... 12

115/ Critéres de plasticite: -~ - ... - ... .. e 14

116/ lois Hecollersdnt piaslidue ... o 16

1%/ Modéle asto-vistoplastique. ... ..., ..., .. e, 17

121/ Aspecis ph&nmémfzc&giques. U 17

122/ Pormuldtion des lois de compartement. . ... ... .. ... 20

2{ Notions de mécanique de ta rupture. ... ... ... e 43
21} Généralités sur ta mécanique lingaire de la ruptare. ... 23
211/ Modes de rupture. ... ... e e _ .‘:_“-23’
- 212 Champe de contmainte et de déplacement. ... ..., ... 25
2137 Approcies énecptiues. . ... L. L. .26

2147 Critdres de ragture. .. ... ...... .. A e 25



Clail sewacddl L2k )0 L.l
BIBLISTHEQUE — iz el
Ecole Natienale Pelytechnique

215/ Limites d’utilisation. . . .. .......... .. 29
22/ Mécémqué é]asto»pﬁastique de la rupture. . . . . e 30
221/ Extensions de la mécanique linéaifé de la rupture. . .. ... .. 30
'2.2.2/ Modetles élasto-plastiques de ﬁssuréﬁon. e 32
223/ Criteres d’amorgage. .. ............... i 33
2,2_.4 / Avantages et inconvénienis des critéres de rupture. .. . ... .. 35
2.5/ Fissuration pér fluage. . ... ... 35

3/ Introduction de modeles élasto-plastique et élasto-viscoplastique dans un

code d'EImMents fIMIS. .. ........ .0 ... .o 36
31/ Discrétisation en éléments finis. . ... ... ... ... . ... 37
32/ Hypothéseé fondamentales. ................ ..., RPN 38
33/ Formulation de la méthode des éléments finis. . . .l ............. ... 38

33.1/ Principe des travaux virtuels. . .. ... .... . 38
332/ Approximation du probléme par éléments finis. ........... 38
3.4/ Modélisation élasto-plastique. . ................. ... o 41
35/ Maodélisation élasto-viscoplastique. .. .. PR 43
36/ Expressions de base pour }és problémes bidimensionnels. .. ...... .. 45
36.1/ Probléme élasto-plastique. ... 47
362/ Probléme élasto-viscoplastique. . ......................... 50
3.7/ Présentation du c;.ode decalcul.. ............... . e 51
371/ Structure du code de calcul. . ... ... UTUORUR 51
372/ Méthodes de résolution des systémes non-lineaires. . . .. ... 53
3.7.3] Méthodes de résolution des systémes non-stationnaires. . . .. 55

374/ Calcul des forces résiduelles d'un probléme élasto-plastique. 58

375/ Tests de CORVETEENCE. . .. .. ... ... ..ot 68



4/ Application du code de calcul 2 Ia distribution des déformations en fond

QEntallle. oo oo ] b s B ™
CIBLIOTHEQUE — o
41/ Exemples traités. .. .................... - ... |Evelo Rationaie Palylegiiane
42/ Premiére approche de la disitibution locale des déformations. . .. . .. 61
43/ Amélioration de la précision des résultats. ... ..................... 63
431/ Influence de la régularité du maillage. .. ... ............... 66
432/ Influence du nombre de points de Gauss........... . 67
433/ Influence de la taille des éléments en fond d'entaille. . .. .. .. 68

434/ Déformations nodales et déformations aux poinis de Gauss. .70

435/ Influence du nombre d'incréments de charge............... 7

436/ Influence de la méthode‘de r_'ésolution ..................... 72

44/ Discussion desrésultats. .. .. ........ .. ... .o 72

441/ Solution 8lastique. ... ... 72

442/ Solutioﬁ élasto-plastique. .. . ... S [ 75

443/ Solution élasto-viscoplastiQue. . . . ..............ooierion, 76

444/ Influence du chargement. . .................. e 80

445/ Confrontation des trois solutions. . .. ..................... 81

45/ Exemples d'éprouvette C.T........ ... 83
CONCIISION. .« .« . ot ot e ettt e e e e et et 87
Références bibliographiques . ... ... ... i 89




eloih ssaacd b of & halt
BIBLIOTHEQUE — ==
Ecele Nationala Polytechnigue

INTRODUCTION

La présence d’entailles, de coins ou de Zones de moindre résistance dans la
plupart des structures réelles est Ja cause de concentrations de contrainies qui
conduisent A des déformations élastiques et/ou plastiques impartantes et peu-

- vent aller jusqu’a provoquer une rupture prématurée. Dans la réalite, 'impor-
tance de ces concentrations de contraintes engendre, dans la plupart du temps,
une zone de plasticité au voisinage des discontinuités géométriques. La déforma-
tion dépend alors de lintensité du chargement imposé mais demeure constante
dans le temps. Par contre, lorsque le matériau obéit a un comportement visco-
plastique, comme c'est le cas en général a haute tempeérature, cette déformation
varie au cours du temps. Ces discontinuités doivent donc étre prises en compte
dans le calcul des structures car elles modifient considérablement les champs de
contrainte et de déformaticn.

L’étude de la rupture nécessite la connaissance des champs de contraintes
et de déformations en fond de fissure et d'un critéere d’amaorgage adéquat. Pour
cela, plusieurs critéres ont éte proposés; ils consistent a trouver une valeur cri-
tique, caractéristique du matériau, du parametre gouvernant la rupture.

La premiére approche qui a montré qu'il était possible d'étudier un milieu
tissuré a I'aide de variables intrinséques et que le phénomeéne peut étre gouverné
par un seul paramétre a &té établie par Griffith |11 en utilisant une analyse énergé-
tique globale de matériaux élastiques fragiles. Une analyse élastique linéaire des
champs de contrainte et de deplacement ‘devait conduire Irwin {2] par la suite, a
définir analytiquement ces champs au voisinage du front de fissure en introdui-
sant le concept de facteur d'intensite de contrainte.

Les limites de ces analyses apparaissent du fait de la plasiicité, inévitable en
fond d'entaille, qui engendre des déformations importantes. Une premiére ap-
proche a éte d'utiliser une analyse élastique tout en ajoutant des termes de correc-
tion de plasticité [3} Cependant, une analyse plastique apparait nécessaire lorsque
les tailles des zones plastiques deviennent importantes.

Hutchinson 4], Rice et Rosengreen [5] ont été les premiers a pouvoir dé-
terminer analytiquement les champs locaux de contrainte et de déformation a
partir d'une analyse plastique d'une structure fissurée dont le matériau est
écrouissable.
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De nombreuses études traitant la validité de ces criteres ont été pubhices et
les avis sont diversifies. La formulation de nouveaux criteres pour des cas de
comportement élasto-plastique el tlastn-viscoplastique resle encore un sujet de
recherche et de discussion assez vasie.

Il est intéressant d'étudier le champ local des déformations en fond d'en-
taille et de prendre la déformation comme parametre gouvernant l1a rupture car
elle permet de mieuX caractériser le comportement du mateériau du fait de 'hypo-
theése de partition de Ia déforrnation en composante ¢lastique réversible et en
composante plastique irréversible. De plus, la déformation est le parametre le
mieux accessible a la mesure expérimentale et présente un sens physique appa-
rent.

L'objet de cette étude est 1a détermination du champ local des déformations
ori fond d'entaille de plaques entailiées dont le matériau peut présenter un com-
portement élasto-plastique et élasto-viscoplastique.

{’analyse des déformations au voisinage d'une entaille basée sur la meca-

nique linéaire de la rupture conduit a une distribution de déformation de la
forme : ' '

gj=f(r83)

Notre objectif est de généréliser cette forme pour les cas de comportement
élasto-plastique et élasto-viscoplastique comme .

gj=1(r 9)

N

Le calcul numérique a ste réalisé en utilisant la méthode des élements finis -

pour différentes acuités d'entaille. Les parameétres définissant le gradient de de-
formation ont été déterminés et analysés.

Le premier chapitre est consacré a la présentation des modeéles élasto-plas-
tiques et élasto-viscoplastique. Nous avons surtout insisté sur la plasticite a
écrouissage isotrope.

: Le second chapitre est consacré a la présentation des modeles de rupture
fragile et ductile.

Le troisiéme chapitre présente la méthode de résolution que nous avons
choisie pour wésoudre de pareils problemes ainsi que le code de calcul que nous
avons établit. '

Le quatriéme chapitre présente les résuitats de rapplication du code de cal-
cul aux distributions des déformations en fond d'entaille pour trois cas de com-
portements : elastique, élasto-plastique et élasto-viscoplastique.

~ Nous notons que cette stude entre dans le cadre d'un projet de recherche
qui a pour but Ia formulation d’'un nouveau critére de rupture sous déformation
globale critique en relation avec le champ local de déformation en fond d'entaille.



CHAPITRE 1

FORMULATION DE MODELES ELASTG-PLASTIQUE

ET ELASTO-VISCOPLASTIQUE

Le calcul des structures a le plus souvent pour objet de prévenir les défor-
mations importantes et est en général fondé sur la théorie de 1'élasticité et de la
résistance des matériaux Un calcul élastique permet de donner d’excellents résul-
tats pour des structures dont les déformations permanentes sont faibles ou inexis-
tantes. Cependant, 1a présence d’entailles ou d’angles vifs dans les structures
réelles est la cause de concentrations de contrainte qui conduisent a des déforma-
tions importantes et peuvent aller jusqu'a provoquer une rupture prématurée.
De plus, I'importance du chargement imposé peut lui aussi provoquer des de-
formations permanentes méme en I'abscence de "défauts géométriques”.

L'importance des concentrations de contrainte ainsi que du chargement
imposé provoque l'apparition de zones dites de plasticité; le calcul élastique ne
rend donc pas compte du comportement réel des structures en présence de dé-
formations permanentes; une analyse plastique devient donc nécessaire.

Dans notre étude, nous avons introduit deux modeéles rhéologiques de
plasticité. Le premier est le modele de I'élasto-plasticité avec écrouissage dans le-
quel la déformation permanente dépend des conditions aux limites imposées
mais demeure constante au cours du temps. Le deuxiéme est le modéle de 1'é-
lasto-viscoplasticité dans lequel la déformation permanente varie au cours du
temps.

11/ MODELE ELASTO-PLASTIQUE
11.1/ Définition d’un probléme élasto-plastique

Nous distinguons deux principales théories : la théorie de 1a déformation
plastique caractérisée par une relation contrainte-déformation explicite, donnant
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la contrainte de fagon unique connaissant la déformation et vice-versa. la
deuxiéme est 1a théorie de 'écoulement plastique qui est & caractere incremental.
Dans cette derniére, la déformation dépend de I'état de contrainte et du trajet de
chargement. Nous parlerons alors de taux de contrainte et de taux de déeforma-

tion.

Un probléme d'élasto-plasticité est défini par :

-Les équations d'équilibre : ‘ Gjj = U ou dgjj = 0

—;es relations déformation.-déplacem'ent : .Zéij = ujj+ uji ou 2dg; = du;j + du;

-Les relations contrainte-déformation : 0jj = Gij(€mn)  OU dogi = da;{dEmn)

-Les conditions aux limites - - gy =t ou doyny = dify sur>
ui= Ui  ou duj=dU; sur Sy

Fig 11 Conditions auX limites d'un probleme élasto-plastique.

11.2/ Description du comportement élasto-plastique

Le comportement ¢élasto-plastique est caractérisé par une reponse initiale
élastique sur laquelle s'ajoute une deformation plastique irréversible au-dela
d‘un certain niveau de contrainte qu'on appelle seuil de plasticité. Les propriétés
matérielles requises pour définir le comportement ¢lasto-plastique sont obtenues
par un essai de traction simple. Plusieurs types de comportements ¢lasto-plas-
tiques sont mentionnés sur la figure (1.2).

N AN Ae

-

€ £ £ - E
> —»> : —»> >
-a- elastique -b- rigide -c- écrouissable -d- écrouissable
parfaiternent parfaitement idealise
plastique plastique

Fig.- 1.2 Types de comportements des matériaux élasto-plastiques
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Dans tout ce qui suit, nous ne nous intéresserons qu’'aux materiaux
écrouissgbles. Le matériau se déforme initialement de maniére élastique jusqu'a
ce que la contrainte atteigne le seuil de piasticité Re, au-dela duquel le materiau
subit un durcissement qu’on appelie ecrouissage.

Au-deila du seuil de plasticité, un incrément de contrainte do engendre un
incrément de déformation de

1.13/ Sollicitation muitiaxiaie

Le taux de déformation est décomposé en un terme élastique et un terme
plastique :

dEij = (deij)e + (deij)p . (11

le terme élastique est donné par la loi de Hooke :
(dgjle = 1‘—;:\1 daj; - % doy jj ‘ : 1.2)

E étant le module de Young, Vv le coefficient de Poisson, b; le symbole de
Kronecker défini par :

1 sii=]
6i}'=
0 sii#]

Nous définissons la surface de charge comme étant la surface qui, a 'ins-
tant t, délimite le domaine élastique. La fonction de charge f est I'équation de la .

surface de charge; sa valeur est négative a lintérieur du domaine élastique.
114/ Phénomeéne décrouissage

Au-deld du seuil de plasticité, le matériau subit un durcissement; il n‘existe
donc pas un seuil de plasticité, mais une infinité de seuils. La valeur de la
contrainte d’écoulement d'un matériau est une caractéristique de son état; nous
parlerons alors de contrainte d’écoulement d'un materiau donné dans un état
donné. La fonction de charge dépend donc de letat de contrainte et de Yécrouis-
sage.

(o, Vi) = 0 _ (1.3)
Vi sont des paramétres caractérisant F'écrouissage.

Deux modeéles mathématiques pennettent de representer I'&état d’écrouis-
sage d'un matériau :

- I’écrouissage isotrope, ou lo domaine ¢lastigue: croit uniformément sans se deé-
placer dans Y'éspace des contraintes lorsgue le matériaw se plastifie {kig. 1.3a).
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- 1/écrouissage cinématique, ou ie domaine élastique conserve sa forme et son
orientation mais subit une translation dans ie plan des contraintes lors de la plas-
tification (Fig. 1.3b). '

' Surface de charge
Surface de charge a3 g, ﬁ rg
initiale A . actuelle

Surface de charge - Chargement Surface de charge , Chargement

&j > \/‘j\j/ >

-a- Ecrouissage isotrope _ -b- Kcrouissage cinématique

Fig. 13 Modéles mathématiques d'écrouissage.

Pour représenter I'état d'écrouissage dun matériau, 16] nous utiliserons
une variable scalaire {variable d'écrouissage isotrope) que nous noterons p

. {
) 2
_ Soit 1a déformation plastique cummulée : & =I ‘g (deij)p (dEiflp ‘1/ dr

\
- Soit le travail plastique dissipé : Upi =I ojj (&;j)p AT
' 0

et une ou plusieurs variabies tensorielles {variable d’écrouissage cinématique)
gque nous noterons o jj . ‘

Afin de décrire complétement le comportement élasto-plastique, il faut in-
troduire un critere de charge-décharge. 'écoulement se produit si deux condi-
tions sont réunies simultanément : '

- Le point représentatif de l'etat de contrainte est situé sur la surface de charge :
(o3, Vi = 0 : -
- Le point représentatif de l'état de contrainte ne peut sortir de la surface de charge

(f > 0 est impossib‘le) pendant Técoulement continu;, nous introduisons donc la
condition de consistance : '

af
df - dGij' + dVy =0 (1.4)
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qui implique que le point représentatif de l'etat de contrainte (g + daoy) reste sur
1a surface de charge alors qu'une décharge est définie par df < 0. Nous avons donc

f<0 ' > Comporiement élastique
f=0etdf<0 3 (Comportement elastique
f=0etdf=0 —» Comportement plastique

G

Fig. 14 Critére de charge décharge dans le cas d'un
comportement élasto-plastique.

En résumé, nous distinguons :

- L’écrauissage isotrope : une variable scalaire est suffisante pour représenter Iétat
d'écrouissage. '

_ L'écrouissage cinématique : nous faisons intervenir 1a translation de la surface
de charge par un tenseur.

- L'écrouissage anisotrope : une variable scalaire et un tenseur sont nécessaires
pour définir 'etat d'écrouissage.

Dans ce qui suit, nous ne nous intéresserons qu'a I'écrouissage isotrope.

1.15/ Critéres de plasticité

-

Un critere de plasticité doit étre indépendant de Forientation du systéme de
coordonnées et sera doqc fonction des invariants du tenseurs des contraintes.

=
Jl Gii (15)

L= ; 0ij Gij

Is = L 6ij Ojk Oki
3 ]
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Les résultats expérimentaux indiquent que la deformation plastique ne de-

pend pas de la contrainte hydrostatique. var conséquent, la surface de charge s'é-
crit 7] : ‘ :

f(2)3 k) =0 (1.6)

J'2et j’3 sont respecti\iement le second et troisiéme invariant du tenseur dévia-
teur des contraintes défini par :

o'sj = 03 - 3 Ok By . a7
1.151/ Critére de 'I'resca

La deformation plastique apparait lorsque la contrainte de cisaillement
maximale dépasse un certain niveau. 5i les contraintes principales sont oy, oz et
o3 avec oy > 0y > 03 alors la déformation plastique apparait lorque :

o1- 03 = Y(p) | (18)

Y est un parametre caractérisant le matériau et dépendant de T'état d'écrouissage,

p est le parametre qui représente I'état d’écrouissage isotrope.
La fonction de charge devient dans ce ¢as:
foyp) = 0 - 05 - Y(P) =0 (1.9)

La représentation geometrique du critére de ‘[resca dans l'espace des contraintes
principales est mentionnée sur la figure (1.5).

1152/ Critére de Von-Mises

La déformation plastique appérait‘lorsque le second invariant du tenseur
déviateur des contraintes atteint une certaine valeur.

V]2 = kp) | (1.10)

que nous pouvons ecrire de la maniére suivante :
o=V3]2=V3 kip) (1.11)
ou o~ ,-\/ %— a'ij 0'ij est la contrainte équivalente.
k est une caractéristique du materiau; elle est liée a Y par:

Y(p) = 13 k(p) -

Deux interprétations possibles sont atiribuées au critére de Von-Mises. Nadai 171

introduit une composante de contrainte quon appelle contraine de cisaillement

octahédrique Toq cléfinie par :
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Toct = \/ 2;2 (1.12)

Selon Nadai |7, le début de plastification est gouverne par la contrainte de cisail-
lement octahédrique.
Hencky 7| stipule que le critére de von-Mises s'explique par le fait que la plasti-

cité debute lorsque I'énergie élastique de distorsion atteint une valeur critique.

La représentation géometrique du critéere de Von-Mises dans l'espace des
contraintes principales est donnee sur la figure (1.5).

0-31\

Tresca Von-Mises

I

T o _ G2

Fig. 1.5 Représentaﬁon geomeétrique des criteres de plasticite
de Tresca et de Von-Mises.

116/ Lois d’écoulement plastique

Dans les lais 2 écrduissagé isotrope, I'évolution de la surface de charge est
gouvernée par une seule variable scalaire : soit le travail plastique dissipé, soit la
déformation plastique cummulée.

f(Gj, py=0

La fonction de charge dépend du parametre d'écrouissage p par lintermédiaire de
la limite élastique k De ce fait, nous pouvens écrire :

f(oy, k(p)) = 0

Le prinicipe du travail plastique maximal ou principe de Hill stipule que,
pour une déformation donriée, un état de contrainte sur la surface de charge dis-
sipe un maxinmum d'énergie. Parmi les conséquences de ce principe, le vecteur
déformation plastique est normal a la surface de charge et orienté vers l'extérieur
{6} d'oui 1a loi de normalite : : '

of -
(deigp = AA = (113

ao*ii
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dX est un coefficient de proportionnalité dependant de Gj, p et dg; {dr>0) que
nous appellons aussi multiplicateur plastique.

Nous avons vu que le critére de charge-decharge nécessitait dimposer f = U
et df = 0 au cours de I'écoulement plastique. Cette derniére condition implique
que : :

af af
df = -—dojj + -—dk =0 1.14
oy 0 9k g a1

De plus, il a été montré que 6], [7]:

of
— - o' | (1.15)
O‘ij ’

d’'ou les relations de l‘randtl—l(eu:as

of
de;j = (degye + (dégp = 1+Vdgy - ¥ doj By + dr ©(1.16)
E E d ij
La définition d'un comportement élasto-plastique des matériaux écrouis-
sables exige donc la connaissance de T'histoire du chargement ainsi que I'état d'é-
crouissage. [Yautres lois d'écoulement plastique a écrouissage isotrope et cinéma-

tique peuvent étre établies.
12 - MODELE ELASTO-VISCOPLASTIQUE

La théorie de Pélasto-viscoplasticité décrit 'écoulement de la matiére qui,
par rapport au cas de Ia plasticité, dépend du temps de fagon essentielie.
Généralement pour les métaux et alliages, ce phénomene prend naissance des
que la température dépasse environ le tiers de la température absolue de fusion,
bien que certains alliages présentent de la viscoplasticité¢ a temperature ambiante
{6l

121/ Aspects phénoménologiques

1211 / Résultats tirés des essais d'écrouissage

Quatre différences essentielles sont mises en évidence lors de la comparat-
son des courbes d'écrouissage d‘un matériau viscoplastique avec celles d’'un ma-
tériau plastique 16} :
- plus la vitesse de déformation est élevée, plus la contrainte est elevée pour une
méme déformation (Fig. 1.6). -

- un changement de vitesse de déformation en cours d'essai produit un change-
ment immadiat de la courbe de traction qui a tendance a rejoindre la courbe mo-
notone correspondant a la nouvelle vitesse (Fig. 1.7). '

- les courbes & palier ne sont jamais observées.

;
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- la notion de seuil de plasticité stricte disparait, un écoulement peut se produire
pour une contrainte inférieure a une contrainte appliquée antérieurement.

Ao . ?U jl
€2 - -
S i
. €2
€1>E,> &
£ | €
- —
Fig. 1.6 Courbes d’écrouissage d'un Fig. 1.7 Charigement de vitesse de
matériau ayant un comportment déformation d'un matériau ayant
élasto-viscoplastique un comportment élasto-viscoplastique

1212 / Résultats tirés des essais de fluage
La courbe de fluage représente I'évolution en fonction du temps de la dé-
formation d'un matériau soumis a une contrainte constante. Cette courbe met

généralement en évidence trois phases [6] (Fig. 1.8) :

- une phase de fluage primaire (zone I de la figure 1.8) au cours de laquelle I'é-

I

crouissage du matériau engendre une diminution de la vitesse de fluage initia- .

lement trés grande. La loi d’Andrade la représente d'ailleurs assez bien :
£=Atla (117}
A et q sont des coefficients qui dépendent du materiau.

- une phase de fluage secondaire (zone 11 de la figure 18) pendant laquelle la vi-
tesse de fluage est sensiblement constante. Différents essais de fluage effectues a
des contraintes différentes permettent la mise en évidence de la relation qui
existe entre la vitesse de fluage secondaire 51, et la contrainte : c'est 1a loi de
Norton

ép=(‘—’“)N ' - (1.18)

" Aet N dépendent du matériau et de la température.

- une phase de fluage tertiaire (zone 11I de la figure 1.8) ou l'augmentation régu-
liere de la vitesse de fiuage conduit a la rupture. Cette augmentation est de a la
diminution de section et le développement du phénomene d’endommagement
qui réduit progressivement la résistance du matériau.
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Fig. 18 Courbe de fluage d'un matériau élasto-plastique.

Les essais de fluage a plusieurs niveaux permettent de rendre compte des
deux hypothéses d'écrouissage admises pour traduire le fluage primaire : I'e-
crouissage par la déformation et I'écrouissage par le temps.

1.213 / Résultats tirés des essais de relaxation

Les essais de relaxation mettent en évidence la diminution de contrainte
résultant du maintien d'un élément de volume a déformation constante. lls ca-
ractérisent la viscosité et permettent de déterminer la relation qui existe entre la
contrainte et la vitesse de déformation viscoplastique (6]

gp:% (1.19)

Ainsi, chaque point de la courbe de relaxation (Fig 1.9) donne la contrainte
et la vitesse de déformation viscoplastique.

oA

_

—-
t

Fig. 19 Courbe de reiaxation d'un matériau ayant un
comportment élasto-viscoplastique

1214 / Loi d’écrouissage - viscosité

Les différents résultats qui viennent d'étre décrits peuvent étre rassembles
dans une loi de compcrtement a trois parametres qui représente assez bien les
phériori¢nes de viscoplasticité & déformation monotone croissante (€2 0).
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Pour de nombreux matériaux, un ensemble d'essais d'écrouissage, de
fluage et de relaxation définissent dans le plan (& , ép ) des isocontrainies avec
une marge d'incertitude qui ne dépasse pas la dispersion des mesures [6] Ceci
prouve expérimentalement quune loi mécanique d’état :

o=g(6p. Ep) , : ' (1.20)

peut étre définie dans le domaine de variation exploré des variables g et &p
Compte tenu de la 10i de Norton et de Vaffinité des courbes d'écrouissage, une
particularisation raisonnable de 1a fonction f consiste a prendre un produit de
fonctions puissance 6] : '

o =Kegpmé" . (121)

n m et K sont les trois paramétres fonction de la température et du malériau. n
est I'exposant de viscosité, m est I'exposant d'écrouissage, K est le coefficient de
résistance.

Nous remarquons que lorsque le paramétre n tend vers zéro, le matériau
est justiciable d'une loi de plasticite.

122 / Formulation des lois de comportement

Nous nous plagons 1a encore dans le cadre de 'hypothese de partition de la
deformation totale en une composante élastique et une composante viscoplas-
tique irréversibie :

& = Gjle + { & Jip . (1.22)

de méme que pour la vitesse de déformation totale :

& =& + (Ghp | (1:23)
Le comportement viscoplastique apparait lorsque :

f(oy, p) - k(p) > 0 - (1.24)

f 6tant 1a fonction de charge, k la limite élastique fonction de I'état d’écrouissage.

-

Comme pour le cas de la plasticité indépendante du temps, nous utilisons

comme variables internes, une variable d'écrouissage isotrope de nature scalaire

P

Le comportement de plasticite indépendante du temps doit étre considere
comme un cas particulier du schéma plus général de la viscoplasticité. En effet,
dans Vespace des contraintes, les surfaces d'égale dissipation constituent une fa-
mille de surfaces (Fig 1.10). Sur la surface la pius proche du centre du domaine
d'élasticité, nous avons une vitesse dacoulement nulle, sur la surface extérieure,
une vitesse d’écoulement infinie. Entre les deux se situe le domaine de 1a visco-
plasticité I61. :




Formulation de modéles élasto-plastique €t élasto-viscoplasiigne 21

Viscoplasticité Plasticité
. {vitesse nalie)

Plasticité
(yitesse infinie)

Fig. 110 Surfaces équipotentielles de l'écoulement.
Domaine viscoplastique.

Le schéma de plasticité‘ indépendante du temps s’applique donc :
. soit au cas des chargements infiniments lents.
_ soit au cas des chargements extrémement rapides.
_ soit au cas ou les surfaces extérieure et intérieure sont confondues.
Il est maintenant nécessaire \de choisir une loi spécifique définissant les dé-

formations viscoplastiques. L’hypothese la plus simple est que la vitesse de de-
formation viscoplastique ne depend que de I'état de contrainte {71, [8}:

(&ihp = Floy) | | (125)

Cette relation peut étre géneralisée en incluant Veffet de 1'écrouissage, de la
température et de I'endommagement. :

Une forme explicite de la fonction ¥ de 'équation (1.25) est donnée par {171,
18] :

L]

(e =V 20 - (1.26)
1 .

y étant un parametre de viscosité.

Différents choix sont recommandés pour l1a fonction @, les plus utilises
sont {7} : .

00 = exp (M 1K ) 1 | o
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. LN _
d(f) = -Jsk (1.28)
M et N sont des constantes dépendant du matériau.

Nous remarquons qu'en substituant 'équation (1.28) dans I'équation (1.26),
nous obtenons la loi de Norton qui décrit le fluage des metaux



CHAPITRE 2

NOTIONS DE MECANIQUE DE LA RUPTURE

21/ GENERALITES SUR LA MECANIQUE LINEAIRE DE LA RQPI'URE

La mécanique linéaire de la rupture est fondée sur une analyse élastique du
champs de contrainte et de déformation en bout de fissure. Elle donne d’excel-
lents résultats pour les matériaux élastiques fragiles. '

La mécanique linéaire de la rupture suppose l'existence d’ine fissure ini-
tiale dans la structure étudiée et un systéme de sollicitation extérieur. La fissure
initiale est soit créée par endommagement, soit un défaut créé lors de I'élabora-
tion du matériau, ou lors de sa mise en forme. '

21.1/ Modes de rupture

La rupture est caractérisé par la séparation irréversible d’un milieu continu
en deux parties. La coupure existante ou nouvellement créée est appelée fissure;

c’est une surface de discontinuité pour le champ de déplacement. ‘.

En considérant une fissure dans un milieu plan et selon la:‘L direction rela-
tive de la sollicitation, nous distinguons trois cinématiques remarquables du dé-
placement relatif des lévres de la fissure ou modes de rupture : \

2111/ Mode I .

!

ou mode d’ouverture, considéré comme étant le plus répandu et le plus
dangereux (Fig 2.1a). Le champ de déplacement relatif des Iévres de la fissure est
défini par la discontinuité : L '

D1=U1*-u1‘=IU1]¥U “‘-

Dalxg) = up* -up” = [ual ¥ O - | 2.1

Dy=uw* -u3 =[] =0



Notions de mécanique de la rupture 24

2112/ Maode 11

ou mode de cisaillement plan (Fig. 2.1b); la discontinuité de deplacement
est donnée par :

Dixp)=u*-ur"=[mis0
Da=w*-uy =[up]=0 (22)
Dy =u3* -u3=luzl=0

2113/ Mode I

ou mode de cisaillement antiplan {Fig. 21c); 1a discontinuité de déplace-
ment est donnée par:

Dy=ujt-u~=[ul=0

Dy=wt-uy =[uz}l=0 : (23)

Dslx3) = us*-uz~=[u3] » 0

-a- Ouverture -b- Cisaillement plan -¢- Cisaillement antiplan

Fig. 21 Modes de rupture
Lorsque deux ou trois modes sont simultanément présents, nous dH'OI‘IS
qu'il s'agit d'un mode mixte.

Lors du chargement d'une piéce mécanique fissurée, nous dlstmguons
deux phases:

- Fissure immobile : La fissure s'cuvre sans que la surface de ses lévres ne
s'accrait.

: La fissure se propage dans une: direction don-
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Cest dans la deuxiéme phase quil 'y a séparation effective du milieu
continy, ce qui peut conduire a la rupture. '

212/ Champs de contrainte et de déplacement

En élasticité linéaire, le systéme des équations de I'élasticité sans forces de
volume et les conditions aux limites homogenes sur la fissure, les contraintes
nulles a Finfini, admettent une solution non-triviale |9 En déformation plane
ou en contrainte plane, la répartition des déplacements et des contraintes est

donnée par la solution d’lrwin {2}

X1
tig 22
Mode | :
o11 =.—flg— msa(i ~sin & sin 3—9-) + Ofr)
V2mr 2 2 2
__K e( ,-e-se) ,
022 = —-=cos 21 + sin - sin 5+ O
V27T 2 2 2
O12 = Ki  sin 9 cos® cos 39 4+ Om)
V2nr 2 2 2 _ (2.4)
K ﬂ( ] - 2,@)
up = cos{1-2v+s O
; ll\/Z‘n'. 52 +m2|+ (r)
u2=—K—' Isin@-(‘l -2v—c0529—)+0(r)
M ¥2x 2 2
Mode 1}
oj1=- ??ﬁw sin 002 4 f:os(—%cos 38) + Ofr) -
G2 = Kil _ gin 8 cos 8 cos 30 + O)
2nr 2
opp= KL cos (1 -sin8 sin 38y + 00 .
anr 2 2 25)
ul = Kn W-/‘ T sind (2 - 2v + cos? 8) + Ofr)
: u ¥2m 2 2

u-z:gll' I c@sa[ 1+ 2v - sin’? 8)+ Ofr)
poyam 2 2
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Mode 111 :
1{1” \ a I
Oj3= - == sm o + (NI}
Vonr
023 = K cos @+ 0 (26)
yomr '

K1l ¢ O
uz =Ml gin ¥ + O(r
3 ) 12 {r)

v étant le coefficient de Poisson et u le module de cisaillement défini par:
2u(l+v)=E

Les facteurs Kj, Ky et Ky caractérisent a la fois la géométrie de 1a fissure et
Ja nature des sollicitations. Ces facteurs sont proportionnels a la discontinuité du
déplacement des levres de la fissure; nous les appellons facteurs d'intensité de
contrainte, respectivement en mode 1, made 11 et mode 111.

1l a été montré qu'il existe une forme unique du premier terme des déve-
loppements limités des champs de contrainte et de déformation au voisinage du
pout de fissure. 11 faut noter, de plus, que la théorie linéaire élastique se limite au
premier terme de ces développements [10].

2.13/ Approches énergetiques

La rupture est un phénomene consommateur d'énergie. Cette consomma-
tion qui se produit lors de la propagation est due essentiellement 4 des méca-
nismes dissipatifs. L'évolution d'un systéme de solides avec fissure peut éire de-
- crite & partir des équations de la mécanique et de la thermodynamique des mi-

lieux continus. Nous distinguons deux approches : )

2131/ Approche globale

Un apport d'énergie mécanique dans un systéme isoi¢ sous forme de tra-
vail des forces extérieures produit trois effets distincts :

. Une variation de I'énergie dissipée de fagon irréversible par le systeme.

- Une variation d’énergje cinélique du systeme.

-

_ Une variation de Ténergie de déformation élastique emmagasinée dans le sys
teme.

Griffith [1} a, dans 'hiypothése la plus simple, admis que toute I’énéfgie li- -
bérée par une extension d'une fissure est absorbée par la création de nouvelles
surfaces et que cetie énergje est proportinnelle a ces derniéres.

En appliquant le premier principe de la thermodynamique, le bilan énerge-
tique s'écrit :



Notions de mécanique de la rupture 27

0
é*A—(Ep+Ec‘Ed)=D . | 27 .

Ep étant I'énergie potentielle, E¢ I'énergie cinétique et Edl'énergié disipée lors de
la création de nouvelles surfaces. ‘

Ce bilan peut s'écrire comme :

o 0B, 9kg
WaneU L= 28
3 (W ext el)“'a! 37 (2.8)

Wext étant le travail des forces extérieures, Ugl I'énergie de déformation élastique
emmagasinée (travail des forces intérieures).

Lorsque la propagation se fait a déplacemeﬁt constant et que le systéeme est
initialement au repos, les variations du travail des forces extérieures et de Véner-
gie cinétique sont nulles, I'équation {1.8) devient :

el 29
da da da @9
9A étant la surface nouvellement créée, soit d0A = B oa
B étant V'épaisseur de la fissure.
nous aboutissons donc a :
19Ul _ovi | 210
L{20e) -2y 240)

y étant I'énergie surfacique de rupture, G le taux d’énergie élastique disponible.

Lorsque la propagation de la fissure se fait a charge imposée, il a été montré

que:
1[0Wes el _
B( da da Jp (2.11)
MNous avons donc : . -
_ ’1_(_ 3Ue]) _ __L(awext _aUel -G (2.12)
Bl 9a)y B\ oa da fp o

21.32/ Approche locale

. Lorsque nous voulons connaifre avec exactitude I'état d'endommagement
an voisitiage du bout de fissure, il est préférable dutiliser une approche locale.
~ Cela consiste a supposer que dans un élément de volume situé au voisinage du
bout de fissure, la densité d'énergie disponible atteint une valeur critique.
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2133/ Intégrates de contour

Une autre facon de caractétiser le champ singulier des contraintes par une
approche énergétique est rstude de certaines intégrales de contour que I'on peut
déduire 4 partir de la loi de conservation d’énergie.

Soit un milieu plan élastique fissuré et soit un contour C entourat la

pointe de la fissure, n stant sa normale extérieure (Fig, 2.3).

Fig 23

Lintégrale de Rice est définie par :
gu; |
] L( elll = Gij 1Yy 6)(1)

Lintégrale de Bui, forme duale de la précédente, est définie par:

. GL : '
I=] [- Ugnt + uinj—|ds (2.14)
A ax1

Ue &tant la densité d'énergie de déformation élastique, Uef I'énergie complémen-

taire; nous avons donc :

-

U Ul
= ‘ Eii =
08;j aGij

O'ij

Ces intégrales sont indépendantes du contour d'intégration. it a été montré
que, pour un milieu élastique linéaire, le taux d'énergie élastique disponible ou
taux de restitution d’énergie est stricternent égal a ces intégrales [6}

G=]=1 {2.15)



Notions de mdcanigue de i ruptire 7Y

21.4/ Critéres de rupture

2.1.4.1/ Ténacité d'un matériau
_La plupart des théories de l1a rupture fragile conduisent a la notion d'un
seuil critique pour le facteur d'intensité de contrainte Kj. Nous avons alors un
critére de rupture de 1a forme :
K= Kic | (2.16)
Kjc est une caractéristique physique du matériau appelée ténacité.Jant que K
reste inférieur a K¢, il n'y a pas de propagation possible. Les valeurs de K| sont
déterminées expérimentalement sur des éprouvettes de forme simple.

2142/ Critére énergétique

Le critére d'énergje surfacique se traduit par la stationnarité de I'énergie po-
tentielle totale. Cela conduit a: :

G22y=Ge ' 217)
G étant l‘énergie 'sﬁrfacique critique du materiau.
215/ Limites d’utilisation

La théorie repose sur I'élasticité et surtout sur la nature plane du probleme;

“pour cela, il y a des restrictions a apporter dont la premiére concerne I'épaisseur

de Véprouvette. En effet, les valeurs critiques des facteurs d'intensité de
contrainte rapportées a l'unité d'épaisseur, ne sont’ vraiment indépendantes de
l'épaisseu‘r que si celles-ci est supérieure a une certaine valeur By 19). Sur la base

de nombreuses expériences, il a été montré que [9]:

Bo=25 (1;16)2 o | (2.18)

R, étant la limite élastique du matériau.
K
)

K|

e

1 »

B B

' Fig 24 Valeur critique de K.

La deuxieme restriction concerne la plasticité qui doit atre confinée a la pointe de
la fissure. :
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22/ MECANIQUE ELASTO-PLASTIQUE DE LA RUPTU RE

dépasse 5 a 20% de la longueur de fissure (6},

221/ Extension de la mécanique linéaire de la rupture

30

] analyse ¢elastique cerne d’assez prés la réalité physique pour les matériaux
élastiques fragiles ou peu ductiles, mais elle est insuifisante lorsque les deéforma-
tions plastiques'interviennent dans un volume dont la dimension caractéristique

La singularité du champ de contrainte a la pointe d'une fissure entraine
une plastification inévitable qui introduit une non-linéarité dans le diagramme
charge-déplacement supposé linéaire en analyse élastique. Lorsque 'étendue de la

plastification est limitée, le comportement global de la structure est proche d'un
comportement élastique linéaire et lui est assimilé en introduisant des facteurs

de correction de plasticite.

L'extension de la mécanique linéaire de la rupture consiste a remplacer le
diagramme charge-déplacement non-linéaire par un diagramme linéaire équiva-

jent; cette équivalence peut-étre obtenue de deux maniéres:

- La charge critique est modifiée de facon a ce que I'énergie de déformation reste

identique 11} (Fig. 2.9).

P
A . Charge critique
modifiée
{ harge critique
réelle

» d

Fig. 29 Correction de la charge critique.

- La rigidité est maodifi¢ée soit directement 112}, soit en modifiant la longueur de

fissure (Fig 2.10).

1)

» d

Fig. 218  Modification de la rigidite.
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La modification de la longuau ¢ fissure se fait de deux manieres :
- En tenant compte de la zone plastique. Pour cela, lrwih (2] stipule que 1a plastifi-
cation du matériau a le méme effet qu'une fissure de longueur plus élevée. Cela
revient & allonger fictivement la fissure d'une longueur égale au rayon de sa
zone plastique (Fig. 211).

Fig. 211 Correction de plasticité selon Irwin.

_ En calculant une longueur de fissure effective. Allen |13] a proposé de definir
cette longueur expérimentalement. '

Les formes approximatives des zones plastiques au voisinage du bout de

fissure sont données par la figure (212) {10) :

-b- Contrainte plane

-a- Déformation plane

Fig. 212 Yormes de la zone plastique en bout de fissure.

Ces contours mie sont quapproximatifs, car ils sont calculés en appliquant e cri-
tére de Von-Mises aux contraintes singulieres du domaine élastique, donc en
supposant que ies contraintes élastiques au-deia de la zone: plastique ne sont pas

affectées par 'existence de cefles-ci {101
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Il faut noter que les dimensions de ces zones plasliques restent assez faibles
pour des matériaux tenaces et ayant une limite d'élasticité moyenne.

Ces calculs supposent que la correction reste petite, Cest a dire que le char-
gement soit petit devant le chargement limite en I'abscence de fissure. |l a été re-
marqué de plus, que rapproximation reste souvent bonne en déformation plane
jusqu'a 50 a 60 % du chargmerit limite non-fissure 110].

222/ Modeles élasto-plastiques de fissuration
2221/ Modéle de Dugdale
Dugdale [14] suppose que la zone plastique s'étend a la pointe de la fissure
sur une longueur aeg - a = Tp et dans jaquelle régnent des contraintes de cohésion
dont amplitude est égale a 1a limite d’élasticité Re (Fig 2.13).
- Dans cette zone, les atomes ou molécules sont écartés d'une distance 0. cet

cart résulte des contraintes de cohésion qui s'opposent a la séparation franche
des lavres de fissure. Ces contraintes de cohésion sont nuiles a 'extrémité de la

zone de cohésion (b = 0) qui est indépendante du chargement et reste égaie a elle-
méme dans une extension de la fissure. L'écartement des lévres de fissure est

donné par :
nE 2R

R, - Ry

| L

)

M

2 2eff

(2.19)

Fig. 213 Schéma du modele de Dugdale.

2222/ Solution HRR

A partir de la loi d'écoulement d'un matériau écrouissable et de I'hypo-
theése d'indépendance de contour d'intégration du parametre énergétique J,
Hutchinson {4] et Rice et Rosegreen [5] ont pu déterminer analytiquement le
champ de contrainte et de déformation en séparant les variables 7 et 0. Le champ
de contrainte présente une singularité en ¥ ‘t/n+l celui des déformations en ri/m
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Gij(r.0) = K r1/n+1) 5,(0)
o(r,9) = K rl/m+D 6(6)
gi(r.0) = a g, K" rn/tmh) &(0)
ufr) = a g K" ri/n 4(6)

(2.20)

K est une constante quil ne faut pas confondre avec le facteur d'intensité de
contrainte, n est le coefficient d'écrouissage, est une caractéristique du maiériau,
g est la déformation A la limite d'élasticité.

223/ Critéres d'amorgage
Nous pouvons distinguer les critéres de rupture selon deux approches :
une approche locale et une approche globale. Les critéres peuvent aussi étre clas-

sés en quatre familles : critéres de contrainte, de deformation, énergétiques ou de
transition entre deux états limites.

2231/ Ténacité apparente

1a ténacité d'un matériau peut étre calculée en terme de ténacité apparente

Kapp pour les critéres considérés comme une extension de la mécanique linéaire
de la rupture. La ténacité apparente est relice au facteur d'intensité de contrainte
équivalient elastique K1e par la relation [3]:

Kapp = K‘ie"/‘_b _ ‘ (2.21)

$ étant un facteur de correction de plasticité qui dépend de la modification appor-
tée soit a Ja charge critique, soit a 1a rigidité comme cela est mentionné au para-
graphe (3.1). ' '
Le facteur d'intensité de contrainte équivalent elastique Kie s'exprime par :
Ki& = 6.5 V2 Go(2) (2.22)
Gela/w) est un facteur de correction géomeétrique.
2232/ Critéres énergétiques
Dans une approche locale, Guillemot [15] postule que la rupture se pro-
duira lorsque la densité d'énergie de déformation volumique atteindra une va-
leur critique : '
W = w*c . ) (2.23)
" W*, étant la densité d'énergie spéciﬁque-de rupture.-

Dans T'approche globale, Licbowitz {16] a proposé¢ une généralisation du
taux d'énergie élastique disponibie au domaine ¢lasto-plastique :
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1 ' aU
OWext _ (Q_I:Jfl + #J’.l_) =2¥=G - (2.24)
da oa . - .

Up étant Iénergie de déformation plastique, G le taux d'énergie non-linéaire dis-
ponible.

Le critére d'énergie surfacique se traduit donc par:

G22y = Ge | (2.25)
Turner |17} a étendu le concept d'intégrale ] au domaine élasto-plastique et a dé-
fini la quantité J par :

J=Limaa—0 =[f P Ad ds - AUel- AUpi _ (2.26) .
S | _

Le critére est défini par :
J=he (2.27)

J1c étant la ténacité énergétique du matériau.

2233/ Critéres de déformation critique

Selon une approche locale, Wells [18], Cottrel [19] et Barenblatt {20] ont émis
I'hypothese que récartement des l@vres de la fissure est une mesure de la défor-
mation locale en fond de fissure. Cet écartement a été calculé a partir du modele
de Dugdale et est donné par : :

3R t ]Tcou)
d=—>*alo —= 228
o 2198 R, (2.28)
Le critere est donc défini par :

d =20 (2.29)

b, étant I'écatement de fissure critique.

-

Cottrel [19] a suggéré que I'écartement de fissure pouvait étre li¢ a la defor-
mation locale a rupture en utilisant le concept de micro-éprouvette, avec :

& = Log (_1%6—“-) ' @30
‘ i

“1g étant la longueur de la micro-éprouvette.

Merkle ef Randall [21] ont proposé une approche globale de la deformation
critique en la calculant a partir du module tangent et d’'une analyse élasto-plas-



Notions de mécanique de la rupture 35

tique des contraintes et deformations en fond de fissure basee sur la relation de
Neuber. ‘ '

224/ Avantages et inconvénients des critéres de rupture

. Comme nous Yavons vu au paragraphe précédent, hous distinguons les
critéres de rupture selon deux approches : 'une locale, lautre globale. L'aproche
locale semble plus rationnelle, car décrivant au mieux l'état de contrainte et de
déformation au voisinage du bout de fissure, mais reste difficile a utiliser. En ef-
fet, il est évident que les mesures des déformations locales sont assez difficiles. En
outre, pour utiliser un critére locale, de deéformation par exemple, il faut calculer
la déformation locale pour un chargement donng, pour-la comparer a la valeur
critique; or ce calcul est difficile, long et couteux.

L'intéret des critéres énergétiques est qu‘ils donnent.une meilleure inter-
prétation physique des phénomenes et de plus, les calculs sont généralement rea-
lisés loin de la singularité comme c'est le cas des intégrales de contour.
Seulement, il faut faire une analyse plastique suffisemment exacte du probleme
qui est souvent difficile. De plus, I'énergie, sous n‘ifnporte queile forme, n'est pas
une quantité mesurable expérimentalement.

L'avantage des criteres globaux réside dans la simplicité de mesure. kn ef-
fet, 1a déformation globale, par exemple, mesurée loin de l1a perturbation apportee
par la fissure est un parameétre plus accessible que la déformation locale, bien -
qu’elle ne nous renseigne pas exactemnent sur I'état d’endommagement du maté-
riau au voisinage du bout de fissure. : '

23/ FISSURATION PAR FLUAGE

La présence d'entailles ou de zones a fortes concentrations de contraintes '
au niveau de piéces mécaniques fonctionnant a haute tempeérature peut provo-
quer 'apparition de déformations viscoplastiques qui varient au Cours du temps.
Clest ce qui se passe, par exemple, pour les disques des turbines a gaz des moteurs
d’avions [22].

Limportance de ces déformations engendre des décohésions qui peuvent
conduire a une rupture prématurée : c'est la fissuration par fluage |6]. Dans ce cas,
la fissure progresse meéme si l1a sollicitation reste constante; le phénomeéne s‘ac-
compagne donc d'effets du temps. Les phases primaire et secondaire du fluage
sont présentes en téte de fissure et éventuellement dans I'ensemble du millieu.
L'augmentation réguliére de la vitesse de fluage tertiaire, concluit & la rupture to-
tale.



CHAPITRE 3

INTRODUCTION DE MODELES EEASTO-PLASTIQUE
ET ELASTO-VISCOPLASTIQUE DANS UN

CODE D’ELEMENTS FINIS

Pour surmonter l'impossibilité de résoudre des problémes continus réels,
différentes méthodes onl élé proposées dans e bul d’approcher ausst precsem
ment que possible la solution exacte du probléeme En effet, L.e double processus
de subdivision des systémes en composants élémentaires dont le comportenent
peut étre facilement appréhendé, et de reconstruction du systeme mitial & partir
de ses composants est un moyen naturel d'¢tude ulilis¢ par Pingenicur et o
scientifique. :

Parmi les méthodes de discrétisation les plus importantes et ies plus ulihi
sées dans le calcul des structures, la méthode des €léments finis qui consiste a
subdiviser le milieu continu en un nombre fini d’éléments, et la méthode des
équations intégrales qui consiste a subdiviser le contour du milieu continu en un
nombre fini d’éléments. Cette derni¢re qui est moins connue et qui est d'une ex
ploitation beaucoup plus récenie, présente cerlains avantages par rapport a fa
premiere dont les plus importants sont :

- simpilification du maiilage.
- réduction de la taille du systéme d'équations a resoudre.
possibilité de calculer les contrainies et les déformations en tout poim du miliey

Cette méthode présente néanmoins des mconvénients dont tes pius im
portants sont :

" - matrice du systéme d’équations nettement moins bien condilionnée..
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- possibilité de calcul d'intégrales singuliéres.
- formulation assez complexe surtout pour des problémes non-linéaires.

(ependant, avant de pouvoir éventuellement determiner si, ou dans quel
cas, une methode est plus avantageuse que Iautre, il faudrait alors comparer
temps de calcul, convergence et précision.

3.1/ DISCRETISATION EN ELEMENTS FINIS

Dans la méthode des éléments finis; la discrétisation est réalisée en subdi-
visant le milieu continu en un certain nombre d'éléments séparés par des lignes
ou des surfaces imaginaires. Ces éléments sont supposés s'interconnecter en un
nombre fini de points situés sur leur frontiére et qu'on appelle nceuds. Les dépla-
cements de ces nceuds seront les inconnus de base du probléme.

Le choix d'un ensemble de fonctions permettra de définir de fagon unique
tes déplacements en tout point interne 4 I'éléement en fonction des déplacements
nodaux [23].

- Nous représentons approximativement les déplacements u; en chaque
point de I'élément par :

uj= Nj g i=1m j=1Ln . (31)
m étant la dimension du prebiéme, n le nombre de noeuds total, d; sont les dé-

placements aux nceuds; c’est a dire que nous imposons que le déplacement ap-
proché coincide avec le déplacement exacte en ces nceuds [24].

Les composantes Njj sont des fonctions des coordonnées du point qui doi-
vent étre choisies de telle sorte que nous obtenions les bons déplacements no
daux par substitution des coordonnées des nceuds; ces fonctions sont dénomées
fanctions de farme. '

L'approximation par éléments finis présente deux aspects distincts [24] :

- I faut d'abord définir la géométrie des éléments.

~ - 11 faut ensuite construire les fonctions d'interpolation correspondant 4 chaque
élément. ‘

La partition du milieu en éléments doit respecter deux régles [24] :
- Deux éiéments distincts ne peuvent avoir en commun gue des points situés sur
leur frontieére commune, si elle existe. Cette condition exclut le recouvremeni de
deux éléments.
- L'ensemble de tous les éléments doit constiluer un domaine aussi proche 'que
possible du milieu réel a étudier. Cette condition exclut les “trous” entre élé-

ments.

Il existe piusieurs types détements définis par 4] -



Introduction de modéles élasto-plastique et viscoplastique  dans un code  d'éléments finiy 3R

- Leur torme.

- Leur nombre de nceuds.

- Les coordonnées de leurs noeuds.

- Le nombre de degrés de liberte par nceud.
- La base polynomiale de I'approximation.

Dans un milieu bidimensionnel, 1a discrétisation peut se faire par des tn-
angles ou des quadrilatéres; les nceuds se trouvant au niveau de chaque sommet.
Nous nolons que la précsion peul ¢ire ameliorée on ajoulant des necuds sur Iy
frontiere et fou a Uintéricur do '¢lement [24]

3.2/ HYPOTHESES FONDAMENTALES

Dans cette étude, nous sommes ameng a résoudre un probléme aux limites

non-linéaire. Pour cela, nous avons fait certaines hypothéses simplificatrices

- Chargement quasi-statique; cela permet de négliger les termes dynamiques.

- Pelits déplacements; cela permet de confondre les variables d'Buder < ecelles de
Lagrange et de négliger le changement de configuration [25]

33/ FORMULATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
3.3.1/ Principe des travaux vituels

Soit un milieu Q de contour ' sous Faction d'une force de volume b et
d'une force de surface t; Le principe des travaux virtuels stipule quen imposant

un déplacement virtuel arbitraire du;, I'énergie de deéformation interme el le Lra
vail des forces extérieures sont égaux -

f 0g;j 0y dQ ~f Buli_bidﬂ —[ dudlh =0 (3.2}
9] Q r

332/ Approximation du probléme par ¢léments finis

Comme nous l'avons mentionné auparavant, la discrétisation en gléments
finis permet d'exprimer les déplacements en fonction des déplacements nodaux.
La formulation isoparamétrique permet d'évaluer séparemment la contribution
de chaque élément. Pour cela, les déplacements sont exprimés de manicre usuelle
pour un égléement (e) comme : :

;= N',i di
Eu;-.: N‘l Odl

¢y
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Afin d'oblenir une bonne précision, nous avons oplé pour les ¢léments
isoparametriques d'ordre élevé a savoir des -éléments rectangulaires a huil
nceuds (Fig 3.1).

~J
>
It

e
N W
w

¥ig 3.1

Nous notons que I'évaluation de la contribution de chaque élement néces -
site 'emploi d'un repére local lié a Vélément.

Les fonctions de forme correspondantes sont données'par i7]:

N;; = ‘14 (14&E) 1+ EE+ 1) pdur les noeuds des coins soit j - 1; 3,5 7

{3.4)
g o n? ' 2 :
Ni}' = 5 (14EE) (l-nz) + 2‘ (1+nn) 1 £ Pour les nceuds des milicux de cotes soil
j=2,4 6,8

¢ et n sont les coordonnées exprimées dans le repere é a Felémeni

- Une fois le champ de déplacement connu, nous pouvons deterniner ie
champ de déformation en faisant I'hypothése des petits déplacements et des pe-
tites déformations, soit : ' -

du; du;) " |
gi=t{t D] (35}
2 dxl- %
ONi . ONj; - '
ﬁii=1 M dj + K & ' (3.6
T2 9% ax;

Pour des raisons de simplicité, gj et gjseront représentés saus forme de
vecleurs g et 6;, nous avons donc : :

Bij sont les composantes de la matrice des dérivées des fonctions de forme.,
Le champ de contrainte est détermine a partir du champ de déformation
par :

Dans le cas d'un comportement elastique, (3.8} devient -
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D sont fonction des constantes élastiques du maténau.

En substituant (3.3) et (3.7) dans l'rexpression du principe des travaux vir-
tuels (3.2), nous obtenons : '

bdiU Bjj o dn-f Nj; b; dQ—[ Nyt dl
e [¢) I

dd; sont les déplacements nodaux virtuels arbitraires. L'équation (3.10) se réduil
donca: '

=0 {3.10)

] Bij dog'] Nijbjdﬂ"[ Nijtidr-‘—ﬂ - (3.11)
- 4L 0 i’ ‘

L'intégration se fera au niveau de chaque élément. 1'éiément de volume
est donc donné par : :

dQ = det ] dEdn ' (312)

] est le Jacobien défini par :

_ ot 0¢
L}i= o O (3.13)
on an
L'équation (3.11) devient pour un comportement élastique :
[ Bi I}]Budﬁiﬂ -] Nij b]‘ dQ '[ Ni]' t dl'=0 {(3.14)
0 0 r
que nous pouvons mettre sous la forme :
k;j dj= fp; + fri ' (3.15)
avec
| [
Kij=1] Ba DyBydd Q
Ja
’
fpi= | NjbjdQ (3.16)
JO :
f
fri= |} Nyt;dl
v

k; sont les composantes de la matrice de rigidité de I'élément (e), {fp; + f3) sont les
forces nodales équivalentes.
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| Pour tenir compte de la contribulion de tous les ¢icmoents, nous realisons
‘ lassemblage des matrices de rigidité élémentaires et des vecteurs forces nodales

par la sommation, au niveau de chaque degrés de libert¢, des contributions des
eléments. Nous aboutissons donc a un systéme d’eéquations global :

Kij dj= kK _ (3.17)

que nous pouvons résoudre soit par des méthodes directes, soit par des méthodes
itératives. '

34/ MODELISATION ELASTO-PLASTIQUE

La surface de charge s'écrit :

(o, p)=U {3.18)
“en différentiant 'l‘équation (3.18), nous aboulissons a la condition de consistance
(§ 114): '
af of
df = - dg; + —-dp =0 (3.19;
d6i op ‘
ou ajdoi- Adi=0 {3.20)
aver
. of 1af af of [T s
A= — = - {3.21)
do; (007 002 003
et ‘
of
A=-T1 " dp (3.22}
dx op
aj est appelé vecteur d'écoulement plastique.
Les relations de Prandtl-Reuss s’écrivent :
of _
dg =Dy do + da - (3.23)
ao;

1Yy étant les composantes de la matrice inverse des constantes ¢lastiques. Fn mul-
tipliant les deux membres de I'équation (323) par dp; = g; Dy et en éliminant le
terme a;do;, nous obtenons :

dA

_ 1 adpide | | (3.24
A“'a}Dijai j U Ly }

En substituant I'équation (3.24) dans les relations de Prandti-Reuss (3.23),-
nous obtenons la relatior incrémentale cortrainte-déformation :

Ao; = (Deplyj g (3.25)
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avec ,

. - dp;d

(Depy - Dy - 203D} (3.26)
AJdD.a,

et | dpi= Uij aj

Il reste a déterminer le scalaire A; pour ceia, lequahon (3.18) est reecrite
comme :

f(0 i, P) = Fta ) - Re(p) = 0 | (3.27)

et A devient donc :

1 84,1 dRe
drdp ~ da dp

A=- dp - . | (3.28)

Nous utilisons le travail plastique dissipé comme variable scalaire éva-
" luant I'état d’écrouissage du matériau.

dp = 0 (d&)p | (3.29)

A partir de 'équation (329) et (1.13), nous obtenons :

of . o ,
dp = o d)\-—~ 3.30)
P = Oi 30, | {3.30;
soit  dp =dAao; | - (3.31)

Pour le cas d'un probléme uniaxial, ¢, = 6 - R, et (dg p - dg, o o clg,
sont respectivement la contrainte et la délormatlon équivalentes.

dp =R, da,, =dA g o;
‘Nous avons de plus :

do . dRe _ | - (332)
dep dap

kn appliquant le théoréme d’Euler pour les fonctions homogénes d’ardre
un, nous avons a partir de I'équation (3.27) [7] :

o= Re - | (3.33)

ot a; c, Re

En substituant les équations (3.32) et (3.33) dans les équations (331) et (325,
rious obtenons :
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dA =de,
(3.34)
A=H

A est donc la pente locale de la courbe contrainte-déformation plastique.

Pour un probieme élasto-plastique, 1a rigidité du matériau varie continuel
lement, de plus le caractére incrémental de la relation contrainte-déformation
exige I'utilisation d'une méthode de résolution itérative. En choisissant une solu-
tion initiale, le principe des travaux virtuels n'est pas vérifié a4 chaque itération et
nous avons :

Q l a

Y, étant le vecteur des forces résiduelles.

Une forme incrémentale de I'équation (3.35) devient donc nécessaire soit -

AY, -*:[ Bii AO’I' df} (Afi + [ Nij Abj dﬂ) ' {2.36)
{3 0 .

£z

En substituant la relation incrémentale contrainte—déforfnaﬁcn dans Vé-
quation (3.36), nous obtenons :

{3.37)

A\Pi = KTij d.i - (Afi + j Nij Abi dQ
0

ol

Krij :] Bii (Deplit Byj d€) : (2.33)
[§] : :

expression similaire a celle d'un comportement élastique linéaire.

La forme incrémentale revient donc a linéariser le systéme d'équations a
résoudre. '

- 35/ MODELISATION ELASTO-VISCGPLASTIQUE
En utilisant I'équation (3.21), nous écrivons I'équation (1.26) comme
{Ehp =v 1) & | : (339}

nous definissons Fincrément de déformation (Ag;™,, qui survient au cours
de I'intervalle de temps M, = the1 -ty en ulilisant un algorithme d’Euler par :

Ale;"p = Ay |(1-0) (& ")p + 8(&™ 1 » (3.40)
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(¢ “"ll.p est abtenue en développant (g™, en série de Taylor :

ou - 7
6™y =k + H "  ew
avec ' ' :
O&: n .
Hijn _ ((_69__():3) = Hi (oD {3.43)
1

Aci" est Fincrément de contrainte qui survient au cours de lintervalle de temps
actuel At,.

L’équétion (3.40) pourra donc étre réécrite comme

(A& P hp = Eypi" + G ™ Agy B | (3.44)
avec ' ' | | :
Cjj" =0 Aty Hyn | , (3.45)
L'incrément de contrainte Agj™ est donné par : -
Agi "= Djj (Agi M )e = Dy (Aei n-( Ag; n')vp) | _ (3.46)
Dy sont fonction des congtantes élastiques.
Lincrément de déformation tolale est relié a I’incrén'i;:m de déplacement par
Ag;m= By Ad™ | : ‘ . (347)
Bjj étant les dérivées des fonctions de forme. |

En substituant (Ag; ")y, de T'équation (3.44), l'incrément de contrainte de-
vient

Acim=Dy" (By Ady - (6 hp AL B (3.48)
avel

Dy = (li + Dy Cuc ! Dig = (Dy ! + Gy ! | (349

Les équations 'd’équilibne qui doivent &tre satisfailes a chaque instant {, sont :
f Bj " dQ+ ;" =0 | (3.50)
Q

f;" est le vecteur des forces nodales équivalentes.

Durant un iniervaile de temps, les equations d'équilibre qui doivent élre”
satisfaites sont données sous forme incrémentale -
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'y

] Bj Aoy dQ + AR =0 } (351)
9] : B

Afi* représente la variation de charge durant lintervalle A, En substituant
(3.44) et (3.48) dans les équations d'équilibre sous forme incrémentale, nous obte-
nons : '

Krj " Adjn= AV;n | (3.52)
expression similaire a celle d'un comportement élastique linéaire.

KT; étant la matrice de rigidité tangentielie donnée par :
Krj" = [ By D" By dO) | (353)
o :
AV;nle vecteur des incréments de pseudo-forces donné par:
I\ :] By Dy (g "hp Aty dQ + A" o (3.54)
n .

Lincrément de déplacement est donc donné par :
Ad; " = [Kgy "1 AV 0 : ‘ (3.55)
La contrainte et le déplacement sont donnés par -

o-il'H‘l — ql"l_l, Ao-irl

(3.56)
d;rtl = d;n 4 Ad;
- L'incrément de déformation viscoplastique est donné paf :
(A& My = By Adin- [ ;" 1 Agyn | (357)
et la déformation viscoplastique est donnée par . ] |
(& " hp = (§ Dp + (A& Ny - (358)

le processus se poursuit jusqua ce que la vitesse de déformation viscoplastique
s’‘annulie. : ,

36/ EXPRESSIONS DE BASE POUR LES PROBLEMES BIDIMENSIONNELS
Pour connaitre V'état de contrainte en un poiﬁt d’un milieu consideéré, il

suffit de connaitre les vecteurs contraintes qui agissent sur trois plans perpendi-
culaires entre eux en ce point. Les équations. de transformation de coordonnées
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servent alors A déterminer le vecteur contrainle en ce point relativement 3 a'im-
porte quel autre plan. Il faut donc connaitre les neuf composantes des trois vec-
teurs contrainte définies par le tenseur : .

o11 012 O13
(0i)=| o1 022 0On
. 031 032 033

La symétrie de ce tenseur des contraintes ( 6; = ¢ji ) conduit A dire que six-
composantes suffisent pout définir I'état de contrainte au point considéré. De
méme, six composantes suffisent pour définir 'état de déformation au point
considéré. Le tenseur des déformations, lui aussi symétrique, est donné par :

€1 €12 &3
(&Gj)={ €1 €2 €23
€31 &332 &33

La loi de comportemént élastique liant le tenseur des contraintes a celui
des déformations est donnée par :

oij = Dijit &I

Djjki sont les composantes de la matrice d'élasticité fonctions des constantes élas-
tiques du matériau.

Comme nous avons vu précédemment (§ 3.3.2), pour des raisons de simpi-
fication des calculs numériques, les tenseurs de contrainte et de déformation sont

representés sous forme de vecteurs; ia 101 de comportement élastique devient
donc : :

=Dy

{al={o11,0n,03,012, 013, o}t

e = 1,60, 83,82,63, &al

Pour les problémes bidimensionnels plans, les vecteurs contrainte et dé-
formation sont indépendants de la coordonnée x3 et sont donnés par :

“{a)=lon, o2, 02}
lal=lar, e, a2l
avec
o33 = 0 en contrainte plane C’est A dire en faisant 'hypothése que I'épaisseur

est faible com;rarée aux autres dimensions; dans ce cas :

Eas*--—(ﬁu + 622)

—— — — A s —e—
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Les contraintes principales déviatoriques sont les racines de l'équation :

t3-J2t-J3=0 ° o | (3.59)-
En posant t = r sinB, nous obtenons :

sin®9-12sing-13-0 (3.60)

r 3 '

En comparant 'équation (3.60) a I'identité trigonométrique :

sin0 -i’l sin 6 -—14- sin 36 =0 | - (3.61)

nous abtenons :

r=-24j7 R . . {3.62)
V3
. __4]5_ _3Y3 J% ' :
sin 30 3 2 .1‘23/2 | (3.63)

Les co_ntfaintes principales déviatoriques sont données par :

sin (6 + 3)\

ﬁ sin O {3.64)

i an
sin (0 + 3)[ |

Le critére de Tresca peut s’écrire donc en fonction des invariants scalaires
comme : :

o1 - 03 = %{sm © -2 - sin (e+%ﬂ)}=Re(p) (3.65)
soit ' . :
2 V]2 0050 = Re(p) = V3 k(p) T (3.66)

Le critére de Von-Mises reste inchangé soit : .
VI = k(p) o .

ou ' : o {3.67)
13]°2 = Re(p) | ' ‘

Le vecteur d'écoulement plastique peul s'écrire aussi comme :

of _ ot aVjp 0t a6 (3.68)
doi aV], %6 apdo; '

j=— = ———
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En différenciant 'équation (3.63), nous obtenons :
a0 ; I3 3j50Y]%2 _
b V3 1_9l3 3]59V]2 (3.69)

90; 2cos30]45¥2 30 |2 90

En substituant I'équation (3.12) dans l’équatzon (3.11), le vecteur d'écoule-
ment plastique aura la forme : .

aj=Ciay + Gay ' (3.70)
T ) Vi
avec ayj = a1]2 et ay = CASE
30’1 ] ao'i

les constantes Cj et C; sont données dans le tableau 3.1 pour les critéres de
plasticité de Tresca et de Von-Mises.

Criteére de plasticité | ~ Tresca Von-Mises
G 2 cos ) (1+tan O tan 36) 3
Y3 sin | -
G )2 cos 30 o
Tableau 3.1

De plus, le vecteur dp; est donné par:

- En déformation plahe :

E_ a; + M
14+v
dy
{dpi} = dz\-_*{ {E—vaz+ M
et
E_
\ 2(1+v) *
- En contrainte plane :
_E_ a; + M3
1+v

{dp;) ={g§\.=J _;LE; a2+ My

49
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Ev (a1+ay) etr M, = Ev (array)
(14+v) (1-2v) 1-v2

avec M =

ai, 42 et az sont les composantes du vecteur d'écoulement piastique.
Eventuellement, il peut exister des points singuliers notamment pour le

critére de Tresca ot les canstantes Cj et Cz sont indéterminées pour 9 =x30° (coins
de 1a surface de charge). :

Cette indétermination peut étre levée en retournant a I'expression ongl—
nale du critére, soit :

2 V]2 cos 9 = Re(p) ‘
~pour 8 = 30°, nous avons : V3] = Relp)

résultat confirmé par la figure (1.8) qui montre que la surface de Charge de Von-
Mises (cylindre) passe par les coins de 'hexagone de Tresca.

3.6.2/ Probléme éhsto-visooplasﬁQue

Le calcul de l'incrément de déformation viscoplastique (3.44) exige l'eva-
luation de la matrice C; " proportionnelle a la matrice Hy »

(1]

GO‘i 7

Gj" = 0 At, Hy "
A partir de (339) et {3.43) nous avons :

| Oa + 4P

3.71
doj * df 7D

alal

Hy"=v

d'apres r équation (3.67) et pour le critere de plasticité de Von-Mises, nous avons :

_of _0¥3]7 | (3.72)
do; doj . .
ou )
= O OIZ 3 lo’z | (3.73)
01260'! 21’]2\0-3;1 .
soit ‘ )
a aj = —3- Maj | (3.74)

41"
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avec

6.12 0‘10‘2 0']()"3

Maj=i o102 &2 o203 (3.75)
010’3 0203 '3
nous avons aussi a partir de l'équatibn (3.73) :

Oaj ‘(3 y’3 .

= 2 My - FaMy s (3.76)
0o 2177 4]5%2 l

avec
3/2-1/3 0

Mijj=|-1/3 2/3 0 (3.77)
- 0 0 2

Les expressions de ggi et a; a; ainsi déterminées, I'évaluation de la matrice
Hj; " dépend du choix de la fonction d’écoulement viscoplastique <.

37/ PRESENTATION DU CODE DE CALCUL
- 3.7.1/ Structure du code de calcul

Le calcul numérique a été réalisé sur la base du programme PLANET éla-
‘boré par Hinton et Owen (7] Ce programme permettait initialemenl, ein se hasant
sur une formulation isoparamétrique en déplacement ct sur la théorie incrémen-
tale d'¢lasto-plasticité, de déterminer I'état de contrainte et les zones plaslitiées de
structures bidimensionnelles planes (contrainte plane, déformation plane, pro-
blémes axisymétriques) dont le matériau cbéit 3 une-loi de comportement élasto-
plastique a écrouissa'ge linéaire idéalisé (pente locale de la courbe contrainte-deé.
formation plastique constante). Le programme a été modifié et amélioré en vue
de déterminer les états de contrainte et de déformation amsi que les zones plasti-
fices de structures bidimensionnelles planes dont le matériau peut présenter soit
un comportement élastique, soit un comportement élasio plastique, soit un
comportement élasto-viscoplastique a écrouissage non-linéaire (ia pente locale de
la courbe dépend de la déformation plastique). De plus, la détermination des
champs de déformation en fond d'entaille, qui est l'objet de notre étude, exige un
maillage trés fin au voisinage de cette demniére. Pour cela, un sous-programme
permettant de réaliser Ie maillage automatique; a savoir caleul des coordonnées
des nceuds et leur numérotation, a été incorporé. 11 suffira alors de définir le
contour de la structure a étudier et le degré d'affinité du maillage. La figure 3.3
donne la structure du programme de caicul aprés modifications.
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Maillage automatique
MESH

'
Introduction des données mécaniques
INPUT
*

Introduction des sollicitations nodales
LOADPS

>

b - y
Incrémentation de la charge
INCREM
—
Chaoix de la méthode de résaolution
ALGOR '

Calcul des rigidités elémentaires
STIFEP

*
Résolution par la méthode de Gausg
frontale
FRONT
*
Probleme élastique

lnon
Probléme ¢élasto-plastique

oul

y

oui

Yy

» Bourle ditération

Snon

Probléme élasto-viscoplastique

4
Calcul du pas optimal et des

pseudo-forces

* Bowle dincrémentation de charge

STEPVP

s , : Calcul des forces
non l'est de convergence ‘

< résiduelles
CONVEIIj;TEADY RESIDU

" Calcul des déformations it

EPSTRA
!

Impression des résultats
OUTPUT
y

L non Dernier incrément

oui

Fig. 33 Structure du code de calcul
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372/ Méthodes de résolution des systémes d'equations non-linéaires

La majorité des algorithmes conduit a résoudre un systeme d'équations 1i-
.néaires 3 chaque itération. Pour notre cas, nous avans choisi de résoudre les SYys
témes d'équations linéaires obtenus a chaque itération par la méthode de Gauss
frontale qui combine la factorisation de Gauss a une Optimisation de la taille
meémoire. La méthode n‘utilise, 3 un instant donné, qu'un sous-ensembie de Ia
matrice du systéme, qui n'est jamais stockée en mémoire centrale. Cette particu-
larité offre un gain sensible d’espace mémoire par rapport a un “stockage par
bande” ou a un “stockage skyline” [26]. -

Le choix de I'algorithme de résolution doit tenir compte de plusieurs fac-
teurs [24} '

- Type de non-linéarité,

- Existence d'une ou plusieurs solutions.

- Précision et rapidifé de convergence désirées.
- Risques de divergence.

Quatre algorithmes sont développés dans Te code de calcul que nous avons
utilisé pour la résolution du systéme d'equalions :

Kij o - ;=0 | ' | (3.78)
37217 Méthode de substitution

Cette méthode consiste A construire une suite de solutions d® a q@2
d® tel que pour la réme jtération nous avons : ' :

Wi(d) = f; - Ky(dfr) df
A D = [Ky(df)[ 1 Widfn) | (379)
dirl) = g{n 4+ Adfril)

Si le processus converge, df") tend vers la solution exacte lorsque r tend
vers l'infini. Nous remarquons que dans cette méthode, la matrice fKil doit étre
calculée et inversée 3 chaque itération, ce qui rend le calcul long et cotteux. De
plus, les risques de divergence sont grands [24] et [8].

3722/ Méthode de Newton-Raphson ou de la rigidilé tangenliclic

Cette methode consiste a utiliser un développ'ement de 'l'aylor du premier
degré a I'équation :

WY = ij di -
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A litération I, nous avons :

o) v |
Wi e Ade ™) = wid™) (‘; E')Adj(r D (3.80)
24,
sait
_l '
oY,
AP =[O gy | (3.81)
‘ _ad,-“ ‘ -
et.‘

equation (3.81) peut étre écrite sous la forme :
A+ = [ Ky (i )1 @, (g; () (382)

La matrice dite tangente IKHI-] esl A caleuler et a inverser a chaque itération,
€e qui représente souvent la partie essentielle du temps de calcul.

Cette méthode est utilisée pour des problémes dont 1a solution pe deépend
pas seulement du déplacement actuel, mais aussi de Thistaire du chargement.

3723/ Méthode incrémentale ou pas a pas

Afin d'éviter la résolution complete d'un systéme ling¢aire a chaque itéra-
tion, nous faisons I'approximation suivante pour chaque incrément de charge :

Kii(di) = Kpgd{®) ' | (383}

Cette méthode nécessite un nombre d'itérations plus élevé que la méthode
de Newton-Raphson, mais le cott de calcul est en général moins €leve, car la'ma-
trice |Ky; n'est calculée et inversée qua la premiére itération de chaque incre-
ment.

3.7.24/ Méthode de 1a rigidité initiale

La matrice [Krijl est calculée et inversée uniquement a la premiére itération
et nous avons : '

AQfD = - [Kyy( o)1 dfo | (354)

Cette méthode est utilisée pour des problémes dont la non-linéarité est
faible. '

3.72.5 / Chaix de 1a méthode de résolution

En tenant compte des remarques précedentes, nous avons choisi la me-
thode de 1a rigidite tangentielle pour 1a résolution du systéme d'équations non-
linéaires. Celle-ci est mieux adaptée & la formulation des problémes de plasticité
(241, [8]. Cependant, Ta méthode ncrémentale ou pas a pas permet de donner de
bons résuliats. Dailleurs, une confrontation. entre ces deux méthodes est traitée
- dans te chapitre suivant. ,
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3.7.3/ Méthodes de résolution des systémes d'équations non-stationnaires

La discrétisation en espace d'un probléme non-stationnaire par la méthode
des éléments finis, conduit a un systéme d'équations différentielics en temps, du
premier ou du second ordre.

~ Un probléme de ‘viscoplasticité est traduit par un systéme d'équations diffé-
rentielles du type :

Gij di‘+ Kii dj=f; pour t21p .
(3.85)
di{tp = dy;

Résoudre un tel systéme consiste a trouver un ensemble de fonctions d{l)
qui satisfont I'équation (3.85) a tout instant t ainsi que les conditions initiales im-
posées at =1ty Pour cela, nous construisons numériquement, a partir de dy;, une

suite de valeurs de la solution aux instants successifs tg + AL, tg + 2At, .., {9 + nAL,
.. en utilisant des approximations des dérivées di de type différences finies.

Cette résolution nécessite un nombre de pas d'intégration dans le temps
important. Il importe donc de déterminer leurs valeurs avec soin afin d’en limi-
ter le nombre et, par conséquent, le colt de calcul tout en assurant la bonne
convergence des résuitats.

373.1/ Méthode d’Euler explicite

Le systéme différentiel du premier ordre peut étre écrit sous la forme :

di =g(d;, t) pourt 2ty
' ' ' {3.86)
d (tg) = d;
soit - :
d; = [GyI (f; - K;j ¢)
C'est A dire : |

gidj, B =[Gy (fi - Ky o)
Nous discrétisons di par la formule de difféerences finies décentrée a gauche

dt) = " :&1; (™" -a") - | (3.87)

n
avec Atn = ‘tn*—l - tn = tO + l‘lﬁt
soit : ;
‘ d n+l d;n+ A, di n {3.88)

gL = it Aty g, : (389)
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Cette formule de récurence d'Euler est dite explicite car g ne fait pas inter
venir linconnue d; n+, , '

La forme incrémentale de Féquation (389) est donnéc par
Adit= Aty (- Ky din) = jn (3.90)
dim—l =din+ Adjn

L'algorithme d’Euler explicite n'est stable que st Aty est inférieur a une va-
leur critique At [24) '

3.732/ Méthode d’Euler implicite

Cette méthade consiste a écrire I'equation (3.86) a l’i‘nstanl lntl =ty + AL, et
a utiliser 1a formule de différences finies décentrée a droite -

dl n+l - ‘Z‘l{m(dl n+l1 - d] n) ) | . (391)
n

d’'ot la formule d’'Luler implicite *;
il =diny Ay gdin't G ) SR ' (3.92)
Dans ce cas, I'équation de g fait inter_venir le vecteur inconnﬁ dymii
En substituant I'équation (3.92) dans I'équation (385), nous obtenons
(Gjj +At, Ky ) djn+l =4y 04+ Gy gin= : (3.93)
La forme incrémenta]e est donnée par :
(Gij +Aln Kij ) Adjo= AL, (01 Kij)gin | (3.94)
: djn+1:djn+.min |
Nous notons, de plus que l’algoﬁthme d’Euler implicite ést incondition-
nellement stable {24] , 18].
3.7.3.3/ Méthode d’Euler semi-implicite

Cette méthode consiste a écrire I'équation (3.86) a Vinstant th+ BAY, avec
0<6<1 comme: '

gl —gin g A, gm0 (3.95)
- o

G;p0 Ot 1 (1-@gygn



|
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Nous retrouvons d‘ailleurs la méthode d’kuler explicite lorsque 0= 0 eof ia
meéthode d’Euler implicite lorsque 0 = 1.

Lalgorithme de type (3.93) s'écrit :
(G +0 A Ky ) ™1 - AL O ;0000 (1 0) il

-(1-8) Kij di n) 4 Gijdj n ' (3.97)

La forme incrémentale est donnée par:
(Gij +0 AL, Kii ) Adi o= AL (O fimle (1 6) f; n+l Kii din - (397
d;ntl = din+ Ad;n

Le domaine de stabilité inconditionnelle sans oscillations est defini par 0
20,5 [24], (8]

3.734/ Choix de la méthode

Suite aux remarques précédentes, nous pouvons conclure que la méthode
semi-implicite est la mieux adaptée a cause de sa stabilité inconditionnelle el du
fait que le caicul des rigidités élémentaires se fait a Chaque intervalie de temps.
L'avantage que peut présenter la méthode explicite est la réduction importante
du temps de calcul (3 A 4 fois) car ne calculant les rigidités élémentaires qu'au
premier intervalle de temps seulement. Cette méthode est mieux adaptee pour
des problémes a faible non-linéarité.

3.735/ Calcul de l'intervalle de temps'opﬁmal

il importe de déterminer les intervalles de temps optimaux afin d'en limi-
ter le nombre et, par conséquent, le cott de calcul, tout en assurant cependant ia
bonne convergence des résultats. La plupart des méthodes utilisées sont a pas
constant; le pas est choisi au départ en tenant compte de la plus ou moins grande
non-linearité des phénomeénes a prévoir, et demeure le méme tout au long du
calcul. Ainsi, si @ un moment donneé, de trés fortes non-linéarités sont prévi-
sibles, le pas devra étre choisi trés faible alors que par la suite, les phénomenes se
stabilisant, une valeur pius importante aurait été suffisante [22]. Ainsi apparait
donc T'intérét d'une méthode dite de “choix optimal” dans laquelie e pas est dé-
lerminé a chaque instant du calcul en fonction des valeurs des variables repre-
sentatives de la non-linéarité du phénomeéne.

- Le pas est limité par le fait que lincrément de déformation viséoplasiiquc
¢quivalente survenu au cours de lintervalie de temps actuel, représente une
fraction de la déformation totale équivalente |7].
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AE = \/ & hp Ehp AtasTe®  (399)

avec 01 = t<s U115

Une autre farme de 1'équation ci-dessus est donneée par |7} :
Vieihp A S TVe! | (3.100)

g M étant le premier invariant du tenseur des déformations totales, (éﬁ")w e
premier invariant du tenseur des vitesses de déformation viscoplastique.

Le pas A, peut donc étre donné par {7} :

. ...._Tn : 1
Mpgt \/ ) - (3.101)
(& )vp in : . ’

en prenant la valeur minimale a travers les points pour lesquels nous avons cal-
culé les déformations.

Une autre condition impnsée sur le pas est que sa valeur acluelle est liee a
la précédente par la relation :

k étant une constante généralement prise égale a 1,5 {7} ¢’est une méthode dile a
pas liés.

La combinaison de la méthode du choix optimal avec celle des pas lies
permet une meilieure évaluation de la valeur du pas; ceci se fait en choisissant la
valeur minimale calculée par les deux méthodes.

Nous notons, de plus, que dans la littérature [27] , des formules empiriques
de calcul du pas optimal ont &té établies pour des cas particuliers de fonclions d'¢-
coulement viscoplastiques.

3.74/ Calcul des forces résiduelies pour un probléme élasto-plastique

Les forces appliquées a la réme jtération sont les forces résiduelles de la (r-
1)ieme jtération. Ces forces incrémentent les déplacements de Ad{") qu'on peut ob-
tenir par la résolution du systéme d'équations lincaires. La figure 3.4 illustre la
- pracédure de calcul des forces résidueiles dans le cas d'un comportement élasto-
plastique.
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de

i

(4 {a@ad?)

Calcul de Tincrément de déformatic

a(Ad])

+

2 ax; a x;

)

Calcul de t'incrément de contrainte en supposant en
premier lieu un comportement elastique

dgl = Dyde”
;)

Calcul de 1a contramte totaie
(r) (r-l +do. ).
ﬁl =0 ﬁl

- Calcul de la limite élastique actuelle]

D g gD

plastification
non

< a lﬁtérahon r
) r-1)
' a

Je

.
plastification a Il'itération (r-1
~— 1y LD

> Rerv

| plastification
oul non

oui

L'excés de cdntrainte est

le rapport dépassant la
limite élastique est :

o -0
R e

réduit a la limite élastique

A

al'itérationr
) r-1)
Joe >

loui

L'excés de contrainte est

réduit A Ia limite élastiqug

le rapport dépassant la
limite éfastique est :

¥

g -0 R=1
Comporteme " Calcul de Ia contrainte (Otaie dans Ie cag | Compariemen
élazsiii)que “d'une p]ast:'ﬁ;cation éla;stlique
. - r, .

(;') =5 :’ +d0g) Gi(r): Gi(r N, doei -dradp; (ir) =Gir )+ Ofe?
Calcul de 1a déformation plastique équivalent]
— ) — (D drag”
Ep = Fp =
Calcul des forces résiduelles
» ot {r) (r) -

¥, =] Byo, dO

@

Fig. 34 Organigramme du calcul des forces résiduelles pour
un probléme élasto-plastique.
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375/ Tests de convergence
3.75.1/ Probiéme élasto-plastique

La convergence est atteinte lorsque le rapport de la norme des forees res;
duelles et ia norme des forces appliquées est inferieur a une cr,rtame valeur qu'on
se fixe selon la précision voulue {7], i8]

() ,m o |
\/‘l’ \i‘ 100 < T, (3103

/\/fi(r)fi(r)

i=1, N N étant le nombre de noeuds total de la structure, r le numeéro de Fitéra
tion.

{ela signifie qu’on admet une erreur de 1¢%. Dans des situations pratiques,
une erreur de 1% est acceptable pour la majorite des cas [7]

3752/ Probleme élasto-viscoplastique

La convergence est atteinte lorsgue Ia vitesse de déformation viscoplas
tique ou lincrément de deéformation viscoplastique qui survient u cowars dein
tervalle de temps actuel s'annule. Pour cela, Tincrément de déformaiion actuci
doit étre inférieur a une fraction du premier incrément de déformation que pous
fixons des le départ.

= 100< T : (A0

Cela signifie que nous admettons une erreur de Iy %. Dans des situations
pratiques, une erreur de 1 % est acceptable pour ia majorité des cas {7].



CHAPITRE 4

APPLICATION DU CODE DE CALCUL A LA
DISTRIBUTION DE DEFORMATIONS

EN FOND D’ENTAILLE

Dans cetie étude, nous avons déterminé la distribution de déformations en
fond d'entaille en vue de la formulation d'un critére de rupture sous déforma-
. tion globale critique en relation avec le champ local des déformations. Cette dis-
tribution locale a été déterminée dans le cas d'un comportement élastique, élasto-
plastique et élasto-viscoplastique.

41/ EXEMPLES TRAITES

Nous avons déterminé la distribution locale des déformations en fond
d'entaille de plaques entaillées en traction dont la géomeétrie est définie dans la fi-

gure (4.1).

- w o

h 4

Fig 41
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et doni les dimensions sont les suivantes :
W =20 mm
L =30 mm
b =3mm
¥ =30°

Les propriétés matérielles (acier E24) sont regroupées dans le tableau (4.1)
pour les cas de comportement élastique, élasto-plastique et élasto-viscoplastique.

module de coefficient de | limite élastique | coefficientde | coefficient paramétre de [ coefficient de
Young Poisson [daN/mm?] résistance d*écrouissage viscosité viscosité
[daN/mm?] : plastique {jour!]
21000,0 0,3 7 24,0 43,5 0,22 0,001 1,0.
Tableau 4.1

La courbe d'écrouissage du matériau suit 1a loi de Ludwik :
o=0ggeEM : S - 41

g étant le coefficient de résistance plastique, n le coefficient d'écrouissage.

Dans le cas d'un comportement élasto-viscoplastique, 1a fonction d'écou-
lement viscoplastique du matériau est donnée par : .

4>(f)=(f—"<—k-)"' | | S @2)

m étant le coefficient de viscosité dépendant du matériay, k 1a limite élastique du
matériau. - . . -

La symétrie de la géométrie de I'éprouvette nous permet de ne discrétiser
que la moitié de cette demiére. La détermination du champ local de déformations
nécessite une précision importante des calculs, ce qui, a cause de la singularité,
impose un maillage trés fin convergeant a la pointe de T'entaille (Fig. 4.2); les di-
mensions des éléments doivent s’affiner vers la pointe de 'entaille en progres-
sion géomeétrique [6]. '
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42/ PREMIERE APPROCHE DE LA DISTRIBUTION LOCALE DES
DEFORMATIONS EN FOND D'ENTAILLE
En un premier temps, ncus avons fait les calculs avec un maillage manuel
(sur papler millimétré). Le code d'éléments finis donne, pour une charge répartie
de 14 daN/mm et pour un comporiement élasto-piastique les résultats suivants
en utilisant le critére de plasticité de Von-Mises :
&%)
0,7%
06% £
Dj.% -]
DA%
1a
a
3% 1 5
10
02%1 g
0.1% A %h% '
20% 1 .1 5] IEJ lil o] 'EI a 'E r(mm]
0 1 2 3 4
_a—
e(%)
0,7%
a
a
@
o
0t% 4
l %E -
00% TPy D
001 ' a .1 1 10

Pig 42 Distribution des déformations au voisinage d‘une entaille de
4,40 rvn de longueur et de 0,20 mm d’acuité.

Aprés détermination des paramétres a, Kgp et X pour les différents cas
traités, nous obtenons les résultats mentionnés sur le {ableau (4.2). .
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. Xc
014
0,12

Kec = - 53402e-3 + 0,13679r RA2 = 0,994

0,16 -
0,08 -
0,06 -
0,04 -
0,02 i

oW+ P
00 02 04 06 08 10

Fig. 46 Variation de X, en fonction de Facuité d’entaille.

Nous notons aussi que d'aprés la figure (43), la déformation maximale
diminue lorsque l'acuité d’entaille augmente, de plus, l'effet d'entaille est localisé
en son voisinage et s'affaiblit au fur et 3 mesure que 'on s'¢loigne d'elle.

La distance caractéristique augmente linéairement avec l'acuité d'entaille
(Fig. 4.6) alors que I'exposant a et le facteur d'intensité de déformation d’entaille
diminuent linéairement lorsque lacuité p augmente (Fig 44 et 45).

43/ AMELIORATION DE LA PRECISION DES RESULTATS

Afin de pouvoir améliorer la précision des résultats, nous devons dimi-
nuer les erreurs : ' : '

- En régularisant le maillage.
- En choisissant 1a taille optimale des éléments en fond d'entaille.
- En choisissant le nombre de points de Gauss optimal.
- En choisissant le nombre d'incréments de charge optimal.
43.1/ Influence de la régularité du maillage

La régularité du maillage est un parametre trés influent sur la précision des
résultats; pour cela, l'incorporation d’'un sous-programme permettant de réaliser
le maillage automatique dans le code de calcul s'impose. De plus, cela nous per-
met de réduire au maxdmum: la taille des fichiers de données ainsi que le temps
de leurs préparations.

Le sous-programme de maiflage automatique consiste & subdiviser la struc-

ture en plusietrs zones; pour chacune d’entre-elie, nous choisissons les nombres
de divisions verticales et horizontales convenables ainsi que les. raisons géomé-
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- triques correspondantes définissant ¥'évolution de la taille des éléments suivant
P'horizontale et la verticale (Fig 4.7). -

A%

X3

>

Fig. 47 Exemple de maillage.

Les résultats obtenus dans le cas d’'un maiﬂage manuel et d'un maillage au-
tomatique pour un comportement élasto-plastique d'une plaque entaillée de 0,35
mm d'acuité sont illustrés par la figure (4.8).

log(e)
-5
; B  Maillage automatique
¢80 o m ¢ Maillage manuel
6+
.74
5
J
9 . L ) ¥ T T T v ]Og(r)
-8 -6 -4 -2 0 2 4

Fig 48 Influence de la régularité du maillage sur la précision des résultats.

-

Nous remarquons que Yallure de la courbe dans le cas d'un maillage au-
tomatique permet de mieux décrire la distribution de déformations surtout dans
la zone ou le gradient de déformation est important que dans le cas d'un maillage
manuel.

432/ Influence du nombre de points de Gauss
Pour un élément rectangulaire & huit noeuds, le produit matriciet By Dy By

que nous devons effecfuer pour calculer la matrice de rigidité contient tous les
mondimes jusqu’au quatrigme ordre (£ @ ; i+j € 4). Par la méthode d'intégration
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de Gauss, il faut 3*3 points pour intégrer exactement la matrice {Kj] cependant,
‘ une intégration a 2*2 points permet de donner de bons résultats; l'intégration est
alors dite “réduite” [24].

| ' La figure (4.9) donne la distribution de déformations. en fond d'entaille
| pour une intégration a 2*2 points et a 3*3 points. Nous remarquons que l'intégra-
tion & 3*3 points permet de donner une courbe dont l'allure est nettement plus

réguliere. ‘
log(e)
-5

1% BeB,y v B 2*2points

6 QUV * 3*3points

"%\ |
7 B‘Q
37 *\%—.
9 M — T M T A T ng(I")

o -6 4 -2 0 2 4 |
’ Fig. 49 Influence du nombre de points de Gauss sur la précision des résultats.

: 43.3/ Influence de la taille des éléments en fond d’entaille

La taille des éléments situés en fond d'entaille doit étre de telle maniére a
bien décrire la distribution des déformations a savoir, mise en évidence de la dis-
tance caractéristique et du gradient de déformation.

La figure (4.10) présente les distributions de deéformations en fond Id'e'n—
taille pour un méme nombre de divisions et pour différentes raisons geomeé-
triques de la taille des éléments.

log(e)

61 T Ea B Cra gy

-7 -

-8

9 T r T T T ) ¥ 108{_1")
-1 -8 -6 -4 -2 0 2

-a- raison géométrique = 1,75
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log(e)
5
]
_6 -
7
-8
4
log(r
9 : . . . ogl)
-8 -6 -4 -2 0 2
log(r
9 T T v T T T . g( )
-6 -4 -2 Y 2 4
-c- raison géométrique = 1,40
log(e} .
5
8 a
% -
-7
-8 4
9 T T T T ad ]Og(l’)
-6 -4 -2 0 2 4

-d- raison géométrique = 1,35

69
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Tog(e)
5 -

log(r)

-9 ¥ T il T ¥ T T T

-6 -4 -2 0 2 4
: ' -e- raison géométrique = 1,30

Fig. 410 Influence de la taille des éléments sur la précision des résultats.

Nous remarquons que pour des raisons supérieures a 17 la distribution des
déformations nous renseigne surtout sur la distance caractéristique alors que Ia
précision au niveau du gradient de déformation laisse a désirer. Pour des raisons
comprises entre 13 et 1,7 les résultats obtenus décrivent le champ des déforma-
tions avec une trés bonne précision. Pour des raisons inférieures ou égaies a 13 la
distance caractéristique n'est pas mise en évidence.

Suite & ces remarques, nous concluons que la taille de I'élement situé en
bout de fissure doit étre iégerement inférieure a la distance caractéristique et que
les tailles des &léments voisins doivent étre du méme ordre de grandeur (raison
géométrique faible). '

434/ Déformations nodales et déformations aux points de Gauss

Le code de calcul permet de déterminer les déformations aux noeuds et aux
points de Gauss. La figure (4.11) illustre les distributions des déformations en
fond d'eniaille lorsque nous calcuions les déformations aux nceuds et aux points
de Gauss. '

log(e)
5
e] 8 @pg Bg
6~ : e B
E'E
[
EEI
-7-1 mﬂﬂ
a
Ef-’]m
84 BEIEB
54 r—— . y - v . Tog(r)
-6 4 -2 0 2

-a- Déformations nodales.
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log(e)
5

log(r)

"9 ¥ ¥ 4 T bl L) v ]

. -6 -4 -2 0 2 4
-b- Déformations aux points de Gauss.

Fig. 411 Déformations nodales et aux pointﬁ de Gauss.

Nous remarquons que le calcul des déformations aux pomts de Gauss
permet d'obtenir une meilleure précision.

435/ Influence du nombre dincréments de charge

Les non-lingarités des phénomenes de plasticité nécessitent de calculer les
déformations en incrémentant la charge. La figure (4.12) donne les distributions
de déformations en fond d'entaille pour dlfférents nombres d'imcréments de
charge. :

log(e)
-5
B oa2ge, 8 1incrément
3 &
-6 8 (2P, 1 8 ¢ 3incréments
] 'Y
" :
_7-4 [ ]
I-.
Sy
4 oy
8 .
9 . ' . : : r . log(r)

-6 -4 -2 0 2

Fig. 412 Influence du nombre d'incréments de charge sur la précision des
: résuitats.

Nous remarquons que le nombre d'incréments de charge n'a pas une
grande influence sur la précision des résultats dans la mesure ou le niveau de
charge n'est pas trés élevé. Cependant, un nombre d'incréments plus élevé per-
met une meilleure mise en évidence de la distance caractéristique.
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436/ Influence de la méthode de résolution

Les non-linéarités qui apparaissent du fait de la plasticité nous conduisent
A utiliser des méthodes itératives pour résoudre le systeme d'é¢quations; cela re-
vient & résoudre un systéme d'équations linéaires & chaque itération (§ 37.2).

Pour des problémes d’analyse plastique des structures, nous utilisons soit la
méthode de la rigidité tangentielle, soit la méthode incrémentale ou pas a pas [7]
Dans la premiére, nous calculons les rigidités élémentaires a chaque itération
alars que dans la seconde, nous ne les calculons qu'a la premiére iteration de
chaque incrément.

log(e)
-5
B incrémentale
Fe g @ * rigidité tangentielle
-6 QO% .

log(r)

6 - -4 -2 . 0 2
Fig. 413 Influence de la méthode de résolution sur la précision des résultats.
Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont sensiblement les mémes
(Fig 4.13), seulement, la méthode incrémentale permet de réduire le temps de
calcul par itération au dépend de la vitesse de convergence. '
44/ DISCUSSION DES RESULTATS -
441/ Solution élastique

Pour un matériau élastique fragile, le champ des déformations en fond
d'entaille peut étre donné par la solution d’'Irwin en mode 1 : ~

011=—K—'oosﬁ(1 —sin-e—sin@) : T
2nr 2 2 '
_K B_( 8 i 3 ) ' .
022 = cos ¥|1 + sin * sin —q (4.4)
_ V2nr 2 2 2 o

Ki_ cin 8 e 8 os
o12 = sin & cos ¥ cos 24
Y a2 2 "2

Soit en appliquant la loi de Hooke :
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.€1l=1 rv K 0096(1-2v—singsm36)

E Vonrr .
1+v K e( B 36)
€2 = cos ¥|1- 2v + sin —sm 2t {4.5)
E Y2nr 2 :
2
erz = 2 DKL smﬂ-msgws%@

La soluhB‘ﬂ ;inal?ﬁque d’Irwm nous permet d'aprés l'équation (4.5), d'ob-
tenir 1a distribution locale dé'déformation suivant la direction de propagation,

soit 0 = 0° sous la forme :

DTy e ol

S EW L K
€2 = —
. E V2mr

(4.6)

La figure (4.14) illustre la distribution locale de déformation obtenue par
calcul par éiéments finis sur le plan de fissure :

£
01 3
12 ‘B apg
o}
WE%
001
4
L0001 v | T ™ 1 r
1) | 01 1 1 10

Fig. 414 Distribution de déformations en fond d'entaille
pour une acuité de 0,25 mm et un comportement élastique.

A partir de cette figure, nous pouvons déterminer les parametres a, K ,
X¢ . Pour différentes acuités d'entailles, nous obtenons les résultats mentionnés
“sur le tableau (4.3)

-

p(mm) a Xc(mm) “Kep (%ome) 103
0,05 0,5009 0,0047 1,2210
0,10 0,5039 0,0089 1,2184
0,15 0,4995 0,0145 1,2104
0,20 0,4974 . 0,0188 1,2016
0,25 . — 0,5102 0,0247 1,1954
0,35 "~ 0,5037 0,0377 1,1850

- Tableau 43
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Xc
004

| Xe = -1,8714e-3 + 010957r RA2 = 0993
0,03 ~ '

0,02 1

2,01 -

0,00 P

M 1 v L T T T
08 01 02 03 04
Fig. 415 Variation de Xc en fonction de l'acuité pour un
comportement élastique.”
vl

0,52

651 4 ‘a

5 ‘
0,50 - g
849
0,48 -
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046 — 0
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Fig 416 Variation de a en fonction de l'acuité d’entaille pour un
comportement élastique.

K
. 12Be3

K=12271e-3 - 1,1589e-4r RA2 = 0,988

1,22e-3
12ie-3
1,20e-3 A

1,19e-3 ~

1,18e-3- . T ; y ——y .

00 01 0.2 03 - 0aP

Fig 417 Variation de K¢, en fonction de I'acuité pour un
comportement élastique. '

- Nous remarquons que la distance caractéristique, au niveau de laquelle la
déformation est sensiblement constante et maximale, croit en fonction de T'acuité
d'entaille de fagon linéaire alors que la solution analytique d'Irwin ne permet pas
de la metire en évidence du fait que cette demiére a été déterminée a partir d'une
fissure aigue d'acuité nulle. Or d'apreés la figure 415, la distance caractéristique
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nulle correspond 2 une acuité non-nulle qui est de l'ordre de 0,0170 mny; cela si-
ghifie qu'une fissure n'est en réalité jamais aigue, elle posséde toujours une
acuité aussi petite soit-elle. Encore faudrait-il souligner qu'au niveau de la dis-
tance caracténistique qui représente d‘ailleurs la dimension de la zone d’élabora-
tion du processus de rupture, la déformation locale (maximale) est la paramétre
qui permet de mieux prévoir I'amorgage de la rupture. Nous constatons, de plus,
que la solution d'Irwin est vérifiée d'une maniére assez précise au-dela de la dis-
tance caractéristique. En effet, nous pouvons apprommer la distribution de de-
formation locale par :

Kep

€E=—— {47)
Y2mra
a=05
avec ' . (4.8)
(1+v)(1-2v)K)
Ka,p = E

L'exposant a est de l'ordre de 05 alors que le facteur d'intensité de défor-
mation d’'entaille est lié au facteur d’'intensité de contrainte par la relation (48).
De plus, nous constatons que le facteur d'intensité de déformation d'entaille est
maximale lorsque l'acuité d’entaille est minimale. La méme évolution est consta-
tée concernant la variation de la déformation maximale en fonction de l'acuité
d'entaille. Le facteur d'intensité de déformation est donc un parametre qui per-
met de gouverner la rupture au-dela de la distance caractéristique.

442/ Solution élasto-plastique

En faisant les calculs pour différentes acuités d'entailles, nous obtenons

p(mm). o Xc(mm) Kep (%me) 103
0,05 0,5029 0,0058 1,3353
0,10  D,4966 0,0100 | 1,2854
015 0,4916 ~ 0,0159 1,2776
0,20 0,4827 0,0207 1,2671
0,25 0,4767 0,0255 1,2329
0,35 0,4679 0,0390 | 1,1952

Tableau 4.4
x
0,58 -
: a = 050845 - 012026r RA2 = 0,989
0,50 - :
0,49 4
0,48 -
DA7
0;46 v J v T v I v p
g0 61 82 03 0.4

-a- Variation de a en fonction de l'acuité pour un
comportement élasto-plastique.
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m‘
004

| Xe = - 65714e-4 + J10986r RAZ = {1594

0,03 4
0,02 4
0,01 -
0,00 v 1 ’ Y ’ T T P
0,0 0,1 02 03 04
-b- Variation de Xc en fonction de l'acuité pour un
comportement éelasto-plastique.
- K
t4de-3
K =1,3502¢-3 - 45540e-4r R~2 = 0,980
13e3 4
12e-3 1
lfl'e_3 v 1 v 1 ¥ T T - p
00 - 01 0,2 03 04

-c- Variation de K¢, en fonction de I'acuité d'entailie pour un
comportement ¢lasto plastiquce.

Fig 418

Nous remarquons que la distance caractéristique croit linéairement avec
l'acuité d'entaille, de plus, la distance caractéristique nulle correspond a une

acuité de 00059 mm. L'exposant a est inférieur 4 05 et décroit linéairement
lorsque Vacuité d'entaille augmente. Le facteur d'intensité de déformation d’en-
taitle décroit hui aussi linéairement lorsque 'acuité augmente.

L'approximation de la distribution de déformation locale par cette forme
expliquée ci-dessus (§ 42) permet de conclure que le facteur d'intensité de défor-
mation d'entaille peut gouverner la rupture au-dela de la distance caractéristique,
alors qu'au niveau de cette demiére, la déformation locale permet de misux pré-
_ voir le processus de rupture.

443/ Sclution élasto-viscoplastique
le code de calcul penmet de donner Yévolution de la déformation en fonc-

tion du temps (Fig. 419) et la distribution des déformations en fond d’entaille
- aprés que le test de convergence ait été veérifié (Fig. 420).
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3
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Fig. 419 Evolution de la déformation en fonction du temps -
pour une acuité de 0,35. '

[Daprés la figure (4.19), nous remarquons qu'il y a d'abord une déformation
instantanée suivie d'un écoulement plastique qui se fait progressivement en
fonction du temps. Le phénoméne commence a se stabiliser puis devient .in-
stable. La courbe exprimant la vitesse de déformation en fonction du temps (Fig

-4.20) permet d'interpréter plus clairement le phénomene.

£

hos

H2 +

4

001 R T t
0 20 40 60 80 i00
Fig. 420 évolution de la vitesse de déformation

en fonction du temips.

En effet, nous remarquons (Fig 420) que la vitesse dewdéformation, initia-
lement nulle, augmente rapidement jusqu'a atteindre une valeur maximale,
puis elle diminue, passe par un minimum et croit ensuite jusqu'a la rupture; ce
- spnt les trois phases de fluage, primaire, secondaire et tertiaire que nous-avons
décrit dans le premier chapitre (§ 1.2.1.2). Ce comportement est lié¢ a 'apparition
d'une instabilité dans I'¢coulement plastique qui se traduit par le fait que la dé-
formation, au lieu d’étre homogene, se concentre dans une zone ires localisée e
Iéprouvetie : c’est le phénoméne de striction qui s’amplific rapidement et
conduit a la rupture [29]. D'ailleurs, la distribution des déformations en fond
d'entaille n'est pas réguliére; nous somimes en préserice d'unie instabilité plas-
tique et les équations de Yélasto-viscoplasticité ne permettent pas de décrire ce
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phénomene. Il est donc nécessaire d'introduire dans le code de calcul un critére
de stabilité de la déformation. En remarquant que linstabilité plastique com-
mence au début de la phase tertiaire de la courbe de fluage, nous prendrons
comme critére de stabilité la condition suivante : "La déformation reste stable
tant que la vitesse de déformation ne dépasse pas sa valeur minimale”. Le critere
de stabilité s'écrit donc :

);, (e gk
3 e B

ag est un réel permettant de considérer que la variation de la vitesse de déforma-
tion est négligeable.

(49)

D'aprés les nombreux tests numérigues que nous avons traités, nous avons
remarqué qu'une valeur de ag de 0,85 est acceptable. Cela veut dire que la défor-
mation viscoplastique survenue précédemment (intervalle de temps précédent)
doit étre égale a au moins 85% de la déformation viscoplastique actuelle. Aprés

introduction de ce critére dans le code de caicul, nous obtenons les résultats 1l]us—
| trés par les figures ci-dessous.

&
0,005

0,004

o0

0,002 — . ’ .
0 16 20 30
Fig 421 Evolution de la déformation en fonction du temps.

3e4

-10e-4 ¥ ¥ r— T T hd t
0 10 20 30

Fig 422 Evolution de la vitesse de déformation en fonction du temps.
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Fig. 423 Distribution des déformations en fond d’entaille.

Nous constatons donc que la déformation augmente rapidement en fonc-
tion du temps, puis se stabilise (Fig. 421). La vitesse de déformation croit rapide-
ment, passe par un minimum puis diminue jusqu'a atteindre une valeur mini-
male trés proche de zéro (Fig 422). Nous remarquons que la distribution des dé-
formations en fond d'entaille est assez reguliére et que nous pouvons I'approxi-

mer par la forme en r - ¢ comme pour le cas d'un comportement élasto-plastique.

Apres détermination des paramétres a, K¢, et X pour les différents cas traités,
nous obtenons les résultats mentionnés sur le tableau {(4.5).

p{mm) a X (mm) Kep (%m2) 103
0,05 - 0,5034 0,0060 1,3712
0,10 0,4991 0,0112 1,3409
0,15 0,4944 40,0170 1,3110
0,20 0,4866 0,0220 1,2824
0,25 0,4794 0,0263 1,2545
0,35 0,4707 0,0403 . - 1,2117

Tableau 45
Xe
0,05
1 Xc= -77143e-5+ 011206r RA2 =0,994
0.04 4
003 4
0.02
0,51 -
ﬂ,ﬂ(} - T r T ‘2 r + p
0,0 ni . 82 63 04

Fig 424 Variation de Xc en fonction de Yacuité d’entaille pour un
comportement viscopiastique.
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0,51 e
! a = 050990 - 0,11437r RA2 =0,989

0,50 -
049
0,48 ' o

047 1

0,46 v Y v T - T - p
00 o1 0,2 ' 03 0.4

Fig. 425 Variation de a en fonction de lacuité d'entaille pour un
' comportement viscoplastique.

K
14e-3
K = 1,3937¢-3 - 53677¢-4r R"2 = (0,994
1,3e-3 1
L2e3 = T Y T v T v p
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Fig 426 Variation de K¢, en fonction de Yacuité d’entaille pour un
comportement viscoplastique.

Nous remarquons que la distance caractéristique croit linéairement avec
l'acuité d'entaille, de plus, la distance caractéristique nulle correspond a une
acuité de 0,0007 mm. L'exposant a est inférieur & 05 et décroit linéairement
lorsque l'acuité d'entaille augmente. Le facteur d'intensité de déformation d'en-
taille décroit lui aussi linéairement-lorsque V'acuité augmente.

444/ Influence du chargement

Nous avons déterminé, pour une méme acuité d'entaille, les distributions
locales de déformation en fond d'entaille pour différentes valeurs du chargement
(Fig. 4.27).
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‘Fig. 427 Influence du chargement'sur la distribution
locale des déformations en fond d'entaille.
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Fig 428 Influence du chargement sur K .

Nous remarquons que la distance caractéristique ainéi que l'exposant «
sont indépendants du chargement alors que le facteur d'intensité de déformation
d'entaille en dépend de facon essentielle (Fig. 428), cela confirme le fait que le fac-
teur d'intensité de déformation d’entaille permet de gouverner la rupture au-
dela de la distance caractéristique. '

445/ Confiontation des trois solutions
Nous avons superposé les trois solutions, élastique, élasto-plastique et

élasto-viscoplastique, pour une méme acuité d'entaille dans un seul graphe (Fig
429). :
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Fig. 429 Superposition des trois solutions .

Nous remarquons qu'au niveau de la distance caractéristique et du gradient de
déformation, la sotution élastique est la plus faible alors que la solution élasto-vi-
scoplastique est 1a plus importante bien que cette derniére est trés proche de la so-
lution élasto-plastique. Nous remarquons de plus que la déformation rejoint la
valeur de la solution élastique tout en s'éloignant du fond d’entaille; la plasticité
est donc confinée en fond d'entaille.

Xc

0,05

2 Elastique
04 e Hasto-plastique
B FElasto-viscopiastique

ZZ . : . i _
00 o1 02 03 04 P
Fig 430 Variation de Xc en fonction de I'cuité d'entaille
pour les trois solutions.
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Fig. 431 Variation de a en fonction de T'acuité d'entaille
pour les trois solutions.
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Fig 432 Variation de K¢, en fonction de l'acuité d'entaille
pour les trois solutions.

Concernant les distances caractéristiques, nous constatons que les pentes
sont sensiblement égales pour les trois solutions. Les distances caracteéristiques de
la solution élastique sont les plus faibles alors que celies de la solution &lasto-vi-
scoplastique sont les plus importantes quoique les trois solutions sont du méme
ordre de grandeur. -

L'exposant a de la solution élastique est de l'ordre de 0,5 alors que pour les
deux autres solutions, 'évolution est & peu prés la méme; cependant, les valeurs
de 1a solution élasto-viscoplastique sont 1égérement supérieures a celles de la so-
lution élasto-plastique. '

Dans le cas d'un comportement élastique, la pente de la droite exprimant
Kep en fonction de F'acuité dentaille est inférieure a celles des deux autres com-.
portements; la méme constatation est faite concernant les valeurs des facteurs
d'intensité de déformation d’entaille. Pour les cas de comportements élasto-plas-
tique et élasto-viscoplastique, nous observons la méme évalution sauf que les va-
leurs de K, pour un comportement élasto-viscoplastique sont plus importantes
que celles d'un comportement élasto-plastique.

45/ EXEMPLES D'EPROUVETTE C.T.

Afin de pouvoir valider nos résuitats par des essais expérimentaux, le
Professeur Pluvinage nous a communiqué les dimensions géométriques amsi
que les propriétés matérielles réelles d'éprouvettes C.T. (Fig, 433) du fait de leurs
disponibilité au sein du laboratoire qu'il dirige. Pour des raisons indépendantes
de riotre volonté, nous n'avons pas pu réaliser les essais envisagés. Nous nous
contentons donc de présenter les résultats obtenus par le calcul numérique.
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Fig 433 Schéma de I'éprouvette CT.
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Les propriétés matérielles de l'éprouvetté C.T. sont données par le tableau 4.6.

module de Young coetticient de limite élastique coefficient de coefticient
[daN/mny?} Poisson [daN/mm?] résistance plastique d’ferouissage
20600,0 0,3 . 37,5 125,5 -0,21
Tableau 4.6

Le code de calcul permet de donner les résultats suivanis :

£
Je3

2e-3

1e-3 A

Qe+l

1073 162 107! 109 10l T

Fig 434 Distribution de déformation en fond dentaille
pour une acuité de 2 mm d'une éprouvette C.T.

p{(mm) o Xe(mm) Kcp (%m®) 103
g,5 0,4861 0,0476 29987
1.0 0,4649 0,0838 7 8879
15 0,4474 6,1389 3.7391
75,0 04315 01761 26179
i 2,5 0,4116 02274 2,5413

Tableau 47
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Nous remarquons, comme pour le cas d’une plaque en traction, que la dis-
tance caractéristique croit linéairement avec l'acuité d'entaille, de plus, la distance
caractéristique nulle correspond a une acuité de 0,0089. mm. L'exposant a est infe-
rieur a 05 et décroit linéairement lorsque F'acuité d'entaille augmente. Le facteur
dintensité de déformation d’'entaille décroit lui aussi linéairement lorsque Ja-
cuité augmente. :

L'approximation de la distribution de déformation locale par cette forme
expliquée ci-dessus (§ 42) permet de conclure que le facteur d'intensité de défor-
mation d'entaille peut, & lui seul, gouverner la rupture au-dela de 1a distance ca-
ractéristique, alors qu'au niveau de cette derniére, la déformation locale permet
de mieux définir 'amorgage de la rupture. '



CONCLUSION

Dans cette étude, nous nous étions proposé de déterminer la distribution
des déformations en fond d'entaille pour des cas de comportements élasto-plas-
tique et élasto-viscoplastique, d'analyser tous les parametres décrivant le champs
local de déformation et de déterminer une forme généralisée de cette distribu-
tion.

Nous avons donc mis au point un code de calcul par éiéments finis deter-
minant les distributions de contrainte et de déformation. de structures bidimen-
sionnelles planes (contrainte plane, déformation plane et probléme axisymeé-
trique) dont le comportement du matériau peut étre soit élastique, soit élasto-
plastique, soit élasto-viscoplastique. :

Pour le cas d'un oomportemenf élastique, nous avons vérifié que la distri-
_bution des déformations en fond d'entaille est donnée par la solution d’'Irwin au-
deld de la distance caractéristique et qui est de la forme : :

Nous avons donc pu généraliser cette forme pour les cas de comportement

élasto-plastique et élasto-viscoplastique au-dela de la distance caractéristique
comme :

gy=f(r %)
a étant un réel inférieur A 0.5
" Cependant, pour le cas des comportements élasto-viscoplastiques, nous
avons montré, a travers une. série de tests numeériques, qu'il fallait introduire un

critére de stabilité de la déformation pour pouvoir approximer la distribution des
déformations avec la forme ci-dessus.
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Pour arriver a cette fin, il a fallut définir le facteur d'intensité de déforma-
tion d'entaille qui est un parametre permettant de rendre compte de I'état de de-
formation ainsi que de la'géométrie de l'entaille. , :

Nous avons, de plus, étudié la dépendance de la distance caractéristique, de
Yexposant a ainsi que du facteur d'intensité de déformation d’entaille en fonc-
tion de Vacuité d’entaille et en fonction du niveau de chargement. Nous avons
conclus que ces trois parameétres ont une évolution linéaire en fonction de l'a-
cuité dentaille pour les trois cas de comportements alors que seul le facteur d'in-
tensité de déformation d'entaille dépend du niveau de chargement; c’est donc un

. parametre qui peut, a hui seul, gouverner la rupture.

La méthode des éléments finis nous permet donc de traduire 'évolution

des contraintes et des déformations aux points les plus sollicités a Faide de lois as-

~ sez simples. Seulement, elle est caractérisée par des temps de calcul relativement
importants surtout pour les cas de comportement élasto-viscoplastique.

Il serait intéressant d'envisager la comparaison de cette méthode avec la
méthode des équations intégrales et de voir les avantages qu'elle pourra présen-
ter quant 2 la rapidité de convergence, la qualité de la précision des résultats, et -
rimportance du temps de calcul '

Nous envisageons en perspectives de confronter ces résultats avec ceux
d'essais expérimentaux réalisés sur éprouvettes entaillées en traction et sur
éprouvettes C.T. afin de pouvoir les valider et par la suite, de formuler un critere
de rupture sous déformation critique ou bien sous facteur d'intensité de déforma-

_tion d'entaille critique. Nous envisageons de plus, d’améliorer le code de calcul
en vue de traiter des problémes de propagation de fissure, en introduisant le cri-
tare de rupture a formuler, d’enrichir la bibliothéque d'éléments, d'incorporer un

g sous-programme permettant de réaliser un maillage automatique adaptatif et
d’'optimiser le temps de calcul surtout pour les probiémes élasto-viscoplastiques
qui est relativement important.
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