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Durant s seconde moiné du 10dme siécle, Tusape dus diliGronts maidiaex se
développa cossidérablement. Aves cet wssor se suadliphidicil ausst Jes sccidents dus 2
i'utilisation isadéquate de cos matériaux, de méine que bien souvent a des faiblesses do
conceplion et de dimensionnent. Cerlains do ces accidents, do part lear soudameic of lour
brutalile, délrayéiont a raison lachionigue.

Fa uifet Jon weples do caloul des préces avarent le plus souvent pour objet de proven
ley délormatiops importantes gui sont en pénéral fondées sur fa théorie de I'élasvers
hinéaire qui copsidére le mbeu comme conlinue, situztion que fon sail lorlement
¢lowgade de la 1éalic, en raison de la présence mévilable des 1adgulanics peomcingucs
(fentes, entatlles fissures,cle...), qui vonl servir d'ampliflicateurs de contrainie c'est a duoe
existonce des points de concenlrations des contraindes qui vont permciice lanoigage doe
1a ruplise, '

Bico que cos ruptures sownt Dnalemont on nombee f:05 faibic, par comparason avis
celies causCes par surcharge (plasitlication) ou wstabiude, clle sont parltculiGroment
danpeicuses, en eflet elle ne peuvent que ditlicilement ¢ire déteeiées a Vavance car elles
se produisent avee peu ou pas de deformation préaslable, par adicurs une Tois initiée fa
rupture fragile s¢ propage avee unc vilesse illimitée, que wules actions correclives est
impossible, cus caracléies justilient inumease clfort de la recherche qui a ¢l consacro ¢l
gui & aboutil a Ja création d'une discipling : La mécanique Jde la tuptuse |

Parmi les données qui gouvernent la propagation des fissures, la Jor du
comportement du matérian considéré, pour bien approcher le probleme réel en
wécanique des solides on ait amené parfois a copsdérer le matérian viscoclastiguc
fincaire,  1es polyrocres orpaniques, le bos ete. peuvent &re considérer comme étunt
des nwicrisux ayant un comportement viscoélastique . Donc unc prévision du
comporlement des matdriaux non sculement au début de 'uitdisation mais aussi apres i
cerlain emps doe nise en Service.

La tonmulfation théorigue du probléine de viscoélasticite cn utilisant le principe de
corrcspondance ¢t cerlain nombre de modéles théologiques zous oni pennis de présents
la lois du comporivaent de ces matériaux . Le choix convenable d'un de cos modeles
pour la formulation de l'application de la méthode des Jdiscontinuités des deplacoinents
aux problomes viscoflastiques qui nous permet de déterminer ke champ contrainie ¢t de
déplacement dens un domame viscodlastique fissuré, calculer les vartables de fissuration
(iaux de restuuiion d'énergic ot facteur d'infensité de contraimie ), ei déiernuncr ia
direction de propagation de fissure. Par conséquent l'objel du préscut iwavail, esi ia
modélisation des rupluics des matériaux viscoclastiques lindaires en bidinenswunclies :
1a zone plastique a la polnic de ia fissure peat éire négligée .



Dans le chapitre I on présentera la modélisation des matériaux viscoélastiques et
I'4noncé du principe de correspondance . Le chapitre II est un rappel de la mécanique
linéaire élastique de la rupture et son extension en milieu viscoélastique en utilisant le
principe de correspondance. La méthode des équations intégrales de frontiéres est
présentée dans le chapitre IIf avec un développement de la méthode des discontinuités
de déplacement en coordonnée cartésiens en utilisant un potentiel de déplacement. Dans
le chapitre IV on appliquera la M.D.D aux milieux viscoélastiques fissurés.

On terminera par le chapitre V ou on exposera la procédure numérique du travail et

l'architecture du programme, ainsi que les résultats numérique de I'étude de propagation
de fissure en structures viscoélastiques fissurées.
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CHAPITREI: ‘ _
VISCOELASTICITE LINEAIRE

L1 :INTRODUCTION : | -

Tous les matériaux présentent a des degrés divers des propriétés viscoélastique ,
leur comportement s'apparenté & la fois au comportement du solide élastique parfait et
du liquide visqueux newtonien , la théorie des milieux viscoélastiques est donc une
généralisation des deux domaines qui sont développes séparément a savoir :

- La théorie de-I'élasticité
- la mécanique des milieux visqueux

Cette théorie permet d'introduire le temps comme un nouveau facteur dans les
équations d'état des matériaux , cela signifie prendre compte des évolutions différées et
de relaxation.

L'approche fonctionnelle est plus simple & formuler les matériaux viscoélastiques
linéaires , elle essaye de traduire sous forme analytique leurs comportement réel.
1.2 :MODELISATiON DU COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE UNI AXIAL:
1.2.1 :Expériences Fondamentales :-

Les expériences prépondérantes qui mettent en évidence le comportemant
viscoélastique sont :

12.1.1 FLUAGE :

A une éprouvetic on applique un échelon de contrainte d'amplitude o, a =4 :
o(t)= o,H(t-1,) . @D

ou H(t) fonction échelon d'Heaviside définie par :

H(t)r— 0 <0 12)
"Y1 20 -
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et on observe I'évolution de la déformation en fonction du temps (fig 1-1) qui peut
étre décrite par la relation : '

d1)=o,J(1,1,;0,) , 1-3)
ou J(1,1,; 0,) fonction de fluage qui est 1a déformation subie par le matériau lorsqu'on

impose a celui-ci une contrainte d'amplitude unité a l'instant ¢ = ¢, , contrainte qui reste
constante au cours du temps

sy b ﬁ\
E(t)

P ol [p—
T e ——
Y

r

k
fig(I-1):expérience de fluage

1.2.1.2 : RELAXATION : : ’ -

On impose a une éprouvette un échelon de déformation damplitude ¢, a =1, :

)= eile-1) e

on observe que la contrainte diminue au cours du temps (fig 1-2) cette évolution peut
&tre décrite par la relation : '

oft)=&R(1,1,:¢,) | (1-5)

ou R(t,1;¢,) fonction de relaxation qui est la contrainte résultant de l'application

d'une déformation d'amplitude unité & 7=1¢, , déformation qui est maintenue constante
au cours du temps. '
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b, b k- b
fig (1-2) : Expérience de relaxation. i
Remarques :

1°) La déformation présente un saut a t=z, (fig I-1) , i! correspond a l'élasticité
instantané du matériau , on peut observer des réponses sans élasticité instantangé.
29 Quand lim J__(z,z,; o,) est finie , le matériau est asymptotiquement stable et il

est dit solide , lorsque le cas est contraire il est dit fluide.
1.2.2 : LOI DE COMPORTEMENT :

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique traduit la correspondance
entre l'histoire des contraintes et celle des déformations :

- d1)=Flolt)] a-6)

F est une fonctionnelle de I'histoire des contraintes _
On considére le comportement du matériaux linéaire (ce qui est vraie pour la
plupart des matériaux lorsque des sollicitations son suffisamment faibies) dont la
traduction fait que la fonctionnelle F est linéaire c'est a dire

Va,BeR - Flao(1)+ g (t)]= eF [o(1)]+ pF[ ()] a-7)

On remarque bien que la linéarité nous dicte directement le principe de
superposition d¢ BOLTZMAN qui stipule que : " si l'on superpose deux histoires de
sollicitation chacune apporte sa contribution a la déformation finale et la réponse est la
superposition des réponses ".
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On ajoute dans un souci de simpliﬁcatibn a Ihypothése de linéanté celle de non
vieiflissement c'est & dire que les propriétés mécanique du matériau n'évoluent pas avec
le temps.Dans ce cas les fonctions de fluage et de relaxation ne dépend que d'une seule
variable : '

Htt,0)=J(t-1) - \
R(2,t,,8)=R(t-1,) : (18

bt B

12.2.1: INTEGRALE HEREDITAIRE :

Compte tenu de la linéarité du comportement du matériau et du principe de
BOLTZMAN Ia réponse a une sollicitation qui se compose d'une série de fonction

échelon d'amplitude Ao, (fig I-3) est :

1) = iAo,.J(t—t,.) | | (19

1=1

N .
oD . - £ A

N '
1 ' a7y as,
t

I
 law,

rJ

ac,

]

e L — Ry
fig (1-3) ¢

Pour une sollicitation continue on peut toujours décomposer off) en une série de
fonctions d'échelon damplitude infinitésimale do{¢) fig (I-4) donc la réponse est :

A1) = Bt = )+ Ao )Tt )+ doi )11+ (-10)
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En faisant tendre do{r) vers zéro de fagon que la décomposition du graphe escalier .

tend vers la fonction oz) réelle on obtient la réponse suivante :

£(I)=Acr1J(t—t1)+jJ(t— r)do{‘r)dr (I-11)

0

dr

ou l'intégrale est connue sous le nom d'intégrale héréditaire [FLUGGE]

(V)

rb '
fig (I-4) : Décomposition d'une sollicitation continue

Pour une sollicitation quelconque la réponse s'exprime donc sous forme d'une
intégrale a la quelle il faut ajouter les discontinuités éventuelles :

1) = jJ(!— 7) d‘;(;) + i.f(t - 7)Ao, (1-12)

expression que 1'on peut écrire avec la notation de produit de convolution et avec la

définition de la a dérivée au sens des distributions AA—G pour tenir compte des termes de
t .

saut

2w oft) a-13)

De méme la réponse d'une sollicitation en déformation £t) quelconque est :
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At

oe) = 2R | @-14)

les deux relations précédentes représentent I'équation d'état dans le cas uni axial ,
le réle prépondérant des fonctions de fluage et de relaxation est mis en évidence

1.3 : MODELISATION DU COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE
TRIDIMENSIONNEL :

Pour un cas de sollicitation tridimensionnelle avec les mémes hypothéses que
Précédemment , les expériences de fluage et de relaxation nous ameénent a définir :

- une matrice de fonctions de fluage [ J ] telle que pour une sollicitation de
type suivant:

clt)=0, H(t- 1) : ‘ {d-15)

y

la réponse est :

g

e(1)= 4t~ Dt | | a.16)

-« Une matrice de fonctions de relaxation { R ] telle que pour une sollicitation
de type suivant : :

.eij(t) = &yH(1- 1:) (I-17)

la réponse est :

~

o,(t)=Ry(t - 9)e'n (1-18)

.}

D'une maniére similaire que pour le cas uni axiale , la réponse a une sollicitation
quelconque est :

réponse en déformation :

U L H gy, (1) (1-19)
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M

réponse en contrainte :

o,(1)= A,4(1) *g,(1) | - (1-20)

At

Remarque :

Avec le méme raisonnement que dans le cas délasticité linéaire et avec I'hypothése
dlisotropie, on peut ramener 4 deux le nombre de fonctions indépendantes définissant les

composantes de chacune des matrices [J jet {R].
On peut choisir deux fonctions L(t) et M(t) qui jouent un role équivalent aux

coefficients de lamé .Nous avons alors pour une sollicitation quelconque :

RN
At &

iy

(r)5+2AIZSt)*£U(t) ‘ (1))

1.4 : EQUATION DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES :

La formule obtenue précédemment montre que tous les calculs concernant un
probléme viscoélastique se font dans une algébre de convolution. La. propriété de la

. transformée de Laplace relative au produit de convolusion permet de les remplacer
~ dans une algébre ordinaire portant sur la transformée de Laplace , qui est définie pour

une fonction quelconque £,

)= L[] = [ (ee e | Caw

1]

Exprimons ainsi l'ensemble des équations d'un- probléme viscoélastique en

transformé de Laplace :
Données et inconnues :

- Force volumique : f{ ) —> 1(s)

-Conditions aux himites : : :

Ui(t) = Ui(t) > Uis) = Ei(s) en déplacement (1-23)

T:(I) = _f(t) - T (s)= ?(s) en contrainte

avec.T = oyn;
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Equations :
B’;j, j+ ? =0 équation d'équilibre
E‘g =1/ 2[&;, i+ U i relation déformation - déplacement (I-24)

dij=A¢ &0, + 2ue;  loi de comportement

A=sL
avec : - SE(S) pseudo coefficient de Lamé
p=sM(s)

Equations tout 2 fait similaires a celles d'un probléme d'élasticité linéaire si le type
de conditions aux limites ne varie pas au cours du temps.

L5 : PRINCIPE DE CORRESPONDANCE :

Cette analogie étroite existant emtre le probléme viscoélastique transformé et le
probléme élastique appelé aussi principe de correspondance a été mise en valeur par
MANDEL. elle consiste 4 : )

- Résoudre le probleme ¢lastique correspondant -
- Prendre l'ecnture transposée , en remplagant dans la solution correspondante

par l(s)
par i(s)

eic...

Tl ol

-On obtient ainsi la transformé de Laplace de la solution viscoélastique , en prenant
son inverse , on trouve la solution dans I'espace temps.

1.6 : MODELES RHEOLOGIQUES POUR LE COMPORTEMENT
VISCOELASTIQUE UNI AXIAL :

On associe les deux modéles de bases , ressort et amortisseur pour obtenir des
modéles de comportement intermédiaire dans le but de construire des équations d'états
plus représentatives du comportement viscoélastique linéaire.
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1.6.1 - Modéles de base :

L6.1.1 - Ressort : modélisé le matériau élastique linéaire-

- Sa loi de comportement : oft)= E&(t) ( loi de HOOKE )

- Fonction de fluage : J(¢£)= V/E H(®)
- Fonction de relaxation : R(t) = E H(t)
' c

E: module de young.

1.6.1.2 - L'amortisseur : modélise la viscosité linéaire

- Sa loi de comportement : ot)= 7&t)  (loi de NEWTON)
- Fonction de fluage ~ : J(t)=1/ nH(z)
- Fonction de relaxation : R(r)= &)

ou &¢) : impulsion de DIRAC '

Z [y N
N LT 7
o} n o]
77 . coefficient de viscosité.

1.6.2 - Modéles intermédiaires :

L.6.2.1-Modéle de MAXWELL :

Modélise un fluide viscoélastique -

11



o), o)
n

—+

- Sa loi de comportement est :

E 7

- Fonction de fluage : J(t)= [ L, -E-}H(t)

- Fonction de relaxation :R(t)=E exp(—Ei).H(t) :
n

o n

(1-26)

Ewy B

A
|-~ -

Tt
(Fig 1-5)

) augmente indéfiniment avec le temps clest & dire le modéle de MAXWELL

L] -~

décrit un comportement fluide.
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1.6.2.2- modéle DE KELVIN

E -
NANANA
Modélise un solide élastique G - «0c
_ ” :
- Sa loi de comportement est : oft)= Ee(t)+ n&t) ‘ a-27)
.' _ 1 E.t |
- Fonction de fluage : J{t)= z [1 - exp[— _)]H (1) 1-28)
) n |
_ Fonction de relaxation  : R(z)= EH{z)+ n&1) @29

1'essai de fluage nous donne la réponse en déforrhatioﬁ fig (1-6)
B “E
dt)=o, E[l“ exp(—-—(r— ru))]H(r,—to) (1-30)
n

On remarque que lim.J (¢) est finie. Donc le modele est asymptotiquement stable . 11

 décritun comportement solide.

A
£0)

Y

. fig (-6)
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1.6.2.3-Modéle du solide a trois paramétres :

+—E-—a= ne+ B e (1-31)

2 2

- Sa loi de comportement est ; o{_———-—El * E’] /i )

E £,

_AAANA
«— AANAA

o

sous forme générale :

. . E1+E2
Po+P o=qe+q e avec{ _ EfE,

(I-32)

En faisant la transformé de Laplace des équations d'état (I-13) et(I-14) on a :

J=-%  transformé de la fonction de fluage (1-33-a)
ST :
R =2 transformé de la fonction de relaxation (1-33-b)
s& |
Dans notre cas l'équation d'état s'écrit en transformé de Laplace :
o(P, +Bis) = (4. +4,5) a-34)

On peut la mettre :
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. Po=Qe¢
ainsi par identification on 'a :

soit donc en faisant l'inverse :

E

1 2

E,

E,+E,

e

R()=

J(0)= ri+Ei(1;exp(i

J[e s

(I-35)

H

E’ml@!

Ly
I

& | o
=

(1-36-2)

e

E +E

2 ) zﬂ H(z) (1-36-b)

Les deux essais prépondérant en viscoélasticité pour ce modele nous donne les

r eponses suivantes :

s ?

om i -

essai de fluage

Remafque:

£0) 4 '

T.E.

Y

essai de relaxation

‘Le modéle montre une élasticité mstantane et 1 est assymptothuement stable ,
représente un modéle standard du solide v1scoelasthue linéaire.

Conclusion:

Un matérian est dit viscoélastique si1 sous l'action d'une charge constante, il
manifeste l'existence de la déformation différé et cela quelque soit le niveau de charge

inférieur a la himite de la rupture.
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Les modeles rhéologiques donnent lexpression analytique des lois de
comportement(fonction de fluage et de relaxation) qui ne suffisent pascar les
coeffictents qui les définissent,sont inconnue, mais expérimentalement la fonction de
fluage est accessible (certains rhéométres en fournissent un enregistrement
graphique) et par analyse mathématique de ce graphe on pcat alors déduire les valeurs
des différents paramétres rhéologique, ainsi que le nombre du modéle solide & trois
paramétres dont est constitué le matériau (méthode de INOKUCH]) .

Dans notre étude en ce contente de prendre un matériau viscoélastique représenté
par un le modele de solide a trois paramétres.
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CHAPITRE IT:

NOTION DE MECANIQUE
DE RUPTURE
APPLIQUEES AUX
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CHAPITRE II:
NOTION DE MECANIQUE DE RUPTURE APPLIQUEES
AUX MILIEUX VISCOELASTIQUES

I1.1 : INTRODUCTION -

C'est un fait d'expérience courant que, si on fait croitre suffisamment le chargement
au dessus du début de la déformation permanente , 1a rupture peut se produire.
Mais on 'a aussi observé des reptures soudaines en domaine élastique sans déformation
importante préalable qui ont d'abort apparu surprenantes .On a constaté qu'on trouvait
toujours 2 l'origine d'une rupture, un défaut , vide ou fissure.

Par conséquent | les calcules habituels de la mécanique des milieux continus ne
peuvent prévoir la rupture puisqu'ils supposent l'absence de tout défaut.

H.2": GENERALITES SUR LES RUPTURES :

I1.2.1 : CLASSEMENT DES PHENOMENES DE RUPTURES :

A l'échelle macroscopique , les surfaces de rupture sont loin davoir des formes
simples.On peut cependant considérer deux modes principaux de ruptures : la rupture
plate et la rupture inclinée.Le premier cas de la rupture se retrouve généralement dans
des ruptures se produisant avec une faible déformation plastique c'est la rupture fragile.
Quand le plan de la rupture est incliné , la rupture s'accompagne dune forte
déformation plastique c'est la rupture ductile. Dans la plupart des cas, la rupture est une
combinaison des deux type de rupture précédents.

I1.2.1.1 :LA RUPTURE DUCTILE :

Avec l'intervention de la plasticité ou la viscoplasticité , on entre dans le mécanique -
non linéaire de la rupture. C'est le cas des matériaux ductiles comme les aciers a faibles
teneur en carbone , les aciers inoxydables , certains alliages d'aluminium , les
polymeéres. La plasticité intervient sous deux aspects :au niveau d'une zone plastique en
amont du front de fissure ; au niveau du mécanisme de progression de fissure par
superposition de mécanisme de rupture ductile[J. LEMAITRE].
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11.2.1.2 : LA RUPTURE FRAGILE :

La mécanique linéaire de la rupture est fondée sur une analyse lindaire des champs
- de contrainte et déplacement. Elle donne d'excellents résultats pour les matériaux
élastiques - fragiles comme les aciers a hautes résistances , les verres , ect....

Donc sous le sens macroscopique la rupture fragile est .caractérisée par la faible
plasticité , globale de la structure ce qui permet de dire que le matériau continue de se

comporter élastiquement {J. LEMAITRE].

I1.2.2 : MODE FONDAMENTAUX DE LA RUPTURE : -

On distingue trois cinématique remarquables du déplacement relative des levres de
la fissure ou mode de rupture]BARTHELEMY] [J. LEMAITRE].

' 11.2.2.1: MODE I( mede d'ouverture ) :

Les lévres de la fissure se déplacent perpendiculairement I'une par rapport & I'autre
fig (II-1-a), et est définit par les discontinuités de déplacement: '

Dle:_U;:O
Dz(xl):U;_U;io
DJZU::_U;:O

11.2.2.2 : MODRE 11 (mode de cisaillement):

Les lévres de la fissure se déplacent dans un méme plan , perpendiculairement au
front de fissure fig (11-1-b) .11 est définie par les discontinuités de déplacemerit :
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D1(x1)=U1+*U;¢O
Dz(x2):U;_U;:O
DJZ.U;_U:;:O

- 11.2.2.3 : MODE 111 @mode de torsion ) :

Les lévres de la fissures se déplacent dans un méme plan parallélement au front de
fissure fig (1I-1-¢), il est définie par les discontinuités de déplacement:

DI:U:_‘U;:O
D,=U,-U,;=0
Dj(x3)=U;—~U;¢O

*1 R

p 5

Fig(11-1)

Ti est a signaler que I'état le plus général de propagation de fissure peut étre ramené a
la superposition des trois modes simples .Mais que les ruptures dangereuses sont
généralement des ruptures de mode I. C'est la raison pour laquelle la plupart des études
de 1a mécanique de la rupture ont porté sur ce mode. On s'intéressera de plus dans ce
qui suit au cas du probléme plans et en particulier le cas du mode L.
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IL.3 : APPROCHE ENERGETIQUES :

La rupture est un phénoméne consommateur d'énergie. L'évolution d'un systéme
solide avec fissure peut étre décrit a partir des équations de la mécanique et de la
thermodynamique des milieux continus. Nous distinguons deux approches.

IL3.1 : APPROCHE GLOBALE :

Formuiée par GRIFFITH ( en 1920 ) pour les matériaux fragiles et généralisée par
LE MAITRE ET CHABOCHE en 1970 consiste a calculer le taux d'énergie restituée
"G" au cours d'une fissuration fictive de longueur dn, et il n'y aurait rupture que si

G 2 G, ou G est la valeur critique caractéristique du matériau.

11.3.1.1 : Formulation de la théorie de GRIFFITH :

La formulation de la théorie de GRIFFITH est basé sur le principe de conservation
d'énergie totale[H.D.BUT .

Soit un solide élastique :

L'énergie total du systéeme ~ W, =W, +W_ +W,+W dr-1)
W, énergie élastique
W_.: énergie des forces exterieur

W,: énergie dissipé pour séparerl surfaces

W, :énergie cinétique

cin®

W,=2p . (I1-2)
¥ 1 Energie superficielle( analogie avec les liquides)

Principe de conservation de I'énergie totale :

dWw,, =dW, +dW_ +dW,+dW, =0

Lol e

éW" ;—(%Im-{-wm-{-mﬂ!)

cn
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La propagation n'est possible que si 4%, > O donc :

can

W+, + W, <O 1-3)
W, = G& |

LW+ W,.)+ 2750

On définie le taux de 1'énergie restituée au cour d'une propagation da par :

G=- %(Wm +W,,) (I1-4)
~G+2y<0O
(1-5)

Soit G22y=0G,

quand :

G <2y pasde propagation
 G=2y début de propagation

G>2y propagation instable

11.3.1.2 : Formulation Intégrale énergétique local:

Consiste a écrire le taux de restitution d'énergic en fonction du champ de contrainte
et de déplacement sur les frontiéres du domaine fissuré,
Milieu plan :
On considére un domaine Q présentant une discontinuité de taille a: Xfrontiére du
domaine extérieur. |
E U & frontiére de la fissure. _
&),  :frontiére du domaine de contrainte imposé.
X2 : frontiére du domaine de déplacement imposé.

u
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pour un solide élastique linéaire :

o .

Weas = 15 0,€,dC) . 11-6)

Wo=- |1 %a : ar7)
d’},u{‘u{dA

Le théoréme de GREEN-STOKES permet de transformer I'intégrale de surface en
intégrale curviligne et le principe de travaux virtuels donne :

-l-j oedn = & J (Tiudff-+uiﬂ (11-8)
20 DUEUE dA - a4

g1 j (Tf’ihu.ﬂ)dr , Ca)
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11.3.2 : APPROCHE LOCALE :

Lorsque nous voulons connaitre I'état d'endommagement au voisinage du bout de
fissure . On utilise une approche locale.

11.3.2.1 : Champ de déplacement et de Contrainte au voisinage de l'extrémité d'une
fissure :

Comme il a été mentionné la présence d'une fissure dans une structure perturbe
¢énormément le champ des contraintes. Donc le probléme de base est I'analyse du champ
des contraintes dans les milieux fissurés plan , élastiques linéaires isotropes.

En se basant sur la théorie de I'lasticité, G.R IRWIN (1956) a pu établir les
champs de contraintes et de déplacements au voisinage du front de fissure[R. LABBEN)]

[JLEMAITRE ). b

fig (II-3)
1.3.2 : Solution pour le mode I :
On'a:
(. 8 36
1-sin-cos—
Tk, e T
o, b= —2i_cos—{l+sin—cos =~ b+ I-10
2 M { 2 5 () I )
Oy ] 3
sin —cos —
2

| 2
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avec X=3-4v :déformation plane ( DP)

3-4v

: contrainte plane  (CP)
1+v ‘

X:

11.3.2.3 : Solution pour le mode 11 :

Contramntes et déplacements sont donnés par :

: 9( 8 39)1
: —smn —| 2+cos—cos—
o, 2 2 2

o, p= Ky smgcosgcosz’—q s+ O(r)
2 2

Oy, ( . 8 36)
cos—| 1—sin—sin—

2 2 J

. 8
{”1} K,(1+0) [7 smE(X +2+cos8)
E Y2n cosg(X—ZH:OSB)

U,

24
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11.3.2.4 : Solution pour le mode JII: e

Contraintes anti-planes :

o, 0
o t=Bm ) n o0y | (11-14)
0—13 ,'27? 62
B COSs —
2)

Déplacements anti-plans :

% ' O '
41+ v)K ‘ : :
Uy = (_D)—m_ I ®) : 7 (11-15)
E 2z @
i sin —

on remarque que les contraintes ¢t les déplacements sont toutes de forme:

K
= . f(8 , 1I-16
_Kfr vz ' |

uﬁz(ﬂ) g.(6) | (A1-17)

j,),( 8) : fonction caractéristique du mode de chargement.

g(6) : fonction dépendant du mode de déformation ( contrainte plane { CP ] ou
déformation plane [ DP ]} ), et du mode de sollicitation en rupture ( mode I, mode II
ou mode III ). ' ' '
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On a d'parés les équations (II-11)et (II-13)les facteurs d'intensité de contrainte qui
mesurent la force de la singularité de contrainte

Nous pouvons interpréter ces facteurs autrement
(x+1) ( r

\172 ' '
K . 1-18
G 2?r) o ( )

Dl :U2(r$ ﬁ)_Ug(rs-‘ﬁ)“_'

Dl = Ul(f', E)—Ul(r,—yr)z M(L)III.K

T1-19
G 2z o (H-19)

En conclusion, les facteurs d'intensité de contrainte, apparaissent comme des
facteurs de discontinuité de déplacement .Amnsi, la méthode de discontinuité de
déplacement peut é&tre utilisée pour le calcul de ces facteurs.

Remarque : X

Pour les grandes valeurs de r les contraintes o,, tend vers zéro , alors qu'elle doit
“tendre vers la valeur de la contrainte appliquée a I'mfim sur la structure. Les équations
(1I-16) et (II-17) sont valables uniquement dans la zone limitée au tour de la téte de la
fissure. Et clles montrent aussi queé les champs de contramntes et de déformations au
voisinage de l'extrémité d'une fissure ont toujours la méme forme quelles que sotent la
géométrie de la piéce et de la fagon dont elle est chargée. Cette analyse a permis a G.R
IRWIN de mettre en évidence un facteur indépendant des coordonnés polaires r €té
faisant la synthése de la géométrie et du chargement , qu'il appela : facteur d'intensité de
contrainte : K .Ce facteur qui traduit en fait , I'état de contrainte au voisinage du front
de fissure admet une valeur critique notée K_ , pour laquelle l'amorgage de la fissure
survient.
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I1.4- NOTION DE RUPTURE DES MATERIAUX VISCOELASTIQUES:

Le principe de correspondance qui a été présenté au chapitre { I ) permet de ramener
un probléme de viscoélasticité linéaire & un p'nobléme délasticité linéaire.La méme
démarche peut étre utilisée pour passer de la mécanique linéaire de la rupture ala
mécanique de la rupture d'un matériau viscoélastique.

1L.4.1-CHAMPS DE DEPLACEMENT ET DE CONTRAINTE AU
VOISINAGE DU FRONT DE FISSURE:

La distribution des contraintes a la pointe d'une_fissure a pour forme générale,
relation (11-16):

2

K .
o, :ﬁ_--)-ﬁxﬁ:j(g)

(2nr

La transformée de Laplace de cette équation s'écrit[G.PLUVINAGE]: |

K(s)
o.(s)=—=xF (8 . 11-20
L (5) 2m) ,(0) (11-20)

o;(s) et K(s) sont respectivement les transformées au sens de Laplace des
contraintes et du facteur d'intensité de contrainte.

De fagon similaire l'expression du déplacement a la pointe d'une fissure s'écrit,
(relation(11-17)).

XK 2r
L; N S 1/2 " B
; E( H) g(6,v)
Et par transformation : |
)= 28 (22ypm s 50, 5(s)) (11-21)
E(s) = .
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U (s) et E(s) sont respectivement les transformées de Laplace des déplacements et
du module de Young, cetie demniére dépend du modéle rhéologique choisi, g, (8, t{s)) la
transformée de la fonction g (8, v) qui dépend du coefficient Ws).

En utilisant la transformation de Laplace inverse on aura les champs de contrainte
et de déplacement dans l'espace temps [G.PLUVINAGE]:

1 a1,
0= G By (0. () (11-22)
_ 3_{ 172 p-1 K;(S) Yt '
U (1) =( 7r) L (E(s) £(6, )) (11,23)
Qu'on peut les mettre sous la forme:
o,;(1) = o, () F (1) (1L,24)
U.(1) = U(O)F, (1) (I1-25)

F (1) et F (t) sont respectivement les fonction temporelles des contraintes et des
déplacements & la pointe de fissure. Elle dépendent du modéle rhéologique choisi .

On remarque bien que le principe de correspondance ne présente aucune difficulté
pour la premiére étape (solution du probléme élastique correspondant existe). Avant de
passer a la transformation de Laplace ou la difficulté se met en évidence.

II.’4.2-‘ F ACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTE EN ETAT DE
DEFORMATION PLANE.:

Aprés l'utilisation du principe de correspondance sur les relations (11-18) et (11-19)
on peut déduire la transformée de Laplace des tacteurs d'mtensité de contramie :

_ G 2T
KI(S) = “L)I(wz)‘”l l)2 (S)

(G; ;) ! - (11-26)
{fn(s) = m(j) Dy(s)
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En utilisant:la transformée inverse en obtient:

| Kf(r):1/4(—2"’)‘“5‘[%16(‘) D;(s))
- 2” ( —GV(»;)) 1-27)
() =1/4 %y o G
Ky =145 1 ((1_ KS))Dl(s))

I1L.4.3-CALCUL DU TAUX D'ENERGIE VISCOELASTIQUE:

Une fois qu‘ on a le champs de déplacement et de contrainte au voisinage du front
de fissure, on peut utiliser la formulation intégrale [11.3.1.2] pour la détermination du
taux d'énergie visco€lastique.

Aprés que LIEBOWITZ et EFTIS, ont étendue la définition du taux d'énergie
disponuble G au cas d'un comportement élastique non linéaire. L'utilisation de cedernier
peut se faire pour tout lois de comportement dépendante du temps|G.PLUVINAGE].

11.4.4- EXPRESSION DU TAUX D'ENERGIE VISCOELASTIQUE EN
FONCTION DU TEMPS ET CRITERE DE RUPTURE:

Draprés [PLUVINAGFE] on peut mettre I'svolution du taux d'énergie viscoélastique
en fonction du temps sous la forme :

G(1) = G(O)F(1)

ou:
G(0): Taux d'énergie instantané 7
F.(t): Fonction temporelle du taux d'énergie viscoélastique, elle dépend du
modele rhéologique choisi et elle admet en général une limite finie
pour t-—oC |
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En conclusion :

1/ Le taux d'énergic viscoélastique va s'accroitre avec le temps jusqu'a atteindre -
une valeur finle .

2/ Les critéres de ruptures (G ou K) sont donc en fonction du temps. Le taux de
restitution d'énergie augmente au cours du temps sous le méme niveau de contramte, et
si G(t) atteint la valeur G, I'équilibre de la ﬁssure devient instable la fissure se propage
d'ott la rupture .

Le temps d'apparition de la rupture ( temps critique ¢ ) peut étre considére
comme un temps qui-dépend de I'amplitude G(0).

I1.4.5- CRITERE DE BRANCHEMENT DES FISSURES DANS UN MILIEUR
VISCOELASTIQUE

Les.critéres de branchement, ou de déviation des fissures, permettent de déterminer
l'orientation des accroissements accrmssement des fissures dans les cas de chargements
complexes .

'11.4.5.1- CRITERE DE LA CONTRAINTE NORMALE MAXIMALE:

Ce critére est trés utihisé car facile a mettre en ocuvre .Oi: suppose que la direction
de l'accroissement de fissure correspondant 4 un chargement donné se fait dans la
direction telle que o, ( contrainte normale 2 la facette définie par l'angle 6 ) est
maximale. :

11.4.5.2- CRITERE' DU TAUX DE RESTITUTION D'ENERGIE
VISCOELASTIQUE MAXIMALLK: '

On considére que la direction de propagation de fissure a chaque instant rend
maximal le taux de restitution d'énergie viscoélastique libérée G. Celui ci est
défini,pour le chargement considéré, avec une fissure branchée, aussi petite soit elle

fig (11-4).
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fig (I11-4) TFissure branchée
Remarque:

La différence entre les deux critére réside dans la mise en oeuvre, tel que en
éléments firus le critére de contrainte maximale s'adapte mieux que le critére de Gmax.
En méthode intégrale le probléme ne se pose pas.

conclusion:
Dans notre étude on utilise approche global, car elle nous permis de calculer le

taux de restitution d'énergie "G" par une procédure numérique bien adapté a la M.D.D,
et qui anaiyse bicn la propagation des fissures en mécanique liiiéaire de la rupture.
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CHAPITRE III:
METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE
FRONTIERES

IIL1 : INTRODUCTION :

La solution de plusieurs problémes pratiques posés en engineering peuvent étre obtenue
par des modéles mathématiques caractérisés par un domaine {2 occupant un certamn
espace et une frontiére &2 limitant ce domaine .

La physique du probléme est régie par équation ou systeme d'équation différentielle a
dérivées partielles , dont 'a résolution donnera différentes solutions , selon les conditions
aux limites imposées a la frontiére.

En mécanique des solides les équations aux dérivées partielles sont I'équation d'équilibre
élastique , ou sous une autre forme , 'équation de NAVIER dont les inconnues sont les
déplacements .

1a solution analytique pour ce genre de probléme n'existe que pour des cas trés simples
ou la région Q est homogéne , de géométrie trés simple et avec les conditions aux limites
relativement franches.

En général, on a recours aux méthodes numériques.
Deux classe sont utilisés:
lere classe : consiste a discrétiser tout le domaine Q ( méthode des éléments finis )
2eme classe : la discrétisation s'étant uniquement sur le contour &2 c'est la méthode des
équations intégrales. ' '
Historiquement, la méthode des équations intégrales a été développée de deux maniéres
distinctes :

La premiére approche : Est une approche mathématique.La cl¢ de cefle approche est le
théoreme de réciprocité de MAXWELL-BETTI en mécanique des solides qui éliminent les
parameétres intermédiaires , et relie directement les inconnues de la surface au conditions
aux limites.Cetle approche est appelée la méthode des équations intégrale DIRECTE.

La deuxiéme approche : Dans cette approche on cherche en premier lieu les valeurs des
perturbations fictives dont les effets sur la surface sont les conditions aux limites spécifiées.
On calcule le reste des paramétres de la surface comme étant les effets de ces perturbations

"fictives" en ces points. -
Ces pertubations fictives peuvent é&tre des forces concentrées , des discontinuités de

déplacement.
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Puisque les parametres de la surface sont obtenus indirectement , cette approche est
appelée méthode des équations intégrales INDIRECTE.

" 111.2 : METHODE DES DISCONTINUITES DES DEPLACEMENTS :

La méthode des discontinuités des déplacements est formulée pour modéliser les
domaines présentant des fissures.Elle est basée sur la solution analytique du probléme
d'une discontinuité de déplacement dans un corps élastique infini. Physiquemeni on doit
tmagtner une discontinuité 'de déplacements comme une fissure représentée par deux
* surfaces ayant ont un déplacemenit relatif entre elles. Pour obtenir la solution numérique du
probléme considéré , on discrétise la surface S' en N éléments et on cherche 2N inconnues
(discontinuités de déplacements) dans les effets sur §' sont les conditions aux limites sur
la surface S .Cela revient a résoudre un systéme d'équation de 2N équations a 2N
Inconnues. ' ‘

Une fois les discontinuités de déplacements obtenues , 1a solution en chaque point de la
région R sera la superposition des effets de ces discontinuités de déplacements en ce point.

r

a) corps a étudier . ' b) trace du corps étudier
‘ ' dans un milieu infinie
fig (111-1)

La figure I1I-1-a représente la région R limité par la surface S.
La figure III-1-b représente une région infinie et S’ est la surface dans cette région.
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111.3 : SOLUTION ANALYTIQUE :

Soit I'équation d'équilibre de NAVIER pour I'élasticité linéaire

hard A e

"'F+ (l+2p)graddwu protrotu =0 i {I1i-1)

Cette équation , admet une solution suite a des représentations spéciales.Dans notre cas
on considere la représentation de PAPKOVITCH et sous I'hypothése des forces
volumiques nulles, on obtient [L.SOLOMON]:

u =B, —%(1— v)” g(xBx +¥B, + BO)
(1I1-2)

u—B—%(l u) @)( « T¥B, +B)

ou B,,B,,B, sont les fonctions de PAPKOVITCH satlsfalsant I'équation de LAPLACE

L3.1: PRINCIPE DE LA REPRESENTATION DE NEUBER-PAPKOVITCH
POUR LE CAS D'UNE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT
CONSTANTE

Dans vne discontinuité de déplacement constante disposée sur l'axe X suivant le

segment x| < a,on distingue deux lévres , la levre supérieure pour y=0" et la lévre inférieur
pour y=0".0n définie deux discontinuités de déplacement par:

suivant ox:‘ D, = ux(x,O”)—ux(x,O*)
| (111-3)
suivant op: D, = uy(x,O')— uy(x o)
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+Dy

oy
2a

(discontinuité de déplacement en milieu infini)
fig (111-2)

La solution singuliére de I'équation de I'élasticité due a une discontinuité de déplacement
constante dans un milieu infinie est de la méme forme précédante.De méme le champ de

déplacement a la méme forme avec B satisfaisant les conditions aux limites .

I11.3.2 : LES CONDITIONS AUX LIMITES :

. g =0 =00 <X <+
xy .
Mode 1 u (x,0)=0 lx|>a (111-4-a)
Dy:uy(x,()_)—uy(x,fr) !-x|£a

Condition sur les fonction de PAPKOVITCH

(1- v)a>/! & ‘ (111-4-b)
(l—v)(l—20)@ avec AD=0
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ayy:O —W<x <+

u,(x,0)=0 x> a (111-5-2)
D, =u(x, 5)—ux(x,0+) x| < a

Conditions sur les fonctions de PAPKOVICH

B, =0

B, =4(1- )& (A11-5-b)
P

B0=8(1— DZ)J%@ | avec [31:0'

Donc on obtient aprés superposition des deux modes , le cas le plus générales (mode mixte)
et on posent que :

2(x, )"DF(xy)Mﬂ(l——u) ,
- Axy)= DF( y)/ 471~ v) (111-6)

et pour pouvoir utilisé le principe de superposition et généraliser le calcul a tout les
discontinuités de déplacements , on exprime le champ de dépiacement et de contrainte dans
le repére global (x,y).Le champ de déplacement et de contrainte dans le repere global (xy)
[S.L.CROUCH] sont donnces par: |

1) Les déplacements :

D{ (1-20 )sin SF 2 +2(1 v)cos fFa +y(smﬁF4—cosﬂFs)}

+D;{ (1-20) cosﬂFz—2(1 u)smﬂF:— (COSﬁF4+SmﬂF5)}‘
(II1-7-a)

DE{(I 20 cosﬂFz-i»”’(l u)smﬁF;-— (cosﬁF} +smﬂF;)}

+ D {(1 2 v)sin BF2 +2(1— v)cos BF3 - (smﬂF.a—cosﬂFs)}
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2) Les contraintes :
o, = 2GD. {2 cos? fFa4 +sin 25 s + ;(cos 2fF s —sin 2ﬂﬁ;7)}

+2GD- {ufg + ;(sin 2f3Fs+cos2fF7 )}

y
= 2GD;{2 sin® BF 4 —sin 29F s -y(c032ﬂﬁs —sin 2/3757)}

¥Q

+ ZGD;{—]?s + ;(sin 2PFs+ cosZﬂﬁJ}
o, =2GD {sin 2[3}?_4 —cos 2/3}5 + ;(cos 2/355 7+ sin Zﬁﬁ 5)}

+2GD,{-3(- sin26F+ + cos 2fFs)}

(111-7-b)
avec : '

B : angle de repérage du répéré local par rapport au repére globale.
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Fi=Fx=1/4a1- ”)'{log[(;" a)2 +J_/2:F - log[(;+ a)l +;2]21}

ﬁ3=F,;’=1/4ﬂ.{1-—L‘))- arctg _y —arclg LY
Xx—-a x+a

Y Y

Fe=F,xy=1/421-p)- -
«wFaaystadi-o) —al+y (x+al+5

X—a x+a

Fs=F,yy=1/4x1- v)-

(-af 3 (x+a) +5 1

GG-af-y  (x+af-y

[(-af + ;’]2 ()" + ;2]2

Fs=F,xyy=1/4z1-p).

_ 2 (3-a) (+a) L
Fr=F yyy= - > = 5 (1X1-8)
O NG af 3] [eaf )

II1.4 : PROCEDURE NUMERIQUE :

La solution singuliére trouvée est relative a une discontinunté de déplacement constante
“sur un segment dans un milieu élastique linéaire infini.Elle est généralisé par une
procédure numérique pour construire une méthode des éléments de frontiéres et résoudre
des problémes complexes.L'idée est de décritiser une ligne de courbure quelconque en N
éléments aussi petit que I'on veut et analyser un élément I dans un repére locale [

S.L.CROUCH ].

{a) (b} s

ftel {1 (2]
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L'effel d'une discontinuité sur les champs de déplacement et de contrainte psut étre écrit
d'aprés les équations (I11-7-a) et (III-7-b) .Donc I'effet d'une discontinuité J sur le milieu

wia

dun élément 1 est : h

1

o,=Al Di+A; D

o =A” DI+AY DJ =la (1)

Les AV AY AY coefficients d'influences

)
ssrfans Am 1

Donc l'influence de N €él¢ments sur le 1 éme élément est obtenue par superposition.

]

¢ = S(AID! + ALDY)

5 55 5 n n
=

fuA

i=ln (IT1-10)

n

o =>(AY D/ + AY DY)

J=t

Quand aux champs de déplacements :

u =3 (B0 + BLDY)
S i=ln (I11-11)

¥ = S(BLDY + B DY)

f=1 .

Avec BY BV BY BY sont les coeffictents d'influence des déplacements.

=l nsrnn

RESOLUTION : Une fois les systemes (I[1-9) et (1II-i() formulés on calcule les
discontinuités des déplacements selon les conditions aux limites en contraintes et en
déplacements.

On résoudre le systéme :

[o]=[a){D}

[«)=(8]-{D}
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L'effet d'une discontinuité sur les champs de déplacement et de contrainte peut étre écrit
d'apres les équations (III-7-a) et (I1I-7-b) .Donc l'effet d'une discontinuité J sur le milieu
d'un élément I est :

Al s i ;
OJS - Ass DS' +Asn Dn

? i , i=ln Aa11-9)
o =AY DI+AY D

Les AY;AY AY AY coefficients d'influences

557 &l

Donc Finfluence de N éléments sur le i éme élément est obtenue par superposition.

b

© o =2 (AID!+ AL DY)

™ i=1,n (111-10)
o, =S (AD! + AY DJ)
J=1
Quand aux champs de déplacements :
v =2 (B0 + DY)
7=l

| i=1,n (11-11)
=SB0 + B2 1Y) | |

=1

—

Avec BV \BY | BY BY sont les coefficients d'influence des déplacements.

S5?7"snY T ns?

RESOLUTION : Une fois les systémes (III-9) et (III-10) formulés on calcule les
discontinuités des déplacements selon les conditions aux limites en contrainles et en
déplacements.

On résoudre le systéme :

[e]=[4]{D}

W)-(B}-D}
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puis on calcul par le méme systéme le champ de contrainte et dg déplacement en n'importe
quel point en reformulant les matrices [A] et [B].

IILs : .COlEFFICIENT S D'INFLUENCES :

L 1) LIM I

Soit un contour X2 , discritisé sur lequel on considére deux éléments distincts "1" et "j

reliés chacun par un repére local (E,;) et (;v_c',}_»') respectivement.Ces deux systémes de

. coordonnées sont reliés par la formule suivante :

X =x'cosy+y'siny AIL12)

y = —x'sin ¥+ J'COS ¥

;eme

Ouy=F-p4 [inclinaison du " élément | j¢ élément )

En utilisant les composantes normales et tangentielles on obtient les expressions suivantes :

u, =D! [(1_ 2v)sin yF; + 2(1— v)cos yFs - )_z‘(sin 7Fa+cos yﬁ,)]+

Dj[—(l—Z v)cos yF2+2{1- u)siﬂ yFs —y'(COS yFs—sin YI_T’)]-
‘ : ' - (I11-13-3)
W = D_{[(l— 20)cos yF2 — 2(1- v)sin yF —;'(sin yFa—cos Yﬁ’)]Jr

D/ [—(1 —20)sin yF; + 2{1- v)cos yF 3+ ;'(sm ¥F4+cosyFs )]
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o =2GD/ [ sin 2yFq—cos2yFs— ;(— cos2yF 7 +sin 2;’?5)] +

2GD! ‘-;'(sin 2yF7+cos2yFs )]
(ITI-13-b)
6. =2GD![sin® yFa +sin 2 yFs - ;(c0s2}/ﬁs + sin2y177)]+

2GD! }F; +}'(sin 2yFe¢— coszﬂ?-v)].

Ou les expressions entre parenthéses représentent les coefficients d'influences.
Les équations (III-13-a) et (III-13-b) peuvent étre mises sous la forme :

. =BYD!+B.D, .14
' =BV D)+ DI pJ (H-14-2)
ol =AYD! +AYD]
- (IH1-14-b)

0, =ALD! +ALD]
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CHAPITRE IV :
APPLICATION DE LA M.D.D AUX
PROBLEMES VISCOELASTIQUES

IV.1: INTRODUCTION :

Le principe de correspondance présenté au chapitre I nous permet de ramener un
probléme de viscoélasticité linéaire a un probléme d'élasticité linéaire en passant par la
transformé de LAPLACE-CARSON .

V.2 : PROBLEME DE FLUAGE :

Les conditions aux limites sont décrits par :

t(t) = t:e) = [H(e)] -2 aAv-1)

en tout point de &2,
Ceux-c1 se traduisent dans le modéle numérique :

{o.(0}=[H(1)]{} av-2)

avec:
{o* } : sont les conditions aux limites sur la frontiere.

[H(t)]=[1]-H(z) (1] étant la matrice identité
- Le problénie élastique correspondant est formulé par:
{oc}, =[4]-{D}, av-3)

ou [A] est la matrice des coefficients d'influences . Elle peut étre décomposée sous la
forme :

Ge ))-[A]* (AV-4)

[A], = (m

[A] est une matrice 4 coeflicients géométriques seulement .
En supposant qu'elle est inversible , I'équation (IV-3) permet d'écrire les D.D par :
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{D}, = M[A]“‘{%}e | (AV-5)

€ Ge

Utilisant le principe de correspondance ,les d1scont1nu1tes de déplacement pour le
probléme wscoelashque sont données par :

):—2”{2{:))(5)) DREI0 av-6)

ou ofs) et G(s) dépendent du modéle considérs.

En appliquant la transformé inverse de Laplace a I'équation (IV-6) on obtient les D.D
viscoélastiques en fonction du temps, soit :

D(1)=2a{A]" L“[ U(S)E'C(S)} o _ : aAv-7)

G( s)

D'aprés I'équation (IV-2) :

'L-l[ac(s)]:{;;}[ﬂr‘[ﬂ |

Donc :

D(1)= 2n[A "‘{ }L"{ :GL(JS)} | av-8)

IV.2.1: CONTRAINTE A L'INTERIEURE DU CORPS :

Le champ de contrainte pour le probléme élastique correspondant s'écrit

Ge R
{o,1= m[m {D}, | , . @v-9)

ou [K]* est une matrice 4 coefficient géométrique seulement. D'aprés 'équation (IV-5),
on peut écrire le champ de contramte sous la forme : :
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{a.}=[K][4] {e}, | (Av-10)
soit en utilisant le principe de correspondance :
{a,(}=[K]TA] {oc(2)} - (AV-11)
Conclusion :

[K]* et [4] " ne dépendent que de la géométrie du probléme. Les contraintes a

l'intérieur du corps viscoélastique pour le cas de fluage sont identiques & celle du
probléme élastique correspondant :

{a.(0}={a.}, - @Av-12)
1V.2.1 : DEPLACEMENT A L'INTERIEURE DU CORPS :

En utilisant le principe de correspondance, comme précédemment, le chanips de
déplacement du corps die a une discontinuité "i" est donné par:

{vw}, = %[A]M <{o"} x'L"{ 7 () } (AV-13)

our [W(s)], = (.;Gl(s)) x[M(s)]

La matrice [M (s)] est donnée par:

45



(1 20(s))sin BF +2(1— 0(s))
cos B Fy + y,(sin BF, —cos B F)
[M— (s)]'_ =
(1-2u(s))cos B.F, +2(1- 0))

sin 47 -5, (cos B —sin A7)

- (- 2(sDsin A ~20- ()

sin B.F, - 7.(cos B F, +sin BF)

—(1-20(s))sin BT +2(1- vfs))

cos BF — 7 (sin BF, —cos B F, |

Avec F’ =4xl-v)F, k=1,5 '
Ce sont des fonctions a des termes géométrique seulement.

Ainsi le champ de déplacement en fonction du temps est obtenu par I'inversion de la

matrice [W(s)] qui se réduit a I'inversion des expressions suivantesl GRAWFORD1983]

1-2ds)  1-ds) 1
sG(s) ,‘. sG(s) sG(s)

En posant :

AV-15)
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Remarque :
Les fonctions FI dépendent du modéle considéré

Donc:

(_Fiisin BB, +2FI2cosBF, —Fllcosf,F, —2F2sin f.F,
+FI3y (sin B Fy —cospFy)  —FI3y(cosBF, +cosBF; )

FllcosfF, +2FI2sin B, F, —FilsinBF, +2FI2cos B F,
—FI3.]_)i(COSﬂ: PT: +cosf3, Mﬁf) —F]3;;(sinﬂ,.;‘f - crosﬁ]ﬁ_’;) ]

Pour N-DD le principe de superposition permet de définir le champ de
déplacement comme : ‘

ult) = -;—.[W(t)][A]*_l{o‘é.} | ‘ (IV-16)

Dans notre étudie on considéres les matériaux viscoélastique présentant une
élasticité instantané (1a majorité des matériaux peuvent étre considéré comme tels ).

Dans ce cas l'expression [A] " {o.}, peut étre calculée numériquement & partir d'une
formule similaire a 1'équation (IV-5) telle qu'a linstant t=to on 'a un comportement
élastique soit :

vy 1. Gy g

[a] ol = ) av-17)
Les relations (IV-7) ,(IV-11) et IV-16) s'écrivent

{D(0)} =Fra—~ ( ) {py, : (IV-18)

{o(0)} =[KT {D}"m (Iv-19)
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v}, = 0] 25, - avao)

IV.3 : PROBLEME DE RELAXATION :

Les conditions aux limites en déplacement sont décrits par :

Uf)=U.()= H(z)-U° av-2p

En tout point de X3,
Ceux ci se traduisent dans e modéle numérique par:

{v. (0} =[a(ve} av-22)
-Le probléme élastique correspondant est formulé par:
{u.}, =[BRD}, - Iv-23)
ou [B] matrice des coefficients d'influence :
La résolution du systéme (IV-23) nous donne :
{D},={B]"{U.} (IV-24)

L'écriture transposée de I'équation (1V-24) est

{D(s)} =[Bs)]" {T L)} . | (AV-25)

La matrice [B] ne peut étre décomposée en un produit de deux termes l'un,
purement géométrique et 'autre élastique.

A ce stade et vu que [B] ne fait intervenir que le coefficient de poisson o, comme
caractéristique du matériau on restreindra notre étude aux matériaux ayant une fonction

(s) correspondante de v, constante dans ce cas nous avons :

y=0,= ?)(s) = csle

L'inverse de I'équation (IV-25) s'écrit :
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{D()}, =[B" {U ()} =[B]"{U,}
Donc ‘ .
{D(0)} ={p}, . av2e)

IV.3.1 : DEPLACEMENT A L'INTERIEURE DU CORPS :

En appliquant le principe de correspondance on'a :

U D V-27
{v(}= 4,.5(1_ pye a1 L. E08 av-27)
ou [M] ne dépend que 1{s) comme caractéristique du matériau .

1V.3.2 : CONTRAINTE A L'INTERIEURE DU CORPS :

- Pour le probléme élastique correspondant on'a :

{cr,}=ﬂ§ﬁ[?&]'{13}, | | | (IVI-zS)

- La transformée de Laplace du champ de contrainte: viscoélastique est

{ols)} = ﬂ%[z&]'{ﬁ(s)} (1V-29)

- En inversant I'équation (IV-29) , I'expression du champ de contrainte o(f)du corps
viscoélastique en fonction du temps et comme suit:

o(t)= 5 [A]{D}, L[G(s)] | AV-30)

1
1- u(s)
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IV.4 : EXEMPLES DE CALCULS ET INTERPRETATION DES RESULTATS:

Afin d'illustrer I'efficacité de la méthode des discontinuités de déplacement pour les
problémes viscoélastiques et ainsi tester la fiabilité du programme, une série de tests est
faites pour des cas de sollicitations ayant des solutions analytiques.

Pour le probléme de fluage on considére un matériau viscoélastique présentant un
comportement elasthue en dilatation et un comportement de solide a 3 paramelres en
cisaillement ainsi on aura :

- K=cste module de dilatation volumique

- D'aprés la lois de HOOK nous obtenant l'expression du module de cisaillement G :

G e o-—xy
2e,
Soit d'aprés I'équation (I-35 Yon'a: G{s) = _QQW .
ZSP(S) -
Pour un solide a 3 paramétres, nous avons a partir de I'équation (I-35):
As)=a,+ a5 Ps)=1+ps
avec : .
%= Eits
E,+E,
p=
E,+E,
E
4 = T
E,+E,
Tout calcul fait on trouve
- E N . '
G(1)=Zrexpx(~t/ p)+ %(l—exp(—t/pl)) (IV-31)

- L'expression du coefficient de Poisson v en fonction de K et G étant:

pour [élasticité : p= / (3;; 25)
' +

Nous pouvons déduire v(s) sous la forme:

3K - 2G(s)
/[3K+G }

50




- Les fonctions FI1 , FI2 , FI3 s'écrivent alors :

Fll= L“{I_Z_U(S)} ={ 6h

5.G(s) g, +6KP,

}.{exp(—ct)+ g(l;exp(—cf))}

| _fam 4l [ o 4 (xR
“””'sau}"{% %}{p(qun[GﬁﬁdMJ}

aveco |
B 1 C _ %ot 6K
4 g,+6K
D'ou a linstant t=0
Glo)=G, =22
9
olo)= 7| 222
2 3K+ 2

soit enfin le probléme élastique correspondant :

E=E,(1+v,)

v=u,

E
K=——v
3(1-20,)
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o (B-C)"
.exp( D'I)+C(C~D)

_ .exp(—C.r)}

(IV-32)
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Pour le probleme de relaxation on considére un matériau viscoélastique ayant un
coefficient de Poisson constant , et un comportement de solide a 3 parametres en
cisaillement c'est a dire:.

v, = :J(s) = csle
E,
G(O) = "i"

Les fonctions FI1 , FI2 se simplifient a:
FI1=(1-2v,)FI3
" F12=(1-u,)FI3

Ou FI est donnée par (IV-32)

IV.4.1:PROBLEME DE FLUAGE :

EXEMPLE 1: Plaque infinie en traction avec une fissure horizontale.

Le probléme est définie par les conditions sulvantes :

o, —w<x<wy=0
| o, :-J,,H(t—to) lx|<b,y=0
|

r U, =0 x| =8,y =0

NERER

fissure horizontal
Fig(IVv-1)
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Avec tous les conditions en contraintes nuls a l'infini, d'aprés la solution analytique
donnant les discontinuités normale en étastique [S.L.CROUCH}
d-v),. #

a-5).

D,(x)=U,(x,07)-U(x,0")=-2Pb
Nous pouvons déduire celle ci en fonction du temps sous-la forme :

D,(1,%)=U, (x,,0)-U, (x,1,0") = ~2pb{1-5*/5%)" .{ffi - ::—} exp(-Dr)
0 0

4 18KA, B, (B-DJ xp(v—Dt)+ (5-cy exp(—ct)}

+Eo-_{( KP+q1) HDC D(D~C) clc-D)

On prend comme données :
pour |'élasticité instantané:
E,=4800 MPA  1u,=0.2

pour le modéle rhéologique :

E,=4000 MPA  E,=4000 MPA n=4000 MPA.Heure

Les courbes des figures (IV-1) et (IV-2) donnent les solutions analytiques et
numériques des discontinuités normale a l'instant t==0 et t=10 Heure respectivement,
avec une discrétisation de 50 éléments de la fissure, on remarque qu'il y a convergence
vers la solution analytique.
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On va s'intéresser maintenant au déplacement relative entre les deux 1évres du bout
de fissure(dernier élément) en fonction du temps fig(IV-3), on constate bien que
l'ouverture croit avec le temps jusqu'a atteindre une valeur finie.

-0.0060

-0.0080

*wwsrt Solution numerique

i

~—.0100

-0.0120

—-0.0140

Discontinuite normale (Cm)

-0.0160

“0.01801II!I|!II!]III1 17 11 I'III'IIIII
0.00 2.00 4.00 600 BOO 1000 12.00

Temps (Heure)

Figure IV.3: Variation de la discontinuite de deplacement
normale du dernier element en foncltion du temps
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EXEMPLE 2:Tunnel sous pression

On considére un trou circulaire dans une plaque infinie soumise 4 une pression
uniforme, la solution analytique du probléme est donnée par:

U,y =22 i[l— exp(~ 1‘1).;]+ B exp(-%y.1}
r |4 4 % 4

En tenant compte de la double symétrie on discrétise seulement l'arc entre 0 et /2
pour r=b, la figure (IV-4) révéle la précision avec la quelle les résultats numérigue
converge vers la solution analytique .

b=5Cm
P= 100 MPa
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Figure IV.4: Variation du deplacement U,
en fonction du temps
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EXEMPLE 3 : Plaque finie en ftuage

La solution analytique donnant le déplacement vertical est:

U,p,t)=y(1- 02)8{3—» + [ﬁ‘—— l:l.cxp(—D.t)}
4 LN o

La fig(IV-5) donne la solution numérique obtenue pour différents maillage, l'erreur
est d'autant plus faible qu'on affine le maillage.

< o= 0 HiE-E)
rremtrryg
a I
) |
- Oi ‘;)‘(4
b
YRR
o =100 MPg
a-5Cm
b=10Cm
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IV.4.2- PROBLEME DE RELAXATION :
EXEMPLE 1 : Plaque finie

On impose un déplacement A=0.375¢m a t=0 qu'on maintien constant par la suite.
La solution analytique donnant la contrainte o, est:

g, = AE, -1 E, + E, exp(~ £+ & ).t
10[E, + E, [(1- o*) 7

La fig(IV-6 ) donne les courbes des solutions analytiques et numériques.

= B cm
b: AOC(YY\.
200.00 .
E Solution analytique
¥ #exwx® Solution numerique

:ﬂ" -
¥ _
= N
-~ 150.00
. -
d —
o -
5 -
o -
0 i
- ]
g 4
g 100.00 7

§ ] t*wﬁmw L B T T

50.00 Ilill‘illl[lflili1|l]lf|lll_!il
0.00 4.00 8.00 12.00

Temps (Heure)

| Figure IV.6: Variation de la contrainte normale
sigmayen fonetion du temps
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EXEMPLE 2: Tube en relaxation

On irhpose un déplacement radial A=0.001cm au contour intérieur, la solution
analytique donnant la contrainte radiale sur ie contour ntérieur est :

A & -t
cr,(r).«- " U)[qo + g Beon )}

La fig(IV-7) donne les courbes des solutions analytiques et numériques de la
- contrainte radiale.

Q= ADcm
b: ECm
AG.OO .
< ]
o, ]
& ] w#wex Solution numerique
y 3 Seolution analytique
- g 5.00 4
" ]
= 3
= Z
v -
= :
o ]
© 4.00 ~
2 3
ke ]
= 3
w 3
® ]
E 3.00 E
E 3 *****ﬁtmw* ko wn & K w A
g
£2.00 3
< ]
8 -
4 ]
Q -
© T
1.00._|I[II|Iii|‘l.lll1|ll[lill‘llll‘l
0.00 4.00 8.00 12.00

Temps (Heure)

Figure IV.7: Variation de la contrainte radiale sur
le contour Int. en fonclion du temps
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CONCLUSION:

. Les résultats obtenues par la M.D.D pour les exemples traités sont trés satisfaisant,
avec un maillage fin on a arrive 4 converger vers la solution exacte , ce qui est
possible grace a la symétrie est prise en compte , on ne discrétise qu'une partie de

la structure. ‘

L'allure des courbes s'explique par le fait qu'a I'instant t=t0 la valeur est égale &

celle du probléme élastique correspondant, puis elle tend vers une valeur finie d'oll
le comportement asymptotiquement stable du modal choisi.
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CHAPITRE V:
SIMULATION NUMERIQUE DE LA PROPAGATION
DES FISSURES DANS LES MILIEUX
VISCOELASTIQUES PAR LA M.D.D

V.1- INTRODUCTION:

La majorité des structures mécanique utilisées cn industrie présentent des
irégularités géométriques (défaut, fissures, entailles,..),qui peuvent diminuer la
résistance a la rupture de ces structures, cela est due 2 l'existence des contraintes
locales fortement amplifiées qui vont permettre I'amorgage de la rupture , cependant
pour atteindre la fiabilité et éviter des ruptures aux conséquences grave, il faut un
calcul préventif de la propagation de la fissure.

En premier lieu, des techniques expérimentales ont été utilisées sur des éprouvettes
sous des conditions bien déterminées, qui nécessitent des équipements sophistiqués
pour étre compatible avec celles de I'emploi en pratique , ce qui n'est pas toujours
possible, une autre technique qui s'avére tres efficace et facile 2 métre en oeuvre est la
simulation numérique du phénoméne. Par la méthode des ¢léments finis ou la méthode
des équations intégrales de frontiére.

Dans notre étude on a opté pour le choix de la méthode des équations intégrales de
frontiére (M.D.D), qui s'avére trés adéquate pour l'étude de la propagation des fissures
des milieux viscoélastiques, ainsi dans ce qui suit vous trouvez la description de la

procédure suivi pour I'élaboration de ce travail, et en demier une série de tests est
appliquée pour la validité des résultats.

V.2.- PROCEDURE DE CALCUL DES VARIABLE DE FISSURATION :
D'aprés les équations (II-9), (1I-18) et (II-19) le calcul de G et K nécessitent
l'analyse des champs de contrainte, déplacement et de discontinuité.
La méthode choisie M.D.D appliquée aux milieux viscoélastique nous a bien
permis d'approcher ces champs.

V.2.1-CALCUL DU TAUX D'ENERGIE VISCOELASTIQUE:

On a d'aprés I'équation ( 11-9)
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Loy v Zyar
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1 G=
r 2 @gUE)

Cette expression est exploité directement par calcul numérique, clle nécessite une
variation d'aire, donc au moins deux calculs. En viscoélasticité les déplacements U, et

les contraintes 7; sont en fonction du temps (chapitre IV ), d'ou la conséquence que G
est aussi en fonction du temps. '

A chaque instant, les dérivées partielles sont remplacés par des différences fimes
provenant de deux calculs effectues pour deux configurations voisines, avant
propagation de la fissure de longueur a , et aprés propagation de da donc :

1 | AUL(t) ., AT(2)
G=o | @=L EUSET (V-1)
@UgUE)
avec:
AU =U,(t,a+da)-U(t,a)= Ur)y-U(0) vV-2)
AT()=T(La+da)-T(L,a)=THO-T'(®) (V-3)

En forces imposées on obtient:

G(t).da= [TWXO-UNT+  [LOHO-U @)L (V-4)
4 (U 7

ou sous la forme:

G(t).da = j T (U3 (ty-UM)).dl + j T(D}(t)- D} (#)).dT (V-5)
M 4

Ainsi en discrétisant I'expression (V-5), on obtiendra le taux de restitution d'énergie
viscoélastique sous forme d'une somme des produit T(D}(¢1)— D} () sur la fissurs et
des produits T,(U?(¢2)- U} (1)) sur le contour a chaque instant.
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Le calcul de 1'état (2) ne nécessite pas une reformulation du probléme, tel que la
matrice des coefficients d'influence aprés propagation est obtenue en ajoutant des lignes
et des colonnes, qui correspondent a ceux des éléments propagés, a celle obtenue avant
propagation, ce qui constitue un avantage pour la méthode des discontinuités de
déplacement.

V.2.2 CALCUL DES FACTEURS D'INTENSITE DE CONTRAINTE :

D'aprés le systéme d'équation (I1-27) on peut calculer les facteurs dintensité de
contrainte, et cela on utilisant les discontinuités de déplacements des bouts de fissure.
(dernier élément) soient :

k(=1 (5" L‘{—G‘S) >< chs))

4 (1- ()
- _l 2_71'112 4f  G(s) y
Kr0)= (DL [—————~——(1_ Y Dz(s))
af __G(s)
O F(y=L"| ———
npos “ ((1— u(s»)

Draprés la propriété du produit de convolution [N.PISKOUNOV]:

K, (1)= (E’.i.)m j F(t- 0.D,(7).dr (V-6)

Ku(0)= ()" [F(e-0).D(2).dz (V-7)
J |

En calculant les valeurs des intégrales (produit de convolation) ci dessus entre 0 et t
pour chaque instant 4 l'aide d'une intégration numérique, on obtient les valeurs des
facteurs d'intensité de contrainte pour chaque instant "t" . '
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V.4 - EXEMPLE DE CALCULS ET INTERPRETATION DES RESULTATS :

On considére un matériau viscoélastique présentant un comportement élastique en
dilatation et un comportement de solide a trois parametres, on prendra comme
caractéristiques du modgle rhéologique:

E, = 4000 MPA4
E, =4000 MPA4
n =4000 MPA.Heure

Ainsi pour le probléme élastique correspondant on aura:

E, = 4800 MPA
v, =02

V.4.1- PROBLEME DE GRIFFITH :

Sous ce nom est désigné le probléme élémentaire d'une fissure horizontale de
longueur 2a, dans une plaque infinie sollicitée en traction (fig V.1).

RAREE

<

HHH'

La solution numérique donnant le taux de restitution d'énergie viscoélastique en
fonction du temps est obtenue en discrétisant la fissure avec 50 éléments ( fig V.2), on
remarque qu'a l'instant t=¢, la valeur de G(1,) est égale a celle du probléme élastique
correspondant, puis Une COnNVergence vers une valeur finie au cours du temps, un fait
- qui s'explique par le comportement du matériau asymptotiquement stable. Avec la
méme discrétisation de la fissure , on obtient la solution numérique du facteur
dintensité de contrainte en fonction du temps fig(V-3). On remarque la méme allure
que celle de G(t).
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Pour bien tester la fiabilité du programme, on se contente a valider les résultats
numériques pour le probléme élastique correspondant c'est a dxre a t=1, seulement, vu
qu'on a pas de solution analytique en viscoélasticité.

La solution analytique du taux de restitution d'énergie et du facteur d'intensité de
contrainte sont données par: :

:1—02

G 5 X K}
Ky =0ox (m)m
Les résultats obtenus:
K, =12533MPa om
K, =128.62MPa +om
G, = 00312 4/,
G,,, =0.0306 /,
avece
o=100MPa
a=0.5¢cm

La fissure se propage dans sa propre direction, ce qui est conforme a
I'expérimentale car la fissure s'ouvre symétriquement

V.4.2- FISSURE ORIENTE ARBITRAIREMENT :

On considére une plaque infinie, contenant une fissure orienté d'un angle f3, par
rapport a la direction de la traction fig(V-4), on test cet exemple essentiellement pour
determiner la direction de la propagation de la fissure principale pour chaque

orientation f3.

Les résultats numériques obtenue fig(V-5)sont conformes aux résultats analytiques
données par Sih(1968) pour un milieu élastique, d'ot la direction de propagation des °
fissures du probléme viscoélastique est la méme que celle du probléme élastique
“correspondant.
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V.4.3- DOUBLE FISSURE LATERALE DANS UNE PLAQUE FINIE:

On a obtenue les résultats numénque illustrés par la fig(V-6), donnant le taux de
restitution d'énergie en fonction du temps et la fig(V-7) donnant le facteur d'intensité de
contrainte en fonction du temps, on remarque la méme allure que celle de I'exemple
précédent et ou le comportement asymptotiquement stable se met en évidence.

La valeur empirique du facteur d'intensité de contrainte est:

: K,=oJanxf(alb)

. 25 2
falb)= (1+ 0.122 cos“(_z-"iz_)).(; ,g(_;:' ))
Les résultats obtenus a I'instant t=0:

K, =14047 MPa ~cm
K, =14525MPa ~cm

G, =0.042 24/,

G =0.040 47, A TT T T TT

Avec

o=100 MPa

a=0.5 cm | | | +i7,

6=5 cm
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V.44 EPROUVETTE DE FLEXION EN TROIS POINT: S.VE.N.B

La géométrie de I'éprouvette est donnée par la figure suivante:

j/ P

P=10°N

b="5cm

L= 20cm b
e=1em - ICL

az dem ) t L _i

La valeur empirique du facteur d'intensité de contrainte[ BARTHELEMY] est:

3PL
K= va x f(alb)

Pour L/B=4

falby=(1.93-3.07(a/b)+14.53(a/ b) - 251 Wa/bY +25.80(a/b)*)

Pour pouvoir obtenir des résultats satisfaisante, il est nécessaire d'effectuer une '
bonne discrétisation de 'éprouvette en particulier un maillage trés raffiné au niveau de
la fissure en raison de la forte concentration de contrainte. On a effectué un maillage de
120 éléments sans utiliser la symétrie et les résultats obtenus pour 1'mstant t=0 sont:

G,,=0249 M/,

G = 0.230 24/,

La fig(V-8)donne la variation du taux de restitution d'énergie en fonction du temps.
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V.4.5: RELATION ENTRE G(z)et K*(¢):

On remarque que le rapport C(r)= ]?z((t)) atteint un extremum pour t= 0.5 H ,
t

1
apres il commence a diminnuer et enfin il se stabilise a partir de t=6 H comme le

montre la figure ci-dessous.
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0.0010
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0.0005

NN ENEENEN NN NN NN

0-0000 lllIlllli[llllIrlllrlilllllllll
0.00 ~5.00 10.00 15.00
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Figure.V.9: Variation du rapport G/K;* en fonction du temps
PLAQUE INFINIE
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CONCLUSION:

Au cours de ce chapitre on a pu toucher l'efficacité de la méthode des discontinuités
de déplacement pour la simulation de la propagation des fissures dans milieux
viscoélastiques, elle nous a permet de dégager Idée que les conditions de I'amorgage
d'une rupture dans un milieu viscoélastique ne sont pas imposées seulement par la taille
du défaut, le niveau de contrainte et la résistance a la rupture mais aussi par le facteur
temps . :
"Les résultats obtenus sont satisfaisants pour une bon discrétisation surtout un
maillage fin dans la région a forte concentration de contrainte.
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CONCLUSION GENERALE

La méthode des discontinuités de déplacement s'est avérée étre un outil trés
puissant dans l'analyse des structures viscoélastiques fissurées. Elle se préte facilement
a la simulation de la loi de comportement de ce type de matériau.

Les résultats de ce travail nous ont permis de connaitre I'évolution des contraintes
et des déplacements, atnsi que les variables qui gouvernent la propagation des fissures
au cours du temps. Nous avons pu metire, grace a l'utilisation de l'ouverture du bout de
fissure le calcul du facteur d'intesité decontrainte K et le calcul du taux de restitution

d'énergie G, une relation G(t)= C(¢).K,*(t) dans le cadre de la mécanique de la rupture
viscoélastique.

Sur le plan numérique, la méthode ne nécessite pas une grande préparation de
données a l'opposée de la méthode des éléments finis. De plus pour le calcul du taux de
restitution d'énergie qui nécessite deux configurations voisines la M.E.F nécessite un
remaillage pour la deuxiéme au moins localement.

Nous espérons que ce travail sera étendue par d'autre utilisations d'éléments de
discrétisation plus performants pour pouvoir tragter des problémes plus généraux et
améliorer les résultats, en particulier l'utilisation de 1'élément de bout de fissure ot la
solution est trés importante.
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