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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Depuis une décenie 1’industrie des matériaux est en pleine
mutation.Les variations,imporatantes,du coit des matiéres premiéres
ont conduit a intensifier les recherches.

Découvrir des matériaux nouveaux,améliorer ceux déja connus
conditionnent le progrés de certains programmes scientifiques et
industriels.l “exploration de la mer,de l’espace,a confronté 1’homme
4 des contraintes nouvelles jusqu’alors inconnues.

Aussi,les applications sont—elles vastent,et les formations
vart édes. '

La science des matériaux concerne de trés nombreux secteurs
industriels,depuis 1’électricité,l” équipement ¢lectroménager,le
batiment,le sport,l’automobile, jusqu”aux grands programmes comme le
spatial ou le nucléaire...

LES NOUYEAUX MATERI AUX

Auvjourd’hui,l?industrie utilise plusieurs types de
matériaux :les métaux,les matidéres plastiques,les'céramiques et les
composites.

Chaque produit a ses applications selon ses qualités
propres :Résistance & la chaleur (ou au froid),A 1la corrosion
(attaque des agents chimiques),résistance A& certaines pressions,
tractions... : |

LES MATERIAUX COMPOSITES.

Selon certains avis,les matériaux composites sont amenés A
connaitre un développement impurtént et mBme privilégié dans les
années qui viennent die a leurs propriétés qui peuvent @&tre
résumées par leur légerté,bonne tenu a la fatigue,insensibilité aux
produits chimiqués,abSence de corrosion,... -

Qu’est ce gu’un matériaulcomposite?.

C’est un ensemble réunissant plusieurs éléments de basesjen général
deu% (2),mais des recherches sont engagées sur des matériaux
composites a trois (3) éléments. 7

Fa{guns un paralléle avec le héton armé,qu’on connait

tous,c’est du béton dans lequel on a « fait baigner » t{avant qgu’il

ne se solidifie) de grandes tiges de fer.Une fois <« pris »,les
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tiges sont prisoniéres du béton,le nouveau produit,plus

splide,posséde des qualités supérieures a celles de chacun des

deux premiers éléments.

La mise au point de ce matériau a permis des constructions
plus audacieuses,de formes nouvelles tout a fait irréalisables
auparavant.lLe principe est le méme pour les matériaux composites.
les fibres de verre,de carbone,...comme les tiges de fer,vont
baigner dans une matrice qui peut €tre un produit naturel comme
le caoutchouc,une céramique,un métal comme 1°aluminum ou des
matiéres plastique comme les résines synthétiques (elles portent ce
nom car leur consistance homogéne et souple rappelle la résine des
arbres) mais tout cela se passe A4 17échelle microscopiquesdans 1la
matrice,les fibres sont si fines (@ 5 a 15 Hm) qu’en on compte cent
(100) ou mille (1000) par milimétre carré.Trés courtes ou longues ,
les fibres sont disposés de maniéres différentes dans la matrice.
Dans certain cas,on « empilera » les couchesjon aura alors des
composites lamifiés, d?autres combinaisons sont possibles.

Des industries variées sont concernées par les matériaux
composites .leur légérté leur donne en prticulier une place de
choix dans 1%espace et 1’ aéronautique.

Guel ques Exemples:

Au début de 1 histoire de l17aviation,nous ne connaissions
pPas encore les moteurs puissants perméttant d’élever dans les
2irs plusieurs centaines de tonnes.Pour décoller et 'voler sles
avions devaient &tre le plus léger possible.fAussi etaient-ils faits
de structures de bois,sur lesquelles on tendait de la toile
encollée.C’etait léger mais fragile et in-FlammablE-.Au_iq:)ur‘d"hu:i,}I on

fait décoller n’importe quel engin quel que soit son poids .Pour

. diverses raisons,en particulier économigues,la légértéQSdf ;ertaihs

mirages,et d”autres avions militaires,les freins a disﬁ@ésr sont
maintenant en matériaux composites (carbone~carbone){¢gla se
dévellope aussi sur les avions de ligne.l es nouveauxwﬁf;g}ﬁs a
disque coGtent trois (3) fois plus chér que les ffejns'
traditionnels,alors quel est l7avantage de cette utilisation
sachant qu*ils durent trois (3) fois plus longtemps.Mais pour quoi
uiiliser un matériau nouveau pour en arriver A un méme résultat 2?2

La réponse est simple :Cela entraine sur Airbds (le A310) une

réduction de poids de SQ0Okgs .En conséquense, i’avion ,beaﬁceup
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plus léger,dépense moins de carburant,d’od une économie permanante

En?in pour conclure cette introduction snhotre soucis est
d’étudier les éffets des différents maaes de sollicitations sur des
structures en matériaux composites tout en les comparant aux
résultats trouvés pour les structures en matériaux ordinaires;pour
cela on utilise la méthode des éléments finis qui nous permet 1la
détermination des contraintes dans chaque région de 1la structure,

les déplacements et les modes de vibrations de chaque noeud.

Page —-32-



CHAPITRE 2

CONTRAINTES . DEFORMATIONS
ET
STRATIFICATIONS

2.1 INTRODUCTION

PDans ce chapitre on dévellopera les principes des
contraintes et déformations pour des plagues individuelles ou plis
de stratifiés.Cette étude sera généralisée pour les plagques en
matériaux isotropes,orthotropes ou anisotropes.le dévellopement au
premier lieu sera avec lecs concepts généraux des contraintes et
déformations,par application de 1la 1loi de Hooke généralisée;on
procedera par la suite aux lois mécaniques spécifigques aux

stratifiés.
2.2 RELATIONS DE TRANSFORMATIONS

Etablissons 17 équation déquilibre d’un &l ément de

surface A dans la direction (1),d”aprés la figure 2-1:

zna 0

N

©1. dA—ox. (cos8.dAY. CcosB) ~oy. Csind. dA). Csing)
”Txy.Csin@.dA).(cosS)-Txy.(cose.dA).Csine) = 0 ( 2-1a )

2\62\/ T'\2/' T

Y /
Y
v A\
- T‘ny \
4-—-]‘6’}'\\ - —»Ox
\ ,
6\ . X

‘ Aa)

T Benduaintes el Défermaticns

Figure 2-1
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Figure 2-1

En arrangeant et simplifiant cette €quation, une relation ,entre la

contrainte normale ot et les composantes de contraintes prises par

rapport au systéme de coordonées X-Y ss’en découle 3

o1 = oxCcos ) +oyCsin6) +TxyC 2. s1ind. cosdd ( 2-15 )

La sommation des forces agissant sur 17élément A danc la direction

(2), nous daonne la relation suivante :

712. dA+ox.Ccos8. dA) . sinbB-oy. Csind. dA). cos8
—Txy. (cos8.dA). cosO+Txy. (sinb.dAd.sing = O ( 2-2a )

aprés arrangement et simplification on obtient:

T2 = ~ox. (sinB.cos8)+ovy.(sind. coso)

+ Txy.(cos’6-sin®6> : ¢ 2-25 )

La sommation des forces suivant la direction (2) pouf 17élément B :

- 02 dA=ox. (Sind.dAd. sinB+Txy. Csind. dA). cosd ,
+Txy. (cos€. dA) . sin8~oy.CcosB. dA).cos@@ = 0O ( 2-3a )

o2 = ox.(sinze)+oy.(cosze)-rxy.(a.sine.cose) . { 2-3b )

La sommation des forces suivant la direction (1) sur 17élément B

donne la mBme relation que pour 17élément A.
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Quand les composantes de déformations ex, £y et yxy sont connus &4 un
peint , elles doivent étre déterminées pour n’importe queile
autre orientation du systéme référentiel, ainsi on obtient 1la

relation de transformation .

Le segment de droite PQ, de la figure 2-2 qui a une
longueur infinitésimale,est détendu ou comprimé,tordu et translaté

durant la déformation jusqu’A la position finale JPPQ7.

2
Y .
o
A 1
. a
/ 1

|
[
? g %
dy g
u &
R . s
P A dx P‘p
AYJ
o X
Déformatiens anguloires
Figure 2-2

51 la droite P'Q’ est translatée de fagon & ce que le point P’
coincide avec le point P ,alors,les déplacements relatifs du point

Q par-rapport au point P, aprés déformations,sont données par :

QR = CAur/AX). Ax+CAus/Ay). Ay ' ( 2-4g 3
Q’R= CAv/AXD . Ax+CAV/AY) . Ay

Comme:

£Cx, y2
= gix, y)

=
]

<
I

et le ségment de droite PQ ést infinitésimal (Ax et Ax ———» 0);

alors:

QR = Cdur/axd.dx+(aursdyd.dy ' ¢ 2-ap »
i Q’R= Cav/3x).dx+Cav/ay) . dy
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Maintenant, dans le but de déterminer les déformations suivant le

systéme d’axes 1-2 ,le déplacement relatif du point Q par—rapport
au point P doit gtre déeterminé parraliélement et
perpendiculairement au segment de droite PQ .De la petite
trigonométrie,les déplacements relatifs peuvent Stre déterminés
comme suit =

0S = Q’R. cos6-QR. =ing

SQ"= QR. cosE+Q"R. =ind

( 2-5

Ga,le petit angle o est négligé,en comparaison avec 5.
La déformation normale qui résulte dans la direction du segment de

droite PQ est donnée par :
£1 = SQ*/7PQ { 2-6 )

En substituant les équations ( 2-45 ) ét { 2-5 ) dans ( 2-6 ) on
obtient 17 éxpréssion de la déformation normale suivant la direction
(1) =
g1 = CCausd) ., Cdxrdsd) +(durdyd. (dysds) ). cos8
+(CFv/ax) . Cdxr/ds) +( @vrd3y) . (dysds)) . sing ( 2-7a)
Ou bien =
£1 = (auféx);cosze+C6u/ay+6v/6x).sine.cosa

+Cav/3yd.sin’g ( 2-7%)
) 0 A
En se référant a la figure 2-3 _ » X
on voit que les éxpressions U "V Y V+%¥Ax
entre parenthéses sont les "0' __“‘**~=-_r_____.'_ﬁ__
4
déformations normal es et v A g+ 29 dx
o 29X 2%
transversales en références - y
aux axes X-~Y.
ob|
ex = (Cu+Cdurdxd.dx)—uw) s dx \ V+_§!.dg
£x = dusdx ( 2-8a ) \ (&4
B’
u o,
De fagon similaire : 7 ¥ 4 9+.28»dy
Y
T gy = @v/8y ( 2-8b ) Déformotions nlanes
R Figure 2-3
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Comme la déformation transversale est le changement de 17angle

droit A6B,alors :

¥xy = durdy + Iv/IOx ( 2-8c¢c )
Alors 17 équation ( 2-7 Jpeut s’ écrire sous la forme :

€4 = sx.cosze+sy.sinze+yxy.(sin6.coss) ( 2-92 )

l.”éxpression de la composante normale de déformation est obtenue

en substituant & par 1"angle 8+90%;ce qui donne:
£z = sx.sin28+5y.cosze—yxy.Csine.cose) ( 2-10 )

Pour déterminer la composante angulaire, le changement de 17angle
droit entre PQ et PT doit 8tre déterminé.
L*angle a avec legquel PQ est tordu —-pour les petites déformations -

est donné par:

longueur de l’arc ~ rayon de courbure

Qs 7 PQ ¢ 2-11 )

S
]

Q
It

En substituant ( 2—-4 ) et ( 2-5 ) dans ( 2-11 ) on obtient :

a = CCavrax).Cdxrsds) +C avr/3y)d . (dysds)). cosO
~CC I/ . Cdxrds) +€ durdyd . Cdysds)) . sind { 2-12a )
Ou bien :
o = (VIO . cos O+ av/y—-3urdx) . sinb. cosd
—C3urdy).sin’e | ( 2-125 )

Pour la rotation du segment PT,elle est donnée par 1’equation

{ 2-12b ) en remplagant la valeur de 8 par 6+70°:

3= C6VI8x).sinze—cavfay—aulax).sine.cose
~C 3urdyd . cos’e ' - { 2-13 )

yiz= o — 2 = v/ By—dur dxd.2.sinb. cosd
- CAv/AYy+BurdO. Csin‘o—cos?o ( 2-14a )

FPage —8—
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172, p12 = —£x.s5inB.cosB+sy.sind. coso

+yxy/2.(¢0529—sin26)

A présent il
transfurmatinns

matricielle .

les éxpressions ( 2-1b ),{ 2-2b ) et ( 2-3b ) deviennent N

o4

o2 =

T2

est plus

des

cosze
2
sin &

~sind. cosg

¢ 2-14% )

convenable d’écrire 1les équations de
contraintes et déformations s0UsS #orme
alors =

sinze Z2.51n6. cosg ox
cosze -Z. sinf. cosg oy
siné.cosé cos?9-sin’@ Txy

(M 2-15a )

les éxpressions ( 2-9 ), 2-10 ) et ( 2-14b ) deviennent alors :

&1

i1z
27

2
cos &

sinze

-sing. coss

sinze 2.sinb.cosg £x
cosza -2. s1né. cosg ey
sinB. coso cosze—sinze irxy

(M 2—-16a )

les relations matricielles (M 2-15) et (M 2-16), sont les relations

de transformations pour

le tenseur

contraintes et déformations

respectivement,dans le plan a4 deux dimensions .

Ces équations sont notées comme suit:

oL

et

]

N
]

==

T 1

TRy

£y

Lo
27 ¥

M 2-155 )

(M 2-165 )
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2. 3 .00 DE HOOKE GENERALISELE
2. 3-1 MATERIAUX ISOTROPES

Pour un matériaux hamogéne et isotropique ,dans un
état de contraintes unidimensionnelles,la 1o0i de Hooke est donnée

par la relation :

¢ = E.eg : ( 2-17 )

D4 la constante de proportionalité E est le module de young ou
module d”élasticité,donc une seule constante doit EBtre déterminde.
Dans le cas de contraintes bi- ou tri-dimensionnelles,une autre
constante élastique est nécessaire & @tre déterminée, qui est 1la

fraction de poisson.fAinsi,pour un état de contraintes planes Jles

relations suivantes sont données :

o4 = (51+v.sz).E/(1—vz)
o2 = Cez4v, £1). E/C1—0v2) ( 2-18 )

Ti2= Y12, G

Deux constantes élastiques apparaissent dans ces relations ,la
troisiéme constante G (le module d élasticité transversalle) est
une combinaison des deux autres ,E et vyrelidtes par :

G = EZ2.(1+v) ( 2-192 )

Donc ,pour un matériau isotrope,seulement deux constantes sont
nécessaire pour écrire la loi de Hooke dans un état de contraintes

planes;il est de mEme pour un état de contraintes tridimensionnel.

2.3-2 MATERIAUX ANISOTROPES
2.3-2 a DANS LES AXES D’ ORTHOTROPIES

Pour un matériaux orthotrope ,unidirectionnel,la 1loi de

Hooke, g”écrit alors ,suivant les axes d’orthotropies : e
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o1 = U1, e1+(12, £2
oz = 2. 21422, g2
T12= Qo6. y12

( 2-20 )

Figure 2-4 Benfiguration en Sxis
Du sous une forme matricielle

o1 -F ] uz o £1

o2 = 2 Qzz 4] £2

T12 0 B ¢) 2Qoa i’}’l 2
M 2-21a )

Cette équation est notée comme suit @

o1 £1

o2 = [ Q1] £2 (M 2-215 )
1

T12 Sriz

04 les éléments de la matrice de régidité (Q) sont:

Qui=F11/(1 =v21. v12)
Qzz=E22(1 ~vu21. v12)

Qiz=vz1. E11C1 ~v21. vi2d =viz. E22/(1 ~v21.v12) ( 2-22 %
Qoc=G12
Qio=Qzo=0
D*ici on remarque gqu’il vy a quatre constantes élastiques

indepéndantes: les modules de Young dans les directions (1) et (2)
{E11 et Ezz),le module de cisaillement Giz,le coefficient de
poisson vizzla cinquiéme constante élastique est fonetion des
autres constantes,et peut €tre déterminée du fait que 1a matrice

(Q) est symétrique :

v21. Ett=v12, E22 ( 2=23a ) -

va2i=pr12,. E22/E11 : { 2-235 )
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2.3-2 b HORS AXES D’ ORTHOTROPIES

Figure 2-5 Eenfiguration sff Lxio
En général,les axes principaux 1-2 ne coincident pas avec

les axes X-Y,pour cela on utilise les relations de transformations

décrites :

o1 orx £1 £x
o2 =[ T] oy et £x =1 T] £y
T12 Txy iriz irxy
D’ol =
[~ 4 o' [=4 |
[ T] . [ TN doy t=doy b= 1) {02 (M 2-24 )

Ty TRy T2

l.a matrice de transformation (T) est donnée par :

m n E.m.n‘
[ T] = n® m®  -2.m.n (M 2-25 )
-m.n m.n mz. nz

m = cos &

n =sin @

On note que 17inverse de (T) est obtenues en substituant & par -6.

0# . Foa
oy t={ T' [@1 [ T7] { = . (M 2-26 )
Txy 5rxy
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m n -Z.m. n
[ T™'1=[ TC-8> ] = n® m> 2. mn (M 2-27 )
m. n -M. N m> ~n?
m> n® -2.mn Qi1 Quz 0
[ T'l].[ Q] = n® m’ 2.m n M2 Q=2 O
M. N -M. N m® -n> 4] 4] 2Qso
M 2-28 )
Ce qui donne le résultat suivant =
(mz.Qu-l-nz.Qiz) sz.(hz-l-nz.o,zz) 2. (~=2. m n. Qs
* = | (n®.Qi14m%. Q12 cn®. Quz4m?. Q22> 2. C2. m. n. Qosd
(me . Qt14me N. Q123 Cm e Quz2=-m. n. Q22D E.sz—nz).ch.s

(M 2-29 )
Ca

«= [ T '].[ Q1

En prémultipliant ce résultat par (T), sans oublier de multiplier

le résultat obtenu par la matrice (R) on obtiendera :

ox Qi1 Q12 Q1o £x

oy = Qiz Qz2 Qzs ey

Txy 616 azc (_)66 ¥y
(M 2-30a )

Sachant que (R) est la matrice de proportionnalité:

&1 et
ez § = [ R] &2
1 - - —_-
Sviz y?z

aved

Page —1{3-—



Cette équation est notée comme suit:

o L3
oy +=1[ Q] ey (M 2-305 )
Txy ¥Ry

Od les composantes de la matrice de rigidité (Q) sont données par :

Qu1=Qus. cos*o+2. CQ12+42. Q6s) . sin’o. cosze-l-sz. sin‘e

Qzz=011. sin*B+2. CQuz+2. Qo) . sinZ6. cos®8+0Qzz2. cos e

Qu2=(C Q1+Q22-4. Qssd . sin 0. cosze-l-mz. {si n‘e-l-cos‘@)

Qos=C Q11+Q22 2. Quz—2. Q66) . s1n20. cos 26+0c0. Csin*g+cos*od
Qo=C Qus-Qu2-2. Q66 - s1n6. cos 8+ z-Qzz+2. Qssd. sin”6. cosg

Qzo=C Q1-Q12-2. Q60) . s1n’6. COSE+C Q1z-Q2242. Qss) . s1n6. cos’s

Tsai et Pagano ont donné une autre écriture pour 1la matrice de
rigidité (6), dont les composantes sont écrites de la forme

suivante:

Qui=Us+Uz. cosC2. 8 +Us, cos( 4. &)
Qzz=Us-U2. cos(2. 8)+Ua. cosC4. )
6,:2=U4—U3. cos(4, 8)

Qos=Us-Va. cos( 4. 8

Qio=-1/2. Uz. sinC2. 63 -Us. sinC4. &)
Qz6=-1/2. Uz. sinC2. 6) ~Ys. sinC4. 6)

04 les invariants Ui sont donnés par :

U1=(3. Q11+43. Q2242. Q12+4. Qs0) /B

Uz=C 1 ~Qp2d /2

Us=(C Qu14+Qz2-2. Q12~4. Qus) /8
Ua=C11+Qz246. Q12-4. Qss) /8

Us=( Q11 4+Qz22~2. Quz+4, Qos)»8 -
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2. 4 STRATIFICATION

Un stratifié est constitué par 1a superposition de
plusieurs couches élémentaires de matériaux composites appel ées
plis.

Ce paragraphe concerne les propriétés du stratifiés s N
utilisant ceux de chaque couche , le constituant , gqui agissent en

mEme temps , comme une seule couche .

2.4-1 THEORIE ELASTIQUE DU STRATIFIE

Comme il a été déji mentionné dans le paragraphe précédent,
un matériau orthotrope,dans un état de contraintes planes est régit

par la relation suivante:

o1 Q1 2 0 £1

oz = Quz Q22 o £2

Tt2 ) 4] . Qoo Y12
(M 2-31 )

En utilisant l1’équation de transformations , on obtient 1la
relation entre contraintes et déformations , dans n’importe quel

systéme d”axes X-Y-Z :

ox Q11 Q2 Qs £x

oy = | Guz Qzz2 Q2o £y

TRy 6.16 626 666 r g 3%
M 2-32 )

On note 17éguation (M 2-32 ) pour la couche k comme suit:

(o= [ (=), vl czssy
dans le systéme &’axes X-¥Y.

. 42 RELATION ENTRE DEPLACEMENTS ET DEFORMATIONS

[ap——. .

La relation qui relie les déformations aux déplacements en
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developpée dans cette

n’importe quel point d’un stratifié , sera
stratifié

section , en fonction des déplacements du plan médian du
(uo,vo) et le déplacement dans la direction des Z (w).
On considére une section d’un stratifié dans le plan X-Y,

figure 2-6, qui est déformée sous 1’éffet d’un certain chargement.

Uo

4

—y
e

Défonmée de Lo oecilen

Fectiorn irniticle
{(b)

(a)
Figure 2-& Défonmetieno du nlan médian

point A du plan médian subit

et que la ligne BAD reste

On suppose que le un

déplacement uo dans la direction des X ,
droite et normale & la déformée du plan médian - cela est
les déformations angulaires dans les plans

équivalent a négliger
( yxz et yyz ) —j;de ces suppositions,on

X=-2 et ¥Y-Z2 , qui sont
la relation donnant le déplacement de n’importe quel point C,de

tire
la

normale BAD , dans 1a direction des X :

Uc = U0 — Zc. { 2-34 )

N

00 Zc est la caste du point C sur 1’axe Z , mesurée A partiF du‘plan
médian , et a est 17angle de déviation de 1la normale BAD

par-rapport de sa position initiale.D’autre part,en
définie comme <&tant 1la

utilisant 1a
similitude des triangles,o est .aussi
déviation du plan médian par-rapport a 1’axe 2

o = Jw/dx
- Page -16—



Ainsi,le déplacement de tout point de cdte 2 dans 1le stratifié

s’écrit =

u = uo-Z. owrox { 2-36 )

et d’une fagon analogue ,le déplacement vydans la direction ¥ sera

donné par :

v = vo-Z, dw/d3y ( 2-37 )

Ou,vo est le déplacement du plan médian suivant la direction Y.

A ce stade il est nécéssaire de considérer le déplacement w.

Si la ligne BAD de 1la figure 2-&4 reste droite alors le seul

déplacement dans la direction Z ,est le déplacement du plan
n*importe gquel point du

médian

wo.Les déformations ex,£y et ypxy de

stratifié peuvent &tre,a présent,déterminédes en fonction des

dépl acements uo,vo et wo.

Sachant que la déformation normale dans la direction X est

définie par,la variation de la lonqueur par—rapport &4 la longueur

initiale .

£x = lim AursAx = Suwrdx { 2-38a )

Ax——» O
et en utilisant les éxpressions ( 2-36 ) et ( 2-38 Jyon aboutit

aux relations (Dépl acements—Dé&formations) suivantes:

Ex = urdx = g/3x Cuo-2. W/

= Fuosdx-Z. I w/Ix ( 2-38b )

d’une manié#re analogue ,selon la direction Y son trouve

gy = gv/3y = /38y (vo-2Z.3w/ay)
= dvosdy-Z. B wrsdy ( 2-39 )

quant A la déformation angulaire d’un point arbitraire elle est

definie comme suits:
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rxy = lim CAur/Ay+Avs/Ax)

Ax—p O
Ay—=» O
= Jusdy+av/ax ( 2-40a)
Y
fou/
JaY
) r”f
Av
Y . X
Ax |

Figure 2-7 Défsnmaticno Agngulaines

et en utilisant les éxpressions ( 2-3& } et ( 2-38 Y,on aboutit a

yry=8/73y Cuo—2Z. dw/dx) +879x Cvo~Z. dwrs3y)
=3U/ By +IVO/IX 2. Z. C DPWAC 3%, BYDD ' ¢ 2-405 )

Les éxpressions ( 2-38 ), 2-39 ) et ( 2-40 ) sont les relations
(Dépl acements—-Déformations) de n'importe guel point du stratifié.
Cn peut égualement les écrire en fonction des déformations du plan

médian 52,53 et ygy et les courbures de 1la plaque kx,ky et bosey

comme suit @

£x & 53 + Z.kx
ey = &9 + Z.ky { 2-41g )
rxy= 7gy+ 2. kxy

ol:
£x = Buosdx kx = —3*wra’
£y = dvordy ky = -8°wray” ( 2-42 )

¥Ry=mUo/By+3vordx  kxym—2. (7w 3x. 3yd)

sous forme matricielle:

£x &g . kx ‘

sy = ey ++Z . ky ‘ (M 2-413 )
v ]

rxry yxy kxy
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A partir des éxpressions ( 2-33 ) et (M 2-41b ) 1’état de
contraintes de la k'°™ couche peut s’écrire, en fonction des
déformations du plan médian, des courbures de la plague,de la cé&te

Z et des rigidités de la plagque:

ox 014 Buz Qis 2

oy = E&z Qz2 626 83
Txy | R Qo Qzo Qss |k )’gy

’ (—hi (_212 . 615 kx

+ Z.] Q2 Qz2 Qzs ky

616 (_225 (_266 k kxy

M 2-43g )
ou bien:
- o -
(a)ka[q]k(s‘]+2.[Q]k(k) (M 2-43b )

‘ 2.5 EFFORTS ET MOMNENTS RESULTANTS

IR | S

N B
I/ } /’
/ e A el
’/ // ,yi/’/nx MxY
h/. - // /:\lxv
‘ L 7

|
4_';—;/—_3;_“_#

Ny '

2 4 _ ;

A\ A, a

z
Figure 2-8 8ffsnio el mements réoulianic
Les é&fforts et moments résultants forment un systéme

statique équivalent au sytéme de contraintes subit par le stratifié

appliqué a son plan médian.
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Chaque éffort résultant est définit comme étant la somme des

contraintes que subit la face considérée, suivant la direction Z :

~ h-o2
Nx = ox . dZ
-h-2
r ho2
Ny = oy . dZ { 2~44 )
-hr2
hr2
Nxy= Txy. dZ
~hr2
quant aux moments résultants ils sont donnés par :
~ ho2
Mx = ox « 2 .dZ
4 ~hr2
r hs2
4 -hez :
r h-2
Mxy= Txy. & .dZ
4 -hr-rz

En résumé :

-Nx est 1’ éffort résultant dans la direction X par unité de
largeur,suivant Y A

—Ny est 17éffort résultant dans la direction Y par

unité de
targeur,suivant X o

—Nxy est le cisaillement par unité de largeur.

—Mx est le moment fléchissant d’axe X ,dd

aux contraintes ox
par

unité de largeur_suivant la direction Y.

1 ~My est le moment fléchissant d?axe Y ,dq

aux contraintes oy
par

unité de largeur suivant la direction X.

-Mxy (Myx) est le moment de torsion d’axe X (Y) d&

1 aux
1contraintes Txy par unité de largewur suivant la direction Y (X).
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2.6 RELATIONS CONSTITUTIVES D”UN STRATIFIE

e he

]
|
}
~T T

[y [h .
-7 —- h
/, hl-‘
_ < - | - he
-~ T
- ~ ,/’ E COUC}T?.&
/‘ “““““““““““““““ d i
Figure 2-9 SFiatifié mulbicouches
2.6-1 LES EFFORTS RESULTANTS
Sous forme matricielle, la relation ( 2-45 ) s’ écrit:
N ho2 orx
Ny = I oy dz - (M 2-446a )
-hr2
Nxy Txy

S5i on décompose,cette intégrale continue,en des intégrales

‘autour de chaque couche,en utilisant 1la notation de 1la figqure

2-9:0n aura :

Nx n . hk o'
Ny = Z I oy dZ (M 2-465 )
Nxy k=1 hk—z XYy
n h [ Qa1 Q12 Qis ] [ £%
= I Quz Qz2 s { £V } az
k=1 hk-1 A Qs Qzs (_z:sa _h L ngJ
hy [ Qs Qi2 Qs ] [ kx
+f = Quz Qz2 Qzo { ky V az
hk-n-i. i Qi Qzq Qoo JR [ kxyj
(M 2-46¢c )
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Ces intégrales, peuvent facilement Btre calculées, du fait que

[ so] et k ] sont indépendantes de la variable z,{ Q ]kl’est aussi.
donc:

N n hk hk
- o —_
Ny = 2 [@1.[<]f z+ [l [x] [ =z az
N k=1 h LS
xyY k-1
(M 2462 )
_ - o .
Nx Alg Ai12 A1s [ £x
Ny = Asz Az2 Azs 1 53 :
Nxy | Ats Azg Acs | g }’gy-‘
[ Bas Biz Bis ] ( kx O
+ Biz Baz Bzs 1 ky
| Bis Bzs Bss i L kxy
(M 2-446e )
ou bien

(N)=[a] ()+[B] (x) (M 2-36f )
Aij = zﬂ ((—xj)k.(hk-hk_‘) (-2-47 )

et

L}
N -y z_ 2 _
Bij = 12 Zq CB:d . Chimhe > ' ( 2-48 )

2.6-2 LES MOMENTS RESULTANTS

Sous forme matricielle, la relation ( 2-35 ) =’écrit:

Mx o'
: hr2 : -
My ¢t = oy } Z2.4Z (M 2-494 )
~hr2 ' B
My TXY . ) .-
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51 on décompose,cette intégrale continue,en des

intégrales

autour

de chaque couche,en utilisant la notation de la figure 2-9;on auras

M

n X o'x
My } = 2 oy } 2.4Z (M 2-495 )
Mxy k=4 hk—-l. THY
o - S o
n hk M Mz Qs £x
= z J' a2z Qz2 Qzs ey Z.dz2
k=1 hk-s i Qs Qzs Qoo ik ygy
by [ Qus Q12 Qic ] kx
+[ 2| Qa2 Ozz Q20 ky dz
hk-—!. L 616 {_126 666 _h kxy
' (M 2-49c )
Ces intégrales, peuvent facilement ®8tre calculées, du fait que

[ s°] et[ k ] sont indépendante de lavariable 2, [ Q ]hl’est aussi.

donc:
M n : hk hk
~ O - 2 .
Wt = T L8107 f zaz+ [@][x]) Z.a2
M k=4 h M-
4 k-1
(M 2-494 )
- - -
Mx "Bi11 Bi2 Bio £x
My = Biz Bzz Bzo 4 53 S
' Mxy |  Bis Bzos Bss i L ygy‘
" Daa Ds2 _ Dic ] f kx "
+ D1z D22 Dzs 4 ky }-
| Dis Dzs _ Dss | | kxy]
(M 2-4%92 )
Ou:

(M 2-497 )

(*)=[B] (<)+[p] (k)
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ou
™

iy . 2,2 "
Bij = 1.2 2—1 CQid . Chi=h_ ) { 2-50 )

™

.. ~ 3 .3
Dij = 13 Z CQLd . Chi=h] > ¢ 2-51 )

2. 6-3 RELATIONS USUELLES

8i on combine les relations (M 2-446f ) et (M 2-49f ) on aura |

la relation constitutive de la plaque qui est donnée par:

N A | B £%
M B i D | X

De la relation (M 2-4&4f ) on tire:

() = [~ (N)-[4"[5] (%) M 2-53 )

en substituwant cette éxpression dans (M 2-49f ),on obtient:

() = [=10A"3(n)-[[p 02104008 ] (x)

(M 2-54 )

pour simplifier cette éxpression on utilise la notation suivante:

[A] = [+
[=] = [A*1["]
[<1=[51[4"]
[o]=(»]- [B][A“][B]

d’ol de (M 2-54 ) il vient:

(x) = [0 *](M)-[ D" 1L c"J(N) t 2-55 )
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en substituant cette éxpression dans (M 2-53 ) on abtient:

(%) = [E"100 7 10n )] [471-[ 710" 10 <" ()

M 2-56 )

sous forme matricielle , les relations (M 2-53 ) et (M 2-S56 )

s’ écrivent:

P A* | B’ N
SRS S [ VU B (M 2-57 )
X B> | D M

[ 4] =[A7]-["][ 0" *1[ <]
[5]=[57][0""]

[c] =-[2"*][ <]

[o] =[0""]

2.7 CAS PARTICULIERS

Four chaque cas de simplification qui suit,on considére que

toutes les couckes ont la m8me épaisseur.

2.7-1 STRATIFIES SYMETRIQUES

Quand un stratifié est symétrique -symétrie miroiri‘? en
épaisseurs,orientations et propriétés des couches- la matriEétf(B}
est nulle et les relations (M 2-46f ) et (M 2-49f ) se simplifient

a:

(N)
(™)

[}

[2] ()
[] (%3 -
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a-sSTRATIFIES EQUILIBRES

On appel un stratifié équilibré un stratifié dont la somme

des angles d orientation de ses couches est nulle.

3

donc:

b/STRATIFIES NON-EQUILIBRES
Les stratifies non équilibrés sont cractériseés par:

Al # O
Azs & O
. f Bij = O

2.7-2 STRATIFIES ANTI-SYMETRIQUES

Un stratifié anti-symétrique est caractérisé par 1le fait
que les angles d’orientations des fibres dans ses plies sont de
signes opposés,de part et d’ autre du plan médian -Un

anti-symétrique est toujours équilibré.

At A2s = 0O
Dic = D2 = O

2.7-3 STRATIFIES NON~SYMETRIQUES
Ce sont des stratifiés équilibrés caractérisés par :

At = Az = O

v - ! .=
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2. 7-4 TABLEAU RECAPITULATIF

il L] L L

| ANGLE PLY | STRATIFIE i STRATIFIE I
Il | NON-EQUILIBRE | EQUILIBRE I
I i It |
] n b L
| SYMETRIQUE || Aij = O [ Bij =0 I
| PAR-RAPPORT | Bij = O [ Ate =0 Azs =0 I
|AU PLAN MEDIAN] Dij = 0 | Diij=o |
I 1 i ]
] L] I L
| SYMETRIQUE | | Dij®0 Dis=0 D2s=0 I
§f +e--96 | | Ats =0 Azs =0 I
H L I 3t
i 1 L i
I NoN- I PAs i I
| SYMETRIQUE | DE | Ass =0 Azs =0 I

I | SIGNIFICATION l I
il 1| H

2.8 SIMPLIFICATION ﬁ)ﬂ)[E & LA SYMETRIE PAT-RAPPORT AU
PLAN MEDIAN

Lorsqu’un stratifié est symétrique par-rapport au plan
médian,la plague se comporte en membrane (ou contraintes planes) si

elle ne subit que les éfforts Nx,Ny et Nxy ,alors:

orx Aga As2 Ats £x

oy =1/h A2z Azz Azo £y

Txy Ass A2s Acs ¥Ry
M 2-58 )

Et si elle ne subit que la flexion on a:

orx D11 _ D1z Dis £x
oy =1 2/113 Diz . D22 © Dze £y
Txy Dus ) Dzce Dos Ry
(M 2-59 ) -

Ot-h est 1’épaisseur totale du stratifieé..
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CHAPITRE 3

SOLLICITATIONS PLANES
DES PLAQUES
EN MATERIAUX COMPOSITES

2.1 INTRODUVCTION

Dans ce chapitre on considére les problémes de 17élasticité
plane pour les matériaux isotropes on fera par 1la suite une
apllication aux matériaux anisotropes —Matériaux composites—.

Cela en déscritisant 1les plaques en 41 éments finis

rectangulaires puis triangulaires.
22 ELEMENTS FINIS POUR L. ETUDE DE L* ELASTICITE PLAMNE

Four 1’étude de 1?élasticité plane aon a recours a la
Méthode des éléments finis qui consiste a résoudre les problémes de
17élasticité plane en se basant sur les relations dévellopées au
chapitre précedant —contraintes & déformations-.

le choix de la nature des éléments <(triangulaires ou
rectangulaires) a pour conséquence l’augmentation de 1la précision

en augmentant le nombre d” éléments d’une structure.
3. 3 ENERGIE DE DEFORMATION

L™ énergie de déformation dans un état de contraintes planes

est donnée par la relation suivante:

U=1s2. [(e)d. (o) .dv ( 3-1a )
Oa v e
( £ ) est lg vecteur &éfurmations,(3 composantes).

{ o) ést;lé vecteur contraintes (3 composantes).
En utilisant la loi de Hooke ,cette éxpréssion prend la forme :

U =1s2 [ ((1/2.E). Cok+oPd - (v/BEd.ox oy + €1/C2. 6. t2y. dv

- T -( 3-1b )
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3.4 ELEMENTS TIREANGUILAIRES A HUIT (8) DEGRES DE 1 IBERTEES

L*’élément le plus simple pour 17étude de 1*élasticité
plane , est 1’élément rectangulaire a huit d.d.1

T —— . ————

La figure ci—contre montre un Y,u
élément rectangulaire a huit Fys . V3
d.d.l;chagque noeud est supposé Fya, vg T
Faes, U
. —ly 23 -3
subir deux déplarements,u et v Fea, V3 ® @T
suivant les directions X et ¥ : g

respectivement.

=C) @)l_;___,XAL
Fxi, u, % a 4 Fxg up
F_‘H, Uy ﬁ-’z A

Slément reclangulaine 4 B d 4 &
Figure 3—1

3.4-1 FONCTIONS DE DEPLACEMENTS

Les fonctions d'interpolations pour les déplacements u et v

peuvent &tre données par les relations suivantes :

uCx, ¥)
v(x, ¥)

ci1 + c2. X + C3. Yy + Cds XN ¥ { 3-2 )

C5 + C6uX + C7ey + CB.X. Y

En tenant compte des conditions aux limites suivantes @

u=mwm et v = vi pour ' C0, 0>
u=uz et v = vz pour Ca, OO ( 3-3 )
u=us et v = va pour " Ca,bd
u=us+ Bt Vv = va pour €0, b2

Les fonctions de déplacements prennent la forme:
Wi, ¥) = £10x, ydouws + Ff20x,yd.uz + f3(x,yd.u3s + falx,¥y).us

vix,y) = £felx,¥yD.veL + f2Cx,yd.vz + falx,yd.v3a + falx,¥yDd.ve
( 3-4a )
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falx, yd
f2Cx, ¥yd
falx, yd
falx, yd

= (1-xrad).C1-ybd
= x/a,(1-y/b)

= x.ysCa.bd

= (1-x/ad.ysb

3. 4-2 RELATIONS CONTRAINTES-DEPLACEMENTS

On a déja vu que les déformations sont données par

Ex =

£y =

urdx
avrs3y

Yxy= durdy + dv/ax

( 3-4b )

{ 3-5))

En utilisant ces relations , ( 3-4a ) et ( 3-45 ),on aboutit & 1ia

relation matricielle suivante

£x -a1 O as O az 0 -az
£y = O =—-as O -as O as O
ruy -a3 —ai1 —a4 a1 a4 az as
avecs:
ai=ta Y, as=tq %
a b bt a
¥ =%
az:&"s a< ab
et
(q) = Lm,v:,uz,vz,ua,va,u-a,v-c_l
TH
Ced=0[ L1.Cqa)
et
(oed)=[ Cl1.Ce)
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04 la matrice (C),est la matrice d’élasticité,et est donnée par :

C11 Ciz Cis
[ C] = Ciz Czz Czs
Cis Czs B of=

En substituant (M 3-0% ) dans (M 3-&a ),on obtient :
(ed=[Cl.[ L]1.Ca) (M 3-65 )
3.4-3 DERIVATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Sachant gque 17 énergie ﬁe déformation prend la forme :
suivante,
a b h
u=12. [[fCe). (o) .dz.dy.dx ( 3~7 )
o oo

De (M 2-55 ) on a :
Ced=Cad.[ 17 { 3-8 )

L*énergie de déformation devient :
a b .
u=h/a.(q)"[jj‘[ L1%[ ¢1.[ L ].dy.dx ].(q) ( 3-9 )

o o

Le théoréme de Castigliano nous donne :
Fi = 8U/dqi , ' ( 3-10)

On obtient :

(FY>={ K}.Cq) | ( 3-11 )
Ou = ' |

( F) éx(Fxs Fysr Fxz Fyz Fuxa Fya Fx4 Fya) ( 3—-11a )
et : . '

(g ) =(un vt uz. vz us v3 u4 va ) ( 3-11d )



la matrice de rigidité s’ écrit alors:

[ X1 =hf [ [ LI Cl.[L].dy.dx ( 3-12 )

Aprés multiplications et intégrations ,on trouve pour un matériaux

isotrope :

r C1 Cz Ca Ca -C1/2 -=Cz C? ~Cs ]
C3 -Cs Co -C2 -C3/2 Cs Cs
Ca -Cz C? Cs =-C172 Cz
[ K 1= Ca Csr Ca Cz ~Cars2
' 5 C1 Cz Ca Cs
5Fﬂ Ca =-Cs Cos
C1 -Cz
| Ca |
ou
1 v 0
[ €] = v 1 o (M 3-13a )
0 0 C1-vdr2
et

Ci = ( brC3.ad + C1=0)/8 . asb ) . E.hsC1-05

Cz = (vrd + C1=I/8 ) . E.hsoC1-0D ”

Ca = ( as€3.b) + C1-D/6 . asb ) . E.h AC1-0D

Ce = (~brC3.2) + (1-2/12 . asb ) . E.hACl-uD
Cs = ( v/4 = C(1-D/8 ) . E.hsC1-02

Cs = ( as(B.b) - C1-02/6 . bra ) . E.hoC1-1>

C? = ( b/C6.ad = (1-2D6 . asb ) . E.hsC1-1

Cs = (~a/C3.bd + (1-23/12 . bsa ) . E.hA1-0D
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.S ELEMENTS TRIANGUILAIRES A S0X (&) DEGRES DE L IBFRUEES

Un autre élément pour 17étude de 17 élasticité plane qui est
1761 ément triangulaire & six d.d.l .
La figure ci—aprés montre un ¢élément triangulaire A& six d.d.lj;
chaque noeud posséde deux déplacements,u et v sulvant les

directions X et Y respectivement.

( a) { b))
Elément triengulaine & & d a4 ¢

Fiqure 3-2

3.5-1 FONCTIONS DE DEPLACEMENTS

lLes fonctions d’interpolations pour les déplacements u et v

peuvent ftre données par les relations suivantes :

]

uCx, yo ui + c1.x + cz.y

vix,¥y) = vi + ca.x + C4. Y

En se référant a la figure 3-2

au noeud J

X = aj : uj = w + ciL.aj + cz.bj
et
Yy = bj vi = vi + ¢c3.aj + c4.bj

. .-

-
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au noeud k

et

y = bk

x = ak uk = ui + ci1.ak + cz.bk
vk = vi + ca.ak + ca.bk

sous forme matricielle 3

[of1 bj-bk 6] bk 0

cz =1/C2. A) ak—aj 0 —-ak o

c3 0 bj-bk 0 bk

Cc4 L4) ak=-aj 0 -ak
(M 3~16 )

O A est la surface du triangle considéré

A = aj.bk - bj.ak
et

aj = xj - xi

bj = yj - yi

ak = xk - Xi

bk = yk - yi

=-hj o] vi
aj 0 4uj
14) =-bj ¥j
[¢) aj uk

L vk

3.5-2 RELATIONS CONTRAINTES~DEPLACEMENTS

De la m&me maniére que pour 17élément réctangulaire et

utilisant les relations { 3-S5 ) et (M 3—-& ) on aboutit a:

£x bj-bk 0 bk L4

£x \ g 2. A L] ak=-aj (4] =-ak

¥y ak—-aj bj=bk ~ak bk
(M 3-17a )

Ou =
()= L1.Cq)
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Comme 11 a été déja vu :
Ce)=[Cl.C=z)

Ponc :

Ced=[ Cc)ll{ L1.Cqa)d (M 3-18 )

3.5-3 DERIVATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Comme pour 1’élément rectangulaire le matrice de rigidité

est donnée par la formule suivante =
T
[ K]l =hf] (L] .[€C].[L].dy.dx
s

Mais on remarque gue les matrices (L) et (C) sont indépendantes des

variables x et y ,ce qui implique la facilité de 17intégration

selon un contour triangulaire .

[ K] =h.{ L1°{ Cl.[ L].A ( 3-19 )

Le calcul de la matrice de rigidité d un élément triangulaire est

donc facile A calculer et cela en utilisant un petit programme

de produit matriciel....
3.5 APPLICATIONS AUX MATERIAVA COMPOSITES

L’application de la théorie des contraintes planes aux

matériaux composites différe peu de son application “aux
l17anisotropie et 17hétérogenéité de ces

matériaux

ordinaires —du fait de

cew o

premiers—. R

Une plague en matériaux composites soumise &4 des sollicitations

planes subit wune déformation dans le plan et une autre

transversale {contraintes planes + Fflexion),dans 1le cas d7un

stratifié non symétrique ou anti-symétrique,par contre ,dans le cas

PR

page —35-



d’un stratifié symétrique la flexion est ¢éliminée.Pour simplifier
les calculs ,nous ne considérons que des stratifiés symétrigues
—d7ailleurs c’est le cas de la majorité des constructions en
matériaux composites —nous allons donc reconstruire la matrice de

rigidité ,cette fois-—ci pour des matériaux composites.

D aprés 1’ éxpression ( 3-12 ) 1la matrice de rigiditeée de

n’importe quel é&lément est donnée par :

{ XK} =h[[ [ L1".[ €l.[ L].dy.dx

04 seule la matrice (C) —-la matrice d’élasticité qui relie les
déformations aux contraintes— dépend de la nature du matériaux.

On a vu au chapitre 2 :

(N)=[41 () [B] (%)

™

Z—f Gip.Ch -h >

Aij

™

~ - 2 2
1 /azdc N

Bij

72
Nx h o

Ny =I oy $.dZ

N T
* -hr2 Y

D? aprés le tableau récapitulatif ,dans le e€cas d un stratifié
symétrique,la matrice (B> est nulle,ce gui nous Simplifie

énormément les calculs de la matrice de rigidité .Laf{ﬁklétion

e R

d7élasticité s?écrit alors sous la forme @

ox A11 Asz Ao Ex
oy = 1/h. | A1z Az2 Azs |. 4 =y
Txy Ass . Azs Acs _ yXy
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ta substitution de cette relation dans 1’éxpression de 1la matrice

de rigidité nous donne :

[ x1= [[ [(L1®0 Al.[ L].dy.dx (M 3-20 )
a8
aZ Pour 1?’élément rectangulaire on doit faire 1le produit

matriciel de :

T
fELY .TAl.[LL]
puis intégrer le résultat selon un contour rectangulaire .

b’ Pour 1’élément triangulaire on se sert de 1°éxpression

( 3—-19 ) donnant la matrice de rigidité d’un matériaux isotrobe -
' T
[ K] =h.f L] .ICl.IL].A

et cela en substituant 4 la place de 1a matrice (CQ) ,la matrice
reliant les contraintes aux défarmations dans le cas d’un matériau
composite .De cette opération on trouve la matrice de rigidité d7un

élément triangulaire en matériaux composites :
{ X1 =[ L1 Al.l L1.A ( 3-21 )

Cette éxpression est facile a calculer a 1l1l7aide d7’un simple

programme informatigue .

A ce stade il nous reste que d’assembler la matrice de
rigidité globale et 1le vecteur +forces global de 1la }sifﬁcture

considérée ._ —

et

3.GJQSSEIMBEAGMEDEZLA{M&ﬂﬁmﬁmimﬁiRBGHDBHEEG&EM%NLE
/ WECUERMEFORCESHGL@BA&
Une fois on a trouvér les matrices de rigidité /vecteurs

forces/ élémentaires ,il est nécessaire de les assembler dans une



matrice globale /vecteur global/ qui est 1l1a matrice de rigidite
/vecteur forces/ de toute la structure .

Cette nouvelle matrice /ce nouveau vecteur/ contient (X.n) lignes
et (X.n) /{(1)/ colonnes ol n est le nombre de noeuds total de 1la
structure et X correspond au nombre de degrés de libertées par
noeud (dans ce premier cas —-sollicitations planes-X = 2) .,
Cette matrice /vecteur/ globale est la somme des contributions des

matrices de rigidité /vecteurs forces/ des éléments indépendants .
3.6-1 UTILISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

En géneral,la structure s’ appuie sur plusieurs noeuds pour
lesquels certains déplacements sont interdits .Pour cela la matrice
de rigidité /vecteur force/ gleobale se réduit & une nouvelle
matrice /vecteur/ dont les (X.n) lignes et (X.n) /(1)/ colonnes se
reduisent a4 (X.n—m) lignes et (X.n—m) /(1)/ colonnes,ol m est 1le
nombre de déplacements interdits -Ceci revient & éliminer les
lignes et colonnes correspondants aux déplacements interdits -~ dans
la matrice de rigidité globale et dans 1le vecteur forces on

élimine les forces correspondantes .

3.6-2 RESOLUTION

Une fois la matrice de rigidité globale et le vecteur
forces global ,assemblés ,il ne nous reste tque déterminer les
déplacements et contraintes inconnus dans les noeuds et éléments de

la structure respectivement
3.6-2 a DETERMINATION DES DEPLACEMENTS

La détermination des déplacements revient a résoudre le

systéme statigue donné par 17 éxpression {( 3-1l1 ):

(FlY=1XK1.Cq)

[ —
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- ( F ) est le vecteur forces global .
- [ K] est la matrice de rigidité globale .
- (g ) est le vecteur déplacements global recherché .

ta résolution dun tel systéme doit €tre fait par utilisation des

méthodes de résolution numérigues .Pour notre cas nous utiliserons

ia méthode d’élimination de Gauss

3.6-2 b DETERMINATION DES CONTRAINTES
Apreées qu’on ait déterminé les déplacements de chague noeuds

on déterminera les contraintes dans les éléments constituant 1a

structure d’aprés 1la formule (M 3-6 )

(o)X= ¢1.I L1.Cq)°

00 le vecteur (q)e est le vecteur de déplacements élémentaire jen

utilisant un programme de produit matriciel .

Ve ANNEXE 1.
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3.7 EXEMPLES D’ APPLICATIONS

~J

NOMBRE D’ ELEMENTS = 16
NOMBRE DE NOEUDS = 15
NOMBRE DE NOEUDS AUX LIMITES = 3 N
EPAISSEUR y = ootnm W
P
N° CONNECTIONS 3
ELTS| I J K SF s [ 9 52 15
1 1 g 5 3
2 | 1] 5] 2 I NS N\ 2\
3 2.5 3 3 7 7 /{ 15 >
4 5 6 3 N iy g
5 a 7 g 20em ::2 5.7 g 11 143 e X
N
& 4 a S s . : .
7 5 8 5 g Z b 410 14 >
8 8 9 & N
9 7 | 10 | 11 3 1 7 .?- 4} >
10 7 11 8 s :, .
11 g8 | 11 9 3 4 ) 7 it 4
12 11 12 g 3 / 40 om —"
13 10 | 13 | 14
14 10 | 14 | 11
15 11 | 14 | 12
16 14 15 12 "
DONNEES NODALES
N°© COORDONNEES CHARGES d.d. 1
Nds X (m) Y (m) Fx (N) Fy (M) |1 | 2
1 | ©.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |0 |0
2 | 0.00000000 | ©.10000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |0 |0
3 | 0.000006000 | 0.20000000 | 0.00000000 | 0.00000000 [0 |O
4 | 0.10000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |1 |1
S | 0.10000000 | 0.10000000 | 0.00000000 | ©0.00000000C |1 |1
& | 0.10000000 | 0.20000000 | 0.00000000 | 0.00000000 {1 |t
7 | 0.20000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 [1 [1
8 | 0.20000000 | 0.10000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |1 |1
9 | 0.20000000 | 0.20000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |1 |1
10 | 0.30000001 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000COC00 |1 |1
11 | 0.30000001 | 0.10000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |1 |1
12 | 0.30000001 | 0.20000000 | 0.00000000 | 0.00000000 |1 |1
13 | 0.40000001 | 0.00000000 S000.0000 | 0.00000000 |1 |1
14 { 0.40000001 | 0.10000000 10000.000 | 0.00000000 |1 |1
15 | 0.40000001 | 0.20000000 5000.0000 | ©0.000G0000 |1 |1

CONDITIONS AUX LIMITES

ND |TYPE ANGLE
1 0 0. 0000
2 0o 0. 0000
3 O 0. 0000
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1°"cas :MATERIAUX ISOTROPES

DONNEES DU MATERI AU.

E 2.2E+11 Fa v = 0.28
ReESULTATS

N°® DEPLACEMENTS NODAUX (m)
NDs | X-DEPLACEMENT| Y-DEPLACEMENT

1 0. 0000GOE+00 0. O000D0EFOD

2 0. 000000E+00 0. 000000E+QD

3 0. 000000E+Q0D 0. 000O00E+0O

-3 G.473421E-04 0.127929E-04

5 0.431625E-04 0.1125506E-10

& 0.473421E-04 |-0.127929E-04

7 0.935344E-04 0.141333E-04

8 0.917147E-04 0.245564E-10

9 0.935344E-04 |-0.141332E-04

10 0. 140568BE-0O3 0.142542E-04

11 0.139864E-03 0.145519E-10

12 0. 140548E-03 |~0.142542E-04

13 0. 1880%0E-03 0.143828E-04

14 0. 1874600E-03 [-0.354703E-10

15 0. 1880F0E-03 |[—-0.143829E-04
N® CONTRAINTES

ELTS ox (Fa) | oy (Fa) | Txy (Fa)|

1 0. 100394E+08 325p17. &954694.
2 0.99605BE+07 0.298817E+07, 0. 209057
3 0. 996058E+07 0.298817E+Q7 0. 909057
4 0. 100394E+08 325318. -6954692.
5 0.968131E+07 -63587.6 -%8717.9
& 0.1031B7E+08 409095, -337580.
7 0.103187E+08 409096, 337582.
8 \) 0.968132E+07 -&63588. 4 A~ 38720.5
9 0.986700E+07 —33273.3) ajr47042.b
10 | 0.101330E+08 71917.1 -146976.
11 0.101330E+08 71915.0 146977.
12 0.986701E+07 —-33272.37) ") 47046.8
13 0.99708B6E+07 -291392.9 -29135.3
14 0.100291E+08 15370.3 -54810.8
15 0. 100291E+08 15384, 1 56810.0
146 0.997087E+07 -29142.0 29138.4
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em

2°™°cas :MATERI AUX ANI SOTROPES

DONNEES DU MATERI AU

STRATIFIES EN VERRE/EPOXY

EPAISSEUR TOTALE = 0.0f n

NOMBRE DE PLIS = g
Ei: (Fa) Ezz (FPa) Giz (Pa) vi12 h (m)
40.E09 [8725E0% [34.13E09 |35 —0.00375
40.E09 |8.25€09 [4.13E09 |.o5 ~0. 00250
40.EQ9 |8.25E09 (4,13E09 |.o5 ~0. 00125
40.E09 [8.25€09 |4.13E09 |.o25 0. 00000
40.E09 ' 8.25E09 [4.12E09 |.25 0.00125
40.E09 18.25€09 (4.12E09 |.o5 0. 00250
40.E09 |8.25E09 |4.13E09 |.os 0. 00375
40.EQ09 [8.25E09 [4.13E09 |.25 0. 00500

ResuLtaTs VJNQ

as Stratifiés [0.0,45.45]5

N® DEPLACEMENTS NODAUX (m)
NDs | X-DEPL ACEMENT Y-DEPLACEMENT
1 0. OGOO00E+00 0. 000000E+GO
2 0. 000000E+00Q 0. O00000E+00
3 0. 00000CE+00Q 0. 0O0COQOE+QO
4 0.177262E-04 =0.160397E-05
2 0. 193336E-04 —0.925804E~-05
& 0. 198319E-04 —0.149797E-04
7 0.341143E-04 —0.616830E-05
8 0.413070E-04 —0.173781E-04
2 0. 381584E-04 —0.248113E-04
10 C.4469750E-04 —0.1249462E--04
11 0.666515E-04 —0.271152E-04

12 0. 540555E-04 —0.318788E-04
13 0.4B77256-04 —0.485840E-04
14 0.997327E-04 —0.428135E-04
15 0.599000E-04 —0.240511E-04"]

///

N°® CONTRATNTES . 157

ELTS ox (Pa)_ .| oy (Pa) Txy (Pa)

1 47041.6 94,6133 4039.76
2 52276.2 7142.84 682,359
3 52276.2 7142.84 682.359
4 48405.9 —-2051. 45 -5414.42
S 42222.9 -4185.99 4092. 46
& 56724.4 -137.328 768.873
7 57364.4 1908.08 696487 |
8 43688.0 -4500. 19 ~5557.77
? 34398.4 -6254.90 9510. 61

10 66085.0 -1232.18 3732.05
11 64051.8 ~-519.127 —2665.50
12 35464.7 -5109.77 ~-10577.1

13 14424 4 12424 4 144244
1¥ 89198.3 1341.12 10463.3

15 81768.0 1077.48 -10278.3

16 14609.3 14609.4 ~14609. 4
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brs Stratifiés

[ -45,-45,45,45] =

N® DEPLACEMENTS NODAUX (m)
NDs |  X-DEPLACEMENT | Y-DEPLACEMENT
1 0. OCOO00E+0O0 | 0. O00000E+00
2 0. 000000E+0Q 0. O0COO0E+00
3 0. QO0000E+00 0. 000000E+0Q
.\ 0.371322E-04 | 0.184808E-04
5 0.300390E-04 |-0.409841E-10
& 0.371324E~04 |-0.18480%E-04
7 0.745552E-04 | 0.242844E-04
8 0.725455E-04 |—0.1309587E-09
9 | ©0.745554E-04 |[-0.242846E-04
10 | 0.113254E-03 | 0.288936E-04
11 0.119247E-03 | —-0.246473E-09
12 | 0.1132S4E-03 |—-0.288941E-04
13 0.1214684E-03 |[—0.843081E—-05
14 | 0.179029E-03 |—-0.366072E-0%
15 | 0.121685E-03 | 0.843008E-05
N° CONTRAINTES «x 102
ELTS ox (Pa) oy (Pa) Txy (Fa) |
47041.6 94.56133 3049. 74
47723.8 1787.43 12729.2
52276.2 27464.90 -0.458128E-01
52276.2 27464.0 ~-0.458128BE-01
47724.0 1787.49 -12729.2
42923 .6 ~BO4L.76 4240.83
57076.4 6700.94 -7929.03
57074.4 6£700.89 7924.96
42923.7 -8046.75 -4240.82
40929. 4 ~14%02.0 11851.4
10 59070.6 436,264 —2244. b6
11 59070.6 43TH.219 2246.561
12 K0929.5 -14902.0 -11851.4
13 22379.2 22379.1 22379.2
14 77&620.9 4374.31 6698.91
15 774620.8 4374.25 -6698.91
16 22379.2 22379.1 —22379.2
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COMMANTAIRES

A l1’issue de cet éxemple ,il est facile de voir
17 importance des matériaux composites gui d’apres les résultats
obtenus,résiste plus aux sollicitations planes gque les matériauy
ordinnaires,celd est dae a leur modules d’élasticité relativement

é¢levés par rapport a ceux des matériausx ordinnaires.

Cesg déplacements peuvent €tres plus reduits en utilisant
des matériaux composites dont les consatantes élastiques sont plus
importantes comme c’est le cas pour les stratifidés =n Carbone/Epry
qui sont caractérisés par :

Ewu = 188E+09 , Ez2z = 10.3E+09 , Giz = 7.!7E+09 s V12 = 0,28
Ou encore en Borre/Epoxy dont les caractéristiques sont:

E11 = 204E+09 , Ezz = 18.5E+09 , Giz = 5. BOE+00 » V12 = O 23
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CHAPITRE 4

FLEXION DES PLAQUES
EN
MATERIAUX COMPOSITES

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on va considérer la flexion pour des

plaques minces en matériaux isotropes et gqu’on appliquera par 1la
suite aux matériaux anisotropes -Materiaux composites—, et cela en
déscritisant la plaque en éléments finis triangulaires puis

rectangulaires pour les petites déformations de la mE&me fagon gu’au

chapitre précédant .
4.2 CONSIDERATIONS GENERALLES

Chaque élément posséde trois (3} ou gquatre (4) noeuds

suivant le cas triangulaire eou rectangulaire;Chaque noeud subit

trois (3) mouvements:

W & déflexion verticale.

Ex: rotation autour de 17axe X Bx = Jdwrdy
By: rotation autouwr de l17axe Y By = wrax
donc ,sous forme matricielle,chague noeud posséde un vecteur

déplacements,noté comme suit:

Cwi )
{qi ) = CBxdi M 4-1 )
COyIi
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1 Les forces nodales correspondantes 4 ces déplacements,sont

CFz>i
( Fi ) = {CFO) x.it
| CF&dy,i

{M 4-2 )

avecs:

CF8)x moment suiwvant

CF8)y moment suivant 17axe Y

CF=z) force de cisaillement dans la direction de

17axe Z.

Ces moments et forces farment le systéme statique et

équivalent
aux charges éxternes subit par l1a plaque.

. (F 5J x Qx
, i C} {4 P X

,Fz

1 (Fay :

| Y
| v z

Dénlacements et fonces neodaux
Figure 4-1

j o

Les déformations que subit la plague,sont caractérisées par
deux courbures dans les directions X et ¥ en plus d’une tdrsion

|

|

| o
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"Twist" autour de 17axe Z.Ce vecteur déformations sera noté:

. ~azw/6xz
Ce ) =4 -d%wray’ (M 4-3 )
-2. 3% wro. ay .

Dans la résolution des problémes de flexion des plaques,les
contraintes internes sont réellement les moments de flexion et de
torsion agissants sur la plaque.fiinsi 17état de contraintes peut

Btre représenté par les trois (3) composantes Mx, My et Mxy comme

suits:
Mx
(o )= My ) (M 4-4 )
Mxy

L’application de la loi de Hooke pour les plaques nous donne:

= E.hsC12. 105 . ¢ —8PwraE-v. P wray® )
= E.hs12. 1050 , ( -8%wray®-u. 8%wrax® ) (M 4-5q )
= E.hS. (11012, C1-0%) . ¢ —a%wrax. ayd

£ £ L

Ou :
Mx % wrax®
Cod={ M }=[Cl.Ced)=[ C]. -2 wray’
Mxy 2. 3% wrdxn. ay
(M 4-55 ) ‘

En comparant les éxpressions (M 4-5a ) et (M 4-5b ), on trouve:

1 2] 0 . . .
[ ¢ ] = E.R?x12.c1-u5H>. | » 1 0 (M 4-56 )
| ' 0 0 Cl-dr2
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4. 3ELEMENTS TRIANGULAIRES A NEUF (9) DEGRES DE LIBERTE.
4.3-1 FONCTION DE DEPLACEMENTS

On considére une déscritisation en éléments triangulaires &
neut degrés de libertées ; donc la déflection doit Etre représentée
par un polynaime contenant neuf termes .

z 2
W= o+ 02X o3y +oN F as. XY + OGSy

+ o7+ o8, (xz.y + x.yz) + o&p.ys M 4-7 )
ot
azx oy R Degré
. ouxz HSKY ousyz . EemeDegré
a 2 2 3 aome
APX oax y oY Uy aesad Degre
4 3 z z 3 4 eme
ouix ouzx' y ou3x' y cL4XY LSy — Deqgré

Figure 4-2 Friongle de Faocal

Ce polynéme n’est pas conforme car il n’est pas complét,d’aprés la
régle de Pascal un élément A trois noeuds devrait contenir dix
termes . Néamoins , cette formulation peut donner d’assez bon
résultats pourvu qu’on n’ait pas deux cotés d’un mBme élément qui

soient paralleles aux axes globaux X et Y en m@me temps.

t.’application de ce polynéme aux noeuds ,nous donne :

au noeud 1.

2 2
Wi= ou 4+ o2, Xit o3, Yit od. X+ o5, Xi. Yit as. yi

+ or.xis+ om. Cxi.z.yH- Mi. yi.z) + oo, yi.3 (M 4-8a )
Sous forme matricielle : - - Co ”“"._:”.’“""'

(w )i.= |_1,xi,,yi,xi.z,xi..yi.,yi.z,xia,Cxi.z.yt-F xt.yi.z),yi.aj ( a )
_ (M 4-85 )
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D’une fagon similaire on trouve pour (Ox}i:

Cox )= [0,0,1,0,xi,2.7,0,(x%42. %y, 3. %% ¢ & )
(M 4-8c¢ )

enfin:

Cey) = LO,-1,0,—2.xi.,—yi.,O,-3.xi.z,C—2.xi..yi.—yi.z),OJ C o )
(M 4-8Bd )

Avec : —
(a)= { ai , L= 1,9 } (1 4—Be )

En général,on a pour le noeud i:

w. 1 xi yi xi 2 HieYi yLz xi? (xiz.yi+ xt.yiz) yta
x> =l 0 0 1 o0 xi 2.yi O (xiZ+2. %i.y)  3.yi%] (@
oy 0 -1 0 —2.%i =yi O -3.xiZ (-2.xi.yi=yi°> O

' (M 4-9 )

flors on a pour tout les noeuds :

(g)=[LI.Ca) | (M 4-10 )

ol la matrice (L) est donnée par:

[ 1 xi yi xiZ xi.yi yi’ xi? Cxiz.yt+ xi.yiz) yta"
o 01 o© xi Z.yi O (xiZ42.xi.yid 3.yi?
0O -1 0 -2.xi ~yi 0 3. x> (—a.xt.yi—ytz) "O
1 X yi %iZ xj.¥i yit x5 xifoyi+ xi.yi® ¥t
[ L]l=fo0o 0 1 o xj 2.¥i O  (xij‘+2.xi.yd" 3.y’
O -1 O -2.%xj =yj O -3u.xj> (=2.Xj.Yyi-yi®d> O
1 xk yk xk° xk.yk ykZ  xx® (xéz.yk+ xk. Y23 yk© |
0o 01 O Xk Zeyk O CxkZ42.xk.yRd  3B.yx°
| 0 -1 0 —2.xk -yk O -Z.xk- (-2 gk_. yk=yx%> O |

M 4-11 )
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De (M 4.10 ) on a =
Cad)=[ L '1.Ca) (M 4-12 )
4, 3-2 RELATIONS DEPLACEMENTS-DEFCRMATIONS

Maintenant on va former le vecteur déformations,& partir de

1? éxpression (M 4-3 ) =

1

0 o o -2 O 0 -6.x -2.¥ 0
Ced=1|o0 o 0 o o -2 o -2.%x -B.y|[C a)
0 4] o 0 -2 0 (4] -4, (x+yd) ©
(M1 4-13a )
Ou bien =
(e)=[ H]l.C aa) ' ' (M 4—-13b )
Avec :
4] o 4] -2 O 0 -6.x -2.Y o)
(H)Y= |0 0 0 0 0 -2 0 2. X -B.y
0 0 0O 0 -2 (o] 0 -4.Cx+y) ©
(M 4-13c )

de (M 4-12 ) et (M 4-13 ) on a =
Ce)=1 H].I L"*1.Cq) (M 4-14a )
posoans’ =

[S) =[ Hl.[ L™*

1 _ (M 4-15 )
on obtient :
(e)=[ 5}1.Cgq) ‘ M 4-14% )}
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4.3-3 DERIVATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

On a vu aux chapitres précedents —formule ( 3-1 )— que 17énergie de

deformation est donnée par :

U=1-2 J'( £).¢ o) dv
v
Et d’aprés (M 4-14 ) et (M 4-5 )
Ced=Cqd[ 517 (M 4-145 )

(ed=[C).I s1.Cqa) (M 4-5¢c )

LLa substitution de ces éxpressions dans celle de 17énergie de

déformation ,nous donne :

U= 1,2 .J I CadXi s1¥1 €c1.1 S$1.Cq)dx.dy
sachant gue :

Fi = 8Ursdqi
et

(F)Y)=1[X1.Cq)

on peut dériver la matrice de rigidité élémentaire a ﬁértir de

17 énergie de déformation 3}

[ K] = j J [ S1T0 € 1.1 S 7.dx.dy (M 4—1ba )
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ou bien =

{ K] =JJ[ L1t 1T 1.1 H]l.[ L™ '].dx.dy

(M 4-146b )

Cette intégration est trés compléxe ,pour cela on a recours aux
intégrations numérigues qui nous facilitent cette tache .
On remarque dans 17 éxpression ,que seule la matrice (H) dépend de

x et .y

Four cela on cherche des matrices (HC),(HCX)> et CHCY) indépendantes

des variables x et y,de telle sorte qu’on ait une Fformulation

nous permettant de programmer 1°’éxpréssion de la matrice de

rigidité.Pour cela on prend (H) sous la forme :
[ H] = HC ]+ [ HCX ]J.x+[ HCY ].y (M 4-17 )
4,3-4 DERIVYATION DU VYECTEUR FORCES ELEMENTAIRES

lLe vecteur force (F) est obtenue d’aprés la formule ci—aprés s

CF )= -[ I P>, y> | N JT.dx.dy + Z CQd. | NCxi, yid JT
s

i

M 4-18 )

0d

(4

P({x,¥> est la charge répartie sur la plague.
Qi les forces appliquées aux noeuds.

et | N ]| est le vecteur ligne reliant la déflection w au vecteur

déplacaments'Cq);
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w=|N]J.Ca) ) (M 4-19
D*aprés 17éxpression ( 4-7 ) on trouye H

(w)= L;,x,y,xz,x.y yiax Yxfiy ¢ x .yz),yﬁj (a )
et de ( 4-12 )

Cad)=1[L"1.Cad
La combinaison de ( 4-7 ) et ( 4-12 ) ,nous donne :

2 2 E: | 2 2 3 bl 3
(w)e= [;,x,x,x 1 Xe Y Y 5% 4 ytxey d,y {.[ L 1.0 q)
(M 4-20 )

La comparaison de (M 4-19 ) et (M 4-20 ) ,nous donne ¢

1

LN ] = Li,x,y,xz.-x-)f,yz,xa,sz-y+><-yz),y3_|-[ L "]

M 4-21 )
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4. 4 ELEMENTS RECTANGULAIRES A DOVZE (12) DEGRES DE LIBERTEES
4.4-1 FONCTION DE DEPLACEMENTS

Le polynome caractéristigue d’un tel élément,contient douze
termes et qui est aussi incomplet ;la fonction de déplacement est

donnée par :

2 2 a
W s o4 +oZ2.X o3y tod.xX tas.x .Y + as.y +or?.x+aa.xz « Y
2
+ o0, X .Yy < ouo.ya + Otu.xg Yy + o2.X .)!3
' { 4-23a )

4. 4-2 RELATIONS DEPLACEMENTS-DEFORMATIONS

.En procédant de la mEme maniére qu’on a fait pour

17élément triangulaire ,on obtient,pour chague noeud =

. . . 2 . . .2 .3 L2 . .2 - | .3 . . .3
1 xi yi o i.yi ¥Yi Xi Hi.¥Yi Xi.Yi yi Hi YL XNi.yi
o 0 1 0 xi 2Z.yi © xiz 2. Xi.Yi 3.yiz xta 3.xt.yiz
0 -1 0O —-2.xi =-yi 0 -3.xi’ 2. Xi.Yyi —ytz 0 ~3.xtz.yt -yta

(o) (M 4-24 )

0a : : _.

Ca) = { i, i = 1,12 } (M 4-23b )

De la m8me fagon , on trouve pour tout 17élément @

Cq)=[ L}.Cad (M 4-25 )

o g .
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avec:

[ L} =
1 xi yi Xi® xi.yi yiZ xi’ Xicyi Xi.yiZ yi? xil.yi Xieyi ]
0 01 O Xi Z.yi O xi? Zoxi.yi 3.yi® xi? 3.xi.yil
0 -1 0 -2.xi ~¥yi o —3.xtz—2.xi.yt -y{z 0 -3.xt2.yt —yta
1 oxjyi xit =iy vi® oxi? xifyi oxieyi® yi® o xi%yi xi.ys®
o 0 1 O i 2.¥j © sz 2.Xj.¥j 3.yj2 xj3 3.xj.yj2
0O -1 O -2.%j -¥j O —3.sz—a.xj.yj -yjz 0 —3.xj2.yj -yja
1 xk ¥k xkz xk.¥Yk ykz xka xk?yk xk.ykz yka xks.yk xk.yka
o 0O 1 o] ®k 2.¥k O xk 2 B¢ Xk. Yk 3.yk2 xk? 3.xk.ykz
O =1 0 -2.xk -yk O =Z.xk’-Z.xk.yk -yk° O =3.xkZ.yk =yk°
1 xt yt xLz ®i.yl yLz xl.3 xL?yL xl.ylz yla xla.yl xl.yla
o 01 o© xl 2.yt O x? 2uxt.yl 3.y1% a? 3.0.97%
0 -1 0 -2.xt =yt 0 -Axii-2ixi.ylt -yi? 0 -3.a%.yr -y;? |
{M 4-246 )
Le tenseur déformations s’ éxprime alors :
-3%wrax®
() = -a%wray” =
—2. 3 wrox. 3y
o 4] 0o -2 ) 0 -6.x -2.¥ o o -6.x.y 0
0 0 ¢ o o -2 o 0 -2.x -G.y ) -B.x.y1{ a )
©o 0 0 o0 -2 o 0 ~-4.x —4.y 0 -6B.x> -6.y>
M 4-27a )
Ou =
Ced=[ H]1.C ) (M 4-27b )

Comme pour 17élément triangulaire on

Ced=[ H1.[ L" 1.Cg9)

{s]=[HI.[ L

1

]

trouve :
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4. 4-3 DERIVATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

Finalement,on peut construire la matrice de rigidite

élémentaire &4 partir des éxpressions (M 4-16 ) -

[ x1 JJ[ S17L €1.[ S].dx.dy

ou bien =

,._..

~

—d
H

JJ[ L' 17t HI L ¢1. 0 HY.[ LY. .dx. 4y

comme la matrice (D contient les variables x,y ,x.y,xz et yz on

essayera de trouver une formulation qui nous permét de calculer la
matrice de rigidité a 1l aide d’un programme .

Pour cela , on adopte 1”écriture suivante ,de la matrice (H :

[ Hl=[ HC ]+[ HX }.x+[ HY ].y+[ HX2].x%+4[ HXY].x.y+[ HYZ2].y"
(M 4-28 )

4. 4-4 DERIVATION DU VECTEUR FORCES ELEMENTAIRE

Le vecteur force (F) ezt obtenue d’aprés la formule (M 4-18 )

(F) = ij(x,y) LN T ax.ay + Z Cod. | Nexi, yid |7
s i

g

T, miW

04 =

plx, y> est la charge répartie sur la plague.
0.1 les forces appliquées aux noeuds.
et L N J est le vecteur ligne reliant la déflection _.w au vecteur

déplacements Cq) —formule (M 4-19 )-.
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w= | N]J.Cq) (M 4-29 )

D”aprés 17éxpression ( 4-23 ) on trouve :

' 2 z2 3 2 3
(w)e Lisx.-)’.-x sXe¥aY X X 'Y:x-yzsyarx ‘Y:X-YBJ Ca )
(M 4-23c )

et de { 4-12 )

Cad=1[ L™ '1.Cq)

La combinaison de ( 4-23 ) et ( 4-29 ) ,nous donne :

K4 2 3 2 2 3 3 a3 -1
( ")El_isxsy’!x AMe Y)Y ¥ 43X WYMo Y Y LXK Y, Xe Y J'[ L"1.Cq)
' (M 4-30 ) ‘

La comparaison de (M 4-29 ) et (M 4-30 ) ,nous donne :

1

2 2 E ] 2 Z 3 3 2 -
I_N J=L13x:y!x X YaY 53X X Yo, XY 4Y 2% JY>XNe Y _I'[ L "]

(M 4-31 )
4.5 APPLICATION AUX MATERIAUX COMPOSITES

Comme il a été dit avant , 1les matériaux composites
remplacent de plus en plus les matériaux ordinaires , aussi bien
que la méthode des élémenté finis devient de plus en plus
généralisée dans le domaine de calcul des structures smais
1’hytérogenéité des matériaux composites nous oblige d’apporter
quelques modifications sus_la théorie des éléments finis afin gqu’on

uisse 1’appliquer sur des structures en composites.
P piiq 2 ST P

P

Gn a vu au chapitre 2 que 1le cas de chargement transverse de

plaques en matériaux composites,entraine une flexion de ces

derniéres par-rapport a4 un plan perpendiculaire A celui du

chargement et des déformations planes dans le plan de ce dernier ’
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cela pour le cas de stratifiés non symétriques ou anti symétriques.
Tandis que pour les stratifiés symétriques il n’y a que la flexion.
Four notre cas ,dans 1le but de simplifier 1les calculs on ne

considérera que le cas de la symétrie miroir .

Pour former la matrice de rigidité d’une plaque en matériaux
composites on se sert des relations ( 3—-1 Yqui nous donne 17énergie
de déformation, (M 4-1465 ) qui donne l1"éxpression de la matrice de
rigidité de n’importe guel élément et de la matrice d’élasticite
d’un stratifié symétrique —symétrie mirogir- .

Donc la combinaison de ces relations nous donne la matrice de

rigidité d’un stratifiés en flexion :

[ K] =JJ[ L1 HIT[ D1.L HI.[ L™*].dx.dy

avec:

n
o -~ a _ .3
Dij = 13 . Z CQ!-J)k .(hk hk-—1)

k=1

Cette relation est déduite d’aprés 1 utilisation des éxpressions
(M 2-49f ) , ( 2-51 ) , (M 4-3 ) et (M4—4 )

On utiliseqa » dans 1le cas des éléments triangulaires les
formules (M 4-11 ), (M 4-13 ) et M 4-17 ) pour le calcul des
matrices (L) et (HD

Les éxpressions (M 4-26), (M 4-27 ) et (M 4-28B ) sont utilisées
pour 1le calcul des matrices de rigidité des &l éments

rectangulaires.

4.6 ASSEMBLAGE DE LA MATRICE DE RIGIDITE GLORALE
EUENJWECUEIE?FORCESHBE®BA&
L”’assemblage de la matrice de rigidité globale et du
vecteur forces global se fait de la mEme fagon que celle décrite au

paragraphe 3.6 du chapitre 3 .

Y —
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4.6-1 UTILISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

L’utilisation des conditiéns aux limites se fait de la méme
maniére que c€elle du chapitre 3 paragraphe 3.7

avec la seule
différence de ce dernier cas du nombre de degrés de libertées par
noeuds —~dans c€e cas 14 on a trois mouvements possibles et
trois forces appliquées pour chaque noeud (X = 3)-—.
4-6~2 RESOLUTION
Une fois la matr%ce de rigidité et le vecteur forces .
assemblés on procéde a la résolution du systéme statique :

[ K1.Cq)=(F)

C’est un systéme linédaire ,qui peut

Btre résolu par utilisation
d’un Algorithme de résolution,comme celui de Gauss-Jordan

s GBGauss-
*
Seidel ou par la méthode des éliminations!
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4.7 EXEMPLES D APPLICATIONS
DONNEES GEOMETRIQUES
NOMBRE D®ELEMENTS = 16
NOMBRE DE NOEUDS = 25
EPAISSEUR = 0.01 m
N® d.d.1 coor
Et] 12|32 X Y
1} 0lojo| 0.0] 0.0
21 0j0]|1} 0.0 O.5
3 0j011| 0.0 1.0
4 o|ol1} 0.0] 1.5
5{ 0(0{0] 0.0 2.0
& 01110 0.3] 0.0
71 1]1]1] ©.5| 0.5
gl 1/1]1) 0.5} 1.0
9| 1{1l1}] 0.5] 1.5
1Q0] O|1|0] 0.3] 2.0
11] O1110]| 1.0 0.0
12] 111} 1.0} 0.5
13} 1§11 1.0]| 1.0
13| 1f1l1] 1.0} 1.5
15 O0[1]0} 1.0] 2.0
16} 0jtjo| 1.5 0.0
171 1|11} 1.9] 0.5
ig| t|t]1] 1.5} 1.0
19| ti1j1] 1.5 1.5
20 0|1|0] 1.5} 2.0
21] 010|0} 2.0] 0.0
22| 0loj1| 2.0] 0.5
2%} olo|1| 2.0f 1.0
24| 0j0j1} 2.0| 1.5
25| olojo| 2.0 2.0
N° |Connections
Et] IT J|l K L
11 1) &1 7} 2
2l 21 7] 8| 3
It 3] 8] 9] 4
4} 4| 2110} S
S| 61111121 7
&1 7112113| 8
7| 8i13{14] 9
g| /1415110
911|161 7]412
10j12117118}13
11|{13}18(19|14
1211411922015
131621 |22{17 -
1411722123118
151182312419
1619242520
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Elt

1

2

ou.

~§

10
i1
12

13

14

LES

E1Gx

?1.06820

~174,3102

-315. 6581
=300.6T22
-102.5927

~230.4478B

~Z230. 4477

-i02.35926

~102.5927

=230, 4477

~-230. 4477

=102, 5927

-59. 40743

-121,2519

-121.2519

Co

EM

NTRAI
(Fa)
S1Gy
~91.06815
~115.8572
-7TB.91452
~2.880412
~121.2519
~230.4478
~230.4477
-121.2519
~121.2519
~230., 4477
~-230.4477
~-121.2519
~55. 40741
-102.5924&
~-102. 5926

-55.40744

NTES

TAUxy

0. QOOOHDOAE+O0

~157. 3364
~216.3215
~157. 3364
S8.98511
23. 75328
~23. 75334
-58. 98508
-58.98517
~23. 75329
23. 75327
S8. 98515
~157. 3363
~58., 98512
58. 98517

157.3364
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CALCUL DES DEPLACEMENTS POYR LA FLEXION DE LA PLAQUE

NO Nd

10

i1

12

i3

14
15
16

17

18

i9

20

21

22

23

24

25

CONSIDEREE EN MATERIADX

Wz
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00

~0.745E-04
-0.102E-03
-0.745E-04
0.000E+00
0.000E+00
-0.102E-03
-0.142E-03
-0.102E-03
0.000E+00

0.000E+00

-0.746E-04

-0.102E-03
-0.745E-04
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00
0.000E+00

0.000E+00

ISOTROPES
Qs Qy
0.000E +00 0.000E+00
0.000E+00 0.172E-03
0.000E+00 0.234E-03
0.000E+00 0.172E-03
0.000E+00 0.000E+00
-0.172E-03 0.000E+00
-0.110E-03 0.110E-03
0.143E-10 0.152E-03
0.110E-03 0.110E~03
0.172E-03 0.000E+00
-0.234E-03 0.000E+00
~0.152E-03 0.809E-12
0.239E-10 0.364E-11
0.152E-03 -0.546E-11
0.234E-03 0.000E+00
-0.172E-03 0.000E+00
~0.110E-03 -0.110E-03
0.136E-10 -0.152E-03
0.110E-03 -0.110E~-03
0.172E-03 0.000E+00
0.00GE +00 0.000E+00
0.000E+00 -0.172E-03
0.000E+00 -0.234E-03
0.000E+00 -0.172E-03
0.000E+00 0.000E+00
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em

2°"°cas : MATERIAUX ANISOTROPES

DONNEES DU MATERI AU

STRATIFIES EN VERREZEFOXY

EPAISSEUR TOTALE = Q.01 m
CHARGE REPARTIT = -40.0 N/m>
NOMBRE DE PLIS = 8
E11(Fa) |[Ez2(FPa) (Giz {Fa) vz h {m)
40.EQ092 |B.25E0% 14.13E09 .25 -0.00375
40.E09 |[8.25E09? {4.13E09 |.25 —0_ 00250
A40.E09 [B.23E0% |4.13E09 |.2Z25 -0, 00125
AQ.EO09 (8.2SE(QC? |4.13E09 |.25 0. 00000
40.E09 |8.253E09 |4.13E09 |.295 0. 00125
40.E09 [8.23E09 |4.13E09 | .25 Q. 00230
40, E09 [B.25E09 (4.13E09 |.25 C. 00375
40.EQ? 1B.25E09 [4.13E09 (.25 . 003200
RESULTATS
as Stirtifiés [0.0,45,45]
N°® DEPLACEMENTS
NOEU wz Sx Qy
i 0. 000E+Q0 0. 000E+0O0 0. OOGOE+0Q
2 0. 000E+QO 0. 000E+QD 1.068E-02
3 0.000E+00 0. 000E+OQ0 1.436E-02
4 0. 0OOE+OD Q. 000E+00 - | 1.068BE-02
S Q. 000OE+D0 Q. 000E+00 O. 0OOE+QO
6 0. Q00E+QD —-1.151E-01 G, QOOE+QOQ
7 -4, 596E-03 ~35.004E-03 L. 748E-03F
8 ~3.844E-03 2.544E-03 2. 000E~QO3
e 4 -4 _ 33Z2E-03 6.3284E-03 6. 8B40E-03
10 0. 000E+Q0 ?.444E-03 C. QOOE+QQ
11 -Q.000E+0Q0 —-1.512E-02 O.CO0E+G0O
12 —6.240E-03 —8.184E-03 3. 72202
13 —8.1926E-03 2.496E-10 2.840CE-10
ia —6.240E-03 8. 18403 3. 748E-04
15 0. 000E+00 1.512E-04 0.000E+00
16 G. 000E+00 —2.300E-03 0. 000E+0Q0
17 -4, 332E-03 —~&.324E-03 —-46.840E-03
i8 -3.844E-03 —2 . 244E-04 —9.000E-03
19 —4 . 596E—Q5 9. 4602E-03 -&.715E-03
20 0. Q00E+Q0 1.368E-03 0. 000E+00
21 0. Q0O0E+OO 0. O00E+0O0 0. 000E+00
22 0. 000E+0Q0 0. 000E+00 —2.420E-03
23 0. QO0OE+OQ 0. 000E+00 -1.308BE-03
24 0. 000E+00 0. 000E+0QD ~1.0563E-02
25 0.CO0E+0Q0 O. 000E+0O0 0. O00E+00
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N® CONIRAINIES.

ELT ox (Pa) oy (FPa) Txy (FPa)
1 284 . 8430 —16.83794 0.11573560
2 -482.3842 -78.10297 ~-113.2257"
3 | -831.0956 ~86.83094 -150. 6084
4 -880.4312 -60.07411 -120.0876
5 —-2346.5251 -48.38929 12.86735
& -529.0513 ~-67.25915 -15.40115
7 -517.5386 -76.12537 -39.59912
8 -236.3816 -59.15641 ~57.546070
9 ~-236.3816 -59. 15643 -57.56070

10 -517.5387 —-76.12537 ~39.59912

11 -529.0513 —67.25912 -15.40114

12 -236.5251 -48.38927 12.86734

13 -121.7404 -49_.27214 -98. 49848

14 -235.0386 ~-43.38021 ~45. 45946

15 -254.0031 —22.446572 12.8&0777

16 -98. 77950 4,099512 86.58691

b/ Stratifiés [ ~45,-45,90,90] s
N° DEPLACEMENTS
NOEUD wz Ex =

1 0. O0OE+00 G. GOOE+00 0. 000E+00
2 0. 000E+00 0. QO0E+00 3.984E-03
3 0. QO0OE+00 0. 0C0OE+Q0 9.3956E-03
.\ 0. 000E+00 0. 000E+00 1.086E~-03
5 0. 000E+00 0.000E+00 0. COOE+00
6 0. Q00E+00 -3.984E-03 0. OO0OE+Q0
7 -2.808E—-03 ~5.520E~03 5.520E—-03
8 -4,512E-03 -1.1784E-02 &6.540E-03
9 -3.588E-03 4.644E-03 4.648E-03

10 0. 0Q00E+00 1.086E-03 0. 000E+00

11 0. Q0CE+00 -9.396E-03 0. 000E+Q0

12 -4.512E-03 -6.540E-03 1.174E-03

13 | -6.264E-03 0.000E+00 |[-5.208E-11

13 -4.512E-03 6.540E~-03 |~1.174E-02

15 0. 000E+00 1.0B6E-03 0.000E+00

16 0.000E+00 —1.08B6E-03 0. COOE+00

17 |—3.488E-03 ~4, 544E-03 | -4.6844E-03

18. |-4.512E-03 1.174E~03 | —6.540E-03

19 |-2.808BE-03 5.520E-03 | -5.520E-03

20 0. 000E+00 3.984E-03 0. 000E+00

21 0. 000E+00 0. 000E+00 0. 000E+00

22 0. O00Q0E+00 0.000E+00 |~-1.0B&E—-02

23 0. 000E+00 0.000E+00 |-9.395E-03

24 0. 000E+00 0.000E+00 |-3.984E-03

25 0. O00E+00 0. 000E+00 0. 000E+00
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N°© CONTRAINTES &%

ELT ox {(Pa) oy (Pa) Ty (Pa)
1 38.92297 -38.92290 ~7 . 63E-06
2 24,13374 43. 63451 -146.2195
3 ~-13.71335 66.85516 -198.70435
4 -31.,99908 40.74890 -10%9.3879
S —-142,.9752 -132.1570 156.3224
6 -210.0812 —210.0812 134.8214
7 —-196.5%70 -196.5970 21.81262
8 ~-91.80353 -103.3166 24.83003
4 -21.80551 ~103.51466 24.85007

10 —1926.5970 -194.35769 21.81230

i1 -210.0812 —-210.0812 134.82135

12 —-142.9753 -132.1571 156.3224

13 o95.71538 55.71540 —-180.08%1

14 -103.5167 -%1.803560 24, 85006

15 -132.1571 —-142_9752 156.3224

146 -107.0964 —-107.0944 181. 0006

COMMANTAIRES
l17i1ssue cet éxemple il est

ordinnaires, Comme

1"importance des matériaux composites qui

peut

utilisant d*autres genres de stratifiés

travailler a4 la flexion.

avoir

obtenus,réciste de la méme maniére & la flexion que

des résultats
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CHAPITRE. 3
VIBRATION DES PLAQUES
EN
MATERIAUX COMPOSITES

5.1 INTRODUCTION

Jusgu’a présent nous n’avons considéré que des structures &
17é6quilibre statique , il sera plus intéréssant donc de faire
rentrer 1a notion dynamique des structures ,vu son importance dans
la vie pratiques des ingénieurs de structures mécaniques .
Vibration veut dire 17 étude des mouvements oscillatoires ,le but de
cette étude consiste a4 déterminer les éffets des vibrations sur les
performances et les états des structures en mouvement ; et celad en
tirant les modes de wvibrations -—fréguences propres et vecteurs
propres des structures- .Pour notre cas,on va considérer tout
d”abord les vibrations des plaques en matériaux isotropes et on
fera,par la suite leurs applications aux plagues en matériaux

composites .
5.2 EXPRESSEON DIE L ENERGIE CINETIQUE

.7 énergie cinétique d’un corps quelconque est donnée par

1’ éxpression suivante :

T = m.qtr2 ( 5-1)

m: est la masse du corps considéré .

ﬁt: est sa vitesse de déplacement . -

1’ énergie cinétique dun systéme continue sera donnée par :

T = p.hs2 J I wodx. dy _ ¢ 5-2 )
i ,
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ou
p: la masse volumigue du matériau utilise.
h: 1’épaisseur de la plaque.
w: l;éxpression ae la déflexion ou polynime caractéristique.
5.3 EQUATEON DE MOUYEMENT ~-EQUATION DF LAGRANGE -

L7équation de mouvement peut s’obtenir en utilisant

1’ équation de Lagrange :
dsdt (8T/8qi) + dUs3qi = Fi ( 5-3 )
aveC:

t: variable temps

U: 17énergie de déformation du systéme considéré

le terme AU/dqi nous donne la matrice de rigidité comme il a eté

déja mentionné dans les chapitres précédants .
e terme aT/aﬁi nous donne la matrice masse .

La substitution de 17éxpression ( -1 )} dans ( 5—3 ) nous donne —en

supposant,absent,le terme de 17énergie de deéformation—:
m.qi = Fi - ( 5-4 ) :
qui n'est autre que la premiére loi de Newtopn.

avec:

q: la composante d®accélération.
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sous forme matricielle 1% éxpression ( S-3 ) s’écrit :

CFY)=[ K1l.Cqg)l) M]1.Ca) (M 5-3 )

51 on suppose que le mouvement est sinusoidal avec une fréquence

naturelle w =

(aqa)={(gmex ).sin w. t ‘ (M S-6a )
alors :

(9) = .( gmax ).cos w.t (M 5-6b )
et:

(d) = -0.( gmox ).sin w.t (M S—bc )
d’ol:

Cq9)=-w.Cq) (M S—6d )

si de plus on suppose gque 1°’on a un systéme en vibration libre

—sans forces d7ammortissements-3;17éxpression (M 5-5 ) devient

alors:

(O)={[K]—w2.[M]}.(q) M 5-7 )

w: sont les valeurs propres ou fréguences propres,

Cgd: les vecteurs propres corréspondants .
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5.4 DERIYATION DE LA MATRICE MASSE

La matrice masse peut @tre calcul ée a partir de

1’ éxpression ( 5-2 ),sachant que :
[ M ] = aTsoqi

et
w=| N]J].Caqa)

comme suit:

[ M] = p.h J J L N JT.L N J dx.dy ( 3-8
s
o la matrice (N) est donnée par les formules :
(M 4-21 ) dans le cas des éléments triangulaires ,
(M 4-31 ) dans le cas des éléments rectangulaires .

5.5 APPLICATION AUX MATERIAUR COMPOSITES

La matrice masse pour une plague en matériau composite ne

isotropes , celd peut Etre

diffé&re pas de celle d>un matériaux
de la matrice masse

facilement vérifié d’aprés 1la +ormulation

élémentaire qui ne contient pas de termes dépendants de 1la nature

du matériau, sauf la masse volumique p gqui est cosidérée constante

pour un matériau donné .

5.6 ASSEMBLAGE DE LA MATRICE MASSE GLOBALE

L assemblage de la matrice masse globale est similaire a

été déja dévellopeé

celui de la matrice de rigidité globale —-il a
aux paragraphes 3.6 et 4.6 des chapitres 3 et 4 respectivement

5.6-1 UTILISATION DES CONDITION AUX LIMITES

L7’utilisation des conditions aux limites pour 1a matrice

masse globale (assemblée) 5e:fai$ saussi ,de la m8me facgon que
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[t

pour la matrice de rigidité globale.
5.6-2 RESOLUTION

Une fois ,les matrices de rigidité et masse assemblées on
procéde a la reésolution du systéme dynamique donné par 1’éxpression
(M 5-7 ) ,qui consiste A& rechercher les valeurs et vecteurs propres
corréspondants ; cela peut se faire en se servant d’un Algorithme
de résplution des systémes dynamigues comme .l’nlgarithme. de :la
puissance iterée , Rustishauser ocu Jacobi.FPour notre cas on

4
utilisera 1 Algorithme de Jacobi® .

Cf ANNEXE 1. -
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CHAPITRE 6

CONCLUSIONS & RECOMMANDATIONS

Cette étude m”a permi de me familiariser avec les calculs
des structures en se servant de la Méthode des Eléments Finis et
17appliquer aux Matériaux composites,de voir une des applications
ou 1°on ne peut pas s"en passer de 17outil informatique , de faire

une recherche bibliographique varidée ....

L’objectif de ce travail était d’élaborer des programmes |,
d'usage courant,tant aux éléves ingénieurs quTaux industiels,ou
17on peut s"en servir pour la détermination des déplacements |,
contraintes et les modes de vibrations,des structures en matériauy
composites et de vérifier les résultats obtenus en les comparant A

ceux des matériaux classiques .

Les résultats obtenus aux chapitres 4 , 5 sTous  donne
une 1nformation générale sur l’interét‘ de 17utilisation @ des
matérianx cumpnéitea dans plusieurs dommaines notament le domaine
de 1 ARéro-spatial et celd est die & leur propriétés .physigues

-modules d”élasticités élevés,petites déformations,...—

Pour conclure , il est interessant de donner quelques
recommandations relatives a l1’enrichissement de ce travail et cela
en proposant d’avantagés sujets dans le mE@me contexte que le
présent ; en considérant une discrétisation conforme des structures
- éléments trianqulaires & 10 d.d.l .rectangulaires & 16 d.d.l et
des éléments poutres pour 1’étude des treillis st des structures en
barres — et de prendre en considération 17éffét de la température
sur le matériau durant son +travail.Une telle étude n’auré.*ﬁe-

valeurs réelles qu’aprés avoir été vérifier par 1’éxperimentation .
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ANNEXE 1

METHODES DE RESOLUTIONS
NUMERIQUES

1 SYSTEMES STATIQUES

Parmi les méthodes de résolution des systémes statique du

type :

[ K1.Cq)=C(CF)

on a choisit la méthode d’élimination de Gauss qui est constitude

de deux étapes importantes :

"La triangularisation & la résolution®.
as TRIANGULARISATION

Cette étape consiste a modifier le systéme d?équations
considéré , de maniére a éliminer toutes les composantes inconnues
du vecteur déplacements (q) ;sauf la derniére composante , dans le
cas ou on veut obtenir une matrice triangulaire inferieure
contrairement au cas ot on veut avoir une matrice triangulaire

superieure , ol on ne laisse gue la dernidre composante du vecteur
déplacements .

br RESOLUTION

Une fois la matrice triangularisée , il est trées facile de

déterminer les composantes inconnues du vecteur Cg) .

k11 (4} snas O k21 ksiz .... kin
k1z k=22 R ¢ O kzz meea- K2n
kna _knz saw= knn : O 0 . .ueuc. kon

R——y —

MATRICES TRIANGULAIRES
SUPERIEURE ’ INFERIEURE



La premiére composante du vecteur déplacements -—dans le cas de
matrice triangulaire inferieure — est déterminée a partir de 1la

premiére ligne :

kit.gq1 = Fi1

qL = F1 7 k11

en reportant cette valeur dans la deuxieme ligne on aobtient :
kzz.qz = Fz-kz21.qs

gz est calculée sans difficulté :
gz = CFz-;kzs,. q1) rkz2

de la méme maniére on peut calculer tout le reste du vecteur .
l1’organigramme ci-aprées montre les différentes étapes gu’éffectue
notre programme .

A

| CALCUL DE LA
I qC1d = FC(1),K(1,1) 1ere RACINE

Pour I de 2 & N

NN

-——< Pour I de t & It

|

| 5 =5 + KCL,LDO*gCLD

I : CALCUL DE LA
l qCId) = CFCI>-SD/KCT, YD

FIN -

RACINE N* N




2 SYSTEMES DYNAMIQUES

Pour la résolution des problémes des systémes dynami ques du

type :
{[K] -w""[nl}=<q>

on a utilisé la méthode de Jacobi . qui est une des méthodes les
plus utilisées pour le calcul des valeurs et vecteurs propres ;pour
des matrices symétrigues et définies positives {c’est & dire que
les matrices (KD et (M ne doivent pas contenir des termes
diagonaux négatifs ou nuls ).Cette méthode consiste & appliquer aux
matrices (KD et (M) une succetions de transformations perméttant
" d’obtenir de nouvelles matrices équivalentes aux deux premiéres
mais ,cette fois—ci les matrices sont diagonales .Une fois les
matrices diagonalisées s 11 est facile de déterminer 1les valeurs

propres ,solutions du systéme considéré :

AL = kil # Mii
ol : |
M. est 1la i1eme valeur propre
Les pulsations propres sont données par la racine des valeurs

propres

wi = ¥ Al

les periodes sont :
Ti = 2.1 7 wi
quant aux frégeuces propres ,elles sont obtenuves par :

Fi =1 /7 Ti
les vecteurs propres sont obtenus par substitution des valeurs
prnpré 0634 ralculées ,dans le systéme considéré ,en donnant une
valeur initiale pour la premidre composante du  vecteur propre et
ensuite déterminer les autres composantes et ainsi de suite jusqu’a
l*obtention de toutes les composantes deg vecteurs corréspondant

aux valeurs propres obtenues auparavant .




ANNEXE 2

ORGANIGRAMMES & PROGRAMMES
1 SOLLICITATIONS PLANES

1.a ORGANIGRAMME

DEBUT

I

.l LECTURE DES DONNEES I

Isotropé !

Antsolrope
——{( FORMATION DL (LD >h———

Construction de I Calcul des éléments de
QD , (O ot CA

I

|

FORMATION DE LA MATRICE
DE RIGIDITE
ELEMENTAIRE

|

Utilisation des conditions
Aux Limites

Assemblage de la matrice
de Rigidité Globale

. &
Vecteur Forces Global

|

|< R RESOLUTION . }| ‘

‘ Calcul des déplacements | I Ca;cul]des Contraintes

| I
I

l IMPRESSION DES RESULTATS l

FIN




ORGANIGRAMMES & PROGRAMMES

2 SOLLICITATIONS FLECTIONNELLES
2.a ORGANIGRAMME
DEBUT

LECTURE DES DONNEES

Isotrope I Anisotrope
FORMATION DE (L) & CHD

pour éléments triangulaires
ouw rectangulaires

Constructiion de (C) Calcul des éléments de

Q@ , (O et CAO

I

FORMATION DE LA MATRICE
DE RIGIDITE
ELEMENTAIRE

l

Utilisation des conditions
Aux Limites

|

Assemblage de la matrice
de Rigidité Globale
&
Vecteur Forces Global

|—< RESOILUTION >F1

Calcul des déplacements I I © Calecul des Contraintes

I IMPRESS]ION DES RESULTATS |

_— R

FIN



ORGANIGRAMMES & PROGRAMMES
3 VIBRATIONS PLANES
3. a ORGANIGRAMME
DEBUT
l
LECTURE DES DONNEES
Iscotrope 1 Anisotrope
FORMATION DE (L2 ,C(H) &(MND
pour éléments triangulaires
ou rectangulaires
Construction de (Q) | : Calcul des &léments de.
QO , (W et (A

FORMATION DES MATRICES
DE RIGIDITE & DE MASSE
ELEMENTAIRES

|

Utilisation des conditions
Aux Limites

|

Assemblage des matrices
de Rigidité
&
de masse lobales

|ﬂ<- RESOLUTION )ml

Calcul des Valeurs Propres | ICalcul des Vecteurs Propres

I . }
|

| IMPRESSION DES RESULTATS ‘

. - l

FIN
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