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. Hesumé

L' Objet de ce travail est la détermination d' un profil d' aubage d' une
roue de turbomachine axiale utilisant un fluide compressible,

Pour cela on a utilisé le modele inverse de H. MITON avee
lintroduction d' un developpement permettant de mettre en évidence |
effet de la compressibilité du fluide.

Substract

This works aims at contributing in determining the blade
profile of a row an axial Turbomachime with a compressible
fluid,

For this, we use the Reverse mode calculation methode of
H. MITON with a developpement wich permit to teke the effect of
compressibility in eonsuderation.
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Introduction

"Par ou dorc faut-il commencer 2 -5 i tu consens,
je te dirai que tu dois d abord comprendre les mots ’

Epictéte, Entretiens



Definir un profil ,ctest chercher une forme
géométrique bidimensionnelle répondant a la fois a des
contraintes aérodynamiques et technologiques.

Pour effectuer cette tache,]l'aérodynamicien dispose
d'un nombre de méthodes de calcul directes ou inverses

- les méthodes directes permettant a partir d'une
géométrie fixée d'estimer avec plus ou moins de
précision les performances aérodynamigues.

- Les méthodes inverses consistes a rechercher la
géométrie d'un profil correspondant a une répartition
de pression ou de vitesse choisie a priori ou
éventuellement déterminée en vue d'une optimisation
de certaines performances. ' - '
L'application d'une méthode inverse dans 1a

détermination d'un profil aérodynamique suppose
1'éxistence d'un mod&le mathématique dont il est possible
d'estimer la validité en examinant avec soin les
hypothéses sur lesquelles il se fonde.Dans le cas ou ces

hypotheéeses paraissent raisonnablement verifiées par

l'écoulement réel |, les résultats obtenus a 1'aide du
modeéle doivent pouvoir s'appligquer sans trop de
difficultes. '

La situation en ce gui concerne 1'écoulement dans']es

turbomachines est Jloin d'étre ftoujours aussi nette et
1'évaluation du degré de précision avec lequel un modele
donné décrit l'éecoulement éuquel il correspond est
toujours délicate.

Le travail gue fait 1'objet du présent mémoire a
pour theéme: L'APPLICATION DU MODE INVERSE A UN
ECOULEMENT DE FLUIDE COMPRESSIBLE POUR LA DETERMINATION
DE LA DISTRIBUTION DU SQUELETTE D'UN " PROFIL sachant
connues une loil d'épaisseur de 1'aube et une répartition

de la composante verticale de la vitesse movenne.

o



Les hypotheses suivantes sont avancees

- Ecoulement plan stationnaire et isentropiqgue.

- Fluide parfait compressible.

- Reégime subsonique.

- L'effet de viscositée est négligé.
Cette derniere hypothése consiste a supposer que l'teffet
de viscositée et conductivité ne sont sensibles que dans
une couche d' @paisseur limitée le long des parois de la
velne et des profils dont on néglige l'effet sur
l'écoulement .En pratique la validité de cette hypothese
parait assurer dans la mesure ou les gradients (Viltesse
et Température suivant une direction normale a

l1'écoulement restent faibles).



Chapitre 1

Présentation des Equations et AppIication
a4 un Ecoulement Périodique

" It will be a very delicate point to cut the
feather, and divide the several reasons to a
nice and curious reader, how the numerical
difference in the brain can produce effects
of so vast a difference

Swift, a table of a tub



1.1 INTRODUCTTON :

En s'inspirant des méthodes de singularitées et en
introduisant le caractére de périodicité a un écoulement
plan dont le domaine de calcul est fermé,nous pouvons
développer une méthode de calcul gui sera applicable
aussi bien pour les problémes directs que pour les
problémes inverses ; la condition de périodicite est
systématiguement satisfaite par l'introduction de

conditions identigues sur les limites laterales.

1.2 EQUATIONS DU MOUVEMENT

On Suppose.ici que ]'écoulement s'effectu dans un
plan contenant les axes ox et oy,disposés symétriquement

entre deux parois espacées d'un intervalle : h(x)

v
*

(fig.1)

Les égquations de l'ecoulement sSupposé
isoénergétique, stationnaire et non visqueux s'écrivent:

a~- Equation de continuité

divip. VX, ¥) , 4 w(x) =0(x, ) (1.1.a)
p

\




b- Egquation de guantitée de mouvement

RotV=R{x, yv) (1.1 b

c- Eguation d'énergie

a*

Y_I:H(x,v) (1.1.c)

n
—
2

W'(x) est Je coefficient de contraction du tube de

courant

W (x) =9 [Log- %), (1.1.d)

En dehors de 1'obstacle,les éguations du mouvement

se raduisent a
Q(x.,v> = 0
R(x,y)= 0O
H(x,y) = H, = C'

Par la suite,et pour simplifier,nous prendrons
W'(x)>=0 | |
Dans un systeme de coordonnées cartésiennes, les équations
(1.1.a) et (1.1.b) s'écrivent

§g+§E=Q(x,y) +F{x, ) (1.2.a)
3x oy
OU_0V_pix, ) (1.2.5)
dy 0dx

F(x,y) étant la fonction regroupant les termes de

compressibiliteée.



0 L 9 _T?_/")} (1.3

1 : : .
B X, = Lfﬁ_‘__ Log(l--— If?_._]_ 231 -
b 7) v-1 WUaxtog -5+ Evil

V2 o est le carre de Ia vitesse adimensionnelle pav

l'enthalpie totale.

»
e L2
Coe T,

Ty o+ Température d'arret

b3 CALGUL DE 1'ECOULEMENT MOYEN BT DES HARMUNIQUUS
D'ORDRY SUPERTEUR -

Dans la suite du développement ,et pour eéviter de
charger le document on évitera de détailler les
démonstrations (voir Ref .8 .)

L'espace étant peériodique dans la direction vy nous

introduisons le deéveloppement en séries de Fourier des
différentes fonctions Uu,v,Q,R et F
Soit

Ulx,y) =}: ulk, x) eikoy
Kzl

VI(x, y) =Y vik, x) eltoy

ka1

Q(X: V) =E (q(k' ‘Y{) ef"”","'

kal




Rix,y) ﬁz 1 {k, x) @tkoy

kel

F(x,y) =Y [k, x}eity

k2l

Les équations (1.2.a) et (1.2.9) scnt alors réduites
a un systeéme d'équations différentielles

T ' ) 1.4 . ¢
__;%{_)4-1.1(.(0.1/]((}() "'ka(X) *i:k(x) =0 ( 1)

advp(x} | . _
—ee— - KU X 4, () =0 (1.4.h)
= WAX) rr, (Xx)
Qui peuvent étre réesolues pour toute valeur

significative de k en utilisant la periode de | 'éspace le
long de oy comme uniteée de longueur ; (ie : W = 2x)
Pour 1'écoulement moyen (k=0) on a

du(o, x)

g (0,x) ~f{0,x)=0 {1L.5.a)
ax

dvm,x)+

T r{0,x) =0 (1L.5.1

qui donnent

(1.

&}
s
s

U(0, ) =00, x) + [ [q(0,v) +£(0, v) I it

Xy




X
V(o.x)xVTU,x0)+fr(0,r)dr (1.5.d)

Xp

ou : u{o,x0) et v(o,xo0) sont les composantes initiales du
vecteur vitesse moyen a l'abscisse xo correspondant a la
frontiere amont du domaine de calcul.

(Dans ce quil suit,on prendra xo = ©0)

En utilisant les transformées de LAPLACE des
difféerentes fonctions du systéme (1.4) nous pouvons tirer

les coefficients de Fourier de U(x,y) et V(x,y) soit

X

Uk, x) :qu(k.x, ©) de+U(k, 0) ch(2nkx) -ivi{k, 0) sh(2nkx)
L}
(1.6.a)
V{k,x}:va(k,x,r)dt+V(k,0)ch(anx)+iu(k,0)sb(2nkx)
{-

(1.6.b)

avecC:

Zu(k,x,r):(q(k,t)+f(k,t))ch(an(x>t))+ir(k,t)sb(2nk(x;t))

Zv(k,x,t)=—r(k,t)ch(2nk(x—t))+i[q(k,t)+f(k,t)]sh(2nk(x—t))

Les solutions preécéedentes étant valables pour x>o.

Pour x<0 , il suffit de faire le changement de variable

(x'==-x)




1.4 COMPORTEMENT DES SOLUTIONS A L'INFINL

Les wvaleurs de ulk,x) et v(k,x) etant finies quand

x tend wvers 1'infini amont ou aval,ceci impose des
valeurs finies pour gq(k,x),r{(k,x) et f(k,x)f
Donc il suffit gue ces fonctions prennent des valeurs
finies a4 partir d'une certaine distance D donnéee de
l'origine en plus des conditions initiales u(k,o0) et
v(k,o).
Ce gqui se traduit par
pour x 2 D

q(k,x) = a(k,D)

fCk,x) = f(k,D)

r<k,x)y = r(k,b)

alk.x) = qg(k,=D)
f(k,x) = £({k,-D)
rik,x) = r(k,-D)
Ces conditions ont a vérifier les corrélations

suivantes:

n
Utk,O)"iV(k.O)=—EE%E[Zi(k,—D)+Zé(k,D)]+f{Zi(k,t)+25(k,r)]dr(1.8.a

)

Ce gqui donne une solution finie pour x 2 D (infini aval)

etbt:

12}

Uk, 0)+iV(k,0) =,_2%_j€_ 17, ke, ~D) =2, (k, D ] = [ 12, Uk, ©) +2, (k. ©) 1 de (1.8, D)

n




Ce qui donne une solution finie pour x < -D (infini

amont) Avec

Zl(k,r)={q{k,t)+f(k,T)]Ch(2ﬂkt}—iI(k,@)Sh(ZﬂkT) (1.9.a)

Z,(k,v)=-lagl(k, vy +0(k, vyl sh{2nkt) +ir(k,v)ch(2nkt) (1.9.b)

ceci reésume les relations donnant u(k,x) et v(k,x) aux

formes simplifiées suivantes

n
Ulk,x)= zlk[Xl(k,X, -D) —Xl(k,x.D)]--fﬁ(x,'r) X {k,x,t)dr(1.10.a)
)
7]
Vix, y)—————[X (k,x,D) +X, (k, x, -D) j—1fX k,x,t)dt{(1.10.b)
avec

X (k, x, 1} Z% [glk, ) +£{k,T)+id (x, 1) .1 (k, v} ) e 2n¥ls-x]

8(x,r) etant la fonction deéfinie par




Les composantes du vecteur vitesse sont alors

Ulx, v ={(0, x) e L X, =D X, W21k y
(% y) X“g; S XU x, D) Xk, x,D) ]
[ﬁ(X}T)Z‘k (k, 2, 1) e?nkivy (L1 . a)
"k\u

Vix,y) =V (0, x) %12 Xk, x, 1) +X{k, x, D) ] gtkiy

Xt ) k
2]

*ifz Xk, x,t) e?m™kiveygy (1.11 . by
MY

avec

S{x) et par la distribution

JU
X{k,x,t) _H} [—;?ﬁ- {(t)vil2nk. vk, t)+8 (x, 7) Ik, t)]] . @ 2nkir x|

4

Lo MODELISAYION DES PROFILS ET_DEFINITION
!1.!:3__1_9ﬁ_(5£_,'},’.!_\!_51_ QEx,y) el R(x,y) o

Un profil d'aube est déefini par sa ligne movenne

de son épaisseur G(x) (fig 2O

Le profil est ainsi donne par :

P(x}=5(x) +Ae (x)

K = 1 sur J'extrados
-1 sur l'intrados




aY

,?(x): S(x)4 £

Pz 6m_¢

- fig 2 -

La tangente au profil pour X=+xc/2 (c étant la corde)
est paralléle a oy et la divergence et le rotationnel
sont nuls en dehors du profil. _ -

Q(x,y) et R(x,y) sont définies par des fonctions de la
forme :

a(x) ., T(x,y) ; B(x).T(x,y) respectivement ; ou T(x,y) est
une fonction périodique qui est nulle a 1'extérieur du
profil et coincide avec une fonction T(x,v) choisie
arbitrairement a l'intérieur du profil mais qgqul est nulle
pour Y = S + €., (filg.3) '

T,T

!
i A
; Tee.y)
| Y
S-E /‘\ S+é&
ST {xry)
- fig 3 -

13



T (x,¥) peut s'écrire

T(x,y) =2 tk[e (x)] e2nik(y-a(x))
Kx0

on

t (e (x)]=0poure (x} =0

ainsi

Q(x,y) .__E T (x) . ezn,x‘kyza { ) Z tk[e (X) ] L einikiv-six))

k20 k20

Rix,v) =E I (X) . e?m ik =p (x) E tole(x)] . etmikly-ata)
k20 kzx(

a(x) et B (x) s'expriment en fonction de u(O,x) et v(0,x)
qui représentent les valeurs moyennes des composantes de
la vitesse. |

Pour le calcul des coefficients t, ,.on considere les

coefficlients de la fonction T (x,y):

Soit
7 £ gin2rke .
t = cog2rke - 2o—f02 ] | grnkis(x)
e (x0) o { L S ke ]
RE (%) =—% _[cosanke-B2D2TKE 1 oo kg (x)
ne. K2 2mke
\ IE;(x)= ¢ [cosanenfiEgﬁgﬁlsinans(x)

n? g2 2nke




donc

at, (x) cos (2nky) +bE,sin (2nky) =

2e _gin(2nke) _ :
nZkz[cos(znke) ———EEEETw-]cos(an(Y g(x))) (REF 8)

avec.

on peut donc écrire

= .. 4.3 2¢e _sin2nke _
T(x,¥) 3¢ +g; nz'K?[cosznke _7§EEE——}COS(2nk(y s(x)))

dUn_ 4 5
- 3e.atﬂ+fw,m

on aura
_ 3 dUp(x)
«(x) ==—=3 (—F—-flo:x]
- d'on
glx,y) =1 dU&::c) -£{0,x)] [1+E 2E(k,e)cos (2nk({y-5(x)))]1(1.12.a)

. kzl
dav, (x) '
R(x,y)=- T [1+2:2E(k,e).cos(an(y—s(x)))] (1.12.b)

kz1

15,




avec.

- 3 sin(2nrke) _ .
E(k,e) 4ezn2k2[ ke cos(2nke)] (1.13)

Ltinfluence du profil se décompose en deux effets
- L'un de déplacement do a l'épaisseur du proflil
présenté par la fonction Q(x.y)
~ L'autre de quantité de mouvement du a la
portance et éventuellement a la trainée du profil
présenté par la fonction R(x,y)
Le profil étant représenté par la fonction y = S{(x)

A l'interieur d'une bande de longeur 2 € constante
situee de part et d'autre de cette courbe, on supposera
Q(x,y) et R(x,¥v) respectivement égaux a Q.(x) et R (x);
Q(x,y) et R{(x,¥y) seront supposées nulles allleurs.

~ Ce type de répartition etant imposé périodiquement
suivant la direction OY on obtient les composantes de

Fourier a(k,x) et r(k,x) de Q(x,y) et R(x,y) Ce qui
donne
di, (x) gin2nke ~2nkig(x)
glk, x)=[—2"— - )] =2t (1.14.a)
(k,x) =1 dx £(0,x)1 2mnke e
_dav(o, x) Sin2nke _ _ankis(x) 14 . b
rik,x) [ . amke . e (1. .b)

16



1.6 APPLICATION AUX GRILLES D'AUBES FT FORME DES SOLUTIONS :

La divergence Q et le rotationnel R introduits en
(1.1.a) et (1L.1.b) caractérisent l'effet des ohstacles,
ils sont nuls a l'extérieur de ces obstacles.

La fonction Fix,v2 caractérise i'effetl de
compressibilité et dépend de la vitesse en chaque point
de calcul, aussi, ses propriétés, son domaine de variation
et son influence sont moins déterminés. Par conséquent,
une technique de calcul baseée sur le modele theorique
proposée ici doit étre itérative en partant d'une solution
du lype "INCOMPRESSIBLE" (F(x,y)=0>.

Dans un écoulement autour d'une agarille de profils, a
partir d'une certaine distance, en amont du bord d'attaque
et en aval du bord de fuite, les perturbations de
l1'écoulement deviennent indépendantes de la distance
axiale.

On considére généralement que cette distance et
inféerieure a deux fois la corde, ce qui est verifié en
pratique.

Ce qul permet de {ixer une distance 1 au de la de
laquelle, les fluctuations de F sont indépendantes de la
distance axiale, situation rorrespendant a 1'hypothese
proposée au paragraphe précéedant qui conduit a
1'exppression des composantes de la vitesse‘établie an
(1.10.a) et (1.10.b).

La distance D, fixe 1l'extension maximale du champ de
calcul, la vitesse en un point gquelcongue compris entre
1'infini amont et l'infinid aval ne dependant gue de
quantitées définies dans l'intervalle [-D,D]

En remplacant les coefficients q(k,x) et r(k, x) par

leurs expressions en (1.14) les composantes d'ordre k du

vecteur vitesses

17




s'écrivent dans ce cas

n 1

Uk, %) =52 [ £k, -D) ~£ (k, D) ] _%La (3, %) . £k, 1) . e-2mkl gy
c/2 : L e/2
du,
- f 5(X,T)[—mﬂizl-f(U,T)]g(k,x,t)—i f fﬂkizlg(ktx}r)df
L, dt EA at

n
= -1 — ___-Z:_ —2rkit x|
Vik, %) === [£(k, -D) +£{k, D} ] 2Lf(k,t)e Txide

of2 af?
, du, () ‘ dv,{(t)}
~1f [—2—-£(0, ) ) gk, x,7) .de+ f 8 (3, %) —&—=g(k,x,T) dr

-/ -/

glk,x,t)=8{k,T) 'e-—?.ﬂk:tlthhi.s‘(ﬂ)

___ 3 gin(2rke) _
E(k, 1) 4ﬂ%z}“_z[ Smke cog (2nke) ]

i)

Ou sous une forme plus développée en remplacant les

coefficients de Fourier de F(x,y) par leurs valeurs




i
Ulk, %) =1 [2[ (F(-D, 1) -F(D, 1)) . e**redlr]
4

D 1
_i ankir -2nkit-x|
ZLG(X't) [2.[F(x,r)e dr]le Xt

of2 c/2
_ dt, (v) AT
_cf/z&(x,'r) [wc_i(_'c_)" f{o,v)]glk, x,v)dc 1_!/2 = glk,x,v)de

1
- -1 - 2nkir
V(k,x)—m[zv[(ff'( D, r)+F{D, 1))e dr]

k2] 1
___%f [ZIF(X, ) ezukirdrl e—ZRk[r—x|d.‘
-b 0

i3 du, () o av{o, )
—' A 4 — — ___"c.
J.f [ i f(o,‘r)]g‘(x,k,t)dt+ f 3(x,7) . glk,x,t)dr

-af2 -c/2

Les équations (1.11) deviennent alors:
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Ulx,y) =U(0, x) g; _5:_ [zf(F( ~D, 1) ~F{D, 1)) e**kirgr] gankiy

____fa (x’t)z [sz(x’ r) . e*mkirgr] | g-2aktit-x{-iy) gy
k21

ef2

diy )
- f 5 (x, 1) [..___U..E)__f(g,‘r)]z: E{k,t) e—?-xk(if-xi*ris(f)-!’”dt
-c/2 dt kal
c/2
dv ‘
-1 f (01(7) E E(k,T) e—zuk(|1~xlii(3(\')‘}'))d" (1.15.a)
-c/2 K2l
1
Vix,y)=v(0,x) lz {ZI(F(—D, ) +F(D, 1)) .e?kir dr], e?rkiy
Xkxl )
D 1
f}: [ZfF(X,I) ezﬂk.u' drl . e—zuk(lt -x|~1y} .dt -
_Dkll [i]
c/2
, darr (s
-1 f [—-Sf—é——)-f(off)lzg(k,x,t) . e?rkly gy
-cf2 ka2l
/2
dv, (1
f 8(x,v —L-)-E glk,x, ) e?"kirdgy (1.15.b)
-c/2



1.7 DISCREFISATION DES BQUATIONS

reelle des ¢éeqguations

En ne gardant que la partie
(1.15) on obtient
o c/? .
A - di, (x)
U(x,y)=U(0,x) +11——,§fcau(x,y,t) - f -—%t-wﬂf(o,r] LCyix, vy, v) dr
- ~cf2
a/z
dv, (T -
- f _t__P_(__)_ _C‘V(;{,J,"’T) Lodt (1.16.a)
/2
o af2
- dv, (1)
V(XI'Y) 3V(O,X) +1’2+.'_l.fGV(X,JI“ T) d'r_ f '———U( . .C'H(X,y'; T) .(_'I'r
2 dt
- -c/?
/7
St } . .
" j [.:Wﬁ_(_r_)_-f(o,'[) ] .C'V(X,_,V,T) st 1.1 h)
T

avecC

L
le,; —%ﬁ( [Zf[ﬁ'(_c, ) -Flc, r))cos(2uk(y+r) ) .drl
- Q) .

’ 1
I,= . E%I—c [2[} (F(~c,r)+(Flc, r)isin(2rk{y+r)) .dr}

k=1

=8 (x, 1) L O, Y, ) -1/2

CV=CZ (nga 1)

|£%3




Ce qui donne:

Ng
Ulx,y)=U,{-c/2) +Il—§£ G (X, ¥y o2 (1)
f‘: [dU (p'i ~£(0, 1) 1C {x, ¥, 1y) o (1)

2; d"(p.i) LC (X, Y py) o (1) (1.17.§)

Vix,y) =V, (-c/2) +1, +~_.; G, (X%, ¥ ihy) @ (L)

Ng dt’
-£ 0 1
> .an [ h: (p)1C,(x, ¥, ;) 0 (1)

+-9Ny[dU°(u)~f(0 pl.C(x,y,p;) .0 (1) (1.17.b)
22; de el L AR Yy Ryl
avec
o .
Ifgzz;-—"[F( c, t,)~ F(C;t)] w(r).cos(2rk(y+t,))
I,= 2—*[5'( —c, t)+F(e, t.)] . w(r) .sin(2nk(y+t,))
21l I=1
t,, r =1,.. .Ng‘points de Gauss




Gz, ¥y phy) =0 (X, ) G (X, ¥, by

X Veihy) =3, (X, V, by

NG
Gy (3 ¥y =}: 2:: Fix, t,) . wir).cos(@nki{y+Lr)) .
kel r=1

e ~2mle|py -l

Ng :
Gy (X, ¥/ Iby) :2: }: F(x,t,).0(r).sin@uk(y+tr)) .e
ka1 =1

Spnk|pg-xl

C,,C,,Cu et Cv étant inchangés..

1.8 Conditions a veriflier sur le profil :

1.8.1 Codition de glissement en chaque point du profil:

Sur le profil, en dehors du hord d'attague et du bord
de fuite, le vecteur vitesse est Langent au profil
(fig.5); ce qui se tradult par

Vix, P(x)
Ulx, P{x

tgu=P (x) = (1.18)

S—
—

D'ou

PH(x) .U, y) -V{x, ¥)=0

Soit; en remplagant U(x,vy) et V{(x,y) par les relations

(1.18); La condition de glissement s'écrit




& -dqﬂui)

["~“dt —;O{uff[.(Cv+P’bd Cul Lw {1)

PHx) U (~c/2) -V {2/ 2) ‘;-

s

b’
—t’
=1

o AV (iy)

T T [P(x).Cv+Cul .w {1)+(1,-P(X).T,)

(G, +P/(x) .G} . w (1) (1.19)

T.8.2 Conditions sur le bord d'attague (NA) et bord
de fuite (NF)

Au bord d'attague et au bord de fuite, P'(x) tend vers
1'infini donc des conditions supplémentaires doivent étre
imposées pour permettre des solutions finles.

La conservation du moment se traduit par la relation

ov_V (1.20)
aN R

Vv : module de la viltesse

R : rayon de courbure de la paroi

N : la normale sortante de la parol

Vu la disposition du bord d'attaque (figh) on a

ov_ v .

= 1 .z.i..?_

3% R ¢ 1

u=0 (L.21.b)
Y

- X

~-fig.6-




D'autre part le rotaltionnel etani nul, donc

ov_ou
X dJy
D'ou
vV_ v .
ix" P (1.2, ¢

La relation (1.21.c) est discraetisée selon la forme:

U(—c/z,yA+Ay)—U(—c/z,yh—Ay}=2V1*c/2,y%).-Ay

A

(1.22.a)

J",*L:P( —(:'/2)

De méme pour le bord de fuite en changeant le signe

du rayon de courbure:

U{cfz,yb+Ay)—U(c/Z,y@—Ay)=m2V(c/2,y} %%X 1,221 !
r

Ve=P({c/2)

o
N



Par ailleurs , la relation (1.21.hb) se tradulsant sur le

bord d'attagque par

L
l%(mc/2)=u%2:£%(mc/2,yh,u” L (1)
et
|
Ng drr
o™ - . . . .
-+ :2-1:"{ ——(—:?EU {pni) "'f(o 3 Ilj) ] C”( 'C/.a ry‘nr “‘J‘) W (1)
|
Mg v , PR
4»? Sl () O e/ Ay e (D) -1 () (1.23)
2 =1 an )

Pour le bord de fuite, la condition supplémentaire de
Kutta-Joukowski se lLraduit par |'ennoncé suivant:

"Pour un écoulement de fluide parfait autour d'un profil
dont 1'intrados el 1'extrados se terminent suivant une
tangente commune , la ligne de courant issue du bord de
fuite doit guitter ce dernier suivant cettej tangente”

~-fig.7- et -fig.8-

~fig7- -fig 8-




Chapitre 2

Développement de la
Fonction de Compressibilité

F(x,y)

" Ou [indécis au précis se joint ’

Verlaine, Jadis et Naguére




L1, 1 ANTRODUGTION :

Nous avons mentionné au chapitre précédent gue la
fonction caractérisant 1'effet de la compressibilité ne
pouvalt etre , & priori, définie avec preécision ,tout ce
gue nous pouvons dire d'elle que son effet s'étend sur
l]'intervalle [-C,C] et est nulile en dehors.

A l1'intérieur du canal 1Inter aube, F(x,Vy) depend de
la vitesse en chaque point de calcul, ce qul nécessite la
connaissance de la réepartition des vitesses dans le canal

inter aube.

11-2 Développement des calculs et utilisation du

modéle de Wu

La fonction F(x,y) présente dans les équations (1.17)
et regroupant les termes de compressibilite -doit étre

calculée sur tout lte domaine décrit par la fig.9

F(x,y) s'écrit

1 g ¢, . 12 d o, ., 2 vy
3 P 7. I ——- - V| L |~ —— 1.2.¢
Flx,y) Y_l[UaX[.Loq(L 2)J*Vavllfg(l TR al

e P, y) 4 VP (X, y)
Qvih

C,T, Enthalpie d'arreéet




y
A T2
r———H e
t | 0
| [
| . G F
- . | , !
fig-9 E %T o | l
! !
Bl | \\V‘\ - L7 wj’j
< y . ' -
\ e : 2 Ir V3
H |
R . S S
~C -C/; Ciz C X
On pose
Fx,y) =Yy £k X).eMaf(0,x) (2.1)
ka2l
avec
1
£(o,x) =2'/F{}(,y') Ldy (2.2)
o]
1
e x) =2 [Flx,v) L efhord (2.3
)
La discréetisation des équations (2.1);(2.2) et (2.3)
donne
Vzi_vﬂi+1 . 1 V(xrui} .
Flx,py= ATV ] 3 F7(x, py) A o v (2.4)

- Plx, pi) + V2 (x, pi)
=

(V]

"
C?' “l!!




FLO,x) =) Fix,py) 0w (F) (2.

3)
21
LR X) ?_j F(x,py) .o (f) . e ™ (2.6)
Jz1
De par sa forme , le calcul de la fonction F{x,y)
nécessite la connalissance de la répartition des

composantes u et v sur le profil (extrados et intrados)
ainsi que dans le canal inter aube.

Afin d'y parvenir , nous avons opté pour le modeéle de
Wu. dont un programme de calcul a été développer au cours
de 1'année passée dans le cadre d'un projet de Fin
d'Etude proposé par M": M™, Boudjemaa [Ref 20 1.

Le modele de Wu s'avére une des tentatives les plus
réussie dans le domaine des turbomachines [Ecoults en
grilles d'aubes el écoulements meéridiens].

La technique correspondantes consiste a considérer
deux types d'écoulements le long de surfaces de courant
qui , en amont de la machine, s'appuient respectivement
sur des cercles centrés sur 1'axe (Surfaces S1) et sur
des rayons perpendiculaires a l'axe (Surfaces 52)

- fig.10 -

Les équations correspondants a ces deux types

d'écoulements sont evidemment couplées et des hypothéses

simplificatrices doivent étre effectudes.

3
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L
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Fig.10 Principe de déecomposition de
l'écoulement tridimensionnel en deux

Famillesd'eécoulements bidimentionnels

Fn ce gul concerne notre travail , on s'intéresse
uniquement a l'analvse de l'écoulement. aube & aube
"Surface S1".

Le programme ¢laboré pour le modele de Wu [ref 20]
permet a ]l'aide d'un maillage rectangulaire dans tout le

domaine d'écoulement de résoudre 1'équation de poisson

eny:

%+%%=q(x,y) (2.7)

En la discrétisant a l'aide de développemenls en séries
de Taylor ce qui permet le passage aux différences

finies.(fig 11).




L'équation (2.7) devient Aainsi ponctuelle , par
conséquent il faudrait résoudre autant d'équations
linéaires qgu'il en existe de points dans la grille du
maillage (Reésolution de systémes linéaires) , sans
oublier de mentionner qu'il faut en plus tenir compte des
conditions aux limites (Ecoult uuiforme a 1"infini amont
et aval) , des conditions sur les bords ainsi que de la
condition de Kutta Joukowski .

Apreés résolution et obtention des valeurs des Y ,nous
pouvons . par dérivation , tirer les valeurs des
composantes des vitesses en chaque point du maillage, ce
qui permet par la weéme de tirer les wvaleurs de 1a
fonction de compressibilite F(x,y) en chaque point du
canal .

Pour plus de brécision , nous présentons ici
l'organigramme de calcul de l'écoulement aube a aube
[Ref 20].
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<DEBUT ’
/In!'r‘oducfion des dommés/

Caleul) du second membre

Calcul de Yy

Non

C Vsur ia variatiop>.

"o 13
Calcyl de densites J”

Test de convergen:
L€ sur lawvariation de

i H

f

cle

Non I 5= p.e

Kutta  Jukowski

impression des resultais fety .

aube a aube _

_Organigramme de calcul
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ITT.1 INTRODUCTION \

Nous avons noté au début, en introduction , que le
but de ce travail était de rechercher la distribution du
squelette d'un profil sachant'connues une loi d‘épéisseur
de 1'aube et une répartition d'une des composantes de la
vitesse, ce qui- correspond au mode inverse 2, cependant
l'application de modéle developpé reste valable si nous
voulons changer les inconnues (par exemple fixer les
composantes de la vitesse et retrouver la courbure ainsi
'que la répartition de 1'épaisseur ce qui correspond au
mode inverse 1).

Au contralre, connaissant la géométrie du profiil,
il est possible d'obtenir et les vitesses, et les vitesses

locales (methode directe).

111.2 DEVELOPPEMENTS

Revencons a la relation représentant la condition de
glissement(1.19) avec arrangement des Ltermes, en chague

point du profil ,cette relation s'écrit

oLy AU ) coay AV 3 4
HU(I,J){——7§Fv- fb(l)]+HV(1,]).—?ﬁf(l)—B(l) Hy (1) (3.15
avec:
B (i) =% [P/ (xi) (Uy(-c/2) ~I,) +I,-V, (~c/2) ] G
I = _J;HZ:IPW—c,t )-Flc, t)]lw(r).cos(2nk(y+t,}) (3.3)
VAt 2nkgy ’ ) : .
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12=2 ___uzik}: [F(-c, t,) +F(c, tr),] .o {(r)sin(2nk(y+t,.)] (3.4)

|
»
[l
H
W
B

H,(1,7) =[P (x1) .Culi, J) +Cvii, 5)] Lo (1) (3.5)
H(1,3)=[P(x1).C(1,5)~Cy(d, )] 0 (i) (3.6)
Hy (1) =[G, (1) +P/(x1) .G, (1) ]. 0 (1) (3.7)

L'application de ]'équation (3.1) sur l'extrados et
sur l'intrados nous donne un systéme de 2 N équations non
lineaires

N points sur l'extrados

[H,e) - { —f} +[H,el - { }{Be} ~AHy ol (3.8)

N points sur j'intrados

LA, —f°}+ [H,,] . { } (B }-{H, (3.9

L'application du mode inverse 2 suppose la connaissance
d'une loi d'epalsseur et une répartition de V, pour le
profil, on procéde a l]'élimination du terme en U, du
systéme:

Ce qui donne

{égi"f} (H,] 2 {pJ-[H,l ™. [Hyel - { } . (3.10)

37



avec

D J=B}-H,,) (3.11)

On injecte (3.10) dans (3.9) ce qui donne un systéme

hoq lineaire de dimension N de la forme
< 3 . ' dv,
(7] 2 AD - (H,,1 2. D)= [[H, 17 [H, ]~ [Hy ] ™ (H] ] .{_&f}={o}

! (3.11)
Ou sous une forme plus Qompacte:

{E={o} (3.12)

III.3 TRANSFORMATION DU SYSTEME ET RESOLUTION
NUMERIQUE

T11.3.1 TRANSFORMATION DU SYSIEME :

Le systéme (3.12) doit étre transformer pour aviter
les opérations d'inversion des matrices.
On multiplie 1 équation (3.11) par [H,] d'ou

{D}- [Hue] CIE Y - IR - 11, ) TH 1 .{fgﬂ}:{o} (14)

ou bien

dvV, dv, ) .
{DJ}-1H,.) .{_a-fﬁ}— (H,] . [H,17 D)= [H,] .{—d-t—"}] ={o}  (3.13)
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on pose

- - dVG
(R=lp - 11,e) (59)
av,
(A=)~ [H,,] (52)

l'equation (3.13) devient

K- [H_] . (H,,] " (=(o}

ug

On ecrit {y} en fonction de {(H, ] tel que

(Y= [H,,] A2)

{y} et ‘[HM] &tant connues, on tire {Z} par
., systéme (3.17).
Enfin le systéme (3.13) devient:

X~ [H,,] -tz}=to}

qu'il est possible de résoudre en utilisant
_ NEWTON-RAPHSON  [Annexe C] qul permet le

systéme non lineaire a un systéme linealre

AY Axk=Bk

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

résolution du

(3.18)
\

la méthode de
passage d'un

de la forme

(3.19)



111.3.2 RESULUTION NUMERIGUE :
Pour. la resolulion du sysiéme (3.18) le tgmps de
calcul que nécceéssite la méthode de ,NE@TON—RAPHSON
amortie motivait seon choix vu gque la plus part des aulbtres
méthodes guoi que plus efficaces, ¢0nvergent,}entement.
Notons icl.gue le domaine de convergence de ta methode est
trés réduit ce qui néceéessite un, choix judicieux de la
solution initiale: t " ]
Enfin, et pour-  plus . de détails,l'organigramme de

téesolution numérigue ety donné on [in de ce chapitre.
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DISTRIBUTION DES VITESSERS
SUR LE PROFIL GOTTINGEN 480
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POSITION INTRADOS ET EXTRADOS

PROFIL NACA 4412

8.00

7.20 -
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4.00

3.20

2.40 -

1.60 =

0.80 —

.00 _w__ﬂ_mﬂ______mﬂﬁ_‘_ww_Md_“_ﬁ_m_____m_mmmm_ﬁ___h_

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
POSITION SUR L'AUBE (cm)

Graphe 3
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DISTRIBUTION DES VITESSES
SUR LE PROFIL NACA 441%2
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TABLEAU 1 : Résultats pour le profil Gottingen 490

Mach a 1'infini amont : o,11..... a = 0°
Mach a 1'infini aval : 0,35..... a = —-538°
S*¥(x). (mw) Calcul incompressible S5/5* Calcul compressible
sol .exacte S/S*
a = 0° a = 8”7 a = 0°

1,0999.10-2] 1,34001 1,9785 1,407

1,1003.10-2} 0,9719 0,9910 0,9506

1,1038.10-2| 0,9154 0,9685 0,9052

1,1151.10-2| 0,9618 0,9665 0,9233

1,1226.10d2 1,0817 0,9589 | 0,9635

1,0714.10-2} 0,9185 0, 7998 G,8925

9,5323.10_3 6,9684 -0, 54177 0,8693

7,5504.10-3] 1,4070 ~1, 4391 1,3221

5,2625.10-3| 0,7882 1 26,0214 0,8532

1,9949.10-3] 1,104 -13,096 1,322

-2,2891.10-3| 0,88398 ~-13,1319 0,9055
-7.1778.10-3] 0,95159 2,6574 0,9213
-1,2965.10~2| 1,02379 1,1319 | o,9665
~1,9183.10-2] 0,6390 1,8059 0,8382
~2,6291.10-2) 1,1720 1,0724 0,9i27
F:S,1984.10"2 0,9368 mfiA 1, 6046 - 1,0530
73,7004 .10-2] 0,9974 0, 7485 0,8380
—&.i283.10~2 0,9738 ' 0,9797 1,10i7
~4,4190.10-2 1,51i6¢wmwwﬂu_ifﬁgm"“wmw 1,5724 T
-4,6053.10-2| 2,1382 1.87 2,8112
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Introduction “des donnees
dv
n.c 'a_zf' S(x), kgmax | k max
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Chapitre 4

Conclusions

"The worst is ever nearest truth’

- ‘Byron, Lara -



Le travail présenté dans ce mémoire est une tentative de

développement d'un modele mathématiqgue dont 1'application

pour le tracé de profils d'aubages en édcoulement

compressible reste valable aussi bien en mode direct gu'en

node inverse.

Ayant rappelé la complexité de ces écounlements, nous
avons souligné la nécessiteé mais également les difficultes
d'en effectuer une modélisation correcte. A ce propos, ont
élté rappelées les principales bhypotheéses simplificatrices

sur lesquelles se basent les modéles les plus classiques.

Un programme de calcul numérigue a étée &laborée et teste
sur deux profils, la technique utilisée est basée sur
l'usage itéeratif d'une méthodes de calcul inverse.

A ce propos nous signalons le manque de données précises
concernant les écoulements dans les turbomachines ; cet
handicape ne nous a pas permis de tester la fiabilite du
modele et son application aux difféerents types
d'écoulements {compressibles ou incompressibles). A cela
s'ajoute le manque de movens informatiques puissants. (A
Litre d'indication, le lancement du programme en
compressible nécessite sur wmicro-vax 750 un temps calcul
de plus de 12 heures =si on =e Jimite a 3 itérations

uniguement) .
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Il faut tou t afois remarguer guae la géométrie du profi 1
obltenve peut ne pas correspondive  a upe contiguratlion
realiste profil Lrop mince ou méme coaportant une
épaisseur négative | mais dans oe ©casz onl aura la preuve
que la distribution de vitesse déviree est impossible a
obtenir dou 1'utilite de la méthode inverse comme méthode
corrective permettant de vérifier ainsi que d'optimiser

les performances aerodynamigues du profil.

N
-



Réferénces Bibliographiques



Chapitre 1

{1} H. Abbott, A Von DOENHOFF Theory of wing sections

induding a summary of aerofoil data - Dover publication
(N.Y)
{2} J. HORLOCK - Axial flow turbines - cd 1973 (N.Y)

(31 P. Rebuffel - Aérodynamigue expéetrimentale - Paris:
Dunod 1969 '
[4] A . Roshko, H.W . LIEPMANN- Elements of gagsodynamics
JOHN Willy and Sons. INC (1957} .
[5] I. Ryhming - Dynamique des fluides -~ Presse Polytech
Romandes, Lausanne (1985).
[61 P.A THOMPSON - Compressible fluid dynamics - Mc Graw
Hill, Inc 1972.

[7] M.H.VAVRA - Aerodynamics and flow in turbomachines
John Willy and sons Inc (1L960).
[8] M.A.Guellati - Contribution au calcul de profils
d'aubages par la methode inverse - P.E.E

Méecanigque, E.N.P Juin 1991
(91 B. MAHFOUD , M.Ait TALEB - Couplage, Calcul de
couche limite Méthode inverse-P.E.E Mécanique
E.N.P Juillet 1992,

[10] H. MITON - Properties of a space wise periodic flow
Application to flow computation design.
for blade cascades - L.M.F de Marseille
1986

11] H.MITON,H.SANKALE - MetLhode inverse de calcul de

profils d'aubages.Ecole centrale de Lyon

(Nov 1984)

)
[



1121 G.‘Méauzé - An inverse time marching method for the
definition of Cascade ~Geometry.Jal of Eng. for
powetr, vol 104 N° 3 (Juillet 1982).

[13] G. Méauzée, R Sovrano Y Ribaud - Synthése des
méthodes numérigues developpées a 1'ONERA,
Application au calcul des écoulements dans les
turbomachines.L'aéronautiqueetl‘astronantique
N° 99 (1982-2)

[14] G.Méauze - Méthode de caleul aerodynamigque inverse

pseudo-instationnaire. la recherche aérosp.
N-1980~ 1



Chapitre 11

[15] S. ABDELLAHKN, C.F.SMITH,M.Mc BRIDE Unified equation
of motion (U.E.M) approch as applied to 51
“turbomachinery probliéme - Jal of fluide Eng Sep
1988

[161 D. BUISINC et P.MTCHAU - FEcoulement tridimensionnel

dans une roue. Calcul effectivement 3D des
ecoulements dans les turbomachines par la méthode
S1 - 82‘— Jal de mécanigue theorigqgue et appliqueée
N° 4 vol 6 1987.

[17] Ch.HIRCH - Développements reécents des méthodes de
calcul dans les turbomachines-Revue Francaise de
mécanigque N°4-1988 J.P VEUILLOT - Calcul de
l1'écoulement moven dans un roue de turbomachine
axiale - ONERA 1973 -

[19] J P VEUILLOT-Calcul numérique de 1'écoulement
transonique d'un fuide parfait dans une grille
d'aubes. Recherche aérosp N° 6 ( Nov 19735).

[20] N. GUEDIRI, F. GUETTAB -Calcul d'un écoulement dans
une roue de turbomachine par la méthode S1-52

P.F.E_.C.mécanique, E N P ( Juillet 92



Chapitre f11

L21] B.CARNAHAN - Appliced Numerical Melbhods J.Wiley and sons
N-Y(1969)
£22)1 J.H.FERZIGER ~ Numerical Methods {or Eng applicalion
J.WILLY and sons (N.Y) 1981,

(231 3.2 . PELLETIER — ‘lechniques numérigues appligquéees an
calcul scientifique—Yaris Dunod el Cie 1971.

1241 W.H.PRESS -~ Numérical Recipes.Combridge Universily press

1986

1 25] R.Fletcher —-Generalised inverse methods (o Lhe best least

squares solution ol systems of non Linear equations.

Computer Jouronal 10, (1968)



Annexe A

Développement du Modele
En compressible



On reprend les éqguations représentant les composantes
d'ordre k de la vitesse qui s'écrivent

:.‘...._.1..__ - - ..i T —Zﬁkli—XI
Uk, %) =5 [£(k, ~¢) £ (k, €) ] 2£6(x,t).f(k,t).e dr

i

/2 of2
o dau, _ w dv,
_!;26 (x, %) [——a-T—. (v)-fo(v)].glk,x,7)dt 1_5’;2—@?(1) gk, x,t)dr

(A.l;a)
» i c !
. - -4 -2nk|r-x|
V(k, x) == [£ (ks =) +£ Kk, ©) ) zfcf(k,r).e dr
cf2 e/2 .
dUOT dVo (1)
-if [ g ‘fq(“)] glk,x, %)+ f 8({x,t). == de.glk,x,%).dt
-c/2 -c/2
(A.1.b)
avec o
glk,x,%)=E{k,t).exp[-2nk(|t-x]+iS(x))] (A.2)
Elk,t)= 3 [Sinznak-coszneki (A.j)

{2mek)?2 2xek

Les composantes d'ordre k de la fonction F(x,y) sont

definles comme suit
1
£k, x) =sz(x,y> . e2"kiy dy (A.4)
[+]
k21 (w=2m)
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On injecte (A.4) dans (A.1.a) et (A.1b) ce qui donne

1
=_....!'..... . - - 2nkir
Uik, x) Srk [z{[F( c, 1) -Flc, )] . e?™ " dr]

a 1
~—;—f6 (x,%) (2] [(Flx, 1) . @?7kir dqr] . e2mklt-xl dr]
g

-

cf2 c/2

du, d
- f 3(x, 1) (—=2-f,) .glk,x,7).dv-1 f Y .glk,x,t).dt
ds dt
-cf2 -c/2 .
(A.5.a)
. 1
i 2 - 2nkit
VX, y)= o= [2![&"( o, ) +F(c, 1) 1. e?™it, dr]
.2 1
] 2nkir —2nk|t-x|
ziﬁ(x,r)[z'off'(x,r).e ir dr].e .dt
e/2 cf2
av, . du,
+ f 3 (x, 1) (—EI-F) .glk,x,%) . di-1 f { = -£,) gk, x, 1) . dv
-c/2 -ef2
(A.5.b)
Les composantes de la vitesse s'écrivent alors
Uik ) =Y Utk %) D0, ) (A.6.a)
kx)
Vi, y) =Y, Vik, %) . etk (0, x) (A.6.b)
kxl
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ou bien

1
*J{x,y) =U(0, Xx) +Z: —2—3;—1{ [Zf[F(--C,'C) ~Flc,t)] .e?rkit qr]  g2rkiy
. z1 0

fﬁ (x, r)E [ZfF(x I) . e*™kir dr] . e-2nkllt-xl-iv) gy

kz1

fﬁ(x.

—f) Y E(k, 1) . e 2rkllexdsits) vh) g

*C/Z kx1
c/2 4dv
v f OZE(k t) . e 2rklr-x|[+i(s(t)-y)) g (A.7.a)
-cf2 Xzl
*V(x,y) =V(0,x) - 12—[2f[F( c,t)+Flc,1)]. e""‘““dr]  @2nkiy
k21

o
..._'_l_f ZIF(X, r) eZ!:k.zr dr] e-—2ﬂk(lf x‘ iy} d":
2 ekl %

“1f dv, “2m (Je-x|) 41 (SC5) -y} . dx
dv
-c/2
o2 av, -
s f 3(x,7) . 1Y Elk, 1) e 2nkllealits@) ) dr ~ (A.7.b)
2, dtv &



Passage au reel

1
U(x,y) =U, (x) +E "ﬁi—k [Zf[F(—c,t) -F{c,t)lcos2nk{t+y) .dv]
i}

kzl

[s] 1
_1 -2nk[t-x|
zfcﬁ (x,7t)), [Z{F(x, r).e .cos2nk(r+y)dr) .dv

kzxl

o du
- f 3(x,v) [ 2-£) ) Elk,e) ce2rklt-xeggank (S (1) -y)
-cf2 dt kal

cf2
dav, ankje-x|a A s
+IT¢FE‘EE“"”-9 sklt-xigin2nk (S(t) -y) (A.8.a)

,,,cfz ka2l

2 V(x,y) =V, {x) +;

1
1-' —
= 21k [2£[F( e, t) +F(c,t)1sin{2nk) (zv+y) dr]

c 1
+—1—-f2 [sz(x, r) .e 2 mkvxlgin2nk(r+y) dr] .de
2 ~ckzl 0

cf2

~f (ZUO-fO)EE(k,e) ekl xlginank (s (1) ~y)

-c/2 T kx1

v,
+\f —L3(x, )} Elk,e) e 2®krxicogank(g(t) -y) (A.8.b)
-c/f2 dv 31
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On pose

1
) - - - - A.9
I, g; an[zl[F( c,t)-Fl{c,t)]cos2nk(t~y) .dx] ( )
1
Ig:jg ZTJt-k EZI{F(“C; ) +F{c,t))8in2nk({t-y) drl (A.10)

4

1
Gu(x,y,t)=6(x.r)2:[szWx,r).e*““““bosan(r+y)dr] (a.
(1]

kxl

1
Gvix,y,t) =Y, [zf[F(x, r) e ?mklvxiginank (r+y)drl (A,

k21 0

Cu(x,y,r)zz:EKk,e).e*”““ﬂcosznk(s(t)—y) (A

k2l

CV(x,y,t)=E:EKk;e).eﬁ“ﬂhx@inan(s(t)—y) (A

k21

Alors {(A.8.a) et (A.8.b) s'écrivent

o/2

a
*U(X, ) =Uy (x) +T,-2 [Quix, y, 1) di~ [ 8(x,0) (
-t -cf2

e/2
1]
¥ f —2Cvix, v, v} de

-c/2
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DU,
dt

11)

12)

.13)

L14)

fO) cu (X:_V; T) d‘f

(A.15.a)



N af2

*V(x,y)=Vo'(x) +T +—va(x y,t)dr—f (%—fO)CV(x,y,r)dr
~af2
c/2 . )
dav,
+ f —28(x, %) Culx, v, v) ds (A.15.b)

~c/2

Sur le profil les équations (A.15.a) et (A.15.b)
s'écrivent

e/2
*U, (%) =Uy (%) + L ———qu(x,P(x) T)dt- f 8 {x, )C‘u(x,P(x) 1) d
—c/2
o/2 :
+ f EE&CV(X,P(X),T)dT . (A.16.a)
22 dr
T du,
*V, (x}=V,(x) +I. +—fG'V X, P(x),v)dt- f {——= -f)Cv(x,P(x) T)dt
-c/2 dr
e/2 Civ%
f (—23 (x,7) Culx, P(x),t)dr (A.16.b)
-c/2

ou de (I.1.5) on a

P{x)=8{xj +Ae (x}

La condition de glissement en tout point du profil
s'écrit

Vplx) _
7, (x) =P (x)
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P'(x) est la dérivée de P(x) par rapport a X,
écrire

gqu'on peut

[+
V, (x) +I,-P (%) [U,(x) +1,] +—%f [Gv(x, P(x),t)+{P/(x)Gulx, P(x),%))dr
_c .

of2

- [ (_‘iZO_fo) (G, P(x) 1) =8 (%, ©) P! () Cu (x, P(x) ) ] de
~c/2
c/zd ,
¥ f (m:[G(X'T)C”(X'P(X’vf)-PWX0CVIx.P(x),r)]dr (A.17)
-c/2
On pose

H (x,t)=Cvi{x, P(x),1) -8 (x,7) P/ (x) Culx, P(x),%)

H,(x,%)=8(x, 1) Culx, P(x),t) -P/(x) Cvix, P(x),t)

C =I,-P/(x) I1+—%—f [Gv(x, P{x),t) +P/(x) Gulx, P(x),%)]dr
: -c

l'équation (A,17) s'ecrit dans ce cas

o du, 2 av,
-p! - [ 2o 0 .
V, (x) -P/(X) U, (%) +C{x) _!/zﬂu(x,ru ~+ fO]d1+—£2 2 H, (x, 1) dt

(A.18)
Au bord d'attagque et au bord de fuite (NA et NF), la
relation (1.18) ne peut étre appliquée car P'(x) tend
vers 1'infini d'on la nécessite d'introdulre .des
conditions supplémentaires (KUTTA - JOUKOWSKIY.

Aux points (NA) et (NF), la conservation du moment se
traduit par la relation
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ov_-v ' ‘ (A.19)

Ou V est le module de la vitesse, R le Rayon de courbure
et N la normale sortante des bords; en plus la composante

axiale est nulle en ce points

=0 (A.20)

c
Up(:l’:-é')
Pour un rotationnel nul, la relation . (A.19) s'écrit
AY
Bszaup=—Vp(ic/2) (A.21)
ox oy R
La dériveée
est évaluée pour
o,
9 x =2c/2,y=S(2c/2) par
ou. '
?;*‘5% [U(x, y+e) -U(x, y-€) ] (A.22)

ol "e" est une fraction du pas (< 17%)
En prenant (A.15a),(A,15b),(A,16.a) et (A.16.b) en
considération (A.20) et (A.21) s'écrivent

af2 c/2 N

[24
7 av,
[ Futx, e, (%Eq—foh [ Fix e n) S2dv=v (%) +I42 [Fo(x e v)de
~cf2 -c/2 -c

(A.23)
c/f2 cfz
fb(x,‘:) (%I‘E‘l—fo)cu(x,P(x),t)d- f -%Z—"Cv(x,P(x),r)dt=Uo(x) +T1,

-cf2 ~-cf2

[+]
1 A.24
2:[.(';u(x,P'(x),‘r)cf‘l: _ C )
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Pour x = -c/2 (bord d'attaque) et x = c¢/2 (bord de fuite)
avec P

F;(x,e,r)=[GuLx,s(xj+e,t)—Gng,s(x)~9,T}]E£E+GV1x,S(X)rT)

F x,e,%)=C({x,8(x),7)-[C,(x,5(x)+e,1) -C,{x,s(x)~2,7) 18 (x,7) —2‘%

F, {x,e,x) =—2% [C,(x,5(x)+e,T)-Cvix,s(x)~e,1)] -8 {x,7)C{x,8(x),7)

T
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Annexe ‘B

Méthode du Spline Cubique



La méthode du Spiine cubigus asl une technique
dinterpolation de foncitions définies par points. Elle
consiste a relier chague Jntervalie, déefini par deux
points successits [X,,%,,], par un po]ynomé e degreée 3,
d'ou les coefficients de ce derunier sont sbécifiques a
l'intervalle choisti.

On commence par }'hypothase que la dérivée seconde de la
fonction a Interpoler est continue et est linéalrve sur

[¥,,X,,]; ce qgqui se traduit par

X, -X XX
Flof fady JE2L 2 g f ix,at1) il (15
* ‘”\{ ! .Xi,i—Xi xx i ) Xi,-._“Xi
avec
e
7";.'.-.' {‘;\’;’ ) -:'_a'—{ |_X'_£
ar
Fo{x,.) === X,
) =
une premieére intégration donne
i ) . X{(2x 1‘&) L (X -2 iy X )
fi x> '!.'E‘f NG R Jl'l P . by A 2 i g
XI( ! 2 xR0 Xiil_“{i 2 \ ( 23] Xi‘tlw‘x‘i ¢
Une seconde integration
1 1 .
£1 (%) _E? ‘fx;:(‘Xi) (X a1 )3"«{ 1} CEAT (X"A‘,i)B
Y, Xic:\ Ai 3 e w .
-—i-—— L (X 17X, - X) = = L AKX ) P E-H) £3)

A, 6 P &

N
w'e]




avec

Aj =.1Yi T "J{l

V=£(x,)

reste a trouver f_(x,) et f_ (x, i=1,...,n
Pour cela nous utilisons la continuité de f,(x) sur

l'intervalle , ce qut impose

(X)) =E " (Xy,,)

ou sous une forme plus développée

A, 1 A Y,.-Y, Y,-Y,, .
‘—g"l‘fxx(xiu)”ﬁ'(Ai-m.*”Aj)fxx(Xi)*“g*i‘fxx(xuu" iAll 1. iAiil 4>

L'éguation (4) ecrite en chaque point séparant deux
intervalles successifs nous donne un systéme d'équations
lindaire tridiagonale de (n-2) équations et n inconnues
qu'il est possible de résoudre en posant deux conditions
supplémentaires. |
Les possibilités proposées pour résoudre le systeme sont

a/ Fonction périodigue F.(x,) = f (x.)) et
fgx(xi) =fxx(xn)
b/ Fonction parabolique : f,(x,;) = . (x,) et

fxx(xnml) = fxx(xn)
¢/ Fonction quelconque; on pose généralement
fxx(xl) = fxx(xn) =0



Annexe

Méthode de NEWTON-RAPHSON
pour la résolution de
Systémes Non Linéaires



PRINCIPE

LLa methode de Newton-Raph=son est 1'une des méthodes les
plus rapides pour la réduction des systémes d'équations
non linéaire gquand on est en pogsession d'un bon estime
de la solution initiale

Mathémaliguement , le probléeme a reésoudre peut elre

représenter pour un sysiéme tel que (c.l):

£hix,, X, LN,y =00 E=l 2L n AT

(On suppose que le nombre d'éguations est égale au nombre
d'inconnues) Le probleme 2st bien entendu de trouver un

ensemble de N valeurs reéeelles:

Xe (X, e X0 Fl0.2)

varifiant simultanément les n équaticns du systéme,

Supposons qu'on posséde une solution initiale notée {x°3},;
alors en effectue un développement en série de Taylor des
fonctions fi au voilsinage de {x°}; et ne gardant gue les

termes linéaires du développement on obtient:

P, X, 20 «FH(X], X5 0o s X0

o ar’ o of
(X=X S (xy o xg, .. XS (X -X)

* aA-_l 1 2 n/ 242 aX"

Do o &3 U 4. 44 LR (X], X5, . ... x0)
: X,
-*-E Lt (XD, X5, .. XOYLX,-X5Y d=1l....D (C.3)
7 0X; :
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Ainsi le systéme (c.1}) est linéaire, et cn peut trouver
l'estime sulvant de la solution cherchée en mettant
chacune des égquations du systéme (c.3) egale a zéro.

On pose
Aj=X3-X3

od X, est le nouvel aestimé de la } éme composante de
}a racine obtenue par résoiution du systéme linéaire (c.3)
Les termes de dérivation seont regroupés matriciellement

pour former le JACOBIEN du systeme [J]

o
7 aﬁilhu4)

\isi =t gg,

.
ji=1

Le systéme obtenu a partir de (c.3) est

n
3 7ty Aot
3=

i=1,2,...n (. 5)
Dont la résolution est imméediate (Méthode de Gauss par

exemple).
A l'itération k on a a résoudre le systéame:

I3
XJij'j'.A_’"=mf_i(Xf",X§'l, XY (els)
=1

i=1,2,..n

et le K'® estimé de la racine est obtenu par la relation:

Xi=Xx%"ve  AS (0g1)

ot @ est un facteur de relaxation permettant d'accelérer

la convergence.



Arret des TItérations : En pratique, on arréte les

Itérations par un test de converzgetce tel qgue
jxft-xklce

o k > kmax

ou K . est le nombre maximum admissible d'itérations et

x

1'erreur fixée a priori,
REMARQUE

La méthode de Newton - Raphson converge bien =i 1'on
possede un bon estime initiale de la solution. Cet estime.
peut étre fournl par la méthode du gradient par exemple,
qui est lente {convergence linéaire) mais converge souvent
bien.

La convergence de 1a méthode est limitée aux domaines
de {x} o0 la matrice JACOBIENNE [J] est réguliere. Cette
méthode peut égtre générallses pour qu'elle pulsse
fonctionner méme dans les régions de {x} ou [J] est

singuliere [ Ref. 25)]
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