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RESUME

Dans cette étude on a établi tous les éléments d un
code permettant ° approcher un écoulement réel

compréssible dans une ronme -de  turbomschine

ABSTRACT

In this work we have analysed all
elements of a code which permit the

studie of fluid through a turbomachine
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INTROLUCTION GENERALE @

11 est bien connu gue 1'écoulement dans une roue de turbomachine

est extrément complexe vu l'aspect tridimensionel et instationnalre.

Tievant cette complexite, les ingénieurs chargés d'appliguer les
connaissances de mécanique des fluides a L1'étude de ces wmachines sSe

voient contraint d'effectuer des modéles trés pousseés .

Le probleme du calcul de l'é&coulement dans une turhomaching ne
peut étre actuellement abordé qu'en effectuant de nombreuses hypotliéses
simplificatrices:
— fluide parfait
-~ &écounlement stationnaire

—— axisymetrie des surtaces de courant

Ces hypothéses seront développés plus loin .

#a déscription de 1’'&coulenent dans une roue de turbomachine
peut étre approchée de fagon classique par la décomposition de
i1técoulement rfel en deux types d'écoulement.

— écoulement moyen

— &coulenent aube a aube

Cette modilisation a &€té proposée par C .# .WU . _

En plus de la compléxité du modéle auguelle, 11 fTauwt luai
rajouter une étude des pertes; “une connaissance explicite de leurs
grandeurs ¢ul  essentielle dans 1l'approche préliminaire puis dans la

tabricétlan des turbomachines.

Notre travail consiste a étudier et calculer 1'écoulement
cessitridimensionel et les pertes occasionnées dans une roue de
turbomachine, pour cela on a divisé notre travail en trois grandes
parties.

— La premiere partie est consacrée 3 traiter la définifian an

T
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modéle mathématique qui régit un écoulement “sain“ dans une roue de
turbomachine et ¢eld en se basant sur la methode S1 et Sz proposée par
Wu .
— La deuxieme partie englobe la définition et l'étude du modéle
mathématigque des differentes pertes induites par un écoulement dans uvne
roue de turbomachine a savoir perte par profil, perte par écoulenent
secondaire ,perte par fuite etc....
‘1,es modéler developpés sont le modéle de SODERBERG et le modéle d’AINLEY

— Notre objectlf dans cette troisiéme partie est d4'établin et
d'élaborer un programme de calcul pour l'écoulement dans une youe de
turbomachine, en utilisant le modéle propesé par MARESH  pouay an
écoulement méridional, et on essayera de l‘appliquer“pour L' eoonloment
aube & aube . h

Ce qui concerne les pertes un prodramme de caleal  de  goache
limite est é&labord pour le calcul de 1l'engraissement des preofils, on
utilisera Le modéle étudié et développé est le modéle de SCHLICHTING.
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1. ETUDE D'UN ECOULEMENT DANS UNE ROUE DE TURBOMACHINE:

I-4- ZQUATION GENERALE DE MOUVEMENT D'UN FLUIDE
I-1-1- INTRODUCTION :

En géneral, un écoulement de fluide passe a travers une
turbomachine et wun échange d'énergie est effectué entre le fluide en
mouvement et un arbre en rotation par 1l'intermediaire d'un ensemble

d'aubage mobile.

Au cours de cet é&change, l‘énergie du fluide se transiorme
d'énergie potentielle en énergie cinétigue ou inversement et également

en chaleur.

Cet écoulement est régi par les équations connmes de la
wmécanique des fluides gqu'on va énumerer et développer:; en wvu de

simplifier l'aspect tridimensionel plusieurs modéles ont été proposés .

On se propose d'étudier et développer le modéle de C .H WY qui
consiste . a diviser 1'écoulement tridimensicnel en deux familles

d'écoulement bidimengionel

11-2~1~EQUATION DE CONTINUITE :

Cette éqguation doit traduire le principe de conservation de la
masse, tel gue 1'augmentation de la masse pendant un certain temps,

contenu  dans un volume donné, doit étre égale & la somme des masges du

fluide qui y entrent, diminuée de celles qui en sortent.

'

Soit un miliew continu Sans source ni uit, considerons un
parallélépipéde fixe &lénentaire dx,dy,dz (représenté sur la ficure I-1)
dm=yMe T Me = - —2P__at.av a-n
o~ t L .ot ;

[} R |
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en cemplagant T -Ms et § Hei par leurs expressions on trouve :
L

g (.} Alp.w)
( o8 + e dx ) .dz.dydp.u.dz.dydp(p.w + —— . dz) .dx.dy dt
a =n g z
Ip.v) ' X op
~p.w.dy.dxde (o.v + = -dy ).dz.axd- p.v.dz.dx=- — .dt.dx.dz.dy
(1-2
aprés simplification on aura :
a a .0 (o .v dg{p.w
e, Slew owew W -3
a t d x gy g =z '
qu'on peut l'écrire sous une forme vectorielle :
a p -
- 3 - (I-4
R Vv .(p.v ) =86
avec V=viu,v.w)
o0 sous une forme vectorielle la plus générale :
D e N -
— = by
5 ¢t e-v-v =8 Q-5
avec D/Dt : l1la dérivée particulaire

I-1-3—- EQUATIONS DE MOUVEMERT :

La connaissance des tforces exercées par le fluide en mouvemnent
est d'uane - importance considérable dans l'analyse et la concéption des

machines .
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Jotre bhut est d'établir les &guations du mouvement régissant un
écoulement par L'étude d'un é&lément fluide soumit aux différentes
contraintes possibles dans le cas le plus général, en appliquant la

théorie sur la mécanique des milievx continus .

On considére un é&lément 'fluide. {fig I-2) sonmit a une

accélération ? et & la force de gravitation.

Projetons les contraintes sur les axes :

— suivant la direction des x :

aa ‘ 5T
( e 4 —E,g—:(—“" dx ) d.y dz "‘a dz. dy +(T x‘l‘ W'—'— d.y ) dz.dx - Tyx ax . dx
ar Jor aT &r
Kt o+ X 8z ).dy.dx -7 . dx.dy =( X s Y% 4 21y dx.dy.dz
X Ba . il ax ay 3z
(-6

La masse de 1’ é&lement fluide é&tant é&gale a p.dx.dy.dz,

l'accelération » et la force de gravitation sont données respéctivement

Par :
! [ bu (g
Dt x

P o= _gt. ; g =% 9 (1-7>
e -

L' application dua second principe de NEWTON donne :
m.? = £ (Fext) (1-8)

Remplagant ¥ et'FZQtt par leurs expréssions respéctives :

p-Gr.dy.dz ——= p .g .0x.dy.dz (I-9

Dy
("5* 2wWyr ?__z.sé-) C'\xé)"‘-l'
MY 22 -
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On procéde de la méme maniére pour les deux autres directions

pour en tin trouver les &équations du mouvement de maniére trés

(y et z)
générale :
dor ot at
L= oG 4 (et T e R
Dt ax oy oz
[Dv aay arxy 8Tz :
proe=P 9 (v ) a-10)
Do 6a£ Bsz 8ryz)

On peut facilement prouver que o, j:aj  en alculant le moment
LM=J4& avec J: moment d'inertie

- draccélération angulaire

En appligquant ce dernier résultat sur nos equations de mouvement

on aura le systeme suivant :

Du . 6ax arxy arxz
e =P 9 U vy * 3z )
DY an 0Txy BTYZ
O T = ,g‘y + { 3v + i + T ) (I-‘YI)
Do 602 arxz &Tyz)

Pepr =P -9, Lt "5y

En ce point de l'analyse on a4 abouti & des équations de la
mécanicgue pour tout les types de fluide (newtonniens ol non

newtonniens) .
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— Pogition des equations de NAVIER-STOKES :

Pour un tluide newtonnien :.

( o = -P +2.‘,u. o
i - 8:&
< - | e I1-12)
a v_L . g ;
T, M. (3 X, * F] xt)

En appligquant les relations (1I-12) & notre systeme précédant
(I-11)on trouve les &guations de NAVIER-STOKS qui s'écrivent sous forme

vectorielle:

= -V.P+ p. VFVQ+p.V (W) +p. g, - (I-13>

Xt sous sa forme développee :

Du F 8% o"u  %u 8 [éu v éw ] ap
£ . = o g +u + — + + + + -

Dt | ax? ey® &2° ox | ox oy oz | ox

r 2 z 2 -

Dv v v 9Vl & [ du v ow ap
P = o g +u + — 4+ }+,u + + -

Dt * | ax’ ay”© 6zzj dy | ox 8y &z | ay

Dw Fw w °w 8 [ ou v W | Jp
=2 = o g + + + + + -
- Dt x [ ax®  ay® a2z oz | ax oy 9z | dz

a-14>

Lez égquations de NAVIER-STOKES ainsi obtenues Yorment un
systéme conpligue d'éduation différentielle aux dérivées partielles non
linéaire 11l n'existe a ce jour aucune méthode analytique globale gui
permet de les resoudre, seul un nombre limité de cas typiques, pour des

gituaticas 4d'écounlement trés particuliéres, ont &té trouvé.
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Tes méthodes de résolution actuelle s'orientent de plus en plus
vers de: solutions approchées et numérigues.
Les équations de NAVIER-STOCKS peuvent s'écrire sous forme

vectorielle plus compact comme :

Dv VP C
—— = - + F o+qg, T (I-19
Dt =
2 TV .V)
avec: F=p (V°V ¢ v ) et v=ulp
3

A ce stade de 1'analyse, 1l'hypotése d'un fluide non visgqueux
(u=8) est nécessaire, d'une part, pour détourner la dificulté des
équations de NAVIER-STOCKS et d'autre part pour la suite de notre

travail.

Cette hypothése raméne les éguations de NAVIER-STOCKS aux éEquations
d'EULERG - is'écrivent:

Du a p
P =g =
Dt & K
Dv g p .
o . =P 9, - (116D
Dt ' Iy
Dw a p
e =2 9, -
"~ Dt E gz
Véctoriellement, elles prennent ia ftorme :
pv __  9r | a-12 -

= -

Dt o +9i
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Ou bien encors

oV - YE__

s = V-V.V = > v(g.z) 118D
' ver

K AT A YV C R gt 119

]-1-4— RELATIONS THERMODYNAMIQUES :

Soient deux particules fluides se trouvant regspectivement en un

point P et Q0 & un méme instant .
D'aprés le premier principe de ta thermod#;émique s
T.ds = du +P.dv (120 5
L'‘enthalpie est définit comme suit :
h = u+p.v  d'od u=h-p.v
eﬁ la dérivant et l'injectant dans (I-28) on aura:
T .ds = dh -v.dp | 120

avec v=1/p 1'expression (I-21) devient :

T.ds =dh -dp/p : C 1I-22 )
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On suppose une fonction scalaire { gquelcongue définie dans un
répére (x ,v.2) orthonormé de vecteur unitaire o fg.f). on peut &crire

la wvariation de £ comme:
df=(dr.? ).t =dv (V.f) 123

avec ¥ = 1 (8/9%) + | (3/3y) +x (8/3z)
dx + } dy + ¥k dz

o
H
1

En remplagant les expresgssions développés vectoriellement de ds,
4h et dPdans l'éguation (II-22) tel gue:

ds = df .V = _
dh = d¥ .¥ b ) (1.24>
dp = dr .V p

on obtient d¥ (T.Vs -%h + VYp/o) = B - dems

T et p sont des variables scalaires et les vecteurs Vs, Vh et Vp
représentent les vecteurs du champs scalaire s.h et 'p an point P A
1'instant t. Ces gradients ont des valeurs définies et ne dependent pas

de la direction du vecteur dr ce gui rend la relation (I-25) indépendante

d'ols
T.Vas-VYh+Vp/ro=8

- T.Vs+Yh=Vp/5 . 1.26)
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i

En injectant (1-26)} dans nos éguations du mouvement . obtenu

précedament, on trouve:

- -+ -+
g : - V.9.V = T.Vs - Yh -V(g.2)

" - - Q.27
{}%}— V..V = T.98 - V(h + g§.z) ‘

. .
& v v N 1.28)
S+ ¥h wWo/2 4 g.z) =V . (Y . V) +T.Vs ‘ .

avec :
-+ -+ -+ -+

V.9V =¥ V- vV . (VY . V)

On note par H la guantite (h+g.z+v?/é) qu' on appelle enthalpie

"totale, 1l'éguation de mouvement devient :

ERY

1+ v =V, (V . V) +T.9s d.29

115 EQUATION D 'ETAT :

Dans tous ce gui va suivre on assimilera notre fluics a4 wuan

parfait.

D'aprés le premier principe de la thermodynamigque on a:
dh-dp/p =T.ds . (1300

avec Cp .dT =dh

Aszumant 1'hypothése d'un &coulement adiabatique On Sura:

Y4 . .
P=pRT et po T=conslante
: L

d'oil l1'équation (I-389): T.dss = dh-R dT-R T de/p azn

En divisant per T oun obtlient :

gaz
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. daT .
( Cp R -5~ -R do/po = ds o (032
or R=Cp-Cv 4ol R/Cp=1-1/y et Cp/B= yp/(y-1) [a)

En ppligant (a) dans {I-32) et on trouve :

R AT g qo/p = ds (133

-1 T

Aprés une intégration on obtient :

?;g—-LnT -R Lnp = s+C"° (134>
d*on h
oY1 L
” .= eg avec o= C ®
o
H.Ti/(}’—i). e—-(a/mz o or dh=Cp.dT h=Cp T +Cte

et on trouve ainsi l'expression de l'éguation d'état :

o = AN TR ‘ : (1.35)

"

1.2 ) DEVELOPPEMENT DES EQUATIONS PRINCIPALES DANS UN REPERE RELATIF :
1.2.1 INTRODUCTION : .

Toutes les équations développées pfécedament sont étudieés dans
un répére absolue mais pour des raisons de simplicité il est avantageux
ge traiter 1'étude d'un &coulement dans un répére relatif aux parties en

rotation autour de l'axe de la machine .
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La vitesse relative est donnée par la relation :

W03 .1 | | (1.36)

ol r est la distance de 1l'axe de la machine & wun point
considéré, les équations seront écrites en supposant que ce mouvement
d’entrainement s'effectue A vitesse angulaire « constante (voir fig.I-3.)

En plus de 1'hypothése d'ﬁn .fluide non visqueﬁx (p=8).on
supposera que 1'écoulement est stationnaire par rapport aum répare
relatif dans le systeme de coordonneés (r ,z,0), les équations de
continuité,'de mouvement etid'énergie s'é&crivent alors:

122 EQUATION DE CONTINUITE :

L'équation de continuité egst donnée par :
v (p.W)=8 - a.3n

- aE P TR i e (oM (oW e (138

Y

Ficjure, 1-3
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1.23 EQUATION DE MOUVEMEHNT

Tout écoulement sStationnaire non visqueux est régi par
mouvement ‘

1'égquation de

=y

20 .. W -W.(FAW)Y=-VI+TVsa | {1.39)

La projection de l' équation vectorielle sur les differentes axes donne:

— W, W w . % oW a1 és
—er (B (Tw 0 55— ve + T=( 57 “r I - ot T 5%
w, s oW w .} oW 1 81 1 ds
T (G (rw - 5520 - "2( & 55 "5z 2" " F " " Y "9
W 6Hr 6”7 W 1 6“2 awu al s
| A T ar >+ u 4 3 """z =" R T
(1.40)
or NL =V; + w.T alors on peut mettre le gsystéme (I-48)sous la forme:
w o W w . oW awz F31 s
= T (5 VI~ 55—+ T2 g pp = -+t T 57 ®
‘wr. 8 awr W 1 05\&? 'C?WU 1 a1 T 8= y
Y I ‘ - _ Y. — I e e e A e e (&
. C or (r.Vu) 39 > = ( r &a az = T 88 v T o6
W awr 6NZ " 1 6W? t%'!u al as
= Valmge— g It e+ TP et T Tz )
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1.4 EQUATIOR D ENERGIE :

Elle est donneé par: ® .V.I =q, a4

ol qbest la chaleur qui recgoit le fluide par unité de mesure
d'une source é&xterieure. Cette équation @ &té& obtenue en multipliant
scalairement par w l'éguation de mouvement d'un fluide,et ceci est donné

par:

ar r - e Y Tz T4 (1.4.3

I.3 DECOMPOSITION DE L'ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL :(ﬁﬂdélisation de wu)
I.21 INTRODUCTION :

~La résolution namérigque du systeme d'égquation gerant
1'écoulement étudié est un probléme trés complexe wvu le caractére
tridimensi.nnel, c¢'est pourquoi on a cherché & représenter et ftudier
1'écoulement dans  les turbomachines A l‘aidé d'un modéle de
décomposition de 1'é&coulement en deux &coulements bidimensionnels. Clest
ainsi qu'ont €1é introduite les notions d'écoulement en grilles d'aube

"

et d'écoulemnent méridien .

Ces notions ont €16 &tablies et développées de fagon rigoureuse
par wu.

La téchnigue consiste A considérer deux types d'écoulemnents le
long'de la surface de courant qui en amont de la machine s'appﬁient
réspectivement sur des cercles cenErés sur l'axe ( surface s1 } et sur

des ravons perpendiculaires a 1l'axe ( surface =2 ) (fig I-4)
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: Figure- T4
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[3.2 MODELE D' ECOULEMENT MERIDIONAL:

L'intersection des surfaces de type 81 avec les aubages dérinit

une grille de profils autour desquels un &coulement bidimensionnel peut
étre étudié .

Cep purtaces 8l sont géneralement supposfes de revolution, une
telle hypoth2se peut &tre assez restrictive, mais il parait difficile de
s8'en affranchir sans compligues serieusement le probleme.

- En éénérale les équations écrites précedament n'ont pas des
solutions simples et pour l'analyse de 1°écoulement moyen, elles zont

résolues seulement sur la surface moyen de courant. .

i cette surface est définie par :
S{r.e.2) = 8

et n 28t le vecteur unitaire normal A la surface alors :

d’on R R T nz (1.44)
s 28 25
Jar & e J z

Pour simplifier les choses, on assume dJue la surface a une
seule valeur en ¢ (pour 8 donnée ):

0=6(r.2) o | (145>

Donc les deux coordonnées r et z sont suffisantes pour définir

n'importe quel point de la surface, et pour retrouver la coordonnée & on
utilise i cquation (I-4%).
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- aq dq_
sont des dérivées partielles prises le long de la
surface de courant alors :
3qg _ oq _ "r aq
ar ar ‘.0 aa
- o - (1.46)
aq _ 8q _ z agq
oz

T f=z r.n a4

La dérivée spéciale T
de couraat, sachant la valeur de z.alors que{;%

suivant r ,zachant la valeur de z et @.

des dérivées

oq est la dérivation de g suivant r sur la s

est la variation de g

Les dérivéeg spécialegs deviennent partielles
simples gue dans le cas de la synmetrie axiale.
En introduisant les dérivées spéciales dans nos équations
régissant 1'écoulement sur la surface de courant on aura :
1.3 21 EQUATION DE CONTINUITE :
-5 = -2 .
1 o a aw aw aw
T & r (e.T.WO+ 5+ (p'wz.>'_. r.n (n 55 Mg 36 *", 36 ) =p.C(r,2z)
(.47
1 322 EQUATION DE MOUVEMENT :
Fam . w &Nr awz a1 as
u .

- e CpE (V- 25— "3 @~ B¢ * T ex *F
w — e

r & z

r 7 (F-Y2- =% 5z CT-Vyo* F

W JW; W _ w, @ I1 as
G S T el T Al oz {xV, ) = 5zt T 52 vF,

. (1.48)

ol -1!: = 1 __‘?__ -+
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1.323 EQUATTON D'ENERGIE :

Pour un processus adiabatique lequation ' d’'energie prend

laforme:;
as as
N:r‘ . -*ar + Wz '?’E'““ -—ﬁ (149)
. as aa _
et T W o4 o =8 aso

Pour un fluide non wvisqueux. le vecteur force ¥ est normal & 1la
surface moyenne de courant S ,et donc il est normal & la vitesse

relative W ;

Wr Fr + wz Fz + NU ¥ =8 asn
Et cela nous permet d'introduire deux anglesg lesguels

définisgsent la forme locale de la surface de courant par :

l'lr F
tg A = “9 = Fe
(1-520
: l’lz Fy
tgp = = -
ﬂe Fa
voir figure (I-5) r-
Surface de
Couran
‘Clﬂau‘ut B Hosgue 7 f
su[xr;eur wlerieuw
F‘ =
! qu\re i72
éuvface a\.(,
- e Courank

| x
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Les trois composantes de la vitesse relative seront donc reliées
par l'équation:

u

W o= -W.tg A - W, .tg.p - (1-53>

C'est la condition géometrigue qui vpermet au fluide de rester
sur la surface moyenne de courant. '

Afin d'obtenir une équation pdur la fonction de courant, HWu
introdult wun facteur d'intégration B ‘qui raméne l'‘équation de

continuité a:

2 (p.B.T.WI+ O (p.r.B.W )-8 a5

Aprés calcul 1°' équation précédante (I-54) peut s’&crire sous la

forme:

Wr & B W J B
3 5 r 5 ~oz - C(r.-z) : (I-55>

Le'facteur B ezt propertionnel A 1' épaisseur angulaire locele
de la surface de courant, dﬁna l1'analyse de 1l'é&coulement moyen, on
suppose gu~© 1* épaisseur de la sSurface de courant moyenne soit
proportionnelle a la largeur du canal intre aube .Ainsi le facteur B sera

defini comme :

largeur circonferentielle du canal entre aube

pas d' aube (blade pitch)

R M Q : Dans une conduite, ol il. n'y a pas d'aube le facteur B sera

égale & 1l'unité.
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%y Py e F N 8 w 2
5t ral . { Ln (r.p.B})+ - { Ln (r.p.B))+
a x avy a v a v ' _ d u d x
o.r.B W —
a1 a5 u a
wx 4 7y +T. iy - 3y {r.Vu} Fy)
(I-602
3y 3y 3y a 3y a
2+ rati . { Ln {r.pc.B))+ - { Ln (r.p.B})+
a avy a vy a v ' a = a x
o.r.B W —_
a1 a5 u a
Ny C a x +T. a x ax (r'vu)-Fx)
{-61

Danns une grille d'aube, la nouvelle géometrie de surface de

courant est definie par les deux angles A et p ob

tg A = Fy / F et ‘ " tgp=F_ [ F

u X u

Les trois composantes de la vitesse relative sont relides par la

formule (I-53).

R.M 8 : on notera que

o.r.B W —_
al a s u a _
T (55 *T 5 — TV F) =
p-r.B W —_
g1 a8 u a
Ny ( 3 x +T- d=n  F ax (r.Vu) Fx)

Ce gui justifie la résolution d'une seule équation des égquations

principales de Wu pour obtenir la sclution de la fonction de courant

bD’'une fagon génerale 1'éguation principale de Wua peut Etre

exXprimae par 3
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Lea composantes Fr et Fz des forces agissantes sur les auvbes
sont nulles dans le cas d'une condutte {pas d’aube ) et dans le cas

d’une grille d'aube, leurs expressions sont s

11r = Fu .tg A

. | a- 59
¥ = F .tgu
z td

on Fugst donnée par la deuxiéme &gquation de mouvement (I-48),

Les deux formes de 1l'é&guation principale de Wu ont des solutions
guli satisfairont l'éguation de continuité, deux des trois équations de
mouvencnt et 1'é&quation d‘énergief et 8i on rajoute” 1'é&guation de 1la
variation d' entropie alors la solution de la fornction de ligne de

courant sgs*tisfait les trois éguations de mouvenment .

Il sera donc pessible d'utiliser l'une des deux formes de
l'équation principale pour obtenir une scolution gqui satisfaisse toute les
équations gouvernant un &écoulement reversible sur la surface de courant

Royenne .

L' analyse de 1'écoulement est souvent réaliseé dans un systeme
de coordonnées radiales et axiales, mais pour certains problemes il est .
préferable d'opérer une rotation de systeme d'axe d'un angle & (voir
fig I-6).

L |
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Les deux formes de l'é&guation principale sont alors:

vy v & v a 3 3
S * rals . { ILm (r.c.B))+ . ( Ln (r.o.B)D+
a x oy ay oy g % a x
L.r.B W —_
a I a s u I
W) ¢35 T oy~ ¥ 7y (r.Vu)-Fy)
(1-60D
82!;/ ay d y a g &
>t o= . { Ln (r.p.B))s . ( Ln (r.0.B))+
d x gy’ ay 8y g x 2%
e.r.B W —_—
a I a 8 u a
W (o= T 6%~ T 55 TV Fp

a-sn

Dans une grille d'anbe, la nouvelle géometrie de surface de

courant est définie par les deux angles A et B ol :

"tg A = F [/ F et tgw=F% /F
b 4 u X u

Lez trois composantes de la vitesse relative sont reliées par la

formule (I-%3).

R M Q0 : on notera quc
,O.r.B . W —— .
o 1 a_ s u B
W (o5 *T- 65—~ T sy (T-V-FD =
o.r.B W
d X g 5 u a8 )
wy Cg5 *Te Ga— ™ o S (T-V)-FD

Ce cui justifie la résclution d'une senle &gunation des équations

principales de Wu pour obtenir la solution de la fonction de courant .
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D'une fagon génerale L'équation principale de Wu peut e&tre
exprimée par :

=2 2
o a
oY s amy)
a x * a y?
avec
J y d ) d y a
a{X,y)= ——. —— ( Ln (r.p.3))+ . ( Ln (r.p.B8))+
d x g X 4y gy
o.r.B W
J a & S u a
W Cov T 5y~ ¥ ay (Z-Vp)r )
(1-622

ol «,3 et » sont données sulvant les deux cas qui se présentent dans

notre &tude :

— En amont et en aval de la roue :

a = H
=1
y = 8 (pas d'aube }-
- Dans la roue :
a = I = H-w.r.V
¥ ]
ﬁ:

y = F =F . tg A
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TICAPITULATION
Four 1'étude e unotre &coulement méridional on a emis gueldues

hypothdses simplificatrices :

Qm-l'écoulement &tant supposé stationnaire.
— 1'&coulenent d'un fiunide ﬁarfait (p = @Y.
— évolution izentropigue, ce qui suprime la variation de 1’ entrople.
— écouvlement axisymetrigue, les dérivées spécoiales deviennent de

dériviées partielles ordinsires.

La prise en compite de ces hyvothdses permel d'écrire Ll'dguation

principale de Wu comme

o +a v = q(x,y)
2 x2 oy
Bvec
L & &y &
G{x,¥}s ——. —— { Ln (r.m.B))+ . { Im {(r.p.BD+
& x @ x .y ay ' :
o.r.B W
é I . 8 8 & o
- -y
W ( g v *I. gy r gy (E‘Vu) lr)

(I-C35

CONDITICGHS AUX LIMITES :

ot

La fomction de courant, solution de l'eﬁuﬁtion différentielle

doit verifier les conditiocns anx limites suivantes @

~-s0oit v, et wziea waleurs de  la fonction e courant
respectivement suzr le flasgwue avent (carter) et le flsague arriere
(moyen) .On doit avoir:
_ v, W= d
ot g est le debit massigque .

‘e plus on assumera 1'bypothése d4d°'un  écounlement wuniforme a

1'infini aval et amont de la roue .

S5
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133 ECOULEMENT AUBR A AUBE :

La position d'un point sur la surface sl est décrite par ses
coordonnées m et 6 (voir figure I-7)

On a les relations suivantes :

( 8 é a
—_— =COS o +8in a
am az ar
W=iW + iW , ,
) R (164D
wm ae -
_.Tﬂ;.....z tq’ ﬁ:'[_‘
“u dm
Wos W
L m 2 r

L'&gquation de continuité est alors:

-1
=

g
r dr

525 (o c W) + (p.T. WY + p.W K =8 (1648

avec Kn: courbure de la ligne méridienne PP'gquisemetsouslatorme

ab

1
K ™% bm

n

[

ol b represente la hauteur des aubages, qui ne depent pas' de m, et
est petitede?ant le rayon. L'equation (I-64.A) devient:

S5 (oW I+ —T (o bW p=b 165
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__Flaure T.7,
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Introdaisant la fonction de courant yw telle que :

8 v
—_— = P.po.B.W

2 m ¢ | a-66>
gy

) = - r.p.B.Hﬁ

1331 EQUATION FONDAMENTALE. :

La viteese W doit verifier l'équation de mouvement simplifiée.
en coordonnées {m,&,n) avec n normale en P & la surface sl1, celle ci

s'ecrit de manliére générale:

Y

3Wm 1 a 2
V-W+¢!.w=i.1(-—5—a--wm.!(m)+ i,z-i_—-(—ﬁ(r.wu-rw.r ))

1 W a 2
a3~ an (r W, +w.T))=8

a_oe”n

avec a W ’
nm courbure de la surface sl au point P (fig I-V}

La condition imposée sur ?‘ est automatiquement verifiée dans la
cas d'un ombre d'anbe infiniment grand (donc des aubes infiniment
minces), la quantité (r'hL +w r’) reste constante le long de toute
normale n entre deux aubes .

-

Enfin, la projection sur ?s de la relation (I-67) s'ecrit :

1 oW a ar

- (r.“u)>= 2.w- ——-é-‘"m——-

— (55 S aes
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En portant dans (I1-66) les éxpressions (I-66), et coome b et T
ne change pas dans la direction tangentielle &, on obtient 1'équation

guivante :

13 1 oy o 1 &y 1 ac oy ar
BE 3 (s @ mG T P or em w2 T am
(1.68)

Pour la suite de l'étude, on utilisera la fonction de courant
adimensionnelle Y définit par:

= - ¥
Y= - (1.6

Y

oll g désigne le débit massigue traversant la roue entre deux

aubes adijascantes et deux surface sl distante de An = 1 .

Celon (I-66) on a :

.
ay o-b.W
— (¥}
) a m q _
. a1.70
a y ) r.p.b.wm
L a6 g
et avec -gﬁ%uxsin o (voir figure¥Yp 1l 'é&guation (I-68) devient
2 2 .
1 'y Iy 1 o sin o 1 @& Fy
2.b.p.w .
St ree Py ot - — (b.o) |. = sin o
. a6 Jm r.o ag r o.b 8m am g
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CONDITIONS AUX LIMITES

La fonction de courant adimensionnelle Y, solution de 1'é&guation
différentiélle {X-71) doit verifier les conditions aux limitezs du
domaine d'étude. Soit une surface de courant sl définie par la relation
autour de l'axe de la machine d'une ligne de courant meridienne. Celle ci
ge trouve découpée périodiquement par les aubes dans l1a direction
péripherique en domaine élémentaire tels que le montre la fig (I.8).

Compte tenun de la définition de Y et si Yiet Yé sont les valeurs
de y corespondant respectivement aux limites BC et ¥6 du domaine

élémentaire, on doit avoir:

debit masse passant entre BC. et

E: 1 ]

i
!
=
H]
3
=

On pogera Ya:B sur BC et Yézl sur FG. Ces conditions sont
cvidament complétement équivalentes aux conditions de tangence des

vecteurs vitesses ala surface deg aubes.

Loin en L'amont AH et loin en aval DE, l'é&coulement est supposé
uniforme la connaissance de la vitesse W nous prermel d'avoir les vwvaleurs

de la fonction de courant sur ces frontiéres .

Entre AB et HG et entre CD et FE, la condition de périodicité se
traduit par :

Ynae = Yae ?
Yee T Yen *

5
\

Flgu?g '1‘$
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CONDITION DE KUTTA - JOUKOWSKI :

En plus des conditiohs aux limites et des conditionsg de
périodicité de 1'écoulement, la condition de KUTTA-JOUKOWSKI doit étre
satisfaite. Cette derniére peut s'exprimer de la fagon suivante:

Pour un écoulement parfait autour d'un profil dont 1l'intrados
et extrados se terminent suivant wune tangente commune, la ligne de
courant issue du bord de fuite doit quiter c¢e dernier suivant cette

tangente.

Verifier la condition de KUTTA-JOUKOWSKI sous cette forme pose
un problemedans le cas de profil & bord arrondis., ou en diédre. la
position du point d'arrét n'est pas connue, une petite erreur commise
sur sa détermination peut en effet engendrer une grande alteration des

resultats des calculs.

11 est alors préférable de remplager cette condition par une
symetrie de la répartition des préssions ou des vitesses relatives sur
l'extrados et 1l'intrades de profil le plus prés possible du bord de

fuite.
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11 > ETUDE DES PERTES
11_ 1> INTRODUCTION :

Torites études rigoureﬁses d'un &écoulement dans une roue de

turbomachine doit comprendre une étude sur les pertes .

Leurs connaissances en grandeurs permettent une meilleure
approche de l'écoulement réel, et par conséquent une meilleure

conception des machines .

C'est dans ce but que plusieurs recherches et m&éthodes ont é&té

&laboré, nous citonsentre autre:

“w
-~

-La methode de C,.R.SODERBERG qui est le premier a avoir
&tudié et &laboré un modéle donnant les pertes danss une
machine . '

-La methode de D.G.AINLEY qui a pris la relais et a

am&élioré les travaux dua modéle de ce dernier .
Ce sont ces deux modéles gui seront développés par la suite .

On citera également les travaux de :
W.R.HOWTHORNE, O.ZWEIFEL, H.D.EMMAT, M.H.VAVRA, N.VAN LEE,k.W.TODD, etc..

11_2 DIFFERENTS PERTES EXISTANT DANS UNE ROUE :

En général, les pertes occasionnées dans une roue de

turbomachine sont:
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"1I-2-1 PERTES PAR PROFIL :
Vue le caractére géometriqure et vhysique de la roue (aube)
les pertes par  profil sont génerées par 1'augmentation et

1'accroissement de la couche limite .

11-2-2 PERTES PAR ECOULEMENT SECONDAIRE :

Tout écoulement en dehors de 1'é&coulement principal (=ain)

est un écoulement secondaire (couche limite pariétale, couche limite sur

les parois, sillages, vortex , tourbillons etc....)

Elles sont résmponsable de 38 & 58% de la totalité des
pertes par préssion dans la roue .

11-2-3 PERTES PAR FUITE :

Les défaux de fabrication, la mauvaise étanchelté, etc...

font qu'une petite quantité de l'écoulement s’ é&chappe de la machine .

J1-2—-4 ONDES DE CHOC : ‘
Elles ne sont occasionnées due dans le cas des é&coulements

supersoniques et transoniques .

]JI-3 EXPRESSION DU RENDEMERT D UNE TURBOMACHINE :

Leg travaux de SODERBERG ainsi qu' AINLEY ont abouti

respectivement a é&laboré:

h -h
- un coefficient de perte de 1l'enthalpie : =228
v, /2
on : V} : vitesse absolue A la sortile
n : enthalpie isentropicue

2s

'}5 : enthalpie statique
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Bp™ Py
- un coefficient de perte de préssion de stagnation: Y = T
. 2T “2z

ol 1l'indice T indique la préssion totale.

Ces deux coéffecients sont fonction de :
Re : nombre de REYROLDS

i - : Aangle d'incidence
& : déflexion

s8/1 : rapport espace-corde

H/1
t/1

"

rapport haunteur-corde axiale
raport épaisseur-corde

-

‘\

La figure (II-1) montre les paramétres caracterisant une aube .

b : corde axiale

1 : corde

5 t espace

H : envergure (hauteur)}

ou:angle d'entrée du fluide
az: angle de sortie du fluide

os-,02- 3 angles caracterisant 1'aube .

¥': déviation
voir figures ( II1.1) et (IX1.2)

pans le cas d'une turbine, lo rendement est définie comme {

W (réel)

N, =
W (isentropigque)
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AV\%&,&‘_’

Au\ FLuiC)lﬁ

dﬁ
] Aw jL 24
-0 i At L aube.
4

oy

Y

Figure TT -4

z Aﬂi “
u\h Stator
E'N | .

A\

A\

T -

4

—
| ""

El_ﬁﬁve T1T1.2.
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En faisant intervenir les coéfficients de pertes, 1'expression

du rendement prend la forme :

1

n"_"
T 2 2 _
lf(frus +§S.v /2)/2'(h: ha)

ol : zr: coefficient de perte dans le rotor

ze: coefficient de perte dans le stator
Prour plus d'information voir réference [7].

[I-4. DESCRIPTION DU MODELE DE SODERBERG :

*‘a.

SODERBERG a modélisé les pertes induites dans une machine en se€

bagsant sur le facteur:
F=f (s/l.Re,H/),t/),)

Dans le but d'obtenir un rapport optimum s/1, pour différentes
directions de 1'écoulement & travers l'espace inter aube, plusieurs tests
ont &té& effectué pour aboutir & une expression analytique donnant un

coefficient:

Cy—2.(s/b)_(tqaz+tga1)cos a ‘ (IX-1)

.

qul est &gal approximativement a 8.8, tel que ‘o et oz sont

données par le triangle des vitesses.

Pour SODERBERG, la valeur de ¥¢ est donnée en variant deux
paramétres essentiels : le nombre de Re et le rapport H/Db
- Pour un Re < 18° et H/b = 3:1 on définit un coéfficient de perte nominale
¥ qui est fonction de la défléxion (fig II-3)

'
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' Ce coéfficient est donnfe avec 1l 'hypothése a‘'un angle

g 4'incidence nul, ce gqui permet é&'avoir une deviation presgue nulle c'est

& dire qu “l vy'a égalite entre 1l'angle de courbure et l'angle de
déflexion.

! ~ Pour wn rapport H/L > 3:1 SODERBERG suggére un coefficient de

perte sous la florme:
rto= (148 )(B.9T54B.875. /M) -1 (X1-3)

- et pour un Re>135(Rec aun col), 1l  a proposé un autre

coefficlient -

"o i L1

£V _1.__8___) JE (I;_.:ﬂl)

{ }f“'m ' - .
T (____11;;__ (14F*)(B.975+8.875.b/H)~1 (II-5)

11 faut faire la remarcue que SODERBERG a posé son medéle sur
les pertes . gn  regroupant toutes les pertes (pertes par profil,
tcoulement secondaire, pertes par fuite etc..)dans un seul coefficient

qui affecte le rendement énergétique de la wachine .
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W.R.HOWTHORNE a repri lLe méme modéle mais en séparant ch&@ue

perte a part et il a trouvé les relationsa suivantes:

f:{p. (1"'3.2‘ -b/H)
¥ = 8.825 (14 {c/98)%) ar_e

ol gp: pertes par écoulement secondaire
¥ : pertes par fuite
¥ : pertes- -totales

H.KRAFT et N.SCHOLZ ont travaillé sur le modéle de SODERBERG,

leurs travaux sont illustrés sur le figure XI-4.

Il est & signaler gue le modéle de SODERBERG présente quelque
inconvenient, a4 savoir:

—limitation de 1l'angle de défliexion _ .

—F'=f(2) dépend &troitement du rapport é&paisseur-corde t/l

~ 1*'&paisseur de bord de fuite, gqui est un paramdire
dans la détermination des pertes.n'a pas d'effet .

Compte tenu de ces inconvenients, ce modéle fait 1'objet de
plusieurs criticues, mais il faut souligner que ce modéle donne la valeur

du rendement €énergétique a 3% prés avec une large plage du nombre de
REYNOLDS et du rappoort H/b .

¥

Ce type de modéle est utilisé; en général, pour wune &éstimation

rapide deg performances d'une machine .
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[1-5) DRSCRIPTION DU MGDELE D'AINLEY :

AINLEY a proposé une formuiation semi-empirique, pour 1'étude

des pertes avec ]l'hypothése d'un angle d'incidence nul .

Il a proposé, pour les pertes par profil dans le cas d'une

turbine, la relation suivante :

(ou foz}
Y, =Y =2 Y Y X ) a7

o2

avec Y :perte par profil dans le stator,

donnée par le graphe (fig II-5)

o]
donnée par le graphe {(fig IX-6)

y;r: perte par preofil dans le rotor,

La formulation ou la corrélation dA'AINLEY donne les wvaleurs de
YP en fonction du rapport s/l pour les différents angles de sortie o2

(voir fig {1I-5) et (1I-6).

AINLEY propose pour le c¢alcul des pypertes par écoulemsnt

-

gecondaire et les pertes par fuites, la relation suivante :

C COnsS oz

— ) L Y —_
Yot Yp= @0 % Bt/ (gD~ A8
avecs  B= 8.5 pour les pertes pay fuite radiale

B= 6.25 pbur les pertes par fuite axiale
coefficient de forme donné par carter ref {71}

C:
1
A : facteur gui est fonciion de :

(hz 012

l+(diametre d'entrée/diametre de sortie)

tel que A& et Az sont les surfaces normales a4 l'entrée et

sortie de l'écoulement A est donnée par les graphes (fig II-7)

la
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1i—6 COMPARAISON ENTRE LES DEUX MODELES :

Le graphe (fig II-8) donne la comparaison entre leg coéfficients
de perte nominale de SODERBERG ¥ et le codfficient de perte par profil
d'AINLEY Y. Le nombre de Reynolds aun col est défini comme :

BbczRe.z.(s/l).cos aﬁ.
I} faut préciser que le modéle de SODERBERG est utilizsé pour les
grandes vitesses d'é&coulement et que le modéle d'AINLEY est utilisé pour
les faibles vitesses (M < 8.6). Des exemples numérigues présentés dans la

référence {7} nous permettent de dire :

- dans le cas duw stator :

Le coefficient de perte ¥ de SODERBERG a une grande valeur par
rapport au coefficient de perte Y d'AINLEY.

‘‘als, les choses s'inverse dans le cas d'un fluide compressible.

—dans le cas de rotor ou la roue :

Le modéle d'AINLEY donne un large coefficient de perte ¥ gul eat
dile essentlellement aunx perées par écounlement secondaire.

SdDERBERG partage équitablement les pertes entre le stators et
le rotor contrairement a AINLEY qgui suggére gue les pertes dans le rwotorn

sont plus grandes que dans le stator.

11-7 L'EFFET DE L‘ ANGLE D' INCIDENCE :

Les deux modéles eRXpol’és préce&ament permettent de donner des
correlations sur les pertes avec 1'hypothése d'un angle 4d'incidence nul.

. Le graphe (II-9) présente les travaux expérementaux d'ATNLEY

pOowr un éconlement aux Adifférents angles d'incidence danas le bt

d‘obtenir un coétfficient de perte corr&spondant & un £&coulement avec

incidenc .
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11-8 ETUDE DE LA COUCHE LIMITE AUTOUR DH L' AUBE :

Dans l'article "mouvement de fluide A faible frottement"
L.PRANDTL a montré gue 1'écoulement autour d'un solide pourrait étre
divisé en deux régionsg : ' :

-une trés f£ine couche aun voisinage du solide ( couche limite )
ol le frottement joue un r&le trés important

-une région extérieur a cette couche oll, le frottement peut #tre
négligé.

a'nml PRANDTIL a clarifié l'essentiel de l'influence de viscositée
duns les 6éconlements A grandes nombres de REYNOLDS et a wmontré que les
fquations de NAVIER-STOCKS pouvelient &tre simplififes et conduisent a

des solutions approchées .

Des recherches détaillées révélent que, contrairement a
1'écoulement potentiel, le fluide ne glisse pas sur la parol, mais adhére
A celle-ci la transition de la vitesse nulle au voisinage de la mparoi A
celle de pleine magnetude A une certaine distance de celle ci prend place
dans une fine couche appeleé :  couche Jlimite .dans cette couche le

gradient de vitesse, normale 3 la paroi du/dy. est trés grand .

1]-8-1 EPAISEUR DYNAMIQUE DE COUCHE LIMITE :

Les équations dynamigques de la couche limite ne seront
putres gue les eguations de NAVIER-STOKES concernant 1'écoulement
laminair> %Tenant compte de certaines hypothéses appelleés :hypothese de

couche limite et 1l'éguation de continuité .
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Les hypothéses de couches limite sont les suivantes:

- 1*&paisseur de la couche limite &tant trézs faible devant les
dimensions de 1'obstacle, c'est a dire que l'on néglige
l'épaissenr de la couche limite devant le rayon de courbure de
la surface de 1' obstacle .

-on admet que la composante u est partout V _

- les dérivées par rappert A4 x sont petites devant les derivées
par rapport a y.

Ces hypothéses conduisent aux résultats suivants:

- epaisseur de deplacement ..

& ‘ .
[ u
51=J 1- ] dy AT-9
o L u |
&
&.Vo = J ¢ Ue-u) dy ar-9-a
Q

— epaisseur de gquantité de mouvement

s 1 n
o =J ——-{ 1- ] dy A1-10)
o u 8] . ) .

&
&.UZ = Ju.( Yo-u) dy AI_10-A)

(8

-epailsseur d'énérgie cinétigque

u u z
o :( ] 1 — { dy AI_tD
A : ‘
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I1-8-2 EQUATION INTEGRALE DE MOUVEMENT D'UNE COﬂCHE LIMITE

‘ En manipulant les equations de NAVIER-STOKES, on trouve les
¢quations de 1l'écoulement laminaire permanent d'un fluide incompressible

dans la couche limite qui a'écrivent :

2
o (. o 4. -%—): _‘;% n. ._g_‘z", _ 12
2oF _ A1z
ay
gu + _g_‘f_ - . 1._14>
S Y

pour plus de détaille voir annexe (2).

Gtaprés 1l'éguation (IT-132), on peut décrire que la préssion P
et constante le long de la normal et par conséguent, la préssion dans la
couche limite est égale A la préssion dans le fluide libre au frontiére

de la couche limite .

En assimilant le flumide libre A un fluide parfait, 1l'égquation de
BERENOULLI écrit le long de la frontiére de la couche limite, donne @

P+ po. U572 = constante : Al_155

o) o el Us sont réspectivement.lla nmasse volumigue et la vitesse du fluide

jlbre .

En dérivant l'éxpression (II-15) par rapport & x, on obtient

—ﬂﬁ» = ‘P-UE-—%‘?— 116

Ce qui nbus donne le gradient de préssion dans la couche limite.
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En reportant l'égquation {(II- 16) dans 1°' Lquatxon (Xr- 12 ), le
systéme d'éqguation devient :

ou su dle %u C1i_72
p-(u. —— +v-—1§;—)—~p-Ue-dx . —
Sy
2n . 9V _g Ji.asd
9% ay - .

Le systeme des équations (II-17) et {I1-18) peut &tyve réanly
pumériquement .Elle peut -@tre calculée aussi par des méthodes approchioss,
qui ntilise l'equation de VAN KARMAN obtenue en intégrant les deux

. ¥

membres de 1'é&quation dynamigque (II-17) entre 8 et H {(distance de 1o

paroi supérienre 3 1'épaisseur de la couche limite }.

On obtient :

H H
B

J (. G2 ev. G2 ve 9 dy= — g f;y"‘z ay  dI®
o Jo

le second membre de cette équation s'éxprime ainsi :

B
@ : fu 1 o Jn. ] ¥
[+] .6)' ay )dy = ? {}1 e y:H’ s X y=0 J t|1"20)
Le terme u—%%— y_Hdéaigne 1a force de frottement par unité de aurfnce

en un point y=H du f uide qui est nulle dans ce cas .

Le terme R

an |
ax
sur la parol notée-ro .

désigne la force de frottement par unité de surface
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Ainsi l'équation (XI-19) devient :

 ou 3 dUe, '
Lcu. S TV Sy Ve.pD.dys == 12

ftre valide sussl bien pour un

L'égquation (I1-21) peunt
a4 condition que u

Gécoulement laminaire que pour un écoulement turbulent.

désignent les moyennes des composantes réspectives de vitesse

et v
La compesante normale v peut étre remplacée aprés intégration de

l'équation (II-18) .

du
v [ 8
O . o

par conséguent ,on a :
b3 | ' v .
Fad
: dJn, du au dUs _ o
[ J $% ay - ve.g.ay=- = ar_e2>

Pour intégrer cette équation on doit poser les conditions aux

-

limites sur les vitesses u et v, gui sont

u=8 ,v=8poury=98
u=Us noury=H

-
-

En intégrant par partie les (11—22); on obtient pour le second terme

H M H H
r p
an du . au du
;J ( 3y J Fx d.y ) d.y = Ue. "53“{"' . dy - -['ll.'-a‘-i—. d}'
0 &) Q
d ol
H
-
. an 2. dU - o
(Z-L‘L. ——-Ta—x"' Je. 3% Ue.--m.w: .dy-—- "-*F*;-
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gul pent étré gimplifié en

(13

H H
8 ‘ dle ; TO '
L >z [u(m_u)] dy + —- J:;Ueh-u) dy = - -5 qi_23

. X,
in reportant les équations {(II-9.a) et (I1I-16.DH) dans @'équation
{IXI-23) on aboutit a :

T .
o . % (2o 5, Vo Ve _
for ax dx
ou hisn
. .
—2 . 2, 2 465 ). Us. dUs
o dx ., Géx

Cette &écquation est appelée: équation intégrale "de la guantité

doe monvement® pour une couche limite incompressible et bidimensionnelle.

L'éguation (II-24) s'appligue aussi bien pour une couche limite

laminaire que pour une couche limite turbulente .

La résolution de l'éguation (II-24) est représentée dans le
chapitre III, en appliquant la méthode de POHLHAUSSER qui ~nomns - donne

comme resultat

- l'&paisseur ou l'engralssement de 1°aube .
-le point de décolement de la couche limite dans le cas d'uan

décollenent .
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[I-Q LES CONDITIONS DE CHARGE :

Kn générale, Jes conditions de charge délimitent. le bon
fonctionnement des machines pour l'ensemble des applications actuelles,
la plage d'opérations demandée. est trés importante et sounise a des
contraintes sévéres sur le rendement et la fiabilité. ces contraintes

sont de coux natures @

® )'une est life & un blocage sonigque imposé& par un des &léments

de la machine (saturation) pour les grands débits .

W 1’ autre au niveau des effets instationnaires gui peuvent

provogquer des efforts mécanigues trop &levés (décrochage

tournant) ou des instabilités dans l’ensemble
rturbomachine—circuit recepteur (pompage) pour les petits
débits .

_ - le décrochage tournant apparait souvent aux faibles d&ébits., X1
est marqué par l'é&xistance. dans la machine de zone a débit rzduait. nul
ou négatif gui peuvent affecter une partie ouw la totalité de la hauteur
de 1'aunbe et se déplagant A une vitesse augulaire de 8.2 a 8.8 tois

celle de la roue .

- Le pompage est un régime instationnaire cqui touche 1'ensemble
compresseur-circuit recepteur . 1l est caractérisé par une oscillation
axliale du débit a grande amplitng_ et A faible frécuence. c'est au
voisinage de cette limite gque 1' on trouve les meilleurs rendements.
¢c'est pourguoi, parler de la ligne de pompage pour un compresseur serait

1mpropré. i1 faudrait plutdt employer le terme de ligne d'instabilité .



E.N_P. PAGE 53

Projet Fin d4d'Etude. Chapitre 2

Les approches adoptées par les auteurs pour déterminer les
décrochages ou parfois la ligne de pompage sont simples et ne tienrent,
on général, compte que d'un nombre trés linité de paramnétres, ce ouil

leur conf@rent un caractére gualitatif plus que cuantitatif .

Lé principe consiste A& définir une limite de bon fonctionnement
au dela de laguelle 1'écoulement est censé o&tre décollé dans la

composante considerée.

Un calcul détaillé d'un modéle sur les conditions de charge d'uan

comprésseur est donné en annexe (3).
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I11. PARTIE NUMERIQUE:

J1I_1 SNTRODUCTION :

Depuis quelgues années les méthodes numérigues et les approches
mathénatigques, permettant la détermination des écoulements dans  les
turbomachines., ont fait des progrés considérables et ceci grace Ta
1'augnentation de la puissance des moyens de calcul et aux pProgrés
réalinsés en analyse numérigque, les codes de calcul constituent
actuellement um outil indisponsable des différents é&léments d " une
machine, parmi ces méthodes, on citera la méthode des différences finies,
qui A 6té &tablie comme étant un outil trés performant dans 1'analyse des

problémes gui n'‘ont pas de solution analytique &évidente .

“lle est utilisée souvent pour la rézolution des dguations
differentielles complexes (et plus le probleme a analyser par caetie
méthode est comnplexe, plus la vitesse et la capacité des ordinateurs

utilisées augmentera ).

La résolution numérigus des équations aux derivées partielles du
pecond ordre, ellintiques, a condult a plusieures méthodes de différences
finies dont Ja plupart s'apﬁliquent aux domaines rectengulaires (oun Dbien
dea structures simples), solt gque le probléme se- pose naturellement dans
ure rectangle ou bien, on raméne le domaine de résolution sur un rectangle
(ol une structure simple) par une transformation préalable conforme ou
non .  L'emploi de ces méthodes se limite pratiqueguement aux domaines

usimplement connexes .

111-2 LES DIFFERENTS MAILLAGES UTILISES :

“ans le but de faire un travail de synthese entre les différents
travaux de recherche réalisés dans cet axe de recherche, on a-  appligqué

pluslieurs modéles de maillage qu'on développera =n détail.
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1I1]_2_1 MAILLAGES RECTANGULAIRE DROIT :

Ce type de maillage est représenté sur la figore (III-1).

‘ Your le calcul des différents dérivées partielles, on a utilisé,
conme structure élémentaire, des difﬁérences finies centrées. Pour cela,
la fonction A calculer et developper en chague noeuds, en série de TAYLOR
poussée jusgu'a L'ordre deux (voir 1l'annexe 4) et on abputira a un

anysténe linfalre en gquatre équations & quatre inconnues

‘1 —
hd Ty T ey
ax i 2. AX
of _ ft,ju - fl.,_;—i
dy Jui 2. Ay
b4 -
a”f ! o+ f =20 f
+L, -1, Ty,
—| = " LD
e jij (LX)
2 -
e _ Tt e Ay
d .. P
6}’? did CAY)
R .
‘? s - fi.+1.,i+1 B fs'.+1,j-1* ‘{i.—t.j—i—fi.—1,j+1
Ay K |ij 4 Ay AX

pour le schéma défini sur la fig I-1.

]

£ig(II1-1) : f

L'inconvérnient du modéle est gu'il n'y a pas de point de calcul
directement sur le profil (sauf éxeption), ce gui peut affecter la
précision des résultats. C'est la raison pour laquelle., gu'on a utilisé

ce malllage A 1' entrée et A la sortie de la roue (domaine régulier}.
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111_2_2 MODFLE DE MARSH :

Ce mai11aqe est utilisé pour l'étude d'un écoulement dans un
domainede forme quelconqgue, en faisant une transformation du domaine réel
au domaine de calcul.

On a utilisé deux types de domaine (rectangulaire incliné et
curviligne). La structure élémentaire pour ies deux maillages a la méﬁe
forme A des grandeurs prés. Les deux transformations des deux structures
psont représentées sur la fiqure (III-2), ce type de maillage est utilisé

pour le calcul des différents paramétres dans la roue .

111-2-2-1 MAILLAGE CURVILIGNE :

La transformation s8e fait d'un domaine Nréel a m domaine
curviligyre régulier. Pour la résolution de 1l'equation elliptigue, il
faut calculer les differentes dérivées partielles et pour cocela. on
developpe notre fonction caractéristique de Y'é&counlement en série de
TAYLOR poussée jusqu'a l'ordre quatre, et on aboutira a un . systéme
(Yx9).les derivées sont données en fonction des paramGtres des 9 noeuds
de la structure é&lémentaire du maillage (voir fig III-2-a) .

! /

R

b4 7

I T AR T DAE I 0 R U0 S 0 Y AR W 1 SR P I B B

g =9,

s ! )

T I TR R

On sait, d'autre part, gue pour la résolution numérique de
L'éguation elliptique, on doit itérer suivant fL, {ligne de courant.
densité), d'oll on ne peut pas résoudre notre systéme (9x9) par les
méthodes numériques classiques car on perdra l'information sur ij.c'ést
la raison pour laguelle on a résolu ce systéme analytiquement, c¢e  qul

nous a p- met d'écrire la relation (1II-1) sous la forme:
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af
—_ = K .\ | +K
ox | . 17, i1
roz )
—— = K .f K
L. ay _":J 2 v zz
[ ozf ] . At
z 1. - KS'fi,j *Koo rr_3o
L ax J+3
r 0zj -
= ] = K ./ . +K
] 8)!‘ Jii 4 1.) 44
o*7
= K . f . +K35
dx ay ]Lj A

Vous trouverez tous les détailles de cette méthode analytique'de

résolution dans document additif.

II]- 2-2-2 MAILLAGE RECTANGULAIRE INCLINE :

Trtest un cas particulier de medéle de MARSH guil consiste a
transformer le domaine  reé&l ern wn domaine recténgulaire
incliné (vdir figure II-2-bH). L'inclinaison des droites paralléles doit
atre choisie suivant le type de machine (type d'écoulenment). les
_hypothéses de travalil sont :

— le pas suivant x est le méme (noté 1)
— le pas suivant y est le méme (noté k)
.~ les lignes sont paralléles (méme pente)
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On aboutit par la sulte : | un asysteme de variables

differentielles données par les éxpressions suivante :

. af
6k} = 6. | -3. -2. -
k oy _L;j fL,j+1 ft.j fi.}i fi-j+1
Y20 : .
61 o= 3. (L) 2SS AL S O T AU e,
ax .
z 62]
= -2.
K ayz il fi-aj+1 L, j=4 f'-’-l
T
, azf , ] C111.52
1 3 ‘ ==2. fi,jcl+8+£ )+(fi”jﬂ+f,h’}__z)(£+g h) )
X i,
’_SCJL—1,y1’ft¢1,j+1)*(1+$)(fu44+fv1,j )

[ 1
2.1.% W}t'j =C fi,+1.j-r1 * ).ri.*lpj—i)- (th+1,j+fi-‘1a.i>

—(1+255(/, £ =2.4. )

. +
,Jte 1, }-% T,)

[I]I-3- DESCRITISATION DES EQUATIONS DU MAILLAGE :

Avant d'entamer le caicul numérique, on tient a préciser. gu'on
n‘utilisera gue des différences finies lors de déscritisation de nos

égquations dans tout le domaine d'ecoulement.

11]_3_1 TRANSFORMATION DU DOMAIHE D'ECOULEMENT :

Le domaine d'étude est un domaine fictif ol les coordonnées des
noeuds =z=ont données d'uwne fag¢on arbitraire par l1'utilisateur du
programnme . '

S0it nne fonction £=f{(z,xr) avec z2=z2(X,¥) et r=r(X.¥)
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alors:
of _of oz, of
ax  dz T 9= sr
or ot 9z ot
dy Pz T By ar

d'ol. on tire :

ef 1 (et dr

dz =~ J Ix° 3y

af 1 2t 3z

ér J ax T oy
avee  , _ez or _ oér o=
T Tox T 8y Ay ~ ax

ar

IR

ar

Iy

_of o]
ay’ o
oL o=
8y =~ Hx
{jacobien)

les dérivées secondes de £ f2ont obtenues en bosant:

gn. OfF AL

dz ar

dans 1'équation precédantent .
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J]I-3-1-1 TRANSFORMATION DE L'EQUATION LE LAPLACE :

afin d'alléger l'encombrement des formules aprés descritisation,

o0 gardera dans ce chapitre les notations suivantes :

2 2

a2z, az s - A S 4 _
ox zk ) 3y Ze " axs Zkk : ﬂy‘?' - z.ee ’ ax B8y zke' .
] . . »
or _ or _ . “r oL L ofr
&x Tk 3y e ax” T Tkx 7 @y'{ T Tee 9% 8y ke
33 aJ
ax "% - & Y
Jy 1 Ay Dy
sz =3 [re ax Y oy }
2
g a Sy a 1 Sy Sy
ovc = aX 8z’ T bZ [ 3 [r" o Tk 3y
’ J J
1 e 2 k 1 dy
N (re e (rﬁ.rﬁk- reérk) T 8%
J J
+ ._.._1'___. [r r Jk - rz jf_ + _l__.-.‘(r r - Tr r ) ?_y_}.
J e k' 4z k 32 3 el @ " kk ay
r’ 2 r’ z 2
o 2w,k v A T X 2V
J ® J” &y J ¢ Ta&x ay

De la méme maniére on trouve la derivée seconde par rappert & r o

2 J Jo
a gy 1 @ 2 k 1 B ay
& " T [zo R e e COPI L DL A R
J J J
J J
1 [ |4 2 @ 1 Sy
+—— [Z 2, e 2o + —(z .5 .- Z2 .2 ) .=
J @ k J" k Ja 3 @ zle ™) k k ] ay
7 2 * 2 z
*_:?__ a8y . "y 1 = z a y
T d % '3 Fy g ax Oy
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donc
2 2 ] 2 2 z
%‘5?’-' * oet = a‘-g ez 3 f *m-g“;?" "‘““’-%“;"2‘ ras g‘;?“af
x -
YU
: - 2
avec as= 2_(zb.zk+ r;.rk.} /&
2 = 2
aqa= {. z + rk.) A
as= (.z°+ 1) /I
£=3 L=
a1 = L 22 - Je- as Jk+-5—(r r _ -r.r + Z .- Z z )
J i 2 ) N e ek Twe Xk zkc.a 'y ek
...E
1 as . L1 N
are | B A der OR R TRGE AR T By 2D

{11_3_1_2 LA DESCRITISATION DU SECOND BEMBRR dq(r,z) :

Soit: qlr.z) = & 4o + B g0 + 4

Aprés transformation du domaine d'étude nous trouverons :

1 a ay 1 _ T &y
q(x,y)w—jm— [re.A .ze-B] Fr 9 [rk.h .zk.B J B + g
- Sy . v -
q(x..y;-— ta. 5o 4tz oo o (1172
1
avec ti=  —— [r A .B]
J o -
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[I1-1-3 DESCRITISATION DE L EQUATION ELLIPTIQUE :

pans les deux &écoulements méridional et aube a aube, l'équation

- générale gul caractérise l'écculement peut s8'écrire sous la forme :

Oy &y 8y 3y
+ = A. ‘+B. v q, QiI_sd -

En injectant les deux &quatlions (XIXI-6) et (11Y-7) dans (XIXI-8}) on
trouve : ‘
a y a y o"’w 021,0
{as-11) + (az-tz) + 8 > ‘a4 s *
d X ay § x ay
a y .
tas — ——— = q QI
a .9y

11]-3-2-1 MAILLAGE RECTANGULAIRE :
111-3-2-1-A) DOMAINE REGULIER :

On a appliqué ce type de maillage & l'entrée et ala sortie
de la roue. d'aprés 1'é&gquation (III-9) :

c?zw d‘zw ‘
+ = q(r.z)

a r2 d?z?

¥n remplacant par les dérivéeé (IXI-1), on aboutit a l' &guation

auivante donnant les variations du second membre g(r,z) :

vy ) P K Oy +

L2) = Kooy  + K :
gl(r ) L z( wi.+1,‘| i, § v, jt4d i,j-

L3 |

tel que : ° . K = (1/582)°
K = (L/AZ)2
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Soug la forme générale :

-

F a g
gl(r,z2)= A. +B. ——— o+ g o

g 8 =z

L 1_“’0"1 )i,1 th'.ij

ir L +1, -1,

— + —_
A ZAT B 5 Az
. ° L2
et finalement on trouve

‘ = K. + K - + Y X I
It:) 1 wi.,j 2z t+d,} g -1} 44 wi..j-fi L1

=)

ij-a
1110

avec leg constantes Ki,j sont

*

( Kzz2=Kz+RB/2 . .AZ
Kas=Ka-B/2.A2
KeasKa +A/S2 . AT

L Knn=Ks-A/2.Ax

111-3~-2-1~ B) DOMAINE IRRKGULIER :

£n injectant les dérivées partielles {IIX-1) s

1'équation aénérale (I11-9) on trouve :
' tw WL Y .
I O LI = LLELES LI U DYV G SN
z L2 j . 2 2
Ax Fa% 4 Ax Ay

wi.w: j t"Ji.--:t. i
+(ai-ta) ( ——irod M Tred

) +(az-t2). Yl jer PilLj-a

P ]
2. Ax 2-3:1)’
+a5.rwt+1,j+1u wi.-rz,j-—ai wi.-—:t',‘j—a—_wt-—i._ws N
LN ” qO
4.AX Av
aprés rearangement on trouve
Ka. @  + Kz.w  + Kay | + Ka.y. 4+ Ks, oy *
= B e T Yoond A_1D
+ K Cw -y 4 -

bra, j+a v, j-% wi.—i,j-—i wtu,ju) = q’o



E.N.P. PAGE 65
Prodet. Fin d'Etude. _ CHAPITRE 3

avec

¥a = —2[&9((Ax)2 * 34/(Ay)2 ]

Kz = a4/(Ay)2

i

(az-tz)/2.Ay

Ka = a-s/(Ay)2

=

faz~t2)/2.AY

§

Ke = @a/(AR)° - (ar-t1)/2.Ax -

Ks = as/(Ax)”

-

Can-ta) /2. 4A%

K= - as/l2.AX.AY)

[1I]-3-2-2- MODELE DE MARSH :

A) maitllage rectangulaire inclini :

En injectant les différentes dérivées de L'éguation (ITIi-95?

doans Légquation (IXY-9) on trouve

L w"., i G'CJ:('Wi, j+1 "wi_,j~1)JC3('wL+1, i ‘wi-t,j)‘o‘('wi.*z . j—:wi.-r:. , ju)
1O2ee vy TRV T ) O R Y e 7%
Q1i_a2>
uvec _
l1+c az -tz ] 2 2 1+2.¢
r TE e s e i . - e = L IL e — — — o
Cs 5y fas—ta) 5 R 12(1+5+5 ) .on kz.a.qa R a5
C ;ﬁ..f;i_, a9 F —— 84— ]:H'f,:ff.__. &
L k 2.1.%
032—1:£ 88~ — e A5
4 1 2.1.%
Camm me——, As + as
L} 2.1.k
Co= —rom (@2~ t2)- g (A1-1
5= pep-(az-ta T 1 3
1
Cao= - fai-tsx)
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b). maillage curviligne :
En injectant les différentes dérivées (voir annexe additif) cans

l'eéguation (IXIX-9) on trouve i

Ce.w + Czay 4 Ca gy, ]
+1.,} -1 [P 1)t

0 5 ¥ Ca. V.o, j+ Co.y P Cos. y.

r »

+ Ca. y + Co,yw + Cio.y, =

+ oy . . . . .
i+, f+d L1, §=2 i-%,j-1 '€

L,j+2

(1113 -

Vue 1a‘compléx1té du développement de ce modéle, les constantes

0 sont developpées et données dans 1'annexe additif,

11]-3-3- DESCRITISATION DE L' FCOULEMENT MERIDIONAL @
. 'éguation générale qul  gérant 1°'&coulement méridional est

donnée par

azw azw a y a
+ TR e
ar & zz g r ér

a yw a
[ln(p.r.83i+—ﬂﬁ«v——-[ano.r.B)]+q5
4 & z dz ~ !

Par annlogie avec l'éguation (IYI-9) on trouve :

2

A=mw-n[ln(p.r.8)]
arx :
a - QII_a4>
B= —— [}_n(p._r.B)]
az
p.rbl 8T Wi o
Q= kﬁf""['—?f—fﬂ T dr (r-Vu)— F}]
d'on :
1L ép .1 &b 1
A“?E_ Tt o s ' ¢
.1 1 oo B2 g 80 L 9> . 2b
Tr . '[“9 o ay ] bh.J '[z° ax T 3y ]
gt A L A2Db _ 11
e P b 7

a e S om B P (S .
o ad ax T Ay i b.d ) ax T 8y
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Descritisation de second membre

~ a L H_Wu & — ]

81 _ah & 2z, @

7T = 7L -l"a - ( /13) w-'a;-'-f( ]'_".Vu)

a1 Wy a . _d h a 2 g Vu &

e Sy (EeVe) = e 4 (V- S rV)

o1 wo & & nh OWr Mz (Wurw.r)”

0 P - T -é_-E (I‘.Vu) ——b“‘-'i“:"‘" + NY‘ a © + Wz ‘9 T == 2 (III.—.‘!?)

L'écoulement est isentropigue dono:

T h o \r R
o " he ﬁ(-u-—po ) et ho=a"/ {y—)

4 h -M":"_z_ (B * e

d r y&} o o) d r

Wy = —‘:E -g_—z(r.\lu ) L -g—i_(r.\’u) |

T - o R +-!;-5 (111.19_)

nveoc Fr=tanoa Fu
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, ,
_ereb | @ pyyee 2T 00, Op 3 Mr oM, o
W™ W {7]0( o 3 [‘“ ax X oy i g 120 3% 7% Ey
W [ OWe . AWz ] (MWurw.r)
-5 [m e ¥k 7,3-,—] SIS aFy } (111.20)
)
1 8wWu . Cdewa [ ) We -
Fus 5 g [I‘e W 2 Wr] 3 &y [n: W Zk Wr} Wr( 2. "'"“"f?)

Pour les différentes dérivées on a gu'a les remplacer par Leurs

expressions pour chague type de maillage ntilisé .

11]-3-4 ECOULEMENT AUBE A AUBE :

1. 'égquation générale qui gére 1'é&coulement aube & aunbe est de la

Lorme =
i’y &'y ayY @ 1 &(b.p) sina Y dp 2.b.p.w
— = = [ - ]-& e + L S1lna
o v oo  am  om L b.p om r a6 90 q

posons h=r.8 par analogie aves 1 ‘équation (III-9) oﬁ'trouve

[ r=h
2 .
1 P e
A= STE 08
_ 1 d(p.h) sin o ' !
B=—% & = L il 22>
2.b.p.w .
q s — I .sin a
o qQ
= - 1 %0 _ e | >
A=y G 221 ar_em
_ 1 B 8o 1 8o o 1_ sin a
B= 5 [“‘* % ™ Téy ]‘ b.3" [‘“" Bx "™ Tay T

pour Les différentes dérivées, on a qu'a remplacé par leurs

expressions pour chadgque type de matllage ntilisé.
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- amn e

111-3-% CcALCUL DE LA DENSITE:

Le calcul de la densité du fiuide, se déduit a partir de la
relation de conservation de la rothapie I e long de la ligne de courant.

Ce qui se traduolit par s

I = In (a)
L'indice 8 se rapporte & 1l 'intiauie amont. .
Oxr = _
I =h + -._Z: v wo.r.V (b)
A o2
G . h = C; T = T o1 {(c)

de plus d'aprés l'équation d'état :

h {y-1 . ‘
= B> ) ()
o o
En introduisant (b)Y, (<) et (d) dans (a) on obtient anrds
réearrangement
e (r-1) vy -1 I i
(—2—> = 1+ - o Lf_—vz+z<o (r .V - r.v
o z o 1 e u u |
fa ] 2 & [a] B
> » -+
Sachant gue la vitesse V' a pour composantes (wr, wu, wé)

et gue V=M.a . .
ot M est le nombre de Mach local. L'‘éguation précédente peut

v GoTrire sous la forme

(___’?_ﬁ..)(?’”]‘) - 1. Tl
(25 2 &

(8

Hi'«s vi+w‘::+'2
Vj;

w £ ro.vuv r.VL)

R.M.Q: L.a rothapie se concerve sur toute la surface de courant aube a
aube, contrairement a4 la surface de courant méridonnal ol, la rothapie
garde une valeurn constante éur chague ligne de courant. Donc pour le
calcul de la densitéd en un point donné suvr  la surtface méridionnale on

devra utiliser les carctéristigues du point le précédent.
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111_4 METHODE DE RELAXATION :

Les méthodes de relaxation pour 1la rézolution des équationa
elliptiques sont apﬁliquées dans des domaines simplement ol multiplement
connexes, une technigque simple et purement pratigque de correction des
cocfficients permet de normaliser le schéma de résolution et de traiter
$'une manidére analogue tous les points du réseau, qu'ils solent prés ou

Joln des frontidres o

Cette méthode est basée sur ia méthode de gauss seidel o 1'on
introduit un tacteur de relaxation gui accélére la convergence du

processus  itératif o

Notre choix se porte sur cette méthode pour trois raisons
euuentielles, simplicité, rapidite de converdgence et occupation d'un
pupace memolre trés reduit comparé sux antres methodes telle gue celle de

fncobli .

La résolution des équationzs qul gouvernent les €coulements plans
oy miridiens et que nous considérons en (ITII-9) fera 1'objet 4A'une

m&thode soeablable de reconsidération de facteur de relaxation.

111_1 LA METHODE DE GAUSS-SEIDEL

Considérons l'exemple d'un ensemble de n égquations & n inconnues

a X + A x F oo 0L + a X +.......... +8 X = ¥
14 1 iz Fd v L. i n 1
a X + A A * ... + A X o+, ... ... +a P4 =y
21 1 22 2 ZL b 2n r F4
I | ar_24>
a X + a8 X + L. ... + 8 X ¥ ... ... +a, X = Yy
vl 2 (%1 2 [ Y in N 8
" X + & x + ... + a X +.......... +8 X = ¥
L4 % N § n2 z n, nn n n
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d'od, on tire le terme ALk de chagque egustion 14 k < n on aura

fa x = (a X + ...... + a ¥ 4 ........*a X SR 1
i1 4 yi ( 12z z i in n)
#a X =] ¥ -(a x +a, K.+.. + @A X 4. ......%A_ X ) tsseaD
22 2 T2 21t 28 4 2i i Zn n
4 .
B X = y (&, =x + .. +a . X +a. ., X,..+a X ) e essC
e i L i 1 L,i~4 v~ % L, L+ 1 L+t [ o n LTS
a x = y -(a X o+ ...... +8 %X +..........+8 x b) s §
L nry N n nt 3 nt L n,Nn—1 n—1

. ) . . . ] o] [
on rait un ensemble de choix arbitraire, soit x =(x{xg,.....nx )]
. A N
a) x' = -(a x4+ + a X % —+a xo) g
= 1 '[ ya 12z Tz 0 7T ey T T T in n }ffMA

Pour accélérer la convergence du probléme (avantage de  la
méthode de gauss seidel ), nous utiliserons la nouvelle valeunr 0{) our

le calcul de (x;) et etC.onn. .

1 [3) (4]
X = -{a X o+ ..., + a K +... e ¥B X
2z [ y, < 25 i 1 n)] //amz
4 [3)
®x = y ~(a&a oo ... + & . - X . +A x ) B
L L i L,u—1 v—4% t,i+d i oin 2} ani
d‘une maniére générale :
%) e e n { k=1 '
X7=(y -La . .x -F 8..%X /// .
i t . L0 J L L.} 3 ) L avec t=i,n
iz J=b+d L

les itérations s'arrétent loraque deux valeurs successives de x sont
puttisamant voisines .on peut utiliser deux critexres :

— 1A convergence absolue guil est définit par :

[{'ZE}) (§3)
£ = . - X,
a J J

< &
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— la convergence relative :
{k+d (k>
X - X

J J
=y
(kvad <

o

Pour des ensembles de grandes tailles, 1l n'est pas commode de

Falre le test sur chaque inconpues X . -

Remargque sur la convergence :

— la convergence du procédé ne dépend pas du choix degs waleurs

inittiales mals, seulement des valeurs de coefficients ai

— la convergence est assuré si on a pour chacgue valeur de i,
1'4lément diagonal est superieur ol égal en module A la somme de modules

doa sutres &léments de sa lidgne.

FACTEUR DE RELAXATION :

51 le choix initiale x? n'influe pas sur la convergence ol la
divergence de la méhode, il influe par contre considéablement sur la&a
ruplidité de la convergence plus les valeurs initialles sont proches des

valeurs réelles, et plus la convergence est rapide .

»
§

1 . 4 } i } ’

i O ] 1 l 4 I .i "

X i xj Xitvaleur recharchée)

k| .
. ] I i ] -
Fd 1 o I . Iz Vo iy
X, xi X, Xitvaleur recherchde?
1 J J

1 - X loin de la valeur recherchée (converdence lente)

QO
i
2.~ x? prés de la valeur recherchéé {convergence rapide )
C'est pour cela gqu'on essal d'imaginer la forme des lignes de courant

pour gue la convergence solt plug rapide .
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Partant de xj. on obtient x;, gu Jlieu de réutiliser x; pour
L'itération suivante, on voit que la convergence serait plus rapide, si

#u lieuw d'inserer X on insere:
J

1129

wq < 1 _c
X = X + A (x+x)
J J A

nvec A ftacteur de relaxation .

Une autre Guvolution possible est représenter sur la figure ci dessous:

1 | o : -
E X T 1 T %
. b4 . Xjtvaleur recherchéae)

D*une maniére géneérale:

Q. 30)

#ck v+ 1) ¢k {k+4> (k>
X = X+ A (. +X

) )
i i i i

Cen pratigue A varie entre (8-2)

L& choilx de x  ce fait comme =suit :

~1¢ » 2 pour accélérer la convergence d'un processus  itératif déda

. convergenk

-8¢ A <1 pour falre converger un processus divergent .

1I1_% INTERPOLATION CUBIQUE SPLINE :

L'interpolation de LAGRANGE conduit parfois a4 un polynome ayant
une wvariation beanconp “moins douce” que f(x). Une fonction
d'interpolation plus douce peut &tre obtenue en faisant passée une reégle
tlexible par les différents peints, on obtient mathémafiquement en

falsant passée une cuhique par chagque couple deux points xj, xjfi.
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Soient Mo,Xi,..+-.++,.Xnles n+l points données régquliérement oun

irrégqulidrement espacées, on remplace f(x) ., g(x) telle que entre xi et
Ki+d,. a0 Boit assimilable a:

; i TN
X)= Aa + a X + a X +a’ X
q( ) (4] i1 z b= 1

Pour déterminer Jles guatres paramétres ai,aji,ajzet ai
impossera évidament que g(xj)=f(x%;) et g(xj+1) =f(xj+1}. Les deux autres
paramétres sont déterminé en &crivant dg/dx et d.zg/dx2 sont continues en

xj. C'est & dire que les cubigues entre les différents points se

O

raccordent sans point anguleux or d.zq/dx2 ezt linéaire et wvaut 25a3+

6.a'x .
a8

Par suite les conditions imposées sont reppresentées par la figure ci

desgaous:

49, = ds /3t

b e e
o

Xia %51 et Ko o

on. a donc de fagon plus precise :

X; < %X < %)
g* (%) -g" (%)) g {(#j+1)-g" (X;) -
X - Xj = i+t — Xj
solt
X~ Xj
:.!\(x} - q"(xj) e x-j (g"(?ﬁj*l} - g“{xj) ) (111_31)

Xi+ i =
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Cette golution assure la continuilté de la dérivée seconde g"i{x}
aux point x1 pour obtenir g{x) on intégre deux fois l'égquation (IIX-31).
il A et B sont des constantes d’intégrations, on obtient successivewnent

en posant comme d'habitude s

AN = Hier - XKj ot g (xi) = g'j‘
X - X .
g (x)= (% - %) g7 +—pr (g¥, (X)) -~ g¥(x) > +A
: : ’ ! 1132
. 49
(x - XJ )2 " ( x _'x-l ) “" "
g(x)= ey q §K)+ ST (g h}x) - q gx) > +A.x + B

nous imposons maintenant A la fonction g(x) de redonner f(x) en xj at
i+l soit
g(xij) = £(xi) = £
g{xij+1) = L (xj+1) = Ljra

Ces deux conditions déterminent les deux constantes A et B. On obtient

tous calcrls faits:

qs LOx - X)) | at . e (x -x)’
alx) = - "[ A Xj fA ®j(xjer = x)]+ G [ A XK} -
] e e (11-33)

On vérifiera aisement sur (II1-33) que g(xij) est &ga)l £(xj) et
g(xj+1)=f(xj+1) ayant assure cque F(xj)= £(xj) et que g"(x) &tait continue

en Xj .

1} nous reste a écrire que g(x)} ezt continue en g(x) ceci est

is

necesgalire car dans 1l'état actuel Ll'&guation est inutilisable puisque qj

ot g:*ine sont pas connus .
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En dérivant l'équation (ILII1-33) on obtient toujours poun xj< k <le'h5l

' g" 3. x- %) q” 3 .0 x- x)7 £i+a-F
g{x) = ] - +A }Pj-i + 170 -A Kjl b ———
6 A K “1 [ A Xj : AJKj

air_z24> -~

dang l'intervalle ®xi <x xj+l g’'{x} est obtenu en changeant

~Axj-1 A Rj-2

a' I 00 x - :Q~s)2 fi-fj-z
{ A Xj-2 ]+

(I11.35

La continuité de g'(x) est assureé en &crivant gque pour l<jn-1i.
les o' {x) données par (1YX1-34) et (IXIX-35) sont &gaux, <ce gqui donne

aprés avoir regroupé les termes en g . q“jet g“j+1..
j-

AX 2.(x - % ) t -f £ -f
L J=1 g" j+d 1 .q" +q” - _[ J+ti 1 ) J-1 ]
AX i AX o it AXE AX -AX
J ] J J o -

(I1.362

Cette relation doit étre &cvite ponr j=1,2,......,n, on obtient
donc (n-1) &quations linéaires entre n+l inconnues, il s'en sult goe deux

Arivées secondes sont arbitraire .on pose généralement s

g, = 8
. . ow a11_36.a)

Leg équations {IXIT-36) et (III~36.&) permettent de déterminer g©

pogr j=8_1_ 2 .....n
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Ces valeurs reportées dans (III-33) permettent d'obtenir la
tonction g(x)., en tout point comme solution d'un systéme linéalre

tridiagonale, ohtenue en faisant j= 1 a4 j= n-1 dans (IXX-36).

“]—5_ﬂEEﬂQPE_ﬁP?BOXINATIVE DY A.TH.VON KARMAN XT K. POHLBAUSSEN POUR DES

ECOULEMENTS BIDIMENSIONELSG:

t:

D’'aprés K.POHLHAUSSEN, pour intégrer l'é&guation (III-24) on doit

e donner par exemple la forme de la fonction u

il 1 2 n
22 h.+tbh.rn.sc.n.+d.m.
Uo a.ywn M n n

avec.y.=y/&(x) la distance addimensionnelle & partir de la parci et

Af{x) l'épaisseur de la couche lirite au point considéreé,

dans le but de déterminer les guatres constantes a,b,c et d nous

sllons poser les quatres conditions aux limites suivantes

' . z

[ e eSS
: Y f" 2 AII_37
l\_ ya& w=Ue ; aun aw—‘zl =8
foAx T By
on obtient :
A B A A
= [ S S, H - - e - ;-—-2 J—— H = )~ ‘}I
a= 24 : b 5 ;e — d=-1 II_37.a2

et pour le profil de vitemse :

B s L ALG) = (2.0-20% 0%)r AL (m3an 307 ') 138D

ot £(n} = Z.n-2.m 0= 1-01-1)7. (1+m)

Gn) = = (-3.9°+3.07 b= g . (- . QI3
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En combinant les éguaticns (IXI-9-a) et (II-16-a) avec 1'équation

{(11-37.1),. on obtient :

-%§F_= J [1_f(n)~A.G(n) ] an

g . I [f(n)+A.G(n)][l—f(n)mA.G(n) } dn

en remplagant f£(n) et G{n) d'aprés (XXI-39) on aura :

{;m.= 3718 - A/128 ., 20— = (37/315 -A/945 -A" /9872 ) CI11_40)

La force de frottement par unite de surface sur la'paroi est:

v = wCousayy o = T (2ens6) C_AD

Dans le but de déterminer le facteur de forme A(x)} et par
conséguent la tonction &(x) & partir de (IXIX-37.b) il est necessalre de
we reférer a 1'équation du ‘wmoment (IXI-24) en multipliant les deux

nombres de celles c¢i par 6/v.Us on obtient :

£ 4 2 T -
Ua. .0 ° . & Ve. & _ o &
000 L e iy R all_42)

E¥n introduisant un second facteur de -forme K defini par :

g dle .

&
¢t posons Z= — (11 44D
donc =z S Iy
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Des équations {IXI-37.h), (IXII-43) et (II1-46.a) on déduit :

-

K= (37/315 ~A/945 -A2/9872)°. A OI1_46)

daron . ox 3/18 - A/120

g - . = fi(k) AIL_47
31/319 -A/945 A /49B72

v . .
—-i ﬁo =(2+A/6) (37/315 -A/945 -A°/9872) = fz2({k) AII_48D

En combinant les &cuations {(IIX-43) et (IIXI-44) ensemble avec
jeu équations (III-47)et (IITI-48) on obtient A partir de 1l'éguation du

a.6" 1 dz . » )
moment (ITI-41) avec et T @ l'equation:
1 dz [, . e _ ’
= Uo ~a§—+[z+t1(k) ].K =fz (k) CITT 4O

finalcment, on introduit 1l'abréviation :

-

2.2 (k) - 1.K.-2.K.f1(X) = F(X) TI_50)

¥n substituant les éxpressions de K, fi(X} et fzk) dansl'éguation{iII-58)
v obtient:

. - 3
VIK) =2.(37/315 —A/945 —AZ/9872) | 2-116A/315+ (2/945+1/120) A%+ 220
] 58737

CI1I51D

En subgtituant les éxpressions de K,.fi(k) et fzk) dans l'éguation
(1L1X-958) on obhtient:

rvzc tout les abréviations et substitutions, 1'éguation du

moment {5 F-49) peut &tre reéerite sous la forme condensé suivante s

A - . quos
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Ce gui représente une "équation differentielle . non 1linéaire du
prvenier ordre d'inconnue z= Qz/u fonctloﬁ de 1'abcisse curbiligne . Le
falt que la fonction f(k) soit cbmpleie ne constitue pas une Tréelle
difficulté pour la résolution de 1l'équation (III-52). et fonction K(A)
de 1'équation (III-46) aussi bien que les équations fi(k).fz(k) et f(k)
données respectivement par les équations (Xrx-a47;}, (III 48) et . (IIL-51)

nont données dans la référence {13] -

¢

11~ SOLUTION DE L'EQUATION : )

En ce qui concerne la solution de 1° équation {XIXX-52), il eant

ponsible de faire lés rpmarques suivantes :

le caldul commencera A partir da point d'arrét x=8 ou Us=8 et
e /dx cut fini'ét‘estfdifférent de B, &ohc'ﬁiaprés i‘éouation (III;SZ).
la valeur initiale de la pente dz/dx sera infini en ce point et de ce
texdit, L£(k) tendera a ‘annuler. le zero de' f(k) apparalu poar des
vileurs de A pour lequellps le éecond terme a droite et entre parenthée

5

de 1'equation (III-51) s°* annule ain51 :
£(k)=8 pour k=ko=8.877¢ ou pour A=Ao=7.852 .

De ‘cette maniére, la pente initiale (dz/dx)e au point d'arrét se
prégente sous une forme indéterminée (0/8), mais sa valeur peut &tre
ceuleculée par un simple passage a la limite, on obtient :

ZO = -.,!G),'_ = ——9-—-:—?—!..—7..@— . g ' (d’z/d)]{)éz _8.8652 ) UGOGQ

ol l'indice 6 fait referénce au‘point'd'arfét .

Avec ces valeurs initiales, l'éqﬁafio; (III—S?) peﬁt facillemen;
Stre intégrée, par exemple,: par la méthode des 1isoclines .le -<calcul
ummmence'a partir du point dﬂérrét pdur lequel An=7.852 et Ko=8.8778. :on
poursuit l'intégration jusgu'a atteindre Jle point  de decollement,
correspondant A Zo=8, c'est A dire pour A=-12 ol K=-8.1567 et
£(K)=1.7241. '
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La fonction des vitegses Us(x) et leurs dérivées premiére dle/dx

nont données par la solution de 1l'é&conlement potentiel.
La procedure decalcul peut &ire resumeé comme sult :

1.— la répartition de vitesse Us(x) et leurs Udérivées dUe/dx
sont données eﬁ fonction de l'abcisse curviligne X. »

2 — 1'intégrale de 1'éguation (IXI-52) donne zZ(x) et le second
facteur K{x). ce' qui conduit asu calcul de v(x) d'aprés
l'égunation (XII-43) .,

3 — la variation du premier facteur de forme A(X) est obtenue de
1'équation (III-46}) et de tableau (2.1) .

# ) 'épaisseur de la couche limite 6(x) est finalement obtenue

a partir de 1l'éguation (IXI-40.a) .

Kn pratique, l'intégration de 1'éguation (IXXI-52) peut &tre
alilectued paf une simple quadrature, pour les valeurs peositives des K.
pour cela, A.WALZ a introduit une approximation sans pertes apréciable
dona la prevision., IL a trouvé gue la fonction fi(k) peul étre approximée

pvar la lol linéaire :

_ F()=a-b.IC
BVeC 3 a=0.478 et bH=6

1'approximation est particuliérement valahble entre le point

d'arrét et le point de vitesse maximale. l°'équation (I1I-52) se reduit Az

dz

478 —a—}-(— = a."b.K

En substituant les é&xpression de z et de K, on aboutit a :

1x

a Uo. 8% ) | ipyy. Yo & 1 dUe
v TomoAE e v Ve cx
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Cette fquation differentielle pent &tre intégrée Explicltenent

pour Ug.ez/ rpour obtenir :

2 »
Ue. & a
el 0Bt ax
Ue

N
ol

ou bien on utilisant les valeurs numeriques de a et b données

Mmecedanerni., on trouve 3

Z

Uo. & 8.478
- ® ——. [ ¥ ax Q5D
A [a]

¥n ce gui  concerne notre travail, on essayera de resoudne

Vroequation (IIT-52) par la mé&thode de difference finie.
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1V. EXPERIMENTAION NUMERIQUE ET RESULTATS :

Dans notre projet; on a ¢laboré deux programmes avec le modele
de MARSCH (maillage curviligne et maillage incliné) dans le cas de

1'&écoulement méridionnal.

Cesn deux programmes sont adaptables pour 1le cas d'un écoulement

sube & aube, mais faute de temps machine on n'a pas pu les réaliser.
Les résultats sont donnfes pour leg cas:

Ycoulement incompressible {eau)

AFooulement compressibie (air}

Pour les graphes de 1'é&coulemnt aube a aube on a repris les

graphes des travaux antérieurs (avec raillage simple).
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REPARTITION DES LIGNES DE COURANT
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Fig. Rapport de -compression dans-
| le plan aube a aube d'une
pompe centrifuge
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Evolution du nombre de mach relatif
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Fig | -Distribution des lignes de courant
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Fig. Repartition du rapport de compression
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CONCLUSION

Dans ce présent travail, on a établi un code pour le cslcul
d® un écoulement dans une roue de turbomachine, ce calcnl

comprend :

-~ le modéle de WU caleulé & partir de plusieurs
naillage

-~ un calcul de 1la couche 1limite suivant un modéle
établi par SCHLICHTING.

~ une étude des differentes paramétriques des pertes .

~ une étude des conditions de charge.

Au terme de ce travail on peut dire gqu on a met en evidence
tpus les parametres succeptibles de modeliser un écoulement dans
une rovve de turbomachine.

Nous proposons, pour une éventuelle finalisation de ce
travail, un assemblage des diffrents calculs et études en un
logiciel final permettant d approcher de facon significative 1°

écoulement réel dans une turbomachine.
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Introduction des dérivées spéciales dans 1l'equation de continuité

D'aprés l'equation (1) du chapitre 1 on a :

1 g 1 a @ 1
——.—E-I.—(p.r.ﬂ-)-l- r.—a-s—(p.lh)+ az(p.Wz)r-ﬁ (1)

r

Or la définition des dérivées spéciales permet d'écrire :

& _ 8 nr a
Br (P-T-W ) =5 Cp.rW ) + 3o g (£oF-W ) (2)
a3 . a nz K.
Sz (PW) = SolpWe )+ . 55 (o) 3
en substituant (2) et (3) dans 1l°'équation (1) on obtient :
*
1 [ & nr a 1 .
_:E'['Iﬁ:"( p-T-We ) ¢ o 5y ( PoTWE ’] v o ree o)
& nz a _
v [‘5’1:""(‘""’ Y T e ¢ P-“z_’] =
1 a | 1 3 ) . 8
+ Brle-TW ) v o .guleW ) = - o g (ForW )
1 a nz a
“Fmaa(p'"“)‘r.nu"—ae(p'"’)
3 _ v
or -'—’~9——( p.r.ﬂn ) = r.p. £ 7o)
d'on
1 i3 1 8 _ _ p-.Dr OWr
T Frtle W) — .G leW )= Tl 9
_p W _ p.nz OW:
] T.nu~ 99
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1 "8 1 8 o AW Mu - AWz

* ¥ ar p-rW) v o b)) - 5e [’"‘- P " ™ Fe ™ G ]
1 T2 y
T ar P-rW) 25 gy peWe) = p.C(r.2)

Introduction des dérivées spéciales dans l‘'égquation de mouvement

a)- L'équation de mouvement radial s'écrit :

az ar

W ANr ] . "z'_[ a¥ir W ] _ a1 as (4)

a
- ""”i-“[aT(r'v”)" 30 “%r * T

or d'aprés la définition des dérivées spéciales, pour toute fonction
q =

aq - agq . nr aq
ar ar r.m 29
oq _ 3q e aq )

3z ~dz ' T @0

Ce qui permet de déecrire l'équation (4) de la maniére suivante:

3

w [ , nr a i dWr n=z Svr
- ----‘-?-- [---— (r.“‘)  —— -b—é(r.\?u)-— ]"’“2{ F + -

ar r.nu aa r.nu ae

ar r.nu e

W [ 8 AWr ok oI 85 ' nz.Wz AWr
* 7 [75‘1:“""‘"”{'+ "z'[ dz ~  dr ] =~ %r *T Br " T O
Wu dWr _ nr L S a8
r '3 ‘r.omc| r a8 (T W G - S5 TS ] (>)

or d‘aprés le premier principe de la thermodynamique :
T.dS = dU + P.dv . '

avec h=u+ p.v =» dh = du + p.dv + v dp

donc du = dh - pdv - v dp

d'ol TdS = dh - v dp
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-

as ah ap
T %= 98 Yo

avec v = 1/ p ce qui permet d'écrire que':

38 _ 8h _ 1 0p .
T %" 3@ 5o - (6)

*

Maintenant on se propose de calculer %g~
La rothalpie I est définie par : I= H - & r.Vu
ol H : est l'enthalpie totale
w : est la vitesse de rotation de la roue

Vu : est la vitesse circonférentielle

avec ' H="h+ V/ 2
ol h : eat l'enthalpie statique
, V : est la vitesse absolue de la particule
donc I=h+V/2-wrv , (7
or '
Wr
v W+ or
W

d'oix Vz= "z + wz. l'_‘z + 2. WM. w.T
Aprés substitution de (7) dans (6) on obtient :

I=h+ﬂz/2+w.r/2+wrm~wr\lu
I=nh+ W2 - o2'fr2°
d'oi _ :
81 _oh_ . 16w 1 8 . 2 .2,
¥~ 88 286 | 2 98 :
¥e
avec a z 2 _
- - 35 (w.r )y =28
et aw AW Ovir oW W=z
-é*é-— = 2-“ -'é'ar = 2.("!‘.--'3—-6 + “1.“—76" "z.---—;,:-e)
et par suite
al ah Wr v Wz (8)

6 " Fe Y Weapt Wt Wy
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la substitution de (6) et (8) dans (5) donne :

w [ F 1. w [ 8w ow: | _ 31 95  nz.We oW

T { or(r'Vh)J+ W= o=z ar |- —act T —3F r.nu a8

W, 3Wr nr [ w a oWz ah aWr W

T '8 ‘T T 88 (St W e e - Weas - Weas

-1 ep
P a8

w [o Wr Nz _ ax IS nz. ap

r [“a_r:(r"’“)]+ ""[ 3z 3t ] =% * T Br T F coe

1 aWr
- -i‘—.—r-ﬁ.—é-é—(m.ﬂr +7m-“.l +nzﬂz)
or Nr.Wr + Nu. Wu + Mz Wz = @

v gque n et W sont perpendiculaires alors :
W [a e Wz | _ a1 as nz. &p

r [15i(1'Vh)]+ hh'[ oz ar ] =9 *T -3 “Tom ‘e D

.

b} - équation de mouvement circonferentiel :

on a :

Wu [ & AW Wz ] 18I T as  (18)
r [Tr(r‘v“)]+w"[ dz Ir ]' rar. T dr

en procedant de la méme maniere qu'en {a) c'est a dire utilisant ia
définition de la dérivées spéc;ales; l'éqpation (18), et aprés
rearangement, devient: '

1l WL

a
~3z—(r.Vu)— T Fm -*é-é*(nr.“ + Mu. “J + nz We)

Wz
—F

Wr
T

a
—517-(1‘.\&4)+

+

1. ap (11)

r.p 88
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c)- equation de muouvenent axial :

-~

[ oW _ oW 1 oW _ avu ) o1 . S
, “'[_az ar .5 * w“'{ x 96 " Taz | = -3 * T3¢ (12)

Moyennant la définition - des dérivées spéclales et “apréo
subastitution des dérivées partielles par rapport a r et 2z on obtient
1'&quation sulvante :

W[ OWr | M2 W  OW:  mr Wz} L1 Wz oW nz oW
ar r.nu 46 ar r.nu 989 T 68 oz r.nu 98

- TI+ Iz ax . T _“_@,+ nz 48
a2 . r.nu 00 1 o=z T.0u 09 J ' (13)

Aprés rearangement et substitution des équaticns (3) et (8) dang
1'égquation (13) on obtient : ‘ . "
(W[ oW oW ] o OWe _ oI 95  mz.  Op
ar - 8r az I 2 ‘8z r.po.nu 99
or '
aWu 1 a
Pz - T ez (5W)
d’ol
Wl owr oW Wu @ - __ 8L as  nz. ap
" [ aT  dr ]"'??'Ei(r'vu) = 3z * T-az r.o.nu 88 (14)

remargue 1 : on notera que dans tout notre travail , on maanipule des

dériveés speciales comme si elles etaient. des qérivées partieilen

-ordinaire

remarque 2 on remarguera que dans chacune des équations de
ouvement, le regroupement - 1. ap ni

m . groupex o, T

ouamnm = Nnr, u ,Nz
chacun de ces termes represente une composante de la force F  quai

agit aur 1'aube.
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cette force‘peut s'écrire sous la forme :

F_-_,_l.dap

n
T.p. ‘8o

INTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DARS L'EQUATION D’'ENERGIK

L'éguation d'énergie s'&crit :

W .
r

6 1 & I &1
7 *WoFe * W gz =9 (1%

Q = 8 pour un &coulement adiabatique.

| 61 _ T I Yr & I
Sachant que =5 = 5 + e 55
s1 _ &1 m 0 61

S5 =z - r.m 5 6

En tenant compte de la condition d’écoulement adiabatique
1'équation (15) devient :

3T nr 6 I &5 1 : -
iﬂ [: & r + r.u &5 8 :] + “L‘ & 8 .

. w & 1 . Yir S I
P é r r.nu PN 2]
S I 5 I nr 5 I
»> W. -+ *W 32 = -8+t s 6
W Nz &1  Wu 6 I
z TC.iu - & 8 r “ &0
W & 1 + W & I _ _ 1 . 6 I (nr.W + nu. W + nz W)

r & r Lz & 2 r.nu 5 @

- ) -+
Le vecteur vitesse relative W é&tant perpendiculaire au vecteur

unitaire A donc : -
h.W =8
D*od w. BI 4 &1 _ .

r’ & ¢ z & 2
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SIMPLYFICATION DES EQUATIONS DE RAVIER-STOKES POUR L‘ETUDE
DE LA COUCHE LIMITE

v

Kn général, il est possible d'avancer que l'épaisseur de la couche
fimdlte décrolt avee la viscosité, ocu  plus généralewment, gue celle i

decroit guand le nombre de REYNOLDS augmente,

11 &té démontré d'aprés beaucoun de solutions éxactes des éguations de
NAVIER -STOKES gue 1l'épalisseur de la couche limite est  propossionnelle &

. . . . . . 1./ 2
tn racline carrvée de la viscosité cinfmatigue: £ oo

tarmis les simplifications gui sont A introduire dans les équations de

HAVIER-STOKES figurera celle relative A l'épaisseur de la couche limite

il  est ronsidérée  comme trég petite - comparée a la longuenr
capractéristigune L du corps: & o< Lo,

Nous allons maintenant proceder a la discussion des simplifications des
tquations de NAVIER-STOKES. nous éstimerons 1'ordre de grandeur de chadgue
ferme. Dans le probléme bidimenssionnel danz la figure ci dessous., nous
COMMeNcerons pPar Supposer  la  pareli  comme  ayant une  forme platae &%
coincidant avec la direction X, la direction . Y sera perpendiculaire A
celle ci . N ‘ \_&\m\

On réoeorit wmaintenant leg &guations de  NAVIER-STOKLS sous la forme
adtimensle welle, en réferant toutes lez vitesses & la vitesse Vo o de
Pfrooulement libre et les dimensions linéaire 2 la longueunr
curactéristique L dua corps qul est choisle de telle‘sorte' a ce gne la
derivée odimenaiconnelle dusdéx ne dépasse pas l'anité dans la région

corildarde
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La préasion est rendue adimensionnelle avec pvz, et le temps est referé

A L/V. aingi, l'éxpréssion :

R= V.L.o / = V.L [ v
représente le nombre de REYNOLDS gqui est considéré trés grand. aveo ces
nuppositions, et en  retenant les mémes symboles pour les guantités
lan

ndinensionnelles,. les &équations de NAVIER-STOXES pour un écoulement

deviennent:
au au au P 1., &u &u
dirtction X : **éﬂ_t’*j"'" + 11 —a—}—(‘—' + V. ";?—y—— = - Fex -+ it ( axz + ayz } (1}
2 2
Fore e . av av év _ _ ar 1 3w a v (2}
diréction Y : i Y e TV v £1% + N ( 5 T AV p)

1'équation de continuité s'écrit alors:
.
au, . & g (3)

x| oy

Lo conditions aux limites sont @

abasence. de glisgsement entre le fluide et la parol .

i.e : u=v=0 pour y=8, et vu=Ue¢ pour y tendant vers l'infini.

Nous retlenons  le symbole & pour l'épaisseur de la couche limite

adimenslionnelle S/L ., d° ol & << 1 .

Nous allony maintenanl Estimer L'ordre de qgrandeour de chaque terme pour
pouvolre négliger certaiog termes. Puis@ue du/8x est d'ordre 1, nous
voyons d'nmeés L'équation de continuité gue dv/dy est  aussi  d'ordre 1.
rulsque & la parol, vs=8, alors dans la couvche limite, v est d'ordre &.
Alnal 8v/8x et &zv/ax2 sont aussi dA'ordre &. Il en est donc de méme pour

# #
dufax.

Nous suppesons que l'accélération instationnaire du/dt est de méme ordre

1

Que le fterme convectil w.du/adx.
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Pulsgque la composante de la vitesse paralléle A la parol croit de =zero
nu niveon de la parcei a la valeur wun dans le courant libre & travers

Utpeissear & de la couche limite, d'on :

Ju 1 a’u 1 -
Ty 2B et =
ay &
v & o%v 1
ay e 1 et o=
ay &

La premieére éguation peut OGire simplifife maintenant en néglilglant
0“v/axz devant 62v/3x2. de la seconde éguation nous déduisons que JP/ay

ot d'ordre &.

L'acroissement de la préssion A travers la couche limite, pouvant <&tre
obtenue par intégration de la seconde éguation, est de Llordre &, i.e
trés petit. Ainsi la préssion dans la diréction normale & la couche

Iimite est pratiguement constante.

- Auw bord éxterieur de la couche limte, la composante parall&le u devient

fagule A celle du flux éxterieur, w(x,t).

ruisque le gradient de vitesse n'est pas grand, les termes visqueux de
1 'eguation (1) s'annilent pour des dgrandes valeures de XM, et par
conséguent pour 1'écoulement éxterne on aboutit a:

au Avs 1 ap (4)

- -+ Us pema— TE e —— it ap e e
0 L Lidr
ol les symboles représentent des gquantités dimensionnelles.

pn le casd'un  éconlement stationnaire, 1l'éguation est simplifieé
congldérablement et la préssion, ne dépend gue de xX. nous aurons alors:
1

P4 ~?*.p.U2= constante.
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Nous sommes malntenant en mesure d'écrire les éguations de NAVIER-STOKES

ﬁimpliliécﬁ, connus sous le nom de "éguation de PRANDTL pour la couche

llmite . Nouwr revenons au quantités dimensionnelles et on obtient -
_‘9 u St _.(."}J — 4+ _0_1_]'.__ = - ,#]:._. . .:'?AP_. + v ._(?..z_]_l? { 5 )
at TTax Ty © &x ay” .
Ju av Y {6}

- -+ _- . —

ax ay
awee les conditions aux limites suivantes :
yp=8 n=v=8a

7
Y =00 n=u(x,t) .

dans le cas d'un &coulement stationnaire, le systeme cl dessus devient:

fun L, Gu _ 1 o . L Jihﬁ (8)
A T3y T P IX ay
au a_v

_ (9)
ey T ° |
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CRITERES DL CHARGE POUR UN COMPREGSEUR

Les approches adoptées par les auteurs pour déterminer les

dafscrochages, dans les differentes régions des compresseurs centrifuges ou

prtolin la ligne de pompadge, sont Jgénéralement semblables A& celles

ntili

uie 1

trerissds

B0ens dans les compresseurs axiaux. Le principe consiste & 2 définir
imite de hon fonctionnement au-deld de laguelle 1'écoulement est

d'ftre dfcollé dans le composant considéré.,

I existe dans la litérature uwn foissonement de c¢ritére dans

verrtalng denloe eux seront rappelés dans cette annexe. La plupart de ces

TERLS I ')
f g

gunli

ren sont ailmnples et ne tiennent, en généiral, compte cgue d'un nombre
limité de paramdtres,. ce qui leurs conferent un caratére plutdt

tatlf gue guantitatif.

Il trut faire la distinction entre les decolement 'qui ae

produluent dans la partie axiale de ia roue et le décolement ogul se

proda

Ly sur la partie radiale (iet-sillage): Parfois, s8i leas formes

marldiennes et les fLormes d'aubages sont mal choisies, ces décolement

mruvent ge regrouper en téte de pale. Parmis les critéres, on peut citer:

CRITJ;-:RE_‘gs DE RODGERS :

Basémn muar la difusion entre l'entrée (1) &t la sortie (2) de la rous

Critére ne tenant pas comple de jet-sillage (calcul en téte de pale):

Wimax -
D = — = 2
YWemen

Critérs tenant compte de jet-sillage {(calcul aw rayon moyenj}:

1.4 ¢ = 1.7

thesop
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- Critére basé sur le facteur de difusion (calcul au rayon moyen):

We

0.5 ¢ 1o -+ £(U2,q W) + 8.1 b (1+ *gff-) < 8.66

iy + coefficient de travail

- CHITERE LONGITUDINAL:

- sang tenic complte de jet-sillage:

pL = Jesep _ 4 4

Wzrna:-:

~ tenant compte de jet-sillage :

1.4 < DL = —' . F(Mu) <1.7

Wesep

Bvec B.% < M < 1.1

PERTES PAR INCIDENCE:

La région d'entrée de la rous d'un comprésseunr

rossenble d celle d'un comprésseur axial, aussi les calcules

deu profils de la méme fagon et basés sur la formulation
HODGERS .

des pertes

proposée

L'angle d'incidence nominale ou optimum iopt est dé&fini Comme

AlLant celui gqui donne le minimum de pertes. pratiquement.

il

lee milieu de la plage d'incidence Al ol les pertes ne dépassent pas

double du niveau minimum, L' incidence nominale est fonction de l'angle 3

formé par la ligne moyenne de la pale avec le plan meridien a l'entrée et

vy nombre 7~ mach relatif en amont de la roue mobile Mws,

por la correlation sulvante:

jopr = 2 [27.5 - B4 B - (22.5 - B.3 M j-

il est donné

(Mvz:-1)°
BCEERY

centrifuge

représente
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La plage d'incidence & la limite de lagquelle les pertes sont

Houblées et calculées par

2
: - (Mvi1-1)
Al = 5 + (]_2. 5 - 8.1 ﬁf.) '——ﬁ"——?:?—‘-‘-"

e travall équivalent A la perte de la préssion totale est donnée

THAE S

AHinc = B.85 (coef - 1) Wi

ol : Wi ext la vitesse relatif 3 l'entrée .

coef = 1 + 8.1667 | —* 73;—! + 8.8333 I_-l—f—}m
] i | Al

. |

hans Le ces ol le nombre de Mach est  supersonique.  oOn introduit une

rorrection suplimentaire définit par:

Affine = 9.1 ( M1 - 1 ) W

PHRTE%_RA?_ELOCAGE:

La présence des pales et de 1'épaisseur de la couche limite

entre le bord d'attagque et le col de la roune mobile diminu la section de

pamsage et entraine ainst un blocage ¢gui est prigs en compte . .par le

goctlicient de blocage représenter par le produit de deux coefficients

danss 1'un est fonction d'angle d&'incidence i et l'antre et fonction du

nopbre de Mach

chlc = ¢hlefi) . chlc(Mv)

B @ les effets dtincidence sont donnés parxs:
clbe(i) = 1 - ©.6889 i - 8.886 i°

et led effetw du nombre du Mach par :

chlc(Ma) = 1.1 - B.12% M ' B.8 <« Mw < X

clbo(M) = 8.975 Mv > 1A
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Donc on forme un systeme (8x8) qui permet de calculer les dérivées

partielles premiéres et secondes de y réspgctivement par rapport 4 x

et y et qul sont:

[ dw ) hi .ws -hb .we + (B5-13) ypo

| Ox 1, ha .he . (hs +he )

ey ] | hi .y —hg.wi_ + (W% -nf) wo

L 9Y |, hz.hi.(hz+hi)

i a’?: _bhs w4 +he.ys - (hashe) wpo

| o% 1, ha .he.(ha+he) / 2

F_Qi 1 . b1 w2z +hz.ps - (he+h1) po

Canl hz hi.(bz+hi) 7 2

F‘azw] Yo ~ ¥ " ¥a T ¥,

9y ox (he+hs) (ha+hz) .

ERMQ On peut approximer de trois maniéres défferentes les termes

premidres de

a) - ¢as ou
rnaillage :

difference
b) - cas ou

machine :

4

difference

la fonction y suivants les trois cas cités ci-dessus:

’

le noued k =2e trouve a L1'interieur de la grille de

oy Yiers = ¥ + G(Ayz)

ay 2.Ay

finie centrée
le noued k est situé sur la frontiere inferieur de 1la

¥ - ¥
Sy - L+1 t + G(Ayz)

ay Ay

finie decentrée a gauche

c) - cas ou le noued k est situé sur la frontiere superieur de la

machine é

L 4
Sy L -1 2
3y = iy + B(AY )

difference finie decentrée a droite



E.N.P. '
Projet Fin d'Etude ANNEXE 4

EQUATIONS AUX DEFFERENCES FINIES

—r

La définition classique de la dérivées d'une fonction g(x) a une
senl variable x est :

dg lim g{x+Ax) - g{x) -

dx AX o Ax

Pans un computer digital, la limite est remplacée par une somme de
terme, qui tend & 1'apprecher. L'erreur comuise sera négligeable
losgue le processus est continue, c'est a dire lofsque Ax est
infiniment petit. Pour ce faire i1 faudra substituer les dérivées par
les équations aux differenées finies dans la formalation se base sur
le développement des fonctions en series de TAYLOR.

Soit une fonction & deux variables réelles y (X.,Yy)

Dans tout ce qui va suivre, on utilisera la notation au lieu de
vx(x.y) oﬁlk est le numéro de noued considéré et ¥, la valeur de ia
fonction de w» en ce noued. -

Soit la structure de la ficgure ci dessous :

F4 [
?
3 4
L&)
-] i 3

les b étant les distances qui séparent le noued 8 des gquatre noueds
1.2,.3 et 4 . '
Le développement limité de second ordre autour du peoint 8 s8'écrit

de la fagon suivante:

2 4 2
» T oy 8y ax® [ oy &y
V= ¥ ox ['3"5&' ]: "Y'[ 3y ]* 2 [ am | ox oy |0 T

oli k designe le numéro de noued .
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