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RESUME

Compte tenu de 1 importance que revét.!' la machine a4 mpesurer
tridimentionnelle dans le contrble des surfaces complexes, ce travail
nous a consisté en premiére partie &4 é&xposer deux mEéthodes de
maiilages des surfaces complexes qui sont le modéle de BEZIER et
celui de B-SPLINE, en deuxiémes partie & sppliquer ces deux méthodes

pour la modélisation de ls surface d une denture conique droite.

SUMMARY

Taking into account the importance of third dimensions mesuring
machine in controling, this work consisted of in ths first stape we

BEZIER and B~SPLINE models, the second step: consiste their in the
application of this two methode for the mesh of =a si;i-gigth and

expose two methods for mesh of complexe surfasces wich consiste in
i conigue teeth.
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INTRODUCTION: 2

IDINTRODUCTION .

I.1)EXPOSE DU PROBLEME.

Les développements importants enregistrés dans 1l industrie en générale
et en particulier dans le domaine de la fsbrication mécanique
nécissitent de plus en plus une grande cévéritées dans le cotrdle de 1la
qualitée des piéces afin d augmenter leurs précision , et donec obtenir
les diffirentes tolérence éxiger par les buresux d études pour sssurer
une plus grande fiabilitée dans le fonctionnement mécanique des
machines; mais souvent dans 1 industrie le contrdole ece heurte & des
surfaces des piéces a contriler, ce qui a4 pousser les industriéls A
créer des machines de mesures complexes mais qui donnent des résultats &
la hauteur des éxigences .

Notre travail conciste en premier lieu & éxposer deux modéles théoriques
qui permettent la modélisation des surfaces compléxes Qui. sont

respectivement:

¥)Modéle de Bézier.
*¥WModéle de B-Spline.

Ces deux modéles mathématiques sont,a la base des logiciéls,utilisés en

C. A. OetC. F. A. Opour la modélisation et la géneration des
surfaces complexes . A partir de certains points mesurés appartenant a
la surface, par un maillage paramétrigque approprier , on peut déterminer
par interpolation n importe quelle autre point appartenant a la surface,
donc on approche 1 expression de la surface f(x, yD=z {(qui est défficile
a trouver ), par une sutre expression dépendant de deux paramétres P

généralement u et v telgue : P(u,v) = § . Ces deux paramétres sont
généralement de direction perpendiculaire, et peuvenf étre considérer
commes ' des distances adimentionnelles "

En deuxiéme lieu nous allons appliquer ces deux modéles a la
modélisation de la surface d une denture d’un pignon conique droit dont
nous avons les points de la surface palpée .

Les points mesurés sont obtenus a l'aide de la machine & mesurer
tridimentionnelle M . M . T . Cette machine est assistée par ordinateur

car sa gestion peut se faire par un logiciél ecrit en langage H . P
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Cbasic) . Le but de ce Jogiciel peut s¢ résumer en deux  points
importants: '

13 La machine M . M . Ten réalité ne donne pas les coordonnéesdu point
appertenant a la surface mais elle donne celui du centre du oalpeur d ou
il est nécesssire de faire la translation de la surface des points
palpés, & la surface réelle de la piéce gui sont paralléle mais pour cela
nous devons connaitre 1 expression de la surface soit de fagon éxacte

done £Cx, ydD=z ou de fagon approcher par la méthode de BEZIER ou B-
SFLINE

2) La wmémorisaticn des coordonndes (X,Y,Z) des points mesures
relativement i un repére de préférence appartenant 4 la piéce et ceci
polr une piéce mastdére ( la premiére piéce de la série de fabricaticn),
permaettra la machine de faire ls compsraison entre la piéce mastére et

a
sntres pidces de la série toute en respectant le méme repére (X , Y, Z)

Pour donner:les .écarls

Y. 22MACHINE A MESUER TRIDIMEMT] ONNELLECHM . M . T).

I.2.13HISTCRIQUVE. -

Ls machine & mesurer modérne A été construite en Italie & la fin de
1952 puis 1973 est apparue une mgchine d mesurrer tridimentionnelle qui
& garder =s forme jusgu'a nos. jours ,  car déia elle é&L& équirer d'un

~slpeus universel . od'on ealoulateur et o 'une commande numériqus . Cette
paLp !

“machine est une (ZEISS) medéle U M. # 500

. pepuis les # . k.. T.ne cessont de se développer & fire et & mesure

que leur industrie se développs, actuéllement le nombre de M . M . T

dsns le monde est d environs TUO0 machines .
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*)I1 faut plusieurs palpeurs différens . ,
*¥)I1 est difficile d auntomatise 1z M . M. Tasgi on utilise ce type de
palpeur . ‘

b)palpeur a bille.

Le contact ponctuelle bille-surface permet de diversifier les surfaces
a palper tout en gardant '1e méme palpeur le plus important es# de
déterminer 1 instant og il y a contact sans déformation ni du palpenr ni
de la piéces ,le contact doit étre franc mais aséez faible .Nous sommes
€n presences de deux concepts . |

*)Conicept du palpage statique:dans ce cas 1a bille est positionner sur

la piéce et la machine & mesurer s arréte.En 1 absence.de frottement s
17effort au contact bille Piéce est normal i la matiere -Et la mesure
est’ effectuer avec une précision de 1‘ordre de 0.1 um.Enfin les palpeurs
statique permettent le palpage continu,

-

*)Concept du palpage dynamique: Le palpage dynsmique consiste 8

venir toucher la piéce avec "la bille en maintenant la machine en
mouvement avec une vitesse constante de 1°ordre de 0.5 .m/min ce qui
fait que la 1-accélération dy mouvement est nulle ce qui - provoéué
1"annulation de force d’inertie .Le systéme doit détecter le choc de 1la
bille avec la piéce . Un palpeur - dynamique (ou & - déclenchement )
fonctionne comme un simple interrupteur qui donne le signal nécessaire a
la lecture des trois régles de cbntrﬁle des déplacements . Il est
caratérisé par faible encombrement de la téte et 1le coit modére  du
systéme ,en revanche les mesures données sont moins précise que celles
données par le palpeur statique .

Les palpeur dynamiques sont les plus utiliser sur les machines 4 mesurer
et courament employés sur les M . M . T de moyenne précision
(incertitude globale u = 0.5um )

clpalpeur sans contact.

Ils sont resamerit apparuent et se présente sous deux formes :
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*)Le palpeur a larer

*¥)e caméra C . C . D comme palpeur sur machine i mesurer.

Ces deux types de palpeurs sont particuliérement adaptées mux piéces
planes du type circuit £lectronique imprimé asu micro engrenage . ici les

points sont saisis gréce & des techniques de recherche de contraste.

o+ - TR T
i -moblle Xz portique
mobtile Y 'z charlgy '

maohtle £ u‘mullgxuu;

SChema o la rMpMT

PRINGPE DU PALPEUR
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II.l)M&THODE DE BEZIER.

II.1.1)COURBE DE BEZIER.

La méthode de Bézier est bien adaptée: an modelage intéractif de
courbes. Une courbe qQuelconque est spproximée pér plusieurs ségments de
courbes de Bézier, chacun étant spécifié pour une ligne polygonale.

- . Chacune de ces lignes polygonales peut comporter un nombre de sommets

différent (quatre étant le minimum), 1°ordre de 1ls courbe de Bézier
étant égal su nombre de sommets moins un . Chague ségment de courbe
passe par les extrémités de la ligne polygonale servant & la définir,
mais pas par les sutres sommets qui ne servent qQu'a modéler sa
forme. Connaissant les sommets de la ligne polygonale, les points de 1la
courbe de Bézier sont tracés en calculant le centre de gravité des
sommets pondérés pour un paramétre u variant de 0 & 1 . _

Etant donné un polygone caractéfiétique PGm dans un repére R
d’origine O et d'axes (X,Y,Z) , la courbe de Bézier sassociée & ce
polygone - est une forme polynomiale parsmétrique de ° degré n'
répondant a 1 éguation, (II.1.1).

m

P(u)= z Si.Bim(u) , ue [0,1] C(IL.1.1)

LL=0
avec:
Bim(u): sont les polynomes de Bernstein.

(m-i)

Bim(u) = €™ . u* .(1-w)™"! | (I1.1.2)

ie{(,1,....,m}

et C| :sont les coéfficients du binome de Newton.

m m!
C. = o

Lorsque le degré m est fixe,les polynomes de Bernstein sont complétement
définis. de plus si‘le polygone caractéristique PGm,associé a4 la courbe

est connu, alors:

“*)Le nombre de sommets du polydone fixe le degré m des polynomes de
bernstein et donc de la courbe de Bézier, -
*)Les coordonnées des sommetS du polygone caractéristique définissent
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1’ensemble des coéfficients de la courbe.
Le premier et le dernier point Sont colloqués

La courbe est tangente su premier segment et an dernler du polygone de.
contrdle, -

Donc finalement, la seule donnee du polygone caractéristique (PGm}'
définit complétement une courbe de Bézier puisque le parametre u
évolue systématiguement dans 1’intervalle [0,1)(Fig:1).

J—

Fig:1. Courbe de Bézier de degré 5 associé
an polygone caractéristique (PGs).

I1.1.1.1)PROPRIETES DES COURBES DE BEZIER.

A)REVERSIBILITE D" UNE COURBE DE BEZIER.

Une courbe de Bézier, de degré m, construite & psartir d’un polygone
caractéristique PGm ne change pas de forme lors de 1’inversion du
polygone caractéristique (Fig:2).

Soit P'(u),la courbe définie & partir du polygone . caractéristique

1

ci-dessus, la propriété énoncée s’éorit :

CP(u) =P (l-1) ., VYuel[01] (I1.1.3)
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. : !
: {
LLS X
1} LF
iy

Fig:2. Inverisnce d’une courbe de Bézier lors de
1inversion du polygone carsctéristique

ay |
1

Cette porticularitée est vtile lorsoue 1°on souhaite :

*¥)onstruire un carresn de bérier s’sppuyant sur plusieurs courbes dont
ir® nrientations ne sont pas tovtes indiquéss.

w05 pointe aseociss possédant la méme valeur paramétrique,le résunitat
escompté nest pas nécessairement celul suquel l'utilissteur s attend.

Le angement de gens de déseription dune pourbe lui permet de
coriger la forme du carresu sans avoir a remettre en capse le travail
anterieur d ajustement de ls forme du carresu n’est pas négligeable
(Fig:3)

Utilisation de la réversibilité d'une courbe de

RBazier lors de la coonstruction d°un carreau

‘.\
;J«
I
[
]
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B)YRELATION GEOMETRIQUE ENTRE POLYNOME CARACTERISTIQUE ET COURBE DE
BEZIER.

Ici 1'objectif est de préciser 1la nature des relations entre la forme du
polygonercaractéristique est celle de 1la courbe. 7 : . t

¥)Coincidence aux éxtrimites.

On ‘se base toujours sur 1’équation (1), on s aperc01t Que pour u = 0, le

point de la courbe P(O) est. confondu avec le premier pdle.On montre de ‘
‘maniére symétrique que pour u=1, le point P(1) est confondu avec 1le .
dernier péle de la série(Fig:4). '

P(G) = So . P(1) = 5m , (II.1.4)

On. exploite cette particularité pour assurer la continuité de deux
courbes devant se raccorder pour lesquelles le dernier pdle de la

e e -

premiére doit étre confondu avec le premier pdle de la seconds.

*¥)Tangence aux extrimiteés,

La direction de la tangente poﬁr uﬁﬂ‘est donnée par le prmier cbté non |
nul du polygone caractéristique ainsi que pour u = 1 , c’est ce
dernier c6té non nul qui donne la direction de la tangente. On exploite
cette propriété lorsque 1°on souhsaite constfuire ‘deux courbes qui se;
raccordent aux extrémités avec continuité des tangentes : les derniers
pdles de la premiére courbe doivent &tre colinéaires aux deux - premlers

pbles de la deuxiéme courbe.

Le premier cOté du PGm est : (51-80),
Le dernier cdte du PGm est : (Sm-Sm-1)
respectivement lorsque les cétés sont distincts (Fig:4)
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‘Fig:4. Relation entre les premiers et dérniers c6tés

du polygone caractéristique et la courbe (m=4)

*)Rayon de courbure .

*

Concernant 1la concavité ou la courbe planes ou spaciales,la
relation entre courbe et polydone caractéristigque se conc;étisé

par :

-Les sommets So,51,52 etSm-1’,Sm-2z,Sm définissent, seuls, 1la cﬁurbure
de la fonctlon P(u) en u=0 et u=1 respectlvenent, '
-La concavité d’une courbe plane est définie,par rapport au cote {Si- -
S0), du cBté du sommet Sz en u = 0, lorsque.les trois sommets ne sont
pas alignés.

La propriété . est la méme en u = 1,

Le cercle osculateur,pour une courbe spaciale,est défini a partir
du plan osculateur gui s appuie . sur ies sommets So,S81,52,sauf s’ils
sont a11gnes, pour u = 0.

Ai P <. de 1la derlvée seconde de P(u),plus aucune interprétation .

géométrique n’est 90551b1e mais 1 utilisation qui vient d°étre Ffaite
montre déja combien un polygone caractéristique permet, & -lui seul,
d’appréhender la forme de P(u). '

Remarques:

Le sommet St participant & la définition du vecteur tangent, -seul le
sopmet S; définit 1l orientation de la normale par. rapport au ofté
{51-50) du polygone caractéristique PGm,

a

Donc Le plan osculateur a4 une courbe étant construit a4 partir des

-

vecteurs (t,n), ces vecteurs sont définis & 1'aide . des seuls somnets

T g
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S0,51,52 (Fig:5).

on  Couvbe au clessous cf, (5, -5.)

A S Spestau chgos - Courbe au-chssus ok (5, -%)

3o 51'5& ast au 61&55“-5 4

Plan esculabevsr - _ .
au pornt P(o) - . , S

LS

r———

Fig:5. Relation entre les trois premiers sommets du polygone
caractéristigue et la courbe P(u).

¥)Point de singularités.

-

L’ 1nterpretat1on de ces conflguratlons est étr01tement llee a la
théorie des fonctions vectorielles faisant appel aux notlons points
stationnajires, points de rebroussement de premiére ou de seconde espéce
Le pr1nc1pe consiste & prendre en compte les dérivées d ordre superleur
Jusau’i 1& premiére dérivée dont la direction soit définie; c’est a

dire:

=0

dur

Par exemple, =i les deux premiers sommets Si1 et So sont’ confondus, on

obtient:
dP .
da (®=0

Donc Le point u=0. est un point stationnaire.Si ~le sommet Sz est
distinct de S1, la direction de la tangente sera definie par 1a
quantlté (S2-51), (Fig:6). : ;

L.e méme ralsonnement s appllque pour des grandeurs: relatives & des

dériveédes d ordre supérieur.
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5

>0 (o)

Fig:6.I1lustration desrsituationS'singuliére en u = 0.

C)RELATION DE RECURENCE. -

les relations de récurence sbordées ici vont &tre é la base d’'une partie -
importante des propriétés des courbes de Bézier. De plus ces relations
de de récurence sont commms aux modéles de Bézier st B-spline. ‘
Rappelons tout d’abord une propiété.- des coéfficients du bindme de
Newton, soit: 7 ' -

m m-1 m-1 . ‘ . ]
C, = C...vC, » +€{1,2,...,m~1}, ' (I1.1.5).
m—1 o mA m-1
CO = CO Cm = Cm—l.

*¥)Une premiere relation de recurence exprime | les polynomes de
degré (m-1),elle s’ecrit: ' '

Bim(u)= u_Bi-Q,m—x(u)+(1—u).Bi}m—1(u) . Yue [0.1]
Bom(u)= (1-u).Bo.m-s1(u) . ie{l,2,...m-1} (11.1.8).
Bmm(u)= u.Bm-1,m-1(u) ‘ -

*)Une seconde relation lie les dérivé.s des polynomes dé' Bernstein de
degré (m-1).Elle s exprime par les équations:
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dBim ) : ) . . |
du (u) = m.(Bi-t,m-1(u)-Bi,m1(0) , ie{l,2,...,m-1}
dBom ' ’ :
ag (W) = -m.Bo.m-s(u) , V ue [0,1] (I1.1.7).

Brnw) = mBmetmes(a) .

D)INYARTENCE DE LA FORME D’ UNE COURBE DE BEZIER.

S

: - : ] :
Pour gqu’une translation ne modifié pas la forme d une courbe, les
polynomes de Bernstein doivent satisfaire la condition de Cauchy:

{ sl

. m
) Bim(u=l , u [0,1] | . (I1.1.8)

i=o . ’ ) . }

Soit’ p(u) une courbe de Bézier de degré m,associe an polynome
- cractéristique PGm ; P(u) subit une translation définie par A. Aprés
translation, P(u) devient P’(u):

P (u) = P(u) + A , u e {0,1]

P'(u) est une courbe de Bézier,de degré m, admettant pour polygone
caractéristique {Sm",S1",..... ,Sm“}.Ce dérnier se déduit du polygone PGm
par une translation de A,(Fig:7). '

Si=S5+4 , ie{0,1,..... ,m} (11.1.9)
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Fig:?. Construction d une courbe de Bézier P (u) déduite
par translation de P(u). '

La transformation de la courbe P(u) soumise & une rotation d’axe(0,8)
caractérisée par une matrice [R].Engehdre une courbe P'(u) dont 1le
Polygone caractériétique est déduit du polygone caractéristique
PGm ,associé & P(u) par une rotation autour de (0,6). En utilisant 1la
matrice [R], cette rotation s’ecrit: (Fig:8).

St = [R].5 e {0,1,....,n

Des conelusions identiqueé sont  applicables sux transformations
correspondan; 4 des symétries ou des changementé d’echelle, (Fig:8).
Donec, translater, faire tourner, chenger d°échelle, effectuer une
syﬁétrie ou appliguer toute une combinaison de ces opérations
élémehtaires & une courbe de Bézier P(u) est équivalent & réaliger la‘_
méme transformation avec le polygone caractéristique PGm de PCu). De
fagon plus précise,. ce principe est- vrai§ pour toute transformation

linéaire, dont la matrice de transformation homogéne est de la forme:
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, t11 t12 t13 t14
t21 t22 t29 tz24 :
T™a] = i
[ Tu] t31 L3Z2 L33 L34 ,t‘“E R - (I1.1.10)
0 0O O tes

alors le polygone caractéristique de la courbe transformée est obtenu
par:

E3g 4 Six .

sy - Si .

| FH (2 L ie{0,1,.
‘'z

J t ) S'ymefr.r'p.
- 3¢ :
i N V&\s_g
' 5, A
. 5 ’ ;
3 'OM
P(w 5
Change ment Sbchelle

Sofvanlx e):y

Fig:B. Autres transformations géométriques conservant
la forme d’une courbe.

E)INFLUENCE DES SOMMETS DU POLYGONE CARACTERISTIQUE SUR LA FORME D" UNE

COURBE DE BEZIER..

La nature et la fonction de certains objets aménent quelque fois
l7utilisateur d'un syst 3me de C.F.A.0 & privilégier l'aspect
esthétique d une courbe ou d une surface par repport & des crlteres de
fabrication , de montage .....

et —
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A ce titre, il peut &tre intéresssnt de modifier la forme d une courbe
de Bézier,P (u),en deplagant un ou plusieur sommet de son polygone
carcterlst;que PGm (Fig:7).

Ainsi modifié, le polynome caractéristique définit une  nouvelle
courbe, marquée par les propriétés suivantes, (Fig:9).

Fig:3. Influence du déplacement d’un sommet du polygone

caractéristique sur la forme d’une courbe de Bézier.

¥)L ensenble de la conrbe P(u) est affecté par le déplacement du sommet

hormis les deux points extrémes P(0) et P(1) lorsque le sommet déplacé
est ni 5o ni Sm. Si lesommet déplacé est Sm, seul P(0) sera inchangé

et reciproquement.

*¥)tous les points de la courbe subissent une translation de direction &

et d 'amplitude fonetion du parametre u associe an point,

*)Le point de la courbe le plus sensible & la déformation correspond a

1 'abscisse u = {%— » 81 le sommet déplscé est Si.

Ces particularités contribuent =& donner & 1'utilisateur quelques

indications lui facilitant une téche qui peut rapidement devenir

fastidieuse si le polygone caractéstique comporte un grand nombre de

sommets et si plusieurs sommets doivent &étre successivement déplacés.

F)POLYGONE COVEXEASSOCIE A UNE COURBE DE BEZIER.

La propriété développée ici concernera les courbes planes pour plus de
simplicité dans 1 interprétation géométrique de ce qui suit,

A toute courbe de Bézier P(u) peut &tre assoclé un polygone convexe PCm,
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{mt+1) directrices,est représenté par 1 éxpression:

m

P(u,v) = z Di . Bim(u)
L=0

m n

P(u,V):E E Sti.Bim(u).Bin(v)
o 1-0

L=

u,v € [(,1]

avec:

Sujrles polygones
Bim(u) et Bin(v): fonction de Bernstein

m . m-41

Bim(u) = C_ . b . (1-v)

n . n~-1

Bin(v) = C, . vl . (1-v)

(I1.1.11)

La (Fig:12) illustre les relationg entre génératrice et directrices pour

un carrean bicubigue. Les polynomes de Bernstein Bim(u) et Bin(v)

entierement définis par les degrés m et n,donc les seuls

sommets

sont
Sij

deéterminent complétement un carrean de Bézier et constituent le résean

caracteristigue, noté RSen, du carresu Plu,v).

fiement ¢e suripce de Bézie

il

Fig:12. Construction d un carreau de Bézier & partir de

génératrices et de directrices
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11.1.2.1)_PROPRIETES DES CARREAUX DE BEZIER,

A)RELLATION GEOMETRIQUES ENTRE RESEAU CARACTERISTIQUE ET SURFACE.

Le réseau caractéristique RSmn d’un carreau de Beézier P(u,v) est en
contact avec le carreau sux sommets 500,5mo,Som,Smo  car 1 équation
(II.1.11) évaluée sux points:

P(0,0),P(1,0),P(0,1),P(1,1),

admet respectivement pour véleurasoo,SmO,Son,Smn Les polygones

caractéristiques :
PGmo : Soo0,Sto,..... ,omo,
PGmn : Son,81n,..... y Son,
PGro : Soo0,S10, ... .. »o0n,
PGrm : Smo,Sm1,.....,5mn

Définissent respectivement les courbes isoparamétriques:

v=0 P(au,)

v=1 P(u, 1) {I1.1.12)
u=0 P¢O,v)

u=1 P(1,v)

La (Fig:13) Illustre 1’ensemble des propriétés énoncées  jusgu’a

’

maintenant.

10.1)

Spy

Fig:13. Relations géométirques entre carrean de Bézier

. et résean caractéristique pour m=n=3
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be fagon plus générale,une courbe isoparamétrique du carreau P(u,v) est
construite selon les étapes:

L2 L 3
*)Le paramétre u ,u € [0,1], étant fixé pour définir une courbe de type

iso-u. la courbe correspondante répond & 1 éguation:

m n
P(ufv)zz 2 Sii.Bim.(u ).Bin(v) , . VY vel[0,1]
i O

L » . oy
*)Le polygone caractéristique PGn ‘de la courbe iso-u cherchée est
L J
construit & partir du réseau RSmn : les sommets de PGn s expriment a

partir des Sij par:
m

=z Sii.Bin(v) , i e {0,1,....,n
LTO

. . e . . . »*
L équation isoparamétrique s exprime en fonction des sommets Sj
n

Puiv) = Z S5 Bin{v).
i oo

Les ST peuvent étre construits & 1aide de 1'algorittme de P.de
Casteljau ou d aslgorithme de calcul d'un point coursant.

. Les polygones caractéristiques des courbes isoparamétriques 0 < u < 1 ou

0<v < 1 ne coincident donc pas avec les cotés ou sommets du resean

caractéristique RSmn comme 1%indiquent la seconde étspe et la (Fig:14)

Pn])ponc c:u.:clénsuquc B
“de Plu vy

©P0,0)

Fig:14. Construction d'une courbe isoparamérique

» }
. pour u = 0.5



METHODES DE MAILLAGES: ' i 4

Les deux preumiéres rangées de sommets Sie et Sis, 1 e {0,1,...,m
définissent la dlrrectlon de la dérivée partielle "a'%' en tout point de

1"isoparamétrique P(u,0).Cette propriété Se traduit par la relstion:

m

%(Q,O) = n. E(Sii*SiO).Bjim(u) ,ue [0,1] (I1.1.13)
L=0
diréctement issue de la dérivation des polynémes de Berns_tein . La

relation (II.1.13) s interpréte géométriquement comme une courbe de
Bézierde degrés m dont le polygone csractéristique est formé de sommets
(S511~Sio) Une seconde représentation, illustrée par la (Fig:15),s appuye

sur la différence de deux courbes de Bézier:
i

m m

Pi(u) = Si1.Bim(u) et Po(u) =
2 2

1L=0

Sio .Btm(u)

Fig:15. Représentation géomstrique de la dérivée

O en P(u,0).

partiélle 30

La dérivée mixte an coin du carrean P(0,0) s’'exprime uniquement en

fonction des quatre sorrmets:Soo_Soz,Sm,S:‘i, par la relation suivante :

a’p
Fdv

(G,0) = m .n .{ (S11-510)-(Sot-S00)] , (II.1.14)
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ok

obtenue en dérivant la relation (13) pur rapport a u. L'intaréprtation
géométrigue de ls rela;ion (14)est définie par la (Fig:18). et montre
que la dérivée mixte 75350(0,0) s annule lorsque les sommets Swo, 810,
Sot,511 ,5cnt coplanaires et forment un paral lélogramme .

Sga

Fig:18. Représentation de dérivée mixte au point P(0,0)

Par permitation des parmétres u et v et des valeurs 0 et 1, toutes
proprietés relatives aux courbes idSoparamétriques et aux dérivées
partielles s sppliquent de maniére similaire & chacune des frontiéres

d’un carrean

BIPARTICULARITES DE FORME ET S*1NGULARITES DES CARREAUX:

L expression (I1.1.11) donnee aux carreux de Bezier produit des carreaux
a8 quatres cOtés. Cette disposition ne permet pas toujours une
construction facile de surface dont la topologie empéche un  arrangement
régulier de carreaux, (Fig:17).

Les irrégularités se traduisent, dans un premier temps, par un nombre de
carreaud concourants en A et B pouvaric atteindre 3 ou 9 mais s éecartant

dans tous les cas,de 4: la disposition courante mise en évidence par la
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(Fig:18) Un palliatif possible a ces situations singuliéres repose sur
la construction de earreanx possédant 3 ou 5 cotés. Par la création de
plusieurs isoparamétriques minis de sommets coincidents sur une au
plusieurs isoparamétriques de la frontiére de carreaux, il devient
possible d obtenir des carreanx admettsnt moins de gquatre cotés.

Par exemple, un résean caractéristique de la forme:

So0z=810=, .. .=Smo0 , : (I1.1.1%

r

Evc:,m‘pl e

Fig:17. Dispositions irréguliéres de carreanx.

Fig:18. Agencement régulier de. carreaux.

Correspond a un carreau a trois cotés 1’ isoparamétrique v=0 é£tant
L]
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réduite & un point. La  (Fig:1Y), fournit un exemple d’une telle
particuluarité pour un carrean bicubique. Poursaivant ce processus, la
construction de carreaux possédsnt 2 et méme 3 ou 1 cités ramenés a un
point est envisageable la mais démarche inverse ne connait pas de

solution basée sur 1 expression (I1.1.11) de carreaux.

Fig:19. Exemple de carreau de Bézier a trois cétés.

La constuction de carresux aysnt 5 cotés ou plus fait appel a des
techniques s’écartant des principes de modélisations. Les exemples de
la (Fig:17) sont maintenant convertis en décomposition.” conformes a
la (fig:20) et montrent 1l amelioration de la décomposition en carreanx
vers une diminugﬂion%'du nombre de carreaux pour le premier exemple et
la suppression du carreau a 5 codtés pour le second.

Les particularités géométrigues décrites précédemment engendrent des
singnlarités principalement traduites par 1 indétérmination de grandeurs
telles que normale o plan tangent.

¥¥Calcul de la Normale.

Le plan tangent & une surface gauche est défini par les vecteurs

. ey . a| a . .
tangents aux isoparamétriques u et v , —35- et-?£;~ qQqui , s£'ils ne sont

colinésires, forment une base (Fig:21). Lorsque 1le plan tangent existe

3
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au point consideré, le vectear normal en ce point est défini par:

8 . 8p
oL
R (II.1.16)
o . 0P
15 =l

Un carresu de Bézier comportera des points ou zones singuliées lorsque
le plan tangent ou le vecteur normal y seront indéterminés Etant donné

la définition de ces grandeurs, les conditions suffisantes pour créer
une singularité sont:

" p 8P

Byt 0 5y = 0
ap _ ar
* By - Det5 =0 .
ap o . 8P ep _ . ap
* vy colinéaire 8 5v | au _A——av s )\z‘[]

Chacune de ces possibilités peut &tre illustrée par une ou plusieurs
situations pouvant survenir au eours du procéssus de construction d une

surface.

Exermplc 1 ‘ ‘ Ex:c.mfl[-z.

Fig:20. Décomposition & base de carresux & 3 cHtés.
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Fig:21. Plan tangent et vecteur normale & une surface

ganche.

T1.1.3)DETERMINATION DU RESEAU CARACTERISTIQUE D*®UN CARREAU DE BEZIER
APARTIR PARTIR DES CONTRAINTES GEOMETRIQUES.

les contraintes géométriques coursment employées pour la détermination
du réseau caractéristique d’un carrean important le passage par, o au
voisinage , de point ou de courbe et pour certaines disposition( le
respect de 1l orientation du plan tangent le long d une coube .

La distinction essentielle entre les contraintes relatives & des points
et celle concernant les courbes reposent sur le probléme de paramétrage.
L orsqu’il s agit de déterminer le réseau caractéristique & partir des
contraintes relatives & des points , la phase de paramétrage doit étre
en mesure .d affecter deux paramétres (ui,vi) A chague point Pij,
(fig:22). ’
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i_p"{—’f’ T + k -
O ) A parimetrage P RO

P.. .
+ + AT + o
+ + 7t 5£V7 + ++ T

A o -+ + t+ r -+ F
P’o,;f- + -+ i" ki ?’ .: _"Pfq
[U‘o,'(oj Tt o+ + c“ﬂ“f) S ol A
calcul des Coordomnet s (;k . \
on ﬁmma,:j cle fé&;m'uim,;y i;f‘:;g:“‘:f/”:/"gf“‘
ches chibection r pe Py
; e gequ s p
4%4r9mzradnaﬂm9v¢

Fig:22, Parsmétragde d'un réseau de points voisin d‘un réctangle
et équivalence svec la définition d’'un réseau

d’isoparamétrique

Si le réseau caractéristique e§tproche d'une forme réctangulaire, les
directions affectées aux paramétres u et v sont aisées & définir, et
ceci et équivalent & la définition, a priori, dan résean
d’ isoparamétrique passant par les points Pii. lorsaue 1l allure du résean
ne permet pas le paramétrage a partir de deux dierctions, de référence

les recours disponibles sont :

*¥)Remise en cause du réseau de points en utilisant une nouvelle méthode
de digitalisation lorsgue cela et techniquement possible et que cette
phase est & 1 origine du réseau de points, (Fig:23).

*3L,'utilisation d 'une téchnique de modélisation adeptée & des donnees
sbitrairement réparties

Les difficulés de paramétrage d un résean de points expliquent en partie
1l intéret de la construction d’un réseau caractéristique & partir d’un
ensemble de courbes. Cetie approche convient surtout aux réseaux de
courbes, planes, ou non, telles que leurs points homologues soient

situés a des distances sensiblement constantes,(Fig:24).
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Cette derniére méthode eonvient le mieu par Ila suite & la méthode

B-spline.

fronticres dus carreaux L

digitalisation par plans paralléles el concourants
Fig:23. Divers sclution de digitalisation d une maguette.

ints homologoes
© G VP, ()P (n)t=cte

Fig:24. Résesux de courbes avec points homologues 4

rdistance constante

II.1.39 CONSTRUCTION DUN RESEAU PAR INTERPOLATION.

Ad Pour un résean de points, cette téchnique est Ia généralisation du
développement réalisé pour les courbes. Disposant d un-ensemble de point
Pu, 1 € {0.1,...,p}. i'e {0,1,....,9} et des parmsuétres associes anx

points (ui,vid, 0 € ui £ 1, 0= v; £ 1; les ponts Piy sont asgocies  sux
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points P(ui,vi) du carresu et le réseaun caractéristique est obtenu par

la résolution du systéme linéaire :

P q
Pij = z z SkL . Bip(ui ) .Bla(vi).
: k= LZ0

Soq§f0rme matricielle , (17) s’ écrit :

= SOO =33
Sto

Spo
Sp1

Spq

avec:

{ Bpq ] =

[ Bpa 1

™ Poo
Fio

= [ Bpal épo

Pp1

Ppq

[ Bop(uo).Bogq(vo)
Bop(u1).BOg(vo)

Bip(up).Boq(vo)
‘Bop{uo).Boeg(vt)

éOP(UP).BOq(VQ)

Bip(uo).Boq(vo)
Bip(u1 ) .Bog(vo)

Bip(up).Bog(vo)

Bip(uo).Boqg(vi)

Bip(up).Boq(vq)

(11.1.17)

(I1.1.18)

Bpp(u0).Bag(vo) |

Bpp(u1 ).Baq(ve)

Brp(up ) .Baa(vo)
Bpp(uo).Bqq(vi)

Bep(up ).Baq(vq)

(I1.1.19)

La dimension du résesu de points Pij fixe les degrés du carreasu dans les

directions u et v & p et q respectivement .

Avant de s 'intéresser a4 la

détermination des sommets Sij 4 partir d'un résesu de courbes |, 1l

convient de noter la dimension du systéme linéaire

(I1.1.18) qgui est

egale & (p+1).(g+1)x(p+1).(q@+l1) pour chaque composante des sommets Sij.

B)La construction d’un réseau caractéistique & partir d’un ensemble de

courbe a4 Pi(u), j € {0,1,...n} s’'sppuie sur les hypohéses suivantes,

(Fig:25):
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Fig:25. Hypothéses utilisées pour la construction de résean

caractéristique a partir de courbes.

*) toutes les courbes Pj(u) possédent des polygones caractéristigues BG%
comportant (m+l) sommet . Si tel n'est pas le cas un processus
d’accroissement du nombre de sommets devra &tre appliqué .

*2 les courbes Pi(u) représentent des isoparamétriques, ici P(u,vi), du
carreau cherché . De ce fait, on affecte & chague courbe un paramétre

vi, 0 = vj =1 les équations impossnt le passage par les courbes Pi
s écrivent :

m b2

P(a,vi) = z [Zstk.Bkn(vj)]Bim(u).(II.1.20)
L=0 =0
x €{0,1,....n}

pour représenter les isoparamétriques du carreau, donc :
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P(u,vi) = Pj(u) , , (11.1.21)
y [Z Six .Bln(v;) ].Bim(u) =Y S .Bim(u) |, (I1.1.22)
R -0 L=0
L=0 .

s0it n :
Y Six.Brn(vi) = s, - (I1.1.23)
k=0 ' .

ve{0,1,....m} , j e4{0,1,....n}

On obtient ainsi (n+1) systhémés d'équations linéaires, chacun étant
d’ordre (m+1) . L interprétation géometrique de (I1.1.21), (I1.1.22) et
(I1.1.23) s’ appuie sur la défintion d un carresu de Bézier ou les
courbes Pi(u) sont des génératrices et les (n+1) syst=;émes linéaires
déterminent toutes les directions du carreau. Sous forme matricielle,

les sommets Sij dn carresu sont obtenus par

[ Sio [ 5i°
Sit 1 St1
: = [Bn] (11.1.24)
Sin éin
avec !
["Bon{vo) Bin(vo) ...... Brn(vo) ]
Bon(v1) Bin(va) ... .. Bin{vi1)
[Bn] = : ‘ (1I1.1.25)
éOh(Vn) Bin(wvn} .. .... Ban(wm)

On remarquera que la matrice ‘[Bn] des systémes linéaires (II1.1.24)
est indépendant du systéme traite ce aceroit la perfomance des
algorithmes de résolution des systémes linéaires . Les degrés du carreaun
sont fixes par le plus elevé des courbes Pi(u) pour la direction u
et par le nombre de courbes n pour la direction v . L’sffectation du
paramétre vi 4 chague courbe peut étre faite selon 1 une ou lautre des

techniques par la suite, mais le critére de distance euclidienne devient

moins rigoureux puisque la distance §| Pi+1(u)- Pi(u){ | varie en fonction

+
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de u. Il est possible de recourir a un point de réfernce ur,
arbitrairement fixé, ou bien, si les courbes Pi(u) sont définies dans
des plans paraslléles. Utilisés pour constuire par interpolation les
courbes Pi(u) sont identiques anx points Pij et affectés des méme
coordonnées paramétriques, les deux .solutions (I1.1.18) de A) et
(I1.1.24) de B) sont équivalentes .

IT.1.3.2)PARAMETRAGE DES CARREAUX DE BEZIER:

Il est évident ici de définir les valeurs des paramétre u et v ,
intervenant dans les équations (11.1.18) et (I1.1.23), pour ramener le
probléme ala résolution d’'un systéme d’équation linéaires .
En régle générale, on a recourt anx deux spproches suivantes :
*¥)répartition uniforme des paramétres:
pour un ensemble de (p+1l) points suivant la direction u et (gq+l)
points suivant la direction v, la répartition des paramétres s écrit :

i

ni :'ET 1€ {0,1,...,p}

(I1.1.26)
vi =~ ,a € {0,1,...,q}

produisant des valeﬁrs sur 1l'intervalle u et v « [0,13 .

*)1a repartition proportionnelle a la distsnce entre les points :

cette repartition des points Pij s expriment par :

[ ui+t = ui +

p .
Z | Pkies,i - Pxi.ij|
1

LE0
i e{! 3 e sp-1}
1 1l Pi,j+2 - Pij ¥ (I1.1.27)
Vite = vj + p—
Z H Pi.kj+ra - Pikj|y
j=0

4 ie{0,1,....,q-1}
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produisant egalement des valeurs sur u et v € [0,1] .

L'emploit de l'une on de 1'autre de ces technigques dépend de la
répartition des points. L équirepartition du paramétre est une solution
adéquate tant que la distance : I Pisg,j - P ¥ et 1 piits - pij t

ne fuctue pas trop sinon on préfera une répartition proportionnelle .

Une repartition uniforme du paramétre telle que la distsnce entre les
points fluctue fortement peut engendrer des oscillations parasites ou,
des comportements analogues, sur une courbes soit suivant u ou soit

suivant v , (fig:26)

’-_—"-\'N*PP
fe

. @e?a;—tﬁ'b'cu Proportionnelle
R épartelion W Korme Po @ La diitamce onta

fo Tu frramelie - les pornlls .

Fig:28. Influence de la technique de parsmétrage .

I1.1.4)CONSTRUCTION DES SURFACES PARALLELES. (CAS GENERALE ).

La construction de carresux de racordement & profil circulaire :
La détermination de tels carreaux peut entrainer des difficultés
algorithmigues importantes selon les dispositions relatives des

carreanx. la situation la seul et la plus simple qui sera détaillée par

la suite de ce paragrahe , (Fig:27).
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courbe dintersection entre © 04 €,

Carteau de raccordement représcalant
un rayon évolutif

(b) ct{c):lesrayons R, R; et
R, sont constants

Fig:27. Exemple de situnation mettant en présence

des carreaux raccordement.

avant de sintéresser & la disposition de la (Fié:Z?), on considére le
probléme de construction d’un carreau de raccordement &4 rayon constant
entre Ciet €z |, La surface du carrean correspond alors & celle de
1 enveloppe des positions d’'une sphere, (¢ & d le palper ) roulsnt sur
C1 et Cz . Les frontiéres du carreau de raccordement correspondent sux
courbes représentant les lieux des points de contact de 1la sphére de

rayon R Ct et Cz, (Fig:28)

e -arreau de raccordement < .
frontidres du ¢ poiats de contact de la

sphere avec C, et C,y

THE e F R T
o]
-

¥ig:28. Surface enveloppe d une sphére roulant sur Ci et Cz

comme carrean de raccordement
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Le centre O de la sphére se déplace sur la courbe d’intersection I entre

les carreaux Cip et Cz2p qQul sont des surfaces paraslléles aux carreaux Ci
et Cz ,c’est a dire :

Pte(u,v) = P1(u,v) + R . N1(u,v)

ars A 8Ps
au v

Pi(u,v) + R .

(1I.1.28)

dP1 A 8P1
I au av II

Pz(w,t) = Pz(w,t) + R . Nz(w,t),

Pour une position donnée du palper , les points de contact A et B de la
sphére sur Ct et Cz et le centre O définissent un plan qui contient les
normales Ni(u,v) et N2(w,t) a ¢1 et C2 en A et B . Le plan AOB est
perpendiculaire & la tangente & 1la courbe I an point considéré,
(Fig:28). Dans le plan AOB , AE est un arc de cercle .

Dans notre cas particulier la surface est une forme plane non circulaire
ce qui implique que 1 éguation (I1.1.28) se réduit a:

on & Nz=0 et N1 =0

Piu,v) = Pt(u,v) + R . Ni(u,v)

dP1 A 8P
=Piu,v)+R. % v (11.1.29)
aP1 A 98Pa
'l an av ||

IT.1.5)CALCUL DE L°ECART D'UN POINT MESURE PAR RAPPORT AU PROFIL
THEORIQUE . '

Le cotrdle d une surface gauche (complexe) se fait sur une M.M.T, cette
surface est modéliser par un ensemble de points P(u,v) et un ensemble de
normale N{u,v).

La mesure des points P(u,v) s’effectue en les relevant & 1°aide du

palpeur de la M.M.T suivant la normale sortante & la matiere.

&
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La M. M.T enrvegistre des coordonnées du centre de 1a hille du palpeur et

ellimine 1l'effet du rayon du palpeur de cette bille ,au courg de la

Mmesre,

foit Poole point tewché par le palpeur et Puh le point viséd (c.a.d
N .

MT ast

CanuvEar fer oy M mm=idere; comme étalon ),1’ecart E suivent la

[p]

narmele entre leg prafilss theorrioues et réels qui qualifié le manaque
ou l'éncis de matiére , est donné par le déveloprement du produit
senlaire Pereh (N soit :
@
Eoaf¥an = Xp) N + (Yth « Yp). Ny + (Zth = 7p).Nz L1013

Lerreur tangentiells Et a une trés faible influmnce sur la  normale,

alle n'agit sur 1l'éecart E qu'ay second ordre.

Lo eaordorndes du point Pp” (point sppartenant an profil réel st 4 1a
normale fr Y s'obriennent A 1'aide de ls relsation '

"'—""" —— ——

SFe = SPuh + ELN (II.1.30)

Le contrale de la surface de la denture synthétisée par un fichier de
paints ot normales ‘“ldnriques néecissite 1 ntilisation dune ¥ . M . T

fquipd o'ure commande numfriane .

: . /S a A
{f" 2 oy, ;la 1" }”_\n e z;rj'__" /ﬁ-(, D WJ{:.. /r!; l'_.!_j}f’ﬁ £ e Sere L{ ) --""’—'":““-»Q» P
s e _..:__;,,_.m, e - iy H\J e ;\/\
{pw M PN S P EO0F - -
Y, — P Nx
}” ™
OM L Nem - Y Ny - Suface
} i @ M W\{!SLLV_QI({EV‘L{)
‘ 2 my - ¥ N':a-
1 o 4

Sur Face.
Hieory g
{eta Lowy
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II.2)METHODE B-SPLINE .

I1I.2.1 )COURBES B-SPLINE .

Aprés introduction des concepts de ééquence nodale, de. 'multlpllcltes
des nouedé 1"éxpose du modéle  B-pline traitra su001vement des
propriétés de fonctions de base B- spllne puis celles des courbes
ces nouveaux conecepts procurent de~ nouvelles propriétés et une
démarche de constrction sen51blement différentes du modéle de Bézier.
Les nombreux travaux de recherche concernant les courbes splines
sous divers formulatlons on expre551ons » regroupent une multitude
de pubications.

les noms de Schoenberg |, de Boor ,  Bohim, Riesenfeld , Barsky ont
partlcullerement contribué’ au dévloppement de la théorie des splines
dans le cadre de la modellsatlon géométrlque pour la CFAD et la CAQ

L origine des fonctions spllnes se trouve dans le dessin de courbes &
l'aide d’'un plstolet flexible cet instrument de dessin permet
d’ epouser 1la forme d une courbe guelconque avec un trés haut degré de
regularités et de preision. -

On utlllse généralement des fonctions splines de degrés 2 ou 3 de facon
que s1 1'on approche une courbe sur un intervalle {[a,b] comportant
(n+1) points a = X <X <ol CX S < x= b , avec leurs
coordonnees respectives AN e ¥~ sur chaque intervalle pour
x*< X = X, la fonction spline cubique s ecrit : |
y = a{(x—xi)3+ bt(x—x.‘.’)z+c.t(-x—-xl)+di ;Adonc une fonetion spline prend
des valeurs differentes sur chaque intervalle-. [x X, ] de plus il
faut respcteﬁ les conditions de continuités aux p01nts X par. valeurs
inferieurset superieurs.,

+ Les travaux de C . de Boor ,de Boor et Hollig ,de Ramshss ,ont permis
d’approcher le modele B-spline (en anglais basis-spline) qui se
distingue. - par des développements mathematiques plus on moins

complexes.

11.2.1.1>NOTIONS DE NOEUDS ET D ORDRE MULTIPLICITE.

AINOEUDS ET SEQUENCES NODALES.

40
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une courbe B-splines n’est sutre qu’une forme paraméfrique mdynomiale
par moréeaux sur 1 intervalle [utnﬁ+l],donc elle est construite a
partir d une succession de polynome de degré m se racordant entre eux a
deé abSCiSSESI%de fagon telle que 1a continuite soit au maximum de
nature C" *. | ' ' '
Les abscisses u. des points de racordement des polynomes seront
appelés des Noeuds et 1"ensemble des ' noeuds associé. 4 une courbe
B-spline sera nommé SEQUENCE NODALE o

On diéting 2 types de séquence nodale

Coa) 1.1.L,|.1.Lﬂl,u.”.2 ............... ;ut+p tell que
u, < u < RS < ut+équi peut donner
lieu & des cituations de plusieurs noeuds LT PEPPPP LI
R ' corespondant & la méme valeur c.a.d
u, = uj+1=...i..,.7 ....... =u
b) ui’ui+i’:"‘:"3""""’ ..... 1..,ut*p tell que
I e < o,

A titre d’exemple , une courbe. de Bézier dont 1‘intervalle de
définition du paramétre u est limite & 1'intervalle o y < [0,1] peut
efre Vu  comme une courbe B-spline constituée d’un seul morcesu dant 0
et 1 définissent i'intervalle utile et sont des noeuds. - -

Enfin NOEUDS et SEQUONCES NODALES contribuent & 1a ‘definition d-une
courbe B—spline avec une importance égale a celle du polygone
caracteristique pour les courbes de Bézier.

B)TYPES DE SEQUENCE NODALE .

il existe 3 types :
‘ - uniforme
- non-uniforme
- periodique (qui ne sefa pas .traiter)

B.1) sequence nodale uniforme

formellement une séquence nodale uniforme est donnée par 1°équation :
u=i-1 pour 1< i < ntk+l
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et normalisé par :
0 =it
L n+k+1

pour 1 = i < n+k+l

B.2) séquence nodale non-uniforme

une séquence nodale non uniforme & des valeurs nodales réparties - non
uniformément et les valeurs 1nternes peuvent posseder un degré de
maltiplicité plus grand ou egal & 1

dans certainscas prathuesles valeurs internes de la séquence nodale
peuvent etres générées proportionneilement a4 la longueur de la corde
entre: los points P . ’ - .
Specifiquement ,une séquence nodale non unlforme est domnée.par les
équations suivantes :

U= 0 .pour 1= i<k

[in—k+1:}dL+1+__1dj ' _
17 (n-k+2) (11.2.1)

i+k . n

pour 1= 1 = n-k+l

= n-k+2 _pour n+l=< i 5'n+k

v

ou di:’!Pi+1

CHYORDRE DE MULTIPLICITES D 'UN NOEUD.

L- ordre de multiplicités d un noeud caractérise le nombre de fois
qu “un noeud de valeur numérique u apparait dans une méme séquence
nodale en d autre terme un noeud sera dit de multlpllCItef k ,ou
d’ordre de multiplicité k, lorsque k noeuds uiu%&‘,....dh+k_isont
égaux.
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XEXEMPLE.
soit la séquence nodale suivante
u,u v u ou ouou_ u, u

2 ™8 4 s "6 "7 8
0 0 0 1 2 3 4 4 4 — valeurs des u,

3

On peut définir une.autre séquence nodale 'E: tel que

BT U, u T u;ou s 3 U u s u = u;

u,= u,s U™ Yy

La séquence nodale'G‘ est équivalente 4 la séquence nodale
u, sauf que. certalnsnoeuds de u (u S, ) se répetent 3 fois donc
1l§sont de mu1t1p11c1té 3

II.2.1.2) COURBE B-SPLINE : BQUATION.

s0it un ?olygode caractéristique PGn défini dans un repére R d origine
0 et d'axes X,Y,Z une courbe B-spline de degré m et. de séquence.

nodalesnﬂj < {0,1,..... ,(n+m+1)} répond a 1°équation :
. ™ 3 . .
P(u) :2 Si Nim{u) n2n (II.2.2)
Li=0 :

1

u est parametre u e [uo,un+m+‘
1"équation (II.2.2) montre la similitude de son expression svec celle
de la courbe de Bézier on note cependant les différences suivantes :

%) Le degrés m des fonctons de bases Nim(u) n'est pas imposé par 1le
nombre de sommets (poles) du polygone caractéristique FPGn » ce n’est
pas ‘le cas pour une courbe de Bézier oni le degré du polynome de Berstein
"est imposé par le nombre de sommets du polygone caratéristique PGn .
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*)Les fonction de base Nim(u) sont des splines de degré m définis sur
l?intervalle ue [uo,u ]
%)L intervallé de définition n’est plus restreint & 1"intervalle [0,1]
comme pour les courbes de Bézier. ‘ '

nrm+d

* Fig:1. courbe B-Spline

IT.2.1.3)PROPRIETES DES FONCTIONS DE BASES Nim(u) -

A)EQUATION DES FONCTIONS DE BASE Nim(u).

" Les fonctions de bases Nim(u) sont obtenu & partir de notions purement
mathematique qu’il est nécessaire de voir et gui sont

- Notion de fonction puissance tronquée

- Notion de differences fractionnées

A.1) Fonction puissance tronquee.

Definition. : On appellé fonction puissance tronguée t(u) et note:
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t{u)= (u-uo )':

une fonction tel que ‘

t(u)= 0

tw)= (u-u )"

Atcw)

u‘e]—cb,ml:

Vu '] :[-—m, uOE

Vue :]u‘,+oo'[

(u-t,) " I

Fig:2.graphe de la f‘onction puissgnce tronquée

A.2)Differenceffractionnées d 'une fonction f{u)d..

Avant de proposer la forme générale des différences fractionnés on .

introduit 1 expression d’une_ différence fractionnée d'ordre 1 d’une

fonction f(u) pour les abscisses-u..L et u et notée :.

‘ I = flu ) - ) o
Uyt b = a, - avecu* g,
’ L
A 1’crdre 2
.- [utﬂ,uhz]f - [ut,utﬂjf‘
Ca, TR PR : ‘
L2 uL
= =
avec U T M



]
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'En génerallsant a l ordre k on obtient la dlfférence fractlonnee d’une
‘ fonctlon f(u) pour la séguence d’ ab501sses u, ,u eg? ool

k,qu1 s'ecrit .
& partir des d1fference5 fractlonnées dordre 1nfe:1eur '

(o, .4 u If = .[uid-i’ufié' L-rk] [l.l,..,l.l. i i+k-1
e T Tk - Ny .
' 1. -4

i L+k |8 Lo~

1 . .
_ o (11.2.3)

a2y o 2a
UL l]L+1 Ui+2 ................ uL+k ﬁ

1° equatlon (II. 2 3 procure une facon récuréhte de détg;minef

{u. ,u ,.:.,u 1 f en. fonctlon des. ab501sses AR .

i L+1 L+k
et des 'fonctions o ). ... E(u, cex) - 0N peut énoncer certalnes

'.proprletés deo dlfférencesfractlonées T

P1- L T d*f

- 1 : ' l ’ . -
{u.t,u g ifk]f- ETn Tk . ) (IIZ4)
. 4 Jy=y ’
i
avec T U F.T 0
P2- o

-

la dlfference fractionnée d- ordre kd’ une fonctlon f(u) ne change pas
© de valeur pour toute permutatlon des ab051sses L
(c.a.d) : '

'_Euf‘ut 20y l'”(:lf"[t:t.” ’utf' ., ]f [uL+k, ;+g-1""ut]f

7

A.3) Fonction-de base Nim(u).

_A.partir des deux notions (  fonction puissance tronquées et la
différence = fractionnée ) précédente , les fonctions de bases
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& 1 soit
i:jl_\];m(u) =1 v ue’] wou, [ - (I1.2.7)

il dev1ent 1mportant de pouvoir mettre en point des fonctlons Nim{u)
Joulssant de cette propriété sur 1 intervalle de définition de 1la

courbe

C) RELATION DE RECURENCE.

L équation (II.2.5) des fonctioné de base Nim(u) fait appel & 1la
notion de différence fractionée dont 1évolution’ récurant - est
numerlquement difficile & obtenir les traveaux de COX et DE BOOR ' ond™
permlt d’écarter ce probleme en utilisant une relation de récurence
‘sur les fonctions de base Nim(u) , celle-cl s’ énonce:

pour m = 0

Njo{u) = ' , : (I1.2.8)

pour les degrés m superieur on’a :

45
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. u - u . (11.2.9)]
 Nim(u)s i LNi,m-1(u) u su
ifr;l L
u o~ u u +‘—ﬁ.
Nim(u)z ——— “Ni ,m-g (U4 ——o s “Nivs,m-1(u)
' u, -u. ' .
L+m L rterm+4 _1.#1
pour u ‘. <u <ua. o (I1.2.10>
Ntm(u): ut+m+1_ u ,Ni..+1,m-—1(u)
i.+m+1_l'.1‘i.+1
- ‘ : .
pour u = u, ., . : - (I1.2.11)

A partir de ces 4 relations on pourra évaluer les (m+l) fonctions de

base non nulles sur chaque intervalle [:ui”ﬁ+1:}' -

I1.2.1.4)SEQUENCES NODALES ET FONCTIONS B-SPLINE .

Les définitions et propriétés des fonctions B-splines Nim{u) sbordées
au cours des sectibns précédents définissent un cadre trés large
permettant -de choisiﬁfune séquence nodale, un degré m et un ordre de
multiplicité de chague noeud les ‘trois types de séquences -nodales
présentent un intérét 'pour .1a‘ modélisation géométrique, chacune
d’qntre e]}és conduisant & une dénomination particuliér des coqrbes_ ,
" construoites A partir de ces séqueﬁces aingi, on parle de
B-splines : —uniformes ' .
- periodiﬁues

— non-uniformes
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-

A)onctions B-splines uniforme .

les fonctions B-splines sdnt dites uniformes lorsque lg séquencé nodale
définissant 1 ensemble des fonctions de base eét'constituée de noeuds
possédant tous une multiplicitég¢ de 1 et distants les uns des  autres
d’une valeur constante .

. POUr une séquence a;, Je{0,.....,p }ces particularités s écrivent :

uj:_E; et ui+1-uj= o
et permettent la construction de (p-m) fonctions de base.
Alors, les fonections de base se déduisent les unes des autres par
translatlon d’ amplltude a .
pour des raisons de 51mp1101tes de manipulation on - choisit courament
@ = let des noeuds u a valeur entier .
le principal aventage des B-splines uniformes réside dans la
possibilités de pfoduire une forme explicite- des fonctions de base
Nim(u) | '

‘ | m+1 [m-*l ‘m+‘]+1 7 m
“Nim(a) = L | 2 . ] (- 1) - (143-u)

B) Fonctions B-splines periodique .

la caractéristique de.la séquence nodale de ces fonctions est la
nature perlodlque des fonctlongde basge:: )

Les noeuds ne sont pas necessa1rement équidistant et 1la perlodlclté‘
"gst fixée par 1la dimension du polygone caractéristique souhaiés
1 avantage des B-splines periodigues éstrde pernetffe de construire'des
courbes  fermées possédant une continuités élevée sur tout leur

intervalle de définition.

C) Fonctions B-splines non uniformes .
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la simplicitég des B-splines uniforme: se heurt€& a un manque de
souplesse pour certaines manipulations géométriques du fait de
1 éguidistance des noeuds. , ' ‘

les courb- as B-splines uniformes incorporent une difficultg : qui
apparait au mosent de la détermination des sommets du polygaone
caractéristique d une cburbe en fonction de contraihtes géométriqgues
car certains sommets sont libres et des équations arbitraires ddivent
étres ajoutéés pour étre en mesure de déterminer complétement le

polygone caractéristique.

les B-splines non uniformeé' poﬁr s affranchir de ces -équations
complémentaires et offrir une plus grande souplesse de traitement, ' '
doivent étre construitesd‘uné séquence nodale telle que : ’

n . R

Z)Nim(U) =L Yus Eu.ﬁ’um-mﬂ :I

L=

on fixant une multiplicité de (m+l1) pour les premieriet dérnier:noeuds
de la séquence nodales , la condition précédente sera satisfaite entre
-uoet un*m+1alors n+l fonctions de base Nim(u) de degré m, seront

construites & partir de cette séquen¢e ; cect se traduit par.:

un+m+1

L A L I

Le nombre d’intervalles délimités par des noeuds intermédiaires u.

k
ke{l,...,r-1} representent la quantité de polynomes Constituant une
courbe au minimum , ghe_ courbe B-spline comportera un intervalle,

elle sera alors représentée par une - séquence nodale.

I
ml fois ntl fois .
et (m+l) fonction de base Nim{u) pourront &tre construités & partir de

cette seéquence. 5i u = 0 et u = 1 , les fonctions N(u) s’écrivent :

m . o -m—.t .
Num{u) = [ ] . I.lL {1 -a) s uE (0,1]
o - -1 :
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et correspondent éxactement aux polyhfomes de berstein . Les polynomes
de berstein sont un cas partim_:lier de fonction B-spline non.
uniformes et par conséquent , les courbes B-splines non uniformes
construites & partir de 1la séquence nodale Tz; éont des courbes
de Bézier. Le modeéle de B-spline représente une généralisation du

nodéle de Bézier.

IX.2.1.5)PROPRIETES DES COURBES B-SPLINE.’

A)SEQUENCE NODALE ET INVARIANCE D’UNE . COURBE.

Une courbe B-spline , quelquue soit sa nature: uniforme périodique
ou non uniforme, définie par un polygone caractéristique PGn et une
séquence nodale ui € {0,1,... ., mn+1} déterminant des fonctions de baso
de degré m ne change pas de forme lorsque la séquence nodale est
soumise & une transformation lineaire .
Soit la courbe initiale '-

™

P¢u) =z S‘».NLm(g) T, ‘uelu,u ]

. O neme+a
L0

La transformation linéaire s’écrit
u"=zau+b , a>0 _
La nouvelle séquence nodale uL s éxprime en fonction ‘de 1 ancienne
par:u’ = a.u, + b , on obtient alors une nouvelle’ courbe P°(u’)
telle que : n ,
P'(u) = B'(u’) =) Si.Mim(u’)
L0 '

u'e fu, , ummu 1 et u€[u, Beney

La transformation linéaire appliquée a u n’affecte " ni le - polygone .

caractéristique ni 1a formg de P_(u)._

52
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Fig:3.Invariance d une courbe .

e

BYREVERSIBILITE D’'UNE COURBE B-SPLI NE.

R N

Une courbe B-spline de degré m, construite & partir d'un polygm§

. caractéristique PGn et d une’ séquence nodale.ui, i€ {0,1,....,mn+l}, | ‘
‘ne change pas de forme lorsqu’ elle est décrite & part:.r du poh’rgone .
caractérlthue ' '

| Sn;Sn-1,....51,8.

.si la'séquericé' nodale est symétnque par rapport a

u +u_
u o+ M alors: P(u) = P~ (umm“-(u -u,)).
2 - : o
etl B P'(u) décrit P(u) 'en_- sens inverse.
.S;:S'z

Fig:4.Réversibilité d'une courbe B-spline .

1

: cm’sgx'vm‘mu DES FonciTi-ons.-Ds BASE Ni;n(u).

"

“La.- partlculanbée du modéle B-splme de ne pas éxplo:tter des relatmns
"éxplicites des fonctions de bases mpose la mise en place d‘une .

[ —— —_—— > e e e e
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relation entre la dérivée des fonctions Nim(u) eﬁ les fonections de

degrés inférieurs Nim-1(u) ceci justifie une approche spécifique, plus
particuliérement adaglet au B-spline non uniformes car les courbes
B-spline uniformes possédent une forme explicite simple & partir
de laguelle on Apeut., sans difficulté, établir 1’expression des
dérivées. La dérivée premiére d'une fonction de base Nim(u),
construite & partir de 1la séquence nodale uk,ui+s, .. ..., SUirmes
s'exprime & l'aide des relations:

d Nim(u) :.m' Nim-1(u) _ Nisa,m-1(u)
du ’ u, -u uo . -u..
L+m + LeEm+4 L+4

avec u __<u < u., (I11.2.12)

d MmCu)_ - Ni.m-1(u) | .
. : | iet (11.2.13)

d Nim(u) _ N Ni+1,m-t(u)

Leme+ 4 ui.+1

DD RELATION GEOMETRIQUE ENTRE POLYGONE CARACTERIST IQUE
ET COURBES B~SPLINE .

Pour une courbe B-spline P(u) de degré m, (m+1l) fonction de base
Nim(u)sont non nulles sur 1'intervalle u < [ ui,ui+s] alors
_ ) | _
P(u)= 2 Sj . Njm(u) | _ ’, une [Aut,ui:-n]A
. iSi-m - :
montre que la forme de la courbe sur cet . intervalle ne dépend que de
la p051t10n des m+1 sommets du polygone caractérlsténque PGn :
Si-m,Si-mes, ... S0,
cette proprlété est une caractéristique fondamentale des courbes
-B-—splmes dont la forme dépend, sur un intervalle donné' ‘'d’une partie
seulement des sommets de PGn par opposition sux ‘courbes de Bézier ou
tous les sommets du polygone caractéristique interviemnnent sur
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1’intervalle [0,1].

Fig:5.Déplacement d’ un sommet .

EDINVARIENCE DE LA FORME D UNE COURBE B-SPLINE.

Tous les types de.séquence nodales ont .été élaborés de maniére a
béneficier de la propriété. o '
o | |
zﬂi.m =1 » ¥V ue [u,u+] , ‘ ;€ {0,1,...,n+1+n}
LEj-m : : : . : ’

au351 ‘les conclusions qu1 suivent pourront s appllquer 4, toute courbe
B- Spllne qu‘elle que. ! 501t sa nature ‘

Done 17 invariance conpérne ici les déplacements en  translation
et/ou rotation d’une courbe ou d’un carresu.

F>INFLUENCE DES SOMMETS DU POLYGONE CARACTERISTIQUE
SUR LA FORME D*UNE COURBE B-SPLINE .

~ Le modéle B-Spline met en év1dence de nouvelles p0551b111tes pour les
.relations entre une courbe et son polygone caractérlsthue . au551
cette section s attache & caractéres autant que possible ; 1° 1nf1uence
du deplacement d‘un sommet de PGm sur la courbe P(u) . |

- Choisissant un -sommet S, » 1l'utilisateur lui méme impose un
déplacement & dans le cadre d une étape de recherche d'un compromis
enfre le crifére- esthétique ou dimentionnel - "par exemple la

R R

[,
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ﬁodification de la courbe est décrite par:

*x)La déformation de la courbe est localisée - sur ° 1"intervalle

u € [ui.’ui.-c-{] :

*)Le déplacement de chaque point de la courbe s’effectue dans .la
direction & et atteint un maximm pour la valeur u tellque : .

dNim () .
du -

¥) An borne? de 1'intervalles -cohcérné par la déformation ', 1la

continuité de la courbe respecte la relation (II.2.8) appliquée a 1la

séquence nodale U jeevannns RiY

Fig:6. Influence des sommets du polygone caractéristique -
sur la forme de la courbe

La déformation locale subie par une courbe B-spline représente un
autre atout de ce modéle pour faciliter la modification de la forme
d’une courbe , comportant parfois de nombreux détaiis'sans altérer les
conditions de continuités imposées par la séquence nodale ni
1"indépendance entre diyer!%ﬁarties de la courbe dont 1les fonctions
mécanigues peuvent 8tre de nature diffirentes .

G YCOURBE FERMEE.

afin d’cbtenir une B-spline fermée i} suffit’d'éxiger que r 'sommeté
jnitiaux soient confondus avec r sommets finaux : ainsi 5_ =S ,

1 n
's,=8 ,,....et S_ =8 .En particulier pour une quadratique , il

_faut deux points confondus .

56

cmr———— "
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I1.2.1.5)CONSTRUCTION DE COURBES A PARTIR DE CONTRAINTES
GEOMETRIQUES .
La diversité du modéle 'B-spline (fonctions uniforme ou non,
periodique) produit un large éventail de formulation de problémes
d’ 1dent1flcat10n dont 1°objectif est de détermtnev le polynome
caractéristique et seventuellement , la séquence nodale de la courbe
B-Spline la plus adaptée a un ensemble de contraintes géométrlques
dont la nature est choisie parmi :

X)Passer exactement par ou au v0181hage d’un point .

X)Respecter, ou s’spprocher,d une direction donnée la suite‘traitra :

- La construction de courbe B-spline uniformes par interpolation pour
 justifier la nécessité d’équation additionnelles .

P

- La construction de courbe B-spline non uniformes par interpolation .
" Les considérations relatives aux paramétrages seront au sein de chague
SGCtlon » car liées & la phase de détermlnatlon du  polygone

e —

caractérxsthue .

II.2.1.5.1>CONSTRUCTION DE COURBE B-SPLINE UNIFORMES

| _ | PAR INTERPOLATION )
Soit un ensmble de (P+1) points Ei,leﬂﬂél,....,;& & partir duquels
on souhaite construire une courbe B-spline de degré m , fixé par
“lutilisateur , la séquence nodale est imposé par 1la nature des
fonections de base , le degré m et le nombre de points dans le cas

present , elle sera de la.forme : u=i,
v e {-n,-(mn-1),. ..;(pnl),...,(P+m)} afin que (m+1) fonctin de bases
‘'soient non nulles pour u € [ 0,p]
Le principe de paramétrage.est d affecter & chague point P un 901nt'
de P(u) telgque :
i = 1 _
Cette tectmique est donc indépendante de la distance entre detx points
consécutif P . les (pt+l) égquations llnéalres . imposant 1le Qassage :
-par les 901nts P. s écrivent :
i-1
S simm@=r e 0,1,......,0b.  (II.2.15)
J=t-m - .

On remarque que :
L équation (II.2.15) produit (p+1) équations 'alors que (p+m)
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sommets Sj apparaissent dans le terme de gauche .
Pour obtenir une solution unique au p;obléne posé (m+l) égquation

indépendantes doivent é&tre ajoutér . Parmis de nombreuse méthodes
prpbosées on peut utiliser : -

S~ 5,70 ' i
S, 5 8,.30

\

qui ajoutées a (I1I1.2.15) constltuent un systéme linéaire dont ' 1la
solution est unigue .

€

La matrice du systéme linéaire définie ainsi on pourra employer des
algorithmes éxploitant au mieux cette partlcularlté

En remplacement ou en plus des contraintes de passages des condit1ons
d’orientation de la tangente pourralent,étre exprimées :

dP .. _. ' : _
E(J) _di o (II.Z.IS)

Fig:7.influence du parsmétrage proportionnel é 1a distance
' entre les points

IT.2.1.5, 2) CONSTRUCTION DE COURBES B-SPLINE NON UNIFORME PAR
" INTERPOLATION .

Les travanx de HARTLRY et JUDD ont mis en evidence la senssibilité - de
la forme d 'une courbe B-spline par rapport & 1la distribution des
noltdfls au sein de la séquence nodale . deux approches sont possibles :

*) La séquence nodale est fixée et le parsmétrage de la courbe se

T ——
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trouve imposé

*) La position des noeuds est déterminée' de maniére & prendre "en
compte la distance entre les points de passage imposés & la courbe .
Pour ka premiére spproche » on dispose de (p+l) points P " et
l'utilisateur fait choix d° un degré m . il doit ensuite flxer
(p-m+2) valeursnumériques pour déflnlr .

La séquence nodale lorsque tous les noeuds intermediaires sont de
miltiplicités 1: u , i€ {0 c-»(p-m+1)} . la séquence nodale

atifibuée & P(u) est maintenant
Uo ,...ut,uz,...,up-m up-mee, ... . up-mea,

Uo,....,um,um+itm+2, , , LUP,Up+1, ., ,Up+m+1,

et le parsmétrage deP(u) est établi par la relation :

~ PL= P(ud i e:{O 1,.....p} f .27
avec : v
| v (11.2.18)
M, = T [ U\L.+1 + ..., +Lli._'m]

avec la seconde approche, la prém1ere étape con81ste & détermlner les
(p-m+2) valeurs numeriques ui en tenant compte de 1a répartltlan des
ponts Pi dans 1°'éspace; avec la relation : |

mei -2
| |Pi+s - Pi]|
B "%,z J;:;:s mik-2 ie {1,...(p-m+1)}
| 2 Z' | [Biva-ps] |
. kXt j=k-1

| (11.2.18)
ou uo est arbitrairement fixé . '
¥IRemarque

_Les formules (11.2.1) et (I1.2.19) sont equivalentes.

A la suite‘ du parsmétrage de P(u) les sommets Si du polygone
caracterlsthue PGp de P(u) sont determlner a partir du systeme
lineaire: '

R
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k
z S Nm() = R T W= uk+s , i€ {0,1,..,p}
.=k"‘ N
e - : (II1.2.20)
compte tenu du', support local des fomctions H.jm(u), les coéfficients
Nim(u) du systéme linésire sont calculés au moyen des relations
récurentes.(11.2.9),(I1.2.10) et (II.2.11)
Sous forme matricielle la solution du systéme s’ecrit :

g — . e —— *

s, R B, o -
s, | B,
- [ Moo ] (11.2.21) N
i
S P =
' p P | N P _]

L introduction des contraintes d'orientations\ de la tangente A& P(u) en

certains ponts sera sous la forme d’eguation:

4P L R .
'“a-a(u.h)- =di » ' L= {0’{11---39}

m — ) Nippa,m-a(u) =d u =usug
TR g Gme o (11.2.22)

Qui s’ajoutent aux équations (I1.2.20), les paramétres i et la
séquence nodale de P(u) seront déterminés sur la base de (p+a+l)
contraintes .Occasionnellement, les éqqat%ons (1I1.2.20) et (II.2.22)

pourront étre: appliqueeQ ‘au méme point i,aun detriment de la:

répartition du paramétre. g

I1.2.2) CARREAUX B-SPLINE.
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Fig:8. construction d’un carreeau B-spline non uniforme

. ~ L )
Ce chapitre est abordé sous le méme angle consacre aux carreaux de

Bézier afin d’en facilitéd la comparaison . les diversd natures des ' .
fonctions de base B-spline : uniformes , périodiques ou non uniformes, ‘
geront directement emplovées et combinées chague fois quune telle -

aSsciatiop% représentera un intéret .
En adoptant une démarche snalogue & celle des carreaux de Bézier, .
1'équation d’un carreau B-spline représente. le lieu géométrique d’une !
courbe d une courbe B-spline finit lorsqu’elle subit simultanement un o ]
déplacement et une déformation soit PGn et ui , i e {d,l, <o (mn+l)} '
le polygone caractéristique et la séquence nodale définissant la courbe
.B—spline non uniforme Pint de degré m et d’éguation : '

n

Pinit(u) = E Si.Nim(u). , u € [uo,un+ms1] (I1.2.23)
1LF0

Son déplacement et de la.déformation sont détermines par un réseau de
directrices Di(v) impossnt la trajectoire de chacun des sommets Si  de

PGn. .

' Les directrices Di(u) sont toutes représentées par des courbes B-spline
de méme degré r et de méme ségquence nodale vi, . j 40,1,...,(t+r+1)},

donc : '

t .
D‘x(v)_= E,Sij.er(v) , vr € [vo , vter+1] .
=0 i e {0,1,....... , 0} (11.2.24)

Au point v = vo chaque diréctrice Di(v) coincide avec le sommet Si de
Pinit(u). L expression du carreau B-spline non uniforme P{u,v) défini
par Pinit et Di, est représentee .par (Fig: % ).

)
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n

B(u,v) =2 Diu(v).Nim(u)
LEQ .

: . n t ‘
P(u,v) = St Nim(u).Nin(v)
L:EO jzo '
i uefuo, umrmss] |, ve [vo,vtﬂ-;z] - (II.2.25)
Les sommets Sij. i € {0,1,...,n} et j € {0,1,...,t} constituent 1le

réseau caractéristique RSnt du carresn

II.2.2.1)PROPRIETES DES CARREAUX B-SPLINE.

AIRELATION GEOMETRIQUE ENTRE RESEAUX CARACTERiSTIQUES‘ET SURFACES. -

On considére en premier lieu, un résean caractéﬁétiqué‘RSnt associe &
des séquences nodales non uniformes ui . i+ € {uo,..... ;.,un+m+1};
vi.jed{vo,. .. .. ,v+tst} alors 1'équation (I1.2.25) évaluée au

' point P(uo,vo), P(un+m+1,v0), P(uo,vr+t+1) et.P(un+mes,vr+t+s) montre
que P(u,v) coincide, en ces pdints aveb les sommets So00,5n0,50t,8nt, de
RSnt indépendement 'de la combinaison de séquences nodales utilisées, le
comportement d‘un carresn est toujours défini localement par un
ensemble de (m+1)x(r+l) sommets du résean caractéristigque RSnt lorsque
le carreau est de degrés m'et r suivant u et v respéctivement .

B )PARTICULARITES DE FORME ET SINGULARITES DES CARREAUX B-SPLINES.

I1 v a une diversité de formés pour les carreaux gu modéle B-spline.
le reseau caracteristique d’un carreau B-spline non uniforme etant
necessairement représenté par un tsblean de (n+1)x(t+1) sommets le
nombre de frontieres sera inferieur a quatre seulement lorsqu‘une ou
plusieur d’entre elle seront ramenées a un point (Fig: ) .elle
représente un carreau B-spline non% uniforme ramené a trois cétés en
mettant en. coincidence tous les sémmets‘su-.i-{ﬂ,l, ...... ,h} de .son
résesan. ’ i ' ' ‘

L’emploi de carreaux ainsi dégénerés repond aux sitﬁations de

modélisations de surface conique .
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Fig:9.carresu B-spline non uniforme & trois cBtés

I1.2.2.2)CONSTRUCTION DE CARREAUX B-SPLINE A PARTIR DES CONTRAINTES

GEOMETRI QUE.

La construction de carreaux, par interpolation , base sur un nuage de
points se heurte, bien sur a la diffiéulté parsmétrages et au
probléme convexe de détrmination des directions u et v du carrean
B-spline . | | | |
La soicifite de mo&éle B-spline apporte en plus, 1 indétermination des
dimensions des séguences nodales et de degrés selon u et v . ’
La fechnique de parametrage pour le modéle B-spline, basée sur la
relation (II.2.19) , s'adapte 'moins bien & une distribution
inégale des points Pij que le modéle de Bézier. En effet,un paramétrsge
selon (11.2.19 ) détermine la séquence ui en s'aépuyant sur une seul
) rangée de poinfs Pij sans pouvoir tenir compte des autres points .
La construction d’un carrean par interpolation d’un résean de courbe
reprend le principe développé” par les carreaux de Bézier . Cette fois
cependant, la technique de -paramétrage utilisée pour chague méthode est
équivalente. _
Un bon fonctionnement de cette démarche est approchée dans le cas ou
lescourbes Pi(u) sont pratiquement planes et continues dans un
plan parallele’ . Les systémes lineaires permettent la détermination
par interpolation des <courbes Pj(u); du résean caractéristique

RSnt du ‘carreau P(u,v) s ecrivent :
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S0j | si,

S1j | _ Si . ' .
. ={ Nmn] . . ef0,1,....,t} , (11.2.26)

: N . . :n .

Snj Sij ‘

- #)calcul des normales a la surface.

IL est intéressant de savoir déterminer les normales a la surface, pour
cela on doit d’abord déterminer la tangente Tu(u,v) a la surface dans
1a direction du paramétre u puis celle dans la direction du paramétre
v Tv(u,v) puis 1'on réalise le produit vectorielle entre tu et tv (en
chague point Pij ). ‘ .

Et'pour cela on applique la méme démarche gque celle étudiééﬁpour Bézier
(voir I1.1.2.1.B).
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I1ISAPPLICATION AUX DEUX METHODES.

IITI.1DDONNEES DE CALCULS DU 1°" ET 2™° FLANCS.Cvoir annexe 5

I11.20CAS DE LA METHODE DE BEZIER

1I11.2.1520RGANIGRAMME DE CALCUL D’ UN POINT COURANT PCu,v) DANS LE
CAS D'UNE SURFACE CONIQUE

v L7algorithme qui donne les points de la surface et les normal es

dunesurface reéelle est étabie de la fagon suilvante:
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Fichier de donné }
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i Calenl des tangesntes
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Les resultate ohtemis pour le eas de s méthode de Bézier sont les
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KAIKFKKKKKKK PQINTS
45,
44 .
43.
42.
.588600
40.
38.
.279900
. 346560
48.
47,
45,
44,
43.
.480580
39.
52.

HHCOCO'*-JG’#U’%.&-D)MH
-

= =
oW N

27
28
29
3C
31
32

34
35

36 -

37

38

40

41

37
49

41

51

49

45

53

912880
716850
8238150
785710

313640
815190

0806810
087330
901060
273850
132850

805880
773630

402560
50,
.0023960
47.

303220

335820

.948990
44,
42.
56.
54 .

136620
322150
165800
736300

. 534560
S2.
30,
48.
486.
.842240
. 558530
.0585660
- 750580
. 210050
-440070
.9621€0
.429105
.357070

101060
507010
761100
787770

DE LA SURFACE REELLE DU FLANC
. 709921
.022948
422387
-792315
.158502
.5436869
-939557
-439100
.393171
.633688
. 850387
.228784
-499742
.803319
.120357
. 974730
.084441
. 247248
-481437
.683985
.8683122
.0692049
.327247
. 754830
.805661 _
.866258
.014197
. 138945
.210712
.342389
. 9444867
.832510
-925810
.499478
. 583207
.591404
-B10122
.833189
. 786207
. 136980

70.
70.
70.
70.
70.
70.

70

75
75

79

79

84

84
84

84

89
89

1 KRR KRR KK KKK

(023640
188830
215930
218380
200110
1484860

.158210
70.
74,
75.
735.
75.
.084570
.033920
75.
75.
79.

194290
808100
083230
100390
102840

0438670
078750
786080

.871270
78.
79.
79.
79.

988370
920820
872550
921800

.931850
79.
.682080
.8357260
.874360
84.
84.
84.
.817640
84 .
89.
. 735040
.762140
89.
89.
89.
89.
89.

266730

876820
858540
807890

852720
259850

764600
748320
685670
705420
740500
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ITI.3.2.8> CAS DU DEUXIEME FLANC.

R¥RR¥kx VALEURS DE

da 0 g WL WL
om < o R & BV “ S I 7 Bt -

! i
B o R W W ol D A o ) W

o

3

th O R D o W W

-
o

= O

Lo & S % R S o 5]

=

& W

=W noen

LA HORMALE DE
L1171V CE-91

.009181E-G1
.836871E-01
.9440808E-01
.273423E-01
.B8Z947E-0G1
.627318E-01
.321073E--01
.117170E-01
.009181E-01
.836971E-01
.944808E-01
.273423E-01
.BBZ2347E-01
.627318BE-01
.321078E-01
.117170E-01
.008181E-01
.8388971E-01
.944808E~-01
L273423E-01
.582847E-01
.B27318E~-01
L321079E-01
117170801
.009181E-01
.836Q371E-01
.944808E~01
.273423E-01
.682947E-01
.B27318E-01
.321078E-01
.117170E-01
.008181E-01
.836971E-01
.844808E-01
.273423E-01
.6823947E-01
LB827318KE-G1
L 321079E-01

7

LA SURFACE DU
7.235886E~01

_953354E-01
.052240E-01
.995166E-01
.799530E-01
.B58319E-01
.703685E-01
.751409E-01
. 23598B8E-01
.953354E-01
.052240E-01
.9951B6E-01
. 799530E-01
.658319E-01
. 703695E-01
.751409E-01
.235988E-01
.953354E~01
.052240E-01
.995166E-01
. 788530E~01
.B858319E-01
.703695E-01
.751408E-01
.235965E-01
.953354E-01
.052240E~01
.995166E-01
. 789530E-01
.658319E-01
.7T03695E-01
. 751409E-01
. 235866E-01
. 953354E-01
.052240E-01
.995166E-01
. 798530E-01
. 858318E-01
. 703895E-01
. 751408E-01

FLANC 2 *kokokokok

3.
.840083E-01
.828B087E-01
.877624E~01
.075118E-01
.0038031E-01
.887728E-01
.177410E-01
. 19703B6E-01
.840083E-01
.826087E-0G1
.B77B24E-01
.075118E~-01
.009031E-01
.897728E-01
.177410E-01
.187036E-01
.940083E-01
.826087E-01
.877624E-01
.075118E-01
.009031E-01
.987728E-01
177410E-01
.1970G3BE-01
.940083E-01
.828087E-01
.877624E-01
.075118E-01
.008031E~-01
.887728E-01
.177410E-01
.197036E-01
.940083E~-01
.B26087E-01
.877624E-01
.075118E-01
.009031E-01
.887728E-01
.177410E-01

197036E-01
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rororokrkex. POINTS DE LA SURFACE REELLE DU FLANC 2
9.9848514E-01

1

T~ D B W

30
31
32
33
34
35
36
37
38
338

38.
38.
41,
41.
42.
43.
44 .
45.
40.
41.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
43,

44
45
47

51

485

53
54

51

57

326540
B30860
306020
648780
B20870
684380
238870
385610
844490
484330
124050
643650
932790
829460
889630
838270
372470

. 146270
. 948080
.819320
49.

50.

088830
174280

.263480
92.
45.
.807380
48.
50.
52.

287170
800190

760830
592450
156490

.412780
.818740
55.
48.
49.

727050
4233820
473030

.581050
53.
55.
56.

553230
287620
654780

.956180
59,

153810

CDCD*-]U?U!&CXC.GP-*CUNJ-QUJCﬂvhmHﬂﬂ@m%ﬁm:—*ﬂmmmﬁhMCOHOUG)CRHR&'&C-J(Q

.004498
.827848
235959
.8358733
.479013
70417
.663385
.1539031
. 189538
.869288
.612489
. 376433
.987823
.668728
.345715
.308281
. 384788
.143878
.856929
.815093
.5175873
. 248608
. 988035
.467031
.581899
.414668
.301579
.255713
.041583
.846398
.B817156
.547601
.77383¢
.874078
.5632498
.684623
.062213
.461458
.371124

69.
70.
70.
70.
70.
70.
70.
70.
74 .
75.
.014210
75.
75.
73.
75.
75.
79.
79.
79.
9.
79.
80.
.018770
78.
84.
84.
84 .
84.
84 .
84 .
84.
84.
89.
89.
89.
89.
88.
89.
88.
88.

75

80

628950
141100
129750
134880
154530
247480
246330
164710
514410
025560

019340
038980
131820
130780
049170
402380
913540
902190
207320
928870
019800

837150
288380
7893530
788190
793310
812970
905880
804780
823140
166160
677310
675960
681030
700740
793670
782540
7108920
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IVICONCLUSION BT COMPARAISON |

Les deux modélesg Bézier et B-Spline- permettent 1a nodélisation des
surfaces compléxes Par approximation lorsqne 1'on pe connait pas
1" équation éxacte de la surface .

Bans L application que nous avons faite, sur la wodélisation de la
surface d une denture d un pignon conique droit nous avons constater que
le modéle de Bézier est plus facile 3 1a formilation CORPArEe a3  modele
t3¥spJ[lee N (;;epemiam; le modale B-spline présente un temps de ealeogl plus
court que celui du modél de Bézier, ceci est due g | ‘application de
Valgoritime de COX de BOOKR. )

Quanl, anx résultats obtenus suivent la méthode de Bézier , on peut
conclure  quiils donnent; satisfaction du fait de  leurs valenrs irés
pProches des vy lenrs théoriques . ' _
par contre ceax oblenns piar la méthexie B-spline ils ne corresponddent. pag
Lot & Paih aux viletirs esconphées.

¥ni'in nous SUEECTONS pour Ja poursuites du sijet. gne applicetion du
nodele de Bézier alin d analyser jes détants de formes des dentures {par
example les pignons SPITO-conigue ) dang le bute de POUVOLE  agir o

CoRsequance sur le réglage des machines de taillage pour ameliorer iz

quark ilés geométrique de la denture.
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DI DL

21

POINTS CENTRE BILLE SUR LA

PIECE ETALON DU FLAN 1

X

15.81822
45.20405
44 .34241
43.30484
42.09265
40.72788
39.24330
37.76092
48.35210
48.54761
47. 58039
46.42019
45.06780
43.54720
41.90669
40.28691

 D2.77817

51.88978
50.81648
49.52208
48.02897
46.36433
44.56474
42.80318
86.17134
55.22350
54.04783
52.862019
51.00108
49.17545
47.21589
45.32326
39. 56447
58.54286
57.26383
95.72818
53.93412
51.97650
49.85722
47.83810

Y

—-95.70203
~-9.19242
—4.61317
-3.88767
-3.32842
-2.688175
-2.06654
~-1.60363
-8.38528
-5.80316
-5.14118
-4.42514
-3.67368
-2.92140
-2.247T34
-1.73828
~7.07655
-6.41672
-5.67222
-4.87932
-4.03704
-3.18729
-2.454723
-1.91846
~7.°19777
-7.03573
—5.20488
-5.33430
-4.38463
-3.46047
~2.67145
-2.08704
-8.51792
—7.66895
-6.75389
-5.78678
—4.78404
-3.75127
-2.91319
~2.30152
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DO WA~
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SRS RRENEY

POINTS CENTRE BILLE SUR LA

PIECE ETALON DU FLANC 2

X

37.71788
39.22978
40.887680
42.04129
43.24607
44 .24983
45.09679
45.82556
40.23583
41 .688324
43 .50584
45.03617
46.35799
47 .48491
48 .44955
48 26822
42.76381
44 54519
46 .32987
48.011683
48 .52209
50.73973
31.82340
92.72712
45.28153
47 .20629
49.14241
50.98496
52.58170
53.987823
39 . 17866
96 . 15700
47.81516
48 .87194
21 .96283
93 .984574
55 .69282
97.22021
58.51610
99 . 58366

Y

1.71883
2.11364
2.7215
3.40084
4.06018
4.71701
5.30380
5.78263
1.87901
2.29868
2.88859
3.71747
4.50088
5.23562
5.90321
6.47485
2.02926
2.49383
3.24318
4.06181
4.94354
5.75557
6.48309
7.12527
2.18701
2.69104
3.51387
4.40656
5.38016
6.27958
7.07988
7.81085
2.36758
2.88299
3.77338
4.76828
5.81907
6.80021
7.68494
8. 50036

Z

68 .94806
69 .94806
69 .948086
69 .84806
69 .946806
69 .94806
69 .94806
69.94808
74 .83252
74 .83252
74 .83252
74 .83252
74 .83252
74 .83252
74 .83252
74 .83252
79.72050
79.72050
78.72050
79.72050
79 .72050
79 .72050
79 .72050
79.72050
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
89.48427
89.48427
89.48427
89 .49427
89.49427
89.49427
89 .48427
89.49427

e el FTUI ke g i wiaienr
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ANNEXE:

POINTS DE LA SURFACE REELLE SUR LA

Nopt

PIECE ETALON DU FLANC 1

- 49.
44.
43.
42.
41.
40.
38.

37
48

47
44
41

51

49

42
54

53

47

X

35049
B5251
81182
80138
62485
30661
88313

.48108
77822
47.
.04505
45.

99882
91277

.59735
43.
.55070
40.
52.
.32770
50.

12523

01283
19999

27666

.01115
47.
45.
44,
. 53405
53.
.85720
53.
52.
50.
48.
46.
45,
58.
57.
56.
85.

55710
94180
20847

58738

50428
10618
52626
75239
86109
05839
97632
97275
71691
20349

45731
51.
49.

55287
50358

.57688

-6

Y

.46348

-5.97015

.41055
.80845
17761
.54116
.88000
.95149
. 14040
.57543
.93414
.24273
.52003
. 80046
. 18185 |
.6891¢
.B82612
. 18422
.46133
.68412
.88183
.06605
. 36963
.87113
.54243
. 79902
. 99069
. 14664
.22803
.33895
.58762
.05020
. 25822
42850
. 03668
. 08692
.62618
.62951
.83003
WA

24453
.23260
.21767
19880
.17518
.14579
. 10898
.06324
.13333
.12088
.10533
.08570
.06113 -
.03053
.99232
.94471
.02499
.01214
.99603
.97560
.95019
.91868
.87905
82967
.91386
.90095
.88439
.86325
83729
.80475
76386
.71305
.80420
.79106
77409
.75252
72554
.69243
.65037
.59829

]
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ANKNEXE:

 POINTS DE LA SURFACE REELLE SUR LA

Nopt

DRV WH

37.
38.
40.
41.
42.
43,
44,
45.
39.
41.

43

44,
45.
48,
47.
48.

42

51

a2,
45.
46.
48.
50.
52,

53

4.
55.
47.
498.
S1.

53

55.
58,
o7.

58

X

43734
85930
26597
57277
74206
71842
54434
295708
98105
52493
.08342
56532
85003
895866
89158
68363

.48410
44.
45.
47.
48.
30.

18869
90700
53880
99736
19832
. 26085
14757
02622
85138
71905
51003
06740
43417
61205
57284
55363
51846
53908
.46903
17583
67300
94582
.89583

2.
.02708
.B0652
.24807
.88091
.51430
.08152
.55399
.82889
.21317
.86762
. 56381
.31841
.02851
.B7538
.22998
.98090
.40831
.121380
. 80668
. 75828
.544581
.25053
.87480
. 14015
60721
.39243
.24995
.19247
.06524
.84314
. 55560
.32201
. 79983
.635160
.61043
.62862
.58286
45446
. 24068

Y
66666

PIECE ETALON DU FLANC 2

.06189
. 10842
. 14489
17427
.19788
.21632
.23112
.24330
.94318
.99175
.02977
.06082
.08479
.10417
.11983
.13218
.82854
.87864
.81808
. 94992
.97487
.99507
01136
.02440
.71218
. 76367
.80421
.83706
.86276
.88358
.80045
.91371
. 08769
.B5065
.69222
.72569
.752189
77361
.78078
.80439

VP kRl 5 e o 3 - A



ANNEXE:

NORMALES DE LA SURFACE REELLE SUR LA

PIECE ETALON DU FLANC 1

Nopt X
1 0.57058 0
2 0.955431 5}
3 {.53323 0
4 0.50599 0
L] 0.47038 0
8 0.42349 0
7 0.36197 3
8 0.28124 0
9 0.57676 o
10 0D.55989 0
11 0.53824 0
12 0.50995 0
13 0.47291 0
14 0.42409 0
15 0.35880 0
16 0.27536 0.
17 0.58209 0
18 0.56488 g
19 0.54254 0
20 0.51350 0
21 0.47524 0
22 0.42465 0
23 0.35805 0
24 0.27048 8]
25 0.58691 0
28 0.56915 o
27 0.54628 o
28 0.51659 0
29 0.47719 0
30 0.42518 0
31 0.35659 3]
32 0.26620 0
33 0.59111 0
7! 0.57298 0
35 0.54967 0
36 0.51929 0.
37 0.47920 0
38 0.42575 0
39 0.35541 0
40 0.26253 5]

Y

. 76528
. 78164
.80138
82481
.85245

.88383
.91805

.895283

75891
77815
. 79695
.82170
.85063
.88348
.91811

95471

.19334
.77136
. 79308
.81889
.843803
.88317
.82000
.95645
. 74840
.76713
. 78866
.81642
.B4764

.88280

.92078
.85795
.74402
.76337
.78662

81423
.84637
.88265
.92145
95824

Z

-0.29796
~-0.28597
-0.27097
~0.25200
~0.22825
~0.18872
-0.18173
-0.11578
-0.30232
-0.28981
-0.27418
-0.25445
~-0.22876
-0.18901
-0.16060
-0.11276
-0.30602
-0.29311
-0.27692
-0.25638
~-0.23085
-0.19918
~0.15935
-0.10972
-0.30882
~-0.285%4
-0.27930
~0.25805

-0.23186

-0.19826
-0.15816
-0.10710
-(.31148
-0.29828
~0.28123
-0.25855
-0.23243
-0.19815
-0.15689
~0.10455



ANNEXE:

NORMALES DE LA SURFACE REELLE SUR LA

PIECE ETALON DU FLANRC 2

X

- 0.28185

(.28195
0.423385
0.47068
.50654
.53408
.99523
.57136
.27616
.36011
42453
.47322
.51051
.93895
. 56078
.57748
27107
. 35828
.42500
.47541
.5139%4
.54313
. 58537
. 58246
. 26685
. 35669
42550
.47732
.51688
.54678
. 08946
.58700
.26284
.35526
.42587
.47911
.51949
.54898
.57315
98088

OOOOCODOO0OOOOOOOODOOOOOODOOODOOOQOCOOO00000

-0

Y
.95258

-0.91803

-0.

-0

.88379
.85240
.82485
.80129
78153
78519
.95466
.91808

.88344
83060
.82184
. 79687
. 77608
. 75882
.95642
.91998
.88314
.84901
.81885
. 79301
.7T7130
.75329
.85732
.82077
.88287

.84762

.B816339
. 78961
.76708
.74839
.895822
.82146

.88264

.84638
.81421

718659
76334
. 74404

Z

.11440
.16117
.18792
.22735
25107
. 26861
. 28448
.286872
.11122
. 16002
. 19824
22824
.25354
.27301
.28855
30117
.10858
. 15894
.19858
. 23057
. 23565
27595
.29232
.30543
. 10622
. 15797
.18871
.23173
.25756
.27848
. 29544
.30877
.10394
. 15717
.19894
.23258
. 25822
.28075
. 29800
.31168

[}



ANNEXE:

POINTS CENTRE BILLE SUR LA

PIECE SERIE DU FLANC 1

X

.B2556
.09679
.24883
. 24607
.04129
.68780
. 22978
.71788
.26822
.44855
.48491
.35799
.03617
. 50584
.88324
.23583
72712
.82340
.73973
.52208
.01183
. 329887
.54518
. 76381
. 15700
.17868
.97823
.58170
. 98486
.14241
. 20629
.29153
. 58386
.51610
. 22021
.69282
.84574
. 96283
.87184
.81516

-3.

-5

Y
79263

. 30380
.71701
.08018
.40094
.72715
11364
.71883
47485
.80321
.23562
.50088
.71747
. 98859
. 29868
.87901
12527
.48308
. 75557
. 94354
.06191
.24318
.49393
.02926
.81085
.07988
.27958
. 368018
.40656
.91397
.69104
.18701
.20036
.689494
.80021
.81907
.76828
LT7338
.88298
. 36758

VA
69.84806
£9.94808
69.94806
89.84806
69.94808
69.948086
69.94806
B9.34806
74.83252
74.83252
74.83252
74,83252
74 .83252
74.83252
74.83252
74.83252
79.72050
79.72050
79.72050
79.72050
79.72050
79.72050
79.72050
79.72050
84 .60649
84.60649
84.60649
84 .60649
84 .60649
84 .60649
84.60649
84 .60649
89.49427
89.49427
89.49427
89.49427
89.49427
89.48427
89.48427
88.48427

-~



ANNEXE:

g

OOV DL D WA

POINTS CENTRE BILLE SUR LA

PIECE SERIE DU FLANC 2

X

.76082
.24330
L72798
.089265
.30484
.34241
.20405
.91822
. 28691
.80869
.54720
.06780
.42019
. 28058
.54781
.35210
.80318
.56474
. 36433
.02997
.52209
.81648
.88976
L7917
.32326
.21589
.17545
.00106
.62019
.04783
.22350
17134
.83810
.85722
.97650
.83412
. 72018
. 26383
. 54286
. 56447

O~NOERWNN IO LQNND IO R S WA = 0O ORI B e Ol GO DN

Y

.60363
06654
66175
.32942
. 98767
.61317
. 19242
.70203
. 73928
.24734
.92140
.87366
42514
.14118
.80316
.38528
.81846
45423
.18728
.03704
.87932
87222
41872
.07655
.09704
.87145
.46047
.38453
.33430
.20498
.03573
18777
.30152
.91318
15127
. 78404
. 78676
.75399
.66885
51792

89.
69.
69.
69.
69.
. B9.
69.
69.
74.
74.
83252
74.
74 .
.83252
.83252
.83252
79.
79.
79.
79.
79.
79.
79.
79.
.B0B49
.60649
60849
.60649
.60648
.60649
.60649
.60649
89.
.48427
49427
89.
.49427
.49427
.48427
.48427

74

74
74
74

RERRRERR

89

89

89
89

Z

94806
94806
84808
848086
94808
94806
94806
894806
83252
83252

83252
83252

72050
72050
72050
72050
72050
72050
72050
72050

49427

49427



ions obtenu par la méthode BEZIER
u flanc 1 en utilisant le logiciel surfer.
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ANNEXE :

Schéms A trois dimensions obtenu par la méthode BEZIER
du flanc 2 en utilisant le logiciel surfer.
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