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RESUME :

Le but de cette étude est de déterminer le
champ des déplacements et des contraintes
dans un corps homogeéne , élastique et
linéaire, en trois dimensions, par la
meéthode des équations intégrales directe.

ABSTRACT :

The object of this work is to found the field
of displacements and the field of strees in an
homogenous elastic and linear body , in
three dimensions , using the direct
boundary method .
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INTRODUCTION

Sous 1la poussée des besoins nouveaux, issus du développement
des techniques les plus récentes, on est amené 3§ réaliser'des
projets de plus en plus complexes, tout en augmentant les
performances et en réduisant les colits : L aérospatiale, 1le
nucléaire, 1 éxploitation desrocéans, contrfle de 1la pollution,
aménagement des cours d’eau s ete.

Pour pouvoir réaliser ces pProjets , on a besoin de modales qui
nous permettent de sinuler 1le comportement de ces systémes
physiques complexes . Le comportement de plusieurs phénoménes
physigues peut étre déecrit par des équations aux dérivées
partielles & coéfficients constants: mécanique des solides et des
fluides, le transfert de chaleur et de masse, etc

La méthode des équations intégrales est 1 une des méthodes les
plus puissantes qui nous permet de résoudre éfféctlvenent ces
équations .

Elle est applicable dans la majorité de problémes rencontrés
dans la pratique : problémes stationnaires ou non statlonnalres,
linéaires ou non linéaires, définis dans un domaine de géometrie

-

queleonque, i une, deux ou trois dimensions .

-

Elle consiste & utiliser 1la solution analytique d un probléme
particulier (probléme de KELVIN en élastostatique ), od le domaine
est infini , et on applique. une seul pPerturbation en un point de
ce domaine. En superposant les solutions particuliéres on obtient

la solution du probléme PoOsé .

Dans cette étude on se limite 4u cas élastostatique dans 1a
mécanique des solides .

Le but est d-"élaborer un logiciel qui permet 1la détermination
du champ des déplacements et le champ des contraintes dans an
corps homogéne, é&lastique et linéaire » en trois dimensions



Cette thése est organisée en cing chapitres :

Le premier chapitre présente les trois versions de la'néthode
des équations intégrales , fait une comparison gualitative entre
la méthode des équations intégrales et la méthode des €léments
finis et parle de 1 évolution de cette méthode . '

Dans le second chapitre, on présente 1la formulation de
la méthode des équations intégrales directe en trois dimensions.

Le chapitre trois éxpose le traitement nunériqué_des éguations
intégrales.

Dans le chapitre quatre on présente 1 organigramme et les ,
caractéristiques générales du programme, et dans le chapitre cingq
on traite quelque exemples pour mettre en évidence 1 adaptation de
cette méthode aux problémes tridimentionnels. )

Et enfin , le listing du programme est donné en annexe



CHAPITRE 1

GENERALITES
 SURLES
METHODES DES
 EQUATIONS
INTEGRALES




11 INTRODUCTION -

Tout phénoméne physique régi par :
- des équations aux dérivées partielles linéaires a
coéfficients constants a 1 interieur d’une région R .
- et par des conditions aux limites préscrites sur la
surface S de la region R
peut &tre traité avantageusement par 1la néthode des équatlons
intégrales.
Comme exemples de ces phénoménes physiques :
- Le transfert de masse.
- Le transfert de chaleur.
- L écoulement des fluides.
-~ L éléctrostatique.
- La mécanique des soiides ... ete
Pour le transfert de chaleur en régime permanent 1°égunation
differentielle qui le gouvérne est 1° équation de LAPLACE :

vV T= 0
oi T est la température. _

En mécanique des solides les équations aux dérivées
partielles sont les équations d équilibre élastique , of les
inconnnues sont les les contraintes + Oun sous une autre forme ,
1°éguation de NAVIER dont les inconnues sont les déplacements.

La solution analytique pour ce genre de problémes n existe que
pour des cas trés simples ; ol la région R est homogéne ,de
Eéometrie trés simple et avec des conditions aux limites
relativement franches.

Comme exemple de ces cas simples : Une perturbation en un
point {(une force concentrée ou une discontinuité de déplacement en
mecanique des solides , ou une source de chaleur en transfert de
chaleur ) , dans une region homogane ,infinie.

Cette solution analytique est 1la base des méthodes des
équations intégrales . Elle est appelée solution singuliére car
mathématiquement parlant , elle a un bon comportement en chaque
point sauf 14 od la perturbation est appliquée , il y'a une
anomalie mathématique ou singulariteé.



Pour un probléme donné , la solution sera une combinaison
linéaire des solutions singuliéres dont leurs effets sur le

contour seront les conditions sux limites

Historiguement , la wméthode des équations intégrales a été
dévellopée de deux maniéres distinctes ,
- L'une des deux est une approche physiqne intuitive :
* La méthode des contraintes fictives (ou méthode
de discontinuités des contraintes) .

* La méthode des discontinuités des déplacements.
Dans cette approche on cherche en preﬁier lieu les valeurs des
perturbations fictives dont les effets sur la surface sont les
conditions aux limites spécifiées , ensuite on calcule le reste
des paramétres de la surface comme étant les effets de ces

.-

perturbations " fictives en ces points

Puisque les paramétres de la surface sont obtenus
indirectement, cette approche est appelée méthode des équations
intégales INDIRECTE.

L autre approche est une approche mathématique , elle est
basée sur certains théorémes fondamentaux (théoréme de réciprocité
de MAXWELL-BETTI en mécanique des solides ) qui éliminent 1les
paramétres intermidiaires , et relient directement les inconnues
de la surface aux conditions limites. Cette approche est appelée

1a méthode des équations intégrales DIRECTE .

12 METHODE DES CONTRAINTES FICTIVES :
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La figure (1.1.a) représente la région R linitée par la surface
5 du probléme & résoudre |
1a fig (l}l.b) représente une région infinie, et S'est la trace de
la surface S dans cette région

Si on applique une charge concentrée en un point dans la région
infinie , on aura les déplacements et les contraintes en chague
point de 1la région infinie (c“est la solution analytique du
probléme de KELVIN ) . ' ' |

La méthode des contraintes fictives consiste & trouver des
contraintes fictives qui produisent les mémes conditions sur S° en
milieu infini que ceux prescrites sur S , et puisque la solution
du probléme est unique alors on aura résolu le probléﬁe (a) en
résolvant le probléme (b) .

‘La démnarche numerique est la suivante
On discrétise S° en N éléments ,alors on doit satisfaire 3N
conditions aux 1limites . pour cela on cherche 3N contraintes
fictives qu'on applique sur les N éléments (une contrainte pour
chagque élément et chaque direction ) , les effets de ces 3N
contraintes sur 5° doivent &tre les conditions aux limites sur S .

Donc on peut écrire un systéme de 3N équations algébriques
linéaires & 3N inconnues . Une fois ces contraintes fictives
obtenues , la solution en chague point de R sera 1 effet de ces

contraintes fictives en ce points.

1.3 METHODE DES DISCONTINUITES DES DEPLACEMENTS :

- =
a) Corps & étudier b) Trace du coprs 3

étudier dans un milieu

infini
Fig 1.2




La figure (1.2.a) représente la région R limitée par la surface
S.

La figure (1.2.b) représente une région infinie et §° est la.
surface dans cette région.

Plusieurs problémes pratiques dans la mécanique des solides
font intervenir des corps qui contiennent des fissures.

La wéthode des contraintes fictives ne s adapte pas pour ce
genre de problémes car les effets des containtes fictives le long‘
d ‘une surface de la fissure ne se distinguent pas de ceux sur
1 autre surface . La méthode de discontinuité des déplacements
peut cependant prendre en compte ce genre de problémes . Elle est
basée sur la solution analytique du probléme d une discontinuité
de déplacement constante dans un corps élastique infini .

Physiquement on doit imaginer une discontiniuité de
déplacements comme une fissure représentée par deux surfaces qui
ont un déplacement relatif entre elles

Pour obtenir la solution numérique du probléme consiséré , on
discrétise la surface fictif S° en N éléments et on cherche 3N
diséontinuités de déplacements , dont les effets sur S sont les
conditions aux limites sur la surface S . Cela revient a résoudre
un systéme d équation de 3N equations & 3N inconnnes .

Une fois ces discontinuités de déplacements obtenues ',1a
solution en chagque point de la région R sera la superposition des
effets de ces discontinuités de déplacements en ce point .

14 METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DIRECTE :

Elle est basée sur le théoréme de MAXWELL-BETTI qui fait le
lien direct entre les paramétres de la surface S du probleéme

qu on veut résoudre [ uj(Q) » tj(Q) ] avec la solution analytique

du probléme de KELVIN [ Uij(P.Q) » Tij(P,Q) ] :

5 6,u,(P) +J T (P,@) u,(@) dS(@) = J‘u.‘jcp,a) £,(Q) ds(a)

s




Ou
S est la surface du corps .

P et @ sont des points de la surface 5

On discrétise la surface S en N éléments , et on suppose que
I% et'% sont constants sur chaque éléuments ’

on aura ainsi 6N paramétres sur la surface (3N déplacements uj
Jj=1,2,3 , et 3N tractions tj J=1,2.3 )

Pour un probléme bien posé , la moitié de ces paramétres sont
donnés comme conditions aux limites , et on doit trouver les 3N
paramétres restants

En faisant varier P sur les N éléments et les trois directions

-» . - -
¥ , on aura 3N équations de la forme

1 _
L o5, “1“”*2{] T, (P, dsca)} (@ =

Asar '
Z{I U, (B.@ ds(a)} t(Q)

Asa

On a ainsi 3N équations algébriques & 3N inconnues .
Une fois le systéme algébrique résolu ,3 et Z seront connus sur
chaque point de la surface _
Les valeurs des déplacements et des contraintes pour les points
intérieurs seront calculés par simple intégration ,en utilisant
1’égquation de SOMIGLIANA :

u (P) = - JTU(P’Q) u(Q) ds(a) + I“‘w‘(P’Q) t(Q) ds(a)
5

=

et comme :
_ - 1
aij = A £kk 6tj + 2 M sﬁ et EU = 5 {(u, . + u31)

On aura alors

o () = - J 5., (P.Q) 1, (Q) dS(Q) + J D, , (P.Q) £, (Q) dS(@)
3 .

=

Suk et Duk sont des noyaux qui dérivent respectivement de
. et U . '
i) L]

1




15 CHOIX DE LA METHODE :

Dans cette étude nous avons opté pour la méthode intégrale
directe pour les raisons suivantes :

1- La méthode .des discontinuités des déplacements a été
écartée, car on n étudie pas les problémes de fissurations od elle
est trés efficaces ' '

2- Du point de vue formulation, la méthode intégrale
directe est plus puissante, car elle & une base mathématique,alors
que la méthode des contraintes fictives a une base physique
intuitive

3- Du point de vue temps de calcul , la méthode des
contraintes fictives prend plus de tewmps, car on cherche en
premier lieu les contraintes fictives , ensuite on détermine les
paranétres de la surface , alors qu’avec la méthode directe on les

détermine directement

4- L’utilisation des éléments d ordre superieur avec la
méthode directe est trés simple ,alors qu avec la méthode des
contraintes fictives on trouve une grande difficulté &a les
vtiliser '

16 METHODE DES ELEMENTS FINIS ET METHODES INTEGRALES :

Le dévelopement des méthodes numériques pour la résolution des
problémes de la mécanique , a connu ces trente derniéres années un
essor remarquable , en particulier la méthode des éléments
finris, qui couvre un large domaine d applications en calcul des
structures : 1'élasticité , 1la plasticité , 1la mécanique des
fliudes...etc. '

Cette méthode présente une grande souplesse , mais son
utilisation présente un certain nombre de problémes :
1 - Le cofit de préparation des données est trés élevé et
cela est du a :

A0




a) - Le maillage s étend sur tous le domaine.
b) - Nécéssité de respecter la connectivité entre les
éléments.

2 - Elle nécéssite la résolution d’un grand nombre
d "équations simultanement » mais il faut noter que le
systeme a résoudre est symétrique et peu peuplé.

3 - La plus part des informations données par la M.E.F ne
sont  pas utilisées .

4 - Le volume des résultats est trés grand de telle facon
qu’on trouve une difficulté pour la sélection des

résultats.
5 - La H.E.F est difficile A mettre en oeuvre pour les
problémes tridimensionnels, 1les problémes exterieurs

(dommaine infinie), et les Problémes de fissurations.

6 ~ La version déplacement de la M.E.F qui est 1la plué
ordinairement utilisée donne de bon résultats pour les
déplacements , alors que la precision est moindre pour les
contraintes (discontiniuté des contraintés 4 travers
l”interface des éléments) qui sont dans la pPlus part des
cas les plus interéssantes i connaitre.

Ces difficultés associées a la M.E.F laissent 1 utilisation de
la méthode des équations integrales plus commode dans beaucoup de
problémes : '

La méthode des équapions intégrales consiste i transformer les
équations aux dérivées partiélles qui décrivent le comportement
d'une fonction inconnue a 1‘interieur et aux frontiédres d’un
domzine en des équations integrales sur les frontiéres seulement.

Du point de vue analyse numérique , 1a dimension du

probléme se réduit de un , ce gui simplifie avaﬁﬁageusenent le
traitement numérique et spécialement on a :

11




1 - Le coiit de préparation des données est faible:

a) - Le wmaillage se limite aux frontiéres

seulement.
b) -~ La connéctivitée entre les ¢lément n’est pas

éxigée donc on peut raffiner le maillage sans
aucune difficulte.

2 - L 'interprétation des résultats est trés simple car les
résultats sont obtenuent en des points que 1’ onprécise
préalablement.

3 - L ordre du systéme des -équations a résoudre
simultanement est énormement réduit , mais il faut noter
que la matrice est non symetrigque et trés peuplée.

4 - La M.E.I est trés éfficace pour les problémes
extérieurs (dommaines infinis), les problémes
tridimensionnels ainsi gque les problémes de fissurations.

S - En fin , parcequ'elle exploite une solution
analytique, la méthode des equations intégrales est
potentiéllement plus précise que la méthode des éléments
finies , o0 une solution approximative est faite en
chague élément de 1la région R. |

Et voici quelques exemples & titre indicatif qui ont é&té
traités par le C.E.T.I.H , par les deux méthodes numeriques :

1

1 ~ CYLINDRE EPAIS :

Il s'agit d 'un secteur de 45° d'un cylindre creux pour lequel
en fait varier 1 éppaisseur » et on commpare le temps d éxecution
pour une méme précision sur les contraintes .ils ont abouti aux
résultats résumés dans la figure (fig 1.3.b).

12
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epalgsure

t. Calel ovee M. E.F
4 b Gl avec MEI

fig 1.3.a ‘
Secteur de 45° d un cylindre
creux.

fig 1.3

fig 1.3.b

Rapport des temps de calcul
M. E.F et N.E.I en fonction du
rapport (surface / volume) de
la piéce & précision égale de

de contraintes.

2 - ETUDE D UNE EPROUVETTE CT15 :

Pour aboutir a4 un wméme résultat il a fallu -

- En H.E.F , 223 éléments.
' 1010 degrés de liberts.
- En M.E.I : 28 éléments 168 degrés delibeérté.
1‘ ] A Il N rl 10 '
\\ 1 "
I ’_ '. + g " Y " § |
AN 1 23 4567 & 9
fig 1.4.a fig 1.4.b -
Naillage de 1 eprouvette avec Naillage de 1 éprouvette avec
la méthode des élement finis la néthode des eguations
intégrales
fig 1.4

13




‘17 HISTORIQUE :

Du point de vue historique , les méthodes intégrales sont le
résultat du développement de 1la méthode de FREDHOLM pour la’
résolution des problémes de potentiel régis par 1 équation de
LAPLACE

- Diffusion de la chalear en régime permanent.
- Ecoulements a potentiél.
- L7électrostatique

FREDHOLM est le premier qui a appliqué la méthode intégrale a
1 élasticité en 1905 , et cela pour résoudre des problémes assez
simples regroupés sous le nom du prenier probléme fondamental (les
conditions aux limites sont les déplacements).

Il trouve que le systéme des équations aux derivées partielles
de BAVIER est un systéme élliptique , et le probléme d integration
quand les déplacements sur les frontidres sont connus ;est un
probléme de DIRICHLET, donc¢ la solution est analogue & la solution
du probléme de DIRICHLET pour les fonections harmonigues.

Jusqu’'en 1850 , le second probléme fondamental (les conditions
aux limites sont les contraintes) ,ainsi que ie troisiéme probléme
fondamental (conditions aux limites  mixtes) restent non
résolvables avec les équations de FREDHOLM. |

C’est en 1956 que KINOSHITA et MURA ont obtenu par la méthode
du potentiel , des éguations intégrales pour les deux premiérs
problénes'fondanentaux.rEn 1963 KUPRADZE a reconsidéré le probléme
pour un cas plus général .il a établi une démonstration générale
et rigoureuse basée sur la théorie des équations intégrales
singuliéres et wmultidimentionnelles , et présenté deux néthodes
numerigues approximatives de 1 équation integrale.

1Yy




-

Eh 1967 RIZZD a analysé par ordinateur quelques exemples
simples de 1°élastostatique , et en 1968 CRUSE a généralisé 1la
mnéthode 4 l1"élastodynamique.

En 1871 SWEDLOW et CRUSE ont présenté une analyse
€lastoplastique pour les matériauvx anisotrope compressible. Les
travaux de CRUSE ont montré qu‘on peut modéliser des formes de
Béometries complexes avec des conditions aux 1limites non
uniformes. '

En 1975 C.LACHAT,dans sa thése de Ph.D , a devellopé 1la
méthode intégrale pour les problémes d'élastostatique en deux et
trois dimensions en utilisant les €léments isoparamétriques avec

des variations linéaires » quadratiques ou cubigques des variablgs.

15



CHAPITRE 2

~ FORMULATION
' DES EQUATIONS
INTEGRALES EN
~ TROIS
DIMENSIONS




21 NOTATION INDICIELLE :

Deux conventions sont utilisées pour la notation indicielle

- La premiére : si 1 indice est répété alors il y a
sommation.
exemple :
a
.. n = o.n. = o o o
b i ij n,] i1 nl + iz nz + i3 na (2.1)
1=1

~ La seconde : un indice précédé par une virgule indique gu-il

¥y a une differentiation partielle avec la varisable représentée par
cet indice

exemnple :

au?

L .
ui_jk T ——— {(2.2)
’ a
axj X,
En combinant ces deux convensions Oon aura par exemples :

2

a u’ 3 u’ & u?
u = A > 4 - (2.3)
1,id z 2 2 -
o x1 a xz a xa
22 HYPOTHESES .
2.2.1 HYPOTHESES SUR LE MILIEU :
On considére un milien :
— CONTINU : Le milieun ne contient pas de fissure ou de
discontinuité
~ ELASTIQUE : Les déformations sont rattrapées lorsque les

contraintes sont supprimées .

— LINEAIRE : Chague composante du tenseur des contraintes
est exprimée comme une combinaison 1linéaire de toutes les
composantes du tenseur des déformations .

~ HOMOGENE , ISOTROPE : Les composantes reliants le tenseur
des containtes au tenseur des déformations ,qui caractérisent 1la
propriété d élasticité dn milien considéré sont indépendantes de

la position (homogéniété), et indépendantes. de 1l orientation
{isotropie) ’

1%



i

2.2.2 HYPOTHESES SUR LES TYPES DE CHARGEMENTS :

- On ne considére pas les containtes d origine thermigue.

- On ne considére que les forces surfaciques‘:les forces
de volume sont négligées

— Les chargements réels sont des forces réparties , une
force concentée sera considérée comme étant une force répartie sur
un élément de trés petites dimensions

- On considére gque les chargements sont quasi-statiques.

2.2.3 HYPOTHESES SUR LA GEOKETRIE DU MILIEU -

La surface chargée de la région a étudier doit étre limitée :

~ Pour les problémes iﬁterieurs » le milieu a un volume

fini done une surface finie . Ce type de probléme est résolvable
avec cette méthode . ’

- Pour les problémes exterieurs : le milieu a un volume
infini ., il faut que la surface soit finie : comme exXxemple :un
trou sphérique dans un milieu infini soumis ‘& une pression

constante .(fig 2.1.a) ]
Cette hypothése exclut tous les problémes ou la surface
sera infinie , exemples :
Un chargement sur un plan infini .(fig 2.1.b)
Un trou cylindrique débouchant , dans un milien infini, soumis
a une préssion constante .(fig 2.1-c)

!
C,Oupc
fig (2.1.8) fig (2.1.b) fig (2.1.¢)
trou sphérique dans Chargement sur un Trou débouchant
un niligu infini plan infini .
fig 2.1
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Ce type de problémes peut étre résolu avec la méthode des
équations intégrales en utilisant 1a solution analytique du
probléme de FLAHANT (une force concentrée sur un plan infini.),et
non pas avec la méthode des équations intégrales directe qui
utilise la solution analytique du probléme de KELVIN (une force

concentrée dans un milieu infini ) qui est utilisée dans notre
étude

23 RAPPEL SUR L'ELASTICITE LINEAIRE :

2.3.1 - TERSEUR DES CONTRAINTES :

Les contraintes agissantes sur les plans dont leurs normales
sont paralléles aux axes sont appelées les composantes du tenseur
des contraintes.

Les composantes du tenseur des contraintes sont notées par
oz -
ij
i : indigue la direction de 1a normale du plan oii la
contrainte est éxercée
i : 1indique 1la direction de 1la composante de la

contrainte.
2.3.2 - EQUATIONS D EQUILIBRE :

La condition pour que le corps soit en equilibre impose
certaines conditions sur les composantes du tenseur des
contraintes :

~ La premiére , trouvée & partir de 1l°équilibre des

noment, est que le tenseur des contraintes soit symétrique .
o = o, ( i,3 = 1,2,3 ) (2.4)
- La seconde , trouvée & partir de 17équilibre des

forces, est gque les composantes du tenseur des contraintes doivent

satisfaire les équations suivantes :
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( I 011 a 021 g 091
+ + + F =0
a x1 a » a xa 1
a 012 9 022 4 032 |
1 + + + F=0 (2.95)
ag . a xz a xs 2
9 Cr1.3 a 0-23 a 033
7 = + - - + 5 - + Faz 0
L 1 2 3
od F:’ Fz, F3 sontlles forces de volume.
Ou d une facgon plus contractée : o + F =0

i 1

Les équations d°équilibres donnent trois équations pour les
six inconnues :

(o'1 s O , O o = o

22 o = o » O = o ).

3 aa ’ 12 z1? 13 31

Ainsi, 1les équations d“équilibres ne suffisent pas pour
calculer les contraintes . trois autres éguations sont

nécéssaires.
2.3.3 TERSEUR DES DEFORMATIONS
L état de déformation en un point dans un corps est spécifié

par les composantes du tenseur des déformations .

Elles sont définies en terme de déplacement u, {1=1,2,3) :

57 5 o (i,3=1,2,3) (2.6)
- 2 x a x

On a , par définition : £, 6 = &

2.3.4 LOI DE HOORKE GENERALISEE :

La théorie classique de 1 élasticité linéaire isotrope est basée
sur la loi gdénéralisée de HOOKE : & chaque point d'un corps . .
élastique linéaire les six composantes du tenseur des cont:aintes
(CV.lj

tenseur de déformation (eij = aﬁ).

= aﬁ) sont linéairement reliées aux six composantes du

20




Les constantes reliant les composantes du tenseur des
contraintes aux composantes du tenseur des déformations

caractérisent la propriété d élasticité du corps considéré
dans notre étude on suppose que cette propriété est
indépendante de la position et de 1 orientation. (ie . le corps

est homogéne et isotrope ).

Les relations DEFORMATIONS - CONTRAINTES s ecrivent :

_ 1
‘U E [o,-¥( %2 * 95, )]
& :-}—[ o ~wv { o + o _ )]
22 E 2z 11 33
_1 o
€4 _f"[ o, — ¥ ( cru + o, )] (2.7.1)
1
& = -1 o
1z 2 G 12
£ = 1 o
13 206 13
_ 1
€28 T 2 G 723
L. - 1+v ~ _1_)_
Soit - -SU = =5 OU B kx éu (2.7.2)

E : wodule de YOUNG
v : cgoefficient de poisson
G

: module de cisaillement

Il sont reliés par la relation suivante

1 E
G = 5 1T (2.8)
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Les relations CONTRAINTES - DEFORMATONS s écrivent :

( o = 26 (1-v) 6 "+ v (e_ + £_ )
11 (1-2v) 11 z2 EY]
_ 2 G
O, = <125y (1-v) £,, t v (811+ 833)
L J
- -
o :—_ﬁ-_(l—v)s + v (g + £ ) (2.9.1)
) 11 (1-2v) 33 112 22 J e
012 = 2 G 312
012 = 2 G 812
L 012 = 2 G 812
on sous une forme plus contractée :
oij = X = 61} + 2 u .su (2.9.2)
oii A et « sont les coéfficient de LAHE :
A= 2vG / (1-2v) et u =K/ 2014v) = G (2.10)

2.3.5 FORMULATION DU PROBLEME D ELASTICITE :

L objet de la résolution du probléme d élasticité est de
trouver le champ des déplacements ainsi que le champ des
contraintes pour un corps élastigue qui est soumis a des forces
volumiques et A des forces surfaciques sur une partie de la
surface et on lui impose des déplacements sur 1l autre partie de la
surface . ,

Cela veut dire trouver les six composantes de
contraintes '
(ou: oﬁ), et les trois composantes du vecteur déplacement u .
Les trois équations d "équilibres et les six relations
DEFORMATIONS-CONTRAINTES donnent neuf équations pour ces neuf

inconnues
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.. +B, =0 (i=1,2,3)

(2.11)
o .= 2 G ( ai.j + _t_-l__“"—fi)_) skk 61_3) (1,3:1,2,3)

Si on suppose que les déplacenénts u, sont des fonections
continues, ces neuf équations sont suffisantes pour déterminer les
neuf quantitées inconnues ' |

Les conditions aux limites font la distinction entre un probléme
“élastique et un autre , elles servent uniquement pour définir un
probléme particulier qu on résoud ‘

Si on exprime les équations d’équilibres en fonction des
déplacements , alors on aura un systéme de trois équations a trois

inconuesapplé équations de NAVIER:

( X+ ) uLﬁ + u uLﬁ = - FL (i =1,2,3) (2.12)

ou sous une forme vectorielle :

(Mup) grad diva + 4 + 2 a = - F ' (2.13)

24 PROBLEME DE KELVIN :

Le probléme de KELVIN est

illustré sur la figure (2.2).
On ‘applique une force

concentreée Ftde valeur égale a

1"unité , en un point O

e

origine du repére, dans un

milien infini , suivant une
- - -

direction x. ,Et on cherche le

vectenr déplacement ainsi que

le tenseur des contraintes en fig 2.2

un point § (91-32'93)- Force concentrée dans un
milieu infini.

soit UQ(O,Q) ia composante du vecteur déplacement en Q suivant la
direction xj.
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pour ce probléme 1 égquation de NAVIER s’ écrit

A -
(At mdu o . ;€0,8) (2.14)
Et on a comme conditions aux limites - les déplacenents‘ a
1’infini nuls.
lim U, 0,@) = 0 ' (2.15)

g— o

La résolution de cette équation différentielle peut é&tre

- éffectuer par plusieurs méthodes mathématiques

-~ Méthode de superposition .

-~ Transformation de FOURIER .

- Décomposition de 45(0,Q) sous formes d ondes planes
~ La méthode de HORMANDER .

La méthode de HORMANDER est la meilleur & utiliser car elle
donne 1a solution analytique de toutes les équations

différentielles élleptiques & coéfficients constants .

On utilisant cette méthode on aura :

‘ Q Q. ‘
- (1+v) i3
ULJ(D,Q) - 8 7 E (l_v) r {(3—49)61'1 + —'—;;"— } (2. 16)

G : r = /QQ (2.17)

maintenant si on applique la force concentrée en un point P
(P‘,Pz.Pa) et en éffectuant un changement d’origine on aura le
déplacement d’un point § suivant la direction x.j due A une force

unité appliquée en P suivant la direction x :

(B, - Q)(P;- Q)

- {1+v) _ '
U (P.Q) = 55 S By {(3 s, + = } (2.18)
Od : r = 1/(Pi.—Q.t)(Pi-Qt) d (2.19)

24



On verifie bien que les conditions aux limites sont respectées

lim U,0,@ = 1lim =+ =0 (2.20)

Q- o r— o

Le tenseur des contraintes en @ sera donné par :

i. —
qm = X 6& uLl + p uLk + uhj) (2.21)

La composante du vecteur traction en un point Q sur un plan de

normnale H(Q) (ni(Q),nz(Q),na(Q)), suivant la direction xj sera

i

T (P,Q) = o), n(Q) (2.22)

On obtient ainsi :

1

T, (P,Q) = z

! 8 (1-v)r

(P. - &) (P. - Q) .
{ (1-2v) [ n (Q) -t e — pn(Q) ——4 . ] (2.23)
Tr ! r
(p_ - Q) - (P, - Q@ XP - Q)
+ n_(Q) [ (1-2v) & + ! ]
™ r iy L2

25 THEOREME DE RECIPROCITE DE MAXWELL-BETTI :

Le theoréme de réciprocité fait le lien entre les solutions de
deux problémes différents de valeurs aux limites pour une
néme région R . '

C'est une conséquence directe de 1la linéarité des équations
d équilibre et de la loi généralisé de HOOKE

Supposons que le premier probléme admet pour solution le champ
des déplacements ui(Q)(i=1,2,3), et pour composantes des vecteurs® * °
tractions tt(Q) (i=1,2,3), sur la surface S de la region R .
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Supposons aussiqu’un second pProbléme est caractérisé par le
chanp des déplacements u;(Q) (i=1,2,3) , et les composantes des -
vecteurs tractions t;(Q)(izl,Z,ﬁ) sur la méme surface S de la méme
région R . '

Alors le théoréme de réciprocité stipule que :

Le travail fait par le Premier groupe de contraintes (tt(Q)
1i=1,2,3) en se déplacant & travers . le second gdroupe des
déplacements (u{(Q) i=1,2,3) est égale au travail Ffait par le
second groupe des contraintes (t{(Q) i=1,2,3) en se déplacant a
travers le premier groupe des déplacements (ut(Q) i=1,2,3).

Mathématiquement on g -

J £ (]) u(]) ds(q) = ‘[ t.(]) u’'(Q) ds(Q) (2.24)

s s

26 CALCUL DES DEPLACEMENTS ET DES CONTRAINTES SUR LA SURF ACE

La fig (2.3.a) représente la région R limitée par la surface S,

du probléme considéré .

fig 2.3.a fig2.3.b
Corps & étudier Trace du coprs a étudier dans
un milieu infini
fig 2.3 '
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uj(Q) : Le déplacement d'un point @ de la surface dans la
direction X;- '
H(Q): La composante du vecteur traction sur le plan tangent a

la surface S en @ suivant l1la direction xy

Pour un probléme bien posé , la woitié des paramétres
' uj(Q),tj(Q), Q variant sur la surface , et Jj =1,2,3 , sont donnés
comme conditions aux limites > 1l autre moitié représente les

inconnus qu on doit retrouver

La fig (2.3.b) représente une région infinie , et S° la trace

de la surface_S dans cette région (elle n’'a pas de sens physique).

5i on appliqgue une force concentré égale & 1 unité , en un point

P du milieu infini, dans une direction S alors le déplacement

d'vn peint @ suivant la direection X, est donné par la solution

analytique du probléme de KELVIN UU(P,Q) » et 1la composante du

vecteur traction sur le plan tangeant 4 8  en Q , suivant la
direction X, est donné par Tij(P,Q).

5i le point P est a4 1 extérieur de la région R° , alors R~

sera en équilibre sous 1l action du champ des contraintes Tij(P,Q).

Donc on a deux états oi la région R° est en éguilibre :

Le premier est le probléme a résoudre [IH(Q),th) ]
Le second est [ U“(P,Q) . TH(P,Q) ]

Alors d aprés le théoréne'de réciprocité de MAXWELL-BETTI on

.[Ti_i(P,Q) u(Q) dS(Q) = quw,a) t.(Q) dS(Q) (2.25)

s =

Maintenant si on applique une force concentrée de valeur égale
a l'anité, en un point P de la surface S°, dans une direction X,
La region R ne sera plus en égquilibre sous 1 uaction du champ des
contraintes T“(P,Q) : 11 faut ajouter la force concentrée . Donec
1°éguation intégrale (2.25) ne peut pas étre écritp sur la surface
5°.
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Pour pouvoir écrire 1°éguation précédente , on doit isoler le

point P du contour ot la force concentrée est apliquée, par une
sphére de rayon = .

La nouvelle surface ot 1 on intégre sera alors :
S—(Rgﬁ S)+(S€ﬁ R)
Re : Le volume de la sphére de rayon £

SE : La surface de 1la sphére

Et on peut écrire :

I T, ,(P.Q) u.(Q) ds(Q) = J- U ,(P,Q) t,(Q) ds(&) (2.26)

5 - (R M SYy+(= M R 5 ~ (R M Sr+(s M R
& & & £

En faisant tendre ¢ vers zero on

lim JT.”.(P.Q) u (Q) ds(@) =

 + 0 S - (R_MN Sy + (S M Ry
£ £

1ix Juij(?.m t (@) ds(a)

g - (R N s + =S N R
£ &

e -+ 0

(2.27)

La partie gauche de 1 équation (2.27) est égale a :

lin JT”(P,Q) u(Q) ds(@) + lim JTkj(P,Q) u(Q) d5(Q)

e =+ 0 S—(RsﬂS) e + 0 = N R

e

= ITij(P’Q) u.(Q) dS(Q) + lim Ith(P’Q) u Q) ds{a) (2.28)

= e + 0 (Ssﬂ R
Calculons cette limite :
lim _[th(P’Q) uj(Q) ds¢q) =

e + 0 = M R
£

1i J {th(P,a)[ u,(Q) - u, (P) ]+ T, ,(P.Q) u (P) }dsm)

e +0 (s N R
=

= lin.ITij(P,Q)[ uj(Q) - uj(P) ] dS(Q)+ lim J th(P,Q)QJP)dS(Q)

£ + 0 @ N Ry g -+ 0 (s N R
£ £
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On a :

Iim Jth(P.Q)[I%(Q) -IE(P) ] ds{Q) = 0 (2.29)
e =+ 0 (ssn R)
en effet :
k.‘l
| T (P,Q) | <
) &

[ uj(Q) - uj(P) I = kz £ ( car u-i est continue en chaque point )

(§,nR) = s£<_:4nsz

donc lim ITLj(P’Q)['ﬂ(Q) - g#P) ] dS(R) = 1lim 8 n k}&s =

g + 0 (SsﬂR) £ +» 0

et :

lim q[Tij(P,Q)qﬁP)dS(Q) ={ lim .ITLj(P,Q) dS(Q)} qﬁP)

£ -+ 0 = N R £ -+ (& M R
£ o e

Posons : CU(P) = lim Jth(P,Q) d5(Q)

g + 0 &= N R
&

ainsi la partie gauche de 1°équation (2.27) est égale a :

C.iP) u(p) + IT“<P’Q) u.(Q) d5(Q) (2.30)
' = ’ .

calculon la partie droite de 1°éguation (2.27) :

lim | U, (P,Q) t (Q)dS(Q) =

o
g + 0 8 - (R_MN S} + & M RY
& &

r~

lim U, ;(F.Q) t (Q)dS(Q) + 1lim J.U.H.(P,Q) t.(Q) d5(Q)

£ +0 s -~ N = g + 0 <« 1M R
& £

= JU”(P.Q) t,(Q) dS(@+  1lim J-UU(P.Q) t.(Q) dS(Q) (2.31)

5 £ =+ 8 N Ry
£
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la limite :

tin U, @ @ as@ = o (2.32)
 + 0 cssr’\ R
en effet
k’.
v | s —

t (Q) l < k,
sanals s, < 4 7 £°
Donc lim Jutj(P’Q) FKQ) ds5(Q) = lim 8 n kgkzs =0
g + 0 <s£n R £ + 0

1a partie droite de 1 équation (1) sera égale a :

'[U.U.(P.Q) t(]) ds(@) (2.33)

finalement on a :

€. (P> u(P) + J-T.Lj(P,Q)uj(Q) ds(Q) = I U (F.Q) t.(Q) d5(Q)
=

=

' (2.34)
ou : Cij(P) = lim JTij(P,Q) ds{Q)

E S N R
0 £

'Dans le cas ou le vecteur normale 4 S en P est continue (ce qui
est le cas de notre étude ) on aura :
C(P)= 4+ & lim | T (P,Q) dS(@) = X+ &
ij 2 i} , % Rl 2 Tij
g » 0 Ss

on aura alors 1 équation intégrales :

3 6, ,u,(E) +f TU<P.Q)uj(a)dS(a)=I U (P,@)t(Q)dS(A)  (2.35)
=

En résolvant cette équation intégrale uj et tj seront connus en

~chaque point de la surface.
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27 CALCUL DES DEPLACEMENTS DES POINTS INTERIEURS :

Pour obtenir 1les déplacements pour les points intérieurs on
suit une démarche analogue .

fig 2.4.a fig 2.4.b
Corps 8 étudier Trace du corps a8 étudier
dans un milieu infini

fig 2.4

soit un point P &4 1l interienr de la région R°, ot 1l 'on veut

calculer le vecteur déplacement et le tenseur des contraintes .

Appligquons en P une force concentrée, qui a une valeur égale &
1'unité, dans une direction X, - Alors la solution analytique du
probléme de EKELVIN nous donne le champ des tensions th(P,Q) sur
la surface fiective 5° , la région R° ne sera pas en égquilibre sous
1'effet du champ des tensions T.U.(P,Q) seulement, mais il {aut

leurs ajouter la force en P .

Pour pouvoir écrire 1 "équation de réeciprocité de MAXWELL-BETTI ,
on iscle le point P par une sphére de rayon £ .voir fig(2.4)

on aura alors

JTLj(P.m u(Q) dS(R) = jui,(P,a) t.(Q) dS(R)  (2.38)
S +S s +8
£ £
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en faisant tendre £ vers zero on aura :

lim JT.LJ.(P,Q) u(Q) dS(Q) =

g + s +=
£

lim

JUij(P,Q) t.(Q) ds(Q) . (2.3D)

B o+ =
&

£ » 0

La partie gauche de 1 équation (2.37) est égale & -

lim J-th(P.Q) u.(Q) ds5(Q) + lin _[Tij(P’Q) u.(]) dS(Q)

£ + {) = e » 0 Ss

= f’ru(P,Q) u,(@) dS(@) +  lim JT.”.(P.m u, (@) dS(Q)

s ‘ £ + 0 s
Comme précédemment on a :

lim I Tij(P,Q)uj(P)dS(Q) = Cu(P) qﬁP) (2.38)

g + 0 s
. £

avec CU(P) = lim I TH(P,Q) ds(q)

e » 0 =
£

La partie gauche de 1 équation (2.37) sera alors égale &
Cu(’?) uj(P) + ‘[T.Lj(P.Q) uj(Q) das(a) . (2.39)
=

La partie droite de 1 équation (2.38) est égale a :

lim Ui_j(P.Q) tj(Q) dS(R) =
J
£ » {3 = +-s£
lim Uij(P,Q) tj(Qi dsS(Q) + 1lim I U.Lj(P,Q) tj(Q) dsS(Q)
e+ 0 "= : e + 0 s :

&

= J. U (P,Q) t(Q) d5(Q) + 1lim IUij(P,Q) t,(Q) d5(Q)

= & =
0 [

comme précédemment la linite-:
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lim J-UU(P’Q) ?#Q) dS(Q)‘= 0o (2.40)
g + 0 Se

la partie droite de 1°équation (2.37) sera égale a :

JUU(P.Q) t.(Q) ds(@) (2.41)

s

finalement on a :

C. (B uj(P)+I T ;(P.Q) u (@) d5(Q)= U,;(P.Qt (Q)dS(Q)  (2.42)

S s

ol : CU(P) = 1lim I TU(P,Q) ds(q)

e +» 0 =
ooy

(2.43)

R° étant continue, on a alors :

C.i(B) = &,

d“ofli on a :

u (B + j T,;(F.Q) u (@) d5(Q) = J U.(P,Q) t(Q) dS(Q) (2.44)
=

=

d ‘une autre facon on a :
u (P) = -I T.LJ.(P,Q)uj(Q) das(q) + fUij(P,Q) tj(Q) d5(]) (2.45)
= =

qui est appelée 1 identité de SOMIGLIARA

Avece :

U, (P,Q) = (1+2) {(3--4»)«5‘,_j ¥

(P, - Q)(P - Q)
87 E(1-») r }

2
r




1

T, (P.Q) =
o 8 m (1-v) r
(B, -@) (B -a)
(1-2v) [nt(a) -n(Q) ————— ]
, r r
(P - Q) (P, -Q )P - Q)
+ n_(Q) [ (1-2v) 6+ 2 ! ]
) r

28 CALCUL DU TENSEUR DES CONTRAINTES DES POINTS INTERIEURS :

. D’aprés 1la loi de HOOKE le tenseur des contraintes oij est

l1ié au tenseur des déformations par :

or',.‘i = A €, 61’.j + 2 u .e:_Lj (2.48)
Of .'5‘:—-—1(11 + 0, .)
ii 2 i, bt (2.47)
Donc on a :
o Ay, e Cu o ta ) (2.48)
En 1injectant 1l1a wvaleur des déplacement u, (P) dans cette
équation on aura :
O'.U.(P) = - J S.”.k(P,Q) v, (@) d5(Q)+ J D.ij(P,Q) t (Q) d5(Q) (2.49)

= =

S, (B.Q) = X 6. T, (P,@ + x T, (P,Q) + u T, (P,Q) (2.50)

D, (P,Q) = X 5, U, (P,Q) + 1 Uy (P,Q) + u U, (P,Q) (2.51)

Soit : 4_____________;_________________;J
-




E

S, (P,Q) =

8 7 (1-v) £

(P, - @ ) (. - Q.)

{nl(Q) v o [ 3(1-20) & —F L
r v ¥

(PJ. - Qj)

+ 3v { ST 1~ 6jk r

- 15

3
r

(B, - Q)P - )P, - Q) ]

- (P - Q)(P,- Q) E
+ 0@ | 3~ X+ (-2 6,

F4

L r J
r (P.l - Qi)(Pk— Qk) .
+ nj(Q) Jv 5 + (1-2v) éik
b r -
(P.L - Qi)(Pk- Qk)
+ nk(Q) [ 3v 3 + (1-2v) 6tk ] (2.52)
r
Et
1
_Duk(P’Q) =

8 n (1-v) rz

P, - Q) (P, - Q) (P, - Q)
{(l"zv)[étj_}——_fjk“ -8 34 3 s v v ]

-3

(P, - @ XP, -QXP - Qk)} ©(2.53)

3
r
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CHAPITRE 3

TRAITEMENT
'NUMERIQUE DE
' EQUATION
INTEGRALE




3.1 INTRODUCTION :

Les solutions analytiques des équations intégrales relatives
aux problémes d élasticité sont extrémement rares, et n éxistent

que pour quelques
Pour étre en

géometries et conditions aux limites simples

mesure de traiter des cas plus complexes, et

correspondant & ceux rencontrés dans la pratigque en mécanique, on

est amené i utiliser des techniques numériques sur des ordinateurs

de grande capacité

" Ces techniques numériques nous permettent d approcher 1la

solution du probléme , avee une erreur qui dépend géneralement

de:
- Le
- La
- 1a
- La

Dans cette

1'adaptation de la méthode des équations intégrales aux problémes

tridimentionnels.

ne sera pas traité

La surface S de la région R est représentée par N éléments

quadratiques .

Chaque élément est défini par quatre noeuds qgqui délimitent sa

surface (AS)k. La

indiqué sur la figure (fig 3.1).

La forme du quadrilataire n‘est pas nécéssairement un
réctangle, il peut avoir une forme quelconque .

Les fonctions uf et t? qui représentent réspectivement 1le
champ des déplacements et le champ des tractions de 17élément k
suivant la direction X , sont supposées constantes sur 1 émément,

et elles sont associées au centroide Pk de 1 élément.

étude on se limite a4 mettre en évidence

nombre d’ éléments utilisés
représentation de la géometrie .
représentation des fonctions .
méthode d " intégration .

Pour cela le probléme d évaluation de 1 erreur

numnérotation de ces noeuds se fait comme il est

37




Le centroide Pk de l'élénent
(AS)k est 1'intérsection des deux
droites Atet A;:

k
7 G
Oa Ai est la droite qui passe f o
par les milieu des segments
k Lk k
[Ci,cz] et [03’04]'
. ‘ %
Et A, est la droite qui passe C
par les milieus des segments k

k k k k C
[c,.c,1 et [C, ,C 1. ‘

% Cy

x4

Fig 3.1

Element quadrilataire
4 gquatre noeuds

32 DISCRETISATION DE L'EQUATION INTEGRALE :

Dans le chapitre précédent on a abouti & une équation
intégrale qui relie directement les paramétres de 1la surface
(u, (Q),t (Q)) entre eux (Eq 2.35)

5 5., u,(B) + fTij(P.amj(a)dS(a):f U (P,Q)(Q)dS(R) (3.1)
s

Oia P est un point de la surface 1la oit on appligue la force

concentrée .
Et Q e3t un point quelconque de la surface .
Si on discrétise la surface S en N éléments (AS)kon aursa :

N
Sy wey + Y [T L0 u@ as@ =
: L=1 tAsaL

le

N

Y Iu”(q.a) t,() dS(R) (3.2)
=1 (AS)l 7

Od Q est un point de 1°élément (AS) . e

5i on suppose gue u,(Q) et t(Q) sont constants sur l'éllénenﬁ
(AS)L et en posant : :

3%

EH

I




llj(Q) = uj(Pl)
( 8 « (25), )
t(Q) = t(P)
i i
On aura :
N
5 &, u(B) + Z{ UT.”.(P,C.Q) dS(a)] u (P, )} =
1=1 (Asy
1
N
> { U ui_j(Pk,mdS(a)} tj(Pp} (3.3)
L=1 (A
1
Posant
Kl .
. T}j = Tij(Pk’Q) das(q)
' “ A
1
Kl .
et Uii = thJ(Pk,Q) ds5(Q)
A=
1
On obtient :
1 N kL N Kkl
5 éi.j uj(Pk) + Z{ Ti-.i uj(Pl.)} = Z{ Utj tj(Pl.)} (3.4)
L=1 1=1 '

On a ainsi une seule équation & 6N paramétres :
(uJ(pl) ltj(Pl)) 1 - 1;---:“ ’ j - 11213

Pour un probléme bien posé , la moitié de ces paramétres est
donée comme conditions aux limites et il reste 3N inconnues a
déterminer .

En faisant varier 1le point d“application de 1la force
concentrée Pk sur tout les éléments (AS)k(k = },...,8) et suivant
toute 1les directions x&( i =1,2,3) , on obtient un sytéme
d“équations de 3N équations algébriques & 3N inconnues .

L] s P “Ii”u
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l=1 =1
k=1,...,N (3.5)
i=1,2,3
NB :

Dans 1 équations (3.5) ,et selon la convention adoptée ,il y a
une sommation suivant 1 indice j

posons :
m = J(k-1)+i
n = 3(1-1)+3j
kl 1
et A = th 56 %
kl
an = ULJ
alnsi que e = q#Pl)
t:h = tj(Pl)
Le systéme d'équation {~ -) devient :
aN aN '
Z Amn v = Z an tn (3.6)
n=ix b

m=1,...,3R

Ou sous une forme matricielle :

A u = B t (3.7)
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qui représente un sytéme de 3N équations i 6N paramétres

avec

Ou

- Kl

- 1
Amn - Ti.j + i- éi.j ékl
kL
3 an = UI.J
i Xkl
T.”. = JI'-Lj(Pk.Q) ds(Q)
(Asn
kl
U.LJ. = JUtj(Pk,Q) ds(q)
i (Asn
k= [5-3+1
= om ~ ak-0 oun [x ] représente la partie
et L = [_2_]+ . entiére de x
i = n = 3{-0

3.3 INTEGRATION NUMERIQUE :

. C -
intégr

Do

fois r

La

est 1 étape la plus importante dans la méthode des équations
ales car :

— Pour obtenir une bonne approximation de la solution
du probléme , il faut déterminer avec précision les
coefficients des matrices A et B qui sont les valeurs des
intégrales des noyaux TH(P,Q) et UU(P{Q} sur les €lements.

— Le nombre de coefficients a4 déterminer est égal a
(3N x 3N) x 2 . soit (18 Hz)coefficiénts » ¢ce qui prend la
majorité dun temps calcul lors de 1 éxécution .
nc i)l faut trouver une méthode d intégration qui est a la

apide et précise

solution idéale est de les évaluer analytiquement , ce qui

est trés difficile pour les cas tridimensionnels surtout si on

utilis

e des éléments d ordres superieurs
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les noyaux TU(P,Q) et UH(P,Q) » ant été intédrés
numériquement, moyen qui peut &tre Ffacilement appliqué aux

éléments d ordres supérieur .
3.3.1 CHOIX DE LA METHODE NUMERIQUE D INTEGRATION -

Les méthodes d intégrations sur une surface, les plus précises
sont :
- La méthode de guadrature de GAUSS .
- La méthode de NEWTON-COTES
La méthode de quadrature de GAUSS détermine éxactement ia
valeur de 1 intégrale d’un polynome de degré (2341) en c¢alculant
seulement ces valeurs en N points , alors que la méthode de
- NEWTON-COTES nécéssite (2N+1) points pour faire le méme travail .
Pour cette raison le shémas d intégration numérigue qui sera
utilisé est celui de la méthode de GAUSS .

3.3.2 METHODE DE QUADRATURE DE GAUSS :

Soit F une fonction continue , i deux variables, alors d aprés

la formule de quadrature de gauss on a

1 1 NPG NPa
JJF(r,s) dr ds = Z Z oc.totj F(rt,sj) (3.8)
—1-4 L=1 j=4

Ot n~Nrc : est le nombre de point de gauss retenn
o > coéfficients tabulés ou poids de gauss

r , s coordonnées des points de gauss .

Pour évaluer : [ = | T (Pij,ag dsS(Q) on procéde comme suit :
cAs>l

1) Si ¥x # L : Le centroide de 1l élément (AS)Lest différent du

point d application de la force Pk

42




L élément (AS) est défini par quatre point C C;, C;

4,dont les coordonnées sont données dans le repére global Qi
i=1,2,3 .

En éffectuant un changement de repére s0on aura les coordonnées

#

de ces qguatre points dans 1le pPlan de 1 élément
Done on peut écrire

I = ‘[T.”.(Pk,a) dx dy
(AS)L

En utilisant 1'élément isoparamétrique a quatre noeuds on aura:

x -;—[(1+r)(1+s)x +(L4T)(145)x, + (1+)(14s)x, + (1+r)(1+s)x,)
b4 -%—[(1+r)(1+s)y + (1+r)(1+s)y + (1+r)(1+s)y + (1+r)(1+s)y ]
et IJ T, (P, ,Q) det(J) dr ds
-1~
a x ay a vy a x
0]y} det(J) = -
ar s g r a g 7
9 x 1
avec : 5 o =—Z—[(1+s)xa—(1+5)x2-(1~s)x3+(1—s)x4]
g x 1
ji-[(1+r)x-+(1 r)x -(1- r)x (1+r)x ]
2 s
a-y 1
> o = [(+s)y, ~(148)y -(1-8)y +(1-5)y ]
ay 1
> = =g L(4D)y +(1-r)y,—(1-1)y,~(1+r)y,]

alors on aura :
NPG NPG

Z Z a o '1" (Pkm ,Q ) det(J(r .8 >)

m=41 n=4

Les coordonnées des points Pkmnet andans le repérg global seront

déterminées & partir de r. et sn:
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(rm,sn) sont les coordonnées des points dans ' le repére 1lié a
1°élément isoparamétrique . A partir de (rm.sn) on détermine les
coordonnées des points dans le repére local (x,y) ,et avec une

transformation inverse on détermine les coordonnées des points

dans le repére global, (§ .’ §2 ,is)

La wmwéme procédure est faite pour déterminer :J Uu(Pk,Q) ds(q)

H
‘ASL

2) Si k = 1: Le point d application de 1la force concentrée est

le centroide de 1 élément

En ce point P 'QJ(Pk,Q) ainsi que Uu(Pk,Q) tendent vers
1"infini . Donc ces deux fonctions ne sont pas continues sur (As)k
et par conséguent ne peuvent pas &tre approximer par des
polynéme: l'utilisation directe de la méthode de GAUSS n’est plus
possible.

Pour contourner ce probléme
on isole le centroide P; par un
carré de coté égale a 2 £ (£ +treés
petit) et divise l'élénent(AS)k en
quatre = sous-éléments (AS):
(p = 1,2,3,4) .fig(3.2)

et on aura par exemple

fig 3.2
Forme des quatres sous-
éléments de 1°élément (AS)

4
J‘Tij(Pk.Q) ds(a) = 2: I T (P, .Q) d5(@) = (3.9)

(A.S}k p=1 ‘AS,:

th(Pk,Q) étant eontinu sur (AS)p, on peut donc appliquer 1la
néthode de quadrature de GAUSS .

Cette technique donne une trés bonne précision si & est trés
petit devant les dimensions de 1°élément . Cela a été vérifié
pour le calcul de 1 intégrale du noyau Tn(Pi,Q) Jpour différents
nombres de points de GAUSS .voir fig(3.3).
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fig 3.3 NCLUENCE DE s GUR LA VALEUR DE LINTEGRALE DE Ti(P,P)
3.3.3 CHOIX DU NOMBRE DE POINTS DE GAUSS

Le choix du nombre de'point de gauss est trés important car
1- Le cofit de l'analyse augmente considérablement avec
le nombre de points de GAUSS : Soit t 1le temps
nécessaire pour calculer 1 intégrale avec un seule point
de GAUSS,alors si on utilise N point le temp calcul
sera: t =t N?
donc on a intérét & choisir un nombre de points le

minimale possible

2- En utilisant des ordres d intégrations différents ,
les resultats peuvent &tre trés affectés , donc il faut

atiliser 1'ordre le plus élevé pour avoir une bonne
approximation

En générale , le nombre de points de GAUSS dépend de 1la -
fonction & évaluer : Si cette fonction varie rapidement sur le
domaine d intégration il faut prendre un nombre de points 'plus -
€elevé ,dans le cas contraire od la fontions esﬁ plus on moin
constante sur le domaine d intégration il faut utiliser un nombre
réduit de points de GAUSS
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Ceci a été vérifié pour 1 intégrale du noyaa Uaa(P'Q) :

La figure fig(3.4) représente l1la valeur de
1'intégrale en fonction du nombre de points de GAUSS
lorsque la singularité est trés loin du domaine
d intégration (r = 100 m) ; deux points suffisent pour
évaluer 1 integrale

Dans. la figure fig(3.5) le domaine d"integration
est 4 une distance moyenne de la singularité (r = 1 m) -;
quatre point sont nécéssaire pour obtenir une bonne
approximation .

Dans la Figure fig(3.6) le domaine d intégration ést
trés proche de la singularité (r = 1044m) ; plus de huit
point de GAUSS pour avoir une bonne approximation .

Dans le programme M.I.T.D. ,les intégrales sont évaluées a dix
chiffres aprés la virgule , Puur lesquelles faut 6 points de gauss

si k# L et 8 points de gauss si k =1 .,

3.4 CONSTITUTION DU SYSTEME D'EQUATION :

3.4.1 INTRODUCTIOR DES CONDITIONS AUX LIMITES

Dans le paragraphe précédent on est arrivé a4 un systéme
déquations algébrique de 3N équations a BN paramétres (Eq 3,7)

A u = B t (3.10)

38 de ces paramétres sont données comme conditions aux
limites,on a treis types de problémes :
1) PROBLEME DE DIRICHLET
Le champ des déplacements uh(n =1,...,3N) est connu , alors le

systéme d équations & résoudre (3.10) devient




La résolution de ce systéme nous permet d avoir le champ des
tensions tn (n =1,...,3N) sur la surface §.

2) PROBLEME DE NEUMAN :
Le champ des contraintes tn (n=1,...,3N) est connu ,alors on

aura a résoundre

A u = f ol = B t (3.12)

La résolution de ce sytéme nous permet d avoir 1le champ des

déplacements uh(n = 1,...,38) sur la surface S.

3) PROBLEME MIXTE :

Deux types de conditions limites sont connues sur la surface S.
Les déplacements sont connus sur une partie de S et des
contraintes sont connus sur 1 autre partie

En mettant les inconnues d un seul coté on obtient un systéme d-

éguations de la forme :

K X = f (3.13)

La résolution de ce systéme nous donne les paramnétres inconnus

de la surface S.

35 RESOLUTION DU SYSTEME D'EQUATION :

3.5.1 CONDITIONNEMENT DE MATRICE

Les coefficients des matrices A et B ne sont pas du mnéme ordre

de grandeur
A

mn

B

mn




Pour obtenir un systéme d équation bien conditionné »11 faut
que les coefficients des deux matrices aient le méme ordre de
grandeur . 7

Pour contourner ce probléme on multiplie les coefficients de B
par le module de cisaillement G x 2 . & la fin de 1la résolution on
doit multiplier les valeurs des tensions trouvées par (ZxG@) pour

avolr la solution du probléme

A u = B’ t- (3.14)

3.5.2 CHOIX DE LA METHODE DE RESOLUTION :

La matrice [K] du systéme & résoudre n est pas symétrique et
elle est trés peuplée . De plus les élements de la diagonale
(1'effet des éléments sur eux mémes ) ne sont pas nuls

- Pour résoudre ce systéme on a choisi la méthode de résolution
LU qui est une méthode directe, pour les raisons suivantes :

- Les méthodes itératives sont écartées car la taille de
la matrice [K ] ne dépasse pas 500 , au dela de cette
limite les méthodes itératives sont les plus efficaces . '
- Le temp calcul de la méthode LU est comparable a celui de
GAUSS ~ t x N°.

— La méthode LU est plus précise que la méthode de gauss

pour une taille superieure a 100.

' 36 DETERMINATION DES DEPLACEMENTS DES POINTS INTERIEURS :

Soit P un point ol 1°on veut connaitre le vecteur déplacement.
Alors d aprés 1 équations de SOMIGLIANA (Eq 2.45) :

u,(P) = - J.T.H.(P,Q) u (Q) dS(R) + I U (P,@) t,(Q) dS(Q)
=

S
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N N .
= - JT“(P,Q) u.(Q) d5(Q) + Z ‘[U.”.(P.Q) t.(Q) d5(Q) (3.15)
«

l=1 .:'hs>l l=g (AS)L

51 on considére que qﬁQ) et pﬁa) sont constants sur 1 élément
(4s), alors on posant uj(Q) = uj(QL) et tj(Q) = tj(QL) sur cet
€lément on a : ' : '

N - -
u (P) = - Z{ [r @ asc uj(at)}
u

L=1 - cAs>l
(3.18)

N —

* Z{ J‘Ui_j(P,Q) ds(Q)

L=1 - (As»l i

tj<al)}
En évaluant les valeurs des intégrales :

[z @ asc ot [v .0 ascay

cAs;L As) L

et en faisant une simple sommation on obtient les composantes du
vecteur déplacement en un point P qu’on Précise préalablement .

3.7 DETERMINATION DES TENSEURS DES CONTRAINTES DES POINTS
INTERIEURS

Soit P un point od 1°on veuat connaitre le tenseur des
contraintes, alors d aprés 1 équations (2.49) on a :

o, (P) = - .fs.tjkw,a) u, (Q) ds(Q) + J.D.ij(P,Q) t,(Q) ds(Q)
s s
N N
= —stukw,a)uk(a)dscanzInijkw,a)tk(mdsca) (3.17)
t=4 (AS)L L=1 fAS)L

Si on considére que uj(Q) et ti(Q) sont constants sur 1 élément
(As), salors en posant uJ.(Q),: uj(Ql) et tj(Q) = tJ.(QL) sur cet
élément on a :




N
o (B) = - Z{ js.u.k(P,a) ds(a) %“’%’}

—tﬁsn - (3.18)

i -
{ [ 0> ascar tk(cp}

-(As% .
En évaluant les valeurs des intégrales : -
J‘Si_jk(P,Q) ds(Q) et IDij(P,Q) ds(Q)
(Asn (Asn

et en faisant une simple sommation on obtient les composantes du

tenseur des contraintes en un point P qu’on précise préalablement.
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4.1- CARACTERISTIQUES DU PROGRAMME -

- Le programme M.E.I.T.D.(Méthode des Equations Intégrales en
Trois Dimensions) a pour but de déterminer le champ des
déplacements et 1le champ des contraintes dans un corps dont le
volume est fini, ou un corps infini mais de surface 11n1tée
(exmple: un trou sphérique dans un corps infini ).

~ La forme géometrique du ‘corps est définie par des éléments
quadratiques de formes quelcongues (pas nécessairement des
-rectangles) .

- Les noeuds sont données en coordonnées cartésiennes
seulement, pour cela, il y a une nécessité a dével'bpper le
programme pour qu’il 5 "adapte aux types de coordonnées
cylindriques et sphériques » cela est possible en introduisant une
subroutine qui fait la transformation des coordonnées cylindriques

ou sphériques en coordonnées cartésiennes.

- Les conditions aux limites

% %,
doivent &tre constantes sur chaque bL//;
élément , et données dans le repére =

global : Les conditions du type
déplacements constants sur une ffﬁ\\»iﬁggﬁ

direction autre que les trois

directions du repére globa;e n est

pas acceptée par ce programme.voir
(fig 4.1)

fig 4.1
Déplacement nul dans une
direction quelconque

- La taille maximale des matrices [A] et [B] est de 162 , donc
il permet 1°utilisation de 54 é&léments seulement., pour cette
taille des matrices le fichier éxécutable dépasse 500 KO

e T FF
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~ 702 du temps calcul est consacré & 1°évaluation des
coéfficients des matrices [A] et [B] ; une transformation du
systéme a résoudre a &té utilisé pour réduire ce temps calcul :
Le systéme & résoudre étant

A u = B t ' (4.1)

En multipliant les deux membres par 8 = (i1-v) on aura :

8 7 (1-v)| A u p=8m(1-v) (26} | 8 —2’"(1;5,- (4.2)

Ce qui nous permet de diminuer le nowbre d "opération par :
{(5+3) (RPG-)z Hz opérations ol NPG :nombre de point de gauss
N : taille des matrices .

50.;]" 102 o‘\a ‘—QMPS CuLC\.LI.

Une transformation similaire est utilisée pour 1 évaluation des
déplacements et des contraintes des points intérieurs
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4.2~ ORGANIGRAMME :

[ DEBUT j

LECTURE DES DES DONNEES

Données de géometrie. .
Catractéristiques da matériaux
Conditions aux limites
Coordonnées des points intérieurs

MATLLAGE DE LA SURFACE :

Coordonnées des noeuds
La normale a 1°élément
Coordonnées du centroide

CALCUL DES COMPOSANTES DES MATRICES
[A] ET [B]

INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES
Calcul des coefficients de 1la matrice
[K] et du vecteur {F}

CALCUL DES DEPLACEMENTS DES POINTS IRTERIEURS

CALCUL DU TENSEUR DES CONTRAINTES
DES POINTS INTERIEURS

Z INPRESSION DES RESULTATS / '

()
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43— SUBROUTINES DU PROGRAMMEL -

Le programme MW.E.I.T.D est écrit en FORTRAN 77 , et 1l

contient 23 subroutines

1- SUBROUTINE LECTURE :

Elle fait la lecture des données

a) Lecture des données de géometrie du corps & étudier

- nn : nombre de noeuds qui définissent 1la géometrie du
corps.
- nplan : nombre de plan qui définissent la géometrie du
corps.

- Lecture des coordonnées de chague noeud par ordre de 1 a

nn
- pour chagque plan de 1 & nplan : C1 C2
Lecture des numéros des quatre noeuds / \
qui le définissent en réspectant 1 ordre c c
entre ces gquatre noeuds (voir fig 4.2) 3 4
fig 4.2
Ordre des quatre
noeuds

- Lecture du nombre d élément & partager le plan dans la
direction Cic2 .
— Lecture du nombre d élément & partager le plan dans 1“.

direction C103 .
b) Lecture des caractéristiques du marériaux :

- E : module de young .
- v : poéfficient de poisson

¢) Lecture des conditions aux limites

- ndepl : nombre de conditions sur les déplacements .
- Pour chaque condition de déplacement de 1 & ndepl :
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~ sa valeur algébrigue .
— numero de 1°élément ou elle est spécifiée
- sa direction : 1,2 ou 3.

— nchar : nombre de conditions de chargements non nuls
- pour chaque condition de chargenent_de 1 & nchar -

— sa valeur algébrique
— numero de 1 élément od elle est spécifiée

- sa direction : 1,2 ou 3.

NB : il n’est pas nécessaire de spécifierun chargement nul
d) Lecture des coordonnées des points intérieurs

- npi : nombre de point interieurs
- pour chaqgue points de 1 a npi
- Lecture des coordonnées dans le repére globa}p' en

coordonnées cartésiennes.

2 SUBROUTINE MAILLEUR :

Elle permet de fairele malllage des plans qui définissent 1le
ecorps a4 étudier : pour chaque élément :

- elle 1lui donne un numero .

- elle détermine les coordonnées des quatre points qui
le définissent.

- elle détermine les coordonnées de son centroide .

- les coordonnées du vecteur noruwal & sa surface de telle

fagon que cac; » C,C, et n= forment une base directe .
La taille des éléments est définie par ]l 'utilisateur
3 SUBROUTINE MAIPLANR

C’est une subroutine qui est appelée par le mailleur, elle
permet de faire le maillage d un plan défini dans 1 espace.

p
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4 SUBROUTINE AetB :

Elle permet de déterminer 1les coéfficients A et B des
matrices [Al et {[R]
en premier lieu on détermine les indices k,1 et i,j :
A  représente 1 intégrale sur 1"élément 1 de 1°effet, dans une
direction j, d une force concentrée égale a 1 unité, appligué sur
1°élément k dans la direction i . '

st k * 1 : on fait une simple intégration sur 1° élénent 1 avec
6 points de gauss

st k = 1 : il y a une singularité, on isole le centreoide de
1'élément en le d visant en quatre sous-éléments , et on fait une
intégration sur tvsaQue sous-éléments , avec huit points de gauss .

5) SUBROUTINE KetF :

En introduisant les conditions aux limites » elle transforme le
systéme d équations

A u = B t (4.3)

En un systéme :

K K = f ‘ 7(4.4)

on : % représente les inconnues

6) SUBROUTINE RESLU :

Elle permet la résolution d un systéme d- équatlon [K]{XhﬂF}
avec la méthode L U . .
La matrice L occupe la partie inférieurede [K]l et 1la matrice U

-

la partie supérieurede [K]
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Le vecteur solution {X} occupe le veeteur {F}.
Il faut que les éléments de la diagonale ne soient pas nuls (ce
qui est toujours le cas pour la matrice [K] ).

7) SUBROUTINE REARG :

Le vecteur solutiunr {X}r contient des solutions de type
déplacenent et de type tension » cette subroutine range les
déplacements dans un seul vectenr , et 1les tengions dans

1 antres.
8) SUBROUTINE DPINT -

Elle permet 1le calcul du vecteur déplacement des points

intérieurs
8) SUBROUTINE CPINT -

Elle permet le calcul du tenseur des contraintes des points

interieurs
10) SUBROUTINE AFFICH :
Elle met les résultats dans un fichier :
- Pour chagque élément :

~ Les coordonnées des 4 points gui le déf#inissent

- La normale A cet élément.
~ Les coordonnées du centroide de 1 éiément.

- Le chawp des déplacements
pour chaque é&lément de la surface » les composantes du

vecteur déplacement

A o b ¢
R H

- Le champ des Yensiong « - .
pour chaque éléments de la surface , les composantes du

vecteur tension
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- Les vecteurs déplacements des points interieurs :
pour chaque point
- Ces coordonnées
- Les composantes du vecteur déplacement .

- Les tenseurs des contraintes des points intérieurs :
pour chaque point
~ Ces coordonnées
- Le tenseur des contraintes
11) SUBROUTINE INTEGRA :
C’est le coeur de ce programme , elle permet de calculer
1" intégrale d’ 'une fonction sur un plan défini dans 1 espace , avec
la méthode de gquadrature de GAUSS .
Le nombre de point de GAUSS est choisi par le programmeur , il
varie de 1 a 10
Pour les points de 1 & 4 , les coéfficients sont donnés - a 16
chiffres apés la virgule , et pour les points de 5 a 10 ils sont
donnés a 10 chiffres aprés la virgule seulement

12) SUBROUTINE ROYAUT :

C est le noyau TU(P.Q) nultiplié par 8 7 (1-v) .

13) SUBROUTINE NOYAUU

C est le noyau U, (P,R) multiplié par 8 m (1-v)/(1+v)
14) SUBROUTINE NOYAUD

C’est le noyau DuﬁIP’Q) multiplié par 8 = (1-v)
15) SUBROUTINE NOYAUS :

C’est le noyau Suk(P’Q) nultiplié par 8 = (1-») / E
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16) SUBROUTINE INTERSEC :

Elle détermine les coordonnées du point d intersection , dans
1l’espace , de deux droites définies = chacune par deux points .

17) SUBROUTINE MATPASS :

Elle détermine la matrice de passage , du repére global aun

repére local lié a 1 élément .Voir (fig 4.3)
Le repére local est defini par :

- son origine : le point Ct.
—

- e: le premier vecteur de 1la

C . Cl. cz
base (f—m——- . : 4o Tor

c1 3
cxca

—anme . - .
- ea:le troisiéme vecteur de 1la E 4

base , e¢’est le vecteur unité

normnale & 1 °élément

fig 4.3

Repére local 1ié 4 1°élément

— —_— ——p —
- e_ : le second vecteur de la base :: e = e x e

2 2 3 i

18) SUBROUTINE PRODHV :

Elle fait le produit d une matrice avec un vecteur .

19) SUBROUTINE PRODVEC

Elle détermine le vecteur defini par le produit veptoriel de

deux vecteurs divisé par sa norme :

W xw,
— Yy 2

.._.__..x-.—......
Ilwi HZ
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20) FUNCTION CHRON :

C’est la fonetion de chron&cker , elle vaut 1 pour i=j et 0 pour
les cas contraires

21) SUBROUTINE DIS :

Elle calcule la distance entre deux points P,Q .
22) SUBROUTINE INVERSE
Elle permet le calcul de 1 inverse d’une matrice 3x3

23) SUBROUTINE GAUSS :

Elle permet la résolution des systémes d équations d ordre K
avec la wméthode de GAUSS avec pivotation totale

2

Elle est utilisée pour ecalculer l1"inverse de 1la matrice de
passage , ainsl que pour déterminer les points d intersections
entres les droites

Elle n'est pas utilisée pour 1la 1résolution du systéme
[K}{X}=tF} car elle prend plus de temps gque la méthode L U .Et

elle est wmoins précise pour les systémes de grande tailles
(N >100).
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4.4 SCHEMA REPRESENTANT LES LIAISONS ENTRE LES SUBROUTINES

LECTURE AFF ICH
PROGRAMME.PRINCIPALE
-
REARG
4 —_—
MAILLEUR | [ KETF [ CPINT
MA | LPLAN [ PRODVEC PRODMV
l L f R
- —t DP INT
GAUSS J
l MATPASS |
I NVERSE
[ INTEGRATION [
! S — l
NOY AUT NOYAUT NOYAUT NOYAUT
N A

L S,

——{ Dis e [~+1 CHRON [

63



CHAPITRE 5

- EXEMPLES




Dans ce présent chapitre on va étudier quelque exemples

simples . Le but est : - de verifier 1la validité du programne
M.E.I.T.D.

- de mettre en évidence 1 adaptation de 1la

méthode des équations intégrales aux

problémes tridimensionnels

Va le matériel informatique dispoenible, utilisé pour
1"éxécution du programme (PC 386 , dont le systéme d éxploitation
est le DOS 5.1 qui ne permet pas de gérer un fichier éxécutable de
taille sopérieur a4 640K0 ), on ne peut mailler la surface du corps

par plus de 54 éléments

Le corps utilisé pour ces exemples est.un parallélipipéde de
dimensions 10 x 10 x 10 nma(fig 9.1) , son module de YOUNG est E
et son coéfficient de POISSON est » ‘

On s intéresse aux déplacements et aux contraintes des points

P de la droite (x = S mm , ¥ = 5 mm et 0 ¢ 2z < 10 mm ) voir
fig(5.2)
Z \x:5,y=5\
I
| 1
I 1oty
i ll
’
JAES B | ¥
o~ ,Zwﬂ-n —
Fa rd
e Vs
): ] -
fig 5.1 le cube 4 éftudier fig 5.2 représentation de
dans le repére globale . la droite x = &5 , y = &

La figure 5.3 représente le développenent sur un plan de 1la

surface S5 du cube maillé avec 24 éléments et la figure 5.4 .

représente son dévelpppement avec 54 éléments .
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47 o]
21 22 1 > 17 18 L X3 48 4 4 g]|37 |38 |3
4P IS0 |54 4 = Gla40 |41 |42
23 24 3 4 19 20
S2iI53 (54 ? a 0149 |44 |45
] [+] 10 {114 (12
13 [14 (15
i -]
16|47 |48
=] 10
190120 |21
11 ".2 22{23 124
2D 12G6{27
i3 14
28 {29 |30
15 16
31132 |33
34|35 |36
fig 5.3 développement de la fig 5.4 développenent de Ia
surface du cobe suor nn plan surface du cube sur un plan
amaillage avee 24 éléments NMaillage avee 54 éléments

5.1 DEPLACEMENT DU’ CORPS RIGIDE .

Onosoumis le cube 4 un déplacement du corps rigide

EXENMPLE 1

On pose comme conditions aux limites :

Ux = 1 om Uy = Uz =0 pour tout les &léments de 1la

surface

La figure 5.5 représente les composantes'du vecteur déplacement
des points P de la droite (x = 5, ¥y =5 ) en fonction de z , pour
une discrétisation de la surface avec 24 éléments

La figure 5.6 représente aussi les composantes du vecteur
déplacement des points P pour une discrétisation de 1la surface
avec 94 éléments
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67



1.3 -
1 ki SOLUTION AP HBOCHKE
- E - T SOLIVEIN ANALYYIGUE
Bz ) .
& :
i : L
[14) E - " EF2)
1.1 -
5 o
- 3 .
3 : - 5
10 2— .
ﬂg "'I'T’l”lrljlllll[lll]lllll(lll]lllllllll!rlll'lln'l'[-‘-r'l"r“f'['rl'n
] 2 8 10 2

z des paints P en inm

Deplunarnent des points de fn aroite *
pour le cuy d'ure deplecernent du oorps regide
Ve = | fy = iz = @ 81 IR
Mailluige de lu surface »par 54 elemmenis

= 5 ¥ =&

5.00E-005 y
“asss SOLOYION APPROCHEE
SOLEYION ANALYDIQUR

J.25E~019

~5,00E—005 3 .
~1.00E-004 3 .
] Lot
3 - s
- 1.50E~-004 -] s
~2.00E-004 3
—250E“-UU4 -lillIIIII|lillIllll'lllllllilllllilillI]IKlilllll|ll!'l‘l'l1"l'l'|
[ 12
z des points P en mm
deplacernent dea points de la droite =8 y=5
rour le cuaw d'un deplavement i sorps Teglde
Ue = ¢t Uy =0 z = €rs Hun
Mailiciye de la surface par 54 clernents

2.00E-004 5,
: * sesen SusuTion Aprrocuee
3 S aihoN Ar s
1.406-004 3 . TION ANALYTIQ
& ; .
. = 3
@ 1OBE~0iY ] -
ra = LODE=(lid 3 .
i 3 - a4
~2.00E-004
—S.UQE—OU‘} .‘nuurn T T T Tr T T T T Ty Ty (e e ) EREAEERSS]
2 4 & & 10 12
z des points £ en mm

Deplucerrend dew puindy de la droile =
pour le cuy d'un deplacermernd
Uy = 0

g = f

a uy=2s5
Py regide

i co
= en o ram

Uz

Mailtaige de la surfuce par 54 elements

Fa‘3 5.6

68



On remarque que

~ Les résultats numériques des points proches du centre du cube
sont plus précis : 1 'errenr est de 1 ordre de 1% , alors gue les
points proches de la surface ont une erreur gqui atteint 25%

Ce resultat confirne les résultats obtenus par S.L.CROUCH [3]
dans le cas bidimensionnel :I1 a remarqué que les résultats
divergent pour les points proches du contour d une distance égale
a4 la taille de 1 °élément

- Les contraintes en ces points sont trés loins de la solution
analytigue : la solution analytique pour le cas d 'un déplacement
du corps rigide est :

e. = 0 i,j =1,2,3

Mals le résultat numérigue donne des contraintes de 1 ordre de
<
107 Pa .

Pour expliquer ce résultat on a étudié un deuxiéme exemple .

EXEMPLES 2 : on prend dans cet exemple les conditions aux

limites suivantes

Pour £liwminer les erreurs numériques dues & la premiére é&tape
de calenl ( calcul des tensions sur la surface ) on prehd‘
directement la solution analytique : T = Ty = T, = 0 sur 1la
surface et on passe & la seconde étape : calcul des déplacements

et des contraintes des points intérieurs .

La figure 5.7 représente les composantes du vecteur déplacement 2
des points P de la droite (x = 5 , ¥ = 3) en fonction de z , 1la

surface etant discrétisée en 54 éléments .

“
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On remarque que :

- Comme précédemment , les résnltats sont plus précis pour les

points proches du centre du cube .
- Les déplacerwents sont symetrigues par-rapport au plan z = 5

- sz Uy = Uz. Ce qul est normale puisque les points P sont

indéfférents par—-rapport aux axes x et y seulement .

Les figures 5.8 , 5.9 et 5.10 représentent les composantes du
tenseur des contraintes des points P de la droite (x = & , ¥y = 5)

en fonction de z . La surface est discrétisée en 54 éléments .

On constate que :

- 0 Vv i,j : Le centre du cube n'est soumis a aucune
contrainte. On peut expliquer ce résultat par le fait gque le champ
des déplacements trouvé numeriquement est symétrique par-rapport a
ce point, donc les déformations “"numériques” sont nulles en ce

point et par conséquent les contraintes sont nulles aussi .

-51 on s éloigne du centre du cube dans la direction des =z ,
les contraintes o, '052, @ o et . augmentent
" considérablement . Cela peut é&tre expliqué par le failt que 1le
chanp des déplacements trouvé numeriquement n’est pas constant ,
et puisqu'il y a variation des déplacements alors il y a
déformations non nulles et par conséquent des contraintes non
nulles . .

51 on fait un calecul approximatit de la contrainte a partir

des déplacements on auvra pour le point P{(z = 1mm) :

U,(271) ~ U, (220.5) 4 014 _ 4.0085

811 - -
1 -0.5 g.5
£ = 0.0615
11
» = 0 dou : :
_ _ © _ o -
O, = E £, = 200 10 0.015 = 3 10 Pa

ce qui nous donne le méme ordre de grandeur pour les contraintes

trouvées numériquement .
1
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Pour obtenir une bonne approximation des contraintes il est
nécessaire de raffiner le maillage de la surface .

- On constate que cnzest pratiquement nulle pour tout les
points P{(z) . Cela s’explique par le fait que 1la droite
(x =35, ¥ = 5) est un axe de symetrie pour champ des déplacements
done €, est nulle et par conséquent o, 1l est aussi '

5.2 CUBE EN TRACTIOR

EXEMPLE 1 :

Le cube est soumis a une charge T, selon 1 axe z
Les figures 5.11 , 5.12 , 5.13 et 5.14 représentent les

composantes du vecteur déplacements pour des valeurs du
coéfficient de POISSON égales réspectivement 4 O , 0.24 , 0.35 ,
0.45 .
La valeur de la charge Tz = 1010 Pa
E = 200 10° Pa
La surface est discrétisée en 24 éléments
Les conditions aux limites sont
T, = 10'° Pa pour les éléments 13,14,15 et 16

=0 pour les €élements 5,6,7 et B

U
=z
Ux = Uy =0 pour I 'élément 5
U

x = 0 poar 1l élément 7.

On constate gue :

~ Les composantes Uxet Uy sont plus précises pour les
points proches du centre du cube

- UX(P) # Uy{P) car les conditions aux 1limites de
déplacements ne sont pas symétrigques

~ Les résultats sont mwoins précises par~rapport a4 1 exemple
précedent car Le maillage est grossier (24 éléments)
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EXMPLE 2 :

Le cube est soumis a une traction 'Tz = 0.95 10*° Pa
E = 200 10° Pa
Le maillage de la surface est fait par 54 éléments .
Les figures 5.15 , 5.16 et 5.17 représentent les composantes du

tenseur des contraintes des points de la droite (x = ﬁ’y = 3).
On remargue que

- Les résultats les plus précis sont pour les points loins de 1la
surface ‘

- ouﬁP) b aEz(P) car les conditions aux limites ne sont pas les
mnéwes selon les axes x et y

— L erreur comise sur les contraintes est grande , cela est du
a

1- Le maillage n’est pas fin :il faut noter que Pour les
problémes bidimensionnels simples ,il a fallut 200 éléments pbur
obtenir une précision de 3X (S.L.CROUCH [9]).done il ne faut pas
éspérer avoir une bonne précision avee 54 éléments pour un

probléme tridimensionnel. _
poﬁr pouvoir utiliser un grand nombre d éléments , il est
nécéssaire de prendre en compte la symetrie du probléme ,ce gui

permet dans plusieurs cas de raffiner quatre fois de plus
2~ Le fait de supposer que Uzest constant pour les éléments

latéraux cela induit une grande erreur .L utilisation des

éléments d ordres supérieurs est nécessaire.
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CONCLUSION

On est arrivé & travers cette étude a élaborer un progranme
stilisant la néthode des équations intégrale en trois
dimensions, qui nous permet de déterminer le champ des
déplacements et des contraintes pour un corps homogéne, élastique
et linéaire .

Les résultats numériques étaient plus satisfaisants pour le
champ des déplacements gue pour le champ des contraintes .

Je pense que le but a été atteint , il reste a développer ce
programme pour le rendre plus puissant , pour cela je suggére‘de

traiter ultérieurment les points suivants

~ L utilisation des éléments d ordre superieur
~ Tenir cowpte de la symetrie du probléme posé .

Ce qui permet de résoudre éfficacement des problémes plus

complexes
En fin , Jje tiens 4 signaler gque plusieur autres problémes

'n ont pas été preésentés a cause de la non disponibilité du

matériel informatique adéguat .
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ANNEXE

LISTING DU
PROGRAMME
MELTD.




o T
c x METHODE INTEGRALE DIRECIE x

c x EN TROIS DIMENSICHS | x

e * Détermination du chawp des déplacements et des contraintes ¥

c * dans un milieu howogéne élastique *

c x X

c *  PROPOSE PAR :M.BELKACENI ETUDIE PAR : KEBIR HOCINE *

[

implicit double precision (a—h,ofz) PRINC
comnon/kebl/ d(162,6,3) : PRINC
comnon/keb2/a(162, 162) PRINC
comman/keh3/b( 162, 162) E PRINC
common/kebd/c1(162,2,3) PRINC
common/kebb/cpdi(150,5,4) \ - \ PRINC
coumon/keb8/cp(300, 3) ' PRINC
comnon/keb7/u(162) PRINC
common/keb8/t(162) | PRINC
comaion/keb9/£(162) PRINC
commnon/keb10/ki(162) PRINC
common/keb11/ppi(100, 3) o | PRINC
comon,/kebl2/ppid(100,3) PRIRC
commnon/keb13/ppic(100,3,3) PRINC
LECTURE DES FICHIER PRIRC

character¥20 donnee PRINC
character*20 result PRINC
7542  format(aZ0) ' ' " PRINC
HWREITE(X,*) "DONNER LE FICHIER DE DOWNEES® PRINC
READ(*, 7542 )DORNEE - ' PRIRC
WRITE(*,%) "DONNER LE FICHIER DE RESULTATS PRINC
READ(*, 7542 )RESULT PRINC
open (unit=1,file=donnee,status="unknown ") . PRINC
open (unit=2,file-result,status="unknown’) o """ PRIRC

¢ ' ok ) '

call lecture(nplan,E,xNU,ndepl,nchar,npi) ‘ ~ PRIXC
call mailleur(nplan,nde) PRINC
call AetB(nde,e,xnu,g) : PRIRC

call RetF(nchur,ndepl . nde,n, g




call resil(n) , PRINC

call rearg(n,ndepl,g) : ‘ PRINC
call Dpint(npi,nde,e,xnu) _ PRIRC
call cpint{npi,nde,e,xNU) : PRINC
call affich(nde,npi) , | PRINC
C
C
* SUBROUTINE : LECTURE DES DONNEES HLECTUR
c HRIORAIIRIIRIIISRISIIIRIIRIIIOIIIIIIIIIIICIISIIICKIIIRIIIIIIIIORAIIK L ECTUR
subroutine lecture(nplan,E,xNU,ndepl,nchar,npi) '~ LECTUR
implicit double precision (a-h,o0-z) LECTUR
common,/kebS5/cpdi(150,5,4) ' ' LECTUR
comnon/kebb/cp(300,3) ' | LECTUR
coamon/kebd/c1(162,2,3) LECTUR
coumon/keb11/ppi(100,3) LECTUR
read(1,%)nn | - LECTUR
read(1,%¥)nplan o LECTUR
do i=1,nn ' LECTUR
read(1,*)(cp(1,3),35-1,3) , LECTUR
end do , LECTUR
do i=1,nplan , ~ LECTUR
read(1,%){(cpdi(i,],4),5=1,4) LECTUR
read(1,%¥)epdi(i,5,1),cpdi(i,5,2) | LECTUR
end do . ' " LECTUR
do i=1,nplan LECTUR
do j=1,4 ' _ LECTUR
n=cpdi(i,j,4) LECTUR
do 15 k=1,3 . LECTUR
15 cpdi(i,d,k)=cp(n,k) LECTUR
enddo LECTUR
enddo o | - LECTUR
read(1,%) E,xRU . LECTUR
c. : LECTUR -
’ LECTUR
read(1,%)ndepl LECTUR
do i=1,ndepl LECTUR
read(1,%)(cl(i,1,k),k=1,3) LECTUR

S Lo% o



end do . LECTUR

read(1,*)nchar LECTUR
do i=1,nchar LECTUR
read(1,%)(cl(i,2,k), k=1,3) ‘ : LECTUR
end do . : LECTUR
c . . - LECTUR
read(1,%)npi LECTUR
do i=1,npi LECTUR
read(1,*)(ppi(i,3),3=1,3) | LECTUR
end do LECTUR
return : .+ LECTUR
end LECTUR

c R A R R R O IO A IO IO I O ORI Ak kb ke Iij

c

C

o

¢

c x entrée: la lecture se fait a 1 interieur de 1la subroutine ¥ MATLS

c * nn : nowbre de noeuds qui definissent les plans * MAILS

c x nplan : nosbre de plan * MATLS

c * cp(i,)j) : pour chague noeonds i i=1,nn * MATLS

c x ep(i,j) est la Jeme coordonnée * MAILS

c * x MATLS

c X cpd(i,j,k) : pour chague plan i i=l,nplan % MAILS

¢ * 3=1,4 * MAILS

c * cpd(i,j,4) est le numeros do Jeme elesnt * MAILS

c £ S

o] x

c
subroutine maillear(nplan,nde) MAILS
lmplicit double precision (a-h,o-z) MATIS
common,/keb6/cp(300,3) MATLS
comuon/keb5/cpdi(150,5,4) MATLS
comnon/kebl/d(162,6,3) | HATLS
dimension keln(100,4),cpd(4,4) MATLS
dimension s01(5),cpd7(4,3),w1(3),w2(3),w3(3) Cwe . .. o MAILS | .

c : MATLS |

EXECUTION - MATLS
c HATLS




13

14

do i=1,nplan ' HATLS

nl=cpdi(i,5,1) . MAILS
ne=epdi(i, 5,2) MAILS
do 4 j=1,4 : HMAILS
do 4 k=1,4 HAILS
cpd(J,k)=cpdi(i,j, k) | MATLS
cpd(1,4)=ndp+1 MATLS
call wailplan(nde,nl,nc,ndp, keln, cpd) MAILS
end do HAIIS
do 13 i=1,nde . MATLS
do 13 j=1,4 : MAILS
do 13 k=1,3 ' ‘ MATLS
11=keln(i,j) o HAILS
d(1i,3,k)=cp(1l,k) | MATLS
continue : - MATIS
calcul des coordonnées du milien de 1'element MAILS
M
MATLS
do 14 i=1,nde MATLS
do k=1,3  HWAILS
epd7(1,k)=(d(1,2,k)d(i, 1,k))/2. : MATLS
cpd7(2,k)=(d(i,4,kHd(i,3,k))/2. ' MAILS -
epd7(3,k)=(d(i,3,kxd(i,1,k))/2. : | HATLS
epd7(4,k)=(d(1,4,kHd(i,2,%))/2. HATLS
end do MATLS
call intersec(cpd?,s0l) MATLS
do k=1,3 MATLS
d(i,6,k)=sol(k) MATLS
end do MAILS
. - MATLS
calcul de la normale a cet element ‘ | MATLS
MATLS
do k=1,3 MATLS
wl(k)=d(i,3,k)-d(i,1,k) MAILS
W2(k)=d(i,2,k)-d(i,1,k) ~ MAILs
end do L MATLS
call prodvec(wl,w2,w3) | MAILS
do k=1,3 | MATLS
d(i,5,k)=w3(k) MATLS
end do | MATLS

continue ! . R T 7 %, « & -



AFFICHAGE DES RESULTAS MATLS
c - MAILS
do 1i=1,nde ~ HATLS
write(2,%) numeros de 1 "element : ,ii o MATLS
do j=1,6 MATLS
write(2,*)(d(ii,j,k),k=1,3)  MAILS
end do : MATLS
write(2,%) ‘ MATIIS
end do MATLS
c
c

SUBROUTINE : MATLPLAR | HATLP
MAILP
subroutine mailplan{nde,nl,nc,ndp,kelun,cpd) MATLP
implicit double precision (a-h,o—2) MAILP
coamon /kebb/ cp(300,3) MATLP
dimension kelw(100,4),cpd(4,4),cpd7(4,3),501(5) MAILP
nl-cpd(1,4) ' HAILP
nZ2=-nl+nl : ' HATLP
nd=nlnc¥(nl+l) HATLP
3l MATLP
do j=1,3 | MAILP
cp(nl, jl=epd(1,3) MAILP
cp(n2,j)=epd(2,3) : MATLP
co(n3,3)=epd(3,3) | HAILE
cp(rd, j)=cpd(4,3) ‘ MATLP
end do  MAILP
do i=1,nl1-1 MATIP
do j=1,3 . MAILP
cp(ni+i,jl=cp(nl,jHi¥*(cp(n2,j)—cp(nl,jd)/nl MAILP
cp(n3+i, j)=cp(n3,  >ix(cp(nd, j)-cp(n3,j))/nl : , HAITP
end do : ’ MATLP
end do . ’ ' MAILP
do i=1,nc-1 : MATLP
do j-1,3 MATLP

ep(nl+(nl+1)¥i,3 Y=cp(nl, j )+i*(cp(n3,)-cp(nl, 3))/nc MATIP



end do
end do
111=(nl+1*(nc+l1)
do 10 i=1,111
neiz=(i-1)/(nl+1)+1
li=i-(nei-1)¥(nl+l1)
nk-nl+l
| if((li.eq.1).or.(li.eq.nk)) go to 10
i nfnc+l
if((nei.eq.1).or.(nci.eq.nf)) go to 10
nl=1i-1+nl
n2=nl+nck(nl+1)
n3nl+(nci-1)%(nl+l)
rd=m3nl
nal-x4
do j=1,3
cpd7(1,j)=cp(ml,j)
epd7(2,3 )=cp(n2,j)
epd7(3,J)=cp(n3,])
cpd?(4,])=cp(nd,J)
"end do
call intersec(cpd7,s0l)
do 1i=1,3 .
cp(itnli-1,1i)=s0l(ii)
end do
10 continue
do J)=1,nl¥nc
ici=(3—-1)/nl+1
1i=j—(nl*(icj-1))
ml=(nl+1 )3 (icj-1)+1j+ni-1
oZ2-ul+l
m3=ml+nl+l
nd=n3+1
numTudet]
kelwm(num,1)-ml
keln(num, 2)=x2
keln(nua, 3)=m3
kelm(num, 4 )=ud
end do
ndp=ndp+(nl+1)k{(nct+l)
nde-nun
retum

g2




subroutine AetB{(nde,E SxNU, ) , . AetB

implicit double precision (a-h,o-z) AetB
common/keb1/d(162,6,3) AetB
comnon/kebZ/a(162,162) AetB
coumon/keb3/b(162, 162) \ AetB
dimension cpdd(5,3),cpd3(2,3) AetB
dimension 9(3.4),P1(3.3).V(3),a10(3).@6(5.3).81(3).82(3).a3(3)AetB
dimension ad4(3) o . AetB .
data eps/1.d-14/ ' AetB
data pi/3.141592653589793/ AetB
AetB
n=ndex3 AetB
do ii=1,n AetB
xii=ii ' | AetB
xin=n - AetB
dp=(xii/xin}*100 | AetB
ip=dp AetB
write(¥*,2030)ip AetB .
2030 format(40(/),20x,i4, "% duo tarvail est executé” ,8(/)) o AetB
write(x,2040) AetB
2040 format(2(/),25x%, "S.V.P NE TOUCHER PAS ",/ ,30x, "MERCI ") AetB -
do jj=1,n AetB
1y=(3j-1)/3+1 AetB
Idy=33—(3%(1y-1)) ' ActB
be=(ii-1)/3+1 ‘ AetB
ldx=1i-(3*%(1x-1)) AetB
do 10 i=1,5 ‘ | AetB
do 10 j=1,3 ‘ ‘ AectB
10 epdS(1,5)=d(1ly,1,3) AetB
do 20 i=1,3 AetB
cpd3(1,1)=d(1x,6,1) AetB
20 epd3(2,3i)=0. AetB
if(1x.eq.ly) then ' o AetB
npint=8 AetB
call matpass(cpdS5,p) AetB
call inverse(p,pl) AetB

93




do k=1,3
v(k)=cpd3(1,k)-cpdd(1,k)
end do

call produwv{pi,3,v,alo)
al(l)=alo(1)-eps
al{2)=alo(Z)—eps
al(3)-0.
aZ(1)=alo(l)-eps
aZ({2)=alo(2)yteps
a2(3)=0.
a3(1)=alo(1lreps
a3(2)=alo(2)-eps
a3(3)=0.
a8d(1)=alo(1)+eps
ad(2)=alo(2)+eps
ad(3)=0.

call prodmv(p,3,al,v)
do k=1,3
al{k)=cpdd(1,krv(k)
end do

call produv(p,3,aZ,v)
do k=1,3
a2(k)=epdd(1,k)H+v(k)
end do

call produw(p,3,a3,v)
do k1,3
a3(k)=cpdS5(1,k)x+v(k)
end do

call produv(p,3,a4,v)
do k=1,3
ad(k)=cpd5(1,k)+v(k)
end do

do k=1,3

cpdB(5, k)=cpd5(d,k)
end do

do k=1,3

cpdB(3, k)=cpd5(1, k)
cpdB( 1, K)=cpdS(2, k)
cpdb(4,k)=al(k)
cpd6(2, k)=a2(k)

end do

call integra(cpd6,cpdd, ldx, 1dy,xNU,npint,T1,U1,0)

Q[
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AetB
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AetB
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do k=1,3 : AetB

cpd6(1,k)=cpdd(1, k) ‘ AetB
cpd6(2, k)=al(k) e ActB
cpdB(3, k)=cpd5(3, k) | ActB
cpd6(4, k)=a3(k) | AetB
end do ' AetB
call integra(cpd6,cpd3, 1dx, 1dy,x8U,npint,T2,02,0) AetB
do k=1,3 - ‘ AetB
cpd6(2, k)=a3(k) ActB
epd6(4, k)=ad(k) ' AetB
cpd6(1,k)=cpdo(3,k) : AetB
cpd6(3, k)=cpd5(4, k) ActB
end do AetB
call integra(epd6,epd3, ldx, 1dy,xU,npint,T3,03,0) ActB
do k=1,3 AetB
cpdB(4, k)=a2(k) . ActB
cpd6(3, k)=cpd5(2, k) \ ActB
cpd6(2, k)=ad(k) AetB
cpd6(1,k)=cpd5(4,k) | | AetB
end do ActB
call integra(cpdS,cpd3, 1dx, 1dy,xHU,npint.,T4,04,0) AetB
t=t1+E2+t34+t4 AetB
n=ul+uZ+adrod : . AetB
a(ii,jj)=t+4 Kpik(1.-xnu)*chron( 1dy, 1dx) " AetB
b(ii,j3)=n . AetB
else ‘ AetB
npint=6 AetB
call integra(cpdd,cpd3, 1dx, 1dy,xNU,npint,T,U,0) AetB
a(ii,di)=t ' AetB
b(ii,3j)=u AetB -
end if AetB
end do ActB
end do . AetB
g=e/(2.¥(1.+xnu)) AetB

retumnm : AetB

SUBHIHIKEQUIEDRHEIAHATRICE[K]ETLEWR{F} KetF

subroutine Ket¥(nchar,ndepl,nde,n.g) EetF
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[y

G G O 6

mplicit double precision (a-h, o-zZ)
comnon,/kebd/c1(162,2,3)
comon/kebZ/a(162, 162)
common,/keb3/b( 162, 162)
coamon,/keb8/t(162)
compon/keb?/a( 162 )
common,/keb9/1(162)
common/kebl0/ki(162)
dimension £1(162)
n=ndex3

do i=1,n

f1(i)=0.

t(1)=0.

erd do

do i=1,nchar
11=(el(i,2,2)-1 *3+cl(i,2,3)
£1(11)=¢c1(1,2,1)/(2.%g)
t(1l)=c1(i,2,1)

end do ‘

do i=1,ndepl
11=(c1(1,1,2)-1)*3+cl(i, 1,3)
ki{1)=11
£1(11l)=cl(i,1,1)
u(ll)=el(i,1,1)

do j=1,n

teap=a(j,11)
a(3,11)=b(3,11)
b(3,11)=temp

end do

end do

call produv(b,n,f1,f)

A=L=xUD

SUBROUTINE RESLU(N)
IMPLICTT DOUBLEPRECISION (A-H,0-Z)
common,/ kebZ/a(162, 162)
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conmon/kebS/f(162)

G

DECOMPOSITION DE LA MATRICE EN LxU

DATA ZER)/0.DO/,EPS/1.D-30/
N1=H-1
DO 40 I=1,N1
P=ACT,I)
IF (dABS(P).LE.EPS) GO 10 900
I1=I+1
DO 30 IL=I1,N
AT=ACIL,T)
IF(AT .BQ.ZERO) GO TO 30
AT=AT/P
ACTL,I)=AI
DO 10 JL=I1,N
10 A(IL,JL)=A(IL,JL)~AT*A(I,JL)
30  CONTINUE
40  CONTINUE

9]

LA RESOLUTION

WL*Y:VW

3

PO J=1,N1

DO I=J+1,N
ECD=ECI)-A(L,I*E(J)
KD DO

END DO
E(N)=F(N)/AN,N)

C xRkl U &k X = Y kkkickiikickiokicrk

DO J=1,N1

JJI=N-J
J1=JJ+1

DO 1=1,3J o b e e e

£(I)=E(I)-ACL,J1*f(J1)
ERD DO
£(JJ)=L£(JF)/A(II,JI)
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.

6 0 6 0

ERD DO RESLU

RESLU
RETURR : RESIU
write(Z,¥) LE PIVOT DE CETTE LIGNE EST RUL- RESLY
write(¥,%) le pivot de cette ligne est nul”’ ' RESLU

subroutine rearg(n,ndepl,g) REARG
implicit double precision (a-h,o-2) ' REARG
cominon,/keb10/ki( 162) | REARG
coumnon,/keb8/L(162) REARG
comman/keb9/£(162) ' . REARG
common/keb7/u(162) REARG
do ii=1,n REARG
=0 | REARG
do j=1,ndepl REARG
- if(ii.eq.ki(j)) then REARG
=1 ‘ REARG
end if REARG
end do REARG
if(m.eq.1) then REARG
t(ii)=F(ii)yk2.%g . REARG
else . REARG
u(ii)=F(ii) REARG
end if ‘ REARG
end do REARG
retumn REARG
end , REARG

KRRk ool icickckicichoicklkkiciciclicioiciclc s REAM.

R kRcRick kiRt RckioiclkDP INT
SUBROUTTINE QUI CALCUL LES DEPLACEMENTS DPIRT
DES POINTS INTERIBURS DPINT
' subroutine Dpint(npi,nde,e,xnu) g  DPINT
implicit double precision (a-h,o-z) _ DPINT
common/keb'7/u( 162 ) DPINT
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coxmon/kebB/t(162) ' DPINT

common/kebl/d(162,6, 3) | DPINT
coumon/keb11/ppi( 100, 3) ' DPINRT
common/keb12/ppid(100, 3) DPINT
dimension cpd3(2,3),cpd5(5,3) DPINT
data npint/6/ DPINT
data pi/3.141592653589793/ DPINT
n=nde%3 . DPINT
do i=1,npi DPINT
do j=1,3 DPINT
epd3(1,3 )=ppi(i,3) DPINT
end do DPINT
do ii=1,3 ' DPINT
ppid(i,ii)=0. , DPINT
do j=1,n DPINT
ly=((3-1)/3)+1 DPINT
1dy=3-(3%(1ly-1)) ' DPINT |
do i10=1,5 DPINT
do j10=1,3 : DPINT
epd5(110,j10)=d(1y,110,510) : ' DPINT
end do ‘ DPINT
end do DPINT
call integra(cpdS,cpd3,ii, 1dy,xnu,npint,tt,un,0) " DPINT
tt=ttk(1. /(8. 4pirk(1.-xnu))) DPINT
k(1. +xnu )/ (8. %pike* (1. —xnu) ) DPINT
ppid(i, ii)=ppid(i, ii)-ttha(j Humt(j) ' DPINT
end do " DPINT
end do DPINT
end do DPINT
return DPINT

C

c

c DES POINTS INTERIEURS CPINT

[ 4]
subroutine Cpint(npi,nde,R,xHU) ‘ CPINT
implicit double precision (a-h,o~z) o CPINT.
comnon,/keb7/u(162) | CPINT
comnon/keb8/t(162) ' CPINT
common/keb1/d(162,8,3) . ' CPINT
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comuon/kebl1/ppi( 100, 3) CPINT

common,/keb13/ppic(100,3,3) CPINT
dimension cpd3(2,3),cpd5(5,3) : CPINT
data pi/3.141592653589793/ | CPINT
data npint/6/ - " CPINT
n=nde*3 CPINT
do i=1,npi . CPINT
do j=1,3 CPINT
cpd3(1,3)=ppi(i,J) | CPINT
end do CPINT
do ii=1,3 ' CPINT
do 3j=1,3 ' CPINT
ppic(i,11,73)-0. CPINT
do jJ=1,n ‘ CPINT
Ly=((3-1)/3)+1 CPINT
1dy=j-(3%(1y-1)) CPINT
do i10=1,5 . CPINT
do j10=1,3 , CPINT
epd5(i10, 510)=d(ly, 110, 310) CPINT
end do CPINT
end do CPINT
call integra(epdd,cpd3,ii,Jj,xnu,npint,tt,uu, 1dy) CPINT
ppic(i,1i,jJ)=ppic(i, ii,JJ Huukt(]j)-ttxExu(j) CPINT
end do CPIRT
ppic(i,ii,33)=ppic(i, 11,35)/(B.pik(1.xm)) CPINT
end do CPINT
end do : CPIRT

end do CPINT

C
subront.ine AFFICH(nde,npi) AFICH
implicit double precision (a~h,o-z) : AFICH
comnon/keb7/u(162) ' AFICH
common/keb8/t(162) : | AFICH
common/keb11/ppi(100,3) ' AFICH.
common/ kebl12/ppid(100,3) - AFICH
common/keb13/ppic(100,3,3) ' AFICH
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character¥2 so
n=nde¥3

write(2,1001)

do i=i,n

11=i-((i-1)/3)%3
nnoeud=(i-1)/3+1
if(11.eq.1}then

so="Ux”

else

if(11.eq.2)then

s0="Uy"

else

so="Uz"

end if

end if
write(2,1003)s0,nnoeud ,u(i)
end do

write(2,1002)

do i=1,n

11=3i~((i-1)/3)%3
nnoeud=(i-1)/3+1
if(11.eq.1)then

s0="Tx"

else

if(11.eq.2)then

so="Ty"

else

so="Tz"

end if

end if

write(2, 1003)so0,nnoend, t(i)
end do

write(2,%) 'LES DEPLACEMENTS DES POINTS INTERTEURS -
do i=1,npi
write(i.’,*)(ppi(i,j),j=1,3),(ppid(i,j),j“—‘1,3)
end do

wWrite(2,*)
write(2,%) 'LES CONTRAINTES DES. POINTS INTERIEURS -
do i=1,npi

write(2,%)

wWrite(2,%) nuwero du point : 1

write(2,*)(ppi(i,3),j=1,3)

4101
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write(2,%) : - ' AFICH

do j=1,3 : AFICH
write(2,¥)(ppic(i,j,k),k=1,3) ' AFICH
end do AFICH
write(2,¥) . AFICH
end do ' AFICH
1001 format("LE CHAMP DES DEPLACEMENTS EST :°,//) AFICH
1002 format(//, 'LE CHAMP DES CONTRAINTES EST 2, 070) AFICH
1003 format(4x,aZ, (",i2,7) = *,£36.16) : AFICH

c
c
c
c
c X ENTREE : cpdS(5,3) : L *INTREG
c ¥ pour chague noeud i ,i=1,4 *INTEG
c X cpdS(i,j) est la Jeme coordonnees *INTEG
e * cpd3(9,J) coordonnées de la normale . ¥*INTEG
c % cepd3(2,3) : *¥INTEG
c X cpd3(1,3) coordonnées de X ‘ XINTEG
e * cpd3(2,3) sera definit a 1 interieur *INTRG
c x ldx : direction sur 1'element X XINTEG
e x ldy : direction sur 1°element Y | ' XINTEG
c * E :module de young ' *IRTEG
C x xNU : w *INTBG
c * npint. : nombre de point de ganss XINTEG
e x SORTIE : T wvaleur de 1 integrale du noyau Tij *INTEG
c * U wvaleur de 1 integrale du noyan Uij ¥INTRG
subroutine integra(cpdS,cpd3, 1dx, 1dy,xNU,npint,T,U,k) INTEG
wplicit double precision (a-h,0-z) ' IRTEG
dimension cpdS(5,3),cpd3(2,3),p(3,4),p1(3,3), coorpd(3). INTEG
dimension v(3),xn(3}, coorpg (10, 10), coefg(10,10) INTEG
INTEG
c coordonnes des points de ganss e T INTRG
data coorpg/0.d0, 0.d0 , 0.dQ » 0.d0 , 0.d0 , 0.d0, 0.do, 0.d0, INTRG
+ 0.d0, 0.do, INTEG
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+ 4+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

~-5773502691896d0, .5773502691886d0 , 0.d0 , 0.do,
0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.do,

~. T745866692415d0,0.d0, . 7745966692415d0 , 0.dO ,
0.d0, 0.do, 0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.dO,

~.8611363115841d0, -.3398810435849d0 ,

-3388810435849d0 , .8611363115941d0,0.d0,0.d0,0.d0,
0.d0, 0.dD, 0.dG,

—.8061798459d0 ,-.5384683101d0 ,0.d0 , .5384693101d0,
-9061798459d0, 0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.d0, ©.do,
—.932468514240, -.6612093865d0, - . 23686191661d0,
-2386191861d0, .6612093865d0, .9324695142d0,0.d0,0.d0,
0.d0,0.do, ,

—-9491079123d0 ,~-.7415311856d0, -.4058451514d0,0.d0,
-4058451514d0, . 7415311856d0, .9491079123d0 , 0.d0,0.d0,
0.d0,

—.96028598565d0, -.7966664774d0, -.5255324099d0,
—.1834346425d0, . 183434642540, . 525532408340, . 796666477440,
- 960288856540, 0.d0, 0.4d0,

-.9681602395d0, -.8360311073d0, -. 613371432740,

~. 324253423440, 0.d0, . 324253423440, .6133714327d0,
.8360311073d0, . 9681602395d0,0.d0,

-.9739065285d0, ~.8650633667d0, -.6794095683d0,
~.4333953041d0, -.14887433904d0, . 1468743380d0, . 4333853941d0,
-6794095683d0, .8650633667d0, 973906526540/

coefficent. de gauss : poids de gauss

data coefg/Z.dO,U.dD,O.dﬂ,U.dO,U.dU,U.dO,U-d0,0.dU,O.dU,O.dU,

1d0ldOUdDOdﬂﬂdOOd(JﬂdODdDUdDUdO
.2355555555556d0, . 883868863686869d0, . 2905555555556d0,0.40,0.d0
0.d0,0.d0,0.d0,0.40,0.d0,

.3478548451375d0, .6521451548625d0, . 652145154882&10,
-3478548451375d0,0.d0,0.d0,0.d0, 6.dD,0.d0, 0.40,

- 236926885040, 478628670540, .56888688889d0, -4786286705d0,

. 236926885040, 0.40,0.d0,0.d0,0.d0,0.d0,

-1713244924d0, .3607615730d0, .4679139346d0, -4679139346d0,
-3607615730d0, . 171324462440,0.d0, 0.d0, 0.d0, 0.do,
-1294848662d0, .2797053915d0, .3818300505d0, .4178591837d0,

.3818300505d0, .2797053915d0, . 1294849662d0,0.4d0,.,, 0.d0,0.d0, ..

. 1012285363d0, .2223810345d0, .3137066459d0, . 362683783440,
-3626837634d0, .3137066459d0, .2223810345d0, . 1012285363d0,
0.d0,0.4d0,
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+ .0812743884d0, .1806481607d0, - 260610696440, .312347077040, INTEG
+ .3302393550d0, .3123470770d0, . 260610696440, .1806481607d0, INTEG
+ .081274388440,0.d0, ) ) INTEG
+ 066671344340, .1494513492d0, - 219086362540, .2692667183d0, INTEG
+ .2935242247d0, . 295524224740, -2692667193d0, .2190863625d0, INTEG
+ 148451349240, . 066671344310/ INTEG
' INTEG

do i=1,3 | INTEG
(1 )=cpdd(5,1) ‘ INTEG
end do INTEG
call watpass(cpd5,p) INTEG
call inverse(p,pl) INTEG
do i=1,3 INTEG
v(1)=cpd5(4,1i)-cpd5(1,1i) INTEG
end do INTEG
call produv(pl,3,v,coorpd) o INTEG
x1=coorp4(1) : INTEG
V1=zcoorpd(2) IRTEG
do i=1,3 - INTEG
v{1)=cpd5(3,1i)-cpd5(1,i) INTEG
end do ' IRTEG
call produv(pl,3,v,coorpd) INTEG
x4=-coorp4(1) _ , INTEG
yéd=coorpi(2) INTEG
do i=1,3 ‘ INTEG
v(1)=cpd5(2,1i)-cpd5(1,i) INTEG
end do ‘ ' INTEG
call produv(pl,3,v,coorpd) - ‘ INTBG
xZ2-coorpd(1) INTEG
¥2=cooxrpd(2) . INTEG
x3=0. - INTEG
v3=0. _ : INTEG
T=. INTEG
U=0. | | INTEG
do 1x=1,npint INTEG
r=coorpg(lx,npint) INTEG

do ly=1,npint INTEG
s=coorpg(ly,npint) INTEG
x=(1./4.)*((1-+r)*(1-+s)*x1+(1.-r)*(1.+s)*x2+(1.—r){*(l.—s)*xS!-(l.IﬂTH}
HT (1. -s)kud) INTEG

v=(1./4. )*((1.+r)*(1.+s)*y1+(1.~—1-)*(1.+s)*y2+(1.¥r)*(1.-s)*y3+(1.Im'm
HTIR(1.—5)Ykyd) INTEG




xJ11:(1./4.)*((1.+s)*x1—(1.+s)*x2—(1.-s)*x3+(1.—s)*x4)
XJ21=(1. /4. PR((L. 47 PRl 1.~ P2~ (1. ~1 Yhx3—( 1. 41 Ykxd ))
xJ12:(1./4.)*((1.+s)*y1—(1.+s)=xy2—(1.-s)*y3+(1.~s)*y4)
xJ22=(1./4. P((LAr Py 14+(1. ~r Pry2-(1. - PRy3—( 1. 4r)%y4)
detJ=x311kxj22-xj21%xj12

coorpd(1)=x

coorp4(2)=y

coorpd(3)=0.

call produv(p,3,coorpd,v)

do 30 i=1,3

30 epd3(2, 1)=cpd5(1,i+v(i)

1f(k.eq.0) then

call noyauT(1dx, Idy,cpd3,xn,xNU,Tij) |
call noyauU(1dx, 1dy,cpd3,xNU,Uij)

else

call noyaus(ldx,ldy,k,cpd3,xn,xnu, tij)
call noyand(1dx, 1dy,k,cpd3, xna Luij)
end if

xinaaw-coefg( 1x, npint Y*coefg( 1y, npint J*detJ
T=T+xinaswkTij '
U=Hxinaans#UiJj

end do

end do

subroutine noyaut(ldx, 1dy,cpd3,xn,xNU,Tij)
implicit double precision (a—h,o-z)
dimension cpd3(2,3),xn(3)
call dis(cpd3,r)
d=chron(1dx, 1dy)
t1=1./(r#x2}
t2=xn(1dx pk(cpd3(1, 1dy)-cpd3(2, 1dy))/r
3= (1dy P (cpd3(1, 1dx)—cpd3(2, 1dx) )/
t4=(1.-2. %xNU y*d o
£5=3.%(epd3(1, 1dx)-cpd3(2, Idx) Y (epd3(1, 1dy)-cpd3(2, 1dy))
t6=0 -
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do i1=1,3 NOYY

tB=t6+xn(i M (cpd3(1,1)-cpd3(2,1)) | NOYT
end do ' NOYT
t6=t6/r ROYT
TiJ=t1¥((1.-2.%N0 PK(L2-13)4-( tA+E5/(XHKZ) JKLE) NOYT

o o6

subroutine noyanu{ldx,1dy,cpd3,xNU,Uij) 'NOYU
implicit double precision (a-h,o-z) ROYU
dimension cpd3(2,3) NOYU
call dis(epd3,r) ROYY
d=chron(1dx, 1dy) ' NOYU
Ui3=(1./ *¥( (3.4 %N Prd+((cpd3(1, M)~@d3(2 Idx))*(cpd3(1,1d NOYU

+y)-cpd3(2, 1dy) ) )/T#k2) ROYU
return NOYU

subroutine noyand (i,Jj,k.cpd3,xNU,Dijk) NOYD

implicit double precision (a~h,o-z)  NOYD
dimension cpd3(2,3) NOYD
call dis(epd3,r) NOYD
dl=chron(i,3j) _ NOYD
d2=chron(i, k) HOYD
d3=chron(3,k) ' NOYD
tl=1./rex2 NOYD
t2=d1*(cpd3(1,k)-cpd3(2,k) )/r ' NOYD
t3I=d2x(cpd3(1,J)-cpd3(2,3))/r NOYD
t4=d3x(cpd3(1, i)—cpd3(2,1))/r NOYD
£5=3.%(cpd3(1,i)-cpd3(2, 1) Y (cpd3(1, j )~cpd3(2,3)) D NOYD -
5=tk (cpd3(1,k)-cpd3(2,k))/(x¥%3) ROYD
diFk=t1¥(((1.-2 kenu PR(E2-£3-14) )-t5) NOYD
return . ROYD
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subroatine noyaus(i,j,k,cpd3,xn,xNU,Sijk)

implicit double precision {(a-h,0-z)

dimension cpd3(2,3),xn(3)

call dis(cpd3,r)

dl=chron{i,j)

dZ2=chron(i,k)

d3=chron(j, k)

t1=1. /0 (1. g Ykrek3)

t2=0.

do 1=1,3

tZ2=t2+xa(1)*(cpd3(1,1)-cpd3(2,1))

end ‘ do

t2=t2/r

£31=3.x(1. -2 %xnu yd1*(cpd3( 1, k)-epd3(2,k))/r

32=3 Fxnuk (d2k(epd3(1, 3 )—epd3(2, ) Hd3k(epd3(1, 1)-cpd3(2,1)))
t32=t32/r

t33=15.*(epd3(1,1)—cpd3(2,1) 2*(cpd3(1,3)—cpd3d(2,3))
33=t33*(cpd3(1, k)—cpd3(2,k) )/rFx3

t3=t31+t32-t33

t41=3 . *xnu¥(cpd3(1, 3 )-cpd3(2, ) )x(epd3(1, k)—epd3(2, k) )/riK2
t42=(1 . -2 _%mn Y*d3

td=2mn( ik (t41+t42)

t51=3 . %xnuk(cpd3(1, 1)—cpd3(2, 1) *(cpd3(1, k)—epd3(2, k) ) /rick2
£52=(1. -2 . *%xnu pkd2

£o=xn(J P (Lo1+td2)

t61=3 %mux(cpd3(1, i)-epd3(2, i) P(cpd3(1, j )-cpd3(2,5 ) )/rk2
t62=(1.-2.%xnu ykdl

tE=xn(k)*(t61+1t62)

Sijk=tIX(E2¥ L 3+L4+L5416)

NOYS
NOYS

NOYS |

ROYS
ROYS

NOYS

HOYS
NOYS
NOYS

ROYS
NOYS

ROYS
ROYS
ROYS
ROYS
NOYS



subroutine intersec(cpd7,sol) ' INTERS

Implicit double precision (a-h,o-z) : : INTERS
dimension cpd7(4,3),s01(5),co0r(5,6) ' INTERS
do 111 i5=1,5 INTERS
do11l j=1,5 INTERS
coor(i5,3)=0 | | INTERS
111 continue ' IRTERS
do i5=1,3 - INTERS
coor(i5,i5)=1 _ INTERS
coor(i5,4)=cpd7(1, i5)~cpd7(2, i5) INTERS
coor(i5,8)=cpd7(1,15) , : _ INTERS
end do : INTERS
coor(4,1)=1 INTERS
coor(5,2)=1 ' INTERS
coor(4, 5)=cpd7(3,1)~cpd7(4,1) INTERS
coor(5,5)=cpd7(3,2)-cpd7(4,2) | . INTERS
coor(4,6)=cpd7(3,1) INTERS
coor(5,6)=cpd7(3,2) . . ' INTERS
if((cpd'?(l,z).eq.cpd?(Z,Z))-am.(epd7(3,2).eq.cpd7(4,2))-and-(cpdﬂﬂ'ERS
+7(1,2).eq.cpd7(3,2))) then . INTERS
coor(5,2)=0 ' INTERS
coor(5H,3)=1 INTERS
coor(5, 5)=cpd?(3, 3)-cpd7(4, 3) INTERS
coor(5,6)=cpd7(3,3) ~ INTERS
end if : INTERS
1((cpd7(1,1).€q.0pd7(2,1)) .and. (cpd7(3,1).eq.cpd7(4,1) ). and . (cpdINTERS
+7(1,1).eq.cpd7(3,1))) then INTERS
coor(4,1)=0 INTERS
coor(4,3)=1 INTERS
coor(4,5)=cpd7(3,3)-cpd7(4,3) | o INTERS
coor(4,6)=cpd7(3,3) INTERS
end if : INTERS

call gauss(coor,sol,5) INTERS
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implicit double precision (a-h,o0-2) MATPA

dimension cpdd(5,3),p(3,4),wL(3),w2(3),%3(3) , MATPA
do i=1,3 ) MATPA
P(i,1)=cpd5(3,1)—cpd5(1,i) ' ‘ HATPA
p(1,3)=cpd5(5,1) MATPA
end do : MATPA
xnorme=dsqrt(p(1, 16241 (2, 1 Ha24p( 3, 1)%K2) MATPA
do i=1,3 : ' MATPA
- p(i,1)=p{i,1)/xnorme - MATPA
end do MATPA
do i=1.3 MATPA
wi{(1i)=p(i,3) MATPA
w2{1)=p(i, 1) ‘ ‘ MATPA
end do MATPA
call prodvec(wl,w2,w3) | | HATPA
do i-1,3 MATPA
P(1,2)=w3(1) . MATPA

subroutine prodvec(wl,w2,w3) - PRVEC

implicit double precision (a~h,o-2z) PRVEC
dimension w1(3),w2(3),w3(3) ‘ PRVEC
W3(1)=W1(ZP2(3)—w2(2)kl(3) , PRVEC
W3(2)=w2( 1 P1(3)-w1(1)%w2(3) | PRVEC
W3(3)=wI(13*u2(2)-w2(1)*al(2) ' PRVEC
x=dsqri(W3( 1 RK2ea3(2R24u3(3)0k2) ' PRVEC
do k=1,3 PRVEC
WI)=W3(k)/x , PRVEC
end do PRVEC




subroatine produv(a,n,v,prod)
implicit double pPrecision(a-h,o-z)

dimensicn a(n,n),v(n),prod{(n)
do i=1.,n

prod(i)=0.

do J=1,n
prod(i)=prod(iya(i,jyv(j)

end do

end do

return

function chron( kdx, 1dy)

implicit double precision {(a-h,o-

if(ldx.eq.1dy) then
chron=1.

else

chron=0.

O

subroutine dis(cpd3,r)
implicit double precision (a-h,o0-2)
dimension cpd3(2,3)

r=0.

do i=1,3

r=r+(epd3(1, 1)-cpd3(2, 1) k2

erxd ‘ do

r=dsqgrt(r)




[ o4
subroutine inverse(p,pl) INVER
implicit double precision (a-h,o0-2) . INVER
dimension  p(3,4),p1(3,3),v(3),px(3,4) | INVER
do J=1,3 : INVER
do i=1,3 - INVER
P(i,4)=chron(i,j) INVER
end do INVER
do 8=1,3 INVER
do i8=1,4 INVER
px(i8,38)=p(i8,38) | | INVER
end ' do INVER
end do | INVER
call gauss(px,v,3) INVER
do i=1,3 INVER

pP1(1,3)=v(i) INVER

[

C

C

C

c ¥ FENTREE : 11 : nombre d equations . ‘ HGAUSS
c * coor(i,j) i=1,11 ;j=1,11 :valeurs de la matrice *GAUSS
c X coor(i,1l1+1) : vecteur B _ HGAISS
¢ ¥ BSORTIE : s0l1(i) : la solution i ¥AUSS
X ‘
subroutine gauss(coor,sol,11) ’ GADSS
implicit  double  precision (a-h,0-z) . ' GAUSS
dimension coor(11,1141),s01(11) . GAUSS
dimension k(5) GAUSS
do . i=11 - GAUSS
"do 15 J=1,11-1 -7 GAUSS
sup=coor(j,}) GAUSS
1=5 _ GAUSS

111



=)
do 11 le=3,11
do 11 111=3,11
if(abs(sup).ge abs(coor(111,1c))) Eo to 11
sup=coor(1ll,1c)
1=111
w-lc

11 continue
k(j)=m
do 8 k=j,11+1
t=coor(j,kk)
coor(J,kk)=coor(1, kk)
coor(l,kk)=t

8 continue
do 14 i=1,11
t=coor(1,Jj)
coor(i,j)=coor(i,n)
coor(i,m)=t

14 continue
do 15 i=j+1,11
do 15 kk=11+1,3,-1

coor(i, kk)=eoor(i,kk)-(coor(J,kk)/coor(j,i) Pkeoor{i,j)
15 continue

s0l(11)=coor(11,11+1)/coor(11,11)

do 25 i=11-1,1,-1

son=0

do 24 1=11,3i+1,-1

som=son+coor(i, 1)*s0l(1)
24 continue

sol(i)=(coor(i, 11+1)—som)/coor{i,i)

25 continue
do 66 i=11-1,1,-1
t=sol(1)
sol(i)=sol(k(i))
sol(k(i))=t

66 continue
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