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Sujet :

Conseption d'un logiciel permettant la
prévision de la rupture d'un matériau
composite stratifié¢ en utilisant les critére s
de rupture rnacroscoplques

Simulation numérique par équations
integrales du délaminage d'un stratifié a
zero degré en mode 1

Subject :

The developpement of cornputer program
in ordor to anticipate the failure of
composite matenal using the macroscopic
criterions.

An attempt is made to simulate mode 1 in
laminated composit using boundary

integral equation.
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INTRODUCTION

“ dn modefie & volonteé leur composition et leur architecture
interne paur leur conférer des propriétés que ne passede

s

aucun matériau hamagéne .

Avec ‘ quels extraordinaires materiaux pourrait on
construire un aéronef , pulis d'attérir comme un avion
conventionnel aprés avoir résisté A 1°érosion thermique lors
de sa rentrée dans 1 atmosphére 1°'engin aurait nécessairement
une structure constitué d'un matériau a4 la fois léger
rigide et solide ,capable de résister & des températures trés

glevees : ce seraient les matériaux composites .

POUR QUOI LES MATERIAUX COMPOSITES ?

Les composites's’impnsent dans tous les secteurs od
les progrés technologiques nécessitent de combiner des
propriétés que ne posséde individuellemenf aucunn matériau .
En reépartissant fibres dans une matrice s on obtient des
propriéetés qu'elles n'ont indépendement ni l‘un , ni 1’autre.

Notre travail comporte sept chapitres :

Dans le premier chapitre , une présentation des matériaux

composites a été effectuée .

Le chapitre deux a été consacre & 1°étude Mmacrascopique et

microscopique du pli

Dans le chapitre trois on a exposé la theéorie élastique du

stratifié et on a déterminég les équations fondamentales .

Le chapitre quatre a été consacré & 1'étude des critéres

macroscopiques de rupture .

Dans le chapitre cinq 4, un bréf appergu est donné sur la
validite de 1’'application de la M.L.E.R pour les matériaux
composites . Des généralités sur la M.L.E.R et les équations
de contraintes au voisinage de 1 extrimité d‘une fissure ant

eéteé egalement abordées ..

Le chapitre six a été consacré pour une présentation de 1la

méthode des éléments finis et son application pour la M.L.E.R



En fin , le Chapitre sept consiste a une

1 application de la méthode des équations
M.L.E.R .

tentative de

intégrales a 1la



CHAPITRE 1
PRESENTATION DES MATERIAUX COMPOSITES

l.1~ lLes fibres :

Dans la tranche médiane du tableau périodique , oan
trouve des matériaux tels que (carbone , al y S1 4....2tc )
qui Tforment des composés o0 les laisons sont fortes et
stables . Parmi ces composés ( oxyde d’alluminum ,Carbure de
silicum ....etc ) sont durs , rigides et résistants A& la
chaleur ou & la corosion , de faible densité et abandants &
la surface . Mais cés substances s‘ouffrent d'un défaut
majeur : elles sont cassantes .

Une petite fissure ou un défaut interne suffit & amorcer une
rupture fatale . Ces matériaux n‘atteignént rarement leur
solidité théorique . . _
Lorsqu’on fabrique un |tel materiau’ sous formes de fibres
fines . on augmente considérablement sa résistance utile .
cela est di & des raisons statiques . '

“ la prbabilté qu'un échantillon contienne wun défaut
suceptible de 1’'amener a la rupture augmente avec sa taille "
les fibres ont pour tache essentielle ‘de supparter les
sollicitations appliquées sur la structure caomposite .0On
recontre dans le domaine industriel , les fihres de verre ,

de bore , de kevlar ....ect . Ils ont un diametre de 5-15 Hm

1.2 — La matrice 3

La matrice remplit un role complexe vis A vis de la
structure composite . _
— Elle a comme fonction essentielle de transmettre aux
éléments de renfort ( fibres ) les é&fforts qui s 'exercent sur
la structure .
—- Elle maintient 1les distances et les orientations des
fibres, ce qui participe a4 la cohésion et a 1la rigidite
de la structure finale .
— Elle doit assurer une excellente qualité de 1°adhérence a

l'interface fibres-matrice .



—Enfin , elle a commme fonction aussi , la protection contre

l'attaque des prodults chimiques , 1 humidité et les chocs

meécaniques . Les deéerniers étant mal supportés par les fibres.

lLes matrices peuvent étre : .

~Matrices reésineuses ( résine thérmoplastiques ., resines
théemadurcessables ) .

— Matrices minérales ( carbure de silicum ,carbone ) .

- Matrices métalliques ( alliages d’aliminum , entéctique

orienteé) .

1.3 - Caracteristiques des pieces en materiaux camposites :

— Gain de masse : cecli implique une économie de carburant ou
accroissement de charge utile , ou rayon d’action acrue , ce
sont les meilleurs performances .

~ Absence de corrosion .

- l’orientation des fibres permet d'optimiser le comportement
mecanique dans une direction déterminée .

— Le materiau est élastique jusqu’a la rupture .

— le coefficient de dilatation n'est pas le méme que celui
des materiaux isotropes . _

~ Les formes complexes sont aisement réalisables par moulage .

— la tenue en fatigue est excellente .



CHAPITRE 2

THEORIE DU PLI

2.1 - Etude macroscopique du pli

2.1.1 - Relation contraintes deformations
loi de hooke générale : pour les matériaux dits
élastiques , linéaires

, les contraintes sont des fonctions

linéaires des déformations, ces relations se traduisent sous

la forme générale

oij = eijkl £kl ( 2.1 )

oid les composantes cijkt  font intervenir les

caractéristiques physiques du matériau

Les tenseurs [¢o] et [£] etant symétriques , nous avons
cijkl = cjikl et cijki = eijlk ( 2.2 )
Nous écrivons ainsi

oL = elj £] : ( 2.3 )
ol ci) désigne une matrice BxB

contraintes et les déformations

, @ et &£ sont les

£11 = B déformation suivant 1 'axe des 0X .
3 X i ) ) '

£22 = —gﬁ-: déformation suivant 1°axe des 0Y

£33 = 6: : déformation suivant 1 axe des 02

¥, - distersion dans le plan XY .

Y, - distorsion dans le plan XZ

Y,y t distorsion dans le plan YZ

Avec y12= 2 £12 , y13= 2 £13 , yza= 2 c£23 -

L energie de déformation est :

dw = oi dsi = eij £ dei aprés intégration on obtient

H = 1/2 cij €1 €j = 1/2 cij €] i




62w

= Cij = O ( 2.4 )
geios

Il en decoule la symétrie de la matrice cij qui n’'a donc
gue wvingt et une composantes dans le cas le plus general

d'anisatropie

[ o11] r C111a C€1122 C1133 C1123  Ci113 C1312 T [ e11]
ozz C2222 (2233 (2223 C2213 C2212 £11
o3z ' £3333 (3323 C3313  C3312 £11
T23 = symétriqﬁle C2323 C2313 C1912 Y23
Ti3 C1313 C132 ¥13

| T12] | ' ' ciz1z | | ri1z

2.1.1.1 - Matériau orthotrope :

Un matériau orthotrope posséde deux plans orthogonaux
de symétrie élastique . La matrice cij est alors définie en
fonction de neuf caractéristiques mécaniques indépendantes

Dans les axes d orthotropie :

Fa11' [ C11 ciz c13 ] f £11]
o222 c21 cz2 c23 9] £11
a3 Cca1 caz c3as £11
T23 C4a Y23
T13 css y13
O
| 712 | Cos | r1z
( 2.5 )

2.1.2 -~Constantes élastiques d’un pli dans une direction

quelconque

Les relations déformations décrites precedement ne
sont valables que dans le plan d’orthotropie (-ﬁjz) .
Dans le repére (_ﬁ:y) les constantes sont lieées aux

deformations par la relation :



m n 2
2 z *
= n m -2 mn = LT 1]
2z 2 Y
-m n m.n m - n T
Xy
[ T 1 ¢étant la matrice de passage de'ﬁjz A R .
xy

de la méme facon les déformations sont donnees par

£1
xX
£2 = [ T 1
1’
£12
Xy
sachant gue :
s
o £1
{ oz = {0 ] £2
| o12 yiz
(& £1
x -1
{ o = T 1 [ ol £2
¥
o iz
\.xy

Introductions a ce stade une

Reuter .

1 8] o
ER ] = ] 1 Q
O Q 2
£1 g1 ) . £1
£2 = [ R } gz ¥ =[RILT] £2
yiz yiz | yiz
2 2

1

=(RILCTILRI S

d ou :

[A)]

o
Y
T
Xy
({ 2.6 )
( 2.7 )

matrice [ R 1 appelée matrice



1 -1

Ey = [ RILTI LR] LS 1 LT
y
Ry xy
E)(
X
P o]
e +=10781 ¢ 2.9
¥ ¥
va TXY
2.2 — Etude microscopique
2.2.1 - Isotropie - anisotropie .

tn corps élastique soumis & des contraintes se déforme
de facon réversible .

En chagque endroit a lintérieur du corps , on peut
isoler des facettes sur lesgquelles ne s’ exercent que des
contraintes normales .

‘les normales A ces facettes sont appelées directions

principales .

1 q terou maberrau
1sotrope onisotrope

‘ _— rM-———m1
materau rnatanaua : . ;
wokrope anisotrop | !

| 1

t {

.
mateériau isotrope . ' qy

<NV=RX

Les déformations sont ligdes aux contraintes par la loi

de HOOKE .



c1s [ 2
E
-
£22 = -
E
£33 [_ o

E

¢ % Iriem

avec

Un matériaun

deux

materiau anisotrope

elastique

coefficients indépendants e

—_— 0Q o1
E
1 ]
2] o2z (2.1Q)
E
O 1
G ©oas

s U o.

et isotrope est caractériseée par

Les deformations sont liges aux contraintes par l1a
laiz
- - N
( £11 [ ! phatcd O ( o11
E1i Ez22
| £22 § = | 22E- = o { o2z } (2.11)
- E11 Ez2
£33 Q L] : o33
L | o1z | | J
tin matériau composite est donc caractériseé par quatre

constantes independantes :

modules de YOUNG Ezz

— Deusx E11

~ Un coefficient de poisson riz ou v21 .

vi2 21 .. " Eit
avec = d’ od viz =

Ei1 E22

- Un module de cisaillement gaz

2.2 - Qaractéristiques du melange renfort matrice

On note par v V. g M les rapports suivants @

M
f °? f m m

masse du renfort volume du renfort

f masse totale f volume total
masse de matrice vDolume de matrice
M = = .
m masse totale m volume total
d’ o v = 11— v y M = 1- M -
m f m f



La masse volumique du matériaun composite est :

= + §
(=4 Pﬂ% .Pme

2,2,2.1 - Deétermination du module de young longitudinal

hypothése :
line deformation longitudinale £i11 rest
identique pour la matrice et la fibre .
lLes sections droites de .d'élément sont supposees
planes au cours de la déformation .
Une 'liberté suivant z sur 1 interface entre les deux
matériaux autorisent des valeurs distinctes egzm = ezf

1"effort appliqué est suivant 1 axe X (fig—z.l)

{o11) _ F . f m _ f ef . m em
mi{ s s efx] ef+om emx4 af +em
(o011} = (oi11) v +(o11) v
m+f f f m m

En exprimant o en fonction de £ et E 1" équation

préce ente devient :

E11 £1414 = E £11 Vv _ + E £i1 0V -
f f m m

enfin E1tf = E_Vv_ + E WV, . ( 2.12 )

r f m

2.2.2.2 ~ Détermination du module de young transversal

On suppose que les composantes du matériau subissent

les méme contraintes o (fig—2.2)

&L22 = (22> v + (£22) v
f { m m
ozz | o22 . o2z
E22  E f m
f m
1 - f + m .
E22 E
T m
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CHAPITRE 3

THEORIE ELASTIQUE DU STRATIFIE

On appelle stratifié ce qui résunlte de in
superposition de plusieurs couches unidirectionnelles ( ou
plis ) ou de tissu avec des orientations propres a chaque
prli.

La direction dite a 0° correspond a la direction de
l’effort ou a 1 axe des abscisses du repére choisi

On suppose gqu on est en présence de

- contraintes planes ( epaisseur faible )
- plague constituée par 1 empilement de couches orthotropes.
~ ecouches parfaitement " soudées “ 1'une par rapport a

1 antre ( ni glissement , ni séparation )

Plan moyen : c’est par définition le plan qui sépare en deux
nombres égaux les plis . Il a pour cote 0 .(fig-3.1)

Exemple de notation d 'un stratifié : [ 0a / 902 / ¥ 45 ]9

{ s pour la symétrique )
Pour qouil la symetfrie miroir ?

La symétrie mirolr est réalisée , elle entraine des

contraintes thermiques et empéche 1a déformation de

1 ensexmble . ,

L Y 9 @0 a & ya . ___Q_l_u___—_“-

® 0 g0 0 © 0O fo{:jm'&rtsq;twq"" 0 & o ©

G2 e o ¢ oo

) ¢ O 8 © OO
r

Fas de 5jnu:2n.c ) .Sjmf.]:riz, miroir
_ murpLe
3.1 - Relation contraintes - déformations :

Les équations données en (2.8) vont étre écrites sous

une autre forme . ceci en considérant 1la numérotation des

il



plis duns le cas d un stratifié

Qs @z Qs

x b e & x
y = sym Qz2 Qz3 Ey ( 3.1 )
Y )y _ﬁ33 " bxy "

On considére dans ce qui suit un stratifié d épaisseur
h { considéré comme plague mince utilisant les hypothéses de

»

kirchoff pour les “plaques ’ Ol les hypothéses de
kirchoff-iove pour 1les coquess “yxz = yyz = €z = 0 )
constitué par 1 'empilement de n plis parfaitement soudés 1 un

a 1l sautre

Hypothése : on suppose q’'une ligne  perpendiculaire au plan
meyen avant déformation (fig-3.2-a) demeure perpendiculaire a
la surface moyenne , transformée du plan wmoyen dans Ila
configuration fléchie (fig-3.2-b)

On rappelle que le plan'noyen est par définition 1le
plan qui sépare en deux nombres égaux les plis situés de part
et d autre de ce plan et a pour céte z = 0 par convention
(fig-3.4-) .

Le champ des déplacements est représenté par : u_ o, v,

les composantes du. déplacement dans le plan moyen et L le
déplacement dans la direction =z

Ecrivons les équations du champ de déplacements pour
un point ¢ quelconque du stratifié aprés déformation

(fig-3.4-)

u, = u, - ou; ( 3.2 )
i u =z o (.sin(e) =~ o = —5— )
ivec I u = Zc ., 81n -~ = zc
o,
or : tg{a) =~ o = ——5}-——

De la meme facon -, on peut avoir v_ i et ainsi le champ des

déplacements de tout point de c¢éte z dans le stratifié

12
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s éerit comme suit

[ ow
N _ o
u o= ou, z I
< _ _ &“D ( 3 3
v = v, z 3y . )
LEE
L
On déduit de (3.3) les déformations non nulles
correspondantes . ceci pour les petites déformations
( linéaires élastiques )
o Ju a®
. n a _ o _ o W
“x ” ax ax € u, z ox ) = Ix z P
ax
o av o°
s = av a3 ¢ _ o y = o ¥,
x 3y ay Yo z ay - ey z 2
) dy
_ du + oy _ @ ( _ a“o ) +
yxy T 8y ax = dy Yo z ax
’ p 2
a _ a“o y = auo + 0vo ~ 9 o Yo
ax (Yo T % oy = 3y ax Z Gx ay
L
( 3.4 )

Les relations déformations-déplacements ci-dessus peuvent
&tre écrites en Fonction des déformations du plan moyen ( s:
, £° , ¥ ° ) et des courbures du plan moyen ( kx R ky R k.w )

¥ xy
définies comme suit

( ° o
£® O
b —_ 8x
{ e o ( 3.5)
b4 dy .
° an du
ny _ 0 + (o]
L ay ax

13
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- o)
axz
2
a
%% ( 3.6 )
2
oy
azn
o]
= - 2 2 e
ax dy
Ce qui nous donne en définitif
£ ° k
o x x
£ = £"° + z k ( 3.7 )
y ¥ ¥
(-]
Exy ny kxy
k
On a enfin les relations contraintes - déformations qui
peuvent ainsi s écrire
. Y 4 o
o Q11 _Ejz -Eja . kx
= 2 £” +
oy sym Qz2 Qza 2% z ky
o o y «
xy ) N xy xy
{( 3.8 )

3.2 - Equations fondamentales d un stratifié

On considére un stratifié soumis & des sollicitations
notées

N , Ny , et ny , telle que : (fig-3.5-) .

o

Hx : Effort résultant dans la direction x par unité de

largeur ( suivant la direction y )

h

Fx 2
i = NX = J o d =z ( 3.9 )

2 h

2

14
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ﬂy : Effort résultant dans la direction y par unité de

largeur { suivant la direction x )

h
Fy . 2.
T = Hy = J o d z ( 3.10 )
2h '
4
ny : Effort résultant de cisaillement dans le plan ( x,y )
par unité de largeur
h
. 2
ny = J N oxy d =z ( 3.11 )
Ry

Notre stratifié étant également soumis A des moments notés Hx
,'Hy R ny {(fig-3.7) tels que

Hx : Homent fléchissant d 'axe y dQ aux contraintes o  par

uinité de largeur ( suivant la direction y )

h
z 3.12 )
Hx = J oz d z ¢ 3.
h
T Tz
Hy : Moment fléchissant d axe x dO aux contraintes 0y par

unité de largeur ( suivant la direction x )

2

szozdz ‘ ( 3.13 )
h Y :

ry

ny { on ny y : Homent de torsion d'axe x ( ou y ) d40 s&sux

contraintes Txy par unité de largeur ( suivant la

direction v ( oun x ) .)

Nl:r

M :I T zdz ( 3.14 )

b4
h
2

Etant donné que pour chaque pli d'épaisseur ( h, - h __ )

{(fig-3.6-8) on a les w»émes contraintes et d'autant_plus que

15



Les contraintes sont discontinues le long de 1 axe =z
(f1g-3:6-b) il vient

h L éme

—_— o k= & o
Nx 2 x " P hk X
N = o d z = og d =z
b4 h . b4 b4
- —_ o ’ k=1° L1 o
ny 2 xy 3 ph hk-1 *y

{( 3.15 )
En faisant intervenir 1 expression des contraintes exprimée

en (3.8) , il est évident d écrire

iéme o
i

N, k=n pl x h, k, K
Ny = Ei [ @ ]k ° dz J dz + k J z dz
Xy e=1° pit :y ' hk-1 k xy k-1
( 3.16 )
Car : *x [ ] dépend du numéro du pli uniquement , non de

1a cote z
* { £° ] et { k 1 sont des caractéristiques du

stratifié donc indépendant de =z

d oa 1 équation finale des efforts résultants

NX 8: kx
Ny = [ A ] Ey + [ B ] ky
N e k
xy Xy xy
( 3.17 )
avec - k=ntémeplt
A; = CQ; KCh =h
k=1° plti
k:niéme i -
_ 1 —_ z 2
Bu -z (Q ij) - h )
k=1"° pli

En procédant de la méme fagon pour les moments , on a
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L é
H B o kK=n® mepl.i. h o
X 2 X k X
M = o z dz = o z dz
Y h Y b 4
—-— o k=1" 1 o
ny 2 xy . pht hk—1 Ry

( 3.18 )

Ainsi 1 équation finale des moments résultants devient

M £° k

x o x
Hy =[ B 1] e:y + { D] k
H o k

Hy xy »ny

( 3.19 >
avec - k=ni' émep“
-1 —_ 3 E]
DLj" 3 (a Lj) b  h )

k=1% pli

On peut écrire les efforts et les moments résultants sons une
forme condensée , obtemue en combinant les équations (3.17)

et (3.19) , pour enfin avolr les équations fondamentales d un -

stratifié
N : o
b= A s B e ( 3.20 )
M B X D k
Pour obtenir 1 autre forme désirée des éguations

fondamentales d un stratifié , les équations de L B ] et de [
M ] sont considérées séparement
De 1’équation (3.17) on tire [ £° ] qu on injecte dans

1"équation (3.19) , ce qui nous donne les courbures [ k ]

1

(kI =CD "1 {HI -0 1 0Cc"™* 1 [NT (3.21)
En substitﬁant dans 1 équation de [ =° ] , on a

(e 1=CrA T -IB* 1D 3¢0Cc™*1 )N
+ B 100" 1M ( 3.22 )

d’on en combinant les équations (3.21) et (3.22) sous la

forme condensée

17



( 3.23 )

J=0D7"]
" sachant gue :
(A" 1=04"1
(B"1=-(A"1(B]
[c*1=(B1LA "]
(p"1=CD1-CB1(A& 1(B]

18



3.3-Influence de la température :

S1 l'effet de température est imortant , alors la
déformation totale est la somme de la déformation dde au

chargement appliqué et de la déformation dde 4 la différence
de température .

£ =85 o + o AL ( 3.24 )
i i} 3 L

< 1 coefficient de dilatation .
1

en inversant 1 équation précedente

o = { £, — a At ) { 3.25 )
i i i i

dans le repére d’orthotropie 1 équation précédente s écrit

o1 £1 — o At
o2 = ( Q) g2 — oz AL ¢ 3.26 )
oa Y1z

Notons que les coefficients de dilatation n'affectent pas le

cisaillement .

Dans le repere ( x , y ) 1 équation (3.24) devient :

£ — a At
A x o
] = ( Q) e — a At ( 3.27 )
Y k ¥ ¥
ot y - a At
Xy xy Xy

daonc 1 expression des efforts devient :
ENI=CLA1(e 2+ LBI1CKY-{N 3 (3.28)
les matrices A et B sont déja definies et Nt } sont les

forces thermiques .

x
th}='j(F) o At dz ( 3.29 )

k
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d une fagon similaire les moments sont donnes par :

(M1=(B1J1(e® Y +(DI1ICK?I-{mM2

( 3.30 )
L L X
{ N } = j ( O )k ay At dz ( 3.31 )
o
Xy

k

On peut donc arranger les moments et les efforts résultants
comme sult =

LAdJ(Ce P+ 81 (K}

{ 3.32 )

,..,
2
et
Il
=
2
+
e
—
I

t B1{ e »+[D1]1C(K}
( 3.33 )

() e ) e
(o) [ ) EEy

H
x
R

Sl
1

i 4
+
3“

-
1l
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CHAPITRE 4

ERITERES DE RUPTURE
APPROCHE MACROSCOPIQUE

4.1~-Introduction

L etude de la résistance & la rupture des matériaux
compositeé g€st d'une complexité bien plus grande que
1l analyse des propriétés d'elasticité . En effet , lors d'un
chargement mécanigque ou thermique ’ des micratissures
apparaissent dans la matrice , des fibres se rompent , des
decohésions se créent aux interfaces des renforts et de la
matrice , des plastifications apparaissent sans entrainer la
ruine de la piece . Les processus de rupture des composites
sont d'une grande diversité et ne peuvent étre décrit que si

l'on connait =

- le critére de rupture de-chaque phase .

— l'état de contraintes et de déformations en tout -point
dans le mateériau .

— les phenaomenes de propagation des fissures .

= la nature de 1’'interface entre la matrice et le renfort .

Jusqu’a présent ces renseignements ne sont connus que
partiellement et 1 'obtention par 1 'analyse d‘une contrainte
limite au dela de laquelle il y a ruine du matériau est quasi
impnssible , car pour les matériaux composites on généralise
la notion de contrainte ultime par la notion de surface
limite appelée aussi envellope de rupture , cette surface

contient une infinité de contraintes ultimes .

Deux voies , qui permettent de traiter partiellement
le probléme de la rupture des composites semblent

actuel lement se dégager .

La premiére se situe dans une approche macroscopique

et globale du probléme qui consiste a rechercher soit une loi



SOLt un critere permettant de situer 1°état de contraintes
du mateérian vis—a-vis de ses résistances ultimes s, Clest
cette voie qu’'on abordera par la suite .La seconde vaie
consiste A prendre en compte les caracteristiques de

résistance de divers composants du matériau .

Deux modeéles simplifiés permettent alors d'éstimer les
caracteristiques de résistance du composite en fonction de
celles de ses constituants et daboutir & un certain type de
criteres appelés criteéres phénoménologiques', c'est 1 approche

microscopique de la rupture .

Un critére de rupture est une expression mathématigue
reliant les contraintes regnant dans ile matériau aux
tantraintes ultimes pouvant étre supportées par ce dérnier
Lorsque le critére n'est pas satisfait , 11 y a ruine local

du matériau

4.1.1-Principes généraux

Un critere de résistance ou de rupture est caractérisé
par la connaissance d’une fonction scalaire ¢ dépendant du
tenseur de contraintes [ OU l] . Il n'y a pas rupture du
materiau tant que les contraintes régnant dans ce dérnier ne
depassent pas les contraintes ultimes ,c’est a dire tant que
l1"1neégalite suivante est satisfaite: ¢ ( o ) 1
Larﬁque l'inegalite est atteinte c est a é;re ¢ [ OU 1 =1
nous obtenons i1’enveloppe de rupture ou la surface
limite , cest une surface de RS
Une telle approche de la rupture ne .fait pas appel aux
mecanismes intimes et évolutifs de la rupture ,elle ne tient
compte ni de 1°'endommagement occasionné par un chargement
ni de la degradation de certains renforts ,ni de la fatique
subit par le matériau lors de chargement répété . Notons que
deux difficultés sont inhérentes & cette approche ;3 la
premiéere reside dans le choix de la fonctiaon ¢ , la seconde
dans la détermination des paramétres liés & la fonction ¢ ,

ces derniers ne peuvent é&tre fixés que par des essais.



Le nombre d’'essai croit avec le nombre de paramatres.
Ajoutons qu’ expéritalement chaque parametfe doit eéetre le

resultat de plusieurs essais pour eétre acceptable .

4.2-Critére de la contrainte maximale

Cette approche consiste & &tendre les connaissances
acquises dans le domaine des mateériaux isotropes . Elle
s‘applique essentiellement aux materiaux fibreux A& Ffibres
unidirectionnelles , la fibre é&tant la sSource principale de
résistance .Dans ce critére , les cantraiﬁtes dans le repére
principal du matériau doivent étre encadreées par des limites
données pour que la reésistance du matériau soit assurée ’

c'est 4 dire :

1Y
- X "< o112 <. X tenue selon la direction 1

- Y "4 o2z £ Y ) tenue selon la direction 2
-8 < o012 ¢ 8§ tenue selon la direction 1.2
( 4.1 )

aveo

X : est la limite de traction dans le sens des fibres s selon
l axe 1 .
X' ‘:est la limite de compression dans le sens des fibres |,

selan 1 'axe 1

Y: est la limite de traction dans le sens perpendiculaire aux

fibres , selon 1°axe 2

Y ‘e est La limite de compression dans le sens

perpendiculaire aux fibres , selon 1'axe 2
5 : est la limite de cisaillement dans le plan (1.2)

Toutes ses valeurs sont mesurées expérimentalement .

Notons que dans ce critére , il Ny a pas d’intéraction entre

o141 , o022 et o1z .

4,.3-Critére de la déformation maximale

Le critére de la déformation maximales’' exprime de
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fagon similaire a celui de la contrainte maximale , mais ces
deux critéres ne sont pas equivalents,dans ce cas se sont les
deformations qui sont limitées au lieu des contraintes . Ce
critere est aussi_ une extrapolation des critéres

classiques aux matériaux anisotropes .

lLes deéeformations mesurées selon les axes 1,2 du repére

d'arthotropie sont : g1, £z et £12 selon le plan (1,2) .

On dit que le matériau est en état de resistance si

et seulement si £1, £2 et £12 sont tels que :

- X "4 £11 € X
£ £

~ Y "¢ o2z <Y ( 4.2 )
£ £

avec

X t'est la limite de déformation dans le sens des fibres en

traction .
XE‘ : est la iimite de deformation dans le sens des fibres en

compression

Ye : est la limite de déformation dans le sens
perpendiculaire aux fibres en traction (selon 1 'axe 2) .

Ys‘ H est la limite de déeformation dans le sens

perpendiculaire aux fibres en compression (selaon 1 axe 2) .

Ss : est la limite de déformation par cisaillement dans le
plan (1,2) .

Ces valeurs sont mesurées expérimentalement .

On peut relier les déformations admissibles Xs ,X; . Ye s Y;
'SE aux contraintes maximales admissibles X , X’ s Y , ¥ ,5
On considére pour cela une éprouvette de matériau renforce

unidirectionnelliement qu’ on soumet a des contraintes

élémentaires

On sait que :
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( o114 — vi1z o2z )
E11

1
Ei1

{ oz2 — v21 o1 ) { 4.3 )

o112
axz

lorsqu’un essai de traction est pratiqué selon 1‘axe 1

des fibres , on a o1 # 0 , o2z =0 sonz = 0 1l vient :
o114
£11=
E11
la rupture a lieu lorsque o1 = x | s2lle provoque ainsi  la
. . . . X
deformation maximale en traction x » soit: x = -
£ £ - Ei1
. . -X -
De méme en compression , on a : —-x =
£ E11
cw X -

P - EZ2
On obtient aussi suite A& un essai de traction selon 1 axe

2: Y = Y Ez22

Et un essai de compression selan 1°axe 2 y ON a Y’ = Y; Ez22

Un essai de cisaillement dans le plan (1.2) nous fournit :

On a finalement :

X" = X' E11
vy' = v° E2z
. ( 4.4 )
s = 8 Q@12
£
X = X  FEi
£
Y = v E22
£
On peut écrire enfin :
- 1 '
- x - X —— ( o011 — pvaz o022 ) < X%
& E11 £
. 1 )
- Y 8 —= ( oz2 — vtz o222 ) < ¥
£ E22 £



o112
=

- 5 A <
& G112 &

De plus d aprés la formule ( 4.4 ) on a :

X e P { o11 - b2 oz22 ) < X
E14 Ei11 T O E14
-y 1 Y

S —— {02z - viz o022 ) <
Ez2 E22 £22
-5 o112 s
< <
a1z E-TY asz2

Soit fTinalement :

- X- < ( o121 - w1z o2z } < X
- Y < ( o222~ vi12 oz2 ) < ¥ { 4.5 )

-5 < o1z < 5

La différence apparait ainsi entre le critére de la

contrainte maximale et le critére de la déformation maximale

4.4-Critere de Tsai-Hill

4.4.1-Tenseur et matrice de fragilité :

Les critéres de la cohtrainte maximale &t de 1la
deformation maximale ne montrent daucune intéraction entre
o111, o2z , et o1z .

la tenue dans une direction donnee est liée é la
contrainte existant dans cette direction , mais ne dépend pas
des contraintes appliquées dans les autres directions . Le
critére de Tsai-Hill introduit une relation entre les
contraintes appliqueées .

Dans le cas général, un champ de contraintes régnant dans le
matériau est caractérise par : atj s L. j=1,2, 3
La fonction ¢ proposée par Tsai-Hill est une expression

quadratique des composantes du tenseur de contraintes soit
¢ ( au ) = fun au S (sommation sur i,j,k,1)
( 4.6 )
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On dit que le matériau est en etat de résistance si
1'inégalite ¢ ¢ OU ) < 1 est vérifiée . La rupture a lieu
dans le cas ou 1"inégalité est atteinte ou depassée , c'est &
dire ¢ ( GU } 2 1 _Dhans 1" expression precedente de ¢ , les
81 coefficients fqm. sont les camposantes d‘un tenseur
appelée tenseur de fragilité . Comme pour les rigidités et les
souplesses , les fragilités sont des caractéristiques des
proprietés de résistance et d’'anisotropie du matériau . On

Peut ecrire ¢ ( o ) sous la forme sulivante :
i}

ftjkl EHx3I t
¢ (o) =1[ o1 . [ o 1
i %] . 9]
3Ixb Ix3
| |
avec : [ o 1 = [ o11 ozz oaa o2a O3l 012 o032 o013 o221 ] .

1j
comme le tenseur de souplesse , le tenseur de fragilite

possede les propriédtés de symetrie classiques s+ A savair :

ft_ikl. - rji.kl

TijkL rijlk

L LI

Ljkl klij

11 reste comme en elasticité 21 coefficients caractérisant le
tenseur de fragiliteé . On introduit une notation
relative aux fum,ce qui permet d'introduire une matrice de
fragiliteé [ fij 1l de 36 coefficients et le vecteur colonne

des contraintes :
L o ]'—*[0110’220‘330230‘310120920130’21]..
La fonction ¢ de HILL s’'écrit :

¢>(oi_j)=£cr“] Lr 1L o 1] { 4.7 )
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Lorsgue le matériau étudié est orthotrope et que les axes 1 ’

3

< 4, 3 sont les axes d’'orthotropie , la matrice [ F 1l prend
L) '

la forme simplifiée suivante .

[ Fi1 F12 F13 i
F21 F22 F23 O
Fai F3z Fag
Fdd
Fss
Q
L Foo i

( 4.8 )

et le nombre de constantes F caractérisant la fonction ¢ se
L

J
réduit A neaf .

4.4.2~ Influence de la pression de confinement .

On admet q une -pres5inn de confinement en pression
hydrostatique quelque so0it sa valeur n'influe pas sur la
resistance du matériau 4 la rupture 1c'est a dire que 1la
fonction ¢ doit vérifier la propriéteé suivante :

+ =
¢ ¢ % fol é'\j ) ¢ ( “; )
cela implique les relations suivantes entre les camposantes

du tenseur de fragiliteé :

Tk ‘5k1 =0

H avec 1 =1, 2 , 3
f & & = 0 ] = 1 2 3
Lkl Tkl i 3 ’ * 2

or la seconde relation implique la premiére et 1la
neutralité de la pression de confinement vis-a—vis de la

résistance a la rupture du matériau se traduit par :

= 0 aver i

|
[
N
i

r &
Ljkl Tkt

ou sur la matrice de fragilité par les six relations

suivantes :
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F . +F +F =20 avec 1 =1 , 2, &
1] 2) 3

on voit ici apparaitre des simplifications supplémentaires
dans la matrice de fragilité .Dans le cas particulier d’'une
matrice orthotrope ; compte tenu de la forme de la matrice
de fragilité ( formule 4.7 )

on a :

an obtient imédiatement

F. o+ F +F =0 unigquement pour j = 1 s 2 4, 3
1) z) 3)
En élimipant Fia , F2z , Faa ., on obpbtient une nouvelle
expression de la matrice de fragilite .
PF12+F13) F12 Fi3 T
—(Fiz+F23) 8]
-{F31+F3a2)
SYM Faa
F55
| ' Fos |
( 4.9 )

la matrice de fragilité d‘un matériau orthotrope ne dépend

que de si1x ceoefficients indépendants .



4.4.3-Détermination des coéfficients fixant le critére

La fonction ¢ du critére ae TSAI-HILL s écrit :

plo)y=Lo 1 ¥ 1[c 1 ( 4.10 )
1) L) L] Ly

aver 1a matrice [ F } obtenue ( 4.9 )
L)

En general , on introduit de nouvelles variables F « G LH

définies ainsi

. = Faa M = Fss . N = Fao
F = ~Fza 6 = ~Fia H = —Fi2
1}l vient :
Fizs = G + H Fzz = F + H Fza = F + G

et la fonction ¢ caractéristique du critére s écrit :

) 2 2 _ 2
= +
qp(oru_) ( G H-) o»”+(F+H)orzz+(F+|_-,)cyEla

- 2 Ho o - 206 o o - 2 F o o
11 22 11 as 22 33

+Lo§3+H0:3+Nof2
{ 4.11 )

4.4.3.1-Détermination des fragilités F , 6 ,H

On realise un essai de traction dans la direction 1
sur une eéprouvette tridimensionnelle d’un matériau orthotrope
Le champ de contraintes a4 1 interieur de l‘épfouvette est
caracteriseé par o , les autres sont nullles . o411 augmente

de zéro a la valeur de rupture x par traction dans le sens

des fibres . lorsque o011 = X , la rupture a lieu c'est & dire
d apres 1la formule ( 4.11 ) , ona:
( 6+ H) x¥ =1 » 6+ H= 1

x2

de meme un essal de traction dans la direction 2, fait

passer la contrainte ozz régnant dans le matériau de O a ¥
limite d’ élasticite dans le sens 2 , on a :

i -
NE

( F+H) Y =1 ’ {6 +H) =

un essai de traction selon 1'axe 3 nous permet de determiner



la valeur de { F + G ) s ON a :

1
Z

(F+6) =
[ 2

4.4.3.2-Détermination des coéfficients L s M o N

Les wvariables L , M , N font intervenir les
contraintes
Des essais de cisaillement permettront de les déterminer . -
L 'eprouvette précédente est soumise A un essai de cisailement
dans le plan 1 ,2 seul oiz agit sur 1'éprouvette , la rupture
a lieu lorsqu’on atteint la valeur S s limite de cisaillement
dans le plan 1 ,2 .

on a d'aprés la formule ( 4.11 )

de meme un essai de cisaillement dans le plan 1 ,3 détermine

la valeur de M on a :

-

a partir d'un essai de cisaillement dans le plan 2 ,3 on

obtient la wvaleur de L

Les six essais precedents ont permis de déterminer les
coefficients fixant le critére de TSAI-HILL . Pour un
materiau orthotrope les fragilités F » B, H, L , M, N sant

lides aux tensions de résistance :

6+ H= 1 2H=—1 + L _ o M=
x? X Y Z )
F+H= -2 25 =—1 . 12 - 12 M = 12
v? xZ z Y K
F+g= 1 2F=—2- + L L R
A ¥ i X Q

( 4.12 )

Avec X .Y ,?2 sont les contraintes de résistance altimes en
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traction respectivement suivant les axes 1 ,2 et 3 .

& , R , et § sont les contraintes de résistance ultimes en
cisaillement respectivement dans les plans (2,3),{(1,3) et

(1,2) .

4.4.4-Critéere de Tsai-Hill en contraintes planes

Dans le cas de matériaux de faible épaisseur » C ést a
dire plagues ou cogues , 1 é&tat de contraintes est plan et le

critere de rupture prend la forme simplifide suivante :

2 2 2z .
¢ { o ) = Fu1 o + F2z o + 2 Fiz o o + Foos o < 1
ij 11 22 11 22 12

( 4.13 )

Comme précédement , les fragilités Faa » F22 , et Foss sont
relides aux contraintes ultimes en tractiom X s Y et en

cisaillemnt 8 par les +elations :

{ 4.14 )

La fragilité de couplage Fiz ne peut étre mise en évidence
que par des essais biaxiaux et des essais hors axes , pour
halier a la difficulté de tels essais , certains auteurs
préconisent' le caleul de Fi12 s moyennant certaines
hypothéses & savoir , le critére de Tsai-Hill est surtout
utilisé pour des composites a fibres uni-directionnelles
lorsque 1'axe 1 est 1 axe des fibres TSAl suppose que le
point o111 = o22 = Y » 012 = 0O est sur la surface de rupture
Il vy a donc'_ruine du matériau lorsgue les contraintes
normales o111 et oz:z atteignent la tension ultime transversale
Y . _
on obtient d'aprés ( 4.13 ) :

Fir Y2 + Fzz Y2 + 2 Fi2 Y =1

il vient :
Fag=— —1 ( 4.15 )
XZ

la fonction ¢ prend la forme suivante :

(o
k3



( 4.16 )
4.5—Critére de tsai—WU

L' une des méthodes d’augmenter la correlation entre la
théorie et ) expérimental est d’augmenter le nombre de termes
dans 1 'equation de prédiction .

TSAl et WU ont proposé 1'expression suivante :

+ Fijovoy =1, 1,3 =1, & {( 4.17 )

ot o4 = T23 , o5 = T13 , o = Ti2 .
Dans le cas des contraintes planes ,1'expression se réduit &
2 2 2
Fia o + Fzz o + Foos o + Fi1 o + Fzz o + Foo o
11 22 so 14 22 o6

+ Fi12 o o = 1
11 22

En utilisant des tests uniaxials de traction et de

compression sur les 2 axes ,on obtient les differents termes
|

existants dans 1 expression .

Fia = 1 + 1 . Fzz = 1 + 1
X X Y Y
t < t <
Fag =— 3% _ 1
X X Fzz =-
e t Y Y
c ot
- 1
Fos = O Fes = 2

S { 4.189 . )

pour déterminer Fiz il faut appliquer un test biaxial

(o1l = 22 = o )}

Fiz = 1 1~ 12 + 41 o + 1 + 1 o
207 X X Y Y X X Y ¥
t c t c c t c L
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- Propriétés du stratifie

- Proportions entre les
charge appliquées .

—_—

- Calcul des matrices de

rigidités .

A, B, D

~Calcul des déformations diies
aux contraintes thérmiques.

l

- Calcul des déformations et
des courbures dans le plan M

median .

l

- Caloul des déformations
dans le plan d’étude .
X X X
( EK’ 6‘: 7X¥ )

l

- Calcul des contraintes
dans le repére d’étude

{ le an ™ )
oy oxy
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-~ Calcul des contraintes
dans le repere principal
( X X X )
01 :02 » ‘TIa

i

§i toutes
les couches
résistent

non

Y

- fugmenter la charge Jusqu’a

la pupture de certains plis

- Elininer les plis rompus en

annulant leurs propriétés.

Inpression
des résul tats

GD
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EXEMPLES

On a considére le cas du matériaun compousite ( carbone /
:paxyde ) dont les caractéristiques mécaniques sont les

suivantes :

E = 134 e0% Pa
11
ZZ
G = 4% end Fa
a2
w = 0.25
12
a = - 0.12 e—Q&
a = E.4 &-06

Exemple 1
1.1 ~Esxai de traction .

Soumettons jusqu*a la rupture un pli d’orientation
quelcongue a4 un effort de traction Nx
Les résultats de 1l°essai sont donnés par les fig.1--3.a et
fig-1-3.b on remarque qu’ au far et a mésure qu’on s’eloigne
de 1’orientation 0O° , la charge de rupture diminue
considerablement ; les plis a 0° sont trés résistants car la
majorité de la charge est supportée par les fibres ., ces
derniers sont triés rigides . FPour les plis a 907 , 1la
majorité de la charge est supportée par la matrice , celle ci

est beaucoup moins rigide .

1.2 -Essai de cisaillement

On applique dans ce cas une charge de cisaillement ny
Les résultats sont donnés par la fig.1-1 .
Les plis a 45° se rompent les premieks , au fur et a mesure

gu’en s’eloigne de 45° , la charge de rupture augmente .

1.3 -Essai de fléxion

-~

On appligque dans ce gas un momment de flexion H& -
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Les reésultats de 1'essal sont donnés par les fig.1—-4.a et
Fig.1-4.b . On a les méme remarques que 1l exeaple 1

l1*effet du momment Mx est le méme que celul de la charge Q‘.

1.4 -Esxssai de torsion

Appliquons maintenant un momment de torsion Fky .
Les résultats sont donnés par la fig.1-2 .
Un remargue gue dans ce cas aussl ., 1Peffet du momment de
tarsion M - est le méme que celui de 17effort de cisaillement
M . 7
®y

Exemple 2
Essai de taction en tenant compte de l'effet de température

On refait le m@éme essai de l7exemple 1.1 , mais cette fois en
introduisant les coéfficients de dilatation ( At = 20°c )
On remarque dans ce «cas la charge de rupture appliquee

diminue car les contraintes thermigues viennent s*ajouter .

EXEMPLE 3

Un refait les quatre éxperiences de l7exemple 1 ,mais

cete fois ci au stratbifiée sulvant
O /45 /7 =45 /7 &0 /7 90 1
Z z 2 2 s

Hauteur du stratifiea H = 0.012 ma

Four le cas d'un stratifié symétrique soumis a un seul
type de sollicitation , on peut prevoir le numéro des plis
qui se rompent les premiers et on peut méme calculer 1la
vharge de rupture du stratifié en utilisant les résultats de

17¢xeniplie 1 celle ci est égale &

F = n N
n - nombre des plis qui se rompent les derniers .
N : 17intensité de la chrarge qul cause la rupture d'un de
ves plis .
cette prévision devient trés difficile si le stratifie n’est

‘pas sym@trique ( exemple 4 )} et encore pire si le stratifie
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ast SOUMlS a plusieurs types de- sullicitations

{ edemple S )

EXEMPLE 4
"Fssai de traction sur un stratifié¢ non symétrique .
(o / 30 /7 —-30/ 45 /7 45/ &0/ —60/ 902]

Hauteur du stratifié H = 0.1 mm

EXEMPLE 5

Stratifie symétrique s oumis aux différents types de

sollicitation et en tenant compde de Ireffetde température
(o / 307 =307 45_/ —45_ /7 &0/ 90 1
3 2z 2 2

Hauteur du stratifié 4 = 0.024 mm
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Ec:sul.tats de L’axsz»[e 3

SH6 2K A KRS S KA AR S AR 2K o oK KK Sk 3K 2 HOR R SR K 3K K K K KKK
#*Application d 'un effort de traction Nxx

2k S SK R SR A I oK A S KKK K KK K K 3K 3 30K 5 K 3K K KO 3OK K

K2 RS54 R K S R O SIK K K O HKKK K K K X

echec du pli nc : 6
S TR K K KK KRR SR KRR K HOR OKR KK
teta: 90. 000
la charge: 750000.0000
deformations dans le plan median:
-, 0002 . 00086 -.0001
la courbure
. 0000 . 0000 .3000
les deformations dans le repere (x,y):
-.0002 .0006 -.0001

les contraintes dans le plan (x,y):

contraintes dans le repere principal:

~177704869.8227 42330723.8876 431377.3787
K K KK R K K KKK R KK K KK K
echec du pli no 7
A R KA A K oK K A K 3K 3K 3K K K K 3K 2K K K K K KK K
teta: 90.000
la charge: 750000.0000
deformations dans le plan median:
-.0002 .00086 -.0001
la courbure . :
Q000 , . 0000 . 0000
les deformations dans le repere (x,vy):
-.0002 .0008 -.0001
les contraintes dans le plan (x,y):
42330723.8378 -17770468.8227 ~431377.3787
contraintes dans le repere principal:
-17770469.8227 42330723.8976 431377.3787
3SR SR KR A I 3K K S K K KK K K KKK 3K K ok
echec du pli no 3

KRR K 3K KKK A 3K 5K S SR K S K 3 K K K KK K
tets: 45.000

la charge: 940000. 0000
deformations dans le plan median:
-.0001 .0008 -. 0002
la courbure . ‘
.0000 . 0000 .00oo
les deformations dans le repere (x,y):
-.0001 .00o0s8 - —-.Q0o02
les contraintes dans le plan (x,y):
73140634 .2870 . -11689997.9308 ~-749043.9157
contraintes dans le repere principal:
29976274 . 2624 31474362 .0938 -42415316.10849
3K 3K KA K oK oK oK o S K KK 3K 3K AR K K K K K K K K
echec du pli no 4

S K K KK K KKK 3K A K oK KKK KSR KK A K oK oK K K
teta: 45,000

la charge: 940000. 0000
deformations dans le plan median:
-.0001 -.0008 -.0002
la courbure
.0000 . 0000 . 0000
les deformations dans le repere (x,y):
-.0001 .0008 -. 0002
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1es contraintes dans™le plan (xX,¥):
73140634 .2870 -11689997.9308

contraintes dans le repere principal:
29876274 .2624 31474362.0938

KoK 43 KKK K K K K K K A K KKK KKK K

echec du pli no g

S KK KKK 3K K K KR SRR K KR OARKOKAOK K

teta: 45.000

la charge: 940000.0000
deformations dans le plan median:
-.0001 ejeist:
la courbure
.0000 . 0000
les deformations dans le repere (x,¥):
-.0001 . 0008
les contraintes dans le plan (x,Vy):
73140634 .2870 -11689997.9308
contraintes dans le repere principal:
29976274 . 2624 31474362.0938
3K oK o A K K K K HORSHOR K KRR KKK KOK
echec du pli no 10

S KK K KKK SK K SR KRR K KK R OR K Ok
teta: 45.000

la charge: 940000.0000
deformations dans le plan median:
-.0001 .0008
la courbure
.0000 . 0000
jes deformations dans le repere (X,¥):
-.0001 .0008
les contraintes dans le plan (x,¥):
73140634.. 2870 -116899987.9308
contraintes dans le repere principal:
29976274 .2624 31474362.0838
S oK 3K oK R KKK K KOK 3KOK KK KKK HOR HOR KR AK
echec du pli no 5

******************************
teta: -45.000

la charge: 340000.0000
deformations dans le plan median:
-.0001 .0014
la courbure
. G000 . 0000
les deformations dans le repere (x,y¥):
-. 0001 .0014
les contraintes dans le plan (x,y):
149117011.8180 -4206839.8938
contraintes dans le repere principal:
668537305.3773 76372866.5473
S K o oK oK KK K KK KKK K KKK OKRHORK KKK
*¥echec du pli no 8%

KK KK ACK 3K 2K K K R K KRR KOR K KOR KK KK
teta: -45.000
la charge: §40000.0000
deformations dans le plan median:
-.0001 .0014
la courbure :
.0000 .0000

les deformations dans le repere (X,¥):

-.0001 .0014
Lo

-749043.

-42415316.

9157

1089

.0006%2

. 0000

-743043.

-42415316.

.0002

9157

1088

.0002

.0000

-749043.

-42415316.

.0002

9157

1089

.0oos

.0000

.0008

3917780.
76661825.

5853

8564

.0009

.0000

.00oGs



‘les contraintes dsns le plan (x,v):

149117011.8190 -4206839.85938
contraintes dans le repere principal:
68537305.3773 76372866.5479
ST K Kk K KK KK K SOK ORCEAOK KKK
echec du pli no 1
SRS K KK o 3K SO K K SR KK KR KR KR KRR
teta: .000
la charge: 5090000.0000
deformations dans le plan median:
-, 0007 .0113
la coarbure -
.0000 . 0000
les deformations dans le repere (X,V¥):
-.0007 L0113
les contraintes dans le plan (X,y):
1272500000.0000 . 0000
contraintes dans le repere principal:
1272500000.0000 . . 0000
TS T IEiTISTITTI LTSS LEL L LS 3
echec du pli no 2
S oK S 3K oK K A KRR EHOKOIOK RO XK KK
teta: . 000
la charge: © 5090000 .0000
deformations dans le plan medilan:
~. 0007 .0113
la courbure
0000 .0oqgo0
les defarmations dans le repere (x,¥):
-.0007 .0113
les contraintes dans le plan (x, y)
272500000.0000 .0000
contraintes dans le repere principal:
1272500000.0000 L0000
KKK A ok K 3 A K K K K 3K K oK K K oK K K K OKR K
echec du pli no 11

teta: .0Q0o :
la charge: 5090000 .0000

deformations dans le plan median:

-.0007 .0113
la courbure

.0000 .0000

ljes deformations dans le repere (x,v¥):
: -.0007 L0113
les contraintes dans le plan (X,¥):
1272500000.0000 .0000
contraintes dans le repere prlnclpal
1272500000 .0000 . 0000
****************************
echec du pli no 12

. 3K 3 5K S 3K 3 K K K o K K K K K 3k KK 3K K K K K
teta: .000

la charge: 5090000. 0000
deformations dans le plan median:

~.0007 0113

la courbure
. 0000 .00c0

les deformations dans le repere (Xx,V):

-.0007 L0113

L7

3917780.5853

76661925.8564

.0000
.0000
-.OODO
.000G0

.0000

.0000
.0000
.0000
.0000

.0000

.0000
.0000
.0000
.0000

.0000

.0000
.0000

.0000



les contraintes dans le plan (x,¥):
1272500000.0000 .0000
contraintes dans le repere principal:
1272500000.0000 .0000
ROROKR KRR KKK K RO KORKR R KHOR KKK

echec total du stratifie!
KK K K K K KR SK K K KK R OIKOR KRR ORKOK
la charge maximale Nx= 5090000.000000000000000
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HRHOR KK AOR OO KOk RO KKK KKK KK K X
fAapplication d'un moment Mux
FRERREFRRRRAOR KKK KRR KKK K

AHRERKERRKE KRR NN R N R KKK
echer du pli no 5
K0 0RO 30K KK KK K KKK 5OK K K OK K K K
tedias 45,000

la charge: 2HDE QOO0
detormations dans le plan median:
L OO L OO0

la courbure

-, 0176 1645
les deformations dans le repere (%,y):

LOO0L —. 0007
les contraintes dans le plan (:x,y):
mBQLTEGED] 4877 3E21024.7435

contraintes dans le repere principal:
~531442796, 5332873 . —34175700.2158
EARKKRR K KER KRR K R KRR KRR KK KKK

echec du pli no 14

FRRK KKK K RO N KA KRR KR KKK KKK

teta: 45,000

la charge: 2695, 0000
deformations dans le plan median:

L 000 L O000

la courbure
- 0175 . 1643

les deformations dans le repere (:,y):

- 01 L O0OT7
les contraintes dans le plan (x,y):
OPAERPR21 .4877 —-3821024 .743248
contraintes dans le repere principal:
14427945287 34173700.2158
(SRS ISFSEERSCO RS RS EEE
eches du pli no 4
K K KKK KKK KKK KKK OK K XOKOK K 50K K KOk K X
tete s 45, 000
la charge: 24950000
deformations dans le plan median:
slalels’ 000
la couribure
L QRRR . 2868

les deformations dans le repere (x,y):

L0001 - 0009
les contraintes dans le plan (x,y):
~FOLP0288.8614 5468588, 0725
contraintes dans le repere principal:
414267054814 ~4 3294995, 3075
EEEERERRXRMEK R KKK R R KR RK R KK KX

echec du pli no : 4
HOKOK 30K K HOKOIOK K K K K OK XK KOO Rk R ROk kK
teta: 4.5, 000 .

la charge: 2695, 0000
deformations dans le plan median:

L OO0 N alulula
la courbure [’-g

(IRIeI

—.OR8LE
1266451 .84357

JHOT02TI, 1156

« OO0
- 081x

- o DDA

~15366451.84%7

=ILHT027T, 1156

L D000

934144 .91730

47929478 . 44670

OO0



=L ORED 28468 —.0741
les deformations dans le repere (,y):

- 0001 s alel - 002
les contraintes dans le plan (x,y):
ROAY0IBE . Bé&H14 —-006B388.0725 —-234144.,9130
contraintes dans le repere principal:
414267054814 AT294995 2073 —47929438 . 4670
KKK 0K AOK AR KK KKK 5OK K X KK K K
echec du pli no 3
HOK K KK OKOROK K KK K RO OK R KKKk K
teta: —45.000
la charge: S 2675, 0000
geformations dans le plan median:
RERTRTSIN] L DOO0 L0000
la courbure '
-, 0%18 W BTO0 2404
les deformations dans le repere (x,y):
L0001 -, 0011 ~ L0006
les contraintes dans le plamn (x,y):
—1RBEFHRYEH. 2329 4419515.5248 —2019024 , 29835
contraintes dans le repere principal:
—R724YLYE . 9545 ~&1287244.,7516 —-6I687735.8799
KR OKOK KKK HOK 3K 3K 3K KK 30K 3K 50K ok 3 K KK KOk X
echec du pli no b
EXORR AR RN ER KRR KK KRR ROK RO R KKK KK
teta: QO QOO0
la charge: ' 2695, 0000
deformations dans le plan median:
L D000 L QOO0 VTS TRIE]
la courbure
—-. 0518 . D700 2404
les deformations dans le repere (H,y):
L0001 - 0004 — . 0002
les contraintes dans le plan (x,y):
~&la4T 7781165 2209797 .7634 =1009312.1993
contraintes dans le repere principal:
2A097H7.76T4 ~&41477978, 11465 10095121993
LSS EE SRS RESS IS TSSO TR
pchec du pli no 7
K58 3K KKK K KK K 0OK 30O 0K K 0K KK K K X
Tetas: PO L OO0
la charge: 262500000
deformations dans le plan median:
L D000 0000 L0000
la courbure
-.0518 - D700 - 2404
les deformations dans le repere (x,y):
- 01 L0006 2 OHO02
les contraintes dans le plan (x,y):
61477978.114658 ~2209757.7434 1009012,1993
contraintes dans le repere principal::
—2209T7H7 . 7654 61477978.1145 ~1009312.1993
230K KK KOK 30K OKKOK KOK KOK 50K KK KK K K K K Kk K R
echec du pli no 8

HCOKHOKOK XH0K K K 000K K 3 0080K KK % KK K Kk K Rk
teta: 435, Q00
la charge: 24695.0000
deformations. dans le plan median:
- OO0 L OOO0 L0000

la courbure
50
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-

~Z.6315 45,3297 L0000
les deformations dans le repere (x,y):

—. 0027 L0453 L0000
les contraintes dans le plan (x,y):
S0O85000000 , GO0 L QOO0 . L D000
contraintes dans 1le repere principal:

SOE5000000 .. 0000 . QOO0 - D000

echec total du stratifie!
EEKRNEEEE AR AN R KKK AN EN KRR KERNEAKNKKR KA KKK

le momenta maximal Mu= TEQOQ, OQQOQOGOOCOO000 X
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CHAPITRE 5

MECANIQUE LINEAIRE ELASTIGQUE DE LA RUPTURE ( M.L.E.R )

les concepts de base de la M.L.E.R ont été formulés
pour les ruptures brutales classees selon  deux types jles
ruptures fragiles et les ruptures semi fragiles ( ou ductiles
: ruptures aveg faible déformation plastigque ).A l'origine
de chague rupture brutale se trouve un defaut , un wvide ou
une Tissure . Il apparait donc que les calculs habituels de
la mecanique des milieux continus ne peuvent prévoir la
rupture puisqu’ils supposent 1 absence de tout défaut .
Ainsi ,le but essentiel de la M.L.E.R c’est de caractériser
la résistance d'un matériau & la rupture a partir d’un
defaut. .
On va examiner dans ce qui suit 1'application de 1a M.L.E.R

pour les cas des matériaux isotropes et anisotropes .

2.1 ~Matériau homogéne élastique isotrope :

5.1.1 — Généralités sur les ruptures:

A l'echelle macroscopigue , les surfaces de rupture
sont lbin d’avoir des formes simples , on peuat cependant
considerer deux modes principaux de rupture : la rupture
plate et la rupture inclinée . le premier cas de rupture se
retrouve généralement dans des ruptures se produisant avec
une faible défarmation plastique ( rupture fragile ) . Quand’
le plan de rupture est incliné , la rupture s accompagne
d'une torte déformation plastique .Dans la plus part des cas

la rupture est une combinaison des deux types elémentaires

préceédents .

On montre que 1°'etat le plus géenéral de propagation
d'une fissure peut €tre ramené & la superposition de trois

modes simples &

— mode I ou mode par ouverture ( fig— 5.1 )

les surfaces de la fissure se déplacent perpendiculairement

53



FI1G-5.1-~

MODE PAR OUVERTURE

C NODE I D

. ' F1G8-5.2-

e GLI GSEMENT DRO[T

C MODE LT D

F1G-5. 3~

GLI SSEMENT V1S

¢ MODR II1 )




o

1'une par rapport & 1 autre .

— mode II ou mode par glissement droit ( fig-5.2 )
les surfaces de la fissure se déplacent dans le méme plan

perpendiculairement au front de fissure .

— made IIl ou mode par glissement vis (fig-5.3 )
les surfaces de la fissure se deplacent dans le méme

plarn , parallélement au front de fissure .

Il est a signaler que les ruptures dangereuses sont
genéralement des ruptures de mode I . C'est la
raison pour laquelle la plupart des études de la mécanique
de la rupture ont porté sur ce mode .

Un s’intéressera dans ce qui suit uniquement au cas du mode

I.

5.1.2 —Champ de contraintes et de déplacements au

voisinage de 1l 'extrémité d’une fissure .

La presence d'une fissure dans une structure
perturbe énorhément le champ de contraintes . Pour rendre 1le
probléme plus simple , la structure est - supposee €tre
elastique linéaire isotrope , et le probléme est plan .

En se basant sur la théorie de 1 élasticite s BG.R.IRWIN
(1954) a pu établir les équations de contraintes et de
déeplacements au voisinage du front de fissure pour uwun paoint

de coordonnées polaires r et 8 (fig—5.4 )

o'x . 1- sin(68/2) sin(38/2)
3
Txy b = - cos(8/2) | Jin(e/2) cos(36/2)
oy znr 1 + sin(8/2) sin36/2)
(5.1)
.2
7] Kr cos (8/2) [» ~-1 + 2 sin“(6/2)]
_ / r
T 2l 2 . 2z
{ v } { sin(e/2) [x — 1 — 2 cos"{6/2)] }
(5.2)
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+# — Module de cisaiement ;

# = 3 - 4vu : deéformation plane (g£z = Txz = Tyz = O )
x = ‘%“{‘%?L_ scontrainte plane (oz = oxz = oyz = O )
3 1./2)
les contraintes varient proportionnellement & [ = ]

et tendent vers 1’'infini A l'extrémité de la fissure y Quand
r devient petit . la distribution de 1la contrainte oy est
tllustreée dans la (fig—-5.95) pour 6 = O .

pour de grandes valeurs de r la contrainte oy tend vers
zero, alors qu’elle doit +tendre vers la valeur de la
caontrainte exterieure o (contrainte appliqueée a4 1'infini . sur
la structure ) . Apparemment 1les eéquations (5.1) sont
valables uniqument dans une zone limiteée autour de la t#te de
fiésure -Les formules ci—dessus (5.1) et (5.2) sont toutes de

la mé&me forme :

[ K1
o = — f (8 (5.3)

L)

. 27r
K1
u = — Y g (&) (5.4)
L 21T L

L 2 '

Elles montrent que les chgmps‘ de contraintes ‘et de
deformations au voisinage de 1 'extrémité d'une fissure ont
toujours la méme forme quelles que socient la geometrie de 1la
piéce et la fagon dont elle est chargée . cette analyse a
permet &4 G.R.IRWIN de mettre en évidence un facteur
independant des coordonnées polaires r et & s f;iéant la
synthése de la géométrie et du chargement, qu’il appela :
facteur d’'intensité de contrainte, facteur unique : K . Ce
facteur K qui traduit en fait , 1°'état de contrainte au
voisinage du fond de fissure admet une valeur critique notée
KC, pour laquelle @’amorcage de la fissure survient
{(fig-3.6)
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5.2~ Approche globale :

Formulee par GRIFFITH ( en 1920 Y pour 1les matériaux
fragiles et géneéralisée par LEMAITRE et CHABOCHE (
thermodynamique des solides-) en 1970 consiste & calculer le
taux de 1l énergie restituée " 6 " au cours d'une fissuration
fictive de longeur dl , et il n’'y aurait rupture que si GZGC
ol Gc est la valeur critique caractéristique du matériau .

C'est ainsi qu’'est formuleé le 1°7 critére de rupture .

5.2.1—Formu1atian ( théorie de GRIFFITH )

Basée sur le principe de conservation de 1°energie

totale , soit un solide élastique :

= + + -
wtot wétaal. NA + wci.n wext (S )

: énergie elastique .
: travail des forces extérieures

W : énergie dissipée pour séparer 2 surfaces

-
il

2y 5
r  tension superficiélle

principe de conservation de 1 énergie totale :

du = d + diW + d + dW = O (5.6)
tot élast ext A cin
dwc_i.n == awélat * awoxt + aNA )
la propagation n’'est possible que si wmn Q
+ .
dwélmt + dwoxl de 0 £5.7)

W =2 ¢ 8
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- .
as [Nélast+wext] Ty v

On définit le taux de l'eénergie restituée au cours d’une

propagation dS5 par :

G =~ a5 [wétaat * Next ] (5-8)

soit G = (5.9)

hJ
w

G < 2 pas de prapagation ( W 0 )

cn

G =2 p debut de propagation stable .

G > 2 ¥ propagation instable .

9.2.2~Formulation intégrale :

Consiste & écrire le taux de restitution d’'energie en
fonction du champ de contraintes et de deplacements sur les

frontiéres du domaine fissuré .

Milieu plan :

On considére un domaine ) présentant une discontinuiteée

de taille a : 8 frontiére dudomaine extérieur .

" U ¥ frontiére de la fissure
aQT = frontiére du domaine & contrainte imposée
a2 = frontiére du domaine a déplacement impose

u




a . )
as [ wélasl * waxt ]

PAur un solide élastique linéaire

N 1
wél.o.gt = jﬂ——z— Otj é:tj df (5.10)
. d?
Wext = = Ti. "a‘“a—— df . (5-11)
+ -
60 U Z'u £

le théoréme de GREEN-STDKS permet de transformer 1"intégrale

de surface en intégrale.curviligne .

&) dA i dA
O —
M v
(5.12)
1'equation (5.8) devient :
N du. dT, S
6= —% T — -y —t | oar (5.13)
2 i dA i dA *

o0 U ETu g

5.2.3~ Généralisation per le MAITRE-CHABOCHE"

’

La formulation de la theorie de GRIFFITH en matériau
fragile constituant wun grand handicape d'utilisation du
critére Gc en mécanique de la rupture et la théorie de
fissuration , aprés sa généralisation par LE MAITRE-CHABOCHE
en 1970 , cette theéorie est rendue d'une large utilisation a

cause de son adaptation aux techniques de simulation numerique
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Farmulation :

F : champ de force appliqué a une structure

F = g u
q q

k : rigidité de la structure

Gn deéfinit un potentiel thermodynamique

structure en tenant compte de toute les

differentes

energies

pour loxs de caomportement .

compartements eélastique et plastique sont prépondérents

Ies structures discontinues .

v = we‘(‘u * wjol as
avec =f (U, T,A, h )
u = deplacement significatif des
extérieurs
wp =f (T, hs . hp }

ay Sy
F = hid = = -
q au aT
a
ay ay
e He = —%n
2
D'autre part :
F = K

M

q
T
w=_-5-{q}[i<(T,A,

L énergie interne est négligée :

v {o) [¥]{e}om

Le taux de restitution d’énergie est :

ay 8k

Or :
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travaux

(5.13)
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Fu]
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r—-—H
D
A
n
e
-
—_
.
n
m—t——
L
-y
"
T
-3
——
-
1
-

i A TNT -1 a'k ) -1
G = — —5 CF o K BA K | F -

(5.12)

Cette forme sera simplifiée pour 2 cas de conditions aux

limites

a) En effort imposeé : — o dF

— < ([<]{})-

I
o

el e} [ ] =)

[ K 1 _ a{q}
R - aton + [ K1—s " on-=
§ a[K] O{Q} -1
» = 3A = - LK Y—7pp a¢=v°
'1 T -1 .Ok -t
B=""—-'*:?- "' : K ‘-‘—a—ﬁ-— K F
T
6o _ 1 {F} o (5.20)
.20). i ah . o

b) En déplacement impose ;

. , T .
6o . 1 oF ' (5.21)
= ) 9 A
. qQ _

Far le méme raisonement on obtient
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lorsque les deux cas sont presents

T aq T ar
z A 9 3A
F q
(5.22)
0tk F et g signifient : le champ de forces et de

deplacements sur tout le domaine autrement dit :

T aq . ———aq -+
F A - J Fl-ga— &
a0
f
T oo 7 _, oF”
a A = j U' —5g— da
3
q q
L au ., oF
6= — J F' —n— d5 - J 7 dS
an ap
f u

5.3- Matériau homogéne elastique anisotrope ( composite ):

2.3.1- Généralités sur les ruptures:

le comportement mécanique des matériausx Composites A&
haute perfarmance est au plan macroscopique , linéaire quasi
elastique , toutefois la rupture de ceux -ci est préceédée par
un endommagement microscopique au dévoloppement lent .

Cet endommagement microscopique qui Prend naissance par des
microfissures , rend ainsi l'aspect de la rzone endommagée au
fond de fissure des plus complexes en comparaison avec ‘les
materiaux isotropes qui  en genéral présentent uwune zone
plastique en fond de fissure.

la diversité des modes de ruptures , présente lors de 1a
rupture des matériaux composites , rend 1 étude de ceux—-ci

encore plus difficile :
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respectees dans le cas des matériaux orthotropes . la

validité de 1 application de la M.L.E.R est ainsi acquise .

9.2.3-Champ de contrainte et déplacement au voisinage du

front de fissure

Les equations générales relatives & un champ de
contraintes au voisinage d une fissure » pour le cas des
materiaux anisotropes , sont mises en evidence en utilisant
une approche par les variables complexes .

Il a été montré que les problémesbidirecticnels élastiques
anisotropes peuvent étre convenablement formulés au moyen de
fonctions analytiques ¢j( zj ) de la variable complexe

z.‘_=>:‘i+y-i (3 =1, 2)

la variable complexe z ne doit pas étre confondue avec 1'axe
des coordonnées z .

La solution de ce type de probleme requiére la détermination
de deux fonctions ¢1 ( Z; ) et ¢3 { z, ) quli satisfont les
conditions aux limites au volisinage de la région renfermant
la fissure considérée . Ainsi les contraintes et déplacements

dans une petite région entourant la fissure (fig-5.4) peut

etre ecrite en mode I s Comme suit :

( o a
Kx
1 oy = ——— B} (35.23)
Y 2r
T C
L *Y y
on pose @
pL = Hy _ Hy
1/cns(6) + uzsinte) V/costa) + pisin(e)
g2 = Hy _ _ He
1/c05(8) + yzsin(e) 1/c05(6) + pisin(e)
63 = Hy o Ha
Y/coste) + yisin(e) V/CDE(B) + yzsin(e)
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)

du camplexe entre crochets .

Mo
A Re 22 m
HyiTH,
1
1+ B + Re ~ £32
HymHy
c Re 1 3
HyTH,
L J \
Re : designe larpart;e réeelle
et
u ) 5
= K_ v 2r
v t
oo oz

34 = H Pz V/cns(e) + uzsin(e)

uay

(5.24)

M, F'1 f’cns(@) + pisinte)

pRa = Hoa V/cos(a)-+ pzsin(e) - “z q1 f/cos(e) + yisin(e)

.

J

Ke

Re | ———
Mi “2

L

RS

1)

ou H, et M, sont des variables complexes .

avec:

p, =

q =
J

+ —
12 1a
. 1
. 22 g
o 23

les équations (5.23) et (5.24) se

forme ,

soit
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= —1 Yie., s ) (5.25)

- rm : :
2 r
= K e

u, K 2r g (8, Sim) (35.26)

FP.C.Paris et G.C.Sih montrent que le facteur d'intensite de
contrainte du matériau anisotrope est équivalent a celui des
matériaux isotropes si la fissure se propage dans son plan en
respectant une directiﬁﬁ Principale de symétrie élastique (
plan’ d'orthotropie ) comme le mantre les equations. (5.23)

Ainsi , le facteur d'intensite de contrainte en mode 1

s éxprime :

T.H.H.Plan précise que le facteur Qéométrique Y est une

fonction du rapport des eéléments de la matrice

souplesse § et de la géométrie o de 1" éprouvette .
i

K = ¥ ( 2 2 S ,a)ea (5.27)

I w L)

Ce qui nous suggére par la suite que pour chaque géometrie
d eprouvette | il nous faut un coéfficient de forme Y s par
suite donc un facteur d’intensité de contrainte .
De ce fait , il nous est impossible ou plutét deélicat de
travailler avec le EI en composite .
Four les matériaux composites » 1 approche mécanique KI est
beaucoup plus deélicate que 1"apprache énergitique Gx - On
précise que dans le cas le plus général d’anisaotrapie , ch
et Kxc ( tenacité ) sont reliés par la relation suivante :

K2

_ Ic
re = e | (5.28)

e” représente le module effectif .
E* a pour éxpression dans le cas particulier d’'orthotropie ,

selon G.C.S5ih , P.C.Paris et G.R.Irwin :
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{5.29)
38
en déformation plane : X = § - 5 : (5.30)
X L% ] L) % | 5
3a
en contraine plane : )(_j = SU (5.31)
L
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CHAPITRE &

PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS ET SON
APPLICATION A LA MECANIQUE DE LA RUPTURE

6.1 - Introduction

Le concept de base de la méthode des élements finis
consiste dans le fait que la structure peut étre considérée
commne un assemblage d’éléments indépendants .

L."1dee nouvelle de la méthode des éléments finis est
I"utiligation d’'elements de dimensions 2 et 3 pour la
madelisation du continu , cette subdivisiaon peut étre obtenue
de la maniére suivante :

~Le milieu continu est divisé par des lignes , ou des
surfaces imaginaires en un certain nombre d'elements finis .

—les éléments <sont supposés reliés . entre eux en un
certain nombre fini de points nodaux situés sur leurs
frontieéres , les déplacements de ces noeuds seront les
incannus de base du probléme .

~-0On choisit une ( ou des } fonction permettant de
définir de maniére unique le champ de déplacements de ces
noeuds .

—Les fonctians de déplacements définissent 1°état de
deformations & 1’intérieur d'un élément en Ffonction des
déeplacements nodaux , ces déformations définissent l"etat de
contraintes en tout point de 1 'élément et par conséquent sur

ses frontieres .

—On détermine un systéme de forces concentréees aux
noeuds - gqui equilibre les contraintes s'exercant aux

frontiéres , il en résulte une relation de rigidite .

6.2 — Discreétisation d‘une structure .

Il v a un grand nombre d’'éléments finis » chacun ayant
Ses avantages particuliers . Dans ce présent travail ynNous
opteraons pour un élément fini triangulaire linéaire A traois

noeuds et six degrés de liberté .
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La subdivision initiale en éléments finis de la
stucture étudide a des caractéfistiques suivantes .

“La nature de la modélisation par eléments fTinis a

pour consequence qu’'en général la précision de la solution
augmente avec le nombre d'éléments considérés .
' —0n peut utiliser une subdivision graduelle en
eléments pour permettre une étude plus detaillée des regions
ou on appricie une grande concentration de contraintes .

bans le cas de charges concentrées » le maillage doit‘

etre choisi de fagon que les noeuds se trouvent aux points

d'application des charges .

La figure ci-dessous montre un é&lément triagulaire &

six d . d . 1 3 chagque noeud possede deux déplacements « u et

v suivant les directiaons X et ¥ respectivement .
Uy

Vi, }:_—l,‘t S

) fig—b.1—
6.2.1 - Fonctions de déplacements

Les fonctions d interpolation pour les deplacements u

et v peuvent étre données par les relations suivantes

Ui + C1 X + cz vy

|}

ufx,vy)

: ( 6.1 )
Vi * €3 X + Ce ¥y

I

vix,y)
En se reférant a la figure

au noeud j
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X = a u = u + ¢c1 a + cz b
1

et
Yy = b, vV, = vi + 3 a. + cs b
] J J )
au noeud k
X = A U = u + Cci a 4+ cz b
k k L k k
y = et )
k vV = Wi +t 3 a + ca b
k t K * Py
Sous fTorme matricielle :
i i 9 f u )
[ b - b ) b O —b O i
J k k J
. v,
c1 a - a Q —a o - a O t
cz 1 k } k J ) u. }
= J
C: 2 A N . R
% 0 b - b 0 b o] -t v
C4 J k k J )
) . u
4] a — a 0 —a 0 a k
L k j] k i v
L k)
0u A est la surface du triangle considéré ( 6.2 )
A =a b - b a
STy Tk i Tk
et
a = ¥ -
) i L
b =y -y
J J .
a = ® = %
k k i
b = -
k yk yl.

6.2.2 — Relations contraintes—-déplacements

Les déeformations sont liés aux deéplacements nodaux par

[(u. )
[- - 18
- - 5 - i
b =b, O b, ¥ b, o) vl
i =1 0 b.—b 0 b 0 -b {4
y { "2 a ik k ) v’ .
_ _ _ _ )]
Xy L ak aJ l:)J bk ak bk ai DJ Uk
: v
L k)
[0 ] G-
{)y=L0111{(aqg) ( 6.3 )



Comme il a été déja vu :
(o)=L ec 3IL1373C(q)

dans le repére d'orthotropie C est donnée par 1 éxpression

suivante :

E E ]
11 11 o
1 — viz V2t 1 — viz vai
E ' E
£ C 1= 11 ‘ 11 o
1 0~ 12 vt 1~ V12 v21
O §) . G12

6.2.3 — Dérivation de la matrice de rigidité :

Elle s'obtient par la minimisation de 1 énergie
potentielle totale . Pour l’éléméntj triangulaire elle est

donnee par la formule suivante

CK1I=nhfforiccicLdydsx

Mais on remarque que les matrices ( { ) et ( C ) sont

independantes des variables x et y , ce qui impligue la

"facilité de 1'intégration selon un contour triangulaire .

Cki1=hrtL1 ccCcicLia (6.4 )
le calecul de la matrice de rigidite d’un element
triangulaire est donc facile & calculer et celd en utilisant

un petit programme de produit matriciel....

&.3 - Organisation de programme éléments finis

appliqueé a la mécanique de la rupture.

Le calcul par é&léments finis est de plus en plus
utilisé dans 1le domaine des matériaux composites , pour
lesquels les lois de compartement sont genéralement
anisotropes .Ce calcul permet le‘dimensiannement des piéces
de geométrie compliquée , soumises 4 des sollicitations

quelconques .
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Ce calcul est avant tout applicable pour 1 'étude du
comportement eélastique des pieéces . Son extension A la
mécanique de la rupture apporte une aide & la comprehension
des mécanismes de rupture dans les essails du délaminage sur
des eprouvettes types . Cependant cette derniére utilisation

reste tributaire des grandeurs limites {( de rupture )

experamentales ,qui ne peuvent étre obtenues que par des
gssais .

Le calcul par éléments finis en fissuration utilise la
théorie de la mécanique des milieux continus ( solides
elastiques ) et celle de 1la meécanique de la rupture . Le
calcul du taux de restitution d'énergie Gl est effectus& par

avancee virtuelle en téte de fissure .
6.3.1 - Maillage

Vu'que notre eprouvette présente une parfaite symétrie
de géométrie et de chargement , la moitiée uniguement de
l1'éprouvette sera maillée a condition de tenir compte des
conditions aux limites appropriees qui résultent de cette
restriction -L'eélement triangulaire a trois noeuds est
1'élément le plus simple qu’'on puisse concevoir pour
l'élasticité plane car il permet de definir correctement les
états de déformation constante .

Les zones de fort qradient de contraintes se trouvent
sous les sopllicitations et au fond de l1'entaille .C'est

pourquor on a raffiné le maillage dans ces zones -{(fig .6.2

6.4 -~ Techniques de stockage

La matrice globale K est construite par assemblage des
matrices caractéristiques des différents élements K° s Fe
prealablement calculées .Elle posséde un trés grand nombre de
coefficients puls .

Faour resoudre urn tel systéme par la méthode
d'eélimination ’ 1l convient de mettre en ogeuvre des
techniques particuliéres pour éviter aussi bien de stocker

des termes nuls , que d'effectuer des opérations dont 1'un
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des opérandes est nul

6.4.1 - Rangement des matrices creuses .

Lorsqu’on considére K comme une matrice pleine , en ne

tenant pas compte de la nulité de certains caefficients , le

rangement des coefficients est treés simple . Far contre pour
tenir compte de la nulité des coéfficients de K L1l Tfaut
utiliser un rangement bien choisi .I1 Y a plusisurs méthodes
de rangement possibles .Certains ne stockent aucun zéro ,au
prix d'un, algorithme compliqueé , donc d'un cogt en temps de
calcul et en place mémoire Sleve pour repreéesenter 1la
structure de kK .
La place qu'occupe en mémoire s+ une méthode de

rangement comprend -

—-la pléﬁe necessaire au stockage des valeurs des
coefficients des matrices , qui sont des nombres reels |

—La place nécessaire au stockage des indices de ligne et
de colonne de chaque coéfficient .

L information nécessaire pour aller rechercher les unes
apréslles avtres , tous les coefficients d'une méme ligne ou

d une méme colonne .

6.4.2 - Rangement plein

Tous 1les coefficients de 1la partie triangulaire
superieure de K ( y compris les copéfficients nuls } sont
rangeés les uns apreés les autres + Par exemple ligne par ligne

dans des tableaux dont 1la position des éléments est repérée

par un seul indice .Ainsi le coéfficient K ( i s J ) est
. I
rangé dans ATAB ( k ) on k = (L 1)i‘N )y j , comme on le

s

voit sur la figure ci-dessous .
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[ 1 2 x N
N+1 2N
K = -
| NN |
1 2 (A1) (2N-i) N (N+1)
. -~ % omoaow 5 ] “-amaw —————i—"——-—
KoLy 1) ] K (1,2){cu... K (i,i) ceeea | K OONGN

Au total , il faut staocker -%—— N ( N+ 1 ) places ,ce
qui est prohibitif pour une matrice creuse . Far contre on’
n" a pas besoin d aucune information suppléementaire pour

retrouver un coefficient d'indice ( i,) ) donneés ,ni pour
éme . éme ‘
3

parcourir la 1 ligne ou 1la colonne puisque 1°an

caonnait explicitement la caorrespondance

o
K (i, i) =ATAB ( k ) avec k = XTBI2N=4) o 5 i

-_—

L est cette méthode qu‘on a utilisée .

4.9 — Méthode de résolution

ta methode de reésmlution de notre systeme d’équation
est celle de Cholessky , car elle s 'adapte mieux & notre cas
Dans la phase de factorisation y elle ne nécessite que la
mémorisation d'une partie triangulaire ( sSuperieure par
exemple ) de la matrice K . En cours de factorisation sy On
peut modefier successivement les termes affectés par les
eéquations de factorisation de maniére a obtenir la
triangulaire inférieure L l."algorithme de la méthode

comprend‘trnis etapes :

—Factorisation de K

—Reésolution du systéme triangulaire
LY =F
~Résolution du systéme triangulaire

LtTu=v
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6.8 =~ Caractéristiques mécaniques et géometriques de

1* éprouvette.

Dans notre cas on considére la conFigu?at ion {(O/0).
L éprouvette etudige est représentée sur la fig-6-3- .Elle est
sollicitee en mode 1
Les dimensions geométriques indiguées sur la figure sont -
2t = A.7 mm
& = 2.48 mm
B = 20,06 mm
L = 140 mmn
a = 90.83% mm

les ca: aciérlstigues mecaniques de 17 éprouvette sont résumée:r

dans le tableau saivant .:
El (GPA) EZ2 (LFA) GiZ2 (GFA) v12
—_— = TS e eme— ——— R
(O/0) 128. 468 8.99 .77 0,22

La formule (5.13) donnant le taux de restitution d'énergie Go

se redu t a :

Gc=-,§-c e ¢ 6.5
10 s
F : charge critique appliquée .
F = 129.3 N
¢
B : largeur de 1°éprouvette .
L&: deplacement du noeud chargeé pour une longueur
initiale du défaut .
UE: déplacement .- du noeud chargé& apreés avoir

incrémentdé la fissure

Aa @ 1ncrément de la fissure .

lLa valeur de Gc évalue par la méthode des éléments finis en

utilisant un maillage spécial est 260 i’/M  alors qu’un

7l
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maillage simple a donné un résultat beaucoup plus faible .

Les résultats expérimentaux trouves par K.AZOUAOUI [3]1 sont :
M&thodes G, . 3/
RIFLING , MOSTOVOY et FPATRICK 424,46

R - —_— —
GILLIS et GILMAN 427.47
GROSS et STRAWLEY 426.56
KANNINEN 448,80

4 L
BRERRY 4640 32

la difference entre la valeure expgrimentale et

Con

sidérable . une partie de 17erraur

ast

numeérigue est

dde . dune

part au type d’élément choisi et d’aultre au part au maillage

1im

ite s
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CHAPITRE 7
MLETHODE DES EQUATIONS INTEGRALES
METHODE INDIRECTE

7.1 - Introduction

Mailegp @ sa souplesse et son immense champ d’applicaticg
la méthode des éléments finis peuvent présenter un certain
nombr2 d’inconvénients quand elle est aise en oeuvre au
travers de développements palynomiaux définis localement en
tout point du domaine €¢tudié . En particulier des difficulteés
suwrgissent dans deuy situations bien définies :

a— quand le domaine devient infini , et

b— guand apparaissent des singularités en des points
ol certaing dérivées deviennent infinies .

La methode des éléments finis ne s’applique pas telle
quelle dans 1le premier cas . Quant au secaond cas 1a
solution est tres grossiérement apptrochee par des
developpemente polynomiaux ten effel les theoremes de
tonveryence ne s’appliquent plus puisque le développemnent de
taylor ne converge pas au voisinage de telles singulaités .,
De: nombreuses possibilités permettant d’éviter les domaines
infinis et les singularités par aménagement ou par simple
modefication du probléme .lLa technique la plus puissante est
celle désignee SOUS le vocable de *resolusion aux
frontiéres’ .Cette derniére approche consiste A imaginer un

donaine réel N prolongé tout autour 80 ,par un domaine Fictif
infini , et de chercher une distrubution de sources s sur la
Frontiére qui peut ne pas coincider avec a0 , dont l!’action
soit telle que les conditions aux limites physiques du
probeme soient exactement vérifiées . Ces sonurces sont des
inconnues indiréctes ( d’ol le nom de la méthode ) du
prubése les inconnues physiques en sont déduites aprés coup.
En absence des forces volumiques , on obient pour une

telle repartition :

7jiﬁ’f=Ju<M,P)‘s"(ﬁ)w(M) €715

92

78



"an‘T=JT(M,P,‘h’)'s’(ﬂ)cr(M) < 7.2 )
an

Zn wlilisant leé conditions aux limites sur le contour 3Q
on pourra resoudre l17eéquation intégrale pouwr une répartition
de sowrces donnée .Malgré ,la souplesse de cette méfhnde s i1
reste la difficulté du choix de la distribution optimale .
Ces sources peuvant &tre des forces concentrées s des
diccontinuités des deplacements .

7.2 -Méthode des contraintes fictives .

R

ftg.a {’3"1’

La fig.a représente la région R limité par le contour
C du probléme A& résoudre .
La fig.b représente une région infinie et £ est la trace du
contour C dans cette région .
51 applique wn chargement concentré en un point M dans la
region infinie ,les déplacenents et les contraintes en chaque
point de 1a région infinie sont donnés par la solution
analytique du probléme de Kelvin .

La methode des contraintes fictives consiste a trouver
dos contraintes gqui produisent les mémes conditions sur C?
dans le milieu infini que ceux prescrites sur C 3 el puisque
la sulilicn du probléeme est unique ,alors le prabléem. de
fig.a sera résolu an résolvant ca2lui de la fig.b .
Four wne {issure a deux surfaces dont 1Pune coincide avec
1*autre ,la mé&thode des contrainte: {kctivea ne tient pas
pour ce genre de probléeme car les effets des contraintes
tictiviis le long d’une surface de 1la fissure ne se
distinguent pas de ceux sur 1’autfe surface .
Cependant la fissure qu’on étudie est tré= grande ( {1g.
}y la distance entre ses deux léavres est assez importante

pour qu’on puisse utiliser cette méthode pour la résolution
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dw: ces types des problémes
7.2.1 - Rrobléme de Kelvin pour un état de déformation plane

Le probléeme Jde2 EKelvin pour un état de déformation
nlane ast i1llustré dans la (fig.7.2)
ta force Fi = F;, F )} représente une farce lindaire
cuncznlrée  appligueée 1;’ long de 17axe I dans wun soclide
elastique infini .
Lee cumposantes Fx ,et Fy ont des dimensions force / longueur
Les solutions analytiques du probléme sontk données par les

expressions suivantes :

3.9 ¥
L = =5 r 2 — -, F T P 172
2 céé( q,- q, Yy T x a,
r
——Z qn (X Y )+ /2 - i ——, F
4, - ss' 9,7 9, ¥
¥ b4
arctan -;i - arctan -:E
I %,
T8 9 ¥ Y.
U =5 o a3 k arctan — - arctan -——
¥ Zn Cdcj( q.- q, } xL -
= “_1( - N_) ______1 1n ¢ xz+y2)1/2
A Lﬁd q:‘ qz Y s
-~ 1n (£ + Y )1‘/2 |
’ J C 7.3 D>
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Bt

q1 qz ( (q + 1) H
“ux . ZTAh (g -aq ) F q 2 2 -
e - 9 2 T 2oty
1
(Q_+ 1) % ]
__q~_... r—— —— — -+
' L2 2
2 2 N + yz J ,
-
1 F (q1+ 1) i‘ o
20 £ q.- q, ) ‘ yL v,2 2 +Y2
Lt Ve
y 2 2z, 2
2 " y2
. B P ™ (q1+ b vy =
Yoy  Zm T q ) F T g9 T2 Tz
Y 9, 2 i 1 Ry
(g + 1) r, % ) )
q 2 2
2 ® + y2 ]
i i Y,
_ = = = = = F (1 + q) —_ -
2 C
21 r.]1 q? ) y.. 1 xz . y2
Y
(1 +q) - < .
z° 2, 2
Y,
9y 9 q,+ U Yy
“%y. Zam ( - a0 Fx-'_a—'——_z" 2 B
4 < 9 2 | 1 vy
(q2+ 1) Y, _
q 2 2
2 " + yz i
1 (g + 1) 3
i
TaTg-g 3~ F : =z
9, 9 y_ vy P y"'
(q + 1) = 7
% z  z
2 e Y . < 7.4 O

Qu F et Fy sont les composantes de la force concentrée
X

et Y, el Y, sont définis par :

Y Y
y = -

+ oy, 2y,
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Et les cdntraintes sont

82

l.es paramétres rf et y; sont les solutions de
I"eéquation @
o c y* + [ c (c + 2c )Y — ¢ ¢ ] rz 1 ¢ C = 0
11 S 1z a2 66 11 22 22 &S
Lies  constantes q, et q, sont données par les
elpressions
(cC 2 _ cC ) yz - C }
" 11 "1 S _ 1 ‘2 _ss
9,7 + C 9, - ‘c T+ C
12 oS 12
<« 7.5 D
7.2.2 - Vecteur traction constant sulvant un segment droit .,
Zn intégrant la solution du probléme de Kelvin et
aprés changensnt de repére
On a = X = % cus 2~ y sin 3 C 7.6 >
'y = x 3min 3 —-'y cos f3
De méme pour le chargeaent: )
P;—= F; cos 3 - P; sin 3 < r.7 D
F—=F sin - F  cas
y N 2 y 3
Les déplacements deviennent :
- -
q q g d
1 2 1 2
U= . F =1 Oy, V=1 (Myy.p. )
*xx <noe ( a.- 4q, Y x \ q, 1 1 q, 1 2
-1 [ . .
T = I (ays ) — T {n,y.p )}
br) — s Ys [
2 n cdd( q,- q, Y oy I 2 i 2 2 |
— o
- q9, 9, I (iyayap ) — T (u,y.p )
U— = = < —~ ) 2 1 2 2
* < [ =] ql. qz * L
—1 [ Yy Y2 ]
= —1 (X,y,¥ )= —=1 (x,y,p )
=] { _ 2Ys LI
2nc laq q2 Yy ] g, 1 i q2 1 2 ]
« 7.8 >



-

qQ 4 q 41 q +1
1 2 1 2
o~ = - F { ——1 (x )— I (x,.y.r.)
%% Zn ¢ q.- 9, )Y x| q¥y, 9 2Vl ay, '3 RAXS”
1 i q1+1 qzl-l
_ Pl =2 I (s,y,y Y)--——— 1 (X,¥:¥ )
e — . 2 Y s Y
‘.11(::11 1:12)yL vz 4 1 rz 4 z-
-9 9 -?,1( q1+1)
Oy—; = =7 { 1_ qz 3 ——‘-—"CT!—— Ia(,-(,y,}/’.) -
L
(g _+1)r
B N0
9,72 2
i
— X a- a, )Py (q‘+1)1‘(x,y,yi)-(q2+1)14(x,y,yz)
a, 9 q, +1 qQ, +1
e w2 b1 Gy e T O Yy
Xy 2 n { q, - q, ) ox q, i qQ, 4 2
-1 q1+1 q2+1
— P | =21 (kv YV —— 1 U,y )
> — 1Y . s Y
2 ( q, qa, )y Y, a 1 y, 9 2
« 7.9 2
A o @
Y By
11(}{-‘\/’}"1) = ?’Lﬁ- ®1 (yL)vﬂz (y,t) - x-a+—§—ai—-— In ti(y_L)
L
By
+ Kra+ n:\ In v (. )
.Lli.
- By By
Iz(x,y,yt) = x-cri--z——i— @1 (yt) - >c+a+—2§-i— @2 (;V_L)
Y r, (. )
“ma N T
?’i. L 2 ¥
-cos {3 r, r? sin f3 T
Ia(x,y,yt) = —x in g - TA ®, (}I,L)--ti«b2 (Yt)
L 2 L vor | i
-sin 3 . (yL) cas f3 ]
I4(x,y,;vi) = v In -"—2-&(.?_”—:)‘ - __A-L—— ® (yL)—az (71'.)
) < 7.10 >




2 2 2 < 7.11 D
s (yi) = [ AL (#—a) + Hi(n—a) y-+Ei v ]
Y Y
_"V'Lgt . ' r.h,
® () = arctan By el(yl) = arctan — —EY
*rat At R
L L
< 7.12 )

7.2.3 - Procédure numerique

La solution singuliére singuliére trouvée est relative
a une discontinuité de contrainte constante sur un segment
fini dans uwun milieu infini .Elle est généralisée par un
procédure numérigue pour construire une méthode des éléments
de frontiére et resoudre des problémés complexes .

L7 idée est de discritiser- unz discontinuité de
courbure quelcongque en N eléments aussi petit gue 17on veut
{ courbure negligeable } et analyser un élément 1 dans un
repere locale . Lieffet d’une discontinute de déplacemnent
d’un point quelconque de la frontiere dﬁ domaine peut étre

ecrit daprés 1 équation (7.8 ) et ( 7.9 )

‘aT \nd \é\

Tx
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o; :ad et o+t F':
S s =] - -
s nor C 7.13 D
v =1 o n
o = ad Pt or ) P!
™ n& nn ™
ies A H Al H A’ H Al coefficients
[=£=3 &n fa k] nn
dinfluences .
. i - .
L*influence des N é&léments sur le 1 "e sléament et obtenue

par supgrposilion :

, N N
L - L) L L] i
OS ?’.ASB PE! * ?1A$h ™
’; J; i= 1, N € 7.14 D
v v L [ 1
Un - E AHS PS * E ﬂhh Ph
=1 =1
fJuand aux deéeplacements :
. N . N
v =xB’e + pE’ P
¥ =g %8 0% jeg 2000 € 7.15 D
N N =1,
Lo v ] v L) i
UTI - E HYI:J F’S * E Bnn Pn
j=1 i=1
froac M . "’ s B ¥ B’ sant les
=6 & Ties [alg]
cogfficients Jd' influences .
Résolulion :
Une fois les systéme ( 7.14 ) et ( 7.15 ) formulés on

calcule :

Leg disrontinuwités selon les conditions aux limites

amurles déplacements et les contraintes on résoud le sysbtéme :

()
Ne

Ou ¢
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Fuis an calcule par le mme systeme le chamP de
contrainte et de déplacement en’importe quel point  en

reFurmulant Jes matrice L A J et L B 1
METHODE DES DISCONTINUITES DES DEPLACEMENTS

La méthode des discontinuites des deplacements est
faite surtout pour les praoblémes de fissuration . Elle est
hasée  sur la swulution analytique du prubl &éme d”une
discontinuite de déplacement dans un corps élastique infini.
Fhye iguimeant . on imagine wne discontinuite de déplaceaent
comme une {aiscare gui  oppose  deux suwrfaces  qul ont oun
déplacement ralative ontre eux .

Le procédure numérique it ddeniige A ool de la mOthode
des contraintes fictives , la diffé&rence est gue dans le
premier cas les inconnues Jdu probléme sont les discontinuites
des déplacements , alors gue dans le second cas se sant les
dicontinuites des contraintes .
Hiern que cette mélhoade s’ adapte mieu & notre cas , mais
malheuseument on ne dispose pas de la solution analytique
pour .un matériau anisotrope . On est donc obligé de
déterminer les relations déquivalence pour passer d7un
matériau anisotrope a un matériau isotrope , c’est- a dire
tiouver un maodule de Young et un coefficient de poisson
ggquivalents .
Comme le taux de restitution d?’énergie dépend uniguement du
déplacement du noeud chargé , 17idée etait de trouver un Eéq
qui dannerait le méme déplacement gue si 17un tient compte
de 1°effet d7anisotropie .0On se sert dans ce cas de la
m&éthode des élements finis .51 on prend Eequz alors le
déplacement du noeud chargé est neuf plus grand que celul du

déplacement exact . Cette approche est sans doute éxagerée .
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Annexe 1

Procédure de calcul .

Dans le gas le plus général le stratifié est soumis

aux sollicitations déja définies N , N N . ™M ., M , M .
* Y Xy x Y Xy

Donc pour gue notre solution soit générale aussi , on a

utilisé la technigue suivante :

— On suppose une charge fictive F
- On eéexprime les six sollicitations en fonclion de F oen

utilisant les rapports de proportion R, R2, R3, R4, RI, K&

N =Rl F
X

N = R2F
¥

N = R3F
ny :
M = R4 F
X -

M = RS F
Y

M = R& F
xy

Donc si le stratifié est soumis a4 une traction pure suivant X
an donne une valeur au rapport RI et on anmule tous les
aibi 2e rapporkts .

D ménme o, si le stratifié est soumis a wun  momment Hx
uniquenent . on donne une valeur a R4 et on annule tous les
autres .

Les six rapports peuvent exister simultanéement .

i_Le vecteur charge et le vecteur momment s ecrivent :

N [ R1 ]
x

{ N} = N =4 R2 }y F
b4
N RE
Xy N J
M [ R
»

{Mi3 = My =4 RS ; F
M r&
xy “ .

L.es déeformations et les courbures deviennent :
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avec 1
(/1) ([ 14 )
LA 1T =CA 1¢R2, + LB 14{R5,)
| RS | | R6 |
[ R1 ) (R4 )
[ R" 1 =CEB 1{R2} +[D 14{RS
».R34 ;sz

5i on tient compte de 1°effet de température alors :

£° A’ T B* N o+ N
ke B> I D’ M+ M

N
[ ] le vecteur chargement applique

le vecteur chargement dai. a la differance

de température . -

| _
R ) ()
}

p——t—, i, e —t—
= [

e" )
} le vecteur déformation . dG a la- difféerence

temp de température

80



CONCLUSION

Aprés avior initie et approfondi nos connalssances
sur les matériaux composites et leurs comportements dans le
domaine élastique et de la rupture , nous avons pu élaborer
un logiciel permettant de faire cette analyse ( élasticite et
rupture ) . ‘

C’est un moyen de calcul performant pour 1’ obtension des
caractéeristiques mécaniques d’un stratifié & savior :
- calcul des contraintes et déformations dans chaque pli’

— rupture de la premiére couche en fonction du chargement

L’application de la methode des eléements finis pour
le calcul du taux de réstitution d’energie a dornné un
resultat dont 17erreur est assez importante . Cependant on a
ramarqué une amélioration des résultats en raffinant le
maillage au voisinage de la fissure et au point d’application

de la charga .

A4 la fin de ce projet de fin d”étude , nous avons acquis une
bonne connaissance sur les matériaux composites de point de

viie comportement mécanique ( élasticité , rupture ) .
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