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 Résumé - Abstract - ملخص
 

 
 

  الأعمال المقدمة في هذه الأطروحة، أساسا، باقتراح بعض المقاربات لنمذجة رياضية دقيقة و آاملة لذراع تتعلق–ملخص
 بعين الاعتبار التأثيرات ذ برنولي و تيموشينكو مع أخ-ي وصلة مرنة ترتكز على  نظريات روافد اوليرروبوت مستوي الحرآة ذ

يتم التحصل على . واللزج الخارجي  للهواء) فويغت-تخامد آلفين(لاستيكي البنيوي الداخلي ية المتمثلة في التخامدين اللزج الإالتخامد
تم تطبيق خطتين للتحكم الذآي في هذا النظام المعقد . ذج الديناميكية المطورة بإشراك صياغة لاغرانج و طريقة الأنماط المفترضةالنما

تبين محاآاة عددية إجابات النظام المتحكم . الخوارزميات الوراثيةهذا المتحكم بواسطة ف مامداني، ثم يتم تحسين غامض صنمتحكم : 
   .          للهياآل التحكمية  المقترحة و التي سنناقشها من خلال الأداءات المنجزةفيه 

الخوارزميات   -  تحكم غامض -ظرية روافد تيموشينكون -  برنولي-نظرية روافد اولير - نمذجة -روبوت مرن  :الكلمات الدليلة
  .الوراثية

 
 

                                                                                                                                                       
                                                                                                   

Résumé – Les travaux présentés dans cette thèse portent, essentiellement, sur la proposition de 
quelques approches de modélisation mathématique fine et complète d’un bras de robot planaire à 
liaison flexible basées sur les théories des poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko avec prise en 
compte des effets d’amortissement structural viscoélastique interne (amortissement de Kelvin-Voigt) 
et visqueux externe de l’air. Les modèles dynamiques développés sont établis par l’association du 
formalisme énergétique lagrangien et la méthode des modes supposés. Deux schémas de commande 
intelligente ont été appliqués à ce système complexe : un contrôleur flou de type Mamdani, puis, ce 
même contrôleur est optimisé par algorithmes génétiques. Une simulation numérique montre les 
réponses du système commandé aux structures de commande proposées que nous discutons à travers 
les performances réalisées. 
 
Mots clés : Robot flexible – Modélisation – Théorie des poutres d’Euler-Bernoulli – Théorie des 
poutres de Timoshenko –Commande floue – Algorithmes génétiques 

 
 

 
 

Abstract – The work presented in this thesis deals, essentially, with the proposition of some fine and 
comprehensive mathematical modelling approaches of a planar flexible link robot arm based on the 
Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories with taking into account the effects of the internal 
structural viscoelastic damping (Kelvin-Voigt damping) and the external viscous air damping. The 
developed dynamic models are established by the association of the Lagrangian energetic formalism and 
the assumed modes method. Two control schemes have been applied to this complex system: a Mamdani 
type fuzzy controller, then, this controller is optimized by genetic algorithms. A digital simulation 
illustrates the responses of the controlled system to the proposed control structures which we discuss 
through the realized performances. 
 
Key words : Flexible robot – Modelling – Euler-Bernoulli beam theory – Timoshenko beam theory – 
Fuzzy control – Genetic algorithms. 
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Introduction Générale 
 

Depuis les temps les plus reculés, l'homme a toujours eu l'ambition de transcender sa faiblesse 

physique tel l’adage “Donnez-moi un levier je soulèverai le monde” en essayant de reproduire par des 

dispositifs artificiels des actions humaines ou animales. Des statues articulées ont vu le jour sous les cieux 

des civilisations Egyptienne, Grecque et Romaine. Les romains furent les ancêtres des jeux de 

marionnettes, des jouets mécaniques, des automates et des robots. 

Le terme robot provenant de la langue tchèque et signifiant “travail forcé”, fut introduit, sous son 

acception moderne, par Kacel KAPEK vers 1921. 

Le concept de robot industriel fut breveté en 1954 par G. C. Devol (BREVET US No. 2988237). 

Ce brevet décrit la réalisation d'un bras mécanique asservi capable d'effectuer des tâches de caractère 

industriel. Le premier modèle du genre fut mis en oeuvre en 1961 par Unimation Inc. aux Etats-Unis. 

D’après la définition donnée par l’Association Française de Normalisation (AFNOR) faisant suite à celle 

donnée pour la première fois aux Etats-Unis en 1979 par le  “Robot Institute of America”, un robot est un : 

“Manipulateur commandé en position, reprogrammable, polyvalent, à plusieurs degré de liberté, capable de 

manipuler des matériaux, des pièces, des outils et des dispositifs spécialisés, au cours de mouvements 

variables programmés pour l’exécution d’une variété de tâches. Il a souvent l’apparence d’un ou plusieurs 

bras se terminant par un poignet. Son unité de commande utilise, notamment, un dispositif de mémoire et 

éventuellement de perception et d’adaptation à l’environnement et aux circonstances. Ces machines 

polyvalentes sont généralement étudiées pour effectuer la même fonction de façon cyclique et peuvent être 

adaptées à d’autres fonctions sans modification permanente du matériel” [SCI 96, LOU 97, KHA 99]. 

Les robots conventionnels à liaisons rigides sont largement utilisés dans diverses industries. Leur 

capacité de charge est de l’ordre de cinq à dix pourcent de leur propre poids. Cette restriction est due à des 

exigences de rigidité. D’autres inconvénients peuvent être mis à l’actif de ces lourds robots tels que la haute 

consommation d’énergie motrice et la relativement faible rapidité de vitesse d’exécution des tâches. Tous 

ces problèmes ont poussé les concepteurs du domaine à envisager des structures robotiques plus légères à 

membrures plus souples.  Dès lors, les bras de robots manipulateurs flexibles ont de plus en plus suscité un 

fervent intérêt de la part de la communauté scientifique et industrielle dans le domaine de la robotique avec 

des applications allant de la micro-chirurgie jusqu’à l’industrie aérospatiale [BEN 02, BEN 04, DWI 06]. 

En effet, de telles structures robotiques à segments souples conçus à base de matériaux légers offrent de 

multiples avantages par rapport à leurs prédécesseurs rigides tels que : 

 Réduction de la puissance consommée : un robot flexible, ayant une inertie plus réduite, nécessite 

moins d’énergie pour produire les mêmes accélérations tout en manipulant la même charge qu’un 

robot rigide équivalent. 

 Utilisation de petits actionneurs moins encombrants, moins coûteux et consommant moins 

d’énergie 

 Haute manoeuvrabilité dans les tâches à effectuer. 

 Rapport élevé entre charge manipulée et masse propre du robot flexible  
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 Les opérations industrielles effectuées sont plus sûres : en effet dans le cas d’une collision, la 

flexibilité des membrures d’un robot souple permet de réduire les dommages causés au robot et à 

l’environnement.  

 Opérations plus rapides : de grandes accélérations peuvent être obtenues en utilisant les robots  

manipulateurs flexibles. La rapidité des opérations est nécessaire dans plusieurs applications 

modernes des robots, par exemple les tests des puces et des contacts dans les circuits imprimés en 

raison de nombre d’opérations requises. 

 Réduction du coût de transport des robots et spécifiquement ceux spatiaux : les robots destinés à la 

construction et à la maintenance d’une station spatiale devront être transportés et mis en orbite. 

 
La modélisation de tels robots manipulateurs en vue de leur commande s’avère, en contre partie, un 

défi formidable pour les chercheurs du domaine au vu des difficultés engendrées par le caractère 

dynamique complexe non linéaire à paramètres distribués des modèles à établir. On est aussi confronté aux 

problèmes de modélisation dus à la variation sensible de la dynamique en fonction des charges transportées 

et de la configuration du robot, à la présence de plusieurs modes vibratoires peu amortis, à l’interaction 

entre dynamiques rigide et flexible et aux couplages forts complexes entre les mouvements pour les robots 

à plusieurs degrés de liberté. 

Pour ce qui est de la commande, un des problèmes clefs inhérents à de tels processus est celui de la 

non-collocalisation de l’actionneur et du capteur maillons capitaux de tout schéma d’asservissement. De 

plus, la suppression des vibrations résiduelles lors des mouvements à dynamique rapide constitue une tâche 

des plus contraignantes à mettre à l’actif de la complexité des problèmes de commande à résoudre [FRA 

91, DWI 06].  

Les travaux présentés dans cette thèse ont comme objectif principal la proposition de nouvelles 

approches de modélisation mathématique fine et complète des bras de robots manipulateurs à liaisons 

flexibles en vue de leur commande. Ces approches sont essentiellement basées sur les théories, les plus en 

vogue, des poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko dans le domaine de l’élasticité et des vibrations des 

structures [MEI 97, TIM 74]. Les phénomènes complexes d’amortissements viscoélastique structural 

interne (amortissement de Kelvin-Voigt) et externe de l’environnement d’évolution (air) [BAN 91, BAN 

96], très souvent négligés, sont pris en compte ainsi que les effets d’interaction structure-charge souvent 

ignorés. Les modèles dynamiques développés sont établis en associant le formalisme énergétique 

Lagrangien avec la méthode des modes supposés [MEI 97]. A noter que la logique dans laquelle 

s’inscrivent ces approches allie finesse, complétude mais aussi un soucis de nécessité d’obtention de 

modèles assez simples pour garantir des aptitudes à d’éventuelles commandes en temps réelle. Différents 

tests, par simulation numérique, permettront de mettre en évidence et d’examiner le comportement 

dynamique vibratoire, en boucle ouverte, du système robot manipulateur à liaison flexible sous différentes 

configurations représentant les modèles mathématiques développés. 

Des schémas de commande intelligente, incluant la logique floue et les algorithmes génétiques, sont 

proposés pour être mis en œuvre à l’épreuve de la commande de tels systèmes robotiques complexes à 

paramètres distribués et à dynamique typiquement vibratoire. 
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Les divers travaux effectués font l’objet de six chapitres, succinctement présentés ci-après : 

 
Le premier chapitre présente quelques généralités sur les principales méthodes de modélisation et 

de commande des bras de robots flexibles. Une bibliographie consistante, brassant une grande partie des 

travaux relatifs à ces différentes méthodes, est donnée. 

 
Dans le deuxième chapitre, nous présenterons deux configurations physiques différentes des bras 

manipulateurs flexibles à modéliser ainsi que leur caractérisations cinématiques. 

 
Le troisième chapitre traite de la modélisation dans le cadre de la théorie des poutres d’Euler-

Bernoulli. Deux modèles dynamiques, incluant les effets d’amortissement de Kelvin-Voigt et de l’air, sont 

développés. Le premier concerne le cas bras encastré-chargé et le deuxième celui d’un bras articulé-chargé. 

Les résultats de simulation du comportement en boucle ouverte des deux systèmes modélisés sont présentés 

et discutés. 

 
La même démarche que celle du chapitre trois fera l’objet du quatrième chapitre, mais, en utilisant 

la théorie des poutres de Timoshenko. Une étude par simulation analogue est aussi réalisée et ses résultats 

présentés et discutés également. 

 
Dans le cinquième chapitre, les notions de base de sous-ensembles flous et de logique floue ainsi 

qu’un ensemble de méthodologies concernant la commande floue seront passées en revue. Nous 

exposerons, également, les principes de base des algorithmes génétiques, en explicitant les notions 

essentielles inspirées de la théorie de l’évolution qui interviennent dans ces algorithmes d’optimisation 

stochastique. 

 
Le sixième chapitre est consacré à la proposition et la synthèse de deux schémas de commande 

intelligente incluant la logique floue et les algorithmes génétiques. 

Les détails de la conception d’un premier contrôleur flou classique, de type Mamdani, sont présentés. Ce 

contrôleur est, ensuite, mis en œuvre pour la commande en position du bras de robot flexible. Les résultats 

de cette application sont montrés et commentés. 

Ce même contrôleur, souffrant de subjectivité dans sa conception est, ensuite, optimisé, au niveau de 

plusieurs de ses composantes (paramètres) de base, par une métaheuristique évolutive à savoir la méthode 

des algorithmes génétiques. Les détails de cette nouvelle conception mettant, notamment, en évidence deux 

propositions d’extension et d’amélioration de la méthode de Park [PAR 95] sont exposés. 

Divers tests sont effectués pour exhiber les capacités de ce deuxième schéma de commande intelligente. 

Les performances réalisées sont analysées à travers les résultats obtenus par simulation numérique. 

  
Enfin, une conclusion générale couronnant les travaux réalisés et présentés dans le cadre de cette 

thèse de Doctorat d’État est donnée. Elle inclura, aussi, divers axes de perspectives envisagées.   
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CHAPITRE I 
 

 

Généralités sur la Modélisation et la Commande des Bras 
de Robots Manipulateurs Flexibles 

 

Introduction 

Dans ce premier chapitre, nous passerons en revue quelques généralités sur les bras manipulateurs de 
robots flexibles résumant la recherche bibliographique réalisée. Nous commencerons par la 
présentation de différentes techniques de modélisation de tels systèmes, puis, nous aborderons, 
succinctement, différentes approches de leur commande. 

I.1 METHODES DE MODELISATION MATHEMATIQUE DES BRAS DE 

ROBOTS MANIPULATEURS FLEXIBLES   
La modélisation est une étape essentielle pour la conception, l’identification et la commande d’un 

système en général et les bras robotiques en particulier. Pour ce qui est de la modélisation d’un bras 

robotique à liaisons flexible, il est illusoire de rechercher un modèle parfait qui, même s’il existerait, 

nécessiterait un nombre assez important de paramètres ne pouvant être exploités en commande. C’est 

pourquoi, certains d’entre eux sont négligés afin de ramener le modèle à un système linéaire simplifié et 

exploitable. 

Avant de pouvoir parler de modélisation, il est important de comprendre que notre bras est perçu comme 

étant une poutre ou une barre; afin de pouvoir faire l’étude du système dans un environnement précis. 

Mais, le choix entre une poutre et une barre relève de la connaissance de la flexibilité locale ou globale. Un 

mode flexible est dit local, lorsque les déflexions sont observées uniquement en un nombre de points de la 

liaison. Tandis que dans le mode flexible global, la déflexion est observée tout au long de la liaison.  

Les deux choix donnent des résultats quasi identiques à basses fréquences, après simulation. Mais, le plus 

adapté est celui des poutres, qui permet de garantir qu’aucun mode flexible, global ou local, n’a été écarté 

du modèle. Dans cette catégorie de choix, deux grandes approches se distinguent, celle d’Euler–Bernoulli 

[MEI 97] et celle de Timoshenko [TIM 74]. 

Généralement, les méthodes de modélisation des robots flexibles sont une combinaison des méthodes de 

modélisation des robots rigides et des méthodes d’analyse des structures flexibles. Toutes ces méthodes de 

modélisation utilisent un premier jeu de coordonnées relatives à la description rigide de la structure. Ce 

sont des mouvements supposés connus et, en général de grandes amplitudes (structures robotiques 

spatiales). Le deuxième type de mouvements est constitué de petits déplacements élastiques en général de 

faibles amplitudes (structures robotiques industrielles) [MIT 92, LOU 97, BEN 02, BEN 04a, DWI 06]. 

Du point de vue structurel, le classement général des robots flexibles peut être établi comme suit : 

• liaisons rigides et articulations flexibles 

• liaisons flexibles et articulations rigides 

• liaisons et articulations flexibles. 

4 



Généralités sur la Modélisation et la Commande des Bras de Robots Manipulateurs Flexibles  Chapitre I 

Remarque: Dans la littérature, nous avons rencontré les trois qualifiants (mots) “flexible”, “souple” et 

“élastique” qui sont étymologiquement équivalents pour notre application. Cependant, le plus fréquemment 

utilisé est “flexible”. 

 
Au niveau méthodologique, on distingue deux grandes approches différentes : 

 La première concerne les systèmes linéaires et est basée sur le principe de superposition. En superposant 

les déformations élastiques connues, au mouvement en corps rigides, on obtient le mouvement final qui 

est donc un modèle découplé. 

 La deuxième tient compte, directement, du couplage entre les mouvements en corps rigides et les 

déformations, ce qui ne fait pas, obligatoirement, aboutir à un système linéaire. 

 
 Nous présentons, ci-après, d’autres méthodes ne relevant pas des deux classes précédentes. 

 

I.1.1 Méthode des Masses Concentrées [REN 80, VUK 82]  

La modélisation par la méthode des masses concentrées est très utile pour les  systèmes dans 

lesquelles une grande partie de la masse est effectivement concentrée à certains emplacements. Dans le cas 

d’un bras robotique, ses liaisons étant considérées comme des poutres, il est possible de concentrer la 

masse de la poutre en un nombre fini, restreint de points appelés nœuds. Une simplification importante est 

introduite car les forces d'inertie n'existent qu’en ces points.  

Dans ce cas, il est suffisant d'exprimer les déplacements et les accélérations aux nœuds de la structure. Le 

nombre de composantes du déplacement nécessaire pour décrire complètement le champ de forces d'inertie 

est appelé nombre de degrés de liberté dynamiques du système. 

 

I.1.2 Méthode des Eléments Finis [SUN 83, GER 84, NAG 90, GE 98a, CHU 02] 

La première étape, dans cette méthode de modélisation, est la discrétisation ; c’est-à-dire  qu’on 

divise la structure en un nombre fini de morceaux élémentaires de forme géométrique simple, appelés 

“éléments finis”. 

Une fois ce maillage réalisé, on se donne, à l’intérieur de chaque élément, un champ de déplacement 

approché, relié aux déplacements aux nœuds par des fonctions d’interpolation.  

Les avantages de la procédure résident dans le fait que: 

• un nombre arbitraire de nœuds peut être introduit, 

• les calculs sont grandement simplifiés, en choisissant des fonctions d'interpolation identiques pour tous 

les éléments, 

• les équations dynamiques du système sont fortement découplées, car le déplacement d'un nœud n'affecte 

que les nœuds voisins. 

La méthode des éléments finis [ZIE 89] est, de loin, la méthode la plus puissante pour la résolution des 

problèmes dynamiques, en permettant d'exprimer les déplacements d'une structure quelconque, à l'aide d'un 

ensemble fini de coordonnées. Mais, malheureusement, celle-ci présente un sérieux inconvénient, à savoir, 

sa complexité d’implémentation et une utilisation fort coûteuse en temps de calcul. 
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I.1.3 Méthode des Bond-Graphs [MAR77, YAZ 88, SAM 90]  

L’outil de modélisation bond-graph a été défini par Henry Paynter en 1961. C'est un langage de 

type réseau permettant de représenter graphiquement les systèmes physiques. Un bond-graph, littéralement 

“graphique à liens”, montre explicitement les transferts énergétiques entre les différentes parties du 

système. La représentation graphique se fait à l'aide de demi flèches dans le sens des transferts d'énergie ou 

de puissance. 

Cette méthode, étant aussi avantageuse que la précédente, présente tout de même les mêmes inconvénients. 

 

I.1.4 Approche Modale [CAN 84, HAS 87, BAR 88, DEL 91b, ZHA 00, KAR 01, MAR 02, MAR 

03] 

L'approche la plus privilégiée est sans doute l'approche modale, qui conduit notamment à une 

représentation d'état du système et permet ainsi l'utilisation directe des outils classiques de l'automatique. 

Elle repose sur l'hypothèse que le système est peu dissipatif, ce qui est généralement vrai pour la plupart 

des matériaux utilisés en construction mécanique.  

L’analyse modale est une approche de discrétisation des systèmes à paramètres distribués. Les 

déformations de la structure flexible sont décomposées en une somme finie de fonctions spatiales 

admissibles vérifiant des conditions aux limites de type géométrique dont les amplitudes sont des 

coordonnées généralisées temporelles. 

De plus, la décomposition modale implique une diminution du temps de calcul nécessaire à la résolution 

des équations du mouvement. 

 

Pour plus de références bibliographiques, concernant les quatre catégories d’approches relatées, ci-dessus, 

une large liste en est donnée dans [DWI 06]. 

I.1.5 Autres Approches  

Dans ce qui suit, nous donnons une liste d’approches, ne relevant pas de celles passées en revue 

dans les paragraphes précédents, rencontrées dans la littérature : 

- Analyse harmonique [IMA 81] 

- Approche fréquentielle [BOO 83] 

- Méthode de construction des graphes adjoints [SMI 73, TOU 84] 

- Approche utilisant le principe de moindre courbure [LOS 85] 

- Méthode par programmation symbolique [CET 86, CET 87] 

- Méthode de la perturbation singulière [SIC 88, FRA 91] 

- Approche utilisant l’algèbre de Lie [GUA 89] 

- Approche utilisant le vecteur de rotation fini et les quaternions [GER 87, LOS 91] 

- Modélisation par réseaux de neurones [TAL 00] 

- Méthode de modélisation pseudo-rigide [DAD 01, EDW 01, KIM 04]. 

- Technique de modélisation par masse ponctuelle (“Point Mass Modeling Technique”) [RID 06]. 
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Bien qu’une variété d’approches de modélisation ait été citée ci-dessus, celle-ci ne permet que la 

représentation de vibrations sous forme d’une fonction mathématique. Afin d’aboutir à un modèle 

mathématique régissant tout le système, il faut appliquer l’un des deux formalismes suivants à savoir : 

 Le formalisme Lagrangien 

 Le formalisme Hamiltonien  

Ces deux formalismes aboutissent à un système d’équations différentielles régissant le système physique 

dynamique modélisé moyennant une étude énergétique détaillée (énergies cinétique, potentielle, 

dissipative, …). A noter qu’à travers notre recherche bibliographique, nous avons constaté que le 

formalisme Lagrangien est le plus souvent adopté en association avec l’une ou l’autre parmi les approches 

précitées. 

 

I.1.6 Exemples Illustratifs  

Dans ce qui suit, nous passerons en revue des exemples illustratifs de quelques méthodes utilisées 

parmi tant d’autres. 

 
I.1.6.1 Méthode de Book [BOO 84] 

En 1984, BOOK exposa un travail remarquable. Il est dédié à la modélisation des robots à 

liaisons flexibles ne comportant que des articulations rotoïdes avec mouvements tridimensionnels. 

La position d’un point est exprimée en fonction des rotations des articulations et des modes élastiques. 

Tenant compte des influences mutuelles entre les mouvements rigides et les déformations de flexion, cette 

méthode s’avère être de type dynamique couplé ce qui est très efficace pour la commande des robots 

manipulateurs. 

 
I.1.6.2 Méthode de Geradin, Robert et Bernardin [GER 84]   

En 1984 et en 1986, ils présentent une méthode de modélisation concernant des robots ayant 

uniquement des articulations rotoîdes avec mouvement en trois dimensions tout en considérant les liaisons 

du robot comme étant des éléments de poutres tridimensionnelles. 

Ils utilisent la méthode des éléments finis pour interpoler la position déformée des points intermédiaires à 

partir des positions déformées des nœuds. Ils aboutissent à un modèle dynamique, du formalisme de 

Lagrange, couplé entre les mouvements rigides et les déformations élastiques. 

Cette méthode aboutissant à un modèle dynamique couplé, tout comme celle de BOOK, a l’avantage de 

formuler l’équation de mouvement sous forme d’équations différentielles très utile pour la commande.  

 
I.1.6.3 Méthode de Nagathan et Soni [NAG 87] 

En 1987, Nagathan et Soni présentent une méthode non linéaire basée sur le formalisme de 

Newton - Euler et la méthode des éléments finis afin d’obtenir les équations d’un robot à liaisons flexibles. 

Les liaisons sont considérées comme des poutres tridimensionnelles de Timoshenko.  

Les équations dynamiques du système entier sont obtenues après assemblage des équations des différentes 

liaisons. La forme générale est la suivante : 
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),,(),,().,().( qqqQqqqKqqqCqqM &&&&&&&&&& =++  

avec : 

M : Matrice d’inertie (symétrique), 

C  : Matrice des forces gyroscopiques et centrifuges,    

K  : Matrice de rigidité, 

Q  : Vecteurs des forces généralisées dues aux forces extérieures, d’accélération, de gravitation ..., 

q  : Vecteur des variables généralisées élastiques. 

L’équation obtenue ci-dessus est résolue par une procédure itérative de résolution d’équations 

différentielles non linéaires. 

L’avantage de cette méthode est qu’elle peut être facilement étendue à des robots en mouvement 

tridimensionnel avec liaisons prismatiques. 

 

I.1.6.4 Méthode de De Luca, Lucibello et Ulivi [DEL 89b] 

Deluca, Lucibello et Ulivi présentent, en 1989, une approche assez originale consistant à 

discrétiser l’énergie potentielle de la structure déformable du robot, pour un système de solides rigides avec 

des masses concentrées reliées par des ressorts. 

En utilisant le formalisme de Lagrange, les équations dynamiques sont obtenues sous la forme : 

QqGqeqqqCqqM ∗=+∗+∗ )()(),()( &&&&  

avec : 
nRq∈  : Vecteur des coordonnées généralisées. 

n  : Nombre de liaisons du robot. 
mRQ∈  : Vecteur des forces généralisées extérieures appliquées au système.   

m  : Nombre de forces généralisées extérieures appliquées au système. 

M  : Matrice d’inertie (symétrique) définie positive pour chaque . q

e     :  Vecteur des forces de gravitation et d’élasticité. 

C    : Vecteur des forces gyroscopiques de Coriolis et des forces centrifuges.   

G  : Matrice de dimension  définissant la manière dont les forces généralisées, représentées 

par Q , agissent sur les coordonnées généralisées . 

mxn

q

L’inconvénient de cette méthode est qu’en augmentant la précision, la complexité de l’équation est accrue.  

 
Notre travail se basant essentiellement sur une étude en simulation, il est opportun de rappeler les 

quatre principales catégories de problèmes de simulation [MIT 92, LOU 97] : 

∗ Problème statique: Pour lequel on fait appel à la théorie de l'élasticité. Les forces inertielles sont calculées à 

partir du mouvement rigide; on calcule ensuite les déformées statiques de la structure soumise aux forces 

inertielles. La modélisation statique donne une idée sur la flexibilité de la structure en fonction des forces 

auxquelles elle est soumise, mais, elle ne donne aucune information sur le comportement dynamique réel du 

système. 
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∗ Problème aux valeurs propres du système linéarisé: On considère le robot dans une position définie et on 

détermine les fréquences propres et les modes propres des oscillations de faible amplitude autour de cette 

position. 

∗ Problème dynamique découplé: On suppose que le mouvement du robot en corps rigides est connu et on 

évalue ensuite, les déformations élastiques des liaisons du robot en fonction du temps. Cette approche 

suppose que les mouvements rigides influencent les mouvements élastiques, mais que ces derniers n'influent 

pas sur les premiers. 

∗ Problème dynamique couplé: Pour lequel un repère est associé à chaque liaison du robot. Le vecteur de 

variables généralisées comprend, à la fois, les termes décrivant le mouvement rigide du repère associé et les 

termes décrivant les déformations élastiques de la liaison considérée par rapport à ce repère [BOO 84]. La 

description des déformations élastiques est présentée comme une combinaison linéaire d'un nombre fini de 

fonctions de forme, dites aussi fonctions d'interpolation. A cette fin, peuvent être appliquées principalement: 

l'approche modale adoptée dans le cadre de notre travail ou la méthode des éléments finis [ZIE 89]. 

 

I.2 METHODES DE COMMANDE DES BRAS DE ROBOTS MANIPULATEURS 

FLEXIBLES   
Les problèmes de commande des robots manipulateurs flexibles peuvent être classés selon quatre 

objectifs principaux dans un ordre de difficulté croissante [BEN 04a]: 

 Régulation en position de l’extrémité manipulatrice 

 Mouvement de l’extrémité manipulatrice de point de repos à point de repos (“rest to rest”) en un temps 

fixé 

 Poursuite de trajectoire dans l’espace articulaire (poursuite d’une trajectoire angulaire désirée) 

 Poursuite de trajectoire dans l’espace opérationnel (poursuite de trajectoire de l’extrémité manipulatrice). 

 

Pour réaliser ces différents objectifs, plusieurs techniques relevant du domaine de la commande 

des systèmes ont été utilisés et adaptées aux robots flexibles. Nous présentons, ci-après, les références 

rencontrées, dans la littérature spécialisée, tout au long des années de notre travail de thèse : 

• Linéarisation entrée/sortie par retour d’état statique [SIN 86, DEL 88a, DEL 88b, DEL 89, DEL 

91a, CHE 91] 

• Régulation proportionnelle-dérivée (PD) [SCH 85, WAN 89, DEL 93a, LAV 93, BER 98] 

• Commande adaptative [YUH 87, SAS 88, SAS 89, DEL 93b, YAN 95, YAN 97a, BAI 98] 

• Redéfinition de la sortie [POT 91, WAN 91, WAN 92, DAM 95, DAM 96a, DAM 96b, TAL 99, YAN 

99, CHR 00, YAN 00] 

• Perturbations singulières [SIC 88, AOU 93, SUB 03] 

• Commande par modes de glissement [CHE 89, QIA 92, CHE 95, CHO 95, GOK 98, MOA 98, CAO 

00, XU 00, ZHA 04] 

• Inversion stable dans le domaine fréquentiel [BAY 87a, BAY 87b, BAY 88a, BAY 88b, SER 89] 

• Inversion stable dans le domaine temporel [BAY 89, KWO 94, ZHA 98, BEN 00a, BEN 01] 
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• Commande par méthodes basées sur la théorie de Lyapunov [YON 89, TSO 03] 

• Schémas algébriques [AOU 97, BEN 00b] 

• Placement de pôles [BOO 83, CHA 87, GEN 95, GEN 97] 

• Planification de trajectoires optimales [CHA 95, YAN 97b, MOH 98, BEN 02b, BEN 04b] 

• Commande optimale [TRU 79, SCH 85, LEE 88, LEE 90c, MOR 98] 

• Commande robuste [SIN 85, BAN 95, GHA 95, TRA 95, YAZ 97, DAA 98, RYU 99, SUT 99, CHA 

06, KAR 06] 

• Façonnement de l’entrée de commande (“Input Shaping”) [SIN 90, HIL 91, MEC 94, CHA 95, ZUO 

95, JAL 01, RHI 01, MOH 02, ROM 02, MOH 04, MOH 05, SHA 05, ZAI 06] 

• Linéarisation entrée-état par retour d’état dynamique [DEL 01a, DEL 01b] 

• Approche par ondes mécaniques [MON 97, OCO 98, OCO 07]  

• Commande floue [ARC 93, LIN 93, LEE 94, LIU 94, MOU 94, MER 95, MOU 95, YOO 96, LEE 98, 

TRA 98, KUB 99, SID 99, VUK 99, HUA 00, SID 00, SID 01, TOK 01, TRA 01, LIN 02, LI 03, GRE 

05, SHI 05, SHI 06] 

• Commande neuronale [YES 94, SUN 96, ARC 97, GE 97, TAL 97, GUT 98, SON 98, TAL 98, ISO 

99, WED 00, LIC 01, DEN 02, MAE 02, YUA 03, TIA 04] 

• Commande neuro-floue [SID 01, CAS 02, DEN 02, FUC 04, WAI 04, MAT 05, TIA 05] 

• Commande floue optimisée par algorithmes génétiques [SHI 00, ALA 06, NGU 07] 

• Commande par réseaux de neurones et algorithmes génétiques [JAI 94, SHA 00] 

• Commande neuro-floue optimisée par algorithmes génétiques [SID 02, HOS 04] 

• Commande par l’utilisation de matériaux piézoélectriques [SUN 98, CHO 99, SUN 99, GE 00, KIM 

01, SUN 04] 

• Commande par l’utilisation de matériaux piézocéramiques [MAX 03] 

• Commande active de vibration [SHA 95, MAT 05, BAN 06, BAN 07, HAS 07, JNI 07] 

• Commande référencée vision [BAS 06, JIA 06, JIA 07] 

 

I.3 CONCLUSION 
Dans ce chapitre introductif, nous avons présenté une synthèse générale des différentes techniques de 

modélisation et de commande des bras de robots manipulateurs à liaisons flexibles, rencontrées dans la 

bibliographie étudiée. 

Il en ressort que les différentes approches de modélisation sont, en général, une combinaison de celles 

habituellement utilisées pour les robots rigides et de techniques d'analyse de structures flexibles, telles que la 

méthode d'analyse modale ou celle des éléments finis; les liaisons étant modélisées, sur la base de la théorie des 

poutres d'Euler-Bernoulli ou celle des poutres de Timoshenko. 

Pour ce qui est de la majorité des méthodes de commande, elles sont nécessairement conditionnées par la 

disponibilité de modèles complets et précis. Ceci complique la tâche de synthèse de ces méthodes et affecte la 

réelle prise en charge des problèmes de commande précise et robuste de tels systèmes complexes. 
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CHAPITRE II 
 

 

Présentation Physique des Bras de Robots Manipulateurs 
à liaisons Flexibles à Modéliser 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous présenterons d'abord, dans le premier paragraphe, un bref résumé historique 
des origines de la théorie des poutres. Le bras de robot flexible, centre d’intérêt de notre étude, sera 
présenté dans le deuxième paragraphe, en tant que structure physique avec ses principales 
composantes et caractéristiques, selon deux configurations différentes. Enfin, en prévision de l'étude 
énergétique conduisant à la modélisation dynamique du bras robotique, la caractérisation cinématique 
du mouvement de la structure flexible sera abordée dans le troisième paragraphe. 

II.1 BREF HISTORIQUE DE LA THEORIE DES POUTRES 
Selon [LOV 44], le premier à considérer le problème élastique des poutres “minces” fut Jacob 

Bernoulli (1654-1705) en 1705 où il a supposé que le moment résistant de la déflexion est le résultat de 

l’élongation et de la contraction des filaments de la poutre. Ses résultats reposent sur le fait que le moment 

fléchissant est proportionnel à la courbure après déflexion. Suivant une suggestion, faite par Daniel 

Bernoulli (1700-1782) en 1742, stipulant que l’équation différentielle décrivant la déflexion d’une poutre 

peut être obtenue en minimisant le travail dû au moment fléchissant, Euler put, en 1744, obtenir une telle 

équation et classifier plusieurs cas. Les détails des travaux des Bernoulli et d’Euler peuvent être trouvés 

dans [CAN 81]. 

A la différence d’Euler qui, dans sa théorie, supposa qu’une poutre consiste en une ligne de particules 

résistant à la flexion, Coulomb, en 1776, a été le premier à appliquer les équations d’équilibre des forces et 

des moments à une section finie pour obtenir une équation différentielle plus précise. Il fût aussi le premier 

à considérer que les poutres sont aussi résistantes à l’effet de torsion. Cependant, ses travaux n’étaient 

basés sur aucune théorie d’élasticité. 

Une plus robuste théorie traitant de la torsion des barres prismatiques fût présentée par Saint-Venant en 

1855 et en 1856. Saint-Venant supposa que l’extension et la contraction des filaments d’une poutre sont 

proportionnelles à leur distance normale par rapport à leur axe centroïdal. De plus, comme simplification, 

Saint-Venant suggéra que l’effet de remplacer des charges extrêmes distribuées par un système résultant de 

charge statiquement équivalent en un point relativement éloigné de la limite extrême est négligeable [SHA 

85]. Ceci devint connu sous le nom de principe de Saint-Venant de l’équivalence élastique des systèmes de 

charges statiquement équipollents [LOV 44].  

En 1859, Kirchhoff obtint une mesure approximative de la déformation dans un élément de poutre et put, 

ainsi, déterminer une expression de l’énergie potentielle dans cet élément. En variant, cette énergie, il 

parvint à établir des équations d’équilibre et de vibration. De plus, il montra que les équations d’une poutre 

mince, soumise à seulement des forces à l’extrémité, ont la même forme que celles d’un corps rigide 

oscillant autour d’un point fixe. Ce formalisme est connu par l’analogie cinétique de Kirchhoff [SOU 41]. 
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Dans son ouvrage The Theory of Sound, publié pour la première fois en 1877, Rayleigh [RAY 45] inclut 

l’effet d’inertie de rotation dans les équations décrivant les vibrations transversales des poutres [HAN 99] 

et montra qu’à de hautes fréquences d’oscillation, de telles corrections apportées aux fréquences naturelles 

sont importantes. 

L’effet de déformation, par cisaillement, sur les vibrations des poutres fut introduit par Timoshenko [TIM 

21, TIM 22]. Comme exemple, il considéra les vibrations libres d’une poutre simplement supportée (posée) 

et montra que la correction due au cisaillement est quatre fois plus importante que celle due à l’inertie de 

rotation. De plus, il montra que les équations d’Euler-Bernoulli et celles de Rayleigh sont des cas 

particuliers de son résultat. 

  

Un résumé des différents effets tenus en compte dans chacune des théories des poutres est donné dans le 

tableau 2.1 suivant : 

 

 
Tableau 2.1 Différents effets dans chacune des théories des poutres 

 

II.2 PRESENTATION DE LA STRUCTURE PHYSIQUE DU BRAS DE ROBOT 

MANIPULATEUR FLEXIBLE 
Considérons le bras manipulateur de robot à une seule liaison flexible montré sur la figure 2.1. 

Pouvant se mouvoir uniquement dans le plan horizontal (autour de l’axe ), donc ayant un seul degré de 

liberté, il est lié à sa base par encastrement (cas du référentiel 

0Z

ee YX − ) ou par une liaison type rotule (cas 

du référentiel ) par une articulation rigide à l'arbre d'un moteur entraîné par un couple moteur idéal 

et porte une charge à inertie à son extrémité. 

aa YX −

 

Paramètres caractéristiques :

l  :  Longueur du bras 

E  :  Module d’élasticité (module de Young) 

I  :  Inertie de section 

ρ  :  Masse linéique (densité) du bras 

hJ  :  Moment d'inertie de l'ensemble articulation-moteur 

Modèle de Poutre 
Moment 

Fléchissant 

Déplacement 

Latéral 

Déformation de 

Cisaillement 
Inertie de Rotation 

Euler-Bernoulli     

Rayleigh     

Cisaillement     

Timoshenko     

pM  :  Masse de la charge 

pJ  : Moment d'inertie de la charge 

τ  : Couple moteur. 
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Présentation Physique des Bras de Robots Manipulateurs à Liaisons Flexibles à Modéliser Chapitre II 

 

Figure 2.1 Configuration physique du bras manipulateur planaire à une liaison flexible 

(a) vue de dessus : bras en flexion (avec déflexion) - (b) vue de face : bras sans déflexion 

 

II.3 CARACTERISATION CINEMATIQUE DU BRAS DE ROBOT 

MANIPULATEUR FLEXIBLE 
La caractérisation cinématique du bras manipulateur de robot flexible objet de notre étude est 

appliquée à deux configurations différentes dépendant de la nature de l’assemblage (liaison) bras-arbre de 

l’actionneur commandant le mouvement de rotation du bras de robot. 

Ces deux configurations générales des robots flexibles [BEL 90, FRA 91] sont : 

 Bras encastré (“clamped”) – chargé (figure 2.2) 

 Bras articulé (“pinned”)–chargé (figure 2.3) 

 

Les deux configurations peuvent être distinguées par les effets suivants : 

• Si aucun couple moteur n’est appliqué à la base du bras flexible sachant que les conditions initiales sont 

non nulles, le repère  relatif au cas encastré aura une évolution vibratoire alors que pour le cas 

articulé, le repère correspondant  restera fixe par rapport au repère inertiel de référence 

ee YX −

aa YX − 00 YX −  

[BEL 90]. 

Charge

0X

eX

τ  

hJ

pp JM ,

ρ,,, IEl  

eY

Liaison en 
flexion 

0Y

Articulation 
rigide 

0X

0Y

0Z
Liaison sans 

déflexion 

aX
(a) 

(b) 

aY

Centre de 
masse 

Plan 
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• Types des actionneurs à employer : à haut rapport de réduction (“high gear”) pour le cas d’encastrement 

et à entraînement direct (“direct drive”) pour celui d’articulation [KRI 88, SOO 96, SOO 98]. 

 
Figure 2.2 Poutre encastrée-chargée 

 

 
Figure 2.3 Poutre articulée-chargée

II.3.1 Bras Encastré-Chargé 
Le repérage nécessaire pour l'élaboration des équations cinématiques du bras flexible en 

configuration encastré-chargé est montré sur la figure 2. 4. 

 

 
 

Figure 2.4 Configuration du bras manipulateur à une liaison flexible encastré-chargé 

 
Cette figure donnant une vue de dessus de notre système robotique, l’axe de rotation de l’articulation est 

perpendiculaire au plan. La hauteur de la section de la poutre (bras ou liaison) étant plus importante que sa base 

(épaisseur), par conséquent, les déflexions sont contraintes de ne se produire que dans le plan (robot flexible 

planaire). Celles dues à la gravité sont supposées négligeables. 

Le repère inertiel de référence est indiqué par le repère 00 YX − . Celui indiqué par  est un repère de 

référence tournant en rotation avec la poutre. A noter que l’axe  est en permanente tangence avec la base 

de la liaison flexible constituant le bras de robot [BEL 90]. 

ee YX −

eX

Les différentes variables descriptives, utilisées dans la figure 2.4, ont les interprétations suivantes : 

Articulation 

Charge 

Encastrement

Charge 

0X

eX

τ

hJ  

0x  

x′

0y

y′

),( txw ′

α  

θ  

0Y

x

),( yxP ′′′

),( txr ′

)0,(xP

eY Plan 
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• x   : coordonnée (abscisse) axiale de la liaison dans le repère ee YX −  

•  : coordonnée (abscisse) sur l’axe  d’un point de la liaison en flexion correspondant au  

même point de la liaison non fléchie d’abscisse 

x ′ eX

x  

•    :  coordonnées d’un point de la liaison non fléchie )0,(xP

•  :  coordonnées d’un point de la liaison fléchie ),( yxP ′′′

•  :  déformation élastique (déflexion) par rapport à l’axe  d’un point  le long de la liaison ),( txw ′ eX x′

•    :  vecteur entre l’origine et le point en déflexion ),( txr ′ P′  

• ),( tx′α    :  angle généré par le vecteur r  dans le repère inertiel 00 YX −  

• )(tθ      :  position angulaire fonction du temps de l’axe rotatif  eX

 
La déflexion  peut être écrite comme suit : ),( txw ′

  (2.1) ytxw ′=′
∆

),(

La position angulaire ),( tx′α  du point P′  par rapport au repère inertiel 00 YX −  peut être donnée par : 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

′
′

+=′
∆

x
txwttx ),(arctan)(),( θα  (2.2) 

En supposant qu’en un point , la déformation élastique x′ ),( txw ′  est petite, alors l’approximation suivante 

peut être considérée : 

 ),( txwyxx ≈′⇒≈′  (2.3) 

L’application de (2.3) à (2.2) donne : 

 ),(),(arctan)(),( tx
x

txwttx αθα =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+≈′  (2.4) 

Les déflexions étant supposées assez petites, il peut être montré que [GHA 94]: 

 
x

txw
x

txw
x

txw ),(),(),(arctan ≈
∂

∂
≈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  (2.5) 

Le remplacement de (2.5) dans (2.4) donne : 

 
x

txwttx ),()(),( +=θα  (2.6) 

Considérons le vecteur  correspondant au point ),( txr P′  de la liaison en flexion. Dans le repère inertiel 

,  a les coordonnées suivantes : 00 YX − ),( txr

 
( )
( ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

),(sin
),(cos

),(
txx
txx

txr
α
α

)  (2.7) 

Définissons  comme étant la longueur de l’arc généré par le point ),( txR P′  de la liaison en flexion : 

 ),()(.),(),( txwtxtxxtxR +== θα  (2.8) 

Ceci constitue la position de n’importe quel point de la poutre. La position de l’extrémité finale de la poutre 

(de la liaison de longueur  constituant le bras flexible) peut, par conséquent, s’écrire : l

 ),()(.),(),( twtttR lllll +== θα ),()(.),(),( txwtxtxxtxR +== θα  (2.9) 
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II.3.2 Bras Articulé-Chargé 

Le repérage nécessaire pour l'élaboration des équations cinématiques du bras flexible en 

configuration articulé-chargé est montré sur la figure 2.5. 

 

 
 

Figure 2.5 Configuration du bras manipulateur à une liaison flexible articulé-chargé 

 

On peut constater que, pour cette autre configuration, l’axe  est en permanente coïncidence avec le 

centre de masse du bras de robot [BEL 90]. 

aX

A noter aussi que les mêmes variables descriptives utilisées dans le cas précédent sont reprises sur la figure 2.5 

avec les mêmes interprétations à l’exception de ces deux positions angulaires : 

• )(tχ  :  position angulaire fonction du temps de l’articulation (tangente à la base de la liaison) 

• )(tθ  :  position angulaire fonction du temps de l’axe rotatif  (du centre de masse). aX

 
A partir de la géométrie de la liaison dans la figure 2.5, la position angulaire de l’articulation )(tχ  peut être 

exprimée par : 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+=

→ x
txwtt

x

),(arctanlim)()(
0

θχ  (2.10) 

Avec la supposition des petites déflexions, l’expression de )(tχ  peut être simplifiée en utilisant (2.5) pour 

donner : 

 
0

),()()(
=∂

∂
+=

xx
txwtt θχ  (2.11) 

Remarque : Pour le cas encastré-chargé les angles )(tχ  et )(tθ  ne font qu’un, ce qui donne : 

 )()( tt θχ =  avec 
0

),(
=∂

∂

xx
txw  (2.12) 

0X

aX

τ  

hJ  

0x  

x′

0y  

y′

),( txw ′

aY  

αθ

0Y

 

Centre de masse 

χ

),( txr ′

x
)0,(xP

),( yxP ′′′

Plan 
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CHAPITRE III 
 
 

Approches de Modélisation Mathématique d’un Bras de 
Robot Manipulateur à liaison Flexible 

 en Poutre d’Euler-Bernoulli 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous présentons le développement détaillé de modèles mathématiques du bras de 
robot flexible, objet de notre étude, en se basant sur la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli. Le 
premier modèle dynamique concerne le cas encastré-chargé, alors que le deuxième sera développé 
pour le cas articulé-chargé. Le comportement en boucle ouverte des deux systèmes est illustré par 
différentes réponses, obtenues par simulation numérique des deux modèles dynamiques établis. 

III.1 MODELISATION MATHEMATIQUE EN POUTRE D’EULER-BERNOULLI   
La théorie des poutres d’Euler-Bernoulli (E-B) [MEI 97] nommée, parfois, théorie classique des 

poutres est la théorie la plus communément utilisée des théories des poutres vu sa simplicité et vu qu’elle donne 

lieu à des résultats approximatifs raisonnables dans plusieurs domaines d’engineering [HAN 99]. 

Dans cette théorie, les phénomènes structurels d’inertie de rotation et d’effort tranchant 

(cisaillement) sont négligés. 

 

III.1.1 Modèle 1 : Poutre d’Euler-Bernoulli Encastrée-Chargée avec Amortissements 

Interne de Kelvin-Voigt et Externe de l’Air 

III.1.1.1 Etablissement et résolution de l’équation de mouvement  

L’équation de mouvement du bras de robot à une liaison déformable, considérée comme une 

poutre d’E-B, peut être établie sur la base de l’équilibre des moments et celui des forces agissant sur un 

élément infinitésimal de la poutre de masse  et de longueur dx , représenté sur la figure 3.1. dm

En considérant la loi “solide linéaire standard” de Zener [ZEN 48], avec la relation contrainte-déformation 

(“stress-strain”)  

 
t

KE
t

C DD ∂
∂

+=
∂
∂

+
εενν  (3.1) 

avec : 

DC  : constante de visco-élasticité du matériau de la poutre 

DK  : coefficient d’amortissement de Kelvin-Voigt.   

et en supposant des variations linéaires de contrainte et de déformation à travers le corps de la poutre, le 

moment total obtenu par intégration du moment du premier ordre de la contrainte à travers la section de la 

poutre est donné par [BAK 67]: 

 ),(1),( 0 txw
t

KEIM
t

CtxM xxDD ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=  (3.2) 
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à Liaison Flexible en Poutre d’Euler-Bernoulli   

dx

Figure 3.1 Cinématique de déformation d’un élément de poutre d’Euler-Bernoulli en flexion 

 

Le moment interne total (flexion et amortissement visqueux structurel interne de Kelvin-Voigt) M  s’écrit 

alors [BAN 91, BAN 96] : 

 
tx
txwIK

x
txwEItxM D ∂∂

∂
+

∂
∂

= 2

3

2

2 ),(),(),(  (3.3) 

L’équation de mouvement du bras de robot, à une liaison déformable, peut être établie en considérant 

l’équilibre des moments et celui des forces, au sein d’un élément infinitésimal de poutre de masse  et de 

longueur . 

dm

dx

En supposant que la déformation de l’élément  considéré est assez petite de sorte que la déformation par 

cisaillement soit négligeable devant  (i.e. : absence de flexion sur les cotés de l’élément ), le 

bilan exprimant l’équilibre des forces agissantes est donné par : 

dx

),( txw dx

 dx
t

txwAdx
t

txwAtxVdx
x

txVtxV D 2

2 ),(),(),(),(),(
∂

∂
=

∂
∂

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+ ρ  (3.4) 

où les termes dx
t

txwAD ∂
∂ ),( , dx

t
txwA 2

2 ),(
∂

∂ρ  représentent, respectivement, la force de résistance de l’air 

et la force d’inertie transversale distribuées sur l’élément de longueur . dx

La simplification de (3.4) donne lieu à la relation 

 2

2 ),(),(),(
t

txwA
t

txwA
x

txV
D ∂

∂
=

∂
∂

−
∂

∂ ρ  (3.5) 

dx
x
VtxV
∂
∂

+),(

dx
x

MtxM
∂
∂

+),(

),( txV

),( txM

2

2 ),(
t

txwA
∂

∂ρ

dx

),( txw

dxx +
x

x

),( txw

X

Y
Z
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à Liaison Flexible en Poutre d’Euler-Bernoulli   

La relation équilibre des moments agissants sur l’élément  autour de l’axe dx Z  s’écrit : 

 0),(),(),(),(),( =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

++−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+ dxdx
x

txVtxVtxMdx
x

txMtxM  (3.6) 

dx  étant infinitésimal,  est négligeable, ce qui donne lieu à l’expression simplifiée suivante, 

exprimant  la relation entre la variation spatiale du moment fléchissant et la force de cisaillement :  

2)(dx

 
x

txMtxV
∂

∂
−=

),(),(  (3.7) 

En remplaçant (3.3) dans (3.7), on obtient 

 
tx
txwIK

x
txwEItxV D ∂∂

∂
−

∂
∂

−= 3

4

3

3 ),(),(),(  (3.8) 

Enfin, le remplacement de (3.8) dans (3.5) permet d’établir l’équation du mouvement amorti d’une poutre 

d’E-B: 

 0),(),(),(),(
2

2

4

4

4

5

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+
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∂

t
txwA

t
txwA

x
txwEI

tx
txwIK DD ρ  (3.9) 

L’équation (3.9) est l’équation aux dérivées partielles (EDP) du cinquième ordre homogène et linéaire de la 

poutre d’E-B avec les effets d’amortissement interne et externe [LOU 06] exprimant la déflexion . ),( txw

En vue de sa résolution, cette EDP est affectée des conditions initiales et aux limites suivantes : 

Conditions initiales: , 0)0,( wxw = 0
0

),( w
t

txw
t

&=
∂

∂

=

 (3.10) 

Conditions aux limites (C-L): [BEL 90] 

• Extrémité encastrée: 

⎪⎩

⎪
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=
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• Extrémité libre chargée: 
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 (3.12)  

A noter que l’EDP classique d’E-B est retrouvée si les termes relatifs aux effets d’amortissement sont 

supprimés: 

 0),(),(
2

2

4

4

=
∂

∂
+

∂
∂

t
txwA

x
txwEI ρ  (3.13) 

Pour résoudre l’EDP aux termes à dérivées mixtes (3.9), nous avons opté pour la méthode la plus utilisée 

dans un tel contexte de système à paramètres distribués: la méthode des Modes Supposés (“Assumed Modes 

Method”) [MEI 97], qui consiste en une séparation spatio-temporelle de la variable caractéristique de 

l’EDP, à savoir . En effet, elle prend la forme séparée suivante, formée par le produit d’une fonction 

spatiale dite fonction propre de forme modale ou fonction admissible ) , devant vérifier les C-L, et 

d’une fonction temporelle dite coordonnée généralisée modale 

),( txw

(xW

)(tδ :  
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 )()(),( txWtxw δ=  (3.14) 

En remplaçant la forme proposée de séparation dans l’EDP (3.9), on établit: 

 0)()()()()()()()(
2

2

4

4

4

4

=+++
dt

tdxWA
dt

tdxAWt
dx

xWdEI
dt

td
dx

xWdIK DD
δδρδδ  (3.15) 

qu’on récrit, ci-après, avec une notation plus simple : 

  (3.16) 0)()()()()()()()( =+++ txWAtxAWtxEIWtxIWK D
iviv

D δδρδδ &&&&

En opérant une séparation des fonctions temporelles de celles spatiales, on obtient le rapport : 

 
)(
)(

)()(

)()(

xW
xW

A
EI

tt
E

K

t
A

At iv

D

D

ρδδ

δ
ρ

δ
−=

+

+

&

&&&

 (3.17) 

On peut voir que la partie gauche de cette équation ne dépend que du temps  alors que celle de droite ne 

dépend que de 

t

x . Puisque x  et  sont indépendantes, alors les deux parties de part et d’autre de cette 

égalité doivent être constantes. Soit 

t

λ  cette constante, on a alors :  

 λ
ρδδ

δ
ρ

δ
−=−=

+

+

)(
)(

)()(

)()(

xW
xW

A
EI

tt
E

K

t
A

At iv

D

D

&

&&&

 (3.18) 

La solution temporelle va permettre de mettre en évidence la relation importante entre la fréquence 

naturelle du système non amorti nω  ou, tout simplement, ω  et la dorénavant valeur propre λ . 

L’équation différentielle relative à la solution temporelle et sa résolution sont présentées dans ce qui suit. 

De (3.18), on a 

 0)()()( =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ tt

E
K

A
At DD λδδ

λ
ρ

δ &&&  (3.19) 

L’équation (3.19) a la forme générale d’une équation différentielle ordinaire du second ordre caractérisant 

un système linéaire élastique avec amortissement: 

 0  (3.20) )()(2)( 2 =++ ttt nn δωδξωδ &&&

En considérant le cas sous-amorti avec les conditions initiales, )0(δ  et , sa solution est donnée par )0(δ&

 ( )ψωκδ ξω −= − tet d
tn cos)(  (3.21) 

avec ; λω =2
n

λρ
λρ

ξ
AE

AKEA DD

2
+

= ; 21 ξωω −= nd ; [ ]
2

1

2
2

)0(
)0()0(

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
= δ

ω
ξωδδ

κ
d

n
&

; 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

)0(
)0()0(

arctan
δω

ξωδδ
ψ

d

n
&

. 

La fréquence naturelle nω  ou, plus simplement, ω  va pouvoir être déterminée suite à la résolution de 

l’équation différentielle spatiale du quatrième ordre suivante émanant de (3.18) : 

   (3.22) 0)()( 4 =− xWxW iv β

avec 4
2

4

EI
A

EI
A ρωλρβ ==   (3.23) 
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 La solution générale de l’équation (3.22) est de la forme : 

  (3.24) xjxjxx eSeSeSeSxW ββββ −− +++= 4321)(

pouvant être exprimée, de manière équivalente, par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )xAxAxAxAxW ββββ coshsinhcossin)( 4321 +++=  (3.25) 

Pour la détermination des quatre constantes , ,  et , nous faisons appel aux C-L données 

précédemment dans (3.11) et (3.12). Les expressions de ces dernières doivent, au préalable, être réécrites 

sur la base de la forme séparée donnée par (3.14), comme suit : 

1A 2A 3A 4A

• Extrémité encastrée: 

  (3.26) 
⎩
⎨
⎧

=′
=

0)0(
0)0(

W
W

• Extrémité libre chargée: 

Après reformulation de la relation (3.18), dans le sens d’établir la relation suivante spécifique au 

système non amorti (à exploiter pour les C-L à l’extrémité libre chargée) 

 2

amortinonsystème

)(
)(

)(
)(

)()(

)()(
ωλ

ρδ
δ

δδ

δ
ρ

δ
−=−=−==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
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⎦
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⎡
+

xW
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t
t
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t
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At
iv

D

D
&&

&

&&&

 (3.27) 

nous pouvons, à présent, réécrire les deux autres C-L : 

  (3.28) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=′′′

′=′′

)()(

)()(
2

2

ll

ll

WMWEI

WJWEI

p

p

ω

ω

avec, notamment, la relation importante 42 β
ρ

ω
A

EI
=  déduite de (3.23) à utiliser plus loin. 

L’application des deux C-L de (3.26) permet d’aboutir aux égalités : 

 13 AA −= , 24 AA −=  (3.29) 

ce qui conduit à écrire  sous la forme: )(xW

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xxAxxAxW ββββ coshcossinhsin)( 21 −+−=  (3.30) 

Pour déterminer les deux constantes restantes, on fait appel aux deux autres C-L données en (3.28). Les 

détails de la procédure d’application de ces dernières C-L sont présentés dans l’annexe A. 

Les résultats auxquels on aboutit sont : 

 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } 0sinhsincoshcos

sinhsincoshcos
22

2

22
1

=+−+

+++−

llll

llll

βββωβββ

ββββββω

p

p

JEIA

EIJA
 (3.31) 

et 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } 0coshcossinsinh

sinhsincoshcos
23

2

23
1

=−−−

+−−+

llll

llll

ββωβββ

ββωβββ

p

p

MEIA

MEIA
 (3.32) 

ce qui permet d’établir, après utilisation de la relation 42 β
ρ

ω
A

EI
= , les deux expressions suivantes 

exprimant le coefficient  en fonction du coefficient  : 2A 1A
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
⎪
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⎫
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3
3

3
3

12

A
J
A
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p

p

 (3.33) 

 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
⎪
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⎭
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⎫

⎪
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ρ
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A
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A
M
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p

p

 (3.34) 

Les équations (3.31) et (3.32) peuvent être rassemblées en une seule formulation matricielle comme suit : 

 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−

−+

+

−+

+

+−

0

0

coshcos
sinsinh

sinhsin
coshcos

sinhsin
coshcos

sinhsin

coshcos

2

1

2

3

2

3

2

2

2

2

A

A

M
EI

M
EI

J
EI

EI

J

pp

p

p

ll

ll

ll

ll

ll

ll

ll

ll

ββω

βββ

ββω

βββ

βββω

βββ

βββ

βββω

 (3.35) 

soit  (3.36) ⎥
⎦

⎤
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⎡
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44 344 21
lβ

Les solutions non triviales de cette équation peuvent être obtenues en égalisant à zéro le déterminant de la 

matrice )( lβEQ  : 
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 (3.37) 

L’équation (3.37) donne lieu à l’équation caractéristique fréquentielle transcendante suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0coshcos1)(coshsinsinhcos)(

sinhcoscoshsincoshcos1

4
422

3
3 =−++

−−−+

lll
l

lllll
l

lllll
l

ll

βββ
ρ

βββββ
ρ

βββββ
ρ

ββ

A
JM

A
J

A
M

ppp

p

 (3.38) 

Si  (système encastré-libre ou non chargé), cette équation caractéristique se réduit à : 0== pp JM
 ( ) ( ) 0coshcos1 =+ ll ββ  (3.39) 

Notre système étant une poutre continue, le nombre de solutions i)( lβ  ou liβ  de l’équation (3.38) est 

infini et, par conséquent, le nombre de modes flexibles vibratoires l’est aussi. Les pulsations naturelles 

correspondantes sont données par : 

 
( )

L
l

l ,2,1,2

2

=== i
A

EIi
ini ρ

β
ωω  (3.40) 

On peut considérer que la solution 00 =lβ  correspond au mode rigide pour lequel on a évidemment 

00 =ω . 
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La solution temporelle donnant l’expression des coordonnées généralisées modales donnée par l’équation 

(3.21) s’exprime alors par : 

 ( )id
t

ii tet
i

ini ψωκδ ωξ −= − cos)(  (3.41) 

En optant pour la relation donnée par l’équation (3.34), on peut écrire : 
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 (3.42) 

ce qui conduit à la forme suivante des fonctions de forme modales: 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xxAxxAxW iiiiii ii
ββσββ coshcossinhsin)( 11 −+−=  (3.43) 

qu’on se propose de réécrire sous la forme : 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }xxxxxW iiiiiii ββσββ coshcossinhsin)( −+−Ω=  (3.44) 

L’expression de la solution de l’équation générale du mouvement (3.9) est, par conséquent, simplement la 

combinaison linéaire de (3.41) et (3.44) : 

  (3.45) ∑
∞

=

=
1

)()(),(
i

ii txWtxw δ

Les coefficients  sont des constantes de normalisation choisies telles que  [THE 95]. 

Elles sont, par conséquent, données par : 

iΩ [ ] l
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2)( dxxWi
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 (3.46) 

Le déplacement transversal de la liaison flexible obtenu, comme solution à l’équation (3.9) du mouvement 

amorti d’une poutre d’E-B est finalement exprimée par : 

  (3.47) ( ) ([ ])cosh()cos()sinh()sin()cos(),(
1

xxxxtetxw iiiii
i

id
t

ii i

ini ββσββψωκ ωξ −+−−Ω=∑
∞

=

− )

 
III.1.1.2 Elaboration du modèle dynamique 

Pour l’élaboration du modèle mathématique dynamique du système robotique considéré, le 

formalisme Lagrangien est adopté. Cette approche énergétique conduit à l’obtention d’un ensemble 

d’équations différentielles ordinaires descriptives du comportement dynamique. 

Un système dynamique complètement localisé par n  coordonnées généralisées  doit satisfaire  

équations différentielles de la forme: 

iq n

 i
iii

F
q
D

q
L

q
L

dt
d

=
∂
∂

+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

&&
, 1,,2,1,0 −= ni L  (3.48) 

où  est le Lagrangien défini par L

 UTL −=  (3.49) 
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T  représente l’énergie cinétique du système modélisé, U  son énergie potentielle et D  la fonction de 

dissipation de Rayleigh permettant la prise en compte des effets dissipatifs d’énergie.  est la force 

externe généralisée agissant sur la coordonnée généralisée correspondante . 

iF

iq

 
Théoriquement, il y a une infinité d’équations différentielles ordinaires, mais pour des considérations 

pratiques telles que le fait que l’énergie motrice soit finie (non illimitée) et le fait que les actionneurs et les 

capteurs soient à bande passante fréquentielle limitée, il est plus raisonnable de se limiter à un nombre fini 

 [CAN 84, KAN 85, Qi 92, FRA 91]. n

 
L’énergie cinétique totale du robot manipulateur chargé est la somme des contributions des énergies 

cinétiques respectives de l’encastrement (assemblage base du bras robotique-actionneur) , de la liaison 

flexible  et de la charge  : 

hT

lT pT

 ph TTTT ++= l  (3.50) 

avec 

 )(
2
1 2 tJT hh θ&=  (3.51) 
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Notre bras de robot étant planaire, c'est à dire, ne pouvant se mouvoir que dans le plan horizontal, les forces de 

gravité tendant à le fléchir dans le sens vertical sont, par conséquent, ignorées. L'énergie potentielle ne traduit, 

ainsi, que l'énergie élastique de flexion horizontale emmagasinée dans la poutre : 

 dx
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L’énergie dissipée due aux effets amortissants est exprimée par : 

 ∫∫ ⎥
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Se basant sur plusieurs travaux théoriques et expérimentaux, notamment ceux de [HAS 87], qui ont prouvé 

que les deux premiers modes vibratoires sont suffisants pour établir un modèle à dimension finie précis, 

nous avons retenus les deux premiers modes vibratoires dominants.  peut, alors, être exprimée par: ),( txw

  (3.56) )()()()()()(),( 2211

2

1

txWtxWtxWtxw
i

ii δδδ +==∑
=

Considérant cette troncation, nous définissons 

 ; ;  (3.57) ∫=
l

0

)( dxxxWR ii ∫=
l

0

2 )( dxxWS ii ∫ ′′=
l

0

2 )( dxxWZ ii

et nous adoptons, par propriété d’orthogonalité des fonctions modales de forme [TIM 74], les égalités 

suivantes: 
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En tenant compte des équations (3.50-3.55), nous établissons les expressions des différentes énergies 

comme suit (les détails des calculs sont développés dans l’annexe B) : 
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Le Lagrangien est alors exprimé par : 
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L’application de (3.48) donne lieu aux résultas suivants (les détails des calculs sont développés dans 

l’annexe B): 
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Le modèle dynamique non linéaire du bras de robot flexible étudié est alors donné, sous forme compacte 

matricielle, par : 
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et sous forme simplifiée par : 

 )()(),()( tFtKqqqNqHqqB =+++ &&&&  (3.69) 
où 

•  est dite matrice masse ou d’inertie formée des éléments : B
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• H  est dite matrice d’amortissement visqueux formée des éléments : 

 1122 IZKSAH DD += , 2233 IZKSAH DD +=  (3.71) 

 
• N  est dite matrice des effets de Coriolis et centrifuges formée des éléments : 
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• K  est dite matrice de raideur ou de rigidité formée des éléments : 

 122 EIZK = , 233 EIZK =  (3.73) 

 
•  )  est le vecteur des variables généralisées donné par: (tq

 [ ]Tttttq )()()()( 21 δδθ=  (3.74) 
avec : 

)(tθ  : variable rigide de rotation (mode rigide) 

)(1 tδ  : variable flexible relative au premier mode vibratoire (amplitude modale temporelle) 

)(2 tδ  : variable flexible relative au deuxième mode vibratoire (amplitude modale temporelle) 

)(tF  est le vecteur des forces généralisées agissant sur les coordonnées généralisées correspondantes, 

donné par : 

 [ ]TtF 00)( τ=  (3.75) 

avec τ  : couple moteur au niveau de l’encastrement entraînant en rotation le bras de robot. 
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III.1.1.3 Simulation de la commande en boucle ouverte 

A. Paramètres physiques du système étudié 

Les paramètres physiques du bras de robot à une liaison flexible encastré-chargé étudié sont 

donnés dans l’annexe C. La liaison constituant ce bras de robot est sous forme d’une poutre en aluminium 

type 6061-T06 encastrée (“clamped”) par un moyeu (“hub”) rigide sur l’arbre d’un moteur électrique 

considéré, dans ce cas de montage, comme étant à haut rapport de réduction (“high gear”) (Cf. § II.3). 

 
B. Fonctions de forme modales 

Les quatre premières fonctions admissibles (fonctions modales de forme) correspondant au 

système encastré-libre et encastré-chargé sont respectivement illustrées par les figures suivantes : 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x [m]

W
(x

)

Les quatre premières fonctions admissibles Wi(x)

Mode 1
Mode 2
Mode 3
Mode 4

 
(a)  KgM p 0=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x [m]

W
(x

)

Les quatre premières fonctions admissibles Wi(x)

Mode 1
Mode 2
Mode 3
Mode 4

 
(b) KgM p 1=  

Figure 3.2 Fonctions admissibles du modèle : (a) encastré-libre ; (b) encastré-chargé 

 
C. Réponses impulsionnelles 

Pour analyser le comportement dynamique de notre système robotique, les réponses 

impulsionnelles suivantes, représentant les déflexions de l’extrémité manipulatrice, ont été obtenues pour 

les deux cas encastré-libre (figure 3.3.a) et encastré-chargé (figure 3.3.b): 
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(b) KgM p 1=  

Figure 3.3 Réponses impulsionnelles en déflexion de l’extrémité du bras flexible encastré: 

(a) libre ; (b) chargé 
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La figure 3.3.a représentant l’évolution de la déflexion de l’extrémité de la liaison libre, met clairement en 

évidence le comportement vibratoire amorti du bras manipulateur à structure flexible suite à l’excitation 

impulsionnelle qu’il a subie. 

Le bras de robot étant, cette fois-ci, chargé à son extrémité libre et soumis à la même excitation à sa base, 

exhibe aussi une déflexion vibratoire illustrée par la figure 3.3.b. Cependant, nous constatons que les 

oscillations évoluent avec une fréquence nettement moins importante (mouvement moins amorti) et des 

amplitudes plus grandes et moins amorties. Ceci démontre l’importance de l’effet de la charge sur la 

dynamique du bras de robot flexible et prouve la nécessité de sa prise en compte dans la modélisation 

mathématique du système.   

 

III.1.2 Modèle 2 : Poutre d’Euler-Bernoulli Articulée-Chargée avec Amortissements 

Interne de Kelvin-Voigt et Externe de l’Air 

Dans ce cas, le montage à la base est du type articulé (“pinned”)-chargé. La particularité 

physique de cette deuxième configuration est la valeur du moment d’inertie de l’articulation bras flexible-

arbre moteur  qui est plus faible que celle relative à l’encastrement bras-arbre moteur de la première 

configuration. 

hJ

L’EDP générale (3.9) établie pour le modèle 1 est reconduite pour le modèle 2 à développer dans cette 

partie, mais les C-L spécifiques au présent cas sont différentes au niveau de l’extrémité articulée. Elles sont 

données par [BEL 90, LOU 07a, LOU 07b]: 

• Extrémité articulée : 

                  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∂∂
∂

=
∂

∂

=

==

base)laàmomentsdes(équilibre),(),(

0),0(

0
2

3

0
2

2

x
h

x tx
txwJ

x
txwEI

tw
 (3.76) 

• Extrémité libre chargée : 
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Réécrites sur la base des relations (3.14) et (3.27), elles deviennent : 

• Extrémité articulée : 
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• Extrémité libre chargée : 
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L’application de la première des C-L (3.78) donne lieu à la relation : 

 24 AA −=  (3.80) 
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ce qui conduit à écrire sous  la forme : )(xW

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )xAxxAxAxW ββββ sinhcoshcossin)( 321 +−+=  (3.81) 

En appliquant, la deuxième des C-L (3.78), on établit la relation : 
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Pour déterminer les deux constantes restantes, on fait appel aux deux autres C-L données en (3.79). Les 

résultats auxquels on aboutit sont : 
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ce qui donne les deux relations équivalentes suivantes exprimant le coefficient  en fonction du 

coefficient : 
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Les détails des calculs de l’application de la deuxième des conditions aux limites (3.78) et des deux 

conditions aux limites (3.79) sont présentés dans l’annexe A. 

 
Les équations (3.84) et (3.85) peuvent être rassemblées en une seule formulation matricielle comme suit : 

  (3.88) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

0

3

1

)(

2221

1211

A

A

QQ

QQ

AQ

AA

AA

44 344 21
lβ

30 



Approches de Modélisation Mathématique d’un Bras de Robot Manipulateur Chapitre III 
à Liaison Flexible en Poutre d’Euler-Bernoulli   

avec 

 )sinh(
2

)cosh(
2

)cos(
2

2
)sin(1

2
6

22
336

2211
llll ββ

ρ
ββ

ρ
ββ

ρ
ββ

ρ A
JJ

A
J

A
JJ

A
JJ

Q hphphhp
A +−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (3.89) 

 )cosh(
2

2
)sinh(1

2
)sin(

2
)cos(

2
36

22
6

22
3

12
llll ββ

ρ
ββ

ρ
ββ

ρ
ββ

ρ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++−=

A
JJ

A
JJ

A
JJ

A
J

Q phhphph
A  (3.90) 

 )sinh(
2

)cosh(
2

)sin(
2

)cos(1
2

34
22

34
2221

llll ββ
ρ

ββ
ρ

ββ
ρ

β
ρ

ββ
ρ A

J
A
JM

A
M

A
J

A
JM

Q hhpphhp
A −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (3.91) 

 )sinh(
2

)cosh(1
2

)sin(
2

)cos(
2

34
22

34
2222

llll ββ
ρ

β
ρ

ββ
ρ

ββ
ρ

ββ
ρ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+=

A
M

A
J

A
JM

A
J

A
JM

Q phhphhp
A  (3.92) 

 

Les solutions non triviales de l’équation (3.88) peuvent être obtenues, en égalisant à zéro le déterminant de 

la matrice )( lβAQ  : 
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L’équation (3.93) donne lieu à l’équation caractéristique fréquentielle transcendante suivante : 
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Si  est négligé, l’équation caractéristique s’écrit : hJ
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Si  (système articulé-libre ou non chargé), l’équation caractéristique se réduit à : 0== pp JM

 0)cosh()sin()sinh()cos( =− llll ββββ  (3.96) 

 

Le nombre de solutions i)( lβ  ou liβ  de l’équation (3.94) étant infini et celui des modes flexibles 

vibratoires l’étant, par conséquent, aussi, on peut écrire, en optant pour la relation donnée par l’équation 

(3.85), que : 
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ce qui conduit à la forme suivante des fonctions de forme modales: 
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qu’on réécrit, plus simplement, sous la forme : 
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Les coefficients , choisis aussi tels que  [THE 95], sont donnés par : iΩ [ ] l
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Le déplacement transversal de la liaison flexible obtenu, comme solution à l’équation (3.9) du mouvement 

amorti d’une poutre d’Euler-Bernoulli articulée-chargée est finalement exprimée par : 
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Le modèle mathématique dynamique du bras flexible en tant que poutre d’Euler-Bernoulli articulée-

chargée est le même que celui établi pour le cas encastré-chargé. 

En finalité, la différence entre les deux modèles présentés réside, exclusivement, dans les expressions des 

fonctions de forme modales résultant de conditions aux limites différentes. 
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III.1.2.1 Simulation de la commande en boucle ouverte : 

A. Paramètres physiques du système étudié 

Les paramètres physiques du bras de robot à une liaison flexible articulé-chargé étudié sont 

les mêmes que ceux utilisés pour le cas précédent, excepté le moment d’inertie de l’articulation . Ils sont 

donnés dans l’annexe C. La liaison constituant le bras manipulateur est la même poutre en aluminium type 

6061-T06, mais, cette fois-ci,  articulée, via un moyeu ou pivot (“hub”) rigide, à l’arbre d’un moteur 

électrique considéré comme étant à entraînement direct (“direct drive”). 

hJ

 
B. Fonctions modales de forme 

Les quatre premières fonctions modales de forme, correspondant au système articulé-libre et 

articulé-chargé, sont respectivement illustrées par les figures 3.4.a et 3.4.b suivantes : 
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(b) KgM p 1=

Figure 3.4 Fonctions admissibles du modèle : (a) articulé-libre ; (b) articulé-chargé 

 
C. Réponses impulsionnelles 

Pour analyser le comportement dynamique de cette nouvelle configuration de notre système 

robotique, les réponses impulsionnelles suivantes, représentant les déflexions de l’extrémité manipulatrice, 

ont été obtenues pour les deux cas articulé-libre (figure 3.5.a) et articulé-chargé (figure 3.5.b): 
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Figure 3.5 Réponses impulsionnelles en déflexion de l’extrémité du bras flexible articulé: 

(a) libre ; (b) chargé 
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En examinant les deux réponses obtenues, nous pouvons constater un comportement oscillatoire amorti plus 

prononcé en fréquence et en amplitude, par rapport aux cas encastré-libre et encastré-chargé. 

En comparant les allures des courbes de réponse des figures 3.5.a et 3.5.b, nous pouvons remarquer, comme 

pour le cas encastré précédent, un accroissement des amplitudes des oscillations et une diminution de leur 

fréquence d’évolution dus à l’effet de la charge. Cependant, il y a une différence qui réside dans le taux 

d’accroissement des amplitudes de ces oscillations et le taux d’atténuation de leur fréquence. En effet, ils sont 

de moindre importance pour le présent cas, surtout pour la fréquence. 

 

III.2 CONCLUSION   
La modélisation mathématique d’un robot manipulateur à liaison flexible est un problème à 

dimension infinie, s’exprimant sous la forme d’équations aux dérivées partielles, dites intégro-différentielles, 

fonctions de l’espace et du temps (spatio-temporelles). En fait, elle peut être ramenée à un problème de 

dimension finie, par une décomposition du champ de déplacement en des fonctions de forme (spatiales), sur 

une base modale (temporelle) caractérisée par un nombre fini suffisant de modes. Ceci permet d’aboutir à un 

modèle d’ordre réduit, convenable pour les besoins de la commande. 

En effet, nous avons développé, dans ce chapitre, deux modèles dynamiques du robot flexible étudié en 

associant cette décomposition spatio-temporelle (“Assumed Modes Method”) associé au formalisme 

énergétique Lagrangien. 

La liaison souple constituant le bras manipulateur, étant considérée comme une poutre d’Euler-Bernoulli, la 

modélisation a été appliquée à deux configurations différentes du robot: bras encastré-chargé et bras articulé-

chargé. 

Des simulations numériques ont permis de mettre en évidence le comportement vibratoire du robot flexible en 

boucle ouverte, pour les cas libre et chargé. Ceci a permis, notamment, de montrer l’influence importante de la 

charge sur l’évolution dynamique de l’organe terminal ou extrémité de préhension du bras souple. 
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CHAPITRE IV 
 
 

Approches de Modélisation Mathématique d’un Bras de 
Robot Manipulateur à liaison Flexible 

 en Poutre de Timoshenko 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous présentons le développement détaillé de modèles mathématiques du bras de 
robot flexible, objet de notre étude, en se basant sur la théorie des poutres de Timoshenko. Le premier 
modèle dynamique concerne le cas encastré-chargé, alors que le deuxième sera développé pour le cas 
articulé-chargé. Le comportement des deux systèmes soumis, à une commande en boucle ouverte, est 
illustré par les réponses obtenues par simulation numérique des deux modèles dynamiques établis. 

IV.1 MODELISATION MATHEMATIQUE EN POUTRE DE TIMOSHENKO  
La théorie des poutres de Timoshenko [TIM 74], développée par Timoshenko vers 1920, est 

largement utilisée pour la modélisation mathématique descriptive des vibrations latérales des poutres. Cette 

modélisation à base d’équations aux dérivées partielles (EDP) est souvent choisie pour sa meilleure 

précision dans la prédiction de la réponse d’une poutre par rapport à la théorie d’Euler–Bernoulli [GEI 01, 

STE 06]. En effet, il a été prouvé et montré, dans la littérature, que les prédictions du modèle de poutre de 

Timoshenko (P-T) sont en excellente adéquation avec les résultats obtenus avec les équations de l’élasticité 

exacte et les résultats expérimentaux [TRA 53, HUA 61, STE 82, HAN 99, STE 06]. Cependant, au vu de 

sa complexité, ce modèle de Timoshenko est plus difficile à utiliser à des fins de commande que celui   

d’E-B [MAC 04]. 

Cette théorie tient compte des effets d’inertie rotationnelle et de déformation par cisaillement qui sont 

négligés dans la théorie d’E-B. La vibration transversale de la poutre dépend de ses propriétés 

géométriques et constitutives (matériau constituant), au même titre que la dépendance du couple externe 

appliqué. Les propriétés géométriques concernent, principalement, la longueur  de la poutre, les 

dimensions et la forme de sa section transversale telles que son aire 

l

A , son moment d’inertie I  par rapport 

à l’axe central de fléchissement et le coefficient de cisaillement de Timoshenko . Ce dernier est un 

coefficient réel positif variable ( ) relatif à la distribution de la contrainte de cisaillement  telle que 

l’aire de cisaillement soit égale à . Pour ce qui est des propriétés du matériau de la poutre, il s’agit de sa 

densité de masse par unité de volume 

k

1<k

kA

ρ , de son module de Young ou module d’élasticité E  et de son 

module de cisaillement ou module de rigidité . G

 

IV.1.1 Modèle 1 : Poutre de Timoshenko Encastrée-Chargée avec Amortissements 

Interne de Kelvin-Voigt et Externe de l’Air 

IV.1.1.1 Etablissement et résolution de l’équation de mouvement 
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A. Equation du mouvement 

L’équation de mouvement du bras de robot à une liaison déformable, considérée comme une 

P-T, peut être établie sur la base de l’équilibre des moments et celui des forces agissant sur un élément 

infinitésimal de la poutre de masse  et de longueur , représenté sur la figure 4.1. dm dx

Du à l’effet de cisaillement, la forme rectangulaire originale de l’élément infinitésimal change pour 

s’apparenter à une sorte de parallélogramme avec des côtés légèrement courbés. 
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Figure 4.1 Cinématique de déformation d’un élément de P-T en flexion 
 
Comme indiqué sur la figure 4.1, le premier côté est sujet à une force de cisaillement  et un moment 

fléchissant . Du côté opposé, correspondant à la position 

),( txV

),( txM dxx + , la force de cisaillement s’exprime 

par : 

 dx
x

txVtxVtdxxV
∂

∂
+=+

),(),(),(  (4.1) 

De même, le moment à la position  est : dxx +

 dx
x

txMtxMtdxxM
∂

∂
+=+

),(),(),(  (4.2) 

Il est à noter que la déflexion totale est due simultanément aux forces de flexion et de cisaillement. 

L’angle de cisaillement noté ),( txσ  est égal à la pente de la déflexion de l’axe neutre 
x

txw
∂

∂ ),(  diminuée 

de la pente de la courbe de flexion )(x,tγ  : 
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D’après la théorie élémentaire de la flexion, la force de cisaillement  est donnée par l’équation : ),( txV
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L’expression du moment interne total (flexion et amortissement) , établie au chapitre III en fonction 

de , est exprimée, dans le cas présent, en fonction de 
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La relation d’équilibre des moments agissants sur l’élément dx  autour de l’axe Z  s’écrit : 
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dx  étant infinitésimal,  est négligeable ce qui donne lieu à l’expression simplifiée suivante exprimant 

la relation entre la variation spatiale du moment fléchissant et la force de cisaillement :  
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∂ γρoù le terme  représente l’inertie de rotation distribuée résultat du produit du moment d’inertie de 

masse de la section de la poutre et de l’accélération angulaire. 

 
Le bilan exprimant l’équilibre des forces agissantes sur l’élément  est donné par : dx
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où les termes dx
t
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∂ ),( , dx

t
txwA 2
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∂

∂ρ  représentent, respectivement, la force de résistance de l’air 

et la force d’inertie transversale distribuées sur l’élément de longueur . dx

La simplification de (4.8) donne lieu à la relation 
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Le remplacement des équations (4.4) et (4.5) dans l’équation (4.7) et celui de (4.4) dans (4.9) donne lieu 

aux deux équations couplées du mouvement de la P-T amortie : 
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Si les termes des effets amortissants sont supprimés, l’ensemble classique des deux EDP couplées 

développé, pour la première fois, par Timoshenko [TIM 21, TIM 22] apparaît : 
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Pour établir les deux équations complètes suivantes régissant le mouvement de la P-T amortie, les deux 

équations (4.10) et (4.11) sont découplées dans ce qui suit. 

Réarrangeons l’équation (4.11) comme suit : 
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Dérivons, à présent, l’équation (4.10) par rapport à x : 
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Le remplacement de (4.14) dans (4.15) donne lieu à la première équation découplée suivante représentant 

l’EDP régissant le déplacement transversal (déflexion) de la P-T avec amortissements interne et externe : 

 

0),(),(),(),(),(

),(1),(),(),(

2

2

3

3

2

3

4

42

22

4

4

4

32

5

4

5

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂

+
∂∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂∂
∂

t
txwA

t
txwA

t
txw

kAG
IA

tx
txw

kAG
EIA

t
txw

kG
I

tx
txw

kAG
AK

kG
EI

x
txwEI

tx
txw

kG
IK

tx
txwIK

D
DD

DDD
D

ρ
ρρ

ρ
ρ

ρ

 (4.16) 

 

Pour obtenir la deuxième équation découplée, commençons par réarranger l’équation (4.10) comme suit : 
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Dérivons, ensuite, l’équation (4.11) par rapport à x  : 
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Le remplacement de (4.17) dans (4.18) donne lieu à la deuxième équation découplée suivante représentant 

l’EDP régissant les variations de la pente de flexion de la P-T avec amortissements interne et externe : 
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Similaire à celle établie par [SOO 96, SOO 98], l’équation (4.16) est l’EDP linéaire homogène du 5ième 

ordre de la P-T avec effets d’amortissements interne et externe, exprimant la déflexion . ),( txw

En vue de sa résolution, cette équation doit être affectée de conditions initiales et aux limites que nous 

donnons ci-après : 
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Conditions aux limites (C.L): 

• Extrémité encastrée :  0),0( =tw , 0),(
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A noter que l’EDP classique du 4ième ordre de Timoshenko [TIM 74] est retrouvée si les termes relatifs aux 

amortissements sont supprimés : 

 0),(),(),(1),(
2

2

4

42

22

4

4

4

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∂
∂

t
txwA

t
txw

kG
I

tx
txw

kG
EI

x
txwEI ρρρ  (4.23) 

Si l’effet du à l’inertie de rotation est négligé, le modèle de “poutre en cisaillement” (“shear beam”) 

apparaît [HAN 99] : 
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Par contre, si l’effet de cisaillement est celui négligé, l’équation de la poutre de Rayleigh [HAN 99] 

s’établit : 
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Par ailleurs, si les effets d’inertie de rotation et de cisaillement sont simultanément négligés, on se réduit à 

l’équation classique d’E-B [MEI 97] donnée par : 
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Si les effets d’amortissement sont associés à la poutre d’E-B, l’EDP correspondante établie au chapitre 

précédent est retrouvée : 
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B. Application d’une méthode de résolution classique 

La résolution de l’EDP (4.16) formée de termes à dérivées mixtes est un problème 

mathématique fort complexe. Parmi les quelques méthodes de résolution des EDP, existant dans la 

littérature, nous pouvons citer deux principales approches: la méthode de la transformation de Laplace 

résultant en une solution de forme intégrale [BOL 55, ORT 96] et la méthode d’expansion des fonctions 

propres, dite aussi méthode d’expansion en séries ou plus fréquemment méthode des modes supposés 

[AND 53, DOL 57, HUA 61, DEL 91b, FRA 91, THE 95, THE 97, MEI 97, EKW 01]. 

Pour notre travail, nous avons opté pour la deuxième méthode que nous avons déjà utilisée au chapitre 

précédent et qui est, d’ailleurs, la plus communément employée pour les systèmes à paramètres distribués 

[FRA 91, DWI 06]. 

Selon cette méthode, la déflexion  peut prendre la forme séparée suivante consistant en une somme 

infinie de produits entre des fonctions admissibles ou fonctions modales de forme , devant satisfaire 

les C-L prédéfinies et des coordonnées généralisées modales temporelles 

),( txw

)(xWn

)(tnδ : 
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  (4.28) ∑
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Ayant tenté d’appliquer la même procédure utilisée pour la poutre d’E-B au chapitre précédent, il s’est 

avéré impossible d’établir l’expression générale des fonctions modales de forme pour la P-T amortie. Ceci 

est du au caractère inséparable des termes de l’équation complexe (4.16) objet de la résolution. 

A noter que les mêmes constatations ont été émises dans les travaux de Sooraksa [SOO 96, SOO 98] qui 

sont les plus proches de notre contexte et dans lesquels, il a été confronté à des difficultés analogues aux 

nôtres mais à un degré moindre vu qu’il n’a pas tenu compte des C-L, ni des effets de la charge qui sont 

incontournables et qui ne peuvent être négligés [DEL 91b, THE 95, THE 97]. De plus, aucune étude de 

modélisation dynamique n’a été réalisée dans le cadre de ces travaux. 

 

C. Méthode de résolution proposée 

Pour proposer une solution à ce problème mathématique fort complexe, restant à ce jour 

ouvert, nous nous sommes, en premier lieu, quelque peu inspirés du travail de Sooraksa présenté dans 

[SOO 96, SOO 98], dont l’idée principale consiste à proposer une expression générale approchée des 

fonctions , en assimilant la poutre articulée (encastrée)-chargée à une poutre articulée (encastrée)-

articulée (encastrée) vu que la charge à l’extrémité est considérée comme très lourde par rapport au poids 

de la poutre. Le remplacement de  dans l’EDP de la P-T amortie permet, alors, d’établir l’expression 

temporelle des coordonnées généralisées modales 

)(xWn

)(xWn

)(tnδ  ce qui fait, notamment, ressortir les pulsations 

naturelles non amorties des modes vibratoires. Les résultats de simulation, présentés dans ces travaux, ne 

font aucunement apparaître de comportement en déflexion de l’extrémité chargée en se contentant de 

présenter des déflexions en des points intermédiaires le long de la poutre en flexion entre ses deux 

extrémités. Il est, pourtant, tout à fait clair que c’est le comportement de l’extrémité chargée qui est le plus 

important dans une étude de modélisation et de commande d’un bras de robot manipulateur. 

Cette approche présente, à notre avis, l’inconvénient d’ignorer les vraies C-L de la structure ainsi que les 

effets dynamiques, à importance cruciale, de la charge. 

Pour notre part, nous avons, en premier lieu proposé une forme des fonctions admissibles , dans le 

but d’établir l’expression de la pulsation naturelle non amortie en fonction des paramètres physiques de la 

P-T amortie. 

)(xWn

Les fonctions  devant respecter les C-L du cas encastré-chargé, nous avons proposé la forme 

suivante pour ces fonctions admissibles [LOU 06a, LOU 06b, LOU 06c, LOU 06d, LOU 06e, LOU 06f, 

LOU 07c]: 

)(xWn

 
L

xnxWn 2
)12(cos1)( π−

−=  (4.29) 

Le remplacement de (4.28) avec (4.29) dans (4.16) conduit, après quelques développements à l’équation 

différentielle ordinaire (EDO) du quatrième ordre suivante : 
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 (4.30) 

où 
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Coefficient Valeur 

1C  1310*471639.1 −  
2C  1310*172672.6 −  
3C  1110*744159.2 −  
4C  244134.0  
5C  610*638139.9 −  
6C  024000.1  
7C  510*154884.4 −  
8C  510*496107.2 −  
9C  645056.8  

 
Après calcul numérique, basé sur les données 

physiques présentées dans l’annexe C, nous 

avons trouvé que les coefficients des termes 

4

4 )(
dt

td nδ  et 3

3 )(
dt

td nδ  dans (4.30) sont très petits 

(négligeables) devant ceux des termes d’ordre 

de dérivation inférieurs (voir les détails dans le  

tableau 4.1 ci-contre). 

 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
Tableau 4.1 Valeurs numériques des coefficients 

 
L’équation (4.30) étant réduite à une EDO du second ordre, et au vu de la nature du système modélisé, 

quelques développements et approximations, permettant d’aboutir à une EDO du second ordre caractérisant 

un système linéaire élastique amorti, ont pu donner lieu à l’expression suivante : 
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Considérant, le cas sous-amorti, avec un ensemble de conditions initiales )0(δ  et , la solution de 

(4.31) peut s’écrire : 
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Le déplacement transversal de la liaison flexible du robot, obtenu approximativement, sur la base des 

fonctions de forme modales adoptées, comme une solution de l’équation de la poutre amortie de 

Timoshenko (4.16), est finalement exprimé par : 
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Le but principal des développements précédents étant l’établissement de l’expression de la pulsation 

naturelle 
nnω ou simplement nω . Elle est déterminée comme suit : 
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En s’appuyant sur les résultats importants, des études comparatives approfondies, réalisées par [ROS 90] et 

[LOU 05] qui ont prouvé que les fonctions de forme modales du déplacement transversal (déflexion) 

relatives à la théorie de la P-T ainsi que leurs fréquences propres sont très proches de celles relatives à la 

poutre d’E-B pour les premiers modes vibratoires dominants, nous avons proposé, comme contribution 

[LOU 06a, LOU 06c, LOU 06e, LOU 06f, LOU 07c], de reprendre la même forme des fonctions 

admissibles établies précédemment pour le cas de la poutre d’E-B encastrée-chargée (§ III.1.1), mais en 

tenant compte de la nouvelle expression des pulsations naturelles vibratoires nω , incluant les différents 

effets spécifiques à la P-T amortie, que nous venons d’établir (équation (4.34)); ce qui donne : 
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A noter que l’effet important de la charge est pris en compte dans l’expression des fonctions modales de 

forme  à travers le terme )(xWn nσ  dépendant de . pM

L’expression des nβ  est déterminée à partir de la relation 24
nn EI

Aωρβ =  (Cf. § III.1.1.1) pour donner : 
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IV.1.1.2 Elaboration du Modèle dynamique 

Pour l’élaboration du modèle dynamique, le formalisme Lagrangien, présenté au chapitre 

précédent, est adopté avec les expressions énergétiques suivantes : 

 
Energie cinétique : 
 ph TTTT ++= l  (4.37) 
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Energie potentielle : 
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Energie dissipative : 
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En appliquant la méthode Lagrangienne en tenant compte de ces expressions énergétiques et en combinant 

la forme séparée (4.28), en tenant compte des conditions d’orthogonalité des fonctions admissibles [TIM 

74] utilisées précédemment (§ III.1.1.2 – équation (3.58)), nous avons abouti, après de longs 

développements (voir annexe D pour les détails), au modèle dynamique linéaire suivant basé sur les deux 

premiers modes vibratoires dominants ( ): 2,1=i
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•  et sont, respectivement, les vecteurs des coordonnées et des 

forces généralisées. 
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IV.1.2.3 Simulation de la commande en boucle ouverte  

A. Paramètres physiques du système étudié 

Les paramètres physiques du bras de robot à une liaison flexible encastré-chargé, étudié en 

tant que P-T amortie, sont les mêmes que ceux utilisés pour la poutre d’E-B, au chapitre précédent. Ils sont, 

donc, donnés dans l’annexe C avec notamment les paramètres relatifs à la théorie de Timoshenko. 

 
B. Fonctions modales de forme 

Les quatre premières fonctions admissibles (fonctions modales de forme), correspondant au 

système encastré-libre et encastré-chargé, sont, respectivement, illustrées par les figures 4.2.a et 4.2.b 

suivantes : 
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Figure 4.2 Fonctions admissibles du modèle : (a) encastré-libre ; (b) encastré-chargé 

 

C. Réponses impulsionnelles 

Pour analyser le comportement dynamique du présent système robotique, les réponses 

impulsionnelles suivantes, représentant les déflexions de l’extrémité manipulatrice, ont été obtenues pour 

 44



Approches de Modélisation Mathématique d’un Bras de Robot Manipulateur Chapitre IV 
à Liaison Flexible en Poutre de Timoshenko 

les deux cas encastré-libre (figure 4.3.a) et encastré-chargé (figure 4.3.b) [LOU 06a, LOU 06b, LOU 06c, 

LOU 06d, LOU 06f]: 
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(b) KgM p 1=

 
Figure 4.3 Réponses impulsionnelles en déflexion de l’extrémité du bras flexible encastré : 

 
(a) libre; (b) chargé 

 
La figure 4.3.a, représentant l’évolution de la déflexion de l’extrémité de la liaison flexible libre du bras 

manipulateur, exhibe clairement un comportement hautement vibratoire bien qu’amorti, suite à 

l’application d’une excitation impulsionnelle. Il est intéressant de noter que cette réponse est nettement plus 

oscillatoire et à une plus haute fréquence que son analogue obtenue pour la poutre d’E-B.  

Le bras de robot étant, cette fois-ci, porteur d’une charge à son extrémité libre et soumis à la même 

excitation à sa base, exhibe aussi une évolution vibratoire illustrée par les variations de la déflexion 

correspondante montrée sur le graphe de la figure 4.3.b. Cependant, nous constatons que les oscillations 

évoluent avec une fréquence nettement moins importante et des amplitudes de plus grande magnitude 

(mouvement moins amorti). Cette variation de dynamique comportementale du bras flexible, confirme 

l’importance et la nécessité de la prise en compte de l’effet de la charge dans la modélisation mathématique 

de ce dernier. 

A noter que ce sont les mêmes constatations comparatives que celles émises pour le cas de la poutre d’E-B.  

 

IV.1.2 Modèle 2 : Poutre de Timoshenko Articulée-Chargée avec Amortissements 

Interne de Kelvin-Voigt et Externe de l’Air 
L’EDP linéaire homogène du cinquième ordre de la P-T avec effets d’amortissements interne de 

Kelvin-Voigt et externe de l’air exprimant la déflexion  donnée par l’équation (4.16) est reconduite, 

mais avec des C-L spécifiques au présent cas [BEL 90, LOU 06e, LOU 07a, LOU 07c]: 
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Les mêmes étapes, suivies pour la résolution de l’EDP de la P-T amortie encastrée-chargée, vont être 

appliquées pour le présent cas.  

Tout d’abord, nous donnons l’expression de la forme séparée de la déflexion mettant, notamment, en 

évidence les fonctions de forme modales proposées pour le cas articulé-chargé assimilé au cas articulé-

articulé au vu de l’importance de la charge [SOO 96, SOO 98, HAN 99, STE 06, LOU 06e, LOU 07a, LOU 

07b, LOU 07b]: 
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Le remplacement de (4.46) dans (4.16) conduit, après quelques développements à l’EDO du 4ième ordre 

suivante : 
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Après calcul numérique basé sur les données 

physiques données en annexe C, nous avons 

trouvé que les coefficients des termes 4

4 )(
dt

td nδ  

et 3

3 )(
dt

td nδ  dans (4.47) sont très petits 

(négligeables) devant ceux des termes d’ordre 

de dérivation inférieurs (voir le tableau 4.2). 

 
         

Coefficient Valeur 

1c  1310*471639.1 −  
2c  1010*097663.1 −  
3c  1310*172672.6 −  
4c  510*855255.3 −  
5c  244134.0  
6c  410*993772.3 −  
7c  410*661953.1 −  
8c  024000.1  
9c  320909.138  

 
     Tableau 4.2 Valeurs numériques des coefficients 

L’équation (4.26) se réduit, alors, à l’EDO du 2nd ordre suivante : 
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L’équation (4.48) a la forme générale d’une EDO du 2nd ordre caractérisant un système linéaire élastique 

amorti. 

Considérant, le cas sous-amorti, avec un ensemble de conditions initiales )0(δ et , sa solution est : )0(δ&
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Le déplacement transversal de la liaison flexible du robot, obtenu approximativement, sur la base des 

fonctions de forme modales adoptées, comme une solution de l’équation de la poutre amortie de 

Timoshenko (4.16) articulée-chargée est finalement exprimé par : 
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Le but principal des développements précédents étant l’établissement de l’expression de la pulsation 

naturelle 
nnω ou simplement nω , elle est déterminée comme suit : 
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Comme pour le cas encastré, s’appuyant sur les résultats des travaux de [ROS 90] et [LOU 05], nous avons 

proposé [LOU 07a, LOU 07b], de reprendre la même forme des fonctions admissibles établies 

précédemment pour le cas de la poutre d’E-B articulée-chargée (§ III..1.2), mais en tenant compte de la 

nouvelle expression des pulsations naturelles vibratoires nω , incluant les différents effets spécifiques à la 

P-T amortie, que nous venons d’établir (équation (4.51)); ce qui donne : 
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L’expression des nβ  est déterminée à partir de la relation 24
nn EI

Aωρβ =  pour donner : 
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IV.1.2.1 Simulation de la commande en boucle ouverte 

A. Paramètres physiques du système étudié 

Les paramètres physiques du bras de robot à une liaison flexible articulé-chargé, étudié en 

tant que P-T, sont donnés dans l’annexe C. 

 
B. Fonctions modales de forme 

Les quatre premières fonctions admissibles correspondant au système articulé-libre et 

articulé-chargé sont, respectivement, illustrées par les figures 4.4.a et 4.4.b suivantes [LOU 07b]: 
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(b) KgM p 1=

Figure 4.4 Fonctions admissibles du modèle : (a) articulé-libre ; (b) aticulé-chargé 
 

C. Réponses impulsionnelles  

Pour analyser le comportement dynamique du présent système robotique, les réponses 

impulsionnelles suivantes, représentant les déflexions de l’extrémité, ont été obtenues pour les deux cas 

articulé-libre (figure 4.5.a) et articulé-chargé (figure 4.5.b) [LOU 06e, LOU 07a, LOU 07b, LOU 07c]: 
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      (b) KgM p 1=

 
Figure 4.5 Réponses impulsionnelles en déflexion de l’extrémité du bras flexible articulé: 

(a) libre ; (b) chargé 
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L’observation des deux réponses obtenues, nous permet d’affirmer que, par rapport aux cas encastré-libre et 

encastré-chargé, le comportement oscillatoire des deux présents cas est nettement de plus haute fréquence, mais 

de moindre magnitude pour les amplitudes des oscillations. 

La comparaison des allures des courbes de réponse des figures 4.5.a et 4.5.b, nous fait remarquer, comme pour 

le cas encastré, un accroissement important des amplitudes des oscillations, mais, surtout, une diminution de 

leur fréquence d’évolution. Ces deux effets inverses sont, évidemment, dus à l’influence de la charge sur la 

dynamique du système global. Nous pouvons constater, aussi, que même l’allure des oscillations diffère, cette 

fois-ci, entre le cas libre et celui chargé. 

Enfin, il faut noter que ces réponses sont beaucoup plus oscillatoires, et à une plus importante fréquence que 

leurs analogues, obtenues pour la poutre d’E-B, mais, avec des amplitudes sensiblement moindres. 

 

IV.2 CONCLUSION 
Dans ce quatrième chapitre, la théorie des poutres de Timoshenko a été utilisée pour la 

modélisation du bras manipulateur à liaison flexible objet de notre étude. 

Deux modèles dynamiques ont été développés sur la base d’une nouvelle approche que nous avons proposée 

mettant en œuvre, notamment, la méthode des modes supposés (décomposition spatio-temporelle) et le 

formalisme énergétique Lagrangien. 

Ces deux modèles mathématiques établis pour les configurations de fixation bras-moyeu-actionneur 

encastrée-libre(chargé) et articulée-libre (chargé) ont fait l’objet de simulations numériques pour mettre en 

évidence et analyser le comportement vibratoire du robot flexible en boucle ouverte. Ceci nous a permis, 

notamment, de montrer l’influence importante de la charge sur l’évolution dynamique de l’organe terminal 

ou extrémité de préhension du bras souple ainsi que celle de la nature de la fixation (montage) de la 

première extrémité du bras robotique avec le moyeu-actionneur. 
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CHAPITRE V 
 
 

Logique Floue / Commande Floue 
Algorithmes Génétiques 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous développerons les notions essentielles de logique floue puis les principes de base 
de son utilisation en commande. Ensuite, les algorithmes génétiques seront abordés en mettant l’accent 
sur les phases principales de leur mise en oeuvre. 

V.1 LOGIQUE FLOUE – COMMANDE FLOUE  

V.1.1 Introduction 
Les bases de la logique floue (“fuzzy logic” en anglais) [ZAD 88] furent jetées dans les années 

soixante, suite aux travaux du professeur, d’origine iranienne, Lotfi A. Zadeh à l’université américaine de 

Berkeley (Californie) sur ce qu’il dénomma “fuzzy sets” ou sous-ensembles flous (SEFs) [ZAD 65]. Par ce 

nouveau formalisme de la logique, il put prendre en considération les problèmes posés par les 

connaissances imprécises ou vagues qui ne pouvaient être traités dans le cadre de la logique classique 

bivalente (binaire).  

Depuis, elle a de plus en plus suscité un fervent intérêt de la part des chercheurs et un peu plus tard, des 

ingénieurs et des industriels et, plus généralement, de tous ceux qui ont éprouvé le besoin de formaliser des 

méthodes empiriques, de généraliser des modes de raisonnement naturels, d'automatiser la prise de décision 

dans leur domaine, de construire des systèmes artificiels capables d'effectuer les tâches habituellement 

prises en charge par les humains. 

La tendance générale du passage de la prise en charge humaine vers la prise en charge de systèmes 

artificiels, dans beaucoup de disciplines, n’a pu que conforter et conférer une place de prédilection à cette 

logique multivalente appropriée pour l’imprécis et/ou l’incertain. 

En effet, le raisonnement humain, “à caractère flou”, est une symbiose de logique et d'imagination, c'est à 

dire, une superposition de rigueur et d'intuition agissant de concert ou séparément. La logique humaine est 

un enchaînement d'idées, de concepts, concrets ou abstraits, aboutissant à des conclusions qui entraînent 

des décisions ou restant à l'état de résultats éventuellement exploitables. 

Le caractère flou du raisonnement humain est illustré par sa capacité de résumer les informations pour 

extraire à partir des collections de masses de données stockées dans la mémoire, les sous-collections qui ont 

un rapport avec la tâche considérée. Par sa nature, un résumé est une approximation de ce qu'il résume. 

Pour plusieurs cas, une caractérisation très approximative d'une collection de données est suffisante, car la 

plupart des tâches faites par les êtres humains n'exigent pas un degré très élevé de précision dans leur 

exécution [ZAD 88]. 
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Une imitation de ces aspects qualitatifs et approximatifs du raisonnement humain a donné naissance à un 

autre type de systèmes de commande qui trouvent de puissantes applications, surtout dans des situations où 

le système à commander est mal défini (mathématiquement). 

L'idée de commande floue (“fuzzy control” en anglais) a été proposée dans des notes publiées par Zadeh, 

lui même, en 1968 et 1972 et a été décrite avec plus de détails en 1973 [ZAD 73].  

Une année après, en 1974, la première implémentation d'une commande floue a vu le jour grâce à l'équipe 

du professeur, d’origine tanzanienne, Ebrahim H. Mamdani et a été réalisée sur une machine à vapeur au 

Queen Mary College de Londres [MAM 74, MAM 75]. 

Par la suite, mais, un peu plus tard, le déferlement de toute une vague commerciale de dispositifs à logique 

floue, japonais pour la plupart, a popularisé cette nouvelle notion de logique. La plus célèbre des toutes 

premières applications floues est, sans doute, le contrôleur du métro de Sendai, au Japon, réalisé par la 

société Hitachi en 1988 [KOS 93]. 

 

V.1.2 Logique Floue : Principes de Base et Définitions [LOU 97] 

V.1.2.1 Sous-ensembles flous et terminologie 

Soit U  une collection continue ou discrète d'objets génériquement dénotés par { . U  est appelé 

univers de discours et  représente l'élément générique de U . 

}u

u

 

Sous-ensemble flou 

Un sous-ensemble flou (SEF) peut être vu comme une généralisation du concept de sous-ensemble ordinaire 

(sous-ensemble "booléen") dont la fonction d'appartenance (FA)  prend seulement deux valeurs f { }1,0 . 

Ainsi, sur un univers de discours U , un SEF F  est caractérisé par une FA Fµ  prenant des valeurs dans 

l'intervalle [ , i.e. ]1,0 [ ]1,0: →UFµ . 

Remarque : Par abus de langage, un SEF est fort souvent confondu avec ensemble flou. 

 
Considérons l’exemple de la figure 5.1 suivante : 
 

Grandsµ
Grandsf  

 
 

Figure 5.1 Représentation de la fonction ‘‘Grands’’ dans le cas booléen et flou 
 

1  

0  
Taille

m80.1  

1

0
Taille

m80.1  m75.1m70.1

4.0

Ensemble booléen Ensemble flou 
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L’univers de discours de la variable “Taille” est l’ensemble des tailles possibles d’un individu. ‘‘Grands’’ 

est une valeur linguistique de cette variable. 

Soit  la taille de Mohamed. Dans le cas le sous-ensemble booléen, Mohamed n’appartient pas à la 

classe des “Grands”. Dans le cas du SEF, il appartient à la classe des ‘‘Grands’’ avec un degré 

d’appartenance 0.4. 

m75.1

La notion de SEF évite, donc, l’utilisation arbitraire de limites rigides d’appartenance à des classes; il serait 

aberrant de considérer q’un individu de  est grand, mais qu’un autre de  ne l’est pas. m80.1 m795.1

 

Un SEF peut être représenté comme un ensemble de paires (élément générique, degré d'appartenance) 

ordonnées ( ){ }UuuuF F ∈= )(, µ  et on le notera: 

• ∫=
U

F

u
uF )(µ  si U  est continu et infini, 

• 
n

nFFF
n

i i

iF

u
u

u
u

u
u

u
u

F
)()()()(

2

2

1

1

1

µµµµ
+++==∑

=

L  si U  est discret et fini. 

Dans les deux notations, la barre horizontale n'est pas un quotient, mais plutôt un délimiteur. En effet, le 

numérateur dans les deux notations est le degré d'appartenance au sous-ensemble  associé à l'univers de 

discours indiqué dans le dénominateur de chaque expression. Dans la première notation, le signe d'intégration 

ne représente pas une intégration algébrique mais plutôt une notation d'union ensembliste pour des variables 

continues. Dans la seconde notation, le symbole de sommation ne représente pas une sommation algébrique, 

mais plutôt une “union floue”. De plus, les signes « + » ne représentent pas une addition algébrique mais une 

union théorique de fonctions. 

F

 

La notion de SEF permet : 

- la gradation de l’appartenance d’une variable à une classe définie, donc la description de situations 

intermédiaires entre le tout ou rien, 

- l’utilisation de catégories aux limites mal définies (comme “petits” ou “grands”), 

- un passage progressif d’une propriété à une autre (passage de “petits” à  “grands”), 

- l’utilisation de valeurs approximatives (“environ ). m80.1 ”

 
Voici quelques caractéristiques essentielles qui distinguent les SEFs des sous-ensembles classiques (booléens) : 

 Support : { }0)()(supp >∈= uUuF Fµ , c’est l’ensemble de tous les éléments  de U  qui appartiennent 

au moins un peu au SEF . 

u

F

 Point de commutation : c’est le cas particulier où l'élément u  de U  est tel que 5.0=Fµ . 

 Hauteur : { )(sup)( uFh FUu }µ∈= , c’est le plus fort degré avec lequel un élément de U  peut appartenir au 

SEF F . Très souvent, les fonctions d’appartenance (FAs) sont choisies normalisées en imposant 1)( =Fh . 

 Noyau : { }1)()(noy =∈= uUuF Fµ , c’est l’ensemble des éléments de U  appartenant à  de façon 

absolue (avec un degré 1). 

F
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1

0 u  
U

{ }uµ  

Un sous-ensemble classique est un SEF normalisé et identique à son noyau et son support : F  classique 

(booléen) si )(noy)(supp FFF ==  et 1)( =Fh . 

 
Coupe de niveau α  ou -α coupe 

{ }αµα α ≥∈== )()(coupe- uUuFF F , c’est l’ensemble des éléments de U qui appartiennent à  avec un 

degré d’appartenance au moins égal à 

F

α . 

 

 
Figure 5.2 Support, hauteur, noyau et -α coupe d’un SEF 

 

Singleton  flou 

Le SEF dont le support est un singleton dans U  

avec 1)( =uFµ  est appelé singleton flou (figure 5.3). 

 
Sous-ensemble flou normal 

Un SEF F  est convexe si ( ) 1)(max, =∈∀ uUu Fµ . 

                                                                                                                                           Figure 5.3 Singleton flou 
Sous-ensemble flou convexe 

Un SEF F  est convexe si ] ] ( ) ( ))(),(min)1(,1,0,, 212121 uuuuUuu FFF µµλλµλ ≤−+∈∀∈∀ . 

 
Partition floue 

N  SEFs ( , , … , ) définis sur l’univers de discours 

 forment une partition floue (figure 5.4) si  

. 

1F 2F NF

U

1)(,
1

=∈∀ ∑
=

N

i
F uUu

i
µ

Une partition floue composée de SEFs convexes et normaux 

implique que pas plus de deux FAs se recouvrent. 

 

 

 

 

 

 

 

     Figure 5.4 Exemple de partition floue

 

Variable linguistique 

Une variable linguistique [ZAD 75] est généralement représentée par un triplet ( )xTUx ,,  où x  est la variable 

elle-même (son nom), U  son univers de discours et  l’ensemble des caractérisations floues de la variable xT x . 

α
 

1  

0  

 Noyau

Uu∈

Hauteur
-α coupe

Support

Univers de discours

)(uFµ

1

0

 2F  3F  4F

u

1F
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Considérons, par exemple, la variable Taille définie sur l’ensemble des entiers positifs et caractérisée par les 

SEFs Petite, Moyenne et Grande. La variable Taille est alors représentée par le triplet suivant : (Taille, N+, 

{Petit, Moyen, Grand}) (Figure 5.5). 

Une personne mesurant 146 cm est de taille Petite avec un degré d’appartenance 0.4 (40 %) et de taille 

Moyenne avec un degré d’appartenance 0.6 (60 %). 

 
Tailleµ

 
Figure 5.5 Représentation graphique des tailles floues 

 
V.1.2.2 Opérations sur les sous-ensembles flous 

Le concept de SEF, étant une généralisation de celui de sous-ensemble classique, il est nécessaire de 

définir les opérations équivalentes aux opérations booléennes. 

Soient A  et  deux SEFs dans U  ayant, respectivement, B Aµ  et Bµ  comme FAs. 

 
Egalité et inclusion 

• A  est égal à  si B )()( uuUu BA µµ =∈∀   

• A  est inclus dans  si B )()( uuUu BA µµ ≤∈∀   

 
Intersection et union 

Rappel : 

• Tout opérateur “t-norme” (noté T) est un opérateur d’intersection. Une telle norme triangulaire est une 

fonction T : [ ]  qui vérifie pour tout , ,  de [ ] [ 1,01,01,0 →× ] u v w [ ]1,0  : 

- T( , v ) = T( , u ) commutativité u v

- T( ,T( , )) = T(T( , v ), ) associativité u v w u w
- T( , v )  T( , ) si  et  monotonie u ≤ w z wu ≤ zv ≤

- T( ,1) = u  élément neutre u

• Tout opérateur “t-conorme” (noté ) est un opérateur d’union. Une telle co-norme triangulaire est une 

fonction  : [ ]  qui vérifie pour tout u , v ,  de 

⊥

⊥ [ ] [ ]1,01,01,0 →× w [ ]1,0  : 

-  ( , ) =  ( v , ) commutativité ⊥ u v ⊥ u

-  ( , ( , )) = ⊥ u ⊥ v w ⊥ (⊥ ( u , ), ) associativité v w

- (u , )  ⊥ ( , ) si  et ⊥ v ≤ w z wu ≤ zv ≤  monotonie 

- (u ,0) =  élément neutre ⊥ u

Taille (cm) 

1

0

 Moyenne

0.4

GrandePetite 

180170150140 146

0.6
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La généralisation de ces opérations du contexte booléen vers le contexte flou n’est pas unique [MIZ 89]. Zadeh 

a proposé les opérateurs suivants (les plus souvent adoptés) :  

 ( )(),(min)()( uuuuUu BABETABA )µµµµ ==∈∀ ∩   (intersection) 

 ( ))(),(max)()( uuuuUu BABOUABA µµµµ ==∈∀ ∪   (union) 

 
Figure 5.6 Exemple d’intersection et d’union de sous-ensembles flous 

 

Les principales normes triangulaires t-normes et t-conormes sont présentées dans le tableau 5.1 suivant [LAC 

97]: 

 
Nom (date) t-normes t-conormes 

Zadeh (1973) ),min( vu  ),max( vu  
Lukasiewicz (1976) )0,1max( −+ vu  )1,min( vu+  
Hamacher (1978) 

0>γ  ))(1( vuvu
vu

⋅−+−+
⋅

γγ
 

vu
vuvu

⋅−−
⋅−−+

)1(1
)2(

γ
γ  

Brandler et Kohout (1980) vu ⋅  vuvu ⋅−+  
 

Weber (1983) 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=
=

sinon0
1
1

usiv
vsiu

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=
=

sinon1
0
0

usiv
vsiu

 

Dubois et Prade (1986) 
[ ]1,0∈χ  ),,max( χvu

vu ⋅  
),1,1max(

)1,,min(
χ

χ
vu

vuvuvu
−−

−−⋅−+  

 
Tableau 5.1 Principales t-normes et t-conormes 

 

Complémentation 

)(1)( uuUu AA
µµ −=∈∀  avec UAA ≠∪  et ∅≠∩ AA  ( A  complément de A ) 

 
Figure 5.7 Exemple de complémentation d’un sous-ensemble flou 

 

1  

0  

A A

u

)(),( uu AA µµ

)(uAµ
BA∩

BA∪

0  

A B1 

u
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Produit cartésien 

Soient , , … ,  des SEFs, respectivement définis sur , , … , . Leur produit cartésien 

 est un SEF défini sur 

1A 2A nA 1U 2U nU

nAAAA ×××= L21 nUUU ××× L21  ayant pour FA : 

( ))(,),(),(min)(,),,,( 2121 21 nAAAAn uuuuUuuuu
n

µµµµ LK =∈=∀  

 

V.1.2.3 Logique floue et raisonnement approximatif 

Dans un raisonnement approximatif en logique floue, la représentation des connaissances est 

construite sur la base des variables linguistiques [ZAD 75]. 

 
Proposition floue  

La connaissance experte est souvent traduite avec des règles du type “Si ‹prémisse› alors ‹conclusion›”. 

L’une des principales caractéristiques de la logique floue vient du fait que ces règles, appelées aussi règles 

d’inférence, sont susceptibles de représenter l’imprécis, si les prémisses et les conclusions sont exprimé&es 

avec des mots du langage naturel. 

En logique floue, il existe deus familles de règles d’inférence : 

- Les règles simples : 

“Si  est u A  alors v  est ”  B

- Les règles graduelles : 

“Souvent Si u  est A , alors  est ”  v B

“Plus  est u A , plus v  est ” … B

avec A  et  des SEFs définis sur leurs univers de discours respectifs U  et V ,  et B u v  eux variable floues 

prenant leurs valeurs linguistiques dans U  et V . 

Cette représentation suppose que les prémisses sont des contraintes sur les variables, et que la conclusion 

est calculée à travers un processus de propagation des contraintes comprenant trois étapes [ZAD 88] : 

 l’implication floue 

 l’inférence floue 

 l’agrégation des règles. 

 
Implication floue 

L’implication floue permet le calcul du degré de vérité d’une proposition floue, c’est-à-dire la mesure de la 

conformité de cette proposition avec le contenu de notre connaissance de la réalité [DUB 85]. On peut aussi 

dire qu’elle quantifie la force de la liaison entre la prémisse et la conclusion de la règle. L’implication floue 

(notée⇒ ) est une généralisation de l’implication classique. 

Soient la prémisse P = “  est A”, la conclusion Q = “  est B” et la règle R : P Q : “Si  est A alors  

est B”. Alors, le produit cartésien (traduction mathématique du produit cartésien) de R: P⇒Q , noté aussi 

R=P Q, est caractérisé par :  

u v ⇒ u v

×
( ))(),(),(),( P vuvuvu QQPR µµµµ imp== × , avec Uu∈  et Vv∈  où  est l’opérateur du produit 

cartésien. 

imp
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Il existe de nombreux et différents opérateurs d’implication floue (près de 40), mais, les plus souvent 

utilisés dans le domaine de la commande sont [MIZ 88, BOU 93] : 

• l’implication de Mamdani (1974) :  ( ) ( ))(),(min)(),(),( vuvuvu QPQPR µµµµµ == imp  
• l’implication de Larsen (1980)  :  ( ) )()()(),(),( vuvuvu QPQPR µµµµµ ⋅== imp  

 
Inférence floue : le modus ponens généralisé 

Soit la règle : “Si la puissance de la machine est importante, alors sa consommation en courant est élevée”. 

Cette règle doit pouvoir être utilisée pour une machine donnée dont on connaît précisément la puissance, 

qui n’est pas forcément typique de la caractérisation “importante”, et doit également fournir une conclusion 

relative à sa consommation en courant si la puissance de la machine n’est que relativement importante, par 

exemple. Dans la logique classique, la règle de raisonnement du modus ponens ne permettrai d’obtenir une 

conclusion que si l’on savait exactement que la puissance de la machine considérée est importante. Il faut 

donc modifier le modus ponens pour atteindre la souplesse de raisonnement souhaitée. 

Le modus ponens trouve son équivalent (sa généralisation) flou dans le cadre du raisonnement approximatif 

sous la forme du modus ponens généralisé [ZAD 88]. Ce dernier permet de traiter, dans un même cadre, 

des connaissances exprimées de façon symbolique et des données purement numériques, tout en tenant 

compte de l’aspect graduel des caractérisations floues (si la donnée est  très proche de la prémisse de la 

règle, la conclusion est très proche de la conséquence de la règle). 

Etant donné une règle R et des informations relatives au fait observé (P), la conclusion (Q) est déterminée à 

partir de la loi de composition ○, en appliquant le modus ponens généralisé : 

[ ]{ })(),(Tsup)()( RPPoRQ vuvv Uu µµµµ ∈==  

Voici une présentation formelle simple du modus ponens et de sa généralisation le modus ponens 

généralisé : 

             Logique classique       Logique floue 

Règle R        :  Si u  est A  alors  est     Si u  est v B A  alors v  est     
  

B

Assertion (fait observé) P  :   est            u  est u A A′  
                     _____________________    _____________________ 
 
Déduction Q       :   est            est v B v B′  
 
 
Le SEF inféré  se déduit de B′ A′  à travers la règle R : 

[ ]{ } ( )[ ]{ })(),(),(Tsup),(),(Tsup)()( RoR vuuvuuvv BAA
Uu

A
Uu

AB µµµµµµµ imp′
∈

′
∈

′′ ===  

Dans le domaine de la commande, c’est l’opérateur de Zadeh qui est le plus couramment utilisé : 

[ ] ( )[ ])(),(),(minsup),(),(minsup)( R vuuvuuv BAA
Uu

A
Uu

B µµµµµµ imp′
∈

′
∈

′ ==  

Agrégation des règles 

Le raisonnement précédent s’étend aux bases de règles comportant plusieurs propositions. Ces règles sont 

généralement (domaine de la commande) reliées par l’opérateur OU. Chaque règle est traitée séparément et 

les ensembles inférés, à partir de chaque proposition, sont agrégés pour définir l’ensemble final. 
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Formulation pour plusieurs règles élémentaires (les règles Ri sont du type “si  est  alors u iA v  est ”) : iB

Règle floue R      :  R = (R1 OU R2  … OU Ri … OU Rn) 
 
Assertion (fait observé) P  :   est u A′  
                      ______________________________     
 
Déduction Q       :   est v B′  
 
Le SEF inféré  se déduit de B′ A′  à travers la règle R : 

[ ]{ }),(),(Tsup)()( RoR vuuvv A
Uu

AB µµµµ ′
∈

′′ ==  

avec [ ]),(),,(),,(),(),(
n21n21 RRRROUROURR vuvuvuvuvu µµµµµ LL =⊥= . 

 
V.1.3 Commande Floue 

Habituellement, une loi de commande est élaborée à partir d’une approche système basée sur 

l’utilisation des informations disponibles. Mais, dans l’hypothèse de la non disponibilité ou de la difficulté 

d’obtention d’un modèle mathématique du processus à commander, la connaissance ne peut provenir 

qu’uniquement de mesures des variables caractéristiques, et d’une description linguistique du 

fonctionnement du processus ou de la stratégie de son pilotage utilisée par des experts ou des opérateurs 

qualifiés. La connaissance disponible s’exprime alors dans un langage naturel et logique qu’il convient 

d’exploiter pour synthétiser une stratégie de commande. 

Les approches conventionnelles (classiques) de l’automatique, nécessitant la disponibilité d’une 

modélisation mathématique explicite, étant inadaptées à l’utilisation d’une telle forme de connaissances, les 

contrôleurs flous (CFs), traduction littérale de la dénomination anglaise “Fuzzy Controllers”, sont tout à fait 

recommandés pour ce type de problématique. En effet, leur loi de commande est exprimée avec des règles 

linguistiques et offrent la capacité et la facilité d’intégration de données subjectives [YAG 94, PAS 98]. 

 
Une loi (un algorithme) de commande floue consiste en une collection de règles floues appelée 

base de règles. Plusieurs solutions peuvent être envisagées pour établir ces règles [LAC 97]: 

• La méthode la plus utilisée pour la commande de systèmes de complexité importante est l’extraction 

des connaissances d’opérateurs humains. Elle peut être obtenue directement sous forme de règles 

énoncées par des experts dans la commande du processus ou bien à partir d’un jeu de données entrées-

sorties représentatif du comportement de l’opérateur humain. Pour le second cas, il s’agit de construire 

un modèle flou des actions de commande prises par l’opérateur [TAK 85]. 

• A l’instar de la méthodologie usuelle en automatique conventionnelle, le contrôleur flou (CF) peut être 

élaboré sur la base d’un modèle flou du système à commander. On peut citer essentiellement deux 

méthodes : celle des règles à conclusion polynomiale [TAK 85] et celle du modèle d’état flou [TON 

80, TOG 85]. L’inversion de ce modèle conduit directement à un CF. Cependant, l’utilisation de ce 

modèle inverse en tant que contrôleur n’est envisageable que lorsque le système à commander est à 

minimum de phase. Dans le cas contraire, cela conduirait à une instabilité du système en boucle 

fermée. L’utilisation à la fois directe et indirecte [BAV 96] (après inversion) du modèle flou du 

processus conduit à des lois de commande floue par modèle interne ou prédictive [BAB 95]. 

 58



Logique Floue/Commande Floue & Algorithmes Génétiques  Chapitre V 
 

• Les connaissance des automaticiens sur le comportement des processus vis-à-vis de certaines classes 

d’entrées (par, exemple les réponses temporelles) peuvent aussi être utilisées pour la réalisation de CFs 

[SUG 85, TAN 87]. Il existe également des règles d’équivalence entre les contrôleurs classiques de 

type PID et les CFs [FOU 92, MIZ 95, MAN 99]. Une table de règles très connue en régulation est 

celle de Mac Vicar-Whelan [MAC 76] utilisée avec succès dans plusieurs applications [LOU 97]. Ces 

contrôleurs sont des versions floues de contrôleurs usuels. 

 
Ayant passé en revue, dans le paragraphe précédent, les principaux concepts et outils de la théorie des 

SEFs, nous pouvons à présent procéder au développement des notions principales constituant la base de 

conception d’un CF. 

 
V.1.3.1 Description générale d’un contrôleur flou 

La structure générale d’un processus à commander via un CF est illustrée par la figure 5.8 

suivante [LOU 97, ADD 05] : 

  

 
 

Figure 5.8 Schéma synoptique général d’un CF appliqué à la commande d’un processus 

 
Ce schéma synoptique met, essentiellement, en évidence les parties constitutives de base d’un CF [LEE 

90a, LEE 90b, PAS 98] : 

- La variable caractéristique du processus à commander à savoir sa sortie prélevée et la consigne 

définissent les variables d’entrée du CF. La sortie de ce dernier est la commande à appliquer au 

processus. 

(non floue)
CommandeSortie 

(non floue)
Actionneur Capteur 

 
Processus 

Base de 
Données 

flou Procédure 
d’Inférence 

Base de 
Règles 

Base de 
Connaissances 

flou Interface de 
Défuzzification 

Mise en forme 
de la Sortie 

Interface de 
Fuzzification 

Mise en forme 
des Entrées 

CONTROLEUR FLOU

Consigne 
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- La base de connaissance est composée d’une base de données et d’une base de règles : 

• La base de données regroupe : 

 Les SEFs associés aux variables d’entrées (sortie) et leurs partitions sur leurs univers de discours 

respectifs régissant l’interface de fuzzification (défuzzification), 

 Les éléments réalisant la mise en forme des entrées (facteurs d’échelle (gains) pour la 

normalisation - calcul d’erreur et de variation d’erreur) et de la sortie (facteurs d’échelle (gains) 

pour la dénormalisation). 

• La base de règles contient des règles de la forme : 

“SI (X1 est A1 et X2 est A2) ALORS (Y est B)” 

X1, X2 et Y étant des grandeurs physiques caractéristiques du système et du problème de commande. 

A1 et A2 sont des labels (valeurs) linguistiques alors que B peut être une valeur linguistique 

(contrôleur de type Mamdani) ou algébrique (contrôleur de type Sugeno). 

- La procédure d’inférence traite les données d’entrée floues et les règles de décision pour inférer les 

actions (décisions) de commande floue en employant l’implication floue et les lois d’inférence de la 

logique floue. 

 
On peut définir et décrire un CF comme étant un système à base de connaissances particulier, utilisant un 

raisonnement en profondeur dans une procédure de chaînage avant des règles (activation des règles par les 

prémisses). Toutes les règles activables (prémisses caractérisées par un degré d’appartenance non nul) sont 

activées. On considère ensuite “une moyenne” sur le résultat de ces règles pour engendrer une décision 

finale. 

 
Base de connaissances 

La base de connaissances comprend une connaissance du domaine d'application et des objectifs de la 

commande prévue. Elle consiste en une “base de données” et une “base de règles de commande 

linguistique floue” : 

 
Base de données 

La base de données fournit les définitions 

nécessaires utilisées pour définir les règles de 

commande linguistique et la manipulation des 

données floues dans le CF. Cette base régit le 

fonctionnement des blocs mise en forme des 

entrées, interface de fuzzification, interface de 

défuzzification et mise en forme de la sortie. 

Base de règles 

La base de règles caractérise les buts et la 

stratégie de la commande émis par les experts du 

domaine au moyen d'un ensemble de règles 

linguistiques de commande. Elle comporte une 

table de décision fournissant les règles de décision 

de base nécessaires au déroulement de la 

procédure ou du mécanisme d’inférence.

 
Mise en forme des entrées 

Cette première étape permet le traitement des variables d’entrée du CF, par exemple, calcul d’erreurs et de 

variation d’erreurs. L’utilisation d’univers de discours normalisés (compris entre -1 et 1) nécessite une 

transformation d’échelle. Elle est réalisée par l’intermédiaire de facteurs d’échelle (gains de normalisation) 
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transformant les valeurs des grandeurs physiques des entrées en des valeurs normalisées appartenant à 

l’intervalle [-1, 1]. 

 
Interface de fuzzification 

Dans les applications de commande floue, les données observées sont habituellement physiques (réelles 

numériques). Or, le traitement de données dans un CF est basé sur la théorie des SEFs; les données 

observées nécessitent donc une fuzzification, c’est-à-dire, une projection des variables physiques réelles sur 

des SEFs caractérisant les valeurs linguistiques prises par ces variables avec des degrés d’appartenance à tel 

ou tel SEF sur l’univers de discours correspondant (voir exemple de la figure 5.9). 

Ces SEFs sont caractérisés par leurs FAs ayant des formes arbitraires, pouvant être triangulaires (voir 

figure 5.10), trapézoïdales, exponentielles, gaussiennes, … . Il est à noter que les formes triangulaires sont 

les plus fréquemment utilisées en commande au vu de leur facilité de programmation. Par ailleurs, des 

études comparatives de commande en boucle fermée ont donné lieu, selon différentes formes de FAs, à des 

résultats pratiquement similaires [LAC 97, LOU 97]. Quant à leur nombre, partitionnant l’univers de 

discours, il est généralement impair car elles se répartissent symétriquement autour de zéro (3, 5 et 7 sont 

des valeurs courantes). L’exemple de la figure 5.10 montre une répartition linéaire de 7 FAs de forme 

triangulaire symétrique dont chacune est affectée d’une valeur linguistique, avec : 

 
NG : “Négatif Grand” 

NM : “Négatif Moyen” 

NP : “Négatif Petit” 

 

Z : “Zéro” 

PP : “Positif Petit” 

PM : “Positif Moyen” 

PG : “Positif Grand” 

 

 
Figure 5.9 Exemple de fuzzification d’une valeur numérique précise 

 

Figure 5.10 Exemple de fonctions d’appartenance triangulaires 
 

Variable 
 linguistique 

Univers de discours
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fonctions d’appartenanceuelinguistiq Variableµ

PP PM
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Procédure d’inférenc

e bloc d’inférence, noyau du CF, repose sur les données fournies par la base des 

ur 

alors  est ZE 

Si  est PP et  est PP alors  est PP 

Pour un couple d’observation ( ), l’ensem le 

e 

Le fonctionnement de c

règles. Le raisonnement type Mamdani est utilisé pour illustrer la procédure d’inférence correspondante. 

Cette méthode se base sur l’utilisation de l’opérateur “min” pou la combinaison des prémisses et po

l’implication et l’opérateur “max” pour l’agrégation des règles. 

Le raisonnement est exposé par deux règles simples : 

Si x  est ZE et x  est ZE 1 2  u

 1x  2x  u

01x , 
02x b inféré ( u′ ) est caractérisé par : 

[ ] [ ]{ })(),(),(min,)(),(),(minmax)( PP2PP1PPZE2ZE1ZE 0000
uxxuxxuu µµµµµµµ =′  

Chaque règle est activée séparément et les conclusions sont agrégées pour définir le SEF de 

Figure 5.11 Illustration de la méthode de r nnement de Mamdani pour deux règles 

 
nterface de défuzzification 

s règles est une décision sous forme d’un SEF caractérisé par la FA

u′ . 

Ce raisonnement, facilement généralisable à plusieurs règles, est illustré par la figure 5.11. 

 

 
 
aiso

I

Le résultat de l’agrégation de  )(uu ′µ . 

Etant donné que l’organe de commande (actionneur) ne s’accommode pas d’un tel genre de déc  

puisqu’il nécessite une grandeur physique bien déterminée (précise), il est impératif de réaliser la 

transformation de cette information floue en une grandeur de commande précise; c’est la phase de 

défuzzification dont les informations nécessaires à son exécution sont puisées dans la base de données. 

Plusieurs méthodes sont applicables [DRI 93, JAM 93, BUH 94, PAS 98], parmi lesquelles : 

ision

ma 

de surface 

a 

• méthode de la hauteur ou du maximum • méthode du centre de gravité 

• méthode du premier des maxima 

• méthode du dernier des maxima 

• méthode de la moyenne des maxi

• méthode du centre des aires 

• méthode du centre de la plus gran

• méthode du centre des maxim

u

02x  

ZEµ

0  1x  0  
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Dans ce qui suit, nous exposons celles qui sont les plu

hode de la hauteur et ses variantes

s utilisées en commande. 

 
Mét    

oisir comme grandeur de commande la valeur du maximum (voir 

 
                                    

La méthode de la hauteur consiste à ch

figure 5.12). 

 

 

 [ ]{ })(maxarg uu um ′= µ  

 

Figure 5.12 Exemple de défuzzification 

 

ans le cas où la FA

 

par la méthode de la hauteur 

D  )(uu′µ  a plus d’un maximum, on a le choix entre le premier, le dernier ou la moyenne 

tratio

  Premier des maxima  : 

des maxima. Une illus n de toutes ces variantes est donnée par la figure 5.13. 

 

 
1mu  

   Dernier des maxima  : u  
2m

   Moyenne des maxima  
2

21 mm
m

uu
u =

+
 

 

Figure 5.13 Exemple d’application de varian eur 

 
noter que ces méthodes ont l’avantage de ne nécessiter que peu de calculs mais présentent 

éthode du centre de gravité

s tes de la méthode de la haut

Il est à 

l’inconvénient de pouvoir engendrer des discontinuités dans la loi de commande. Ceci explique pourquoi 

elles ne sont pas fréquemment utilisées en commande floue. 

 

M  

e dans les CFs. Elle génère le centre de gravité de l'espace flou délimité par 

 

                                   

C’est la méthode la plus utilisé

la distribution de la FA résultante représentant l'action de commande. Cette méthode procure pratiquement 

les meilleurs résultats mais elle est aussi la plus coûteuse en calculs. 

 

∫
∫

′

′

=

u

u

u

u

m
duu

duuu

u
).(

.).(

µ

µ

 

 
 

Figure 5.14 Illustration de la défuzification par la méthode du centre de gravité 

u ′µ
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Méthode du centre des aires 

Cette méthode, similaire à la précédente mais plus simple, ne nécessite pas le calcul de )(uu′µ . L’idée est 

de considérer la contribution de chaque aire individuellement. L’ensemble u′  est alors co t à partir de 

chaque aire (voir figure 5.15). A noter que les aires qui se recouvrent, si ell  existent, sont comptabilisées 

plus d’une fois.  

nstrui

es

∫∑

∫ ∑

=
′

=
′

=

u

n

i
u

u

n

i
u

m

duu

duuu

u
i

.)(

.)(.

1

1

µ

µ

 

avec  à  : le nombre d’aires 

Figure 5. lustration de la défuzzific n par la méthode du centre des aires 
 

éthode du centre de la plus grande surface

 1=i n

 
 

15 Il atio

M  

 gravité de la plus grande surface. 

éthode du centre des maxima

Cette méthode consiste à calculer le centre de

 

M  

ution (Le maximum de chaque contrib kµ′ ) est déterminé. La commande à appliquer est leur moyenne 

 (pondérée vis-à-vis des degrés d’activation voir figure 5.16). 
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avec  à  : le nombre de maxima 

Figure 5.16 Il ustration de la défuzzifica

 

ise en forme de la sortie 

i par la base des données, permet de transformer (“dénormaliser”) les valeurs 

 1=i n

 

 
l tion par la méthode du centre des maxima 

M

Ce dernier bloc du CF, rég

normalisées de la variable de commande en des valeurs en conformité avec son domaine physique 

d’application. Il permet aussi d’obtenir des effets particuliers (proportionnel, intégral, …) [BUH 94]. 
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V.2 ALGORITHMES GENETIQUES 

 
on permanente des calculateurs et les progrès fulgurants de l'informatique, il 

existera c

lème donné, ou bien être conçue comme 

ent en deux grandes catégories: 

V.2.1 Introduction 
Malgré l'évoluti

ertainement toujours, pour la résolution d'un problème difficile, une taille critique au dessus de 

laquelle même une énumération partielle des solutions admissibles devient prohibitive. Compte tenu de ces 

difficultés, la plupart des recherches dans le domaine de l'optimisation combinatoire se sont orientées vers 

le développement de méthodes heuristiques et métaheuristiques. 

Une heuristique peut être conçue pour résoudre un type de prob

une méthode générale, qui peut être adaptée à divers problèmes d'optimisation. Dans le second cas, elle est 

désignée par le terme métaheuristique. 

Les méthodes métaheuristiques se divis

Méthodes de voisinage [SEV 01]: Elles se basent sur le principe que la recherche de la solution optimale, 

éthodes évolutives

parmi un grand nombre de solutions à vérifier, est difficile à réaliser aléatoirement. Il serait, donc, plus 

judicieux de guider la recherche et se restreindre à un chemin précis (région de l'espace des solutions à 

explorer). L'ensemble des solutions partageant une propriété commune avec la solution courante (la 

meilleure trouvée) est appelé voisinage. Parmi ces méthodes, on peut citer le Recuit Simulé [KIR 83] et la 

Recherche Tabou [GLO 97].  

 

M  [DRE 03]: Ce sont des méthodes d'optimisation stochastique inspirées puis 

Les algorithmes génétiques (AGs) [GOL 89, WHI 93, MAN 96, SCH 01] sont des algorithmes 

d’optimis

espèces [DAR 59]. Ils en 

mieux explorer l’espace de recherche. 

développées à partir de l'observation de phénomènes biologiques. Elles sont caractérisées par une 

“population” initiale de solutions, générée aléatoirement. Cette dernière sera améliorée au fil des 

“générations”. Ainsi, de meilleures solutions sont continuellement produites. Ces dernières, à leurs tours, 

constitueront une nouvelle génération (espace de solutions). Les méthodes évolutives les plus utilisées sont 

: les Algorithmes Génétiques [GOL 89], l'Optimisation par Colonies de Fourmies [DOR 96] et 

l'Optimisation par Colonies d'Abeilles [TER 00, PHA 06]. 

 

ation globale stochastique. Ils sont basés sur l'exploration aléatoire de l'espace de solutions. 

Pouvant être qualifiés de métaphore simplifiée de l’évolution biologique, ils tentent de modéliser et de 

simuler la capacité qu'ont les organismes vivants à s'adapter à leur environnement et le fait que les 

individus les mieux adaptés aient plus de chance de survivre et de se reproduire [DAR 59]. Ainsi, leurs 

caractéristiques seront globalement, reproduites dans les générations suivantes. 

Ces algorithmes s'inspirent de la théorie, Darwinienne, de l'évolution des 

reprennent, d'ailleurs le vocabulaire. Ainsi, on parlera d’individus formant une population, de chromosome 

représentant une solution potentielle et faisant office d'individu. Ce chromosome est constitué de gènes qui 

contiennent les caractéristiques héréditaires de l’individu. On parlera aussi d'opérateurs génétiques telles 

que sélection, croisement, mutation, … qui agissent sur les individus avec certaines probabilités afin de 
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Le processus d’un algorithme génétique (AG) (figure 5.17) consiste à faire évoluer, à partir d’un tirage 

initial, un ensemble de points de l’espace des solutions (individus) vers le ou les optima d’un problème 

r he à

ou f

 
 

Figure 5.17  Principe général d’un algorithme génétique 

 

La première formulation n H. Holland [HOL 75]. 

a parution de l’ouvrage de David Goldberg [GOL 89] qui décrit l’utilisation des AGs dans le cadre de la 

d’optimisation combinatoire. Le processus s’exécute en itérant une population de taille constante N . Par 

analogie avec la génétique, on parle alors de générations successives. Afin de faire évoluer ces populations 

de la génération k  à la génération 1+k , l’AG se base sur les trois opérations : sélection, croisem nt et 

mutation. Ces opérations ou opérateurs génétiques agissent sur tous les individus de la ièmek génération. 

Pour chaque géné ation, l’AG s’attac  sélectionner les meilleurs individus selon un critère ou fonction 

d’évaluation ou encore fonction d’optimisation appelée fitness ou adaptation. L’adaptation itness d’un 

individu dépend, donc, d’une fonction de coût; elle exprime sa capacité ou ses chances de survivre et de se 

reproduire. 

 

e

rigoureuse des principes généraux des AGs est due à Joh

L

résolution de problèmes concrets a permis la vulgarisation de ces derniers et a marqué le début d’un nouvel 

intérêt pour cette technique d’optimisation. 

Probabilité cP

 

Reproduction 
Sélection 

Evaluation de la 
fitness 

Croisement

 

Parent 1 Parent 2 

Enfant 1 Enfant 2 

Mutation Probabilité mP  

Individu

Individu'

Population: Génération k  

Population: Génération 1+k  
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Ayant été reconnu comme une approche valide des problèmes nécessitant une exploration performante, et 

économique du point de vue calcul, les AGs sont maintenant appliqués plus largement aux domaines 

u,…) du fait qu’ils explorent, en parallèle, un ensemble de 

nt une solution à partir d’une population de points et non pas à partir d’un point 

  
V

Les AGs, qui sont une transcription directe du processus naturel d’évolution au monde de 

a

- Une

itiale de solutions. 

titudes. 

s caractéristiques des parents sont 

 
V.2.2 osomique - Codage des données 

C’est un moyen de coder les solutions d’un problème ou encore les individus. Chaque solution 

iori de petite taille. Dans les AGs, le 

symbole a

age qui peut ralentir les calculs et 

 d’état [DEL 95, MAN 96, SCH 01, DUR 

s voisins en terme de distance de Hamming ne codent pas nécessairement deux éléments 

d’affaires, à la recherche scientifique, … . 

Ajouté à cela, les AGs risquent moins d’être piégés dans des minima locaux comme les algorithmes 

classiques (recuit simulé, recherche tabo

solutions possibles des problèmes traités. 

Les AGs diffèrent des algorithmes classiques d’optimisation et de recherche essentiellement en quatre 

points fondamentaux : 

• Les AGs utilisent un codage des éléments de l’espace de recherche et non pas les éléments eux-mêmes. 

• Les AGs recherche

unique. 

• Les AGs n’imposent aucune régularité sur la fonction d’évaluation (continuité, dérivabilité, convexité, 

…). 

• Les AGs ne sont pas déterministes; ils utilisent des règles de transition probabilistes. 

.2.2 Fondements, Définitions et Principes de Base 

l’inform tique, sont essentiellement fondés sur : 

 représentation chromosomique des solutions du problème. 

- Une méthode pour générer une population  in

- Une méthode d’évaluation qui classe les solutions selon leurs ap

- Des opérateurs génétiques, qui définissent la manière dont le

transmises aux descendants. 

.1 La représentation chrom

est constituée d’une chaîne de symboles appartenant à un alphabet à pr

 un rôle similaire à celui du gène dans la génétique naturelle. 

En général, chaque individu (solution) est représenté par une chaîne binaire de 0 et de 1. Le choix d’un 

code doit tenir compte de la complexité du processus de codage/décod

influencer considérablement la convergence de l’AG tout entier. 

Historiquement, le codage utilisé par les AGs était présenté sous forme de chaînes de bits contenant toute 

l’information nécessaire à la description d’un point dans l’espace

04]. Ce type de codage a pour intérêt de permettre de créer des opérateurs de croisement et de mutation 

simples. C’est également en utilisant ce type de codage que les premiers résultats de convergence théorique 

ont été obtenus. 

Cependant, ce type de codage n’est pas toujours bon comme le montrent les deux exemples suivants : 

• Deux élément

proches dans l’espace de recherche. Cet inconvénient peut être évité en utilisant un codage de Gray. 
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• Pour des problèmes d’optimisation dans des espaces de grande dimension, le codage binaire pourrait 

rapidement devenir mauvais. Généralement, chaque variable est représentée par une partie de la chaîne 

Le

pr ntermédiaire. La 

espace de recherche (espace de solutions), et aussi de 

on pour obtenir son phénotype. Celui ci indique l’aptitude de l’individu à substituer 

 binaire par exemple : les gènes sont les bits et les allèles auront 

n de la population initiale 

Comme déjà cité, les AGs manipulent un ensemble de solutions à la fois; pour cela, on doit avoir 

elle-ci est générée soit d’une façon aléatoire, soit à l’aide 

d’autres m

il est naturel de 

Elle prend en argument l’individu et lui associe un coût de performance. Souvent appelée 

ns . Cette fonction doit guider l’algorithme vers l’optimum en 

réalisant 

ali

de bits et la structure du chromosome n’a pas alors forcément la structure du problème. 

s AGs utilisant des vecteurs réels [GOL 91, WRI 91] évitent ce problème en conservant les variables du 

oblème dans le codage de l’élément de population sans passer par le codage binaire i

structure du problème est conservée dans le codage. 

Il existe deux types de difficultés pour le choix du codage. D’une part celui-ci doit pouvoir être adapté au 

problème de façon à limiter au mieux la taille de l’

façon que les nouveaux individus engendrés par les opérateurs génétiques (croisement, mutation, …) soient 

souvent les plus significatifs possible; c’est à dire qu’ils puissent coder des solutions valides en respectant 

les contraintes du problème à résoudre. 

Le choix d’un codage approprié est un élément critique dont dépend grandement l’efficacité d’un AG 

[GOL 91, DEL 95]. 

Un individu est défini par son génotype,  c’est à dire une structure de données. Ce génotype est exprimé par 

la fonction d’évaluati

dans son environnement (à se reproduire). 

Le génotype est constitué d’un ensemble de gènes. Chaque gène peut prendre un certain nombre de valeurs 

dénommées allèles. Pour une représentation

pour valeurs 1 et 0. 

 

V.2.2.2 Génératio

au départ une population initiale de solutions. C

éthodes d’optimisation ou encore à base d’heuristique spécifique au problème.  

Le choix de la population initiale d’individus conditionne fortement la rapidité de convergence de 

l’algorithme. Si la position de l’optimum dans l’espace d’état est totalement inconnue, 

générer aléatoirement des individus en faisant des tirages uniformes dans chacun des domaines associés 

aux composantes de l’espace d’état en veillant à ce que les individus produits respectent les contraintes 

[MIC 91]. Si par contraintes on entend que des informations a priori sur le problème sont disponibles, il 

paraît bien évidemment naturel de générer les individus dans un sous domaine particulier afin d’accélérer la 

convergence. Dans l’hypothèse où la gestion des contraintes ne peut se faire directement, les contraintes 

sont généralement incluses dans le critère à optimiser sous forme de pénalités [DEL 95]. 

 

V.2.2.3 La fonction d’évaluation  

‘‘fitness’’, elle prend ses valeurs da +ℜ

implicitement une pression de sélection dans cette direction. De plus, l’efficacité d’un AG 

s’appuie pour une grande part, sur la qu té de cette fonction. La mise au point d’une bonne fonction 
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d’adaptation doit respecter plusieurs critères qui se rapportent à sa complexité et à la satisfaction des 

contraintes du problème. Lorsque la fonction d’adaptation apparaît excessivement complexe, consommant 

une importante puissance de calcul, la recherche d’une approximation plus simple est souhaitable. 

 
V.2.2.4 Élitisme 

Les solutions optimales peuvent être perdues à cause du croisement et de la mutation, en plus de 

our que ces opérations préservent le meilleur fitness. Une stratégie élitiste consiste à 

conserver

Ces opérateurs, qui sont la base des AGs, définissent la manière dont les individus se 

hase de reproduction. 

Les opéra

A l’inverse d’autres techniques d’optimisation, les AGs n’ont pas besoin de connaître ou 

d’estimer ctif, ce qui rend leur domaine d’application plus vaste. Aucune 

hypothèse su

 donc), suivant la théorie de la sélection naturelle introduite par 

luer cette fonction pour chaque chromosome d’une population, 

ster et évaluer les 

l’absence de garantie p

 d'une génération à l'autre, dans la population, au moins l'individu ayant la meilleure adaptation. 

Dans ces modèles, le meilleur individu d'une population est sauvé avant que les opérations aient lieu. Après 

que la nouvelle population se soit formée et évaluée, on l'examine pour voir si cette meilleure structure a 

été préservée. Sinon, la copie sauvée est réinsérée de nouveau dans la nouvelle population à la place du 

membre le plus faible. L’AG effectue les opérations sur cette même nouvelle population. 

  

V.2.2.5 Les opérateurs génétiques  

recombinent et s’agencent pendant la p

teurs qu’on retrouve le plus souvent sont : la sélection, le croisement et la mutation. 

 
A. Sélection ou reproduction  

les dérivées de la fonction obje

r la continuité n’est non plus requise. Néanmoins, dans la pratique, les AGs sont sensibles à la 

régularité des fonctions qu’ils optimisent [DUR 04]. 

Le peu d’hypothèses requises permet de traiter des problèmes très complexes. La fonction à optimiser peut 

ainsi être le résultat d’une simulation. 

Cette opération est fondée sur le principe d’adaptation de chaque individu d’une population à son 

environnement (à un problème donné

Charles Darwin [DAR 59]. Ainsi, seuls les individus les plus aptes à répondre à certains critères seront 

sélectionnés pour survivre et se multiplier.  

Dans le cas des AGs, on associe au problème une fonction d’évaluation ‘‘fitness’’ de cette adéquation des 

individus avec la question posée. On va éva

et seuls ceux dont la qualité sera suffisante seront conservés d’une génération à une autre. La sélection 

permet, donc, d’identifier statistiquement les meilleurs individus d’une population et d’éliminer les 

mauvais qui seront remplacés par d’autres individus. Il s’agit d’une stratégie dite élitiste. 

On trouve dans la littérature un nombre important de principes de sélection plus ou moins adaptés aux 

problèmes qu’ils traitent. Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes attachés à te

deux principales méthodes de sélection suivantes qui sont, d’ailleurs, les plus couramment utilisées: 

- Méthode de la Roue de loterie (Roulette wheel selection) [GOL 89] ; 

- Méthode Stochastique du reste (Stochastic remainder without replacement selection) [GOL 89]. 
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Principe de l’algorithme de sélection ‘‘Roue de loterie’’ 

Un algorithme notoire de sélection est le prélèvement stochastique avec remplacement, généralement connu 

e cette méthode est analogue au fonctionnement 

 
                                          

                                                  
                                                  Figure 5.18  Roue de Loterie 

haque individu dans une population est assigné à un secteur de 

tant proportionnelle à la fitness de l'individu (sa chance ou probabilité de survie). La taille ou fitness 

sous le nom d'algorithme Roue de Loterie. Le principe d

d’une roue de Loterie (figure 5.18). 

 
 

 

  
  
 
 
 
 
 
 
C la roue, la taille (surface) de ce secteur 

é

relative est donnée par la formule : 

∑
=

= ifPs  N

j
j

i

f
1

où  est la valeur de la fonction d’évaluation pour l’individu  (la fitness) et  est la valeur de la 

fonction d’évaluation pour l’individu

, 

. eci a permis donc de reproduire le nombre requis d'individus pour 

se

ion ‘‘Stochastique du reste’’

if i jf

 j . 

On fait tourner la roue N  fois ( N  nombres aléatoires générés) et à chaque fois l'individu pointé par 

l’indicateur est sélectionné (reproduit)  C

former une population  taille N . A priori, cette technique permet de reproduire les individus 

proportionnellement à leur adaptation (fitness relative). Mais, dans le cas d’une population de petite taille, 

la sélection devient biaisée à cau  du petit nombre de tirages effectués. On peut aussi dire que 

l’inconvénient de cette approche est qu’elle ne garantie pas la représentation, dans la prochaine génération, 

des individus les mieux adaptés. 

 

de

Principe de l’algorithme de sélect

La sélection stochastique du reste est un autre algorithme très connu qu’on rencontre souvent et qui 

. Dans cette méthode l'espérance du nombre remédie au problème évoqué dans la Roulette wheel selection

de fois choisi est calculée pour chaque individu. En d’autres termes, on associe à chaque individu le rapport 

iR  de sa fitness sur la moyenne des fitness (i.e. N  fois sa fitness relative) : 
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On prend, ensuite, sa partie entière  et l’individu est reproduit de manière déterministe exactement 

 fois. Enfin, on exécute la Roulette wheel selection sur tous les individus affectés des fitness 

 pour complèter la nouvelle population. Ce principe de sélection est très souvent plus efficace 

que le précédent sur les petites populations. 

cipe

systém

subir d’opérateurs de croisement ou de mutation qui pourraient le détruire. En outre, ce principe confère à 

un AG le prop

Croisement (Crossover)   

u. En généra varie entre 0.25 et 0.90. 

Le proces

 )( iRE

)( iRE

)( ii RER −

On applique très souvent le prin  d’élitisme lors du processus de sélection en conservant 

atiquement le meilleur individu de la population courante dans la génération suivante, sans lui faire 

riété de croissance monotone de la fitness du meilleur individu de la population au cours des 

générations. 

En fin de la sélection, on aura une nouvelle population appelée population intermédiaire qui est constituée 

des individus ayant les bonnes valeurs d’adaptation qui ont été sont sélectionnés plusieurs fois, et les 

mauvais auront disparus de la population. 

 

B. 

Après la phase de sélection, l’opérateur de croisement (crossover) reproduit de nouveaux 

individus à partir de couples de parents pris aléatoirement avec la probabilité P  parmi les individus qui ont c

l cP  

sus se présente comme suit : 

[ ]

survéc

 
croisement unpour  marquéest  individul' alors  Pr Si

  1 0,r réel unGénérer 
populationla  de individu chaqueur 

<
∈  

Les individus marqués sont pris deux à deux pou

Po

c

r subir l’opération de croisement. 

hanger les gènes des parents afin de donner des enfants qui portent 

des propriétés combinées. Bien qu’il soit aléatoire, cet échange d’informations offre aux AGs une part de 

leur puissance. Quelques fois, de « bons » gènes d’un parent viennent remplacer les « mauvais » gènes d’un 

autre et créent un fils mieux adapté que ses parents. Ce mécanisme ne permet pas uniquement d’explorer 

Le principe du croisement consiste à éc

l’espace mais d’exploiter les individus. 

Cette opération a, donc, pour but d’enrichir la diversité de la population en manipulant, par divers 

croisements, la structure des chromosomes [QI 93]. Classiquement, les croisements sont envisagés avec 

deux parents et génèrent deux enfants. Dans ce qui suit, les trois principales techniques de croisement sont 

présentées : 

 

Technique du Slicing crossover 

La méthode de croisement fondamentale est appelée slicing crossover [HOL 92] ou croisement à 

découpage. Selon cette technique, on tire aléatoirement un point de croisement inter-gènes dans chacun des 

chromosomes des parents et on intervertit les parties se trouvant de part et d’autre de ce point. On obtient 

insi deux fils qui héritent des propriétés de l’un et de l’autre des deux parents conformément au schéma de a

la figure 5.19. 
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Figure 5.19 Principe u slicing crossover 

 
Technique du k-point slicing crossovers

 
 
 
 
 
 

 d

 

Le mécanisme du slicing crossover peut être vu comme présentant l’inconvénient de privilégier les 

extrémités des i s , nc, la gé ion de f p  ns ro s de leurs parents. 

our cela, il serait plus judicieux d’étendre ce principe en découpant le chromosome non pas en 2 sous-

haînes mais en 3, 4, …etc. C overs [BRI 91], consiste en la 

t au lieu d’un seul conformément au schéma de la figure 5.20 qui 

 

point slicing crossover 
 
Les croisements ‘‘1 point’’ et ‘‘2 points’’ sont couramment employés en pratique pour leur simplicité et 

leur bonne efficacité [DRE 03]. 

 
Technique du croisement uniforme

ndividu  et entraîner  do nérat ils lus ou moi  p che

P

c ette technique, dite k-point slicing cross

considération de k  points de croisemen

montre un exemple d’application du 3-point slicing crossover. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Figure 5.20 Principe du 3-

 [SYS 89] 

Ce mécanisme de croisemen ont le nombre de points de 

mes des individus (voir figure 5.21). Les gênes (bits) de la progéniture 

es deux fils) sont formés à partir de ceux des individus initiaux (parents) en fonction de la valeur du bit 

rcourant les bits du masque, lorsque la valeur du bit vaut 1, la 

t peut être vu comme un croisement multi-points d

croisement est indéterminé à priori. Il utilise une chaîne de bits générée aléatoirement, appelée masque, de 

même longueur que les chromoso

(l

correspondant du masque. Par exemple, en pa

valeur de bit correspondant du premier parent est affectée au bit de même ordre du deuxième fils alors que 

celle du deuxième parent est affectée au bit du premier fils. La procédure est inversée si le bit du masque 

Parents 

Fils

1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 

1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 

3 points de croisement 3 points de croisement 

Parents 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 

Point de croisement Point de croisement

1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 Fils
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est 0 (c’est à dire que l’affectation du bit du premier fils viendra du premier parent et celle du bit du 

deuxième fils viendra du deuxième parent). Le croisement uniforme a les avantages de simplicité, de bonne 

efficacité [DAV 91]. 

 

 

 

 

 

Figure 5.21 Principe d  croiseme orme 
 
Il n’y a pas d ri o  entre les fférentes variantes vues ci-dessus. Pour tel type de 

problèmes, le slicing crossover (croisement en 1 p nt) sera déce or qu iforme 

fonction u P r e p ation sera inverse. L’opérateur de croisement universel 

capable des performances les meilleures pour tout problème n’est pas encore découvert, et il est probable 

u’il n’existe pas. Toutefois, e aisant, il apparaît que le choix 

notypes des parents, cela ne signifie pas que les descendants aient des performances 

ve ralentie. 

’opérateur de mutation apporte aux AGs la propriété d’ergodicité de parcours d’espace. Cette propriété 

indique q susceptible d’atteindre tous les points de l’espace d’état, sans pour autant les 

parcourir tou

lité pour qu’il subisse une mutation 

notée 

 

 

Fils 2

1 0 1 0 0 1 1

0 1 0 0 1 1 0

Parent 1 

1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 

Parent 2 

Masque 

1 1 1 0 1 0 1 Fils 1

nt unifu

e c tères de ch ix évidents di

oi vant al s ’un croisement un

nera mie x. ou un autr  ty e, la situ

q n pratique, lorsque le codage binaire est satisf

de la bonne variante est rarement critique, et que les performances varient généralement peu selon 

l’opérateur choisi. 

Un croisement est dit létal s’il produit un ou deux individus ayant une trop faible adaptation pour se 

reproduire. Une solution pour éviter une trop forte proportion de croisement des individus létaux consiste à 

accoupler préférentiellement les individus qui se ressemblent au niveau génotypique.  

Toutefois, lorsque le problème est complexe, bien qu’on ait l’assurance que les génotypes croisés 

ressemblent aux gé

proches de celles des parents. De plus, cette option réduit notablement l’exploration de l’espace de 

recherche et il peut s’ensuivre des convergences prématurées. Enfin, croiser des individus trop proches les 

uns des autres ne produit que rarement de la nouveauté, la convergence de l’algorithme s’en trou

La restriction de l’appariement est donc une opération délicate à mettre en œuvre. 

 
C. Mutation 

Classiquement, l’opérateur de mutation modifie aléatoirement un individu pour en former un 

autre qui le remplacera. Il peut être vu comme un opérateur mineur, chargé de maintenir un minimum de 

diversité dans la population, ce que ne peut pas assurer le croisement. 

L

ue l’AG sera 

s dans le processus de résolution  [TAT 93, DEL 95]. 

Cet opérateur agit sur un individu. Il consiste à choisir d’une manière aléatoire un ou plusieurs gènes (bits) 

et à modifier leurs valeurs. Chaque bit d’un individu a une probabi

mP . 
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Le processus se présente comme suit : 

[ ]    1 0,r réel unGénérer 
populationla  de individu und'bit  chaquePour 

∈  
inverséest bit  le alors  Pr Si m<

Cette probabilité de mutation mP  est généralement petite (généralement comprise entre 0.01 et 0.15 ou 

d’après IN [L  95] de l’ordre de 0.001 ou un peu moins par bit) et elle est constante durant toute l’exécution 

variation de cette probabilité existe. Elle utilise une variation de la 

probabilité de mutation durant l’exécution de l'algorithme, et ceci en commençant par un taux relativement 

élevé et en diminuant de façon continue pendant que ’AG progresse. Cette méthode permet à l’AG de 

rechercher plus les solutions potentielles au départ et de s’accrocher à la meilleure solution en convergeant 

es

es. En effet, le croisement perd de son importance 

ande à base de logique floue s’apparente à une commande experte (système expert), 

n ce sens qu’elle s’appuie sur une base de connaissances et sur des règles de traitement de celles-ci 

enc cision dont la forme dépend, essentiellement, du processus sous commande et 

d’heuristi

e développement et l’exécution des AGs en tant que méthode d’optimisation globale 

dans le cadre du prochain chapitre.  

de l’AG. Cependant, une technique de 

 l

vers elle. D’autre part, des étud  empiriques conseillent pour l’obtention de bons résultats une fréquence 

qui se situe autour d’une mutation tous les 1000 bits. 

Plusieurs arguments justifient l'utilisation de la mutation. Ainsi, les actions combinées de sélection et de 

croisement peuvent faire disparaître des gènes, aux mêmes positions des génotypes pour tous les individus. 

La mutation est capable de réintroduire ces gènes dans la population et participe ainsi au maintien de la 

diversité, utile à une bonne exploration de l'espace de recherche. D'autre part, la mutation assure une 

recherche locale aléatoire autour de chaque individu. Dans cet ordre d'idée, la mutation peut améliorer 

considérablement la qualité des solutions découvert

lorsqu'une grande partie de la population est localisée dans les voisinages des maxima de la fonction 

d'adaptation. Dans ce cas, les individus situés sur un même pic sont souvent identiques et ne subissent 

aucune modification, ou alors, si les parents appartiennent à des pics différents, les descendants montreront 

généralement de faibles performances. En revanche, la recherche aléatoire due aux mutations donne une 

chance à chaque individu de s'approcher des positions exactes des maxima, autant que le permet la 

précision du codage. 

 

V.3 CONCLUSION 
Ce chapitre a été, en premier lieu, consacré aux rappels sur la théorie de la logique floue. Ensuite, 

les différents aspects de l’application de cette théorie dans le domaine de la commande des systèmes ont été 

présentés. 

La stratégie de comm

e

(infér e) pour la prise de dé

ques. 

Enfin, nous avons présenté les fondements, définitions, principes de base et différentes opérations 

régissant l

stochastique. 

A noter que ces algorithmes évolutifs seront utilisés pour l’optimisation des différents paramètres d’un CF, 
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CHAPITRE VI 
 
 

Application de Contrôleurs Intelligents à la Commande 
du Bras de Robot Manipulateur à liaison Flexible 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous présenterons les détails de la mise en œuvre des schémas principaux de 
contrôleurs intelligents élaborés à base de logique floue et d’algorithmes génétiques pour la commande 
en position et en poursuite de trajectoire du bras de robot manipulateur flexible objet de notre étude. 

VI.1 CONCEPTION ET APPLICATION D’UN CONTROLEUR FLOU TYPE 

MAMDANI A LA COMMANDE DU BRAS DE ROBOT FLEXIBLE 

VI.1.1 Description du Schéma de Commande Floue Typique 
La majorité des contrôleurs flous (CFs) développés utilisent le schéma simple proposé par Mamdani 

[MAM 77] pour les systèmes mono-entrée mono-sortie. Ce schéma, représenté dans la figure 6.1, est composé : 

• du contrôleur flou (CF) comprenant: 

- un bloc de calcul de la variation de l'erreur e∆  au cours du temps, 

- les facteurs d'échelle ou gains associés, respectivement, à l’erreur , à sa variation  et à la variation 

de la commande 

e e∆

u∆  : , et , eG eG ∆ uG ∆

- un bloc de fuzzification de l'erreur  et de sa variation e e∆ , 

- une base des règles de commande floue, 

- une logique floue utilisée pour l'évaluation des règles de commande floue (inférence), 

- un bloc de défuzzification servant à convertir la valeur floue de la variation de commande  en une 

valeur numérique 

*u∆

u∆ , 

• du processus à commander (bras flexible du robot objet de l’étude). 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

eG *e

Figure 6.1 Schéma de commande en boucle fermée à CF type Mamdani appliqué à la commande du bras 

flexible 
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VI.1.2 Algorithme de Commande Floue 
Le succès des algorithmes flous dans la commande des processus complexes est dû au choix de 

méthodes relativement pratiques, permettant avec une simplicité notable, la mise au point de tels algorithmes 

[YEN 95]. 

Ces méthodes consistent à formuler un ensemble de règles de décision en termes linguistiques, utilisant des 

sous-ensembles flous (SEFs) pour décrire les amplitudes de l'erreur, de sa variation et de la variation de la 

commande. En combinant ces règles, on peut dresser des tables de décision permettant de donner les valeurs de 

la sortie du contrôleur correspondant aux situations d'intérêt. Pour ce faire, on est appelé à quantifier ces 

différentes variables. Les niveaux de quantification ainsi obtenus forment les univers de discours et les valeurs 

obtenues sont assignées à un ensemble de SEFs linguistiquement étiquetés par des termes ou symboles. 

Les valeurs des degrés d'appartenance sont subjectivement attribuées, pour définir le sens des étiquettes des 

SEFs, selon certaines formes de fonctions d’appartenance (FAs). 

Ces SEFs sont combinés grâce aux opérateurs fondamentaux suivants, qu'il est opportun de rappeler: 

- réunion “ B  A ∪ ” correspondant à la fonction OU définie par: 

 µ (A OU B)(x)  ( ))(),(max xx  = BA µµ  (6.1) 

- intersection  “ B A ∩ ” correspondant à la fonction ET définie par: 

 µ (A ET B)(x)  ( ))(),(min xx  = BA µµ  (6.2) 

- complémentation “ A ” correspondant à la fonction NON définie par: 

 µ (NON A)(x)   (6.3) )(1 x= Aµ−

 

VI.1.2.1 Loi de commande 

La loi adoptée est fonction des entrées choisies pour notre contrôleur, en l'occurrence, l'erreur et 

sa variation sur une période d'échantillonnage  : eT

 ( ))(),()( eee kTekTefkTu ∆=∆  (6.4) 

Par conséquent, l'activation de l'ensemble des règles de décision associées donne la variation de la 

commande  nécessaire et qui constitue, donc, la sortie de notre contrôleur. u∆

Cette variation de la commande est obtenue par une simple lecture d'une table de décision prédéfinie hors 

ligne. 

En général, le signal de sortie  fournit par la défuzzification doit être soumis à un traitement afin 

d'obtenir le signal de commande effectif . Dans la plupart des cas, il y a proportionnalité entre  et u  

lorsque l'organe de commande fonctionne comme amplificateur de puissance [BUH 94]: 

0u

u 0u

  (6.5) 0*u G  =u  u

uG  est le gain associé à la commande. 

Ainsi, notre choix de la loi de commande s'est porté sur la forme suivante (commande type PD) [BUH 94]: 

  (6.6) )(* eue kTuG  =  )kTu( ∆∆

uG ∆ : gain associé à la variation de la commande  générée à l'instant . )( ekTu∆ eT
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VI.1.2.2 Implémentation 

Pour résumer, la valeur de la commande peut être obtenue en suivant les étapes suivantes [LOU 97]: 

 

1- Calcul de l'erreur présente et de sa variation : 

 référence – sortie du processus (6.7) =)( ekTe

 
e

eee
e T

TkTekTe
kTe

)()(
)(

−−
=∆  (6.8) 

 

2- Normalisation de l'erreur et de sa variation à l'aide 

des facteurs d’échelle ou gains correspondants : 

  (6.9) )()(*
eee kTeGkTe ∗=

  (6.10) )()(*
eee kTeGkTe ∆∗=∆ ∆

 

3- Fuzzification ou conversion des valeurs obtenues 

en variables floues, 

 

4- Lecture du niveau de quantification du sous-

ensemble flou (SEF) résultant de la variation de la 

commande dans la table de décision, 

 

5- Défuzzification ou conversion du niveau obtenu 

en valeur numérique normalisée de la variation de la 

commande, 

 

6- Détermination de la commande à appliquer à 

l'entrée du processus à réguler à l'aide du facteur 

d'échelle ou gain correspondant : 

  (6.11)  )()( eue kTuGkTu ∆∗= ∆

 
 
 
 

Figure 6.2 Organigramme de l'algorithme 
                 de commande floue 

 
 

VI.1.3 Application du Contrôleur Flou Type Mamdani à la Commande en Position du 

Bras de Robot Manipulateur Flexible 

La travail à présenter dans cette partie concerne l'application de l'algorithme de commande floue 

type Mamdani, dont nous venons d’expliciter les principales étapes, au positionnement de l’extrémité 

manipulatrice du bras de robot flexible représenté par le modèle de Timoshenko encastré-chargé établi au 

chapitre IV. 

Début 

Initialisation des tables de quantification 
et de décision 

Acquisition de la valeur de sortie du 
processus à commander 

Calcul de l’erreur e  
 et de sa variation  e∆

Normalisation de l’erreur  e
 et de sa variation  e∆

Fuzzification ou extraction des niveaux de 
quantification associés à e  et  e∆

Extraction des niveaux de quantification 
de la variation de la commande  u∆

Défuzzification ou conversion 
en valeur agrégée normalisée 

Calcul de la commande déterministe 
effective pour commander le processus 

Application de cette commande 
au processus 
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Il s'agit de commander en position, à partir de l'action motrice au niveau de l'articulation, l'extrémité de 

manipulation de ce bras de robot flexible (“commande non-colocalisée”) [FRA 91]; ce qui constitue la 

difficulté d'une telle démarche par rapport à la commande articulaire classique des robots rigides 

(“commande colocalisée”). Cette dernière a, d'ailleurs, été essayée sur des systèmes tels que le notre, mais, 

sans succès notable [DE LUC 89a]. 

L'expression de la sortie (variable à commander) de notre système résulte de l’application de l’équation (2.6) 

(§  II.3.1) à l’extrémité du bras ( ). Elle est donnée par : l=x

 
l

l
l

),(
)(),(

tw
tt +=θα  (6.12) 

 

VI.1.3.1 Hypothèses pour la conception du contrôleur flou adopté 

Pour concevoir le CF adéquat pour la commande du bras manipulateur flexible, certaines 

propriétés de ce dernier sont exploitées pour faciliter cette conception. Eu égard à la nature et au 

comportement (mouvement) symétrique du système robotique objet de notre étude, nous avons adopté les 

caractéristiques suivantes : 

• des  FAs symétriques, 

• une table de décision également symétrique [MAC 76, LOU 97], 

• les univers de discours des variables du CF sont normalisés pour se trouver entre -1 et 1. Les gains du 

CF donnent, en conséquence, les valeurs appropriées aux variables pondérées par ces gains de mise à 

l’échelle, 

• le nombre de SEFs des variables du contrôleur est un nombre entier impair supérieur à 1 (3, 5, 7 ou 9). 

En combinaison avec la condition de symétrie, ceci signifie que la fonction centrale d’appartenance, 

pour toutes les variables, aura son sommet (centre) en zéro, 

• les sommets (centres) des FAs correspondent aux sommets des bases des FAs adjacentes. Ceci assure 

que la valeur de n'importe quelle variable d'entrée est un membre d’au plus deux SEFs. De plus, on est 

assuré que si le degré d’appartenance d’une variable à un sous-ensemble est 1, elle n’appartiendra à 

aucun autre sous-ensemble adjacent, 

• on suppose que les premières et dernières FAs ont leurs sommet à -1 et à 1 respectivement. Ceci peut 

être justifié par le fait que le changement des valeurs des facteurs d’échelle ou gains aura un effet 

semblable de changement des positions de ces sommets. 

 

VI.1.3.2 Fonctions d’appartenance 

A. Forme des fonctions d’appartenance 
Pour le choix de la forme des FAs, nous avons procédé par essai et observation. Les trois 

formes principales (triangulaires, trapézoïdales et gaussiennes) ont été essayées. Les résultats obtenus pour 

les formes trapézoïdales et gaussiennes n’ont pas été assez satisfaisants. En revanche, le choix de formes 

triangulaires s’est avéré le plus approprié. 
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B. Distribution des fonctions d’appartenance 
Après plusieurs essais de diverses distributions, celle qui a donné lieu à plus de satisfaction 

est simplement la distribution uniforme ou équidistante avec des formes symétriques ce qui donne un 

chevauchement de 50 % entre les SEFs adjacents. 

 
C. Nombre de classes ou sous-ensembles flous 

Plusieurs combinaisons des nombres impairs (3, 5, 7, 9) pour les SEFs représentant les trois 

variables du CF ( , , e e∆ u∆ ) ont été essayées. 

Le choix le plus judicieux s’est avéré 7 SEFs pour les trois variables symbolisés (étiquetés) comme suit : 

PG : Positif Grand, PM : Positif Moyen, PP : Positif Petit, Z : Zéro et environs, NP : Négatif Petit, 

NM : Négatif Moyen, NG : Négatif Grand. 

 
VI.1.3.3 Table de décision 

La table de décision adoptée pour notre CF est celle universelle de Mac Vicar-Whelan [MAC 76] 

illustrée par la figure 6.3. Elle est organisée sous forme d’une table diagonale symétrique de 49 règles 

décisionnelles composées par les paires situation/action de la forme : Si  est A et e e∆  est B, alors  est C. u∆

 

e  
u∆  

NG NM NP Z PP PM PG 

NG NG NG NG NG NM NP Z 

NM NG NG NG NM NP Z PP 

NP NG NG NM NP Z PP PM

Z NG NM NP Z PP PM PG 

PP NM NP Z PP PM PG PG 

PM NP Z PP PM PG PG PG 

e∆  

PG Z PP PM PG PG PG PG 

 
Figure 6.3 Table de décision de Mac Vicar-Whelan (7 x 7 = 49 règles) 

 

VI.1.3.4 Méthode d’inférence 

Pour ce qui est de la méthode d’inférence, notre choix s’est porté sur la méthode “Max-Min” 

(raisonnement type Mamdani) illustrée au chapitre V. 

A noter que ce choix résulte des comparaisons des résultats de plusieurs essais, mettant en œuvre les trois 

principales méthodes d’inférence utilisées en commande floue, à savoir, Max-Min, Max-Produit et Somme-

Produit [BUH 94, LOU 97]. 

 

VI.1.3.5 Méthode de Défuzzification 

La méthode de défuzzification adoptée est celle qui est la plus utilisée en commande, à savoir la 

méthode du centre de gravité (voir chapitre V). 
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VI.1.3.6 Résultats de la simulation de la commande en position du bras de robot manipulateur flexible 

par le contrôleur flou adopté 

L’application du CF adopté pour la commande en position angulaire du bras manipulateur 

flexible, dont les paramètres physiques sont donnés dans l’annexe C, a donné lieu aux résultats présentés 

sur les figures 6.4 et 6.5 représentant, respectivement, la réponse à une consigne angulaire en échelon de 

position de 90° et la commande (couple moteur) générée correspondante. 

Cette assez bonne performance est le résultat de dizaines de tests essai/observation caractérisés, 

spécifiquement, par de multiples combinaisons de réglages des trois gains du CF, à savoir , et . eG eG ∆ uG ∆

Les valeurs finales de ces gains, ayant donné lieu à cette performance sont les suivantes : 

52.0=eG , , . 49.0=∆eG 1.11=∆uG
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Figure 6.4 Réponse en position angulaire du CF 
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Figure 6.5 Commande générée 

 

VI.2 CONCEPTION ET APPLICATION D’UN CONTROLEUR FLOU TYPE 

MAMDANI OPTIMISE PAR ALGORITHMES GENETIQUES À LA 

COMMANDE DU BRAS DE ROBOT FLEXIBLE 

Dans cette seconde partie du présent chapitre, les algorithmes génétiques (AGs), en tant que 

métaheuristique évolutive, vont nous servir à remédier au caractère empreint de subjectivité qui a prévalu 

lors de la conception du CF précédent. En effet, ces AGs génèrent et font évoluer une population de CFs en 

appliquant les différentes phases d’exécution d’un algorithme génétique (AG) : sélection, croisement, 

mutation. Ainsi, de génération en génération, nous obtiendrons un CF encore plus performant. Le meilleur 

contrôleur (optimal) obtenu sera délivré à l’issue de la dernière itération exécutive de l’AG. 

Les paramètres du CF que l’AG aura à optimiser, pour une éventuelle amélioration des performances 

obtenues au paragraphe précédent, sont : 

 le nombre de SEFs pour chaque variable, 

 la forme des FAs pour chaque variable, 

 l’espacement (distribution) des FAs pour chaque variable, 

 les règles de la table de décision, 

 les trois gains du CF. 
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VI.2.1 Hypothèses et Contraintes de Conception 
Nous donnons, dans ce qui suit, quelques hypothèses et contraintes de conception concernant la 

table de décision et les FAs des variables du CF à optimiser : 

• Le nombre de SEFs (NEF) pour chaque variable peut prendre une des valeurs possibles suivantes {3, 5, 

7, 9} seulement. En effet, dans la littérature la plupart des conceptions de contrôleurs flous utilisent 

cette plage de valeurs [LEE 93]. Ce choix est d’ailleurs favorable pour le codage des solutions dans 

l’AG (NEF est codifié en 2 bits seulement réduisant ainsi la taille du chromosome). 

• Les SEFs seront symbolisés (étiquetés) par la désignation standard et indexés par ordre croissant. Si, par 

exemple, le NEF d’une variable linguistique est égal à 5, les SEFs correspondant seront : NG, NM, Z, 

PM, PG indexés de 1 à 5. De plus les SEFs comme NG et NM seront considérés opposés à PG et PM 

respectivement. 

• A partir de valeurs (index des SEFs) extrêmes en entrée (variables linguistiques de l’erreur et de la 

variation de l’erreur) résultent, le plus souvent, une valeur extrême en sortie (variable linguistique de la 

variation de commande), alors qu’une valeur moyenne en sortie est généralement générée à partir de 

valeurs moyennes en entrée. Par ailleurs, des combinaisons similaires de valeurs en entrée conduisent 

généralement à une valeur similaire en sortie. 

• Tous les univers de discours sont normalisés entre -1 et +1. 

 

VI.2.2 Génération des Règles de Décision (Table de Décision) 
La méthode adoptée pour la génération des règles constituant la table décision est inspirée de 

celle utilisée dans les travaux de [PAR 95, FOR 02]. Elle est basée, essentiellement, sur une sorte de grille 

(représentation analogue à la table de décision dans le plan de phase [PAR 95]) servant à la génération de la 

table des règles linguistiques de décision. Comme contribution, nous avons apporté une modification à la 

technique d’affectation des règles de décision à chacun des nœuds de la grille (cases de la table de décision) 

en cas de distances égales entre les points représentant les règles candidates (voir ci-après le principe de la 

méthode à travers deux exemples illustratifs). Dans les travaux de [FOR 02], cette affectation est effectuée 

aléatoirement. A noter que notre méthode d’affectation respecte, beaucoup plus, les hypothèses énoncées 

précédemment (les mêmes adoptées dans [FOR 02]) et permet d’obtenir des tables de décision plus 

symétriques au sens de la correspondance entre les SEFs opposés. 

 

VI.2.2.1 Principe de la méthode  

D’abord une grille est construite à partir de deux paramètres d’espacement PsGe et PsG∆e 

concernant, respectivement, les deux entrées erreur e  et variation de l’erreur e∆ du CF.  

Le premier (resp. le deuxième) paramètre d’espacement PsGe (resp. PsG∆e) fixe les abscisses (resp. les 

ordonnées) des noeuds formant la grille dans l’univers de discours (entre -1 et +1) avec un simple calcul 

que nous détaillerons dans le paragraphe suivant. 

Chaque abscisse (resp. ordonnée) représente un SEF de la variable d’entrée e  (resp. ), le nombre de 

noeuds formant la grille est ainsi égal au produit des deux nombres de SEFs des variables d’entrée. 

e∆
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Une fois les noeuds de la grille placés (voir les deux exemples illustratifs sur les figures 6.9 et 6.10), on 

introduit les points de sortie sur une droite correspondant à la variable de sortie : variation de la commande 

. Cette fois, ce sont des points (de sortie) qui représentent les SEFs et non pas leurs coordonnées. Le 

nombre de points est égal au nombre de SEFs de la variable de sortie. 

u∆

Un troisième paramètre d’espacement PsG∆u, fixe les abscisses (les ordonnées) des points de sortie de la 

même manière que pour les noeuds de la grille tandis que les ordonnées (les abscisses) seront calculées par 

un autre paramètre angulaire, noté “Angle”, qui détermine la pente de la droite portant les points de sortie 

par rapport à l’horizontale. La variation de ce paramètre angulaire se fait dans le sens anti-horaire, dans 

l’intervalle [0, π/2]. 

Chaque nœud de la grille représente une case de la table de décision et chaque point de sortie représente un 

SEF de la variable linguistique variation de la commande. Une fois que toutes les coordonnées des points 

(noeuds grille et points sortie) ont été calculées, l’affectation peut s’effectuer en déterminant la distance 

minimale parmi l’ensemble des distances séparant chaque noeud de la grille de tous les points de sortie. On 

affecte, ainsi, à chaque noeud de la grille le point de sortie qui lui est le plus proche et, par conséquence, la 

case correspondante à ce nœud dans la table de décision contiendra le SEF représenté par le point de sortie 

sélectionné. Cependant, un problème (conflit d’affectation) pourrait se poser en cas d’égalité de deux 

distances minimales entre un noeud et deux points de sortie. Nous avons proposé de prendre le point de 

sortie dont le SEF correspondant est d’index inférieur s’il s’agit d’une case de la partie diagonale 

supérieure de la table et le point de sortie dont le SEF est d’index supérieur si la case appartient à la partie 

diagonale inférieure. A noter qu’il ne peut y avoir plus de deux points de sortie équidistants par rapport à 

un noeud donné de la grille car les points de sortie sont tous sur une même droite. 

 

VI.2.2.2 Paramètre d’espacement  

Le paramètre s’espacement PsG définit la manière dont les coordonnées (positions)  des points 

intermédiaires (entre le centre et les extrémités) sont espacées par rapport au centre. Ce paramètre offre une 

flexibilité d’espacement variable telle que, plus il est supérieur à 1, plus les coordonnées sont davantage 

rapprochées du centre, et plus il est inférieur à 1, plus les coordonnées sont éloignées du centre. A la valeur 

1, les positions sont, donc, réparties de manière uniforme (équidistante) dans l’univers de discours [-1, 1]. 

iC

Les coordonnées  étant, évidemment, de nombre égal à celui des SEFs utilisés, nous avons proposé une 

formulation de la loi de leur espacement en fonction de la valeur du paramètre PsG . 

iC

D’abord, leurs positions réparties de manière équidistante, notées , sont exprimées par :  iCEq

 1
1

12 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=
NEF

iCEqi , NEFi L,1=  (6.13) 

Les  sont, alors, déterminées en fonction du paramètre d’espacement PsG  comme suit:  iC

 PsG
iii CEqCEqsignC ∗= )(  (6.14) 

avec    et  ,  prenant les valeurs +1 ou -1.
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0si1
0si1

)(
x
x

xsign ( ) 2
1

PsGPsGPsG = 2PsG
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A titre illustratif, les tableaux 6.1 et 6.2 donnent les coordonnées  calculées pour une variable 

linguistique, respectivement, à 7 SEFs et 5 SEFs, en utilisant différentes valeurs du paramètre 

d’espacement. 

iC

 

Coordonnées  iC
PsG 

1C  2C  3C  4C  5C  6C  7C  

0.25 -1 -0.90 -0.76 0 0.76 0.90 1 

0.5 -1 -0.81 -0.58 0 0.58 0.81 1 

1 -1 -0.67 -0.33 0 0.33 0.67 1 

2 -1 -0.44 -0.11 0 0.11 0.44 1 

4 -1 -0.20 -0.01 0 0.01 0.2 1 
 

Tableau 6.1  en fonction de PsG  pour 7 SEFs iC
 

 
Coordonnées  iC

PsG 
1C  2C  3C  4C  5C  

0.25 -1 -0.84 0 0.84 1 

0.5 -1 -0.70 0 0.70 1 

1 -1 -0.50 0 0.50 1 

2 -1 -0.25 0 0.25 1 

4 -1 -0.06 0 0.06 1 
 

Tableau 6.2  en fonction de PsG  pour 5 SEFsiC
 

 

Exemples illustratifs de la méthode de la grille : 

Deux exemples illustrant la constitution de la grille, ainsi que la méthode d’affectation des SEFs de sortie 

aux différents nœuds de cette grille, sont donnés dans ce qui va suivre. 

A noter que les noeuds de la grille sont représentés par des étoiles rouges et les points de sortie par des 

cercles bleus. Les flèches violettes représentent quelques exemples de distances minimales entre des points 

de sortie et les nœuds de la grille expliquant l’affectation des SEFs aux cases de la table de décision. 

 

Exemple 1 : 

La grille de la figure 6.6 est construite en utilisant 5 SEFs pour chacune des trois variables du CF à partir 

des paramètres suivants : 

- Paramètres d’espacement des variables d’entrée ( , e e∆ ) et de la variable de sortie ( ) égaux à 

1 (espacement uniforme ou équidistant) : PsGe=1 ; PsG∆e=1 ;  PsG∆u=1, 

u∆

- Paramètre angulaire égal à 60º : Angle=60°. 
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Figure 6.6 Représentation de la constitution de la grille de l’exemple illustratif 1 

 
 

 

 

 

La table de décision résultante est 

donnée sur la figure 6.7 ci-contre : 

 

 

 

 

 

e  
u∆  

NG NM Z PM PG 

NG NG NG NM NM Z 

NM NG NM NM Z Z 

Z NM Z Z Z PM 

PM Z Z PM PM PG 

e∆  

PG Z PM PM PG PG 

 
Figure 6.7 Table de décision obtenue pour l’exemple 

illustratif 1 
 

Exemple 2 : 

La grille de la figure 6.8 est construite en utilisant 5 SEFs pour chaque variable du CF avec comme 

paramètres :  

PsGe=0.5 ; PsG∆e=1 ;  PsG∆u=2 ; Angle=30°. 

∆e
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Figure 6.8 Représentation de la constitution de la grille de l’exemple illustratif 2 
 

 

 

 

 

La table de décision résultante est 

donnée sur la figure 6.9 ci-contre : 

 

 

 

 

 

e  
u∆  

NG NM Z PM PG 

NG NG NG NM Z PM 

NM NG NG NM PM PM 

Z NG NM Z PM PG 

PM NM NM PM PG PG 

e∆  

PG NM Z PM PG PG 

 
Figure 6.9 Table de décision obtenue pour l’exemple illustratif 2 

 
Remarque : La table de décision obtenue avec les trois paramètres d’espacement égaux à 1 et l’Angle égal à 

45º donne lieu à la table standard de Mac Vicar-Whelan. 
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VI.2.3 Génération des Fonctions d’Appartenance 

VI.2.3.1 Définition des fonctions d’appartenance 
Il est opportun de rappeler que chacune des variables linguistiques (erreur, variation de l’erreur, 

NEF) et chaque SEF est défini par sa propre fonction 

d’apparte

 et d’optimisation : 

) la forme triangulaire 

ouble ou à deux cotés (sommet plat). 

 P2 P3] représentant, respectivement: 

- l’abscisse gauche de la base, 

 à [0 1 0] respectivement. 

mence par une abscisse égale à celle du sommet du triangle précédent et 

 
• atre paramètres  [P1 P2 P3 P4] représentant, respectivement:  

- l’abscisse gauche de la base, 

 1 0] respectivement. 

ve ainsi cadrée par quatre points : (P1,0), (P2,1), (P3,1) et (P4,0) (voir 

e triangulaire. 

• ] tels que : 

commande) est caractérisée par un nombre de SEFs (

nance (FA).  

Après étude de différentes formes de FAs, il s’est avéré que trois types de forme conviennent à notre 

méthode de conception

 forme triangulaire 

 forme trapézoïdale qui inclut (généralise

 forme gaussienne d

 
• La forme triangulaire est définie avec trois paramètres [P1

- l’abscisse du sommet, 

- l’abscisse droite de la base, 

les ordonnées étant fixées

Chaque base d’un triangle com

se termine par celle du triangle suivant.  

La forme trapézoïdale est définie avec qu

- l’abscisse gauche du sommet, 

- l’abscisse droite du sommet, 

- l’abscisse droite de la base, 

les ordonnées étant fixées à [0 1

La forme trapézoïdale se trou

figure 6.13). A noter que si P2 = P3, on obtient la form

 
La forme gaussienne double est définie avec quatre autres paramètres [ 1Sig  1G  2G  2Sig

- 
( )

( )
⎥
⎦

⎢
⎣ ∗

−=
2

12
)(

Sig
ExpxY  définit la courbe de la forme du coté gau d ne, 

⎤⎡ − 2
1Gx

che e la gaussien

- ( )
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∗

−
−=

2
2

2
2

2
)(

Sig
Gx

ExpxY  définit la courbe de la forme du coté droit de la gaussienne. 

Af orme dans le cadre de notre méthode, nous devons la cadrer pin de pouvoir utiliser cette f ar les mêmes 

points utilisés pour la forme trapézoïdale (voir figure 6.14). En d’autres termes, nous avons à chercher à 

définir la présente forme avec les paramètres [P1 P2 P3 P4]  au lieu de [ 1Sig  1G  2G  2Sig ]. 

Pour cela, nous avons adopté un nombre ε  très petit (dans notre programme ε =0.01 a parfaitement 

convenu) tel que : 
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∗ la courbe du côté gauche de la gaussienne passe par les points  (P1, ε ) et  (P2,1),

∗ la courbe du côté

 

 droit de la gaussienne passe par les points  (P3,1) et  (P4, ε ). 

sCette formulation nous conduit à établir les deux systèmes d’équation  suivants : 

( )
( )

( )
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⎩
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⎥
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1Sig
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⎧ ⎤⎡ −1P 2
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⎩

⎪
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⎨
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣
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−
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2
1
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 et ⎨
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∗

−
− ε

2
2

2
2

2

P4

Sig

G
Exp

. 

dont la résolution donne :  ;  ; 2P1 =G 3P2 =G
)log(2

)2P1P( 2

1 ε∗

−
−=Sig  ; 

)log(2
)P3P4( 2

2 ε∗

−
−=Sig . 

Remarque : ε  a été utilisé  de t jam bscisse  car les ux courbes gaussiennes ne passen ais par un point d’a

nulle. 

VI Paramètre d’espacement 
Les abscisses des sommets des différentes formes sont calculées par le même principe 

les coordonnées des nœuds de la grille et des points de la droite de 

sortie dan

 

.2.3.2 

d’espacement paramétrique utilisé pour 

s la génération de la table de décision (§ VI.2.2.2). 

Les paramètres d’espacement des FAs relatives aux variables erreur e , variation de l’erreur e∆  et 

variation de la commande u∆  sont, respectivement, notés par PsFe, PsF  PsF∆u. 

tes 

        Figure 6.10 FAs de 5 SEFs avec PsF= 1                     Figure 6.11 FAs de 5 SEFs avec PsF= 0.25 

 

Figure 6.12 FAs de 5 SEFs avec PsF= 2 

∆e et

Des exemples d’espacement de FAs triangulaires sont donnés sur les figures 6.10, 6.11 et 6.12 suivan : 
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VI.2.3.3 Paramètre de forme 

La méthode adoptée po s travaux de [PAR 95, CHE 00, 

 comme autre contribution, un nouveau paramètre de conception que nous 

avons app

onnaire, notée F(Pf), 

pézoïdale ou triangulaire 

 
• 

La partie fractionnaire de Pf détermine l’écartement par rapport au centre de la forme comme le montre 

antes : 

 

 

Il est tout à fait évident que si dale devient une forme 

triangulaire. 

 

 

 

Figure 6.14 FA de forme gaussienne à deux cotés 

ur l’espacement des FAs étant inspirée de

FOR 02], nous avons introduit,

elé paramètre de forme Pf. Ce paramètre servira à diversifier (hybrider) les formes des FAs, au 

sein de l’univers de discours de chaque variable du CF, lors de l’optimisation par AG. 

Nous avons défini le paramètre de forme Pf , comme étant un nombre réel appartenant à l’intervalle [0, 2[, 

dont la partie entière, notée E(Pf), déterminera la forme à utiliser et dont la partie fracti

déterminera l’écartement par rapport au centre de la forme (voir les exemples des figures 6.13 et 6.14) : 

• Partie entière de Pf : 

La partie entière de ce paramètre détermine la forme des FAs comme suit : 

* E(Pf) = 0 : forme tra

* E(Pf) = 1 : forme gaussienne double. 

Partie fractionnaire de Pf : 

les figures 6.13 et 6.14 suiv

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.13 FA de forme trapézoïdale 

 
l’écartement est égal à zéro, la forme trapézoï

 

 

 

 

 

 

(P3,1)

(P1, ε ) (P4,

(P2,1)

Ecartem
 F(Pf) 

ent

Ecartement
F(Pf)

(P3,1)(P2,1)

(P1,0) (P4,0)

ε ) 
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Le nombre de SEFs de chaqu xe. Il n’est, par conséquent, 

médiaire est déterminé comme suit : 

e variable, étant optimisé par AG, n’est donc pas fi

pas envisageable d’affecter un paramètre de forme à chaque FA. Pour cela, nous avons proposé une 

solution qui consiste à affecter un paramètre de forme, noté PfM, pour la FA du milieu et un autre, noté 

PfE, pour celle de l’extrémité. Les paramètres de forme des FAs intermédiaires (entre la FA du milieu et 

celle de l’extrémité), notés PfI, sont alors déduits des deux paramètres précédents de sorte à ce qu’ils aient 

des valeurs intermédiaires à intervalles égaux. 

Le paramètre de forme PfI(i) de la ième FA inter

1
)1(2)(

−

−
−+=

PfMPfE
iPfMiPfI   avec 

2
1,,1 +

=
NEFi L  

NEF

 PfMPfI =)1(  et PfENEFPfI =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1 . On peut constater que 

Ainsi deux paramètres suffisent pour l’utilisation de n’importe quel nombre de SEFs.  

u pour les variables 

ratifs de l’effet du 

 

  Figure 6.15 FAs avec NEF=7, PfM=0, PfE=0.5, PsF= 1   Figure 6.16 FAs avec NEF=7, PfM=1.5, PfE=1, PsF= 1 

 

 
Figure 6.17 FAs avec NEF=7, PfM=0, PfE=1.5, PsF= 1     Figure 6.18 FAs avec NEF=7, PfM=1, PfE=1.5, PsF= 0.5 

Si le paramètre de forme de la FA du milieu est égal celui de celle de l’extrémité, alors toutes les FAs de 

les FAs générées (voir figure 6.19) 

venaient à se produire, ils risqueraient de conduire au problème d’aplatissement de la caractéristique du 

régulateur flou, bien connu en commande floue [BUH 94]. 

Nous noterons par PfMe, PfM∆e et PfM∆u les paramètres de forme de la FA du milie

erreur, variation de l’erreur, et variation de la commande respectivement, et par PfEe, PfE∆e et PfE∆u les 

paramètres de forme de la FA de l’extrémité pour ces mêmes variables respectivement. 

Nous présentons, sur les figures 6.15, 6.16, 6.17 et 6.18, quelques exemples illust

paramètre de forme sur la génération des FAs. 

   

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 à 

l’univers de discours auront la même forme définie par ce paramètre. 

Il est important de noter que si d’éventuels chevauchements entre 
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Pour éviter de tels chevauchements, nous avons fixé un maximum pour la valeur de l’écartement, égal à la 

moitié de la distance minimale entre les deux sommets voisins. 

 
 

 

 

Figure 6.19 FAs de 5 SE

 

VI.2.4 Codage des Paramètres (Gènes) 

Les paramètre

 le nombre de SEFs: NEFe, NEF∆e et NEF∆u,

 le para

Po ution de l’AG, un codage approprié 

fec tion un i rvalle de variatio

ux. Pour une application de commande telle que

s du CF à optimiser par A

 les paramètres d’espacement de la grille: PsGe

mètre angulaire de la droite de sortie de

 les paramètres d’espacement des FAs: PsFe, P

 les paramètres de forme des FAs du milieu 

PfE∆u, 

 les gains eG , eG ∆ et uG ∆ .  

 
ur l’exéc

nécessite l’af ta  d’ nte

e

permettre à l’AG de chercher l’espace de solution

Après plusieurs tests, nous avons adopté les donn

 
Paramètre 

Nombre de SEFs : NEF 
Ier paramètre d’espacement de la grille : PsG  1

IIème paramètre d’espacem grille : 2PsG  ent de la 
Paramè le tre angulaire : Ang

Ier param s : PsFètre d’espacement des FA 1  
II  paramètre d’espacement des FAs : PsFème  2

Param  ètre de forme des FAs : Pf
Gains des entrées du CF: eG , eG∆  

Gain de la sortie du CF: uG∆  

Tableau 6.3 Paramètre

s

 

 
Chevauchement
 

 

 

 

 
Fs présentant des chevauchements 

) sont : 

 

, PsG∆e et PsG∆u, 

F∆e et PsF∆u, 

Me, PfM∆e, PfM∆u et PfEe, PfE∆e, 

pour chacun de ces paramètres est indispensable, ce qui 

n accompagné d’un pas de précision pour chacun d’entre 

 la notre, il est préconisé d’utiliser un codage binaire  pour 

G pour chacune de ses variables ( e , e∆ , u∆

 la grille: Angle, 

s

et de l’extrémité: Pf

 plus minutieusement [FOR 02]. 

ées présentées sur le tableau 6.3 suivant : 

Intervalle Précision Nombre de bits pour le codage
[3 , 9] 2 2 

[0.1 , 1] 0.01 7 
[-1 , 1] 2 1 
[0 , π/2] π/512 9 
[0.1 , 1] 0.  01 7 
[-1 , 1] 2 1 

[0 ,  1.99] 0.01 8 
[0 , 50] 0.01 13 
[0 , 50] 0.1 9 

s (gènes) utilisés pour le codage 
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- Le no me déjà  VI aux entiers impairs compris dans 

l’inte e i découle de c formation du nom  de SEFs peut 

être cod nt p r variable. 

 
- Pour l’espacement de coordonnées de la grille, nous rappelons que le paramètre correspondant  est 

, 1] avec un pas de 0.01. Quant à , servant de 

paramètre puissance, il détermine la tendance de concentration des coordonnées, vers le centre ou vers 

 
- La codification du paramètre d’espacement des FAs s’effectue de la même manière que pour 

PsFPsF =

 
- due à la difficulté de fixer les intervalles et les pas de 

• Le paramètre de forme a été choisi comme étant un nombre réel compris dans l’intervalle [0, 2[ avec 

ion de ce paramè

50] 

  

No

 

mbre de SEFs est limité, com précisé (§ .2.1), 

rvalle [3, 9]. Un avantag qu e choix est que l’in bre

ée par deux bits seuleme a

PsG

exprimé en fonction des deux paramètres 1PsG  et 2PsG  tels que ( ) 2
1

PsGPsGPsG = . 

Le paramètre 1PsG  varie dans l’intervalle [0.1 2PsG

l’extrémité, selon qu’il prenne les valeurs  -1 ou 1. 

l’espacement de coordonnées de la grille avec 1
PsF . 

La multitude de tests effectués est, principalement, 

( ) 2

précision du paramètre de forme des FAs Pf, du paramètre angulaire Angle et des trois gains du CF :  

une précision de 0.01 suffisante pour la variat tre. 

• Le paramètre angulaire Angle varie dans l’intervalle [0, π/2] avec un pas de précision égal à π/512. 

• Les gains du CF eG , eG ∆  et  uG ∆  ont, comme plage de variation de leurs valeurs, l’intervalle [0, 

avec un pas de précision de 0.01 pour les deux premiers et de 0.1 pour le troisième.  

us aurons finalement la structure du chromosome illustrée sur la figure 6.20 suivante : 

NEFe  

(2 bits) 

eNEF∆  

(2 bits) 

uNEF∆  

(2 bits) 

ePsG1  

(7 bits) 

ePsG ∆1  

(7 bits) 

uPsG ∆1  

(7 bits) 

ePsG2  

(1 bit) 

ePsG ∆2  

(1 bit) 

uPsG ∆2  

(1 bit) 

Angle  

(9 bits) 

ePsF1  

(7 bits) 

… 

ePsF ∆1  

(7 bits) 

uPsF ∆1  

(7 bits) 

ePsF2  

(1 bit) 

ePsF ∆2  

(1 bit) 

uPsF ∆2  

(1 bit) 

PfMe  

(8 bits) 

PfEe  

(8 bits) 

ePfM∆  

(8 bits) 

ePfE∆  

(8 bits) 

uPfM∆  

(8 bits) 

uPfE∆  

(8 bits) 

… 

eG  eG∆  

(13 bits) 

uG∆  

(13 bits) (9 bits) 

 

Figure 6.20 Structure du chromosome 

 

Cett écessi donc un chromosome de 146 bits pour chaque individu. Ceci signifie qu'il y a 

 (environ 9x10 ) solutions potentielles ; ce qui constitue un véritable défi pour l’AG qui devra chercher 

des contrôleurs optimaux dans ce v

e codif
146

ication n
43

te 

2

aste espace de recherche. 
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VI.2.5 Fonction d’Evaluation (Fitness)  

L’évaluation de la performance d’un CF donné à l’issue de chaque itération de l’exécution de 

l’AG est basée sur le résultat (réponse) de la simulation de son application à la commande en position de 

extrémité manipulatrice du bras de robot flexible objet de notre étude. 

 la référence à chaque instant d’échantillonnage, ainsi 

qu’éventu

SE (intégrale des erreurs carrées) et 

l’

Les valeurs des erreurs calculées par rapport à

ellement les instants de leurs prélèvements serviront au calcul de la fitness de l’individu (CF). 

Parmi les index de performance à usage courant en automatique, exprimés en termes de minimisation, nous 

pouvons citer des critères tels que IAE (intégrale des erreurs absolues), I

ITAE (intégrale des erreurs absolues multipliées par le temps) ; chacun de ces critères possédant ses propres 

performances [LIN 95]. 

Nous avons opté pour le critère ITAE qui est, d’ailleurs, utilisé dans la plupart des travaux, concernant 

l’optimisation des CFs, rencontrés dans la littérature. Il est calculé comme suit: 

 ( ) ( ) dttytytdttetITAE
ff tt

t

d

t
∫∫ −∗=∗= )(  (6.15) 

 

00

ou en discret 

( ) ( )∑∑
==

−∗=∗=
nn

k

eed

k

e kTykTykTkTekTITAE
11

)(  (6.16) 

où  est la réponse désirée (régime établi),  est la réponse effective,  est la période 

d’échantillonnage,  est l’erreur prélevée au  instant d’échantillonnage et  est le nombre 

’instants d’échantillonnage. 

Cet index est inversé pour être exprimé en terme de maximisation. La fonction fitness est alors: 

dy y eT

)( ekTe ièmek  n

d

ITAE
fitness 1

=  (6.17) 

La fonction implémentant la fitness ou fonction d’évaluation du CF appliqué au système robotique 

 Décodage du chromosome binaire pour donner les paramèt

- Génération du CF à partir de ces paramètres, 

 partir des vecteurs des erreurs commises par rapport au régime établi 

versant ITAE (la somme des erreurs pondérées par leurs 

commandé comprend 4 étapes : 

- res du CF, 

- Simulation de l’application du CF au système commandé, 

- Calcul de la fitness du CF à

(référence) et  des instants de prélèvement de ces erreurs. 

La valeur de la fitness est alors calculée en in

instants d’échantillonnage) : 

 
( )∑ ∗

=
n

ekT
fitness

)(

1  (6.18) 

=

kT

rme vectorielle : 

 

k

e

1

ce qui revient à écrire sous fo

[ ] [ ]t
ee kTTempskTErreur

fitness
)()(

1
∗

=  (6.19) 
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o tants de prélèvement et tTemps  est le ù  est le vecteur ligne des erreurs se produisant aux ins

vecteur transposé des instants de prélèvement. 

le temps de calcul énorme que prennent les simulations, 

certaines de ces dernières sont arrêtées (si la réponse de l’extrémité du bras flexible s’éloigne trop de la 

férence alors, la simulation est immédiatement interrompue et une f

correspondant). Dans le cas de dépassement (“overshoot” ou “undershoot”) de la réponse du bras flexible 

rapport i ce m

isation du contrôleur flou par algorithmes génétiques 

R.L.R.S : Roue de loterie avec 

oc

i

présentés 

Erreur

Il est important de signaler que considérant 

ré aible fitness est affectée au CF 

par  à sa référence, nous augmentons le poids de l’erreur dans la fitness, pénalisant ains auvais 

comportement du système. 

A noter que pour toutes les simulations, nous avons opté pour une période d’échantillonnage de 0.01 

seconde et considéré une durée de simulation de la réponse de 10 secondes. 

 

VI.2.6 Résultats de l’Optimisation du Contrôleur Flou par Algorithmes Génétiques et 

de son Application à la Commande du Bras Manipulateur Flexible 

VI.2.6.1 Résultats de l’optim 

Plusieurs exécutions d’AGs ont été réalisées, avec cent générations pour chacune, en opérant des 

changements de la méthode de sélection (R.L : Roue de Loterie ou bien 

Reste St hastique), de la méthode de croisement, de la probabilité de croisement ainsi que la probabilité 

de mutat on. Les détails des dix exécutions successives comportant les meilleurs résultats obtenus sont 

dans le Tableau 6.4 suivant : 

 

N° de 

l’Exécution 

Taille de la 

Population 

Méthode de 

Sélection 

Méthode de 

Croisement 

Probabilité de 

Croisement 

Probabilité 

de Mutation 

Valeur de 

la Fitness 

Rang de la 

Génération

1 50 R.L Un point 0.9 0.1 15.9464 61 

2 50 R.L Deux points 0.9 0.1 4.5991 92 

3 50 R.L Uniforme 0.9 0.1 15.0778 87 

4 50 R.L Un point 0.8 0.1 17.7158 74 

5 50 R.L Un point 0.8 0.15 5.1726 69 

6 50 R.L.R.S Un point 0.9 0.1 10.4453 66 

7 50 R.L.R.S D  eux points 0.9 0.1 22.5864 70 

8 50 R.L.R.S Uniforme 0.9 0.1 9.5239 90 

9 50 R.L.R.S Un point 0.8 0.1 20.3388 85 

10 50 R.L.R.S Un point 0.8 0.15 15.6771 91 

 
Tableau ls d utions d orithmes g tiques 

 

La m leure fitness a été t penda e exécution. Cepend ce n’e le co leur 

corre dant que us avon omm e meille  effet, s avoir é des  de 

pour rajec e et des  perte e pour les deux cont rs cor nts aux deux 

 6.4 Détai e 10 exéc ’alg éné

eil rouvée nt la 7èm ant, st pas ntrô

spon  no s retenu c e étant l ur. En aprè  effectu tests

suite de t toir  tests de  de charg rôleu responda
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meilleures fitness obtenues (7ème et 9ème exécution), il s’est avéré que ces deux contrôleurs n’ont pas 

répondu à nos attente retenu le CF trouvé 

endant la 4ème exécution, qui correspond à la troisième meilleure fitness trouvée. Ce dernier a tout à fait 

pa om

 

ustre deux caractéristiques intéressantes. L’une, exprimant l’évolution de la 

s, en matière de performances souhaitées. Nous avons donc 

p

répondu à nos aspirations. 

Ce problème s’expliquerait, peut-être, par le fait que la fonction d’évaluation que nous avons adoptée 

exprime uniquement les performances telles que la rapidité, la précision et la stabilité de la réponse du 

système commandé et ne prend s en c pte d’autres performances telle que la robustesse du contrôleur.   

 

Pour avoir un aperçu général sur la progression de l’AG, ayant donné lieu au meilleur CF, le graphe de la 

figure 6.21, ci-dessous, ill

meilleure fitness en fonction de la génération, montre la progression de l’amélioration de la fitness au fil 

des 100 générations. L’autre représente l’évolution de la moyenne des fitness par génération. 
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F
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Figure 6.21 Progression de l’AG ayant donné lieu au meilleur CF 

 

Les valeurs des paramètres de conception du CF optimisé par AG sont données dans le tableau 6.5 suivant: 

 
Paramètre Valeur 

NEFe , eNEF∆ , uNEF∆  9, 7, 9 
PsGe , ePsG∆ , uPsG∆  1.58, 0.21, 3.80 

Angle 1.318 
PsFe , ePsF∆ , uPsF∆  1.17, 0.44, 1.98 

PfMe , PfEe , ePfM∆ , ePfE∆ , uPfM∆ , uPfE∆  0.28, 1.62, 0.5, 0.49, 1.68, 0.38 

eG , eG∆ , uG∆  0.84, 0.20, 26.46 
 

Tableau 6. Valeurs des para ètres de conception du C isé 5 m F optim
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Les FAs et la table de décis  géné t résentées, respective gures 6.22 et 6.23 

suivantes : 

 

ion rées son  p ment, sur les fi
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Figure 6.22 FAs du CF optimisé 

 

 

e  
u∆  

NG NM NP NTP Z PTP PP PM PG 

NG NG NG NG NG NG NG NM NM NM 

NM NG NG NG NG NG NM NM NM NM 

NP NG NG NG NM NM NM NM NM NP 

Z NM NM NP NP Z PP PP PM PM 

PP PP PM PM PM PM PM PG PG PG 

PM PM PM PM PM PG PG PG PG PG 

e∆  

PG PM PM PM PG PG PG PG PG PG 

 

Figure 6. ble  rè e d sion CF mis 23 Ta  des gles d éci  du opti é 
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Neuf FAs (SEFs) ont été a ée  v le eu et tio  l m   du CF 

distribuées (espacées)  une ndan la pressi p e  p s de la 

variable . Quant à leurs formes elles sont de tendances erses : pour la variable , les formes de la 

A du milieu est cell  l’extrémité sont, r cti ent, trapéz e e ussi e, que, pour la 

variable , c’est le contrair du CF, sept FAs 

om

 Résultats de si

ission du bras de robot flexible à une 

osition obtenue ainsi que le couple de 

Nous pouv précision, en moins de 2 secondes et 

qu’il n’y a pas d’erreurs en régim elles). Ce résultat nous permet 

d’affirmer qu’il y on des performances du CF, suite à son optimisation par AG. 

 

ssign s aux ariab s err r e  varia n de a com ande u∆

avec  te ce à  com on vers le centre, lus acc ntuée, our les FA

 u∆  inv  e

F e de espe vem oïdal t ga enn alors 

 u∆ e. Pour ce qui est de la variable variation de l’erreur e∆

(SEFs), toutes de forme trapézoïdale, lui ont été assignées avec une distribution à tendance c pressive 

vers les extrémités. 

La table de décision du CF optimal est le résultat de l’optimisation de l’affectation des règles de décision 

(7x9= 63 règles), selon la méthode de la grille, vue précédemment. 

 

VI.2.6.2 mulation de l’application du contrôleur flou optimisé par algorithmes 

génétiques à la commande du bras manipulateur flexible 

A. Commande en position 

Comme premier test de base, nous simulons la soum

n échelon de position angulaire de 90°. La réponse en préférence e

commande généré par le CF optimisé sont, respectivement, présentés sur les figures 6.24 et 6.25. 

ons constater que la référence est atteinte, avec une haute 

anent (pas de vibrations résidue perm
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Figure 6.24 Réponse en position 
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         Figure 6.25 Commande générée

 

B. Test de répétitivité de tâche 

Ce test consiste à soumettre l’organe terminal du bras flexible à une tâche de positionnement 

répétitive (signal de référence répétitif variant, périodiquement, entre deux positions distinctes). Il a pour 

but de tester les capacités du CF à réaliser cette tâche répétitive sans qu’il y ait d’accumulation d’erreurs 

statiques.  

notre ap  consigne de ce mouvement de va et vient, entre 0° et 90°. 

te
ur

 [N
.m

]

Pour plication, nous avons prévu une
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Le résultat de cet essai, fort intéressant en robotique, s’est avéré très satisfaisant, au vu de la réponse 

illustrée par la figure 6.26 incluant aussi le couple de commande généré. En effet, aucune accumulation 

d’erreur n’a été détectée. 
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Figure 6.26 Réponse et couple de commande généré pour le test de répétitivité de positionnement 

 

C. Test de variation de consigne 

Le but du présent test est d’examiner les capacités de notre CF optimisé, à s’acquitter, 

convenablement, des tâches de positionnement pré  l’extrémité manipulatrice du robot à liaison 

élast ela, 

ous l’avons soumise au signal consigne suivant : 

⎧ °   10

 

La figure 6.27 montre les profils de la réponse totale obtenue, ainsi que les variations du couple de 

commande résultant. Au vu du comportement précis observé, nous pouvons attester de la performance 

satisfaisante réalisée par notre ntrôleur intelligent. 

 

cis de

ique, mise à l’épreuve d’un signal de référence, constitué d’une suite de consignes variables. Pour c

n
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 Figure 6.27 Test de variation de consignes de position 

 
D. Test de poursuite de trajectoire 

La réalisation d’une poursuite précise d’une trajectoire désirée par l’organe terminal des bras 

de robots manipulateurs à en matière de commande 

précise de tels robots. 

Pour sim as de robot flexible, à un tel test, nous avons généré la 

trajectoire su

 liaisons flexibles est un des problèmes majeurs posés, 

uler la mise à l’épreuve de notre br

ivante : 
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La réponse du bras flexible à cette trajectoire de référence, ainsi que la commande générée par le CF 

optimisé, sont présentées sur la figure 6.28. 

L’examen de la performance obtenue, nous permet d’affirmer que notre contrôleur linguistique a encore 

onné satisfaction lors de ce nouveau test plus critique. En effet, la tâche d’évolution en poursuite de 

trajectoire  variable, de l’extrémité de la liaison, a été exécutée avec une grande précision. 

⎪
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Figure 6.28 Test de poursuite d’une trajectoire 

 

E. Tests de robustesse vis-à-vis des variations de charge 

Lors de l’étude du comportement, en boucle ouverte, de notre bras de robot flexi le, nous 

avons pu constater l’importance de l’effet de la charg ansportée sur la dynamique de son évoluti l est, 

donc, fort intéressant de fai s changements brusques de 

ynamique, occasionnés par de subites variations de charge, pour tester sa robustesse à travers ses capacités 

compensa

A cet effet, n

chargé vers sa consigne de position. En effet, aucune dégradation notable n’est à relever, 

es du CF commencent à se détériorer 

b

on. Ie tr

re subir, à notre système de commande, de

d

toires. 

ous avons simulé de brusques pertes de charge, à l’instant t = 0.5 s, de 10 %, 30 %, 50 % et 70 

% de la charge nominale (1 Kg), transportée lors d’une évolution de commande en position. 

Les résultats de simulation obtenus sont présentés sur la figure 6.29. 

En examinant ces quatre réponses, nous constatons que le contrôleur a assuré, avec une grande précision, la 

conduite du bras 

ni en cours d’évolution (régime transitoire),  ni en régime établi, si ce n’est un faible dépassement pour le 

dernier cas dû à la rapidité de montée de la réponse après l’instant de la subite variation. 

Pour les cas de pertes de charge supérieures à 70%, les performanc

progressivement (apparition de dépassements). 

Ceci dit, nous pouvons affirmer que notre CF intelligent a fait preuve de réelles capacités de robustesse, 

vis-à-vis de ces changements brusques de dynamique du système commandé. 
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Figure 6.29 Résultats de la simulation des pertes de charge 

  

VI.3 CONCLUSION 

Ce chapitre a été consacré à la commande du bras de robot manipulateur à liaison flexible, objet

de notre étude. A cet effet, nous avons proposé des contrôleurs non conventionnels, basés sur des 

techniques issues de l’in

ans un premier temps et d’une manière empreinte de subjectivité, un CF du type Mamdani a été conçu 

uve de la commande en position de l’extrémité du bras manipulateur souple. 

Le résulta

 ce CF : distribution et 

Gs adoptée, pour la prise en charge de la commande précise et 

 

telligence artificielle, à savoir, la logique floue et les AGs. 

D

pour être, ensuite, mis à l’épre

t obtenu  a été assez satisfaisant. 

Par souci d’améliorer cette première performance réalisée, nous avons proposé, comme contribution, un 

ensemble de méthodologies d’optimisation, par AGs, des différents paramètres de

forme des FAs, table des règles de décision, valeurs des gains. 

Les performances réalisées, suite aux différents tests effectués, permettent d’attester de l’efficacité de la 

stratégie de commande floue optimisée par A

robuste du bras de robot flexible.  
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Les travaux présentés dans cette thèse ont porté sur différentes approches de modélisation 

mathématique approfondie d’un bras de robot manipulateur à une liaison flexible basées sur les théories des 

poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko encastrées et articulées en tenant compte des effets des 

amortissements viscoélastique structural interne dit de Kelvin-Voigt et visqueux externe de l’air. Par 

ailleurs, deux schémas de commande intelligente ont été proposés et appliqués à la commande du bras de 

robot flexible considéré. 

Ces travaux ont été préparés au sein du Laboratoire de Commande des Processus du Département de Génie 

Electrique à l’Ecole Nationale Polytechnique d’Alger. 

 
Quatre modèles dynamiques complets du bras de robot souple ont été développés en se basant sur 

une association de la méthode des modes supposés et du formalisme énergétique de Lagrange. 

Le développement des deux premiers modèles est basé sur la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli pour 

deux cas de configurations physiques : bras encastré-chargé puis articulé-chargé. Les phénomènes 

d’amortissements viscoélastique structural interne dit de Kelvin-Voigt et visqueux externe de l’air y ont été 

inclus pour une meilleure finesse de modélisation. Les équations mathématiques régissant le comportement 

dynamique du système ainsi modélisé ont été obtenues par application de l’association de la méthode des 

modes supposés et du formalisme énergétique Lagrangien. 

Pour les deux autres modèles développés, la théorie des poutres de Timoshenko pour les deux cas encastré-

chargé et articulé chargé a été utilisée. Les mêmes phénomènes d’amortissement ont été pris en compte 

dans l’obtention des ces deux derniers modèles dynamiques en se basant sur la même technique 

d’association de l’approche des modes supposés et du formalisme de Lagrange. 

Une analyse détaillée, par simulation numérique, du comportement vibratoire en boucle ouverte de ces 

systèmes dynamiques complexes à paramètres distribués a été faite. Il a été notamment constaté que la 

charge à l’extrémité finale du bras manipulateur a une influence sensible sur les formes des fonctions 

modales de forme ainsi que sur la fréquence des oscillations de la liaison flexible avec un effet atténuant. 

En outre, les amplitudes correspondantes sont augmentées. A noter que le comportement pour le cas 

articulé est plus oscillatoire que celui correspondant au cas encastré pour les deux classes de modèles à 

savoir poutre d’Euler-Bernoulli et poutre de Timoshenko. 

 
Concernant la commande du bras de robot flexible, nous avons opté pour des contrôleurs non 

conventionnels basés sur des techniques issues de l’intelligence artificielle, à savoir, la logique floue et les 

algorithmes génétiques. 

Dans un premier temps et d’une manière empreinte de subjectivité, un premier contrôleur a été élaboré pour 

être appliqué à la commande en position de l’extrémité du bras manipulateur souple. Le résultat de 

simulation obtenu  a été assez satisfaisant. 
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Par souci d’améliorer cette première performance réalisée, les différents paramètres de ce même contrôleur 

(distribution et forme des fonctions d’appartenance, table de décision, gains) ont été optimisés par 

algorithmes génétiques pour remédier au caractère subjectif de la première conception. 

Nous avons proposé une variante de la technique de conception et d’optimisation par algorithmes 

génétiques d’un contrôleur flou dite de Park. 

Nous avons, notamment, proposé, de prendre en considération l’optimisation des formes des fonctions 

d’appartenance en plus des autres paramètres optimisés par la méthode de Park. Nous avons, également, 

modifiés la technique d’affectation des règles de décision dans la grille proposée par Park. 

Les performances réalisées, suite aux différents tests effectués, attestent de la capacité de la stratégie de 

commande floue optimisée par algorithmes génétiques adoptée à prendre en charge la commande du bras 

de robot flexible. Ceci nous amène à affirmer que l’optimisation par algorithmes génétiques est une 

méthodologie puissante et efficace pour palier au problème de subjectivité de génération des paramètres 

constitutifs des contrôleurs flous. 

 
Ce travail ne saurait s’arrêter à ce stade et gagnerait énormément à être enrichi par d’éventuelles 

extensions. Nous en proposons quelques axes que nous envisageons, nous-mêmes, comme perspectives 

d’approfondissement de nos recherches, dans un futur très proche. 

Il serait fort intéressant de mener des investigations, sur les possibilités de passage à l’optimisation du 

contrôleur flou, par algorithmes génétiques en temps réel. 

Nous proposons aussi de procéder à une hybridation des capacités des algorithmes génétiques à vaste 

domaine d’exploration avec une métaheuristique d’optimisation par voisinage telle que la méthode Tabu ou 

celle du recuit simulé, pour une meilleure efficacité de recherche de solutions optimales. 

Une stratégie à deux niveaux de commande, s’acquittant respectivement, des tâches de stabilisation des 

mouvements rigides et flexibles pourrait être entrevue pour une meilleure efficacité à l’épreuve du système 

robot flexible. Elle pourrait être basée sur une judicieuse séparation hiérarchique des natures des 

mouvements, par une technique telle que la méthode des perturbations singulières. 

L’exploitation de la propriété de retour d’effort potentiel, propre au système déformable, offrirait une 

possibilité de réduire la consommation en énergie motrice. 

Pour ce qui est de la modélisation, elle pourrait être étendue aux bras de robots à multiples liaisons flexibles 

et à articulations flexibles. Les effets de gravité et de torsion pourraient aussi être inclus, ce qui conduirait à 

l’élaboration d’un modèle dynamique tridimensionnel représentant un bras de robot flexible hautement 

manoeuvrable. 
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ANNEXE A  
 
 

Application des Conditions aux Limites 
pour la Poutre d’Euler-Bernoulli 

 
 L’expression générale de la fonction modale de forme est donnée par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )xAxAxAxAxW ββββ coshsinhcossin)( 4321 +++=  (A.1) 

 
A.1 POUTRE D’EULER-BERNOULLI ENCASTREE-CHARGEE 
 Rappelons les conditions aux limites (C-L) relatives à ce cas : 
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L’application des C-L (A.2) à l’équation (A.1) donne lieu à l’expression : 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xxAxxAxW ββββ coshcossinhsin)( 21 −+−=  (A.4) 

 
Afin d’appliquer les C-L (A.3) à l’équation (A.4), pour déterminer les coefficients  et , les trois 

premières dérivées de  sont données par : 
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Le remplacement de (A.5), (A.6) et (A.7) dans (A.3) donne lieu aux développements suivants : 
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Enfin, nous établissons les deux relations suivantes reliant les coefficients  et  : 1A 2A
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A.2 POUTRE D’EULER-BERNOULLI ARTICULEE-CHARGEE 
 Les conditions aux limites (C-L) relatives à ce cas sont : 
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L’application de la première des C-L (A.16) donne lieu à la relation : 

 24 AA −=  (A.18) 

ce qui conduit à écrire  sous la forme: )(xW
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Afin d’appliquer la deuxième des C-L (A.16) à l’équation (A.19), les deux premières dérivées de  

sont données par : 
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Le remplacement de (A.20) et (A.21) dans la deuxième des C-L de (A.16) donne lieu aux développements 
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)(xW  s’écrit, enfin, sous la forme : 
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Pour déterminer les deux constantes restantes  et , il sera fait appel aux deux autres C-L données en 

(A.17), mais, après avoir exprimé les trois premières dérivées de  comme suit : 
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Le remplacement de (A.23), (A.24) et (A.25) dans (A.17) donne lieu aux développements suivants : 
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d’où la première relation entre  et  : 1A 3A
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Annexe A 

 

d’où la deuxième relation entre  et  : 1A 3A
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Les expressions (A.26) et (A.27) donnent lieu aux deux relations équivalentes suivantes exprimant le 

coefficient  en fonction du coefficient  : 3A 1A
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ANNEXE B 
 
 

Application de la Méthode de Lagrange 
à la Poutre d’Euler-Bernoulli Amortie 

 
 

 L’équation générale régissant la méthode énergétique de Lagrange est donnée par : 

 i
iii

F
q
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q
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q
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dt
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, L,2,1,0=i  (B.1) 

où L  est le Lagrangien défini par 

 UTL −=  (B.2) 

T  : énergie cinétique ;  : énergie potentielle ;  : fonction de dissipation de Rayleigh ;  : force 

externe généralisée agissant sur la coordonnée généralisée correspondante . 

U D iF

iq

 

Afin d’établir l’énergie cinétique du bras flexible, dépendant de la vitesse d’évolution de celui-ci, un 

élément infinitésimal, de masse dm , de sa liaison est considéré, comme illustré par la figure B.1. 

 

 

0Y  

Figure B.1 Configuration du bras manipulateur flexible encastré-chargé 

 

L’analyse cinématique du bras élastique exprime, par matrice de transformation, les coordonnées de 

l’élément infinitésimal  dans le repère référentiel global  [LOU 97]: dm 000 ZYX
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Annexe B 

Par dérivation de (B.3), on obtient : 
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n utilisant les équations précédantes, la vitesse de l’élément  peu

 

E t être exprimée par : dm
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’énergie cinétique totale du robot manipulateur chargé est la somm

inétiques respectives de l’encastrement (assemblage base du bras robotique-actionneur) de la liaison 

 

L e des contributions des énergies 

c hT , 

flexible lT  et de la charge pT  : 
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avec 

)(
2
1 2 tJT hh θ&=  (B.7) 

( )[ ]
 

[ ] dx
t

txwtxAdx
t

txwAdxttxwxA

wwxAdxvdmvT

∫∫∫

∫∫∫

∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

++=

++==

lll

lll

l

&&

&&

00

2

0

222

0

222

0

2

0

2

),()(2
2
1),(

2
1)(),(

2
1

2
1

2
1

2
1

θρρθρ

θρ

 (B.8) 

 

 

Adxwx+ &&
22 2 ρθ

( )[ ]{ }

[ ]
2

2

2
222

2222222

22
2

),()(
2
1

),()(2),()(),(
2
1

),()(
2
12

2
1

),()(
2
1

2
1

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
+

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
++=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
+++++=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
++=

=

==
=

=

l

ll
l

l

l

&

&&

&&&&&

&

x
p

xx
xp

pxp

ppp

tx
txwtJ

t
txwxt

t
txwttxwxM

tx
txwtJwxwwxM

tx
txwtJvMT

θ

θθ

θθθ

θ

 (B.9) 

L'énergie potentielle traduisant l'énergie élastique de flexion horizontale emmagasinée dans la liaison est 

donnée par : 

dx
x
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’énergie dissipée due aux effets amortissants externe de l’air e

par : 

L t structurel de Kelvin-Voigt est exprimée 
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En utilisant les équations (3.56), (3.57) et tenant compte de (3.58), on a les développements suivants pour 

s différentes énergies: 
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 Energie cinétique : 
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En remplaçant (B.7), (B.12) et (B.13) dans (B.6), on a : 
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 Energie potentielle : 
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 Energie dissipative : 
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e Lagrangien s’écrit alors : 
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Dans ce qui suit, les expressions (B.16) et (B.17) sont utilisées pour les calculs nécessaires à la mise en 

œuvre de (B.1) : 
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Les résultats (B.18), (B.19) et (B.20) permettent, enfin, d’établir le modèle dynamique recherché donné 

par: 
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ou sous forme simplifiée 
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1122 IZKSAH DD +=  ; 2233 IZKSAH DD +=  (B.24) 

 

 122 EIZK =  ; 233 EIZK =  (B.25) 
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ANNEXE C 
 
 

Paramètres Physiques du Bras de Robot Flexible Modélisé 
 

 Les paramètres physiques du système robotique étudié, leurs symboles ainsi que leurs valeurs et 

unités sont présentés dans le tableau suivant : 

 

Paramètre Symbole 
 

Valeur & Unité 
 

Inertie totale de l’ensemble moyeu (“hub”) + rotor : (♦)
⎩
⎨
⎧

onarticulati
ntencastreme hJ  

hJ  

2.4.0 mKg   
2.0.15 mKg   

Longueur de la liaison l  m1  

Aire de la section de la liaison A  2510*9 m−  

Moment d’inertie de la liaison I  211 .10*2 mKg−  

Densité massique linéaire uniforme de la liaison ρ  3.6.2712 −mKg  

Module d’élasticité de Young E  Pa1010*1.7  

Facteur de correction du cisaillement k  6/5  

Module de cisaillement G  Pa910*2.1  

Inertie de la charge (♦) pJ  2.005.0 mKg  

Masse nominale de la charge pM  Kg1  

Coefficient d’amortissement de Kelvin-Voigt DK  smKg ..10*05.2 15 −  

Coefficient de l’amortissement visqueux de l’air DA  smKg ..024.1 1−  

 
 Paramètres physiques du bras de robot flexible étudié 

 

A noter que tous ces paramètres physiques avec les valeurs numériques correspondantes, à l’exception de 

ceux affectés du symbole (♦), peuvent être trouvés dans [SOO 96, SOO 98]. 

Nous avons proposé les valeurs numériques des paramètres (♦) vu que ces derniers ne sont pas nécessaires 

dans les méthodes proposées par Sooraksa dans [SOO 96, SOO 98].  
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ANNEXE D 
 
 

Application de la Méthode de Lagrange 
à la Poutre de Timoshenko Amortie 

 

Avant d’appliquer la méthode de Lagrange pour la modélisation du bras flexible en poutre de 

Timoshenko amortie, nous avons adopté les notations suivantes : 
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Pour l’établissement du modèle dynamique désiré, l’équation générale régissant la méthode énergétique de 

Lagrange est rappelée ci-après : 
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où L  est le Lagrangien défini par 

 UTL −=  (D.2) 

T  : énergie cinétique ;  : énergie potentielle ;  : fonction de dissipation de Rayleigh ;  : force 

externe généralisée agissant sur la coordonnée généralisée correspondante  avec 

U D iF

iq τ=0F  couple moteur 

agissant sur )()(0 ttq θ= , , 01 =F )(11 tq δ= , 02 =F , )()( 22 ttq δ= . 

 

Les expressions des différentes énergies déterminées sur la base des équations (4.37-4.42) (§ IV.1.1.1) sont 

données par :  

 

 Energie cinétique : 
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 Energie potentielle : 
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 Energie dissipative : 
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Les différents termes devant être mis en œuvre dans (D.1) sont donnés dans ce qui suit : 

 

)()()( 2211 tVtVtJL
dt
d

T δδθ
θ

&&&&&&
&

++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  ; 

 

( )

)(

)(
)()(

)(

)(
2

)()(
)(

2
1

2
22

1
1

2
11

2
1

4
1

2
1

2
1

2
11

21
2
22

2
1

1
1

2
1

2
1

4
1

2

12
1

22
1

11
1

1

1

t
kAG

IYKA
kAG

EIYA

t
kAG

IXKA
kAG

EIXA
kAG

ZIKAA
kAG

ZEIAA
kAG

AA

tYY
kG

IK

t
kG

XIK
kG

ZIK
IKK

kAG
EIZA

kAG
A

StVL
dt
d

Q

DDD

DDDDDDD

R

D

DD
D

DD

δ
ω

δ
ωωρωρωΦρ

δωω
ρ

δ
ωρωρΦ

θ
δ

α

&

4444 34444 21

&

&&

444 3444 21

&&

444444444444 3444444444444 21

&&
&

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎥
⎦

⎤
−+⎢

⎣

⎡
−+

++

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

 ; 

 

 135



Annexe D 
 

( )

)(
)()(

)(

)(2
)()(

)()(

2
2

2
22

2
2

4
2

2
2

2
2

2
22

1
2

2
11

2
2

2
2

2
2

4
2

2

22
2

22
2

2

11
2
22

2
12

2

2

2

t
kAG

IXKA
kAG
EIXA

kAG
ZIKAA

kAG
ZEIAA

kAG
AA

t
kAG

IYKA
kAG

EIYA

t
kG

XIK
kG

ZIKIK
kAG

EIZA
kAG

AS

tYY
kG

IKtVL
dt
d

DDDDDDD

Q

DDD

DD
D

DD

R

D

δ
ωωρωρωΦρ

δ
ω

δ
ωρωρ

Γ
Φ

δωω
ρ

θ
δ

α

&

&

4444 34444 21

&&

4444444444444 34444444444444 21

&&

444 3444 21

&&
&

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−

++−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

 ; 

 

0=
∂
∂
θ
L  ; 

 

( )

)(

)(
)()(

)(

)(
2

)()(
)(

2
2

2
11

1
1

2
11

2
1

4
1

2
1

2
11

2
1

22
2
11

2
2

1
1

2
1

2
1

4
1

2

2
1

4
1

2

1

4
1

2
1

1

2

1

t
kAG

IYKA
kAG

EIYA

t
kAG

XIKA
kAG

EIXA
kAG

ZIKAA
kAG

ZEIAA
kAG

AA

tYY
kG
EI

t
kG

EIX
kAG

ZIKA
kG

ZEI
EI

kAG
AL

Q

DDD

DDDDDDD

R

G

DD

δ
ω

δ
ωωρωρΦωρ

δωωρ

δ
ρωωωρ

Γ
ωρΦ

δ

&

4444 34444 21

&

444 3444 21

444444444444 3444444444444 21

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−

−

−+

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++−=

∂
∂

′  ; 

 

( )

)(
)()(

)(

)(
2

)()(
)(

)(

2
2

2
22

2
2

4
2

2
2

2
22

2
2

1
1

2
22

2
2

2
2

2
2

4
2

2

2
2

4
2

2

2

4
2

2
2

12
2
11

2
2

2

1

2

t
kAG

XIKA
kAG
EIXA

kAG
ZIKAA

kAG
ZEIAA

kAG
AA

t
kAG

IYKA
kAG

EIYA

t
kG

EIX
kAG

ZIKA
kG

ZEI
EI

kAG
A

tYY
kG
EI

d
dL

DDDDDDD

Q

DDD

G

DD

R

δ
ωωρωρΦωρ

δ
ω

δ
ρωωωρ

Γ
ωρΦ

δωωρ
δ

&

&

4444 34444 21

4444444444444 34444444444444 21

444 3444 21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−

−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++

−+−=

′

 ; 

 

0=
∂
∂
θ&
D  ; ( ) )(111

1
1

tIKZAD

C

DD δΓ
δ

&
44 344 21&

+=
∂
∂  ; ( ) )(222

2
2

tIKZAD

C

DD δΓ
δ

&
44 344 21&

+=
∂
∂  ; 

 

Ces différentes expressions nous permettent d’arriver aux résultats suivants : 
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Les résultats (D.6), (D.7) et (D.8) permettent, enfin, d’établir le modèle dynamique recherché donné par: 
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ou sous forme simplifiée 

 )()()()( tFtKqtqHtqB =++ &&&  (D.10) 

 

avec  

  ;  ; TJB =11 12112 VBB == 23113 VBB ==  ; RBB == 3223  ; 122 α=B  ; 233 α=B  (D.11) 

  ; 122 CH = 2123 QQH −= ; 1232 QQH −= ; 233 CH =  (D.12) 

  ; 122 EIZK = RKK ′== 3223 ; 233 EIZK =  (D.13) 

 

B , H , K  et F  sont ainsi données par : 
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