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Résumé : Ce travail a pour objectif la conception d’un observateur a entrées
inconnues pour une classe de systémes non lin€aires, cette classe s’appelle les
systemes non linéaires Lipchitziens. Les conditions d’existence de cet observateur
seront établies, et sa synthese sera basée sur I’utilisation des inégalités matricielles
linéaires.

Mots clés: Observateur a entrées inconnues, observateurs a entrées inconnues
non linéaires, systémes non linéaires Lipchitziens, Inégalité matricielle linéaire.

Abstract : The purpose of this work is to present a method to design unknown
input observer for nonlinear systems, we consider a class of Lipchitz nonlinear
systems. The sufficient conditions of the existence of the nonlinear UIO are going
to be established. The design of this observer is going to be based on linear matrix
inequalities.

Key words : Unknown input observer (UIO), nonlinear unknown input
observer, Lipchitz nonlinear systems, linear matrix inequalities (LMI)
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INTRODUCTION GENERALE

Les chercheurs en automatique se sont beaucoup intéressés au sujet des
observateurs a entrées inconnues durant les trente dernieres années. Plusieurs
méthodes de conception d’observateurs a entrées inconnues d’ordre plein

ou réduit ont été élaborées et appliquées sur des systéemes linéaires[DZX94,
CP99, KAH14].

Durant les années quatre-vingt-dix, de nouvelles techniques ont été pro-
posées pour concevoir des observateurs a entrées inconnues non linéaires.
A cause de la difficulté et de la complexité de conception de ces observa-
teurs pour les systemes non linéaires, des hypotheses ou des considérations
ont été mises au point afin d’aboutir a une solution. Parmi ces considéra-
tions : l'utilisation des développement de Taylor ou la considération d’une
classe de systemes non linéaires particuliere telle que : la classe des systemes
Lipschitziens.[PMZ05, SH11|

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a la conception d’observateurs
a entrées inconnues pour les systemes non linéaires du type Lipschitzien. Afin
de pouvoir synthétiser cet observateur, on a fait appel a des techniques d’in-
égalités linéaires matricielles.

La premiere partie sera consacrée a l'introduction de la notion de LMI (in-
égalité matricielle linéaire), ensuite nous allons donner les différentes étapes
a suivre pour concevoir un observateur a entrées non linéaire et enfin nous
allons appliquer cette approche pour le cas des systemes linéaires.



CHAPITRE 1

OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES POUR LES
SYSTEMES NON LINEAIRES DE
CLASSE LIPSCHITZIENNE




1.1. INITIATION AUX INEGALITES MATRICIELLES
LINEAIRES

1.1 Initiation aux inégalités matricielles linéaires

1.1.1 Introduction

Les inégalités matricielles linéaires (affines) prennent une place de plus
en plus importante dans les nouvelles méthodes de 'automatique. L’intérét
essentiel d'une formulation LMI est d’ordre numérique [TOS05]. En effet,
une LMI peut étre formulée comme un probléeme d’optimisation convexe qui
peut étre résolu de maniere extrémement efficace [RAK10, TOS05] grace a
des calculateurs puissants tels que : MATLAB.

L’histoire des LMI avec 'analyse des systémes dynamiques remonte a
plus de cent ans en arriere, lorsque Lyapunov a publié¢ un de ces travaux, il
s’agissait de ce qu’on appelle maintenant la théorie de Lypunov. Il démontré
que I’équation différentielles suivante :

dx(t)
dt

est stable si et seulement si il existe une matrice P définie positive telle
que :

= Aux(t)

ATP+PA<O
Les deux contraintes P > 0 et ATP 4+ PA < 0 est ce que nous appelons

une inégalité de Lyapunov en P, et c’est une forme spéciale d’'une LMI.

En automatique, le succes des LMI est lié au fait que de nombreux pro-
blemes, peuvent étre formulé sous forme de LMI.[BGFB94]

1.1.2 Définition des LMI

On appelle inégalité matricielle linéaire (ou inégalité matricielle affine et
en anglais linear matrix inequality, noté LMI) le probleme suivant :
étant données les matrices réelles, carrées et symétriques My, k = 1...n,
trouver les réels z, k = 1...n tels que :



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

1.2 Principe de 'observateur a entrées incon-
nues non linéaire

Dans cette partie, nous allons exposer une procédure de construction d’ob-
servateurs a entrées inconnues pour une classe de systeme non linéaire, ap-
pelée : systemes non linéaires lipschitziens, a ’aide d’une approche basée sur
'utilisation des inégalités linéaires matricielles (LMI). [CS06]

Considérons le systeme non linéaire suivant :

z(t) = Ax(t) + Bu(t) + ¢(z) + D,d(t) 11
)(t) = Calt) -

ot z(t) € R™ u(t) € R™ | y(t) € R' et d(t) € R™ sont respectivement le
vecteur d’état, le vecteur d’entrées connues, le vecteur des sorties et le vecteur
des perturbations « entrée inconnue ». Les matrices A € R"*", B € R"*™
et C' € R™™ sont les matrices constitutives du systeme d’état. D, € R™*"d
est la matrice d’application des entrées inconnues sur 1’état du systeme. La
matrice D, doit étre de rang plein en colonne. Si ce n’est pas le cas, on peut
procéder a la décomposition suivante :

D,(t) = D, Dyd(t) (1.2)

ou D est de rang plein et le vecteur Dod(t) représente alors les nouvelles
entrées inconnues.

&(z) est une fonction non linéaire qui satisfait la condition de Lipschitz
c’est-a~dire pour tout z, z € R,

[@(z) = D(2)|| < 7 | — & (1.3)

ol 7 est un réel positif.

Nous allons tout d’abord présenter la structure de I'observateur a entrées
inconnues non linéaire qui sera étudiée, puis nous présentons les conditions
suffisantes pour que cet observateur existe.

Pour cette étude nous allons proposer un observateur a entrées inconnues
non linéaire, dont la structure est :



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

{z@) = Fz(t) + Gu(t) + Ky(t) + Td(i) (1.4)

E(t) = =z(t) + Hy(t)
ou F, G, K et T sont définies par :

= TA-K.C

- TB
Ki(I — HC) + TAH
[ - HC

N QN
% 9 5

(1.5)
(1.6)
(1.7)
(1.8)

H et K seront par choisies par le concepteur. L’erreur d’estimation s’écrit
alors :

e(t) z(t) — z(t) (1.9)
= x(t) — z(t) — Hy(t) (1.10)
= z(t) — 2(t) — HCxz(t) (1.11)
= Tux(t) — 2(t) (1.12)

La dynamique de cet erreur devient :

é(t) = Az(t) + Bu(t) + D,d(t) — Fz(t) — T Bu(t)
— Ky(t) = T®(z) — Hy(t) (1.13)
(

La dynamique de 'erreur d’estimation e(t) = z(t) — &(t) est donné par :

é(t) = Ax(t)+ Bu(t) +@(x) + D,d(t) — 2(t) — Hy(t) (1.14)

En remplagant Z(¢) par son expression de 1.4 et y(t) par C&(t), 'expression
précedente devient :

é(t) = Az(t) + Bu(t) + @(x) + D,d(t) — Fz(t) — Gu(t)
— Ky(t) — Ty(t) — T®(z) — HC(Ax(t) + Bu(t) + D,d(t)) (1.15)

En remplagant cette fois, [ — HC et T'B par T et G respectivement et en
rajoutant et retranchant F'z(t) on obtient :

é(t) = Fe(t) + (TA — KC — FT)x(t) + +(TB — G)u(t)
+ T(B(z) — D(2)) + TD,d(t) (1.16)



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

Théoréme 1.1 [CS06] Si il existe deur matrices H et Ky et une matrice
symétrique définie positive P (PT = P et P > 0) tel que :

HCD, =D, (1.17)
F'P 4+ PF4+~PTT"P+~1 <0 (1.18)
alors Uobservateur 1.4 peut générer un état T(t) qui tend asymptotiquement

vers létat réel du systéeme x(t).

Donc, d’apres ce théoreme, il suffit de trouver H, K; et P tel que l'in-
égalité 1.18 soit satisfaite. La résolution de I'inégalité 1.18 peut se faire de
maniere direct, sauf que cette méthode présente beaucoup de complication.
C’est ce qui nous pousse a utiliser les techniques de LMI.

1.2.1 Formulation LMI de la condition d’existence de
I’observateur a entrées inconnues non linéaire
Pour formuler I'inégalité 1.18 sous forme LMI, on doit chercher toutes

les solutions possibles de E a partir de 1.17. Cette équation n’admet pas de
solutions que si :

Rang(CD,) = Rang(D,) (1.19)

Si cette condition est vérifiée alors la solution de I’équation 1.17 aura la
forme suivante :

H=U-YV (1.20)
U= D,(CD,)" (1.21)
V =1-(CD,)(CD,)" (1.22)

et Y est une matrice choisie arbitrairement. (C'D,)" représente : I'inverse
généralisée de la matrice C'D,,, et sa formule est la suivante :

(CD.)* =[(CD:)"(CD,)]"1(CD,)" (1.23)

En remplacant F' et T dans 1.18 par leurs formules respectives on re-
trouve :

(I - HC)A — K,C)' P+ P[(I — HC)A — K,C]+
yP(I — HC)Y(I — HC)'P4+~I <0 (1.24)



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

On injecte la formule 1.20 dans I'expression 1.18 :

(I —(U-YV)C)A - K,C)" P+ P[(I — (U -YV)0)A — K,C)+
YP(I — (U -YV)CYI — (U —-YV)C)'P+~1 <0 (1.25)

Enfin on retrouve :

[(I-UC)A" P+P(I-UC)A+(VCA)'YTP+PY (VCA)-CTKI P-PK,C
+4[P(I —UC)+ PY(VO)][P[I —UC)+ PY(VO)" +~4I <0 (1.26)

Le probleme de trouver H, K; et P, revient maintenant a retrouver Y,
K et P a partir de 'inégalité 1.26. Nous allons présenter une lemme qui va
permettre de formuler 'inégalité 1.26 comme une LMI.

Lemme 1.1 [CS06] L’inégalité matricielle donnée par 1.26 admet une solu-
tion pour Y et K| et une matrice symétrique définie positive P (PT = P et
P > 0) si et seulement si l'inégalité linéaire matricielle(LMI) suivante admet
une solution pour Y, K, et P

X Xy
[XlTQ _[] <0 (1.27)

ou :

X=[I-UC)A"P+P(I-UC)A+ (VCA'YTP
+ PY(VCA) - CTK," —K1C +~4I <0 (1.28)

et
X9 =PI -UC)+Y(VC)] (1.29)

avec :

Y:P_1Y€tK1:P_1K1

Théoréme 1.1 [CS06] Si la matrice CD, est de rang plein en colonnes et la
LMI définie par 1.27 admet une solution pour' Y, K et P, alors ’observateur
a entrées inconnues non linéaire donné par 1.4 peut étre synthétisé pour que
Uerreur d’estimation e(t) tende asymptotiquement vers zéro.



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

1.2.2 Conception du NUIO

Les étapes a suivre pour concevoir un observateur a entrées inconnues
non linéaire sont énumérées dans les points suivants :

1. Calculer U a partir de :
U=D,(CD,)* (1.30)

2. Calculer V a partir de :
V=1-(CD,)(CD,)* (1.31)

3. Résoudre la LMI définie par 1.27 pour Y, K; et P, en utilisant des
logiciels de résolution des LMI, pour notre étude nous avons fait appel
a CVX SOLVER. [GB10]

4. Calculer Y a partir de : B
Y =Py (1.32)

5. Calculer K; a partir de :
K, =P'K, (1.33)

6. A partir de Y et K calculer les matrices de I'UIO :

H = U-YV

T = I-HC

F = TA-KC

G = TB

K = K\(I—HC)+TAH

Exemple d’application

Soit le systeme non linéaire suivant

(1.34)

{ (t) = Ax(t) + Bu(t) + ¢(z) + D.d(t)
y(t) = Cx(t)

avec :

0
A=1|-1 0 0| B=|1 C’:F 0 0]
0 -1 -1 0

10



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

—1
&(z) = [0.5co8(w3) 0.6sin(xs) 0]F, Dy= |0
0
et
d(t) = 20 * cos(5 * t)
Le calcul des matrices U et V' donne :
10
U= |0 0f et V:B (ﬂ
0 0
et
0.5cos(z3) — 0.5cos(22)
|@(x) — ()| = ||0.6sin(x3) — 0.6sin(Z3) (1.35)

0

On prend v = 0.6, ce qui donne :

[P(z) — (2)] < 0.6 |z — |

~ Grace au CVX Solver [GB10], on arrive a retrouver les matrices P, Y et
K solution de I'inégalité matricielle linéaire 1.27.

14.1093 0 0
P = 0 1.0236 0
0 0 14.1093
0 0 7.3797 0
Y =0 1.6784 et Ky = |—1.0236 —1.6784
0 —4.1093 0 7.3797

Y et K, sont obtenus a l'aide de 1.32 et 1.33 :

0 0 0.5230 0
Y =10 1.6398| e Ki=| -1 —1.6398
0 -1 0 0.5230

11



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

En déduire H a partir de 1.20 :

1
H =10 —1.6398
0

En utilisant H et Ky, on peut calculer les matrices de 1'observateur, les
résultats retrouvés sont :

—0.5230 0 0 0 0 0
F = 0 —1.6398 0 , I'=1(0 1 1.6398
0 0 —0.5230 0 0 0
0.5230 0 0
K=| -1 —16398| etG=|1
0 0.5230 0

Les résultats de simulation sont représentés dans les figures suivantes :

residu
o
n
I
|

13

data

FIGURE 1.1 — Erreur d’estimation de 'observateur a entrées inconnues non
linéaire

Les graphes représentés dans la figure 1.1, montrent que 'erreur d’esti-
mation e(t) tend vers zéro (c’est a dire le vecteur d’état estimé tend vers le

12



data

data

1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

vecteur d’état réel du z(t) — x(t)) et cela malgré la présence de la pertur-
bation d(t) "objectif d'un observateur a entrées inconnues”.

Etude de la robustesse

Pour ce cas d’étude nous allons considérer en premier lieu que l'entrée
inconnue(perturbation) d(t) est un signal sinusoidale avec une amplitude tres
élevée :

d(t) = 1000sin(50t) (1.36)

puis nous allons considérer que d(t) est un signal aléatoire avec une am-
plitude comprise entre -100 et 100; et cela pour montrer la robustesse de
I'observateur a entrées inconnues non linéaire et son insensibilité aux entées
inconnues.

dit)
100 ! !

50—

&0

00 | | |

o 5 10 15
Time (seconds)

dlt)
100

15
Time (seconds)

FiGURE 1.2 — Différents types d’entrées inconnues

L’erreur d’estimation pour le premier cas est donnée par :

13



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

1
T T
E 05 =
=
0 i i i i
0 5 10 15 20 2 0
Time (seconds)
e2
2 T |
ol
=
k]
=
2k -
" I | 1 | |
a 5 10 15 20 25 30
Time (geconds)
[:x]
3 T T
2 ,
=
&
=
e o e e e e —
0 | 1 1 |
a 5 10 15 20 25 30

FIGURE 1.3 — Erreur d’estimation de 'observateur a
linéaire

pour le deuxieme cas :

data

data

Tirme (seconds)

entrées inconnues non

1% 20
Time (seconds)
e2

15 20
Time (seconds)
[:x]

Time (seconds)

FIGURE 1.4 — Erreur d’estimation de 'observateur a entrées inconnues non

linéaire

Nous pouvons constater que les erreurs d’estimation tendent avers zéro

14



1.2. PRINCIPE DE L’OBSERVATEUR A ENTREES
INCONNUES NON LINEAIRE

indépendamment du signal d(t), quelque soit sa forme ou son amplitude,
I’état de I’'UIO non linéaire va continuer a converger ver 1’état du systeme.

1.2.3 Conclusion

On vient de voir une méthode qui permet d’estimer le vecteur d’état d’un
systeme non linéaire lipschitzien de maniere robuste a 1’aide de 1’approche
LMI. On a aussi démontrer que la variation du signal d(¢) n’affecte pas la
convergence des états de 'observateur vers les états du systeme.

15



1.3. CONCEPTION D’OBSERVATEURS A’ENTREES
INCONNUES POUR LES SYSTEMES LINEAIRES PAR
APPROCHE LMI

1.3 Conception d’observateurs a entrées in-
connues pour les systemes linéaires par
approche LMI

Le systeme décrit par 1.1 devient un systeme linéaire linéaire si @(z) = 0.
La conception d’un observateur a entrée pour un systeme linéaire peut étre
vue comme un cas spécial de la conception d’observateur a entrées inconnues
non linéaire. Ceci se traduit par les équations suivantes :

2(t) = Fz(t) + Gu(t) + Ky(t)

{i"(t) — 2(6) + Hy(t) (1.37)
F = TA—K.C (1.38)
G = TB (1.39)
K = FK(I-HC)+TAH (1.40)
T — I-HC (1.41)

On introduit la LMI suivante :

(I -UCYA"P+ P(I-UC)A+ (VCATYTP
+Y(VCA) - CTK," — KiC <0 (1.42)

avec : Y = P 'Y et K, = P7'K].

La résolution de I'inégalité 1.42 revient a résoudre la LMI 1.27 pour v = 0,
donc cette inégalité devient :

<0 (1.43)

X 0
0 —-I

ou :

X=[I-UC)A"P+P(I-UC)A+ (VCA'YTP
+ PY(VCA) = CTK," —K,C <0 (1.44)

16



13.CONCERHONJTOBﬁﬂn@mEURSAﬁmTREES
INCONNUES POUR LES SYSTEMES LINEAIRES PAR
APPROCHE LMI

Exemple d’application

Reprenons le systeme de 'exemple précédent

{fw = Az(t) + Bu(t) + O(z) + D,d(t) (1.45)

y(t) = Cult)

avec :

et
d(t) = 20 * cos(b x t)

Le calcul des matrices U et V' donne, les mémes résultats :

U= et V:{O O}

01

OO =
o O O

Les matrices P, Y et K; sont données par :

10.4955 0 0
P = 0 10.4955 0
0 0 10.4955
0 0 5.2478 0
Y = |0 52478| et K;= |[—10.4955 —15.7433
0 0 0 —5.2478

Y et K, sont obtenus a 'aide de 1.32 et 1.33 :

0 O 05 0
Y=10 05| e K= |[-1 —15
0 0 0 —-0.5

En déduire H a partir de 1.20 :

17



13.CONCERHONJTOBmﬂn@mEURSAﬁmTREES
INCONNUES POUR LES SYSTEMES LINEAIRES PAR
APPROCHE LMI

En utilisant H et Ky, on peut calculer les matrices de 1'observateur, les
résultats retrouvés sont :

—-05 0 0 00 O
F=|0 —-05 1|, T=101 05
0 -1 —0.5] 00 1

0 0 ] 0

K=|-1 —125| et G= |1

0 0 | 0

1
Dfmereremererenee I
T e T P P PP P SO UP TR POPPUPRPRPPUPNE
= :
] L O O T O O O IO TSI FTOTI IOV FIOTTO SOOI IO T TR E S T PRSP PP P
e e O OO PP SO PO PP PSR SE PSP P P
4 | | i | |
o 5 10 15 20 25
Time (seconds)
12
15 T T
LT PP PSP PPN PR PO PO S PE PR UPP SRR PRPPPPRPRY- ST TP F P PR PSP TR P
= :
= N PO OSSP PSP PO PR O RPN
@ :
U N
as | 1 1 | |
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FIGURE 1.5 — Erreur d’estimation de 'observateur a entrées inconnues
linéaire

On voit tres bien que les erreurs d’estimation convergent vers zéro, tout
comme le cas non linéaire.
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1.3. CONCEPTION D’OBSERVATEURS A’ENTREES
INCONNUES POUR LES SYSTEMES LINEAIRES PAR
APPROCHE LMI

1.3.1 Conclusion

A Tinstar de la méthode de conception d’observateur a entrées inconnues
donnée par [DZX94, CP99, KAH14|, 'approche a base de formulation LMI
donnent des résultats tres satisfaisants en terme de convergence des états de
I'observateur vers les états du systemes.
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail nous a permis de comprendre la démarche a suivre pour conce-
voir un observateur a entrées inconnues pour une classe de systéeme non li-
néaire lipschitzienne par formulation LMI.

Nous avons commencé par introduire les inégalités matricielles linéaires,
expliquer l'intérét de cet observateur en montrant que les états estimés vont
tendre vers les états réels, puis nous avons donné la démarche a suivre pour
concevoir ce type d’observateur. La robustesse du NUIO (nonlinear unknown
input observer) a été étudiée pour différents signaux d(t).

Du cas global, on est allés vers le cas spécial ou la fonction exprimant la
non linéarité du systeme est nulle, ce qui nous ramene au cas des systemes
linéaires et a l'instar de la méthode de conception d’observateur a entrées
inconnues donnée par [DZX94, CP99, KAH14], 'approche a base de formu-
lation LMI donnent des résultats tres satisfaisants en terme de convergence
des états de 'observateur vers les états du systemes.

Les approches LMI présentent un grand avantage, car elles nous facilitent

la résolution des inégalités représentant les conditions d’existence de 1’obser-
vateur a entrées inconnues non linéaire et linéaire.
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ANNEXE A
CVX SOLVER

CVX est un systeme de modélisation et de résolution des problemes d’op-
timisation convexe (sous MATLAB) qui sont décrits par un nombre de de
regles de construction, ce qui leur permet d’étre analysés et résolus de ma-
niere efficace.

Parmi les problemes qui peuvent étre résolus a ’aide du CVX Solver on
cite :

Les problemes de programmation linéaire (PL)
Les problemes d’optimisation semi-définie (PL)
Les problemes d’optimisation quadratiques (QP)
Les problemes de minimisation des normes

La maximisation d’entropie etc...

Des modes spéciale sont inclus avec le CVX Solver permettant de facili-
ter la construction des problemes, un de ces modes est le "SDP” Semidefinite
programs ; ce mode permet donne acces a 1'utilisation de la convention LMI
(Inégalité Matricielle Linéaire) dans le programme CVX.

Exemple 1

Considérons le probleme suivant, ot on cherche un matrice symétrique
P € R™™ qui satisfait I'inégalité Matricielle Linéaire suivante :

ATP + PA < 0,avec P >0
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ou A est une donnée au préalable. En utilisant le CVX Solver le probleme
s’écrit :

cvx_begin sdp
variable P(n,n) symmetric
A’*P + P*xA <= -eye(n);
P >= eye(n);
cvx_end

Exemple 2

Pour ce deuxieme nous allons considérer un probleme de minimisation
sous la forme suivante :

minimiser Tr(CX)
sous  Tr(AX)=1b
X >0

ou A, C et b sont des données définies dans MATLAB. L’expression de
ce probleme dans le CVX Solver est :

cvx_begin
variable X(n,n) symmetric;
minimize( trace( C * X ) );
subject to
trace( A * X ) == b;
X = semidefinite(n);
cvx_end

Pour plus d’information sur le CVX Solver consulter [GB10].
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