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______ 
ھي أنظمة تتمیز بكون عدد درجات الحریة فیھا اكبر من عدد تفاعیل التحكم  SMSAالأنظمة المیكانیكیة ناقصة التفعیل  -تلخیص 

وھي میزة تجعل من ھذه الأنظمة مصدرا مھما لتطویر تقنیات التحكم، خاصة أنظمة التحكم  الكلاسیكیة التي لا یمكن تطبیقھا علیھا في 
 .أغلب الحالات

ّ إدخال نظم التحكم القوي على  ظام التحكم المنزلق یعد میدان بحث ھام في مجال دراسة ضمان استقرار و بالأخص منھا ن SMSAإن
في مجملھا تتكون من عدة نظم فرعیة، و متغیرات  الحالة فیھا لا تربطھا علاقة  SMSAو بما أن . و تقارب الأنظمة بصفة عامة

وعلیھ فإن مبدأ التحكم . Hurwitzط تفاضلیة مباشرة، فثوابت مساحة الانزلاق المعھودة لا یمكن استخلاصھا مباشرة حسب شر
ھذه التقنیة في عمومھا . المنفصل بطریقة الانزلاق یوفر ممیزات خاصة لتجاوز ھذه الإشكالیة و یضمن تقارب متغیرات الحالة للنظام

قرار لقسم من من ھذا المنطلق قمنا بتشریح مشكل الاست .لبناء مساحة منزلقة انفصالیة SMSAتقوم على تكییف متغیرات الحالة ل 
SMSA فقمنا بتصمیم مجموعة تقنیات تحكم معتمدة أساسا . من الدرجة الثانیة ذي مدخل تحكم واحد و درجتین أو ثلاث درجات حریة

ّ دینامیكیة الجملة . على نمط الانزلاق المنفصل لیست معرفة بصفة كلیة أو جزئیة ، أدخلنا تقنیات التحكم  SMSAبعد ذلك وافتراضا أن
ّ  الغامض و في فصل موالي، أضفنا في نسق آخر  ، إلى ذلك. على إستراتیجیة الانزلاق المنفصل) المباشرة و غیر المباشرة(التكیفّي

ل ھذه الطریقة .لاستخراج قوانین التكیفّ gradientفي خلال كل مراحل التصامیم استعملنا طریقة .تقنیة التحكم بمنطق التبدیل أو التحوّ
ّ  SMSAالبرھان على استقرار الجملة الكلیة . خطأ بین القیمة المثالیة و القیمة المقدرة عبر النظام الغامضتسمح بتقلیص فارق ال تم

لتثبیت النتائج المتحصل علیھا، قمنا بالمحاكاة الرقمیة على بعض الأمثلة ذات درجتین و ثلاث درجات .  Lyapunovباستعمال نظریة 
  .حریة

فاتحة  ُ ّ منزلق غامض ،دالة جملة  -كلمات م ، طریقة  Lyapunovمیكانیكیة ناقصة التفعیل ،تحكم منفصل منزلق ،تحكم منفصل تكیفّي
gradient  

______ 
Résumé – Les systèmes mécaniques sous-actionnés (SMSA) sont des systèmes dont le nombre d’actionneurs est inférieur 
aux nombre de dégrées de liberté (ddl). Cette diversité des SMSA est une source de développements importants pour 
l’automatique, dans la mesure où la commande de ces systèmes donne souvent lieu à des problèmes inabordables par les 
moyens issus des techniques classiques. La commande robuste des SMSA, et en particulier la commande par les modes 
glissants (CMG), semble être un champ de recherche très intéressant pour assurer la stabilité et la convergence de ces 
systèmes. Or, vu que les SMSA sont généralement constitués de plusieurs sous-systèmes, et les variables d’états n’ont pas 
une relation différentielle directe entre elle aussi, les paramètres d’une surface de glissement commune ne peuvent pas être 
obtenus directement selon la condition d’ Hurwitz. Ainsi, la commande découplée par les modes glissants (CDMG) est l’une 
des techniques qui permet de palier à ce problème en garantissant la convergence des états du système.  
Pour cette problématique, nous avons considéré la stabilisation d’une classe de SMSA du second ordre ayant une entrée de 
commande à deux et trois degrés de liberté (ddl). Pour surmonter le problème de stabilisation de ces systèmes, nous avons 
développé une panoplie de stratégies de commande fondée sur la commande découplée par les modes glissants (CDMG). Par 
ailleurs et dans le cas ou la dynamique du système n’est pas totalement connue, le problème a été traité en développant une 
commande adaptative floue découplée par les modes glissant (CFDMG) : directe et indirecte. D’autre part, en exploitant les 
caractéristiques de la dynamique des SMSA, nous avons également mis en œuvre une commande à base de la logique de 
commutation «switching logic control».  
Comme les systèmes flous sont utilisés pour approximer la commande idéale inconnue et les fonctions non linéaires par 
conséquent, les paramètres d’adaptations sont mis à jour en utilisant la méthode du gradient pour minimiser l’erreur entre la 
valeur idéale et sa valeur estimée via le système flou. L’analyse de la stabilité, des lois de commande proposées, est effectuée 
en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov. Enfin, pour valider l’efficacité de ces stratégies de commande, plusieurs 
simulations ont été effectuées dans le cas  des SMSA à deux et trois ddl.  
Mots Clé – système mécanique sous-actionné, commande découplée par les modes glissants, commande adaptative floue 
découplée par les modes glissants, fonction de Lyapunov, méthode du gradient. 
_______ 
Abstract – Underactuated mechanical systems (UMS), or system having more degrees of freedom than actuators, are 
abundant in real-life. The interest for underactuated mechanical systems is motivated by the fact that, in general, the 
stabilization problem cannot be solved by smooth (or even continuous) time-invariant state feedbacks. The control of this 
class of UMS thus a challenging problem for which many open problems exist. 
Introducing a robust control strategy seems to be an interesting research field and especially, the sliding mode control (SMC) 
becomes a basic trend of the fitted approaches. Because UMS usually consist of several subsystems and the state variables 
have no obvious differential relationship among these subsystems, the parameters of the common sliding mode surface 
cannot be obtained directly according to the Hurwitz condition. Indeed, decoupling sliding mode control is one of existing 
techniques able to cope with model uncertainties, disturbances and global stabilization of the whole system. However, it has 
been shown that the proposed sliding controllers cannot solve the asymptotic stabilization problem for a class of UMS, 
although they may still work in some very special cases in which the linearization about the desired configuration is 
controllable for the UMS. 
Basically, we address the problem of controlling and stabilizing of a class of representative second-order UMS with a 
nominal model having one input and two or three degrees of freedom. We tackle panoplies of control strategy to solve 
control problems related to stabilization issue. These laws were developed based on decoupled SMC (DSMC), adaptive fuzzy 
(DSCM) “direct and indirect “and by considering the logic switching control law.  
Furthermore, since fuzzy systems are used to approximate an unknown ideal controller and nonlinear functions, the 
adjustable parameters of the used fuzzy systems are updated using the gradient descent algorithm that is designed to 
minimize the error between the unknown ideal functions and the fuzzy systems. Based on Lyapunov stability theory, proofs 
and conditions are then given to ensure the stability of the closed-loop system. To illustrate the effectiveness of the above 
proposed strategies, many examples have been taken in consideration for numerical simulation 
Key words – underactuated mechanical systems, decoupled sliding mode control, fuzzy adaptive decoupled sliding mode 
control, logic switching control, Lyapunov function, descent gradient method.  



Avant propos 
 
Au terme de cette thèse de doctorat, je tiens à exprimer ma gratitude aux personnes qui 

m'ont soutenu durant ces quelques années, et d’adresser mes sincères remerciements à 

tous ceux qui m’ont apporté de près ou de loin, aide et conseils lors de l’élaboration de 

ce travail.  

Particulièrement, je remercie très chaleureusement mon directeur de thèse, Monsieur  

Labiod Salim, professeur à l’université de Jijel, qui a accepté de prendre la direction de 

cette thèse en cours de route, transformant ainsi les difficultés rencontrées en une 

expérience enrichissante. Je lui suis également reconnaissante de m’avoir assuré un 

encadrement rigoureux tout au long de ces années, tout en me donnant toutefois la 

possibilité de trouver par moi-même mon cheminement personnel.  

Je suis aussi redevable à la contribution de monsieur Chekireb Hachemi, professeur à 

l’école nationale polytechnique, qui m’a dirigé tout au long de ce travail. Il a consacré, 

beaucoup de temps et d’énergie pour son avancement, et il n’a ménagé ni ses 

commentaires, toujours judicieux et rigoureux, ni ses encouragements. Aussi, pour son 

enthousiasme, ses précieux conseils, sa disponibilité et le partage de ses nombreuses 

connaissances lors de nos nombreuses discussions. 

Je suis grandement reconnaissant à monsieur Boukhetala Djamel, Professeur à l’école 

Nationale Polytechnique d'Alger, pour son apport personnel et pour l’honneur qu’il me 

fait en acceptant d’examiner mon travail en présidant le jury. 

Je tiens à exprimer ma reconnaissance à Monsieur Larabi Abdelkader, professeur à 

l’Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene (U.S.T.H.B), pour la 

confiance et l'honneur qu'il m'accorde en acceptant d’être membre du jury.  

Que Monsieur Nait SEGHIR Amirouche, Maître de Conférences à l’Université des 

Sciences et de la Technologie Houari Boumediene (U.S.T.H.B) trouve ici mes 

remerciements les plus sincères pour sa participation au sein du jury.  

Mes remerciements vont également à Monsieur Bouakrif Farah, Maître de conférences 

à l’Université de Jijel, pour l’honneur qu’il me fait en participant au jury de cette thèse.  

Enfin, un remerciement particulier et une reconnaissance la plus profonde vont à ma 

mère et à ma femme pour leurs aides inestimables et leurs disponibilités tout le long de 

la réalisation de ce travail. Par leurs encouragements et leur appui moral inconditionnel 

et permanent, ils ont permis à ce travail d’arriver à son terme. 

 

Nafa Fares 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A la mémoire de mon père…  
A ma mère et …à ma petite famille. 

 
 



i 
 
 

 
 
Table des Matières 
 
 

Liste des figures…..………………………………………………………iv 
Liste des tableaux………………………………………………………...v 
Notation………………………………………………………………….vi 

 
Introduction Générale…………………………………………………... 1  

 
Chapitre 1- 
Modélisation et dynamiques des systèmes mécaniques sous  actionnés 

 
1.1. Modélisation mathématique des systèmes mécaniques………………………… 4 
1.2. Dynamique des systèmes mécaniques complètement actionnés……………….. 6 
1.3. Holonomie et dynamique des systèmes sous-actionnés………………………… 6 
1.4. Propriétés des systèmes sous-actionnés…………………………………………. 8 
1.5. Linéarisation partielle par bouclage statique…………………………………... 10 

1.5.1. Linéarisation partielle co-localisée par bouclage statique…………….. 10 
1.5.2. Linéarisation partielle non co-localisée par bouclage statique………… 12 

1.6. Classification des systèmes sous-actionnés…………………………………… 13 
1.6.1. Systèmes sous-actionnés linéairement contrôlables…………………… 14 
1.6.2. Systèmes sous-actionnés non linéairement contrôlables…………….. 14 
1.6.3. Cas particulier : classification des systèmes sous-actionnés à deux ddl 14 
1.6.4. Classification par motif de sous-action………………………………... 15 
1.6.5. Classification par contrainte du système………………………………. 16 

 1.7. Quelques exemples de systèmes mécaniques sous-actionnés…………………. 16 
1.7.1. Systèmes mécaniques sous-actionnés à deux ddl………………………… 16 
 1.7.1.1. Le pendubot…………………………………………………… 16 
     1.7.1.2. L’acrobot……………………………………………………… 18 
      1.7.1.3. Le pendule de Furuta………………………………………….. 19 
     1.7.1.4. Le pendule à roue inertielle…………………………………… 19 
     1.7.1.5. Le pendule inverse sur chariot………………………………... 20 
          1.7.1.6. Pont roulant (Overhead Crane system)……………………….. 22 
            1.7.1.7. Bille roulante et poutre (Beam and Ball system)……………... 23 
1.7.2. Systèmes mécaniques sous-actionnés à trois degrés de liberté : le double 

pendule inversé sur chariot…………………………………………….. 24 
1.8. Commande des SMSA………………………………………………………… 26 



Table  des Matière                                                                                                                             ii                                                                                                                              

1.8.1. Les méthodes à base d’énergie………………………………………… 26 
1.8.2. La commande optimale………………………………………………... 27 
1.8.3.   La commande par les Modes glissants CMG : Sliding mode control… 28 
1.8.4. La commande adaptative par la logique floue………………………… 29 

1.9. Problématique et objectifs……………………………………………………... 29 
 1.9.2.  Introduction…………………………………………………………... 30 

1.9.1. Formulation du  Problème……………………………………………... 30 
1.10. Conclusion…………………………………………………………………….. 36 

 
Chapitre 2- 
Commande découplée par mode de glissement 

 
2.1. Introduction……………………………………………………………………. 37 
2.2. Commande découplée par les modes de glissement des SMSA à 2 ddl………. 39 

2.2.1. Approche 1. …………………………………………………………… 39 
2.2.2. Approche 2…………………………………………………………….. 41 
2.2.3. Exemples d’application………………………………………………... 46 
 2.2.3.1.  Bille roulante sur poutre (Beam and Ball system)…………… 46 
 2.2.3.2.  Le pendule (inversé) sur chariot……………………………… 48 

2.3. Commande découplée par mode de glissement des SMSA à 3 ddl…………… 51 
2.3.1. Approche 1…………………………………………………………….. 51 
2.3.2. Approche 2…………………………………………………………….. 54 
2.3.3.   Exemple d’application: Double pendule inversé sur chariot………….  63 

2.4. Conclusion………………………………………………………………….......67 
 

Chapitre 3- 
Commande Adaptative découplée par mode de glissement 

 
3.1. Introduction……………………………………………………………………. 66 
3.2. Commande adaptative découplée par les modes de glissement floue directe…. 70 

3.2.1. Commande adaptative directe des SMSA à deux ddl…………………..70 
3.2.2. Exemples  d’application……………………………………………… 75 
 3.2.2.1. Bille roulante sur poutre: Beam and Ball……………………... 75 
 3.2.2.2. Pendule Inversé sur chariot…………………………………… 77 
3.2.3. Commande adaptative directe des SMSA à trois ddl………………….. 78 
3.2.4. Exemples  d’application : Double pendule inversé sur chariot………... 82 

3.3. Commande adaptative découplée indirecte floue par mode de glissement…….83 
3.3.1. Commande adaptative indirecte des SMSA à deux ddl……………….. 84 
3.3.2. Exemples d’application………………………………………………... 89 
 3.3.2.1. La bille roulante sur poutre…………………………………… 89 
 3.3.2.2. Pendule inversé sur chariot…………………………………… 90 
3.3.3. Commande adaptative indirecte des SMSA à trois ddl………………... 91 
3.3.4. Exemple d’application…………………………………………………. 98 

3.4. Conclusion…………………………………………………………………….. 99 
 



Table  des Matière                                                                                                                                       iii   
s  
Chapitre 4- 
Commande par la logique de commutation 

 
4.1. Introduction……………………………………………………………………101 
4.2    Concept général de la commande via la logique de commutation…………… 102 
4.3. Conception de la commande par logique de commutation : SMSA à 2 ddl…. 104 

 4.2.1. Formulation du problème……………………………………………..100 
 4.2.2. Conception de la commande………………………………………….. 100 
4.2.3. Exemples et simulation………………………………………………. 110 

4.4. Conception de la commande par logique de commutation: SMSA à 3 ddl….. 113 
4.4.1. Formulation du problème…………………………………………….. 113 
4.4.2. Conception de la Commande………………………………………… 114 
4.4.3. Résultats de simulation………………………………………………. 119 

4.5.   Conclusion…………………………………………………………………….121 
 

Etude Comparative et conclusions 122 
 

Références  127 
 



iv 

 

 

Table des Figures  

 
1.1 Le pendubot en coordonnées généralisées 17 

1.2 L'acrobot en coordonnées généralisées 18 

1.3 Le pendule de Furuta en coordonnées généralisées 19 

1.4 Le pendule a roue inertielle en coordonnées généralisées 20 

1.5 Le pendule inverse en coordonnes généralisées  21 

1.6 Le pont roulant en coordonnées généralisées  23 

1.7 Le système bille roulante et poutre 23 

1.8 Le système double pendule inverse sur chariot 24 

1.9 La commande agissante sur tout le système sur les deux sous-systèmes 31 

1.10 Simulation de commande d’un pendule inversé sur chariot, exemple 1. 33 

1.11 Simulation de commande d’un pendule inversé sur chariot, exemple 2. 33 

1.12 La commande agissante sur tout le système sur les trois sous-systèmes 34 

2.1 Le système bille roulante et poutre 46 

2.2 Commande découplée par les modes glissants d’une bille roulante sur poutre  47 

2.3 Le pendule inverse en coordonnées généralisées  48 

2.4 Commande découplée par MG du pendule inverse sur chariot; 1iere approche 49 

2.5 Commande découplée par MG du pendule inverse sur chariot; 2ieme approche. 50 

2.6 Le schéma global de l’algorithme de commande de SMSA à 3 ddl, approche 1. 54 

2.7 Le schéma global de l’algorithme de commande de SMSA 3ddl, approche 2. 63 

2.8 Le système double pendule inverse sur chariot. 64 

2.9 commande découplée par les modes glissants du dpi, 1iere approche 65 

2.10 commande découplée par les modes glissants du dpi, 2ieme approche. 66 

3.1 Les fonctions d’appartenance des entrées floues 75 

3.2 Commande découplée adaptative floue par MG sur la bille roulante et poutre. 76 

3.3 Commande découplée adaptative floue par MG sur le pendule inversé sur chariot. 78 

3.4  Commande découplée adaptative directe floue par MG du DPI 82 

3.5  Commande découplée adaptative floue indirecte par MG bille roulante sur poutre. 90 

 3.6  Commande découplée adaptative floue indirecte par MG du pendule inversée.     91 



Table des figures                                                                                                                v 

 
 

       

3.8  Commande découplée adaptative floue indirecte par MG du DPI . 99 

4.1 Le schéma de principe de la commande par la logique de commutation  104 

4.2  Le schéma global de la commande des SMSA à deux ddl 108 

 4.3 Commande par logique e de commutation de la bille roulante sur poutre.       111 

 4.4  Commande pour la logique de commutation du pendule inversé sur chariot 112 

 4.5  Le schéma global de la commande pour un SMSA à trois ddl 119 

 4.6  Commande par la logique de commutation du DPI. 120 

 
 
  



vi 

 

 

La liste des Tableaux  

 
1.1 Classification des SMSA par contrainte  16 

2.1 Les paramètres du pendule inversé sur chariot et du contrôleur CDMG 46 

3.1 Paramètres de Commande pour la bille roulante et poutre 76 

3.2 Paramètres de la commande du pendule inversé sur chariot. 77 

3.3 Paramètres de la commande adaptative indirecte pour le bille roulante. 89 

3.4  Paramètres de la commande adaptative indirecte du pendule inversé sur chariot 90 

4.1 Distribution de valeurs des paramètres de commutation   114 

4.2  Performances des différentes méthodes de commande, pendule inversé sur chariot  122 

 4.3 Performances des différentes méthodes de commande, DPI.       123 

 
 
  



vii 

 

Notation 
 
 
Symboles  
 

 M q  Matrice d’inertie du système qui est définie positive. 

 T
1,..., nq qq  Vecteur des coordonnées généralisées 

cE  Energie cinétique  

pE  Energie potentielle 

 ,L q q  Lagrangien du système mécanique  

c  Vecteur de m forces externes, avec m
c   

 F q  Matrice associée aux m forces extérieures, avec   n mF q  

 ijm q  Les éléments de la matrice d’énergie  

 ig q  Eléments intervenant dans les forces centrifuges  

 ,ijc q q  Eléments intervenant  dans les forces de Coriolis 

 k
ij q  Symboles de Christoffel 

 ,E q q  L’énergie totale d’un système mécanique  

u  La commande 

 if x , 1, 2,3i   Fonctions nonlinéaires relatives à la dynamique réduite d’un 
système mécanique sous-actionné. 

 ib x , 1, 2,3i   Gains de la  commande  

x  Vecteur d’état constitué des éléments  1x t , avec  1,...,5i   

iS  Surfaces de glissement relatives au sous-système i, avec 
1, 2,3i   

i  La pente de glissement de chaque surface : 1, 2,3i   

i i idx x x   L’erreur de réglage, avec idx  : constante réelle et : 1,3,5i    

iequ  Commande équivalente relative à la surface de glissement i. 

V  fonction de Lyapunov candidate. 
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Introduction Générale 
 

 

De nos jours, la commande et la maitrise des systèmes dynamiques sont devenues une 

nécessité pour satisfaire les différents besoins liés à l’activité humaine. Entre autre, le 

domaine des systèmes mécaniques, présentant une large diversité d’application, a connu 

une importante avancée technologique; ceci lui confère d’être un pôle intéressant pour 

les chercheurs en mécatronique. Un intérêt particulier de la recherche est consacré 

spécialement aux systèmes mécaniques sous-actionnés (SMSA).  

Par définition, un système mécanique est dit sous-actionné lorsque le nombre de 

commandes est inférieur aux degrés de liberté (ddl) à commander. En effet, cette classe 

de systèmes est riche par son intérêt aussi bien théorique que pratique où ses 

applications incluent divers domaines tels que la robotique, les systèmes aéronautiques, 

les systèmes marins et les systèmes flexibles [Sab01]. 

Vue la particularité de la structure des modèles associés aux SMSA, leur commande fait 

généralement l’objet d’études distinctes. En effet, certains résultats et propriétés établis 

pour toute une classe de systèmes non linéaires ne sont plus valables. De plus, se 

manifestent d’autres propriétés indésirables telles qu’un degré relatif non déterminé ou 

un comportement à non minimum de phase. 

Par ailleurs, plusieurs SMSA présentent une obstruction structurelle à l’existence de 

commandes stabilisantes lisses et invariantes dans le temps car, ils ne satisfont pas à la 

condition nécessaire de Brockett [Bro83], une des contributions majeure dans ce 

domaine. Typiquement, une première indication de cette obstruction découle du fait que 

la linéarisation de ces systèmes autour de n’importe quel point d’équilibre est non 

commandable surtout en absence des termes de gravité.  

Il est à noter que les travaux effectués dans le domaine de la commande des SMSA 

appartiennent à un large éventail de classes de commande, notamment: le principe de la 

passivité ([Spo96], [Fan02] et [Ort98]), la commande basée sur le principe de l’énergie 

[Jia02][Whi06], la commande optimale [Tla11][Yan11], la commande par les modes 
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glissants (MG) [Hun93],[Edw98],[You99],[Krs95] et, la commande adaptative floue par 

MG [Lin07],[Wai08],[Yi05]. 

Largement appliquée, la commande robuste se réserve une grande part des travaux de 

recherche dédiés aux SMSA. Pour commander des systèmes perturbés mal modélisés, 

des techniques de commande à structure variables (par les modes glissants) sont 

efficaces à condition que les perturbations et les frottements vérifient une condition dite 

de recouvrement (matching condition). 

Dans le cadre des SMSA, les travaux y associés sont généralement consacrés à la 

commande de systèmes particuliers (pendule inversé, poutre et bille, pendubot, acrobot, 

véhicules marins …etc), et non à une étude généralisée des SMSA.     

Comme le plus souvent, les SMSA comportent plusieurs sous-systèmes il est tout à fait 

naturel de chercher à les commander en mode découplé. De plus pour ce type de 

système, la commande découplée par les modes de glissement est largement exploitée 

dans les travaux de recherche au point où celle-ci est devenue une tendance de la 

commande pour les SMSA. 

En effet, la synthèse d’une commande découplée permet de palier au problème des 

perturbations et des incertitudes et ceci est obtenu par une adaptation adéquate du 

découplage des surfaces choisies [Naz08]. 

Notre objectif est de contribuer à l’élaboration d’une panoplie de stratégies de 

commande pour une classe de SMSA du second ordre incertain et perturbé à deux et à 

trois ddl.  

A cet effet, nous exposons un bref aperçu relatif aux caractéristiques mécaniques des 

SMSA et aux transformations possibles de leurs dynamiques. Ensuite, nous présentons 

quelques exemples des SMSA du second ordre à deux et à trois ddl.  Par ailleurs, nous 

effectuons une brève étude bibliographique concernant les stratégies de commande 

dédiées à ces systèmes. Ceci, nous conduit de facto à poser la problématique et 

l’objectif de notre travail dans le cadre de cette thèse. Ainsi, pour le problème de 

stabilisation des SMSA à deux et trois ddl, nous développons une panoplie de 

commandes que nous pouvons classer comme suit :  

i) la commande découplée par les modes de glissement (CDMG) : 

Dans ce cas, la dynamique du SMSA est supposée entièrement connue ; et pour les deux 

systèmes à deux et trois ddl, nous utiliserons une surface de glissement standard 

linéaire. L’analyse de la stabilité est effectuée en appliquant la théorie de la stabilité au 

sens Lyapunov  

ii) la commande découplée adaptative floue par les modes de glissement (CDAFMG) : 
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En absence d’une connaissance totale ou partielle de la dynamique des SMSA, nous 

développons différentes approches de commande découplée adaptative floue (du type 

TSK) par les modes de glissement (CDAFMG) : directe et indirecte. Ces stratégies de 

commandes sont établies dans le but d’améliorer d’une part l’insensibilité du système 

bouclé vis-à-vis des perturbations externes et d’autre part son comportement 

dynamique.  

 Il est à noter que les lois d’adaptations de ces commandes adaptatives, sont déduites en 

exploitant la méthode du gradient. La stabilité globale du système bouclé est étudiée à 

l’aide de la théorie de Lyapunov.  

iii)  la commande hybride par la logique de commutation : 

Cette commande est élaborée à base de “commutateur” apte à superviser les différents 

signaux de commande dans le cas des SMSA à deux et trois ddl. Ainsi, les signaux de 

commande issus d’une famille de contrôleurs sont mis à contribution pour l’élaboration 

du signal de commande final. 

Par ailleurs, et afin de valider les lois de commandes développées dans le cadre de cette 

thèse et d’évaluer leurs performances et de pouvoir les comparer, nous avons effectués 

la simulation de différentes SMSA sous la conduite de ces lois de commande. 

Enfin, une conclusion générale avec les perspectives et les travaux futurs clôtura notre 

thèse. 



e 
 

 4 
 

Chapitre  

1 
 

Modélisation et dynamiques des  
systèmes mécaniques sous-actionnés 

 
 
Dans ce chapitre, nous présentons d’une part les systèmes 
mécaniques sous-actionnés et d’autre part nous rappelons les 
concepts de la mécanique rationnelle qui permettent de 
concevoir un modèle dynamique de ces systèmes. Ainsi, nous 
allons donner une des définitions formelles des systèmes 
mécaniques sous-actionnés et non-holonomes. Ces derniers sont 
alors décrits par un modèle généralisé issu de l’équation 
d’Euler-Lagrange et qui est en final décrit par des équations 
différentielles du second ordre. 

 
 
 
 
 
1.1. Modélisation mathématique des systèmes mécaniques 

La modélisation, par des équations différentielles, d’un système mécanique, passe par 

plusieurs étapes ; en premier lieu, il faut choisir judicieusement un système de 

coordonnées. En effet, l’intérêt d’un tel choix, réside dans la simplification de la 

modélisation et dans l’analyse de ces systèmes. En seconde étape, choisir un formalisme 

pour élaborer le modèle dynamique du système soumis à l’étude. En général, cette  

modélisation peut s’effectuer en mettent en œuvre la méthode basée :  

– soit sur la seconde loi de Newton laquelle nécessite l’étude de toutes les forces 

agissant sur le système. 

– soit sur la formule d’Euler-Lagrange laquelle exige la détermination des différentes 

énergies échangées par le système. 



 Chapitre 1. Modélisation et dynamiques des systèmes mécaniques sous-actionnés                                     e 

5 
 

Dans ce qui suit, nous ne présentons que la deuxième méthode, car dans la pratique elle 

est plus simple à mettre en œuvre. 

Nous considérons un système mécanique composé de n corps solides non déformables. 

L’état énergétique de ce type de système est alors décrit par deux types d’énergie : 

l’énergie cinétique cE et l’énergie potentielle pE . Le lagrangien de ce système est défini 

comme étant la somme de ces deux énergies: 

      1,
2

T T
c p pL E E M E    q q q q q q   (1.1) 

où  T
1,..., nq qq  est le vecteur des coordonnées généralisées et  M q est la matrice 

d’inertie du système qui est définie positive. 

Les équations différentielles décrivant la dynamique d’un système mécanique sont 

obtenues par application de l’équation d’Euler-Lagrange donnée par :  

   c
d L L F
dt

 
 

 
q τ

q q
  (1.2) 

avec: m
c  est le vecteur des forces externes,   n mF q est la matrice associée aux 

forces extérieures agissant sur le système.  

L’équation du mouvement du corps i= (1,…,n)  obtenue de (1.2) est alors donnée par : 

      
1 1

, ( )
n n

T
ij j ij j i i c

j j
m c g F

 

     q q q q q q e q  , i=(1,…,n) (1.3) 

où ie est la base standard de n ,    i p ig E  q q q et  ,ijc q q  sont des éléments 

intervenant dans les forces centrifuges et de Coriolis, ils sont définis par : 

      
1

,
n

k
ij ij k

k
c


  q q q q  (1.4) 

où  k
ij q  sont les symboles de Christoffel définis par : 

    1
2

ij jkk ik
ij

k j i

m mm  
    

    
q

q q q
 (1.5) 

L’ensemble des dynamiques (1.3) peut être réécrit sous la forme vectorielle suivante : 
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        , cM C G F    q q q q q q q   (1.6) 

où   n nM q est la matrice d’inertie et  ,C q q est la matrice formée des 

éléments  ,ijc q q .  

Il est à noter que la matrice  ,C q q est constituée d’une part des termes 

contenant 2
iq relatifs aux forces centrifuges et d’autre part des termes contenant le 

produit iq . jq  lesquels correspondent aux forces de Coriolis. Le vecteur  G q regroupe 

les termes des forces de gravité avec:   ( )PG 



qq

q
. [Loz95]. 

1.2. Dynamique des systèmes mécaniques complètement actionnés 

Soit un système mécanique de la forme (1.6), ce système est dit complètement actionné 

si le nombre des entrées de commande est égal au nombre de degrés de 

liberté:  rang F m n q  ou, autrement dit,  F q est une matrice carrée inversible. Par 

conséquent, les systèmes mécaniques complètement actionnés sont complètement 

linéarisables par retour d’état statique (i.e. ils n’admettent pas une dynamique des zéros) 

[Rav06]. En effet, l’application  au système (1.6) de la commande (1.7) (dite par couple 

calculé) conduit à un double intégrateur q v . 

       1 ( ) ,c F M C G
   q q v q q q q  (1.7) 

Ceci permet d’appliquer aisément les concepts de l’automatique linéaire. Par 

conséquent, la commande des systèmes mécaniques complètement actionnés et sans 

perturbation ne pose pas de défis majeurs en termes de conception de la commande. 

1.3. Holonomie et dynamique des systèmes sous-actionnés 

Dans la suite, nous définissons la notion de la non-holonomie et les systèmes 

mécaniques sous-actionnés et on montre que la linéarisation par bouclage statique n’est 

plus possible pour toute la dynamique du système. 

Définition 1.1  (Système Non-holonome) [Spo96], [Sab01] Considérons un système 

mécanique décrit par : 

   , , cf q q q    (1.8)  



 Chapitre 1. Modélisation et dynamiques des systèmes mécaniques sous-actionnés                                     e 

7 
 

où q est le vecteur des états indépendants généralisées,  .f  est le champ de vecteur 

traduisant la dynamique du système et c est le vecteur des entrées généralisées. 

Supposons qu’il existe des contraintes empêchant le mouvement du système (1.8) dans 

toutes les directions de l’espace de configuration. Si ces contraintes dénotées 

par  , ,s  q q q satisfont la propriété d’intégrabilité complète, c’est à dire, si elles peuvent 

être écrites sous la forme suivante :  

   0h q  (1.9) 

alors, ces contraintes sont appelées contraintes holonomes. Si ces contraintes ne 

peuvent pas être exprimées sous cette forme, alors elles sont dites contraintes non-

holonomes. En particulier, ces contraintes sont dites non-holonomes de second ordre si 

elles sont non-intégrables en accélérations, i.e. si ces contraintes s’écrivent telle que : 

  , , , 0s t  q q q  (1.10) 

Définition 1.2  (Système Sous-actionné) [Sab00] Le système (1.6) est dit sous-actionné 

si les entrées généralisées ne peuvent pas commander les accélérations instantanées 

dans toutes les directions de l’espace des configurations. Ceci s’explique quand 

le  rang F m n q  (n est généralement défini comme étant le nombre de degrés de 

liberté de (1.6)). Autrement dit, un système mécanique est dit sous-actionné s’il admet 

moins d’actionneurs que de degrés de liberté. 

Soit le système (1.6), où n
c  est la commande donnée par T

1 ( )( ,0 )c n m τ   avec: 

T
1( ,..., )m  .  

Ici, m dénote le nombre des entrées qui est inférieur au nombre des variables de 

configuration n.  

Pour une répartition de la matrice non-carrée   n mF q , des forces extérieures qui 

agissent sur le système, on peut écrire: 

  
   

   

11 12
( )

( ) 121 22
( ) ( ) ( )

0
m m m n m

c
n m

n m m n m n m

F F
F

F F
  

 
    

 
  
  
   

q q
q

q q


   (1.11) 

Ce qui donne :  

    
 

12

22
c

F
F

F
 
 
 

q
q

q
    (1.12) 
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Nous supposons que   ( )[ ,0 ]T
m m n m mF I   q , et que le vecteur de configuration peut être 

partitionné selon  F q tel que:  1 2,T T Tq q q où 1
mq et ( )

2
n mq représente 

respectivement le vecteur des configurations actionnés et celui des configurations sous-

actionnées. Cela permet d’avoir : 

   1 1

( ) 1 ( ) 10 0
m m

c
n m n m

I
F

 

   

   
   
   

q      (1.13) 

Ainsi, après le partitionnement de la matrice d’inertie  M q selon 1q et 2q , la dynamique 

d’un système sous-actionné peut être écrite sous la forme matricielle suivante: 

 
   
   

 
 

111 12 11

( ) 121 22 22

,
0,

m

n m

M M H
M M H

 

 

      
       

      




q q q qq
q q q qq

 (1.14) 

Où 11( ) m mM q  , ( )
12 ( ) m n mM q   , ( )

21( ) n m mM q   , ( ) ( )
22 ( ) n m n mM q     

En reformulant  F q tel que:   [ ,0]T
mF Iq , cela nous permet d’avoir l’équation 

généralisée d’un système mécanique sous-actionné comme suit: 

 
   
   

 
 

111 12 11

( ) 121 22 22

,
0,

m

n m

M M H
M M H

 

 

      
       

      




q q q qq
q q q qq

 (1.15) 

La restriction m n  empêche une linéarisation par bouclage statique de la dynamique 

complète du système. Cependant, il est possible d’effectuer une linéarisation partielle du 

système [Sab01]. 

1.4. Propriétés des systèmes sous-actionnés 

Les systèmes sous-actionnés présentent les propriétés intéressantes suivantes [Loz95]:  

Propriété  1.   M q est une matrice symétrique définie positive. 

Propriété  2.       , 2N M C q q q q est une matrice antisymétrique. 

Preuve. La dérivée d’un élément de la matrice d’inertie est donné par : 

    
1

n
ij

ij k
k k

m
m







 

q
q q

q
 (1.16) 

Compte tenu de (1.5), la relation  (1.4) peut être réécrite sous la forme : 
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         
1

2 ,
n

ij jkik
ij k

k k j k

m mm
c



  
       
 

q qq
q q q

q q q
                 (1.17) 

Ainsi, en exploitant (1.16) et (1.17), un élément  ,ijn q q de la matrice de ( , )N q q peut être 

obtenu comme suit: 

          
1

, 2 ,
n

kj ik
ij ij ij k

k i j

m m
n m c



  
       

  
q q

q q q q q q
q q

 (1.18)   

En utilisant (1.18), l’élément  ,jin q q de ( , )N q q est tel que : 

            
1 1

, ,
n n

jk kjki ik
ji k k ji

k kj i i j

m mm m
n n

 

     
                  
    

q qq q
q q q q q q

q q q q
(1.19) 

La relation (1.19) montre que    , , 0TN N  q q q q , ce qui prouve la propriété 

d’antisymétrie de la matrice  ,N q q . Cette propriété est surtout utile pour démontrer la 

passivité de ces systèmes [Loz95]. 

Propriété  3. Les systèmes sous-actionnés sont des systèmes passifs.  

Preuve.  L’énergie totale d’un système sous-actionné est donnée par : 

      1,
2

TE M P   q q q q q q  (1.20) 

où :  1
2

T M q q q  est l’énergie cinétique du système, et  P q représente l’énergie 

potentielle de tout le système.  

Un point de référence peut être choisi pour avoir la condition   0P q  et  , 0E q q . 

En utilisant (1.5) et les propriétés 1 et 2, la différentiation de  ,E q q  donne: 

               2
1 1, 2 ,
2 2

T T T T T TP
E M M M C 


      


           

q
q q q q q q q q q q q q q q q q

q
   

  (1.21) 

Sachant que la fonction de l’énergie totale  ,E q q est positive, on peut écrire :  

                    , 0 , 0 , 0 0 , 0E t t E t t E E       q q q q q q q q  (1.22) 

Ce qui permet de déduire à partir de (1.21) que : 
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               2
0

, 0 , 0 0 , 0
t

T dt E t t E E        q q q q q q q  ?! (1.23) 

Cette propriété importante signifie qu’un tel système dispose d’une origine stable et 

qu’il existe toujours une loi de commande assurant   0E ,  q q . 

1.5. Linéarisation partielle par bouclage statique 

1.5.1. Linéarisation partielle co-localisée par bouclage statique  

Les variables actionnées, d’un système mécanique sous-actionné de la forme (1.15), 

sont regroupées dans le vecteur 2q . La procédure de linéarisation de la dynamique de 2q  

est dite: linéarisation partielle co-localisée par bouclage statique (Collocated partial 

feedback linearization) [Sab00]. Il est montré que tout système sous-actionné ayant la 

forme (1.15) peut être partiellement linéarisé en utilisant un changement de commande. 

Proposition 1.1 [Sab00] Il existe un changement global inversible de la commande de 

la forme:  

    u    q q,q                       (1.24) 

qui linéarise partiellement la dynamique de (1.15) comme suit : 

 
   

1 1

1 0 0

2 2

2

,f g


 










q p
p q p q u
q p
p u

  (1.25) 

Où   q est une matrice symétrique définie positive et  0g q est définie par 

      1
0 11 12g M M q q q  (1.26) 

et : 

 
     
     

1
0 11 1

1
0 11 12

, ,

,

f M H

g M M





 

 

p q q q q

p q q q
 (1.27) 

Preuve.  

A partir de l’équation (1.15) on peut tirer 1q  comme suit : 

        1 1
1 11 1 11 12 2M H M M     q q q,q q q q  (1.28) 
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Puis, dans la deuxième ligne de l’équation (1.15) 1q est remplacé par cette dernière 

expression, ce qui conduit à :  

                1 1
22 21 11 12 2 2 21 11 1M M M M q H M M H     q q q q q,q q q q,q   (1.29) 

en imposant: 

 

         
         

1
22 21 11 12

1
2 21 11 1

2

M M M M

H M M H









 

 



  


q q q q q

q,q q,q q q q,q
q u

 (1.30) 

Par conséquent (1.29) devient :    u    q q,q ce qui correspond à  la forme 

recherchée (1.24). De plus, en définissant les nouvelles variables  1 2,p p telles 

que: 1 1q p  et 2 2q p , alors les dynamiques (1.28) et (1.30) peuvent se mettre sous la 

forme résolue suivante : 

 
 

1 1

1 0 0

2 2

2

,f g


 










q p
p q p u
q p
p u

   (1.31) 

Le système d’équations (1.31)  prend alors la forme canonique (1.25).   

Il est à noter que la matrice   q est aussi une matrice symétrique définie positive. 

Effectivement, la matrice   q défini bien le complément de Schur qui est symétrique 

défini positif [Bak04]. 

Il est important de noter que la principale caractéristique du système sous-actionné 

(1.31) réside dans le fait que la nouvelle commande u , apparaissant dans la dynamique 

du sous-système nonlinéaire  1 1,q p , apparait également dans la dynamique du sous-

système  2 2,q p  qui est un sous-système linéaire. Cette particularité est en fait une 

source de complexité pour la conception de la commande relative à ces systèmes. 

Remarque 1.1  En posant:    1 1 2 2 1 2 3 4, , , , , , x q p q p x x x x la dynamique du sous-

système (1.31) prend la forme : 

 
   

1 2

2 0 0

3 4

4

f g

u



 










x x
x x x u
x x
x

 (1.32) 
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où  encore:   

    x f g u  x x  (1.33) 

avec :  

 
   
   

2 0 4

0

( , , ,0)

(0, ,0, )

T

T
m

f f

g g I





x x x x

x x
 (1.34) 

1.5.2. Linéarisation partielle non co-localisée par bouclage statique   

Dans cette partie, nous présentons une procédure de linéarisation partielle permettant de  

linéariser les variables sous-actionnés.  

Cette linéarisation partielle permet d’obtenir une forme normale quadratique non-

triangunalire pour les SMSA à symétrie cinétique [Sab01]. 

Nous montrons par la suite que cette procédure n’est possible que si le nombre des 

entrées (commande) est supérieur ou égal au nombre des variables sous-actionnées 

[Sab01]. Nous appelons cette procédure par « la linéarisation partielle non co-localisée 

par bouclage statique  (Non-collocated partial feedback linéarisation)».  

Soit le système sous-actionné suivant : 

 
     
     
     

 
 
 

00 01 02 0 0 0

10 11 12 1 1 1

20 21 22 2 2 0

M M M H
M M M H
M M M H

      
             
            

 
 
 




q q q q q,q
q q q q q,q
q q q q q,q

 (1.35) 

Où la nouvelle partition du vecteur des variables généralisées q est telle que: 

  0 1 2
0 1 2, n n n  q q ,q q  où 0 1n n m  et 0 2 0n n m    

Il est important de signaler le cas particulier où le nombre des variables actionnés et des 

variables sous-actionnés sont égaux : n= 2m et n0= 0. Dans ce cas, 0q est de dimension 

zéro et le vecteur q se réduit à :  1 2,q q q , ce qui ramène l’équation de la forme (1.35)  

à la forme (1.15). 

Proposition 1.2 ([Krs95] et [Tee91]) Considérons les systèmes mécaniques sous-

actionnés donnés par (1.35). Alors, il existe un changement de commande sous la 

forme :  

    1 1 1 1   q u q,q  (1.36) 
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avec:  1 2 2 1   u u q,q , qui linéarise la dynamique du système (1.35) tel que : 

 
   

1 1

1 0 2 2

2 2

2 2

,f g


 










q p
p q p q u
q p
p u

 (1.37) 

Selon l’ensemble: 

   21det( 0nU M  q q  (1.38) 

où : 

 
     
     

1
0 21 2

1
2 21 22

f M H

g M M





 



q, p q q, p

q q q
 (1.39) 

Preuve. En se basant sur la démonstration établie pour la Proposition 1.1, la dynamique 

du vecteur actionné  0 1,q q peut être linéarisé en utilisant le changement de la 

commande:    1 1 1    q u q,q qui nous permet d’avoir : 

 
0 0

1 1






q u
q u

 (1.40) 

D’après la définition de l’ensemble U ,  21M q est une matrice inversible. Ainsi, la 

dernière ligne du système (1.35) donne : 

 
           
           

1 1 1
1 21 2 21 20 0 21 22 2

1 1 1
1 21 2 21 20 0 21 22 2

M h M M M M

M h M M M M

  

  

   

   

   



q q q,q q q q q q q

u q q,q q q u q q u
 (1.41) 

Avec: 2u est la nouvelle entrée de commande.   

1.6. Classification des systèmes sous-actionnés 

Les systèmes totalement actionnés présentent généralement des propriétés particulières 

telles que la contrôlabilité linéaire, la linéarisation par retour d’état et la passivité et, 

accepte la transformation en cascade de forme standard telle que la forme quadratique 

non-triangulaire [Sab01], strict feedback [Tee91] et feed-forward [Spo95].  

Par contre, les systèmes sous-actionnés sont caractérisés par l’absence d’une ou 

plusieurs de ces propriétés et de ce fait la conception de leur commande représente par 

elle-même un grand défi. 
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Dans la littérature spécialisée, plusieurs modèles mathématiques sont proposés et 

étudiés pour représenter les systèmes sous-actionnés. En effet, la classification des 

systèmes sous-actionnés en catégories ainsi que les transformations permettant d’écrire 

leurs modèles sous des formes canoniques sont d’une grande importance. 

L’objectif principal d’une telle classification et des formes normales associées est de 

permettre une simplification de la conception de la commande. D’une manière 

générale, les systèmes sous-actionnés peuvent être classés en deux grandes catégories 

[Gol80]:  

•  Ceux qui sont linéairement contrôlables ; 

•  Ceux qui ne sont pas linéairement contrôlables. 

1.6.1. Systèmes sous-actionnés linéairement contrôlables 

La plupart des SMSA ayant une énergie potentielle sont linéairement 

contrôlable. Le champ de potentiel (comme la gravité et la raideur des ressorts) agit 

comme un actionneur supplémentaire et confère au système une contrôlabilité linéaire.  

A cette classe de système, appartiennent le pendule inversé sur chariot, l’acrobot et 

le pendubot [Gol80]. 

1.6.2. Systèmes sous-actionnés non linéairement contrôlables 

Les SMSA qui opèrent dans un plan horizontal (sans la gravité) tels que les robots sur 

roues mobiles, les manipulateurs planaires et les véhicules sous-marins, entrent dans 

cette catégorie. Il est à noter que pour une telle classe, les résultats de Brockett sont 

vérifiés [Gol80]. 

1.6.3. Cas particulier : classification des systèmes sous-actionnés à deux degrés de 

liberté 

On considère un système mécanique sous-actionné à deux degrés de liberté ayant 

comme vecteur de coordonnées généralisées:  1 2, T
q q q .  

On suppose que la matrice d’inertie de ce système dépend seulement de 2q , 

i.e.  2M M q . Le Lagrangien d’un tel système est donné par:  

      
     11 12

21 22

1,
2

T m m
L V

m m
 

  
 

  
q q

q q q q q
q q

 (1.42) 
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Une classification naturelle des systèmes sous-actionnés à deux degrés de liberté peut 

être effectuée comme suit : 

Définition 1.3   Système sous-actionné de la Classe-I et de la Classe-II [Gol80].    

Un SMSA ayant un Lagrangien de la forme (1.42) est dit de classe-I, si et seulement 

si 2q est la partie actionnée si par contre, 2q est la partie non-actionnée, il est alors dit de 

classe-II. Les équations d’Euler-Lagrange du mouvement d’un tel système sous-

actionné sont données par : 

 
1

1 1

2
2 2

d L L
dt
d L L
dt

 
 

 
 

 
 





τ
q q

τ
q q

 (1.43) 

où, pour un système de classe-I on a 1 0 et 2 0 pour un système de Classe-II. Dans 

le cas où la matrice d’inertie ne dépend que de 2q , alors l’équation (1.43) peut être 

reformulée comme suit : 

 
         

         

2
11 2 1 12 2 2 11 2 1 2 12 2 2 1 1 2 1

2 2
21 2 1 22 2 2 11 2 1 22 2 2 2 1 2 2

1 1
2 2

M M M M g

M M M M g

     

     

    

   

q q q q q q q q q q ,q

q q q q q q q q q ,q




 (1.44) 

avec :    1 2, , 1, 2i i ig V i   q q q q et    2 2
2

ij ij
dM M

d
 q q

q
.  

Remarque 1.2 L’acrobot, le pendule à roue inertielle et le système TORA sont de la 

Classe-I, alors que le pendule sur chariot est de la Classe-II [Gol80]. 

En outre des sus-dis classifications, la diversité de propriétés des SMSA permet une 

classification, notamment en considérant leurs natures, leurs contraintes, leurs 

configurations et bien évidement le problème de la commande. 

1.6.4. Classification par motif de sous-action 

Pour pouvoir apporter la stratégie de commande adéquate pour un SMSA, il est 

nécessaire de comprendre les raisons de la sous-action régie dans ce système. En 

résumé, les motifs suivants permettent de classifier les SMSA : 

a. Sous-action intrinsèque du système : à titre d’exemple, le space-craft, 

l’hélicoptère, sous-marin [Ege96] et robot mobile (wheeled mobile robot) 

[Den07], [Vel08]. 
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b.  Sous-action par conception : pour apporter une réduction du coût ou pour des 

fins pratiques. Nous citons les systèmes satellitaires avec deux propulseurs 

[Wal94],[Bul98], les robots à bras flexible [Del89]. 

c. Sous-action dû à une panne : par exemple, surface vessel, VTOL aircraft. 

1.6.5.  Classification par contrainte du système 

Plusieurs SMSA sont sujet à leur contrainte du premier ou du deuxième ordre. La 

contrainte du premier ordre inclus les coordonnées généralisées et la vitesse et la 

contrainte du second ordre inclus les coordonnées généralisées, la vitesse et 

l’accélération. La contrainte différentielle est holonomique si elle est intégrable et elle 

sera non-holonomique si elle est non-intégrable. Un SMSA est holonomique si la 

contrainte est complètement intégrable, et non-holonomique si ses contraintes sont non-

intégrable ou partiellement intégrable [Ori91]. Des exemples des SMSA holonomique et 

non-holonomique sont donnés dans le tableau 1.1.   

Tab 1.1.  Classification des SMSA par contrainte. 

Classe Contrainte Exemples 

SMSA 
holonomique 

Complètement 
intégrable 

Pendule horizontal [Mar08], deux 
bras manipulateurs planaire [Ori91], 
pendule inverse sur chariot. 

SMSA non-
holonomique 

Partiellement 
intégrable ou non-
intégrable. 

Robot mobile, surface vessel, 
acrobot et pendubot. 

 

1.7. Quelques exemples de systèmes mécaniques sous-actionnés 

Dans cette section, nous allons traiter quelques exemples de la classe des systèmes 

mécaniques sous-actionnés ayant deux ou trois degrés de liberté. En outre, nous allons 

présenter le modèle dynamique du pendule inversé, du pendubot, de l’acrobot, de la 

bille roulante sur poutre (beam and ball system), du pendule de Furuta et enfin du 

pendule à roue inertielle. Ces exemples servent de modèle pour tester les lois de 

commande qui vont être développées dans la suite de ce travail. 

1.7.1. Systèmes mécaniques sous-actionnés à deux degrés de liberté 

1.7.1.1. Le pendubot 

Le pendubot, représenté à la figure 1.1, est constitué de deux tiges qui peuvent tourner 

autour de leurs axes respectifs [Spo95].  
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Fig 1.1 Le Pendubot en coordonnées généralisées 

La tige1, de masse 1m et de longueur 1l , est actionnée par un couple de commande   

tandis que la tige 2, de masse 2m et de longueur 2l , est en rotation libre autour de la tige1.   

A vitesse nulle, le pendubot admet une infinité de points d’équilibre instable représentés 

par: 1 2 2 10, cteq q q q      correspondant à la position haute de la tige2 quelque soit la 

position de la première tige, et une infinité de points d’équilibre stable représentés par : 

1 2 0q q   , 2q  1q  correspondant à la position basse de la tige1. Le lagrangien de 

ce système est donné par:  

 
     

    

2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1 2 cos cos 1
2 2

cos 1 cos 1

L m m l q m l q m l l q q q q m gl q

m gl l q l q

      

   

   
 (1.45) 

Aussi, les équations dynamiques du mouvement sont telles que :  

   
       

2 2
2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2

2 2
2 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1

cos sin sin 0

cos sin sin

m l l q q q m l q m l l q q q m gl q

m m l q m l l q q q m l l q q q m m gl q 

     

       

  

  
 (1.46) 

A partir du système (1.45), il est facile d’identifier les matrices  M q ,  ,C q q et  G q  

comme suit: 

  1 2 3 2 2 3 211 12

2 3 2 221 22

2 cos cos
cos

p p p q p p qM M
M q

p p q pM M
    

        
 

   11 12 3 2 2 3 1 2 2

21 22 3 1 2

sin sin
sin 0

C C p q q p q q q
C q

C C p q q
    

    
   

  


 

   
 

4 1 5 1 211

5 1 221

cos cos
cos

p g q p g q qG
G q

p g q qG
    

         
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avec : 

 

 

2
1 1 2 1 1

2
2 2 2 2

3 2 1 2

4 1 2 1

5 2 2

p m m l I

p m l J
p m l l

p m m l

p m l

   


 
 
  
 

 

1.7.1.2. L’acrobot 

L’acrobot est similaire au pendubot, sauf que le couple  agit sur l’articulation joignant 

les 2 tiges (fig. 1.2) [Spo89] et [Fur91]. Aussi, les équations dynamiques du mouvement 

sont données par : 

   
       

2 2
2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2

2 2
2 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1

cos sin sin

cos sin sin 0

m l l q q q m l q m l l q q q m gl q

m m l q m l l q q q m l l q q q m m gl q

     

       

  

  
 (1.47) 

L’acrobot admet aussi une infinité de points d’équilibre stables et instables. L’ensemble 

des points d’équilibre instables correspond aux positions où le centre de gravité du 

système global est situé dans le demi-plan supérieur par rapport à l’axe x  et de plus la 

verticale, contenant ce centre de gravité, passe aussi par l’axe de rotation de la tige 1.  

Les positions d’équilibres stables sont identiques aux points instables, à la différence 

que le centre de gravité est dans le demi-plan inférieur par rapport à l’axe x . 

Un simple calcul des moments d’ordre 1 des 2 masses ponctuelles 1m et 2m par rapport à 

l’axe de rotation de la tige numéro 1 donne 2 2 2 1 1 1sin sinm l q m l q ; correspondant aux 

points d’équilibres. 

 

Fig 1.2 L'acrobot en coordonnées généralisées 
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1.7.1.3. Le pendule de Furuta 

Le pendule de Furuta a été conçu par K. Furuta [Fur91] pour contrecarrer l’handicap du 

à la limitation de la translation horizontale du pendule inversé classique. Le bras 

actionné en rotation dans le plan horizontal permet une course infinie (voir Fig 1.3) et 

de la il facilite la conception de la commande.  

 

Fig 1.3 Le pendule de Furuta en coordonnées généralisées    

A l’autre extrémité du bras, vient s’ajouter un pendule libre en rotation dans le plan 

vertical orthogonal au bras. Le Lagrangien de ce système est alors déterminé par :  

    2 2 2
2 2 1 1 2 2 2

1 1 sin cos cos 1
2 2p b p p pL J q J J q q m lrq q q m gr q          (1.48) 

Les équations dynamiques du mouvement, déduites de (1.48), sont données par : 

 
 

2
1 2 2 2 2 1 2

2 2
2 1 2 2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin 0

sin cos 2 sin cos sin
p p p p

b p p p p

m lrq q J q J q q q m gr q

J J q q m lr q q J q q q m lr q q 

    

    

 

   
 (1.49) 

où pJ et bJ représentent respectivement le moment d’inertie du pendule et celui du bras, 

pm la masse du pendule, l et r les longueurs respectives du bras et du pendule. Les 

positions d’équilibre stable (instable) correspondent  à : 1 2 2 0q q q     ( 1 2 0,q q    

2q  ). 

1.7.1.4. Le pendule à roue inertielle 

Le pendule à roue inertielle, représenté à la figure 1.4, est constitué d’un pendule libre 

en rotation autour d’un axe lié au sol, l’autre extrémité du pendule est reliée à un disque 

actionné ne pouvant que tourner [Spo96].   

Le Lagrangien relatif à ce système est alors représenté par : 
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Fig 1.4 Le pendule à roue inertielle en coordonnées généralisées 

 

      2 2
1 2 1 1 2 1 2 1

1 1 cos 1
2 2

L m m l q Jq m m gl q        (1.50) 

et la dynamique du mouvement issue de ce Lagrangien est décrite par :  

   2
1 2 1 2 1 2 1

1 2

sin 0m m l J q Jq m m gl q

Jq Jq 

       
 

 

 
 (1.51) 

où les paramètres 1m , 2m ; l et J représentent respectivement la masse du pendule, la 

masse du disque, la longueur du pendule et l’inertie du disque. Les points d’équilibres 

stables (respectivement, instables) correspondent à 1 1 2 0q q q    (respectivement: 

1 2 0q q   , 1q  ). 

1.7.1.5.  Le pendule inverse sur chariot 

Le pendule inverse est un système classique très intéressant et largement utilisé comme 

prototype de commande, au vu de sa nature non linéaire et instable [Shi00].  

Le pendule inversé que nous considérons est composé de deux éléments (fig.1.5) : 

• Un chariot libre en translation le long d’un rail de guidage. 

• Un pendule pesant solidaire du chariot et libre en rotation. 

Les équations dynamiques, régissant le mouvement du pendule inversé, sont écrites en 

considérant les coordonnées généralisés suivantes: 1q x et 2q  ; où x représente la 

position du chariot sur son rail et la position angulaire de la tige. L’énergie mécanique 

globale est donnée par : 

    2 2 21 1 cos cos 1
2 2

E M m x ml ml x mgl            (1.52) 
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Fig 1.5 Le pendule inversé en coordonnées généralisées x et  

 

L’application des équations d’Euler-Lagrange (1.35), conduisent aux équations 

dynamiques suivantes : 

 
  2

2

cos sin

cos sin 0
c p p p

p p p

m m x m l m l

m l x m l m gl

    

  

   

  

 


 (1.53) 

Pour ces équations, cm et pm sont respectivement la masse du chariot et celle du 

pendule, l est la distance du centre de gravité du pendule à son axe de rotation, g est la 

constante de gravitation, est l’entrée de commande représentant la force f de traction. 

Pour ce système, les matrices  M q ,  ,C q q et  G q  sont données par :  

   2

cos
cos

c p p

p p

m m m l
M q

m l m l



 

  
 

  (1.54) 

    0 sin
,

0 0
pm l

C q q
  

  
 


   (1.55) 

  
0

sinp
G q

m gl 
 

   
 (1.56) 

Enfin, le vecteur d’entrée est donné par : 

 
1
0

B
 

  
 

 (1.57) 

Rappelons que la matrice d’inertie est définie positive, donc inversible. Par inversion, la 

représentation d’état suivante peut être obtenue :  
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   
     
   
     

1 2

2 1 1

3 4

4 2

x t x t

x t f x b x u

x t x t

x t f x b x u



 



 









 (1.58) 

avec :  

 

 
 

 
  

 

 

2

1 2

1 2

2

2 2

2 2

cos sin

sin

sin

cos sin

sin

cos
sin

p p

c p

c p

c p p

c p

c p

m l m gl
f

l m m

lb
l m m

m m g m l
f

l m m

b
l m m

  





  






 
 



  


 




  
 




 (1.59) 

Ce système admet une infinité de points d’équilibre caractérisés par: 0x   , 

 0,  modulo 2 et ceci pour tout x . 

 Les points d’équilibre correspondant à 0   modulo 2 ; où 0 est la position verticale 

haute du pendule, sont instables; ceux correspondants à   modulo 2 sont stables. 

1.7.1.6.  Pont roulant (Overhead Crane system) 

Le pont roulant (Overhead Crane) (fig.1.6) représente un système sous-actionné typique. 

Il est constitué d’un chariot se déplaçant horizontalement sur un rail et d’une charge 

pendulé verticalement à l’aide d’un câble rigide [Mon01].  

Le modèle de la dynamique, obtenu des équations d’d’Euler-Lagrange, est comme suit:  

 

   2: cos sin

: cos sin 0
g c gx m m x m L F

x L g

   

   

   

  

 

  
(1.60) 

où: cm et gm  sont respectivement la masse du chariot et celle de la charge; x est le 

déplacement horizontal,  l’angle de balancement de la charge et, L est la longueur du 

câble de suspension. 

L’équation (1.60) peut être réécrite dans la forme différentielle (1.58) avec :  
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Fig 1.6 Le pont roulant en coordonnées généralisées x et  

 

 

2

1 2

1 2

2

2 2

2 2

sin sin cos
sin

1
sin

( ) sin sin cos
( sin )

cos
( sin )

mL mgf
M m

b
M m

M m g mLf
M m L

b
M m L

   



   






 
 

  
    
 

  
 



  (1.61) 

Les seuls points d’équilibre stable de ce système correspondent à 0   modulo 2  où 

0 est la position verticale basse du câble 

1.7.1.7.  Bille roulante et poutre (Beam and Ball system) 

Le système bille roulante et poutre est illustré à la Figure 1.7. Il consiste en une bille 

roulant sans glissement sur une poutre [Bar97]. L’équation de la dynamique du 

mouvement est donné  par : 

 2( sin )
u

r B r g


 



 




  (1.62) 

avec  2 2
bB mR J mR  ; bJ , le moment d’inertie de la bille ; m , la masse de la bille ; 

R , le diamètre de la bille. 

 

Fig 1.7 Le système Bille roulante et poutre 


 

u

r
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Le système bille roulante et poutre présente un problème de stabilisation très particulier. 

Ce dernier se caractérisé par la difficulté due à la croissance rapide de la non-linéarité. 

Pour la bille, la non-linéarité critique est représentée par la force de centrifuge 2r . 

Cette force s’avère déstabilisante quand elle s’oppose au terme de la force 

gravitationnelle: sing  [Bar97]. Le seul point d’équilibre stable de ce système est 

représenté par le point 0  et 0r  . 

1.7.2. Systèmes mécaniques sous-actionnés à trois degrés de liberté : double 

pendule inversé sur chariot 

Une vue schématique d’un double pendule inversé sur chariot est représenté à la Figure 

1.8. Le premier pendule est placé sur un chariot tandis que le deuxième pivote autour 

d’un axe horizontal sur le premier pendule. Le chariot peut se déplacer sur un plan 

horizontal où une force u agit horizontalement pour permettre un balancement du 

système global. Pour un tel système, les pendules et le chariot sont rigides et il est 

supposé que chaque partie est distribuée d’une façon homogène et concentré dans son 

centre de gravité [Yam95]. Le Lagrangien de ce système est déterminé par :  

 

     

   
 

2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

1 1 1
2 2 2
1 cos cos cos
2

cos cos

L m m m x m l m L I m l I

m l m L x m l x m L l

m l m L g m l g

 

       

 

        

   

  

 

       (1.63) 

Où: 1l et 2l sont les positions des centre de gravitation par rapport aux axes de rotation 

des tiges 1 et 2 respectivement, tandis que 1L et 2L  représentent les longueurs des tiges 1 

et 2.    

 

Fig 1.8 Le système double pendule inversé sur chariot 
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En dérivant par rapport à x, 1x , et où  1 2
T   , les équations de Lagrange sont 

établis comme suit: 

 
1 1

2 2

0

0

d L L u
dt x x

d L L
dt

d L L
dt

 

 

       
  

    
  

    







 (1.64) 

Le système (1.64) est mis dans la forme matricielle (1.6) avec  1 2
Tq x   et les 

matrices  M q ,  C q,q ,  G q et  B q sont telles que : 

    
 

1 2 1 3 2

2 1 4 5 1 2

3 2 5 1 2 6

cos cos
cos cos
cos cos

d d d
M q d d d

d d d

 
  
  

 
   
  

  (1.65) 

     
 

2 1 1 3 2 2

5 2 1 2

5 1 1 2

0 sin sin
, 0 0 sin

0 sin 0

d d
C q q d

d

   
  

  

  
   
   

 



  (1.66) 

   1 1

2 2

0
sin
sin

G q f
f




 
   
  

 (1.67) 

  1 0 0 TB   (1.68) 

Du fait que la masse d’une liaison est supposée concentrée au centre géométrique de 

cette même liaison aussi, nous aurons 2i il L et 2 12i i iI m L et les paramètres 

id (i=1,..,6) et if (i=1,2) intervenant dans les matrices ( )M q , ( , )C q q et ( )G q sont 

déterminés par: 

1 0 1 2d m m m   ; 2 1 1 2 1d m l m L   ; 3 2 2
1
2

d m L  ; 2 2
4 1 1 2 1 1d m l m L I    ; 5 2 1 2

1
2

d m L L , 

2
6 2 2

1
3

d m L ;  1 1 2 1
1
2

f m m L g   
 

 ; 2 2 2 2 2
1
2

f m l g m L g  . 

À noter que la matrice  M q est symétrique non-singulière. 
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1.8. Commande des SMSA 

Après avoir vu la dynamique, la classification et les caractéristiques des SMSA, nous 

allons voir dans cette section une vue d’ensemble sur la commande de ces systèmes. 

L’objectif de la commande des SMSA consiste à la synthèse d’une stratégie de 

commande qui assure une régulation du système en présence de perturbations 

extérieures et d’incertitudes. Un tel domaine de recherche peut être partagé en deux 

catégories: stabilisation et poursuite de trajectoire [Yan13].  

La complexité de commande de ces systèmes réside dans le fait que le nombre 

d’actionneurs est inférieur au nombre de degrés de liberté à contrôler ce qui rend 

difficile l’application des stratégies de commande connues pour les systèmes 

complètement actionnés. Durant ces dernières années, plusieurs stratégies de commande 

à base de la linéarisation par retour d’état, le principe d’énergie, backstepping, la 

commande optimale, les modes glissants et la logique floue ont été développées pour la 

stabilisation des SMSA. 

Dans ce qui suit, nous effectuons une analyse non exhaustive des méthodes existantes 

dans la littérature spécialisée.  

1.8.1. Les méthodes à base d’énergie. 

Nous avons vu en (1.23), que les SMSA sont passifs. Les méthodes de commande des 

SMSA à base de la passivité sont en général connues sous la dénomination PBC 

(Passivity Based Control). L’idée principale de ces méthodes consiste à réguler 

l’énergie totale du système à un état désiré en utilisant (1.18).  

Dans la littérature, la méthode PBC est largement utilisée pour la commande spécifique 

des SMSA ; notamment deux bras manipulateurs [Lai09], pendule inverse [Shi99], 

double pendule inverse sur chariot [Zho01], double pendule en parallèle sur chariot 

[Xin05 ], pendule rotatif [Fre09], le système TORA [Gao09] et les robots biped [Spo07].  

Pour les travaux cités précédemment, la commande basée sur l’énergie est en générale 

orientée vers le basculement du système (exemple : le pendule inversé, l’Acrobot, le 

pendubot, le pendule à roue inertielle) pour le forcer à se rapprocher du voisinage relatif 

au domaine de linéarité, ce qui permet de commuter la commande vers une commande 

linéaire du type LQR ou par placement de pôles.  

Dans d’autres travaux, basés toujours sur le principe de la passivité, il a été développée 

une  procédure qui permet de faire balancer les SMSA afin de les ramener sur leurs 

orbites homoclines et ensuite de commuter la commande vers une commande linéaire 
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([Spo96], [Fan02], [Ort98]), ou bien d’effectuer une transformation en des systèmes en 

cascades [Jan96] et [Kol02]. 

Du point de vue méthodologique, plusieurs stratégies ont été développés à base du 

principe de l’énergie, tel que la méthode du gain-L2 [Van99], la méthode directe de 

Lyapunov [Jia02],[Whi06], backstepping [Gho06], [Kok92 ] et la méthode du IDA-PBC 

(Interconnection and damping assignment control-Passivity based control) et 

Lagrangien contrôlé.  

L’une des limitations de la PBC est qu’elle n’est applicable qu’aux systèmes ayant un 

degré relatif inférieur ou égale à deux. Pour palier à ce problème, la technique du 

backstepping a été introduite pour transformer le système en une nouvelle forme 

récursive où la PBC peut être appliquée [Yang13]. 

Durant ces dernières années, cette technique du backstepping a été appliquée pour la 

commande de plusieurs modèles SMSA à deux ddl tels que la surface vessel [Do02], et 

VTOL aircraft [Do03]. Cependant, quand le ddl du SMSA augmente, la procédure du 

backstepping devient plus compliquée et ainsi l’implémentation d’un tel concept de 

commande dans la pratique devient irréalisable. D’autre part, et en exploitant les 

équations d’Hamilton et d’Euler-Lagrange, deux méthodes PBC distinctes ont été 

développées pour les SMSA : IDA-PBC [Ort02], [Ort04] et le Lagrangien contrôlé 

[Blo01]. 

Les deux méthodes comportent deux étapes : (i) reformuler le Hamiltonian/Lagrangian 

en une forme désirée avec des états d’équilibre adéquat en utilisant les entrées de 

commande et ainsi (ii) injecter l’amortissement dans le système pour assurer la passivité 

du système.  

La différence principale, entre ces deux méthodes, réside dans le fait que le Lagrangien 

désiré dans la méthode du Lagrangien contrôlé est obtenu uniquement via la 

modification de la matrice d’inertie généralisée et la fonction de l’énergie potentielle 

[Ort02].  

A noter que l’inconvénient majeur de la PBC est la limitation de son domaine 

d’application pratique à la robotique et à l’aéronautique [Yan13]. 

1.8.2. La commande optimale 

Par définition, l’objectif de la commande optimale est de trouver une loi de 

commande  u t  qui minimise (ou maximise) une fonction dite du coût : 

       , ,J f t t u t dt  q q  (1.69) 
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Les problèmes de la commande optimale peuvent être traités sous deux différentes 

optiques : énergie-optimale où temps-optimal. Pour la commande de l’énergie optimale, 

l’idée repose sur le fait d’optimiser la consommation de l’énergie du système (exemple: 

[Tla11] et [Yan11]). Par ailleurs, la majorité des approches,  dédiées à la commande en 

un temps optimal, sont basées sur les méthodes de la géométrie différentielle ; que ce 

soit pour la classe des systèmes rigides non-holonomes [Bul01], [Hus08] ou pour des 

applications spécifiques [Mas08] , [Pao11]. 

1.8.3. La commande par les Modes glissants CMG : (Sliding mode control) 

L’incertitude demeure un challenge pour la commande des SMSA. Pour la conception 

de toute commande il faut avoir à l’esprit qu’il existe un écart entre le système et ces 

modèles théoriques à cause des dynamiques non modélisées, des incertitudes sur les 

paramètres et des perturbations externes. L’adaptabilité et la robustesse des lois de 

commandes à ces facteurs endogènes et exogènes constituent pour longtemps un défi et 

un objectif de recherche dans le domaine de l’automatique. La commande robuste et la 

commande adaptative [Åst95] sont deux techniques principales pour la compensation 

des incertitudes ce qui assure au système de rester insensible à ces incertitudes. Ces 

deux méthodes de commande ont été introduites pour la régulation des SMSA 

incertains. Largement appliquée, la commande robuste se réserve une grande part des 

travaux de recherche dédiée aux SMSA [Yan13]. 

Selon la nature de ces structures, la commande robuste est uniquement adéquate pour 

surmonter le problème des incertitudes de faibles valeurs [Slo84], tandis que la 

commande adaptative est appropriée pour une large variation des paramètres, mais reste 

sensible aux incertitudes non structurées.  

Pour surmonter ces limitations, la commande par les modes glissants (CMG) a été 

introduite et il est à noter que cette méthode a reçu une attention particulière de la part 

de la communauté des automaticiens ces dernières années. Ceci provient du fait que la 

CMG est par essence insensible à la variation des paramètres et aux perturbations 

externes. En particulier, on trouve la commande par mode de glissement(CMG) dans 

[Hun93],[Edw98], [You99], [Krs95].   

L’étude bibliographique montre que la CMG a connu un grand succès dans les 

applications de la commande : des satellites sous-actionné [Ash05], surface vessel 

[McN11], de l’hélicoptère [Hec10], du pendule inverse mobile (wheeled inverted 

pendulum) [Hua10], du système ball-and beam [Alm10], du système sous-action fuel 

cell [Dif09], du système TORA [Avi10], du robot biped [Nik07] et  de l’overhead crane 
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[Alm09]. Par ailleurs, plusieurs chercheurs ont dédié leurs travaux pour la conception 

d’une CMG universelle pour les SMSA ayants la même dynamique (exemple: [Mar08], 

[Wan04], [Qia07], [Ner10]).  

Particulièrement, plusieurs travaux ont favorisé la commande découplée par les modes 

glissants. Plus en détails, cette technique prend en considération un groupe de surface de 

glissement pour lequel ses éléments sont cascadés du premier jusqu’au deuxième niveau 

afin de découpler les systèmes considérés [Lin05] et [Wan04].  

Comme exemple, Lo et .al [Lo95] ont présenté un contrôleur découplé en mode de 

glissement appliqué aux SMSA du second ordre, qui assure la convergence du système. 

Cependant, l’analyse de la stabilité n’était pas détaillée et seules quelques remarques ont 

été présentées. Une autre approche a été introduite par Wang et .al [Wan04], où une 

analyse de la stabilité a été présentée en considérant la bornitude des fonctions non 

linéaires et des variables relatives aux surfaces du premier niveau.  Or, il a été montré 

que le contrôleur proposé ne peut pas résoudre le problème de la stabilité asymptotique 

de cette classe de SMSA.  

Mon et Lin [Lin05] ont présenté un contrôleur en CMG hiérarchisé n’assurant que la 

stabilité de la surface de glissement du second niveau où le signal de la commande 

globale ne comporte qu’une des surfaces du premier niveau, ce qui peut conduire à une 

perte de robustesse de la CMG face aux perturbations. 

1.8.4. La commande adaptative par la logique floue 

Une panoplie de travaux de recherches a introduit la logique floue (LF) pour la 

commande des SMSA. Vu la diversité des objectifs, la LF a été utilisée pour  la 

stabilisation autour d’un point de fonctionnement [Tao08], [Wai08], la poursuite 

[Cai03] et en combinaison avec d’autres techniques de commande [Hwa09] , [Kun09]. 

Pour améliorer la robustesse des SMSA, certains auteurs ont opté pour l’application des 

stratégies adaptatives à base de la logique floue et des réseaux de neurones. Ainsi, la 

commande découplée adaptative floue par les modes de glissement  (CDAFMG) est 

exploitée dans plusieurs travaux de recherche ([Lin07], [Kir95], [Wai08] et [Yi05]). 

 A titre d’exemple, la CDAFMG est proposée dans [Lin05] prend en compte la 

définition d’une surface de glissement de second niveau incluant l’une des surfaces du 

premier niveau et la variation du signe de la deuxième surface. De même, dans [Wai08], 

la CDAFMG hiérarchique proposée tient compte de la synthèse d’un facteur de 

couplage optimal à base d’un système flou.  
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1.9. Problématique et objectifs 

1.9.1. Introduction 

La commande des SMA représente un vrai défi à cause de leur dynamique fortement 

non linéaire et de la dimension réduite des entrées (nombre d’entrée moins que le 

nombre des sorties). En général, les méthodes de commande sont conçues pour la 

régulation d’un système ou bien pour réduire la dimension de son modèle. Cependant, 

ces méthodes ne présentent pas les mêmes performances et les mêmes avantages. En 

général, la question relative à la stabilité des lois de commandes développées pour les 

SMA, est traitée restrictivement de plus, elle n’est pas toujours  rigoureusement étudiée 

ce qui rend hasardeux leur application dans le cas des systèmes réels (par exemple : 

[Lin05], [Wai08], [Yi05]) 

De plus, et vu la dynamiques des SMSA, les paramètres de la CMG ne peuvent pas être 

obtenus directement selon Hurwitz à cause de la non existence d’une relation 

différentielle entre les sous-systèmes du SMSA [Slo91]. Il est à noter qu’il existe encore 

de nombreuses questions  ouvertes pour ce problème aussi bien au niveau théorique que 

sur des aspects pratiques.  

1.9.2. Formulation du  Problème 

Nous considérons une classe (Classe I ou Classe II) de SMSA à deux ou à trois ddl 

ayant une seule entrée de commande.  

Tout au long de ce travail, et dans le but d’assurer les développements qui vont suivre, 

les hypothèses suivantes sont supposées satisfaites pour les SMSA à deux où à trois 

ddl : 

i) Les états x  sont mesurables ; 

ii) Pour garantir la contrôlabilité du système, les gains de commande  ib x sont non nuls 

sur le domaine de fonctionnement (   0ib x , 1, 2,3i  ). 

Le SMSA à deux ddl ayant pour entrée u (commande) et comme vecteur d’état x , peut 

être décrit par la dynamique en forme différentielle suivante : 

 

   
       
 
       

1 2

2 1 1

3 4

4 2 2

( )

x t x t

x t f b u t

x t x t

x t f b u t



 



 









x x

x x  

(1.70) 
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 où:         1 2 3 4, , ,x t x t x t x tx est le vecteur d’état;  1f x ,  2f x ,  1b x et  2b x sont 

des fonctions non linéaires continues, partiellement ou totalement inconnues. 

Il est évident que le système (1.70) peut être vu comme étant constitué par deux sous-

systèmes dans la forme canonique du seconde-ordre incluant les variables d’état  1 2,x x  

et  3 4,x x (Fig 1.9). Ainsi deux surfaces de glissement du premier niveau peuvent être 

définies par: 

 1 1 1 1 2 1 1S x x x x        (1.71) 

 2 3 2 3 4 2 3S x x x x        (1.72) 

où  1 2,x x  sont des erreurs de réglage telles que : 1 1 1dx x x  et 3 3 3dx x x  . Les 

grandeurs  1 3,d dx x et  1 3,d dx x  désignent respectivement les références désirées et leurs 

dérivées qui sont supposées bornées. De plus, 1 et 2 sont des constantes positives 

représentant la pente de glissement de chaque surface.  

L’objectif est d’assurer la stabilité du système (1.70) et de forcer les sorties 1x et 3x à se 

stabiliser aux références constantes 1dx et 3dx . En dérivant (1.71) et (1.72) par rapport au 

temps, on obtient: 

  1 1 1 1 2 1dS f b u x x      (1.73) 

  2 2 2 2 4 3dS f b u x x      (1.74) 

Si pour ce cas, la dynamique du système est supposée parfaitement connue et ce dernier 

ne subit aucune perturbation externe, les commandes équivalentes relatives pour chaque 

sous-système et qui correspondent à: 1 0S  et 2 0S  sont alors données par:  

 
  

1

1
1 1 1 2 1eq du b f x x    

 
(1.75)

 

 
  

2

1
2 2 2 4 3eq du b f x x    

 
(1.76) 

 
Fig 1.9 L’entrée de commande agissante sur tout le système, agit en fait sur les deux sous-systèmes  
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Ainsi, en respectant le principe de synthèse de la commande par les modes de 

glissement, les commandes possibles pour ces deux sous-systèmes sont données par : 

  
1

1
1 1 1 1sgn equ K b S u    (1.77) 

  
2

1
2 2 2 2sgn equ K b S u    (1.78) 

Où: 1K et 2K sont des coefficients strictement positifs et  sgn . représente la fonction 

signe. 

Pour garantir un glissement idéal, indépendamment de la condition initiale, les surfaces 

doivent vérifier les inégalités suivantes [Slo91]: 

 

2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

1
2
1
2

dS S S S
dt
dS S S S
dt





  

  




 (1.79) 

où 1 et 2 sont des constantes strictement positives. 

En choisissant 1K et 2K dans (1.77) et (1.78) suffisamment élevés pour que l’état du 

système puisse atteindre la surface de glissement et maintenir le mouvement de 

glissement, ce qui signifie que (1.79)  est vérifiée [Slo91]; i.e.: 1K et 2K peuvent être 

imposés tels que : 

 1 1 max

2 2 max

K
K

 
 

 
 

 (1.80) 

Où : max représente le maximum des incertitudes et des erreurs de  modélisation. 

Cependant, il est évident que les lois de commandes (1.77) et (1.78) ne permettent pas 

d’atteindre l’objectif global de commande vu que chacune d’elles n’est synthétisée que 

pour stabiliser uniquement et exclusivement le sous-système associé.  

L’exemple, d’une application des lois de commande (1.77) et (1.78) au cas d’un pendule 

inversé sur chariot (Fig. 1.10 et Fig.1.11), montre clairement que la stabilité de chaque 

état du sous-système associé est assurée séparément mais la stabilité globale (simultanée 

des deux états) n’est pas satisfaite.  

De même, cette problématique est reconduite pour un modèle d’ordre supérieurs, 

notamment à trois ddl dont la dynamique en forme différentielle est donnée par: 
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Fig 1.10 Exemple de simulation de commande d’un pendule inversé sur chariot en utilisant la 
commande (1.77) pour les valeurs désirées:    1 3, 0,5d dx x m avec les paramètres de 
commande: 1 2  , 2 8  , 1 15K  . En fait, l’angle du pendule converge vers la valeur désirée 
tandis que la position diverge largement de l’objectif. 
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Fig 1.11 Exemple de simulation de commande d’un pendule inversé sur chariot en utilisant la 
commande (1.78) pour les valeurs désirées:    1 3, 0,5d dx x m avec les paramètres de 
commande: 1 2  , 2 8  , 2 10K  . La position converge vers sa valeur désirée vu que le 
système est sous l’effet de la commande stabilisante du sous-système représentant la position du 
chariot.  

 

   
       
   
       
   
       

1 2

2 1 1

3 4

4 2 2

5 6

6 3 3

x t x t

x t f b u t

x t x t

x t f b u t

x t x t

x t f b u t



 



 



 













x x

x x

x x  

(1.81) 

où:             1 2 3 4 5 6, , , , ,x t x t x t x t x t x tx représente le vecteur d’état, ( )u t est le 

signal de commande,  1f x ,  2f x ,  3f x ,  1b x ,  2b x et  3b x sont des fonctions non 

linéaires continues, partiellement ou totalement inconnues. 

Le système (1.81) peut être considéré comme étant composé de trois sous-systèmes de 

forme canonique du second ordre qui incluent les états  1 2,x x ,  3 4,x x et  5 6,x x , et qui 
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sont soumis au même signal de commande u (Fig 1.12). L’objectif de la commande est 

de garantir la stabilité du système (1.81) et d’assurer une poursuite d’un signal de 

référence par les sorties du système  1 2 3, ,x x x .  

Bien qu’en synthétisant des lois de commandes qui assurent la convergence et la 

stabilité de chaque sous-système, l’objectif de garantir la convergence globale de tout le 

système n’est pas satisfaite : le couplage entre la commande et les différents sous-

systèmes rend cet objectif difficile à établir. En effet, en considérant la dynamique 

(1.81), nous pouvons définir trois surfaces de glissement relatives aux trois sous-

systèmes comme suit :  

 1 1 1 1 2 1 1S x x x x        (1.82) 

 2 3 2 3 4 2 3S x x x x        (1.83) 

 3 5 3 5 6 3 5S x x x x        (1.84) 

Où: i i idx x x   ( idx  sont des valeurs désirées variables avec le temps, bornées et de 

dérivées bornées, i=1, 3,5) et 1 , 2 et 3 des paramètres constants positifs représentant la 

pente de glissement de chaque surface.  

En dérivant (1.82) à (1.84) par rapport au temps, on obtient : 

  1 1 1 1 2 1dS f b u x x      (1.85) 

  2 2 2 2 4 3dS f b u x x      (1.86) 

  3 3 3 3 6 5dS f b u x x      (1.87) 

Comme on s’intéresse au problème de stabilisation, donc : 1 0dx  , 2 0dx   et 3 0dx    

(valeurs désirées constante), d’où : 

 1 1 1 1 2S f b u x  
 (1.88) 

 2 2 2 2 4S f b u x  
 (1.89) 

 3 3 3 3 6S f b u x  
 (1.90) 

 
Fig 1.12 La commande agissante sur tout le système, agit en fait sur les trois sous-systèmes 
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Dans le cas où la dynamique du système est parfaitement connue, les commandes 

équivalentes relatives aux trois sous-systèmes s’obtiennent dans la condition où on 

a : 1 2 3 0S S S      et ainsi, 
1equ u ,

2equ u et 
3equ u avec:  

 
 

1

1
1 1 1 2equ b f x  

 
(1.91)

 

 
 

2

1
2 2 2 4equ b f x  

 
(1.92)

 

 
 

3

1
3 3 3 6equ b f x  

 
(1.93) 

Selon la stratégie de commande par les MG, un contrôleur en MG peut être défini pour 

chaque sous-système comme suit:  

  
1

1
1 1 1 1sgn equ K b S u    (1.94) 

  
2

1
2 2 2 2sgn equ K b S u    (1.95) 

  
3

1
3 3 3 3sgn equ K b S u    (1.96) 

Et donc le glissement idéal est assurer indépendamment de la condition initiale et de 

plus on a [Slo91] : 

 

2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

2
3 3 3 3 3

1
2
1
2
1
2

dS S S S
dt
dS S S S
dt
dS S S S
dt







  

  

  







 (1.97) 

avec 1 , 2  et 3 sont des constantes strictement positives.  

Il est à noter que les coefficients de commande positifs 1K , 2K et 3K doivent être 

suffisamment élevés pour imposer un régime glissant. Ainsi, la relation (1.97) est 

vérifiée en imposant: 

 
1 1 max

2 2 max

3 3 max

K
K
K

 
 
 

 
 
 

 (1.98) 

où max représente le maximum des incertitudes et des erreurs de  modélisation.  

Bien que les lois de commandes (1.94), (1.95) et (1.96) assurent la convergence et la 

stabilité de chaque sous-système, l’objectif d’une convergence globale de tout le 

système n’est pas garanti.  
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Face à ce constat, il serait judicieux que la loi de commande globale puisse inclure une 

partie de la loi de commande de chaque sous-système ou qu’une nouvelle formulation 

puisse être définie incluant une combinaison de chacune des paires:  1 2,x x  et  3 4,x x  

pour les systèmes à deux ddl et  1 2,x x ,  3 4,x x et  5 6,x x pour les systèmes à trois ddl .  

Pour réaliser un découplage adéquat, nous allons considérer dans le chapitre suivant 

plusieurs approches de synthèse de commande découplée par monde glissement. 

1.10. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons abordé principalement les concepts de base utilisés pour la 

modélisation des systèmes mécanique sous-actionnés. Des définitions ont été établies 

pour décrire de tels systèmes sous-actionnés et non-holonomes par un modèle généralisé 

régit par l’équation d’Euler-Lagrange ainsi que par des équations différentielles du 

second ordre. Les notions de non-holonomie et de sous-actionnement ont été aussi 

présentées. 

Nous avons cité plusieurs exemples de systèmes sous-actionnés dont ils feront part 

d’exemples d’applications des stratégies de commandes adoptées dans les chapitres 

suivants. 

Après une brève analyse d’une liste non exhaustive des travaux relatifs aux commandes 

des SMSA cités dans la littérature, nous avons posé le problème relatif à la classe des 

SMSA sujet de notre travail.  

Les chapitres, qui vont suivre, seront consacrés au développement de différentes lois de 

commande pour les deux catégories de SMSA: à deux et trois ddl.  
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Chapitre  

2 
 

Commande découplée  
par mode de Glissement 

 
 

Dans ce chapitre et dans le but de synthétiser des commandes stabilisantes 
pour les SMSA, nous développons en premier lieu différentes lois de 
commande fondées sur la technique des modes glissants (CMG).  
Principalement, il s’agit d’exploiter la forme différentielle simplifiée des 
SMSA pour développer des commandes stabilisantes en boucle fermée 
adaptées à la dynamique nonlinéaire des modèles à deux et à trois degrés de 
liberté (ddl). Le développement de ces lois de commande est complété par 
une analyse spécifique de la stabilité laquelle est élaborée sur la base du 
critère de stabilité de Lyapunov.   
Tout au long de ce chapitre, la performance de ces différentes lois de 
commande, est évaluée par simulation en considérant des exemples typiques. 

  
 
 
 

2.1. Introduction  

Durant cette dernière décennie, la théorie de la commande robuste a été appliquée aux 

systèmes sous-actionnés du fait que ces systèmes manifestent un certain niveau 

d’incertitude. De plus, la commande par les modes glissants a été largement utilisée 

pour une large classe de systèmes non linéaires pour sa robustesse et sa simplicité de 

mise en œuvre ([Utk77],[Slo84]). La commande par les modes glissants (CMG), en 

raison de sa robustesse vis-à-vis des incertitudes et des perturbations externes, peut être 

appliquée aux systèmes non linéaires incertains et perturbés [Slo91], [Utk77]. 

La CMG permet de contraindre l'état du système à atteindre en un temps fini une 

surface donnée (définie dans l'espace d'état) pour ensuite y rester. L'évolution des états 
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d’un système soumis à une loi de commande qui maintient ces états sur une surface 

donnée ne dépend plus du tout du système lui même ou des perturbations auxquelles il 

peut être soumis, mais uniquement des propriétés de cette surface [Bre10].  

En fait, il s’agit de définir une surface dite de glissement en fonction des états du 

système de façon qu’elle soit attractive et qui permet d’extraire une loi de commande 

robuste via le critère de stabilité au sens de Lyapunov [Slo84]. 

Une condition nécessaire pour l'établissement d'un régime glissant est que la variable de 

glissement ait un degré relatif égal à 1 par rapport à la commande (le degré relatif d'un 

système est le nombre minimum de fois qu'il faut dériver la sortie par rapport au temps 

pour faire apparaître l'entrée de manière explicite) [Utk92],[Isi95]. 

La commande globale synthétisée se compose de deux termes: le premier permet de 

ramener l’état du système jusqu’à cette surface et le second permet de maintenir l’état 

sur cette surface et de le faire glisser le long de celle-ci vers l’origine du plan de phase. 

La commande globale ainsi construite permet d’assurer en plus des bonnes 

performances de poursuite et de robustesse, une dynamique rapide et un temps de 

réponse court [Utk92].  

Comme déjà vu dans le chapitre précédent, pour les SMSA qui sont constitués de 

plusieurs sous-systèmes où les variables d’état ne dispose d’aucune interaction entre 

elles que via le signal de commande ; les paramètres de la surface de glissement ne 

peuvent pas être obtenus directement selon la condition d’Hurwitz [Slot91], [Utk92]. De 

ce fait, les recherches se sont données comme objectif de trouver la stratégie la plus 

adéquate pour étendre l’application de la CMG aux SMSA et pouvoir assurer la 

stabilisation globale du système. 

Dans la littérature, on trouve plusieurs versions de cette technique adaptées selon les 

modèles à commander. Principalement, on rencontre deux procédures différentes pour 

prendre en charge le problème du choix de la surface de glissement et de la synthèse de 

la commande [Hun93], [Edw98], [You99] et [Krs95]. La première consiste en une 

construction des surfaces de glissement à deux niveaux suivie d’une synthèse de la 

commande globale à partir de l’analyse de la stabilité de tout le système. La seconde fait 

appel à une variable dite de découplage, celle-ci doit permettre une certaine interaction 

entre les différents sous-systèmes.  

Dans ce chapitre, nous allons développer pour une classe des SMSA un ensemble de 

lois de commande découplées par les modes glissants (CDMG) relatives à différentes 

stratégies.  
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Tout au long de ce chapitre et les chapitres qui suivent, nous allons considérer une 

classe de SMSA à une entrée et plusieurs sorties à deux et trois ddl dont la dynamique 

est donnée par les expressions analytiques différentielles données par (1.70) et (1.81).  

2.2. Commande découplée par les modes de glissement des SMSA à 2 ddl 

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une classe de SMSA à deux ddl donné par 

la dynamique (1.60) peut être vu comme étant constitué par deux sous-systèmes dans la 

forme canonique du seconde-ordre incluant les variables d’état  1 2,x x et  3 4,x x . Pour 

ces deux sous-système, on a définit deux surfaces de glissement du premier niveau 

données par (1.71) et (1.72). 

De plus, il a été mentionné que les commandes par les modes glissants relatives pour 

chaque sous-système correspondant à 1S et 2S , et données respectivement par (1.77) et 

(1.78), ne permettent pas d’atteindre l’objectif global de commande vu que chacune 

d’elles n’est conçue que pour réguler uniquement et exclusivement le sous-système 

associé.  

Il s’avère important que la commande globale puisse inclure simultanément les 

informations des deux sous-systèmes. Cette importante question fait l’objet,  dans ce qui 

suit, du développement de deux approches de synthèse de la commande basées sur la 

CMG.  

2.2.1.  Approche 1. [Naf13] et [Naf11c] 

Soit la loi de commande par les modes de glissement suivante:  

     
1

1
1 1 1 1 2sgnequ u b K S QS S S      (2.1) 

Où K , Q et sont des paramètres de synthèse strictement positifs et  sgn  est la fonction 

signe standard.  

En remplaçant la commande (2.1) par sa valeur dans l’équation (1.73) relative à 1S on 

obtient :  

    1 1 1 1 2sgnS K S QS S S    
 (2.2) 

Pour rendre la surface de glissement attractive et garantir un mouvement de glissement 

idéal,  indépendamment de la condition initiale, le coefficient K doit vérifier la 

condition suivante :  
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   1 2maxK S S   (2.3) 

Effectivement, soit la fonction de Lyapunov suivante :  

 
2

1
1
2

V S  (2.4) 

Sa dérivée temporelle est donnée par : 

 
1 1V S S 

 
  (2.5)  

En remplaçant 1S  par (2.2) dans l’expression (2.5), celle-ci devient :  

    2
1 1 1 1 2sgnV KS S QS S S      (2.6) 

En imposant le coefficient K tel que   1 2maxK S S     aussi, V peut être borné 

tel que : 

 1V S    (2.7) 

Par conséquent, on aura 1 0S  quand t  . 

Selon Fillipov, le mouvement du système sur la surface de glissement peut être 

interprété géométriquement comme une « moyenne » de la dynamique du système sur 

les deux cotés de la surface [Slo91]. Donc, la dynamique sur la surface de glissement 

peut être décrite telle que: 1 0S  . De plus, quand : 1 0S  , on aura :  1 1sgn S S , et 

ainsi (2.2) devient:  1 1 2S K Q S S      , ou encore dans le domaine de Laplace 

( p variable de Laplace), on peut écrire:  

 
     1 2S p S p

K Q p




    

(2.8) 

Lemme 1. Pour toutes fonctions continues et dérivables et g ; si la relation suivante est 

vérifiée:  

  g     , avec 1   (2.9) 

 Alors :   

 
lim
t

g



 

(2.10)  

Preuve. Dans le domaine de Laplace, la relation (2.9) peut être réécrite sous la forme:  
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        1
1 1

p g p g p
p p

 

 
 

 (2.11) 

 Si 1  , 1 0  et alors    p g p  . Par conséquent, dans le domaine temporel, on 

a :    t g t  . C’est-à-dire, pour 1  et une fonction  g t continue, dérivable et 

bornée, on a : lim
t

g


 . 

Puisque dans (2.13), la fonction de transfert   p K Q    est stable de plus en 

imposant   1K Q     et en utilisant le Lemme 1, on peut déduire 

que 2 0S  puisque 1 0S  . 

Théorème 2.1  [Naf13] Soit la classe des systèmes mécaniques sous-actionnés à deux 

degrés de liberté de la forme (1.70) à laquelle sont associées les surfaces de glissement 

(1.71) et (1.72) ; sous la condition (2.3), la loi de commande par les modes de 

glissement (2.1) stabilise asymptotiquement le système à l'origine. 

2.2.2.  Approche 2.  [Naf10] 

En mettant en œuvre à nouveau les caractéristiques des SMSA, nous allons développer une 

autre approche de commande par les modes glissants.  

En exploitant les relations (1.73) et (1.74), puis (1.75) et (1.76), les dynamiques des 

surfaces 1S et 2S peuvent être récrites sous la forme: 

  11 1 eqS b u u 
  (2.12) 

  22 2 eqS b u u    (2.13) 

De la relation (2.13) on tire :  

 
2

1
2 2 equ b S u 

 
(2.14) 

En remplaçant la commandeu dans (2.12) par (2.14), nous obtenons : 

 1 21 2 21S B S   
 (2.15) 

avec : 

 

1
21 2 1B b b et  2 121 1 eq eqb u u  

 
(2.16) 



Chapitre 2. Commande découplée par mode de glissement                                                                           t                                                                                         

42 

 

Si on impose les constantes positives 1K et 2K , telles que : 

   21 21 1 2 2 2sgnB K S K S    (2.17) 

Alors, en utilisant (2.17),  la relation (2.15) peut être réécrite comme suit: 

   1 21 2 1 2 2 2sgnS B S K S K S     (2.18) 

Si l’égalité (2.17) est satisfaite et la loi de commande garantit la convergence : 

   1 1, 0,0S S  , par conséquent l’équation (2.18) se ramène à : 

  2 1 2 2 2sgnS K S K S    (2.19) 

D’après la théorie de stabilité de Lyapunov, l’équation (2.19) permet de déduire que S2 

converge vers zéro ( 2 0S  ) en un temps fini.  

Pour réaliser ce qui précède, nous considérons en premier lieu une nouvelle 

variable cx qui va jouer le rôle de variable de découplage et en particulier elle va être 

définie comme étant la valeur désirée de 2x  afin de satisfaire la condition (2.17).  

Donc, si la condition (2.17) est vérifiée, on peut alors écrire : 

     
2 1

1
1 1 2 2 2

2

sgneq eq
bb u u K S K S
b

    (2.20) 

En remplaçant
1equ par son expression (1.75) où le terme 1dx est pris nul ( 1 0dx  ) du fait 

que le problème posé est un problème de stabilisation en un point; il vient : 

   
2

1 1 2 1
1 1 2 2 2

1 2

sgneq
f x bb u K S K S

b b
 

   
 

 (2.21) 

La résolution de l’équation (2.21) par rapport à 2x permet de tirer la valeur désirée 2dx , 

notée cx , comme suit : 

 
  

2

1
1 2 2 2 1 1

2
2

1

sgn eq

d c

b K S K S b u f
b

x x


 
   

    (2.22) 

Aussi, on propose de modifier la surface de glissement 1S définie en (1.71) telle que :  

  1 2 1 1 1c c cS x x x S x      (2.23) 
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D’après (2.23), la dérivée temporaire de 1cS  conduit à : 

  11 1 1c c eq cS S x b u u x         (2.24) 

En exploitant l’expression (2.15) de 1S , (2.24) prend la forme : 

 1
1 2 21

2
c c

bS S x
b

       (2.25) 

Etant donné que:  11 1 1c c eq cS S x b u u x        , la nouvelle expression de la commande 

équivalente relative à la surface de glissement 1cS est alors donnée par : 

 
1

1

c
eq eq

xu u
b

 


 (2.26) 

Pour obtenir le signal de commande total, on utilise la théorie de stabilité de Lyapunov 

en se basant sur la forme standard d’une commande par les modes glissants telle que :  

 s equ u u   (2.27) 

Où su et equ représentent respectivement la partie à structure variable de la commande et 

la partie commande équivalente donnée par (2.26). 

Soit la fonction de Lyapunov suivante : 

 2
1

1
2c cV S  (2.28) 

Sa dérivée temporelle est donnée par: 

 1 1c c cV S S   (2.29) 

En remplaçant 1cS par son expression (2.24), alors (2.29) devient : 

                                        
 
 

1

1

1 1

1 1

c c eq c

c s eq eq c

V S b u u x

S b u u u x

    
     

 


 (2.30)  

En remplaçant equ par l’expression (2.26), dans la relation (2.30) celle-ci se réduite à : 

 1 1c c sV S b u  (2.31) 

On impose su telle que : 

   1
1 1 1 2 1sgns c cu b Q S Q S     (2.32) 
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Où 1Q et 2Q sont des coefficients strictement positifs.  

Alors, (2.31) donne :  

 
 1 1 1 2 1

1 1

( sgn )c c c c

c

V S Q S Q S

Q S

  

 


 (2.33) 

La relation (2.33), permet d’assurer un glissement idéal à partir de n’importe quelle 

condition initiale dès que le vecteur d’état atteigne la surface de glissement [Slo91]. 

Selon la théorie de Lyapunov, la surface 1cS est stable et converge asymptotiquement 

vers zéro. De plus, elle tend vers zéro en un temps fini 1t donné par:  1 1 1
0ct S t Q  . 

Alors, la dynamique du système en mode de glissement peut être écrite telle que 

 1 0cS t  ou encore : 1 1 0c cS S x     . 

En substituant 1S par son expression (2.15) dans la relation précédente, la dynamique 

de 1cS est alors exprimée par : 

 1
2 21

2

0c
b S x
b

     (2.34) 

De même à partir de (2.23) on a:  

 1 2 1 10c cS x x x      (2.35) 

Par ailleurs, en utilisant (2.22) à la place de cx dans la relation (2.35), on obtient : 

 
 

2

1
1 2 2 2 1 1

2
2 1 1

1

sgn eq
b K S K S b u f
b

x x


 
     

    (2.36) 

D’où on en déduit: 

     
2 1

21
21 1 1 2 2 2 1 1

2

sgneq eq
bb u u K S K S x
b

        (2.37) 

En exploitant l’égalité (2.36), la relation (2.37) permet de tirer l’équation suivante : 

    21 1
2 1 2 2 2 1 1

2 2

sgn 0c
b bS K S K S x x
b b

        (2.38) 

A partir de laquelle, on détermine l’expression finale de la dynamique de la surface 2S : 

     22
2 1 2 2 2 1 1

1

sgn c
bS K S K S x x
b

        (2.39) 
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Dans ce qui suit, nous allons démontrer la convergence de la surface 2S . Ainsi, soit la 

fonction de Lyapunov suivante : 

 2
2 2

1
2

V S  (2.40) 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par : 

 2 2 2V S S   (2.41) 

En substituant 2S  par (2.39) dans l’expression de 2V , celle-ci devient :  

    2 22
2 1 2 2 2 2 1 1 2

1

sgn c
bV K S K S S x x S
b

        (2.42) 

Soit : 

 2 2K C     avec:  22
1 1

0 1

sup c
t

bC x x
b




   , 2 0   (2.43) 

Par conséquent, 2V  peut être bornée tel que: 

 2
2 1 2 2 2 0V K S S     (2.44) 

Selon la théorie de stabilité, la surface de glissement 2S est stable, i.e. : 2V L  et 

2S L . Pour une telle condition, Fillipov a montré que le mouvement de la surface de 

glissement  peut s’interpréter comme étant une moyenne de la dynamique du système de 

part et d’autre de la surface [Slo91]. Cette dynamique peut s’écrire telle que 2 0S  . De 

plus, cette surface de glissement 2S tend vers zéro en un temps fini 2t donné 

par:  2 2 2
0t S t η  . Finalement, et puisque 2S tend vers zéro en un temps fini 

et 2 0S  , il est facile de conclure à partir de (2.39) que:  

 2
1 1cx x  , 2t t  (2.45) 

Or (2.35) permet de déduire que: 2 1 1cx x x   et ainsi (2.45) conduit à:  

  1 2c cx x x   (2.46) 

Pour 1 1  , l’équation (2.46) permet de conclure que: 2cx x et ainsi (2.35) donne: 

1 0x  quand t  .  

Finalement, à partir de l’analyse ci-dessus, on peut énoncer le théorème suivant : 
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Théorème 2.2  [Naf10] Soit une classe des systèmes mécaniques sous-actionnés à deux 

degrés de liberté de la forme (1.70) à laquelle sont jointes les surfaces de glissement 

(1.71), (1.72) et (2.23) ; si de plus  la condition (2.43) est satisfaite, alors la loi de 

commande par les modes de glissement (2.27) stabilise le système à l'origine. 

2.2.3.  Exemples d’application 

Afin d’évaluer les performances de la commande proposée, nous appliquons celle-ci à 

deux catégories de SMSA à deux ddl : celle ayant des points d’équilibre stables et celle 

à points d’équilibre instables. 

2.2.3.1. Bille roulante sur poutre (Beam and Ball system) 

Nous rappelons que la dynamique du mouvement de ce système (Fig 2.1) est 

représentée par l’équation (1.62), (§chapitre 1) [Bar97]. Ce système ne dispose que d’un 

seul point d’équilibre stable représenté par: 0  et 0r  .   

Nous allons tester par simulation le fonctionnement de ce système sous l’effet de la 

commande synthétisée selon l’approche 1. Le système bille roulante sur poutre  mis à 

l’essai est caractérisé par les paramètres suivants: B= 0.7143, m=0.05kg; 62 10bJ   , R 

=0.01m et g=9.8m/s2. L’objectif de la commande est de maintenir ce système à la 

position d’équilibre stable correspondant au point: 0  et 0r  . Les essais sont 

effectués en partant de deux états initiaux suivants: 1EI ( 0 4  et 0 10r m ) et 

2EI ( 0 3  et 0 10r m ).  

Pour vérifier la robustesse de la loi de commande, nous introduisons, en plus d’un bruit 

aléatoire donné par :  randd t , une variation structurelle aléatoire de 100% relative à 

la masse de la bille telle que:  0.05randm t  . 

Après plusieurs simulations, nous avons obtenu les résultats représentés à la figure 2.2. 

Les gains de réglage correspondants sont données tels que: 1 25  , 2 1  , 1  , 

4sK  et 2sQ  . 

 

Fig 2.1 Le système bille roulante et poutre 
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Cette figure montre clairement que les deux états du système (Fig.2.2a et Fig.2.2b) 

convergent vers leurs objectifs désirés ( 0d  et 0dr  ) pratiquement en 10s et d’une 

manière oscillatoire amortie où dès la 2ième période d’oscillation le système atteint sa 

position statique. Ceci est vérifié pour les conditions initiales 1EI et 2EI .  

Concernant les commandes (Fig.2.2c), celles-ci présentent chacune une pointe à environ 

t=1s dépassant la valeur initiale et qui augmente en valeur absolue avec l’accroissement 

de 0r . Cependant, ces commandes restent réalisables.  

De par leur définition, les surfaces 1S et 2S suivent effectivement l’évolution des 

états  t et  r t pour les conditions 1EI et 2EI  puisque on a:   0t  et   0r t  . 

Du fait que les variables d’état du système convergent vers leurs valeurs désirées en 

présence des de l’ensemble des perturbations considérées donc on peut dire que ces 

grandeurs demeurent insensibles aux variations causées par ces perturbations. En fait, 

ceci  confirme la robustesse du réglage par la commande par l’approche 1. 
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Fig 2.2 Commande découplée par les modes glissants d’une bille roulante sur poutre, 

1EI (--) et 2EI  (-.-.) : a)  Position de la bille r, b) Angle de la poutre α, c) commande 
appliquée au système u, d) Surfaces de glissements S1 et S2. 

a) b) 

d) c) 



Chapitre 2. Commande découplée par mode de glissement                                                                           t                                                                                         

48 

 

Il est important de noter que ce système appartient à la classe particulière des systèmes 

ayant un des gains nul, ce qui ne permet pas d’obtenir les relations (2.18) et (2.22) et 

ainsi la deuxième méthode ne peut être appliquée. 

2.2.3.2. Le pendule (inversé) sur chariot 

Le pendule inversé est un système classique très intéressant et vu sa nature non linéaire 

et instable, il est souvent utilisé comme banc d’essai pour les commandes (Fig 2.3) 

[Mon02].  

Il est composé d’un chariot pouvant se déplacer en translation le long d’un rail de 

guidage et, d’un pendule massif solidaire du chariot et pouvant tourner autour d’un axe 

horizontal. Ce système admet une infinité de points d’équilibre caractérisés par: 

0x    et  0,   modulo 2 et ceci quelque soit la position x du chariot. 

Les points d’équilibre, relatifs à la position 0  modulo 2 (la position verticale haute 

du pendule), sont instables; ceux correspondants à   modulo 2 (la position 

verticale basse du pendule), sont stables.  

Pour valider les performances des lois de commande adoptées, nous avons effectué une 

série de simulations du comportement du pendule inverse sur chariot lorsque 

l’actionneur est piloté par ces lois de commandes.  

Les paramètres caractérisant la dynamique du système sous essais ainsi que les 

coefficients apparaissant dans la commande sont donnés au Tab 2.1. 

L’objectif recherché est de maintenir le système en équilibre stable à la position 

correspondant à: 0x x     . Les essais sont effectués en démarrant des 

conditions initiales 1EI ( 0 2   et 0 0x m ) et 2EI ( 0 3   et 0 0x m ). 

 

Fig 2.3 Le pendule inversé en coordonnés généralisées x et  
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Tab 2.1 Les paramètres du pendule inversé sur chariot et du contrôleur CDMG 

Paramètres du système Paramètres du contrôleur 

0.05pm  ; 1cm  ; 0.5L  ; 

9.8g  ; t p cm m m   

1 3  , 2 1  , 2 1K  , 2 1Q  , 5sK  , 

20sQ   

 

Lors du calcul des lois de commande et pour éviter les commutations à haute fréquence 

et de grandes amplitudes, la fonction discontinue signe a été remplacée par la fonction 

lisse arc-tangente.  

L’évaluation de la robustesse des commandes, présentées dans l’approche1 et 2, est 

effectuée en considérant une variation structurelle aléatoire de 50% sur la masse du 

pendule:  0.5randcm t  , et en présence d’un bruit externe aléatoire donné 

par :  randd t . 

L’analyse des résultats des simulations représentés aux Figures 2.4 et 2.5, révèle que les 

états du système (angle α du pendule et position x du chariot) convergent vers leurs 

valeurs désirées (Fig 2.4 a, Fig 2.4b, Fig 2.5a et Fig 2.5b) approximativement dans un 

même temps de réponse de 4s pour les deux stratégies de commande. 
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Fig 2.4 Commande découplée par les modes glissants du pendule inversé sur chariot; 
 S1 (    ) et S2 (    ), 1ière approche: a) Position du chariot x ; b) Angle du pendule inversé α ; 
c) Surfaces de glissements S1 et S2 ; d)  Signal de commande. 

a) b) 

d) c) 
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Fig 2.5 Commande découplée par les modes glissants du pendule inversé sur chariot;  
S1 (   ) et S2 (   ), 2ième approche: a) La position du chariot x, b) l’angle du pendule inversé 
α, c) surfaces de glissements du premier niveau, d)  Signal de commande.  

 

De plus, les deux stratégies de commandes présentent pratiquement un même temps de 

réponse de 4s. Ces réponses sont oscillatoires,  elles tendent vers le régime statique en 

deux périodes d’oscillation pour α et en une seule période d’oscillation pour x . Les pics 

des oscillations sont plus prononcés pour les conditions initiales 2EI que 1EI . 

En effet, on relève un pic maximal de 9.4m dans le cas de la 2ième procédure pour les 

conditions initiales 2EI alors que la valeur statique est 5m. Les signaux relatifs aux deux 

lois de commande apparaissent aux figures 2.4 d et 2.5 d. Ces commandes sont 

oscillatoires amorties présentant des pics plus importants dans les 

conditions 2EI que 1EI .  

Ces pointes apparaissent aux instants d’inversement du pendule vu que la condition 

initiale adoptée sur l’angle de la tige est proche de 2 ce qui nécessite une action 

importante de la part du chariot pour permettre le basculement initial du pendule.  

La 2ième loi de commande présente des oscillations moins fortes (un régime quasi-

asymptotique) à l’exception d’une valeur initiale plus importante que dans le cas de la 

1ière commande.  

a) b) 

d) c) 
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De plus, les deux commandes (par l’approche 1 et 2) présentent une bonne robustesse 

car les perturbations aux quelles le système est soumis n’ont pas affecté la convergence 

des états du système. 

2.3. Commande découplée par mode de glissement des SMSA à 3 ddl  

Dans cette section, nous procédons à la synthèse d’une commande découplée par les 

modes de glissement pour un SMSA à trois ddl ayant une seule entrée de commande et 

trois variables de sortie.  

Nous avons vu au chapitre précédent qu’un SMSA à trois ddl modélisé par (1.71) peut 

être représenté par trois sous-systèmes de forme canonique du second ordre qui incluent 

les états 1 2,x x ,  3 4,x x et  5 6,x x aussi, nous avons pu définir trois surfaces de 

glissement, notamment (1.82), (1.83) et (1.84), relatives  à ces trois sous-systèmes 

respectivement. 

Par ailleurs, la synthèse des lois de commande par les modes glissants (1.94), (1.95) et 

(1.96) exclusive pour chaque sous-système ne garantissent pas l’objectif d’une 

convergence globale de tout le système. Pour réaliser un découplage adéquat, nous 

considérons une nouvelle approche pour la synthèse d’une CMG découplée relative à 

cette classe de systèmes.  

Dans ce qui suit, nous allons détailler la synthèse de la loi de commande en utilisant 

deux approches différentes.  

2.3.1. Approche 1 [Naf11b] 

Dans cette approche, nous allons synthétiser une loi de commande découplée par mode 

de glissement en utilisant lemme 1. Le théorème suivant résume le signal de commande 

conçu. 

Théorème 2.3  Soit  une classe des systèmes mécaniques sous-actionnés à trois degrés 

de liberté donné par (1.81) et soient les surface de glissement (1.82),(1.83) et (1.84) ; 

pour toute fonction bornée  t , la loi de commande donnée par:  

       1
1 1 1 1 2 1 3 3 3 2sgn( ) sgn( )u b K S f x S S Q S S S                  (2.47) 

Où  ,  , , et K sont des constantes positives telles que: 
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    
 

 

3 3 2

3 2

3

max

max

max

M

M

S S S Q

Q S S

S

K

   



  

 

 

     

   
  



 

   (2.48) 

permet la stabilisation et la convergence vers zéro des surfaces de glissement 1S , 2S  et 

3S . 

Preuve.  En remplaçant (2.47) dans (1.85) on obtient : 

         1 1 3 3 1 3 1sgn sgnS S S S S S K S             
  (2.49) 

Soit la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

 2
1

1
2

V S  (2.50) 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par:  

 1 1V S S   (2.51) 

En substituant 1S  par (2.48) dans l’expression deV , celle-ci devient :  

         1 1 3 3 2 3 1 1sgn sgnV S S S S S Q S KS S            
         (2.52)                                                                            

Sous la condition de la première équation de (2.48), nous pouvons réécrire (2.52) telle 

que:  

 

         
   

1 1 3 3 2 3 1

1 1 1

1

sgn

0

V S S S S S Q S S

S S S

S

     

   



          
    

  



 (2.53) 

Ce qui permet de conclure que  1S t est stable est tend vers zéro asymptotiquement en 

un temps fini 1t donné par: 1 1 0t S (t ) η  . Ainsi, et une fois les modes de glissement 

sont établis, la dynamique du système se réduit à  1 0S t  .   

Par ailleurs, en moyenne, on a  1 1sgn S S quand t   et donc (2.49) prend la forme: 
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  
     

 
3 3 2 3

1 1

sgnS S S Q S
S K S

K
  

 


              

  (2.54) 

En utilisant le Lemme 1, nous pouvons déduire que:  

      
 

3 3 2 3
1

sgnS S S Q S
S

K
  




    



, pour 1K    (2.55) 

Puisque nous avons déjà montré que 1 0S  quand t  , alors (2.55) donne : 

    3 3 2 3sgn( )S S S Q S         (2.56) 

La substitution de la troisième équation de (2.48) dans (2.54) permet d’obtenir:  

  3 2 3sgn( )S S Q S      (2.57) 

En exploitant le Lemme 1 et pour 1  ,  la 3ième équation de (2.48) permet de déduire 

que 3S   donc 3S    et par conséquent (2.57) peut être réécrite sous la forme :   

 3 3 2 3( ) sgn( )S S S Q S     (2.58) 

Pour montrer la convergence de la surface 3S , on considère la fonction de Lyapunov 

suivante : 

 2
3

1
2

W S   (2.59) 

Sa dérivée temporaire est donnée par : 

 3 3W S S   (2.60) 

En utilisant (2.58), (2.60) devient :  

  3 3 3 3 2sgn( )W S Q S S S S     (2.61) 

En imposant   3 2maxQ S S       et 0  , W peut être bornée tel que : 

 3 0W S    (2.62) 

Cela implique que :    0W t W ,  et par conséquent, 3S  est bornée , i.e. 3S L .  
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Ainsi, ceci nous garantit que la surface 3S tend vers zéro en un temps fini t  donné par 

 3 0t S t η    et la dynamique de la surface de glissement devient: 3 0S  et  3 0S t  . 

Alors, quand t  , (2.58) donne : 

  3 3 2 3sgn( ) 0S S S Q S      (2.63) 

Comme en moyenne le terme 3 3sgn( )S S  quand t  , donc  (2.63) se réduit à: 

     3 3 2S Q S S Q        (2.64) 

En utilisant le Lemme 1, (2.61)  permet de conclure que: 3 2S S  pour 1Q   , et 

ainsi nous aurons à la fin de la démonstration 2 0S  quand t  . 

Le schéma global de la commande selon l’approche 1 est illustré dans la figure 2.6. 

 
Fig 2.6 Le schéma global de l’algorithme de commande SMSA à trois ddl, approche 1 

2.3.2. Approche 2  

Les propriétés mathématiques des SMSA permettent de procéder via une autre approche 

pour extraire une loi de commande découplée par mode de glissement. En rappelant les 

relations (1.91), (1.92) et (1.93), nous pouvons écrire: 

 
11 1 2 1 eqf x b u  
 

(2.65)
 

 
22 2 4 2 eqf x b u  
 

(2.66)
 

 
33 3 6 3 eqf x b u  
 

(2.67) 

En exploitant (2.65), (2.66) et (2.67), les dynamiques (1.88-90) deviennent : 

  11 1 eqS b u u 
 (2.68) 

  22 2 eqS b u u 
 (2.69) 
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  33 3 eqS b u u 
 (2.70) 

d’où : 

 1

1
1 1 equ b S u   (2.71) 

 2

1
2 2 equ b S u   (2.72) 

 3

1
3 3 equ b S u   (2.73) 

Pour exprimer 1S en fonction de 2S , nous utilisons (2.71) et (2.72), et ainsi nous obtiendrons: 

2 1

1 1
1 1 2 2 eq eqb S b S u u     , d’où: 

  2 1

1
1 1 2 2 1 eq eqS b b S b u u   

 (2.74) 

En posant 1
12 1 2B b b et  2 112 1 eq eqb u u   , donc (2.74) devient :  

 1 12 2 12S B S   
 (2.75) 

De même, pour écrire 1S en fonction de 3S , nous utilisons  (2.71) et (2.73) ce qui conduit à :  

  3 1

1
1 1 3 3 1 eq eqS b b S b u u   

 (2.76) 

Soit : 1
13 1 3B b b et  3 113 1 eq eqb u u   , d’où :  

 1 13 3 13S B S   
 (2.77) 

Enfin, 2S en fonction de 3S est obtenue, à partir (2.69) et (2.70), comme suit : 

 2 23 3 23S B S   
 (2.78) 

Avec 1
23 2 3B b b et  3 223 2 eq eqb u u    

D’après (2.68), (2.75) et (2.77), la dynamique de 1S peut donc s’exprimer sous les trois 

formes suivantes :  

 

 11 1

1 12 2 12

1 13 3 13

eqS b u u

S B S

S B S

 

  

  



 

 
 (2.79) 
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Nous allons établir une procédure de convergence incrémentale et cela revient à définir 

un ensemble de surfaces de glissement qui engendre la convergence vers zéro dans le 

cas où l’une des surfaces converge.   

Ainsi, nous définissons la 1ière nouvelle surface de glissement telle que : 

 1 2 1 1 1 1 1( )c c cS x x x S x      (2.80) 

Donc : 1 1 1c cS S x    , ou encore:  

  11 1 1c eq cS b u u x     (2.81) 

La commande équivalente
cequ u est obtenue dans le cas où 1 0cS  d’où :  

  1 1

1
1 1 1 10

ceq c eq c eqb u u x u b x u        (2.82) 

La commande u par les modes glissants est telle que: 

 
cs equ u u   (2.83) 

Remarque 2.1    La stratégie de synthèse exige que la commande globale (2.83) 

contienne toutes les informations sur les états du système : fonction nonlinéaires et 

gains de commande. Pour cela nous définissons la variable 1cx assurant cette propriété.  

Ainsi, en utilisant (2.80) et en substituant u dans (2.81),  on obtient l’expression de 

1cS telle que:  11 1 1cc s eq eq cS b u u u x     . Puis dans cette dernière relation nous 

remplaçons
cequ par son expression (2.82), nous obtiendrons alors la forme suivante de 

1cS :  1 1

1
1 1 1 1 1c s c eq eq cS b u b x u u x       , ou encore:  

 1 1c sS b u  (2.84) 

Soit la fonction de Lyapunov suivante : 

   2
1 1

1
2 cV S  (2.85) 

En utilisant (2.84), la dérivée temporelle de (2.85) est alors exprimée par : 

 1 1 1c sV S b u  (2.86) 
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Un choix possible de su est tel que: 

   1
1 11 1 12 1sgns c cu b Q S Q S    (2.87) 

Où 11Q  et 12Q  sont des paramètres strictement positifs. Ainsi, en exploitant  

(2.87), 1V devient :  

 
2

1 11 1 12 1

2
12 1

sgn c c

c

V Q S Q S

Q S

  

 


 (2.88) 

Une fois le vecteur d’état atteint la surface de glissement, la relation (2.88), permet 

d’assurer un glissement idéal indépendamment de la condition initiale [Slo91]. Ceci 

conduit à une convergence de 1cS vers 0 en un temps fini et assure une moyenne de la 

dynamique nulle 1 0cS  . Donc, nous pouvons écrire : 

 1 1 10c cS S x   avec : 1 2 1 1S x x    (2.89) 

Soit: 

 
 21 1 1

1
1

eq
c

C b u f
x



 
  (2.90) 

avec :  

   1 12 12 2 11 2sgnc cC B K S K S   (2.91) 

Nous définissons une nouvelle surface de glissement 2cS donnée par :  

 2 2 2c cS S x   (2.92) 

Où 2cx est une variable qui sera définie ultérieurement.  

En remplaçant (2.90) dans (2.89), on obtient : 

 2

2

1 1 1 2
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1

1

eq
eq

C b u f
x x f x b u C x  


 

         (2.93) 

Du fait que 
11 1 2 1 eqf x b u    aussi, la relation ci-dessous prend la forme : 

 2 1

2
1 1 1 1eq eqb u u C x    , ou  encore : 

 2
12 1 1 1C x     (2.94) 
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D’autre part, comme 1 0cS  , on a alors 1 1cS x   ainsi, (2.75) permet d’écrire: 

12 2 12 1 0cB S x    , ou encore : 12 2 12 1 0B S S     et donc: 

 12 1 12 2S B S     (2.95) 

En utilisant (2.94) et (2.95), on en déduit que: 2
1 1 1 1 12 2C x S B S    , d’où : 

  1 1 2
2 12 1 12 1 1 1S B C B S x        (2.96) 

 Sachant que: 2 2 2c cS S x    , la dérivée temporelle de la nouvelle surface de glissement 

2cS est alors donnée par:  

  1 1 2
2 12 1 12 1 1 1 2c cS B C B S x x          (2.97) 

Dans le but de démontrer la convergence de la surface 2cS , nous définissons la fonction 

de Lyapunov candidate suivante: 

 2
2 2

1
2 cV S  (2.98) 

En dérivant (2.98) par rapport au temps on obtient : 

 2 2 2c cV S S   (2.99) 

En utilisant (2.97), 2V est alors exprimé par : 

  1 1 2
2 12 1 2 12 1 1 2 2c c cV B C S B S x S       

   (2.100) 

En remplaçant 1C par sa valeur (2.91) dans l’expression ci-dessous de 2V , on obtient : 

 
    

 

1 1 2
2 12 12 12 2 11 2 2 12 1 1 1 2 2

2 1 2
11 2 12 2 12 1 1 1 2 2

sgnc c c c c

c c c c

V B B K S K S S B S x x S

K S K S B S x x S





 



          
       

  

  
 (2.101) 

Si on impose 11K tel que : 

  1 2
11 12 1 1 1 2

0
sup c c
t

K B x x x


      (2.102) 

Alors 2V vérifie la condition : 
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 2
2 12 2cV K S   (2.103) 

Il est claire que (2.103) permet de conclure que la surface de glissement 2cS est stable au 

sens de Lyapunov et converge vers zéro avec une dynamique vérifiant 2 0cS  . D’autre 

part, comme 2 0cS  , par conséquent de (2.91) nous déduisons que 1 0C  . De plus, la 

relation (2.97) de 2cS conduit à : 

  1 22
2 2 12 1 1 1

1

0
0

c
c c

S
x S B x x

C


   
 

     (2.104) 

et (2.93) devient :  

 2
12 1 1x     (2.105) 

Or, il est claire qu’ayant 2 0cS  , (2.92) donne : 2 2 4 2 3cx S x x    . Si on impose : 

 32 2 2
2

2

eq
c

C b u f
x


 

  (2.106) 

et :  

   2 32 31 3 32 3sgnC B K S K S   (2.107) 

Donc, on a: 32 2 2
4 2 3

2

eqC b u f
x x


 

  , et par la suite en utilisant (2.66), on obtient: 

 3 2

2
2 2 3 2 eq eqC x b u u   et ainsi : 

 2
23 2 2 3C x     (2.108) 

Cependant, puisque : 2 23 3 23S B S    , 2 2 2c cS S x    , 2 0cS  et 2 0cS  , donc on peut 

avoir : 

 23 2 23 3cx B S     (2.109) 

Des relations (2.108) et (2.109) de 23 , on en déduit que : 

  2
2 2 3 2 23 3cC x x x B S       (2.110) 

ou encore : 
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  1 1 2
3 23 2 23 2 3 2cS B C B x x        (2.111) 

a. Analyse de convergence de 5x  

Soit maintenant la fonction de Lyapunov suivante : 

 2
3 3

1
2

V S  (2.112) 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par  

 3 3 3V S S   (2.113) 

En utilisant (2.111),  la relation (2.113) devient comme suit: 

   1 1 2
3 3 23 2 23 2 3 2cV S B C B x x        (2.114) 

En utilisant (2.107) pour 2C , il vient: 

  2 1 2
3 31 3 32 3 23 2 3 2 3cV K S K S B x x S        (2.115) 

En choisissant 32K tel que : 

  1 2
32 23 2 3 2

0
sup c
t

K B x x


    (2.116) 

Donc, (2.115) devient : 

 2
3 31 3V K S   (2.117) 

La relation (2.117) permet de déduire la stabilité de la surface de glissement 3S et sa 

convergence vers zéro avec une dynamique telle que 3 0S  . De la définition de 3S et 

sachant que 3 0S  par conséquent on en déduit que 5 0x  .  

De plus, (2.107) permet d’avoir : 2 0C   et de conclure à partir de (2.111) que : 

 2
2 2 3cx x    (2.118) 

D’autre par, la relation (2.109) se réduit à :  

 2
23 2 3x     (2.119) 
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b. Analyse de convergence de 1x et 3x  

Dans la partie précédente, nous avons établi que : 1 0cS   et d’après (2.77) on a donc  

13 3 13 1 0cB S x      et comme 3 0S  , il vient au final: 

 13 1cx    (2.120) 

De plus, 2 0cS   et d’après (2.78) on a donc 23 3 23 2 0cB S x      et comme 3 0S  , on a 

alors: 

 23 2cx    (2.121) 

Aussi, 1 0cS     1 1cS x   et d’après (2.75) on obtient donc : 12 2 12 1 0cB S x    , ou 

encore : 

    1 1
2 12 12 1 2 12 12 1cS B x S B S             (2.122) 

D’autre part, il est claire que (2.118) et (1.119) donnent: 2
23 2 2 3cx x      et sachant 

que 2 0cS    2 2cS x  , d’où (2.104) peut s’écrire: 

  1 2 2
2 12 1 1 1 2 3c cx B x x x         (2.123) 

Sachant que 2 2c cx S  et 1 1cx S   aussi (2.123) peut être réécrite comme suit :  

 
 1 2

2 12 1 1 1

2
2 2 3

S B x S

S x





  


 

 

 
 (2.124) 

De la définition de la surface 2S , on en déduit que  3 2 4 2x S x   et ainsi, en utilisant 

cette expression de 3x dans la deuxième équation de (2.124) celle-ci devient : 

  2 2 42
S S x    (2.125) 

La relation (2.125) peut être vue comme étant la dynamique de la surface 2S qui 

minimise la fonction quadratique  2J S définie par :   

 
   2

2 2 2 4
1
2

J S S x 
 

(2.126) 
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Effectivement, en utilisant la méthode du gradient, la trajectoire de la surface  2S t qui 

minimise (2.126) est générée par:  2 2 2 2 4
2

JS S x
S

 
    


 , notamment (2.125) 

[Wan94]. 

Ainsi, cela permet de déduire que 2 4S x . Or, à partir de la définition de la surface 2S , 

on a :  

 4 2 3 4 3 0x x x x      (2.127) 

Comme 2 2cS x   et 2
2 2 3cx x       2

2 2 3S x    donc 2 0cx  . Or, d’après (2.121) on en 

déduit que 23 2 0cx   . Sachant que :  3 123 2 eq eqb u u    avec : 2 0b  , cela permet 

de déduire que:
3 1eq equ u .  

D’autre part, nous avons :      2 1 3 1 3 1

1
12 1 1 2

2
eq eq eq eq eq eq

bb u u b u u b u u
b

       , ou : 

 12 12 13B    (2.128) 

Puisque: 13 1cx   , cela permet d’avoir: 12 12 1cB x   et ainsi, la relation (2.105) conduit à: 

 2
1 1 12 1cx B x     (2.129) 

Vu que nous avons montré dans (2.123) que :  1 2
2 12 1 1 1c cx B x x    , donc on a:  

 
 

 

1
2 12 12 1 1

1
12 11

c c c

c

x B B x x

B x





  

 

  


 (2.130) 

Par conséquent, sachant que : 2 0cx  , on obtient alors :  1
12 11 0cB x  . De plus, Il est 

claire que pour 1 2b b , on aura: 1 0cx  et ainsi: 2 2
1 1 12 1 1 1 0cx B x x       . Enfin, 

puisque 1 0  on obtient: 1 0x  . Le schéma bloc de la commande est illustré dans la  

figure 2.7. Finalement, on peut énoncer le théorème suivant. 

Théorème 2.4   Soit une classe de systèmes mécaniques sous-actionnés à trois degrés 

de libertés de la forme (1.81) et à laquelle sont jointes les surfaces de glissement (1.82), 

(1.83),(1.84),(2.80) et (2.92). Si les conditions (2.102) et (2.116) sont satisfaites, alors 

la commande découplée par mode de glissement donnée par (2.83) stabilise 

asymptotiquement le système à l'origine. 
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                Fig 2.7 Le schéma global de l’algorithme de commande 3ddl, Approche 2. 

2.3.3. Exemple d’application: Double pendule inversé sur chariot 

Dans cette section, nous proposons via un exemple de simulation relatif au double 

pendule inversé (DPI) (Figure 2.8), d’analyser les performances de la stratégie de 

commande proposée. La dynamique d’un DPI donné au chapitre 2, peut être réécrite 

sous la forme d’état (1.71) telle que [Yam95] : 

                  

 

 

21 11
1 1 2 2 2 2

1 1 1 1

11
2 1 2

2 1

11
3 2

1sin sin sin cos

sin

sin

c

c

A Af g
l m l l m
Af

l m
Af
m
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 




   




 






 (2.131) 

           

 

 

22 2 12
1 1 2 2 2

1 1 1 1

12
2 1 2

2 1

12
3 2

cossin sin cos

sin

1 sin

c c

c c

A Ab
l m l m l m
Ab

l m
Ab

m m
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 




   




 



 


 (2.132) 

                                   

 

 

2 2
22 1 2 2 12 2 1

11

22 2
12

2 2
12 1 2 2 11 2 1

21

12 2
22

cos

sin

cos

sin

c

c

a l g a l
A

aA
m

a l g a l
A

aA
m

  


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

  
 




 



 

  
  

 

    (2.133)  
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Fig 2.8 Le système double pendule inversé sur chariot. 
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

 
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   (2.134)  

Les paramètres du DPI relatifs aux simulations sont tels que: 1 1ml  , 2 1ml  , 1 1kgm  , 

2 1kgm  . L’objectif de la commande est de maintenir les deux tiges à la position 

verticale, i.e: 1 2 0   , et ramener le chariot vers les positions horizontales désirées : 

   1 2 3, , 0,0,3d d dx x x m et    1 2 3, , 0,0, 4d d dx x x m .  

Pour palier le problème des commutations de grandes amplitudes à haute fréquence 

dues aux fonctions signes, nous avons remplacé les fonctions discontinues signe par la 

fonction arc-tangente. 

Pour l’approche 1, et après plusieurs simulations, les valeurs choisies pour les gains du 

contrôleur sont: 1 11  , 2 1  , 3 0.5  , 40K  , 1Q  , 10  , 10  , 10  . Afin de 

tester la robustesse, nous considérons que la dynamique du système est soumise d’une 

part à des variations paramétriques aléatoires de 50% touchant les masses du 
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système:  0.5randim t   avec i=(1,2) et d’autre part à une perturbation sinusoïdale d 

donnée par: 0.1sin(20 )d t . 

A la figure 2.9, on peut observer la convergence, en un temps fini, de tous les états du 

DPI (voir les figures 2.9a, 2.9b et 2.9c).  Pour les deux valeurs désirées, nous pouvons 

constater que les angles des deux tiges présentent deux cycles d’oscillation avant 

d’atteindre l’état stationnaire qui correspond à la valeur désirée (Fig.2.9a et b), tandis 

que la position du chariot présente une convergence sans oscillation (Fig.2.9c).   

Pour la commande, on constate qu’elle présente un pic de 60N durant la phase 

transitoire, et cela correspond au basculement des deux tiges du DPI qui nécessitent plus 

d’effort pour les ramener au voisinage du point d’équilibre (Fig.2.9.d).   

La simulation de l’approche 2 est basée sur les paramètres suivants de la loi de  

commande: 1 20  , 2 5  , 3 0.5  , 7K  , 1Q  , 12 0.1K  , 23 1K  , 13 0.1K  , 

32 1K  , 1 7K  , 1 1Q  . En gardant les mêmes objectifs, les résultats de simulation sont 

présentés aux figures 2.10. 

Il facile de constater la convergences de tous les états du DPI vers leurs valeurs 

désirées : figures 2.10a , 2.10b et 2.10c. 
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Fig 2.9 Commande découplée par les modes glissants du DPI, 1ière approche : a) Angle 
d’inclinaison de la 1ière tige du DPI, b) Angle d’inclinaison de la 2ième tige du DPI  d) 
Position du chariot, c) Commande appliquée au système. 

a) b) 

d) c) 
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Fig 2.10 Commande découplée par les modes glissants du DPI, 2ième approche: a) Angle 
d’inclinaison de la 1ère tige du DPI, b) Angle d’inclinaison de la 2ième tige du DPI, d) Position 
du chariot, c) Commande appliquée au système. 

Sur la figure 2.10 d, on constate que le signal de commande présente un pic assez 

important si on le compare à celui de la figure 2.9b qui correspond à la commande  

synthétisée par l’approche 1.  Pour l’approche 2, la commande nécessite plus d’effort 

pour basculer les deux pendules de la position de repos vers la position d’équilibre 

système  0,0,3m  et  0,0, 4m .  

De point de vu performance, une comparaison en les deux approches permet de voir que 

le temps de réponse dans l’approche 1 est plus court que celui relatif à l’approche 2. De 

plus, le signal de commande présente un pic assez grand par rapport à celui de 

l’approche 1. Néanmoins, les deux méthodes confirment la convergence et  la stabilité 

du DPI.  

Concernant la robustesse, les figures 9 et 10 révèlent que malgré les variations 

structurelles et la perturbation externe injectées au niveau de la dynamique du système, 

les états ont pu converger en un temps acceptable vers leurs valeurs désirées. Par 

conséquent, les deux approches proposées pour le SMSA à trois ddl manifestent une 

robustesse remarquable. 

a) b) 

d) c) 
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2.4. Conclusion 

Nous avons proposé dans ce chapitre deux nouvelles approches pour la synthèse d’une 

commande découplée par les modes de glissement pour les SMSA à deux et à trois ddl 

en exploitant les caractéristiques et les propriétés de ces systèmes.  

Dans les deux cas, les commandes proposées ont pu réaliser de bonnes performances 

relatives à la convergence et à la robustesse des signaux de sortie. Ceci confirme les 

résultats avancés dans l’analyse de la stabilité basée sur la théorie de Lyapunov.  

Comme constaté dans ce chapitre, l’application de ces stratégies de commande aux 

différents SMSA a donné des résultats satisfaisants. 

Dans la suite de ce travail, nous allons développer une stratégie de synthèse de 

commande adaptative en considérant une absence d’information sur la dynamique du 

système. 
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Chapitre  

3 
 

Commande Adaptative Floue 
Découplée par Mode de Glissement 

 
 

Ce chapitre est consacré à quelques méthodes de synthèse de la 
commande adaptative par les modes glissants basées sur les 
systèmes flous. L’application de ces techniques aux SMSA est 
rendue possible grâce à l’exploitation de leur forme 
différentielle simplifiée. Par conséquent, ces commandes 
adaptatives à base des systèmes flous sont développées pour 
différents types de SMSA, notamment ceux à deux et à trois ddl.  
De plus, pour tous ces systèmes commandés, la stabilité en 
boucle fermée est établie  en utilisant la méthode de stabilité au 
sens de Lyapunov.  

 

 

 

 

3.1. Introduction  

Nous avons vu, au chapitre précédent, les étapes nécessaires pour la synthèse d’une 

commande découplée par les modes de glissement. La stratégie adoptée était basée sur 

la connaissance intégrale de la dynamique du système, i.e. les fonctions non linéaires 

 if x  et  ib x sont supposées connues. Cependant, dans le cas d’une absence 

d’information sur la dynamique du système (partiellement ou totalement, i.e. les 

fonctions non linéaires  if x et  ib x sont mal connues ou inconnues), les lois de 

commande découplées obtenues seront inefficaces ou impossibles à déterminer. Pour 
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remédier à cet inconvénient, une solution consiste à estimer la dynamique du système 

pour synthétiser une loi de commande. Pour assurer de bonnes performances, des 

algorithmes d’adaptation sont utilisés  pour générer la valeur estimée de la commande 

globale. 

Comme méthode de conception des commandes adaptatives, celle fondée sur la logique 

floue est devenue la tendance incontournable surtout pour les systèmes complexes 

[Sab00], [Mon01]. Une caractéristique majeure des systèmes à logique floue est leur 

habilité à simuler, dans une certaine mesure, le raisonnement humain . Cette habilité est 

inhérente à la définition des fonctions d’appartenance, de l’établissement des règles 

floues et du traitement mathématique de ces règles pour en tirer une information viable. 

L’analyse de la stabilité pour de tels schémas est effectuée en utilisant le théorème de 

stabilité au sens de Lyapunov. 

De ce fait, deux approches sont proposées. La première est dite directe, elle implique 

l’approximation de la commande idéale basée sur les modes glissants et qui est 

inconnue ([Mon01], [Kha96], [Pas98]). Cependant, dans ce type de commande, le gain 

de commande du système doit être constant où sa dérivée par rapport au temps doit 

satisfaire quelques contraintes restrictives. La seconde approche est dite indirecte, celle-

ci fait appel à deux approximateurs pour obtenir les estimés de la dynamique du 

système à commander. Ces estimés sont utilisés pour établir la loi de commande 

adaptative dans le but de résoudre le problème de poursuite ([Cha01], [Chek03] et 

[Wan94]).  

Pour les SMSA, qui représentent une classe très attractive de systèmes couplés, la 

commande adaptative floue doit surmonter la difficulté due au couplage existant entre la 

commande et les sorties [Naf13]. Plusieurs travaux ont incorporé cette technique de 

commande découplée adaptative floue par les modes de glissement ([Guo07], [Lo98], 

[Wan94]). Dans ces travaux, les paramètres d’adaptation du système flou sont ajustés 

via des lois adaptatives basées sur l’approche de Lyapunov, i.e., les paramètres 

adaptatifs sont conçus de telle façon à assurer la convergence de la fonction de 

Lyapunov. Toutefois, pour une adaptation concrète, il s’avère important d’effectuer une 

identification directe entre les fonctions inconnues et leurs estimées floues adaptatives 

[Lab07]. 

A partir de ce background, notre travail en premier lieu consiste à introduire une 

nouvelle méthode de commande découplée par les modes de glissement pour les SMSA 

à deux et à trois ddl pour palier  à une connaissance partielle du système et à l’influence 
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d’une mauvaise modélisation. Pour y parvenir, la méthode de la descente du gradient est 

mise à l’œuvre pour établir les lois d’adaptation des paramètres.  

3.2. Commande adaptative directe découplée floue par les modes de glissement  

Dans cette partie, nous nous intéressons à la mise en œuvre d’une loi de commande 

floue découplée par les modes de glissement pour une classe des SMSA. Nous avons vu 

au chapitre précédent que la synthèse des CDMG suppose une connaissance parfaite de 

la dynamique du système SMSA à considérer, i.e. la disponibilité des fonctions non 

linéaires ( )if x et ( )ib x . Cette synthèse a révélé l’existence d’une commande idéale qui 

est indéterminée dans le cas où les fonctions non linéaires sont inconnues. Afin de 

résoudre ce problème, nous proposons, dans ce qui suit, l’utilisation des systèmes flous 

adaptatifs pour l’approximation de cette loi de commande idéale. La loi d’adaptation 

des paramètres est conçue en exploitant l’erreur entre le signal de la commande idéale et 

le signal issu du contrôleur flou. 

3.2.1. Commande adaptative directe des SMSA à deux ddl   

Nous avons vu au chapitre 2, que si la dynamique d’un SMSA à deux ddl donnée par 

(1.70) est connue,  i.e.,  if x et  ib x sont complètement connues, il existe une 

commande idéale par les modes de glissement donnée par : 

     
1

* 1
1 1 1 1 2sgnequ u b K S QS S S      (3.1) 

avec K , Q et  sont des paramètres strictement positifs. 

Cependant, dans le cas où  1f x et  1b x sont inconnues, la loi de commande (3.1) est 

indéfinie. Pour palier à ce problème, nous proposons un système flou adaptatif apte à 

reproduire cette loi de commande idéale. Dans ce but, nous exploitons le signal d’erreur 

entre le contrôleur adaptatif et le contrôleur idéal (3.1) pour mettre à jour les paramètres 

du système flou utilisé et ainsi  approcher la partie incertaine du signal de commande.  

Pour développer cette loi de commande adaptative, nous supposons que la commande 

idéale (3.1) peut être approximée, en utilisant un système flou, comme suit : 

  * *Tu S   (3.2) 

Où  1 2, TS S S et  S est le vecteur des fonctions floues de base supposé 

convenablement spécifié par l’utilisateur. De plus, nous supposons que le système flou 
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satisfait la propriété de l’approximation universelle dans un ensemble compact S qui 

est supposé suffisamment large pour que la variable S évolue dans cet ensemble sous 

l’effet de la commande. 

Par ailleurs, puisque le vecteur des paramètres optimaux * est inconnu, on considère 

son estimée̂  pour construire la loi de commande adaptative suivante [Wan94]:   

   ˆTu S   (3.3) 

Soit maintenant l’erreur d’identification ou d’estimation entre les deux lois de 

commande *u etu :  

 
*

ue u u   (3.4) 

Ainsi, en utilisant (3.2) et (3.3), on obtient: 

     *ˆT T
ue S u S        (3.5) 

où *ˆ    est le vecteur des erreurs d’estimation paramétrique.  

 

Théorème 3.1  [Naf13] Soit la classe des systèmes mécaniques sous-actionnés à deux 

degrés de libertés de la forme (1.70) à laquelle sont associées les surfaces de 

glissement 1S  et 2S  définies respectivement  par (1.71) et (1.72). Si cette classe de 

système est soumise à la loi de commande donnée par (3.3) où le vecteur des 

paramètres̂ est adapté suivant la loi : 

     1 1 1
ˆ sgnu S S K S QS w       

 (3.6) 

avec: 

  1 2w S S    (3.7) 

et K, Q , et u sont des constantes strictement positives ; par conséquent, toutes les 

variables du système en boucle fermée sont bornées et les surfaces de 

glissements 1S et 2S convergent vers zéro.  

Preuve : En substituant (3.1) dans (1.73) et tenant compte du fait que: 

 * *
1 1 1b u b u b u u   , on obtient : 
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   
   

1 1

*
1 1 1 2 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 1 1 1 2

sgn

sgn

u

eq eq u

u

S f λ x bu b e

b Kb S Qb S b S S u b u b e

b e K S QS S S





  

   

         
    



 

(3.8) 

Ou encore : 

  1 1 1 1sgnuS b e K S QS w   
 (3.9) 

Soit maintenant la fonction de coût quadratique qui exprime la mesure donnée par la 

différence entre la commande idéale et celle floue:  

 
    22 *

1 1
1 1 ˆ
2 2

T
uJ b e b S u    

 
(3.10) 

Nous exploitons la méthode du gradient pour minimiser la fonction (3.10) vis-à-vis du 

vecteur̂  des paramètres ajustables. Ainsi, en appliquant cette méthode la 

trajectoire  ˆ t qui minimise (3.14) est générée par l’équation différentielle suivante 

[Wan94]:  

  ˆ
u J    

 (3.11) 

Le gradient de  J  par rapport à̂ est donné par :  

 
      1ˆ u

J
J S b e


 




  

  
(3.12) 

Par conséquent, en exploitant (3.12), la loi d’adaptation (3.11) devient: 

   1
ˆ

u uS b e   
 

(3.13) 

Cependant, dans sa forme (3.13), cette loi d’adaptation ne peut être utilisée car les 

termes 1b et ue ne sont pas disponibles. Pour surmonter ce problème, le terme 1 ub e est tiré 

directement de  l’équation (3.9):  

  1 1 1 1sgnub e S K S QS w   
 (3.14) 

Ainsi, (3.13) devient : 
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     1 1 1
ˆ sgnu S S K S QS w       

 
(3.15) 

A ce stade, nous considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

 
2
1

1 1
2 2

T

u

V S  


   
 

(3.16) 

Sa dérivéeV est donnée par :  

 


 ~~SSV T

u

1
11   (3. 17) 

En utilisant (3.9) pour 1S et (3.13) pour , il vient :  

     1 1 1 1 1sgn T
u uV S b e K S QS w S b e        (3. 18) 

En exploitant (3.5) pour ue , V  devient : 

    2 2
1 1 1 1 1 1sgn u uV S K S w QS S b e b e     

 

(3.19) 

En considérant l’inégalité suivante : 

 
2 2

1 1 1 1 1
1 1
2 2u uS b e b e b S    (3.20) 

Par conséquent V , donné par (3.19),  peut être bornée tel que : 

 

  

  

  

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 max 1 1

2 2
1 1 max 1 1

1 1sgn
2 2
1 1sgn
2 2

1 1sgn
2 2

u

u

u

V S K S w QS b S b e

S K S w QS b S b e

S K S w Q b S b e

     

     

       
 



 

(3.21) 

En imposant max1 2Q b et  maxK w   , 0  , l’inégalité (3.21) se ramène à : 

 1V S 
 (3.22) 

La condition (3.22) garantit la bornitude de 1S et . De plus, selon le lemme de Barbalat, 

la surface de glissement 1S est asymptotiquement stable, i.e. 1 0S  quand .t   
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Il reste à démonter la convergence de la surface de glissement 2S , pour cela, nous 

partons de l’équation (3.9) :  

    1 1 1 1 1 2sgnuS b e K S QS S S    
 (3.23) 

Par ailleurs, en moyenne, nous avons  1 1sgn S S quand t  . Ainsi, (3.23) se réduit 

comme suit :  

  1 1 1 2uS b e K Q S S     
 (3.24) 

En supposant que le processus d’adaptation converge et donc le terme ue est 

suffisamment petit, donc (3.24) peut être réécrite comme suit : 

  1 1 2S K Q S S     
 (3.25) 

Par conséquent, et en utilisant le Lemme 1 (chapitre 2), la convergence de 1S implique la 

convergence de 2S vers zéro.  

Remarque 3.1  La loi d’adaptation (3.6)  ne peut être implémentée puisque la dérivée de 

1S  n’est pas disponible. Cependant, une version échantillonnée implémentable peut être 

établie comme suit [Lab07]:   

                   1 1
1 1 1 2

ˆ ˆ
sgnu

t t t S t S t t
S K S t QS t S t S t

t t
 

  
     

        
  (3.26) 

où t est un incrément de temps qui est toujours positif. En supposant que t est 

suffisamment petit, alors (3.26) peut être réécrite sous la forme suivante:  

                  1 1 1 2
ˆ ˆ 1 sgnut t t S Q t S t S t t K S t t S t t                

  (3.27) 

Remarque 3.2  La discontinuité de la commande, due à l’effet de la fonction sgn(.), peut 

être  atténuée en remplaçant celle-ci par la fonction saturation définie par: 

 
 

1 si x
sat x x si x






 
 

  
(3.28) 

Où: est une constante positive définie par l’utilisateur. 
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3.2.2. Exemples  d’application 

La méthode proposée, est testée par simulation numérique dans le cas où elle est 

appliquée à différents SMSA à deux ddl, à savoir : bille roulante sur poutre et le pendule 

inversé sur chariot.  Pour la synthèse de la commande découplée adaptative flou, un 

système de la forme standard T-S est utilisé pour générer le signal de commande. Ce 

système flou a pour entrée la variable Z défini par : ,Z S S   
 où chaque variable jZ , 

avec j=(1,2), est représentée par trois fonctions d’appartenance gaussiennes (Fig 3.1) :  

 1

21
exp 0.5

0.25j

j
jF

Z
Z

         
,  2

2

exp 0.5
0.25j

j
jF

Z
Z

         
, 

 3

21
exp 0.5

0.25j

j
jF

Z
Z

         
 

De plus, les grandeurs physiques d’entrées sont transformées en valeur normalisée dans 

l’intervalle [-1,1]. Ici, la valeur normalisée d’une grandeur physique est définie comme 

étant la valeur relative par rapport à la grandeur d’échelle maxi jL Z . 

 

Fig 3.1 Les fonctions d’appartenance des entrées floues 

 

3.2.2.1. Bille roulante et poutre: Beam and Ball  

L’équation de la dynamique du mouvement de la bille roulante sur poutre est donnée 

par (1.52) [Bar97]. Le système mis à l’essai est caractérisé par les paramètres suivants: 

B= 0.7143, M=0.05 kg; 602 1bJ   , R =0.01m, g=9.8m/s2.  

Après plusieurs essais de simulations, nous établis les paramètres de la commande tels 

que mentionnée dans le tableau 3.1 où le pas de calcul a été imposé à 0.005s et le point 

de départ est pris tel que 0 3  et trois différente valeurs pour 0x : 0m , 2m et,5m . 
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Tab 3.1  Les paramètres de Commande pour la bille et poutre 

Les paramètres de 
glissement 

Les paramètres des 
lois d’adaptation Paramètres de simulation 

1.5K  , 2Q  , 4  ,

1 1  , 2 1   
1  ; 0.01    Pas de simulation: 0.005h   

position initiale: 0 3  , 

0x  0m , 2m  et 5m  

Par ailleurs, l’évaluation de la robustesse de la loi de commande est faite durant les 

simulations numériques dans le cas où le système est soumis à un bruit aléatoire donné 

par:  randd t  et en présence d’une variation structurelle aléatoire de 100% touchant 

la masse de la bille:  0.05randM t  . 

Plusieurs simulations relatives à ce système ont été effectuées dans le cas adaptatif 

direct (CDAFDMG).  Les résultats obtenus de ces simulations  sont indiqués à la figure 

3.2. De celle-ci, nous observons que les états du système (angle d’inclinaison de la 

poutre et la position de la bille sur poutre) convergent rapidement vers leurs valeurs 

désirées (Fig. 3.2a & 3.2b).  

Cette convergence des états du système vers leurs valeurs désirées laisse supposer la 

convergence de la commande vers sa valeur idéale. 

De plus, nous constatons que la commande adaptative floue directe présente des pics 

durant la phase transitoire de convergence. 
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Fig 3.2 Commande découplée adaptative floue par les modes glissants sur la bille roulante et 
poutre : a) Position de la bille, b) Angle d’inclinaison de la poutre, c) Surfaces de glissement, 
d) La commande.   
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Ceci est probablement dû au processus d’adaptation des paramètres. Un tel phénomène  

se manifeste généralement quand  le processus d’estimation flou nécessite plus de temps 

pour atteindre la valeur idéale à partir des valeurs initiales choisies. De plus, durant cette 

phase transitoire le système nécessite plus d’effort pour ramener les états de leurs 

valeurs initiales au voisinage des valeurs désirées.   En présence de l’ensemble des 

perturbations considérées, les réponses des états du système montrent leurs 

convergences en un temps satisfaisant vers leurs références. Aussi, on peut conclure que 

cette commande présente une bonne robustesse.  

3.2.2.2.  Pendule Inversé sur chariot 

Le pendule inversé représente un bon modèle pour tester les performances de la 

stratégie adoptée car ce système présente un point d’équilibre instable.  Pour effectuer 

les simulations et déterminer les commandes,  nous avons considéré l’équation de la 

dynamique mentionnée au chapitre 1. Le système à tester est défini par les paramètres 

suivants  [Shi00]: 0.05pm  , 1cm  , 0.5L  , 9.8g  et, t p cm m m  . Le tableau 3.2 

regroupe les paramètres utilisés pour la détermination des lois de commande et pour 

effectuer la simulation. Durant les simulations, nous considérons que le système est 

affecté par une variation structurelle aléatoire de 50%  sur la masse du pendule telle 

que:  0.5randcm t   et par un bruit externe aléatoire:  randd t . 

Les résultats des simulations, pour le cas direct sont montrés aux figures 3.3. Les états 

du système oscillent durant pratiquement un cycle et demi avant d’atteindre le régime 

statique (Fig. 3.3a & 3.3b). 

De plus, il est confirmé que tous les états du système convergent vers leurs valeurs 

désirées comme il a été prévu par l’analyse de la convergence et de la stabilité exposée à 

la section précédente. Les signaux de commandes floues obtenus sont présentés aux 

figures 3.3c et 3.3d.  

Ces dernières révèlent que ces signaux présentent des pointes de valeur (110N) à t=0.1s. 

Tab 3.2  Les paramètres de la commande du pendule inversé sur chariot 

Les paramètres de 

glissement 

Les paramètres des lois 

d’adaptation 
Paramètres de simulation 

2 1K  , 2 1Q  , 5sK  , 

2sQ  , 1 8  , 2 1   

1  , 0.01    Pas de simulation: 0.005h   

position 

initiale:    0 0, 2,0x    
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Fig 3.3 Commande découplée adaptative floue par les modes glissants sur le pendule inversé 
sur chariot : a) Position du chariot, b) Angle du pendule, c) Surfaces de glissement, d) 
Commande appliquée au système 

Le basculement du pendule de sa valeur initiale vers le point d’équilibre instable fait 

que le signal de commande nécessite plus d’effort. Les résultats obtenus montrent la 

convergence en un temps tolérable des états vers leurs références malgré, la présence 

des variations paramétriques et d’une perturbation externe affectant le système.  Ceci 

prouve la robustesse de la commande appliquée. 

3.2.3. Commande adaptative directe des SMSA à trois ddl  

Au chapitre précédent, nous avons établi dans la première approche, une commande 

idéale découplée par les modes de glissement pour les SMSA à trois ddl donnée par :  

       * 1
1 1 1 1 2 1 3 3 3 2sgn( ) sgn( )u b K S f x S S Q S S S                 (3.29) 

où ,  , et des constantes positives telles que :  3 2maxQ S S       , 

K    , 0  ,  

 

    
 

 

3 3 2

3 2

3

max

max

max

M

M

S S S Q

Q S S

S

   



  

 

     

   
  




  (3.30) 

b) a) 

d) c) 
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Dans le but de développer une loi de commande adaptative, nous supposons que la 

commande idéale (3.29) peut être approximée par un système flou comme suit: 

  * *Tu S   (3.31) 

Où le vecteur S est défini tel que  1 2 3, , TS S S S et le vecteur des fonctions floues de 

base  S  est supposé convenablement spécifié par le concepteur. Comme le vecteur 

optimal * est inconnu, on ne considère alors que son estimée̂ aussi, on propose la loi 

de commande suivante :   

   ˆTu S   (3.32) 

L’erreur d’identification ou d’estimation *
ue u u  , est donnée par : 

 *ˆ( ) ( ) ( )T T T
ue S S S          (3.33) 

Où: *ˆ     est le vecteur de l’erreur d’estimation des paramètres. 

En considérant l’expression (1.82) de 1S et la dynamique du 1ier sous-système, la dérivée 

1S est alors donnée par :  

                                                    ubxxfS d 1112111     (3.34) 

Comme la commande réelle est telle que u
* euu  et 01 dx , il vient : 

                                                       u
* ebubxfS 112111    (3.35) 

Si dans cette dernière expression de 1S , on substitue *u par son expression (3.29), il 

vient : 

     1 1 3 3 2 3 1 1sgn( ) sgn( ) uS S S S S Q S K S b e              
  (3.36) 

De cette dernière relation, on peut tirer :  

     1 1 1 1 3 3 2 3sgn( ) sgn( )ub e S K S S S S S Q S             
  (3.37) 

Soit maintenant la fonction de coût quadratique définie en fonction de l’erreur ue telle que : 
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    22 *

1 1
1 1 ˆ
2 2

T
uJ b e b S u    

 
(3.38) 

En premier lieu en appliquant la méthode du gradient [Wan94], la solution  ˆ t , qui 

minimise la fonction de coût (3.38), vérifie alors l’équation différentielle suivante :  

  ˆ
u J    

 (3.39) 

Et en second lieu, le gradient de  J  par rapport à̂ est donné par :  

 
      1ˆ u

J
J S b e


 




  

  
(3.40) 

Par conséquent, la loi d’adaptation du vecteur des paramètres ̂ issue de la méthode du 

gradient est telle que : 

   1
ˆ

u uS b e   
 

(3.41) 

En utilisant (3.37), l’équation (3.41) devient :  

        1 1 1 3 3 2 3
ˆ sgn( ) sgn( )u S S K S S S S S Q S                 
  (3.42) 

Maintenant, soit la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

 
2
1

1 1
2 2

T

u

V S  


   
 

(3.43) 

La dérivée temporelle de V est donnée par : 

 1 1
1 T

u

V S S  


      (3.44) 

En substituant dans cette dernière relation 1S par son expression (3.36) etpar son 

expression (3.42), il vient :  

    1 1 1 1 1 1sgn T
s u uV S C KS S b S e S b e          (3.45) 

Avec:      1 3 3 2 3sgnSC S S S S Q S          . 

Et comme:    T T
ue S S      , donc (3.45) devient : 

 2
1 1 1 1S u uV S C K S b S e e      (3.46) 
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En remplaçant SC par son expression, on obtient:  

       2 2
1 1 3 3 2 3 1 1 1 1sgn( ) u uV S S S S S Q S S b S e b e                

 

En imposant     3 3 2max M S S S Q             , V peut être bornée telle 

que:  

 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

1 1
2 2

1 1
2 2

u u

u

V S S b S b e b e

S b S b e

 

 

     

      
 



 (3.47) 

Il est claire que pour : max
1
2

b  , nous aurons :  

 1V S 
 (3.48) 

La relation (3.48) assure la bornitude de 1S et . Par ailleurs, selon la théorie de stabilité 

de Lyapunov, la surface de glissement 1S est asymptotiquement stable. Par conséquent, 

1 0S   en un temps fini et une fois les modes de glissement établis, la dynamique du 

système est en moyenne définie par :  1 0S t  .  

L’établissement de la convergence de la surface de glissement 1S engendre la convergence 

du processus du fait que la démonstration suit les mêmes étapes déjà détaillées au 

chapitre 2.  

Ainsi, 2S et 3S  tendent aussi vers zéro (sous la condition :  3 2maxQ S S       ). 

Théorème 3.1  Soit la classe des SMSA à trois ddl de la forme (1.81) à laquelle sont 

associées  les surfaces de glissement données par (1.82)-(1.84). Si ce système est soumis 

à la loi de commande adaptative (3.31) où les paramètres sont adaptés selon la loi 

(3.42). Par conséquent, les variables d’état du système en boucle fermée sont bornées et 

les surfaces de glissement convergent vers zéro. 

Remarque 3.3  Une version échantillonnée de la loi d’adaptation (3.42) peut être établie 

comme suit : 

 
              1 1

1

ˆ ˆ
sgnu S

t t t S t S t t
x K S t C t

t t
 

  
     

        
(3.49) 
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Où encore :  

               1 1 1
ˆ ˆ sgnu St t t x S t S t t K t S t C t t                 

(3.50) 

3.2.4. Exemples  d’application : Double pendule inversé sur chariot 

Pour valider  la loi de commande développée dans la section précédente, notamment la 

commande découplée adaptative floue par mode de glissement pour un SMSA à trois ddl, 

nous considérons un DPI ayant pour dynamique (1.63). Les paramètres de la commande 

sont pris tels que: 1 10  , 2 1  , 3 1  , 40K  , 10Q  , 19  , 19  , 2.5  , 1  . 

L’objectif de maintenir les deux tiges à la position verticale, et de ramener le chariot 

vers les positions horizontales désirées telles que:    1 2 3, , 0,0, 4d d dx x x m .  

De plus, nous évaluons la robustesse dans le cas où la dynamique du système est sous 

l’effet conjugué d’une perturbation externe aléatoire d donnée par : 0.1 ( )d t rand  et 

des variations paramétriques aléatoires de 50% touchant les deux masses: 

 0.5randim t  avec i=(1,2).  

Nous pouvons remarquer la convergence en un temps fini de tous les états du DPI: les 

angles d’inclinaison des deux tiges (Fig.3.4a et Fig.3.4b) et la position du chariot (Fig 

3.4c).  
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Fig 3.4  Commande découplée adaptative directe floue par les modes glissants du double 
pendule inversé sur chariot : a) Angle d’inclinaison de la tige 1, b)  Angle d’inclinaison de 
la tige 2, c) Position du chariot, c) Commande appliquée au système. 

d) c) 

a) b) 
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Chaque état du système présente une allure quasi continue avec faible oscillation avant 

d’atteindre la valeur désirée, tandis que la position du chariot présente une convergence 

continue sans oscillation (Fig.3.4c). Pour les trois variables d’état, le temps de réponse 

est de 8s. 

Le signal de commande correspondant montré à la figure 3.4d, présente un pic de 150N 

à t=0.3s avant d’atteindre un régime stationnaire relatif à la mise du DPI sur le point 

d’équilibre. 

De plus, les résultats obtenus pour ce SMSA à trois ddl montrent que les variations 

structurelles et les perturbations externes n’ont pas entravé  la convergence satisfaisante 

du système. 

3.3. Commande adaptative découplée indirecte floue par mode de glissement  

Après avoir développé une approximation adaptative directe de la commande idéale par 

les modes glissants découplée (pour les SMSA à deux et à trois ddl), nous introduisons, 

dans cette section, une approximation indirecte de cette même commande via une 

identification directe des termes inconnus dans la dynamique du SMSA en exploitant les  

systèmes flous.  

Dans cette section, nous tiendrons compte d’une erreur d’approximation non nulle des 

fonctions nonlinéaires  1f x et  1b x  due à l’approximation par un système flou. Ainsi, 

nous supposons que ces fonctions non- linéaires  1f x et  1b x , peuvent être 

approximées d’une façon optimale par des systèmes flous dans un ensemble x , comme 

suit:  

  
1 1 1

*
1 ,T

f f ff x     (3.51) 

  
1 1 1

*
1 ,T

b b bb x     (3.52) 

où
1f

 et
1b sont les erreurs de l’approximation floue,

1

*
f et

1

*
b sont les vecteurs des 

paramètres optimaux inconnus qui minimisent les erreurs
1f

 et
1b dans 

l’ensemble x ,  
1

T
f x et  

i

T
b x  sont les vecteurs des fonctions de base convenablement 

choisis par le concepteur. 

De plus, nous supposons que ces systèmes flous satisfont à la propriété d’approximation 

universelle dans l’ensemble opérationnel compact x , qui est supposé suffisamment 

grand pour garantir aux  variables d’état d’évoluer dans x quand le système est en 
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boucle fermée. Ainsi, il est raisonnable de considérer que les erreurs d’approximation 

soient bornées pour tout xx . En exploitant les estimés
1

ˆ
f et

1b̂ , relatifs aux vecteurs 

des paramètres optimaux
1

*
f et

1

*
b qui sont inconnus, les estimés 1f̂ et 1b̂ peuvent être alors 

exprimés par : 

  
1 11̂

ˆT
f ff x   (3.53) 

  
1 11̂

ˆT
b bb x   (3.54) 

3.3.1. Commande adaptative indirecte des SMSA à deux ddl  

En substituant dans l’expression (3.1) de la loi de commande idéale par les modes de 

glissement, les fonctions 1f  et 1b  par leurs estimés 1f̂ et 1b̂ , celle-ci devient :  

        1
1 1 1 2 1 1 1 1 2
ˆ ˆ sgndu b f x x K S QS S S          (3.55) 

En ajoutant et en retranchant 1̂f et 1̂b u à l’expression (1.73) de 1S , celle-ci devient: 

      * *
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
dS f f b b u f b u x x          (3.56) 

A ce stade, on substitue u du  terme 1̂b u dans (3.56) par son expression (3.55), on aboutit 

alors à l’expression suivante de 1S  :  

        1 1 1 1 1 1 1 1 2
ˆ ˆ sgnS f f b b u K S QS S S       

 (3.57) 

On définit l’erreur de modélisation globale me par: 

 
   1 1 1 1

ˆ ˆ
me f f b b u       

(3.58) 

En utilisant les relations de (3.51) à (3.54), on peut récrire (3.58) dans la forme suivante:  

 
   

1 1 1 1

T T
m f f b b me x x u       

 
(3.59) 

Où : 

 
1 1 1

* ˆ
f f f    , 

1 1 1

* ˆ
b b b     et 

1 1m f b u    
 

(3.60) 
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Cependant, l’erreur d’approximation m est supposée bornée vu que m est une fonction 

dépendante de x etu [Lab07].  

Hypothèse 3.1 L’erreur d’approximation m est bornée comme suit: m m  où 

0m  .  

Tenant compte de (3.57), la relation (3.58) nous permet alors d’obtenir: 

    1 1 1 1 2sgnme S K S QS S S      


 (3.61) 

Maintenant, pour pouvoir extraire les lois d’adaptation des paramètres, nous 

considérons la fonction de coût quadratique qui mesure l’écart entre ces nonlinéarités 

inconnues et leurs approximations floues comme suit: 

 
      1 1 1 1

221 1
2 2

T T
m f f b b mJ e x x u         

 
(3.62) 

En appliquant la méthode du gradient, les dynamiques de
1f

 et
1b sont déterminées alors 

par les équations différentielles suivantes : 

 

 

 
1 1

1 1

ˆ

ˆ
f

b

f

b

J

J





  

  

   

   




 

(3.63) 

où est une constante positive. Ceci permet de déduire les lois 

d’adaptation 1f et 1b suivantes :  

 

 

 
1 1

1 1

ˆ

ˆ
f f m

b b m

x e

x ue

 

 

 

 





 

(3.64) 

Du fait que l’erreur de modélisation est non disponible, aussi le terme me dans la relation 

(3.54) est remplacé par son expression équivalente (3.61) pour obtenir des lois 

d’adaptation réalisables  comme suit :  

 

      
      

1 1

1 1

1 1 1 1 2

1 1 1 1 2

ˆ sgn

ˆ sgn

f f

b b

S S K S QS S S

S u S K S QS S S

  

  

     

     

 

 

 

(3.65) 
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Finalement et dans le but d’améliorer la robustesse des lois d’adaptation (3.65) face aux 

erreurs d’approximation, les lois (3.65) sont modifiées en introduisant les termes 

contenant le coefficient positif  ( -modification) comme suit [Ioa96]: 

 

      
      

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 2

1 1 1 1 2

ˆ ˆsgn

ˆ ˆsgn

f f f

b b b

S S K S QS S S

S u S K S QS S S

   

   

      

      

 

 

 

(3.66) 

Théorème 3.2  Soit la classe des SMSA à deux ddl de la forme (1.81) pour laquelle 

nous définissons les surfaces de glissement (1.71) et (1.72). Si ce système est soumis à 

la loi de commande adaptative (3.55) où les paramètres sont adaptés selon les lois 

(3.66) et en supposant que l’erreur d’approximation est bornée telle que: m m  par 

conséquent, les variables d’état du système en boucle fermée sont uniformément 

bornées et les surfaces de glissement convergent vers un voisinage de l’origine dont la 

taille peut être ajustée par les paramètres de conception. 

 

Preuve. Pour étudier la stabilité du système en boucle fermée lorsqu’il est soumis à la 

commande adaptative (3.55) et où les paramètres sont modifiés selon les lois (3.66), 

nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :  

 
 1 1 1 1

2
1

1 1
2 2

T T
f f b bV S    


     

 
(3.67) 

La dynamique deV est alors telle que : 

  1 1 1 11 1
1 ˆ ˆT T

f f b bV S S    


       (3.68) 

Or, de (3.61), on peut tirer 1S sous la forme : 

    1 1 1 1 2sgnmS e K S QS S S      


 (3.69) 

De plus, les lois d’adaptation modifiées (3.66) peuvent se mettre sous la forme: 

 

 

 
1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ
f f m f

b b m b

S e

S ue

  

  

  

  





 

(3.70) 
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Ainsi, en remplaçant dansV , 1S par (3.69), 
1f

 et
1b par (3.70), on obtient : 

         1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 2
ˆ ˆsgn T T T T

m f f b b m f f b bV S e K S QS S S S S u e                      
   

 
 (3.71) 

D’autre part, la relation (3.59) permet de tirer: 

 
   

1 1 1 1

T T
f f b b m mx x u e       

 
(3.72)

 

Et par la suite, l’expression deV devient :  

 

        
   

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 2
1 1 1 1 1 2

ˆ ˆsgn

ˆ ˆ

T T
m m m m f f b b

T T
m m m m f f b b

V S e K S QS S S e e

S e K S QS S S S e e

      

      

        

        

 

 
(3.73) 

En considérant les inégalités suivantes :
 

 2 2
1 1

1 1
2 2m mS e e S  , 2 21

4m m m me e   ,  (3.74) 

 
1 1 1 1

2 2*ˆ
2 2

T
f f f f

        , 
1 1 1 1

2 2*

2 2
T
b b b b

           

V  peut être borné comme suit :   

 
1 1 1 1

2 2 2 22 2 * * 2
1 1 1 1 2

1 1
2 2 2 2 2 2m f b f b mV K S Q S S S S e    

                  
 

 

   
(3.75) 

En imposant   1 2maxK k S S   , (3.75) devient :  

 
1 1

2 22 2
1 1

1 1
2 2 2 2m f b mV k S Q S e  

          
 

 
 

(3.76) 

avec:  

 
1 1

2 2* * 2

2 2m f b m
        (3.77) 

Pour 1/ 2Q  et 1min 2 ,
2

Q 
     

  
, l’inégalité suivante est vérifiée : 
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1 1 1 1

2 22 2 2 2
1 11 1 1 1 12

2 2 2 2 2 2 2f b f b
S SQ      

   
              

     
     

Ou encore :  

 V~~SQ bf 





 














 

2

1

22
1

2
1

2
1

22
12  (3.78)  

En tenant compte de (3.78), la relation (3.76) devient :  

 

mmm VeVV   2

2
1

 

(3.79) 

 L’équation (3.79) permet de déduire que la fonction de Lyapunov candidate satisfait la 

condition suivante : 

  


 mtm e)(V)t(V 








 
 00  (3.80) 

La relation (3.80) permet de conclure que les grandeurs 1S ,
1f

 et
1b sont uniformément 

bornés. De plus, la surface de glissement 1S converge asymptotiquement vers un voisinage 

de m défini tel que :  1 1 2m mS S     et sa dynamique moyenne est représentée 

alors par 1 0S  .  

Par ailleurs, nous admettons que le voisinage 2 m    est suffisamment petit pour 

qu’on puisse approximer  1sgn S par:  1 1sgn S S .  Aussi, la relation (3.69) se réduit à: 

    
2

1 1
mS eS Q K S

Q K





 
        


 (3.81) 

Pour : 1Q K   , le lemme 1 permet d’avoir:
 

2
1

mS eS
Q K






 

 ou encore :  

 
 

2

2m me Q K
S

 


   
   (3.82) 

Remarque 3.4  En absence des erreurs d’approximation (
1

0f  ,
1

0b  et 0  ), on 

aura: 0m  . Cela permet d’avoir:    1 2, 0,0S S  quand t  . 
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Remarque 3.5  Une version échantillonnée des lois d’adaptation (3.66) peut être établie 

telle que:   

                   

 
                     

 

1 1

1

1 1

1

1 1
1 1 1 2

1 1
1 1 1 2

ˆ ˆ
sgn

ˆ 1
ˆ ˆ

sgn

ˆ 1

f f

f

b b

f

t t t S t S t t
x K S t QS t S t S t

t t

t

t t t S t S t t
x u t K S t QS t S t S t

t t

t

 
 



 
 



     
       

 

    
     

  

 
  (3.83) 

D’où : 

                  
   

                    
   

1

1 1

1

1 1

1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 2

ˆ sgn

ˆ ˆ 1

ˆ sgn

ˆ ˆ 1

f

f f

b

b f

t x S t t S t t K S t QS t S t S t

t t t t

t x u t S t t S t t K S t QS t S t S t

t t t t

  

  

  

  

        

   

        

   
  (3.84) 

Où : t est le pas d’échantillonnage.  

3.3.2. Exemples d’application 

3.3.2.1. La bille roulante sur poutre 

Nous avons pris les mêmes paramètres du système bille roulante et poutre. Les 

simulations effectuées pour le cas adaptatif indirect sont illustrées à la figure 3.5 pour 

des  paramètres relatifs à la commande donnés au tableau 3.3.  

Pour l’étude de la robustesse, nous avons considéré la même situation pour les 

variations structurelles et les bruits externes.  

Tab 3.3  Paramètres de la commande indirecte pour le système bille roulante sur poutre 

Les paramètres de 

glissement 

Les paramètres des 

lois d’adaptation 

Paramètres de simulation  

4K  , 2Q  , 1 1  ,

2 1  , 3   

1  ; 0.01    Pas de simulation: 0.005h  , position 

initiale :     0 0, 3, 5 , 2 ,0x m m   
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Il est clair que tous les états du système (angle d’inclinaison de la poutre et la position 

de la bille) convergent vers les valeurs désirées (Fig.3.5a & 3.5b). Evidemment, cette 

convergence vers les valeurs désirées laisse supposer que la commande converge aussi 

vers le signal idéal. En outre, la commande adaptative indirecte développée dans cette 

section présente une robustesse remarquable et le système reste insensible aux 

perturbations considérées durant les simulations numériques. 
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Fig 3.5  Commande découplée adaptative floue indirecte par mode de glissement de bille 
roulante sur poutre : a) Position de la bille, b) Angle d’inclinaison de la poutre, c) Surfaces de 
glissements, d) Commande appliquée au système. 

 

3.3.2.2.  Pendule inversé sur chariot 

Les paramètres de la commande pour le cas indirect sont présentés au tableau 3.4 et le 

SMA utilisé est représenté par la même dynamique que celle indiquée par la relation 

(1.43) [Shi00] avec : 0.05pm  , 1cm  , 0.5L  , 9.8g   et, t p cm m m  . Les résultats 

des simulations sont illustrés aux figures 3.6.  

Tab 3.4  Les paramètres de commande du pendule inversé du chariot 

Les paramètres de 
glissement 

Les paramètres des 
lois d’adaptation Paramètres de simulation 

60K  , 20Q  , 

1 17  ,  2 5   
1  ; 0.15    Pas de simulation: 0.01h  ,  

Position initiale:    0 0, 2,0x    

objectif :    , 0,5d dx   

d) c) 

a) b) 
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Fig 3.6  Commande découplée adaptative floue indirecte par mode de glissement du 
pendule inversée : a) Position du chariot, b) Angle d’inclinaison du pendule, c) Surfaces 
de glissements, d) Commande appliquée au système 

 

Les états du système atteignent le régime statique durant le premier cycle (Fig. 3.3a & 

3.3b). De plus, il est clair que tous les états du système convergent vers leurs valeurs 

désirées. Ceci est conforme à l’analyse de la convergence et de la stabilité développée 

dans la section précédente. Le signal de commande floue obtenu est présenté à la figure 

3.6d. Ce signal présente un pic durant la phase transitoire (d’une valeur de 60N à 

l’instant t=0.2s). 

Concernant la robustesse, il est évident que la commande indirecte adaptative 

développée pour les SMSA à deux ddl  reste robuste vis-à-vis des mêmes perturbations 

considérées pour le cas de la commande adaptative directe. 

3.3.3. Commande adaptative indirecte des SMSA à trois ddl  

Dans cette section, on considère la commande idéale par les modes de glissement (3.29) 

déjà établie pour les SMSA à trois ddl où les fonctions inconnues 1f et 1b sont remplacées 

par leurs estimés 1f̂ et 1b̂ . Ceci conduit à la loi de commande suivante : 

       1
1 1 1 1 2 1 1 3 3 3 2
ˆ ˆsgn( ) sgn( )du b K S f x x S S Q S S S                  (3.85) 

a) b) 

c) d) 
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où  ,  ,  et   sont des constantes positives telles que  K     et 

 

    
 

 

3 3 2

3 2

3

max

max

max

M

M

S S S Q

Q S S

S

   



  

 

     

   
  




  (3.86) 

Si dans l’expression de 1S , on ajoutant et on retranchant 1̂f et 1̂b u  celle-ci devient alors: 

      1 1 1 1 1 1 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

dS f f b b u f b u x x          (3.87) 

En remplaçant la commande u  par son expression (3.85) dans (3.87), cette dernière 

devient:  

          1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 2
ˆ ˆ sgn( ) sgn( )S f f b b u K S S S Q S S S                


 

  (3.88) 

On définit l’erreur de modélisation ou d’identification globale me telle que : 

 
   1 1 1 1

ˆ ˆ
me f f b b u   

 
(3.89) 

En utilisant (3.51)-(3.54), on peut récrire (3.89) comme suit :  

 
   

1 1 1 1

T T
m f f b b me S S u       

 
(3.90) 

avec : 

  
1 1 1

* ˆ
f f f    et

1 1 1

* ˆ
b b b    et

1 1m f b u    
 

(3.91) 

Nous supposons que l’erreur d’approximation m est bornée par une constante positive 

m [Lab07]. 

Tenant compte de l’expression (3.89) pour me , la relation  (3.88) conduit à: 

      1 1 1 3 3 3 2sgn( ) sgn( )me S K S S S Q S S S             


 (3.92) 

Dans le but d’établir les lois d’adaptation, nous considérons la fonction de coût 

quadratique qui est une mesure de l’écart entre ces nonlinéarités inconnues et leurs 

approximations adaptatives comme suit : 
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      1 1 1 1

221 1
2 2

T T
m f f b b mJ e S S u         

 
(3.93) 

En procédant de la même manière que dans le cas des systèmes à deux ddl, les 

dynamiques de
1f

 et 
1b sont alors données par les équations différentielles suivantes : 

 

 

 
1 1

1 1

ˆ

ˆ
f

b

f

b

J

J





  

  

   

   




 

(3.94) 

où   est une constante positive. Ce qui permet de déduire les lois d’adaptation 

suivantes : 

 

 

 
1 1

1 1

ˆ

ˆ
f f m

b b m

x e

x ue

 

 

 

 





 

(3.95) 

Cependant, les lois (3.95) ne sont pas faisables vu la non disponibilité de l’erreur me , 

aussi, celle-ci est remplacée par son expression (3.92) pour aboutir aux lois d’adaptation 

suivantes :  

 

        
        

1 1

1 1

1 1 1 3 3 3 2

1 1 1 3 3 3 2

ˆ sgn( ) sgn( )

ˆ sgn( ) sgn( )

f f

b b

x S K S S S Q S S S

x u S K S S S Q S S S

     

     

           


           

 

 

  

  

(3.96) 

Finalement, ces dernières lois sont à nouveau modifier en introduisant un terme de 

modification comme suit [Ioa96]: 

        
        

1 1 1

1 1 1

1 1 1 3 3 3 2

1 1 1 3 3 3 2

ˆ ˆsgn( ) sgn( )

ˆ ˆsgn( ) sgn( )

f f f

b b b

x S K S S S Q S S S

x u S K S S S Q S S S

      

      

            


            

 

 

      (3.97) 

Théorème 3.3  Soit une classe des SMSA à trois ddl de la forme ( 1.81) pour laquelle 

les surfaces de glissement sont définies selon (1.82)-(1.34). Si l’erreur d’approximation 

de ce système est bornée telle que m m  et s’il est soumis à la loi de commande 

adaptative (3.94) où les paramètres sont modifiés selon (3.97) ; par conséquent, les 
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variables d’état du système en boucle fermée sont uniformément bornées et les surfaces 

de glissement convergent vers un voisinage de l’origine dont la dimension peut être 

ajustée par des paramètres de conception. 

Preuve. 

Soit la fonction de Lyapunov candidate suivante :  

 
 1 1 1 1

2
1

1 1
2 2

T T
f f b bV S    


     

 
(3.98) 

Sa dérivée temporelleV est donnée par : 

  1 1 1 11 1
1 ˆ ˆT T

f f b bV S S    


       (3.99) 

La relation (3.88) permet d’obtenir 1S sous la forme : 

      1 1 1 3 3 3 2sgn( ) sgn( )mS e K S S S Q S S S             


 (3.100) 

D’autre part, les lois d’adaptation (3.97) modifiées peuvent être réécrites comme suit : 

 

 

 
1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ
f f m f

b b m b

S e

S ue

  

  

  

  





 

(3.101) 

En remplaçant 1S ,
1f

 et
1b respectivement par leurs expressions (3.100) et (3.110), 

V devient alors : 

       
      1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 3 3 2sgn sgn( )m

T T T T
f f b b m f f b b

V S e K S S S Q S S S

S S u e

   

        

            

   



     
(3.102) 

Or, de la relation (3.90), on peut tirer la relation suivante : 
  

 
   

1 1 1 1

T T
m m f f b be S S u       

 
(3.103) 

Ce qui permet de modifier (3.102) comme suit :  
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      
   

    
 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 3 3 3 2

2
1 1 1 1 3 3 3 2

2

sgn( ) sgn( )

ˆ ˆ

sgn( )

ˆ ˆ

m

T T
m m m f f b b

m

T T
m m m f f b b

V S e K S S S Q S S S

e e

S e K S S S S Q S S S

e e

   

     

    

     

          

   

          

   



 

 

        (3.104) 

En tenant compte des inégalités suivantes : 

2 2
1 1

1 1
2 2m mS e e S  , 2 21

4m m m me e   , 
1 1 1 1

2 2*ˆ
2 2

T
f f f f

        , 

1 1 1 1

2 2*ˆ
2 2

T
b b b b

        et 2 2
m M   ; 

V peut être est bornée tel que : 

1 1 1 1

2 2 2 22 2 * * 2
1 1 1

1 1
2 4 2 2 2 2S m f b f b MV K S S S C e    

                  
 

 
     

  
(3.105) 

Avec :     3 3 3 2sgn( )sC S Q S S S           

Cependant, en rappelant les conditions (2.45) , notamment :  

 K    et     3 3 2max S S S              (3.106) 

Il vient:  

 
mbfm

~~eSSV 




 






 

2

1

2

1
22

11 24
1

2
1





 

(3.107) 

avec :  

 
1 1

2 2* * 2

2 2m f b m
        (3.108) 

Pour :
2
1

  et 













   ,min

2
12 , l’inégalité suivante est vérifiée : 

 























 

2

1

22
1

2

1

22
1

2
1

2
1

22
1

2
1

22
12 bfbf

~~S~~S












  

Ou: 
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 V~~S
bf 





 















 

2

1

22
1

2
1

2
1

22
12   (3.109) 

En tenant compte de (3.109), la relation (3.107) devient :  

 

mmm VeVV   2

4
1

 

(3.110) 

L’équation (3.110), nous permet de déduire que la fonction de Lyapunov candidate satisfait 

la condition suivante : 

     0 0 tm mV t V e 

 
  

    
 

 (3.111) 

Selon (3.111), la trajectoire de  V t  nous garantit que 1S , 
1f

 et 
1b sont uniformément 

bornés. De plus, la surface de glissement 1S converge asymptotiquement vers un 

voisinage m tel que  1 1 2m mS S      et présente une dynamique moyenne définie 

par 1 0S  . Par ailleurs, nous admettons que le voisinage 2 m   est suffisamment 

petit pour que la fonction  1sgn S puisse être approximée par:  1 1sgn S S . Par 

conséquent, la relation (3.100) devient : 

  
     

 
3 3 2 3

1 1

sgn mS S S Q S e
S K S

K
  

 


               

  (3.112) 

En utilisant le lemme 1, il est facile de trouver que :  

 
      

 
3 3 2 3

1

sgn mS S S Q S e
S

K
  

 


     
 


 pour : 1K   (3.113) 

Cependant, vu que 1S est bornée telle que 1 2 mS   , cela permet de conclure que: 

2 m   . Ainsi, (3.103) donne :  

    3 3 2 3sgn( ) KS S S Q S    



        (3.114) 

D’autre part, puisque la fonction est générer via la relation différentielle: 

 3S     , il vient que 3S  (selon lemme 1 ;Chapitre 2, section 2.2.2). Ainsi, 

(3.114) permet d’écrire : 
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  3 3 2 3sgn( ) KS S S Q S  



      (3.115) 

Soit maintenant la fonction de Lyapunov suivante: 

 2
3

1
2

W S   (3.116) 

Sa dérivée temporaire est alors donnée par: 

 3 3W S S   (3.117) 

En utilisant (3.115), l’équation (3.117) devient:  

  3 3 3 3 2sgn( ) KW S Q S S S S 
 


      

 
  (3.118) 

Aussi, pour un choix de Q tel que :  3 2max KQ S S 
  


      

et 0  , la 

relation (3.118) nous permet de conclure que: 

 3S'W   (3.119) 

La relation (3.119) signifie que    0W t W , et ainsi 3S est bornée, i.e. 3S L . De ce fait, 

la surface 3S tend vers zéro en un temps tdonné par:  3 0t S t η   avec une dynamique 

exprimée par: 3 0S  et  3 0S t  . Donc, quand t  et en tenant compte de tous ceci, la 

relation (3.115) devient : 

  3 3 2 3sgn( ) 0KS S S Q S  



       (3.120) 

Comme en moyenne, 3 3sgn( )S S  quand t   aussi, la relation (3.120)  peut être 

réécrite telle que : 

  
2

3 3

KS
S Q S

Q

 




  
    

 
 

  (3.121) 

L’application du lemme 1 dans le cas de la relation (3.121), nous  permet de conclure 

que: 
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2

3 0

KS
S

Q

 







 


pour 1  ,  (3.122) 

Donc : 2
KS  

 


  , et sachant que 2 m   , on obtient:  

 
2 2 m

KS  



   (3.123) 

Remarque 3.6  Dans le cas de l’absence de l’erreur d’approximation, 

i.e.
1

0f  ,
1

0b  et 0  , il est évident que: 0m  et ainsi: 0  . Par conséquent, 

l’ensemble m sera réduit à :  1 1 0m S S   et par la suite on aura: 1 0S  . De plus,  la 

relation (3.123) permet d’avoir aussi: 2 0S  . Finalement, le système converge vers 

l’ensemble défini par :    1 2 3, , 0,0,0S S S  quand t  . 

3.3.4. Exemple d’application 

Dans cette section, nous nous proposons de valider, les lois de commande développées 

dans la section précédente, par simulations numériques dans le cas où le système étudié 

est un double pendule inversé (DPI). Les simulations du fonctionnement du DPI, sous la 

conduite des lois de commande proposées, ont pour objectifs d’évaluer d’une part la 

qualité de la stabilisation du DPI et d’autre part les performances en termes de 

robustesse vis-à-vis des variations paramétriques et des perturbations externes.  Nous 

exploitons le modèle, donné sous la forme différentielle réduite (2.71), pour  d’une part  

calculer les lois de commande du DPI et pour d’autre part entreprendre la simulation de 

son fonctionnement. 

Les paramètres du DPI soumis à l’étude sont comme suit : 1 1l m , 2 1l m , 1 1kgm  , 

2 1kgm  . Après plusieurs essais de simulations à la recherche de la réponse 

satisfaisante du DPI sous commande, les coefficients du contrôleur ont été fixés comme 

suit : 1 10  , 2 0.5  , 3 0.5  , 45K  , 2Q  , 10  , 10  , 2.5  , 1  . 

Pour l’étude de la robustesse, nous avons pris les mêmes valeurs des perturbations que 

celles pour le cas de la commande adaptative directe. L’objectif recherché revient à 

maintenir les deux tiges à la position verticale, et de ramener le chariot vers les 

positions horizontales désirées telles que:    1 2 3, , 0,0, 4d d dx x x m . Les résultats de 

simulations sont présentés à la figure 3.7.   
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Fig 3.7  Commande découplée adaptative floue indirecte par mode de glissement du DPI: a) 
Angle d’inclinaison de la tige 1, b)  Angle d’inclinaison de la tige 2, c) Position du chariot, c) 
Signal de commande appliqué au DPI. 

Evidemment, nous pouvons constater en première lecture la convergence en un temps 

fini de tous les états du DPI: les angles d’inclinaison des deux tiges (Fig.3.7a et 

Fig.3.7b) et la position du chariot (Fig 3.7c).  Il est clair que l’évolution des angles 

d’inclinaison des deux tiges présente une allure quasi continue avec une faible 

oscillation avant d’atteindre la valeur désirée, alors que la position du chariot présente 

une convergence sans oscillation (Fig.3.7c). Pour les trois variables d’état, le temps de 

réponse et de 8s. Le signal de la commande correspondant illustré à la figure 3.7d, il 

présente un pic de 180N à t=0.3s avant d’atteindre un régime stationnaire relatif à la 

mise du DPI sur le point d’équilibre. 

Pour toutes ces simulations, on constate que la robustesse de la commande adaptative 

indirecte est aussi assurée puisque les performances du système restent satisfaisantes 

même sous l’effet de toutes les perturbations considérées. 

3.4. Conclusion 

En conclusion, nous avons dans cette partie développée une synthèse de la commande 

adaptative découplée par les modes de glissement en utilisant les systèmes flous. Dans 

les deux approches présentées dans ce chapitre : directe et indirecte ; l’ajustement des 

paramètres du système flou a été effectué en optant une adaptation basée sur 

l’identification de l’erreur entre la fonction inconnue et son approximation adaptative. 

Nous avons vu que l’extraction des différentes lois d’adaptation des paramètres était 

a) b) 

c) d) 
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effectuée en utilisant la méthode de descente du gradient. L’application de la méthode 

proposée à différents SMSA a donné des résultats satisfaisants. 

De plus, nous avons montré que les lois de commande proposées permettent la 

stabilisation du système aux valeurs de référence tout en assurant la bornitude de tous 

les signaux. 
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Chapitre  

4 

 

Commande par la logique  

de commutation  
 

Dance ce chapitre, nous allons présenter la conception d’une 

commande à base de la logique de commutation. Une étude 

détaillée est effectuée dans les sections de ce chapitre dans le 

cas des SMSA à 2 et 3 ddl. 

 

 

 

 

4.1. Introduction  

La technique de commutation est introduite au niveau de la commande pour enrichir le 

domaine de la régulation automatique et d’offrir d’autres techniques assurant la stabilité.  

En effet, il était montré que la commutation entre de multiples modèles adaptatifs peut 

d’une part apporter une amélioration à la réponse transitoire des systèmes de commande 

adaptative ([Mor92] et [Nar94]) et d’autre part surmonter les limitations de la 

commande adaptative et donc améliorer ses performances [Gas00].  

Dans plusieurs domaine d’application industrielle, l’idée de l’introduction de la logique 

da commutation dans la commande est sujette d’un grand intérêt vu que le procédé à 

commander subit des changements du mode opératoire de telle façon qu’un seul 

contrôleur ne permettra pas de garantir la stabilité et la convergence en boucle fermée  

[Mos95], [Ioa96], [Hes01] et [And08].  
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En effet, la commutation entre les contrôleurs est très intéressante pour assurer une 

protection du procéder contre tout effet indésirable de l’environnement où le procédé 

opère [Goo01], [Gla00]. De plus, les changements de la dynamique du procédé sous 

commande et le caractère de perturbation, nécessitera un changement rapide dans 

l’action du contrôleur pour maintenir les performances en boucle fermée[Nar94], 

[Hes01]. 

Ainsi, la commande par la “logique de commutation” ou par la supervision et encore 

dite la commande multi contrôleurs, s’inscrit dans la cadre de la commande de procédés 

non linéaires. Une analogie avec la commande adaptative est possible dans le cas où les 

contrôleurs locaux sont de même structure, la structure équivalente est un contrôleur 

dont les paramètres varient au cours du temps, mais cette évolution des paramètres n’est 

pas régie par une équation dynamique. De même, une analogie peut être faite avec la 

commande floue avec des contrôleurs de ce type [Gas00].  

L’architecture la plus simple pour la commande par commutation se résume en un 

système utilisant une famille de contrôleurs iu ,i.e.: la sortie mesurée y, du système à 

commander, active un ensemble de contrôleurs iu générant à chaque instant des entrées 

candidates lesquelles sont susceptibles d’être utilisées comme entrée du système de 

commande.  

 

Fig 4.1 Le schéma de principe de la commande par la logique de commutation 

 

4.2. Concept général de la commande via la logique de commutation  

Cette technique de commande permet la commutation entre les lois de commande selon 

la structure et l’environnement du procédé à réguler et elle autorise l’utilisation de 

contrôleurs obtenus par des méthodes diverses.  En général, elle consiste en deux 

étapes:  
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• Synthèse de contrôleurs stabilisants locaux : en connaissant a priori le 

comportement du système dans différentes zones de fonctionnement, la synthèse de 

contrôleurs locaux devient alors moins compliquée. 

• Synthèse de la commande globale : dans cette étape, on doit prendre en compte ces 

lois de commande locales afin d’élaborer la loi de commande effectivement 

appliquée au système à réguler. Ce rôle est rempli par le commutateur à déterminer.  

En outre pour chaque sous-système, l’objectif du commutateur est de synthétiser un 

signal de commande final à partir des différentes sorties des contrôleurs relatifs à ce 

sous-système. Le commutateur peut avoir différentes formes : non linéaire, floue ou 

adaptative, et dépend des entrées et de la sortie correspondantes. 

De point de vu structure, deux types de commutations sont illustrées dans la littérature 

spécialisé : commutation franche et commutation pondérée.  

Pour la commutation franche, le commutateur choisi uniquement un seul contrôleur  

parmi un ensemble de contrôleurs locaux. Cette sélection peut faire intervenir un 

superviseur constitué d’un ensemble de prédicteurs. L’algorithme de commutation est 

alors basé sur la minimisation d’un critère quadratique : le correcteur associé au 

prédicteur correspondant au plus petit critère est sélectionné par le commutateur et 

constitue le signal de commande du procédé (Exemple : [Hun97], [Dub94],[Xu00]). 

Pour la deuxième, il s’agit en fait d’un “mélangeur” capable de pondérer les différents 

signaux de commande.  Ainsi, plusieurs signaux de commande issus des correcteurs 

locaux sont pris en compte dans l’élaboration du signal de commande final [Nak97]. 

L’un des objectifs est d’avoir des transitions moins “brutales” pour passer d’un 

contrôleur local à un autre. Dans la littérature, plusieurs méthodes sont utilisées, 

notamment à commutation floue (exemple: [Nak97], [Nar89]). 

La structure en plusieurs sous-systèmes des SMSA constitue une caractéristique 

avantageuse  à l’application de la commande par la logique de commutation. La solution 

réside dans l’utilisation d’une des commandes stabilisantes pour chaque sous-systèmes 

ou bien pour un ensemble de sous-système. Dans ce chapitre, nous établissons une 

logique de commutation pondérée entre les différentes commandes stabilisantes pour 

chaque sous-système. Cette commutation peut être déduite en considérant un ensemble 

élargie de signaux de commande. Que se soit pour les SMSA à deux ou à trois ddl, la 

logique de commutation est conçue en se basant sur la méthode du gradient et l’analyse 

de la stabilité globale du système à commander est effectuée en utilisant la théorie de 

Lyapunov. 
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4.3. Conception de la commande par logique de commutation : SMSA à 2 ddl 

4.3.1. Formulation du problème  

Comme vu aux chapitres précédents, ces entrées de commande 1u et 2u n’assurent pas à 

chaque sous-système de poursuivre sa propre surface de glissement vu qu’elles ne 

considèrent que la commande exclusive des sous-systèmes  1 2,x x et  3 4,x x . Ainsi, une 

commutation entre les deux commandes 1u et 2u peut être très intéressante pour assurer 

la convergence des deux sous-systèmes. En se basant sur le principe de la commande 

par la logique de commutation, nous développons une nouvelle méthodologie de 

synthèse de la commande pour assurer la convergence du système en boucle fermée 

vers le point d’équilibre défini par :       1 2: , 0 , 0x S x t S x t     . La 

commande globale u issue de la commutation entre les deux commandes ( 1u et 2u ) par 

les modes de glissement est donnée par la relation suivante :  

  1 21u u u     (4.1) 

Dans (4.1),  est considéré comme le paramètre de commutation pour l’adaptation de la 

commande globale dans le but de stabiliser les deux surfaces 1S et 2S . Le paramètre

vérifie la condition :  

 0 1   (4.2) 

Evidemment, pour 0  ou 1, la commande globale prend exclusivement la valeur 1u ou

2u . La stratégie globale, est basée sur ces considérations et le paramètre  joue le rôle 

de commutateur qui attribue une certaine pondération pour chaque commande 1u et 2u

pour générer le signal de commande globale qui stabilise le système global. 

4.3.2. Conception de la commande 

La partie suivante est consacrée à la synthèse d’une loi de commande par la logique de 

commutation. En rappelant les formules (1.63) et (1.64)  qui définissent les dérivées par 

rapport au temps des surface de glissement 1S et 2S respectivement, et en remplaçant u 

par sa valeur (4.1), on obtient:  

 

  
  

1

2

1 1 1 2 2

2 2 1 2 2

eq

eq

S b u u u u

S b u u u u





   

   




 

(4.3) 
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Le problème revient maintenant à chercher la valeur optimale * qui annule 

simultanément 1S et 2S . Ainsi, (4.3) permet d’écrire : 

 

 

 

1
1 1 2

2
2 1 2

S b u u

S b u u






 




 





 

(4.4) 

Il est évident que si 1 2u u on a: 1 2 0S S
 
 

 
 

 
. Dans ce cas, la relation (4.3) assure que

1 2u u u  , et par la suite, les deux sous-systèmes sont alors soumis au même signal de 

commande qui garantit la convergence des  surfaces 1S et 2S . En effet, quand :

1 2u u u  , il est claire que le glissement idéal défini par la relation (1.69) est satisfaite. 

De plus, un choix des gains 1K et 2K , suivant la condition (1.70) garantit à l’état du 

système d’atteindre les surfaces de glissement 1S et 2S de maintenir son mouvement de 

glissement et de ce fait la dynamique du système se réduit à 1 2 0S S     . 

Afin d’assurer un signal de commande qui est proche des deux commandes 

décentralisées 1u et 2u , nous considérons la fonction quadratique suivante :  

 
     2 2

1 2
1
2

J u u u u      
 

(4.5) 

qui mesure la différence entre la commande globale (4.1) et les commandes 

décentralisée désirée (1.67) et (1.68). 

En remplaçant dans (4.5) la commande u par (4.1), il vient : 

 

       

     

 

2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

1 1 1
2
1 1
2
1 2 2 1
2

J u u u u u u

u u u u

u u

    

 

 

          

      

     
 

(4.6) 

Nous utilisons  la méthode du gradient pour minimiser la fonction du coût (4.6) vis à vis du 

paramètre α. Aussi, la trajectoire  t , issue de la méthode du gradient [Wan94], vérifie la 

dynamique suivante:  

  J     et 0   (4.7) 
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Comme le gradient de  J  par rapport à est donné par: 

 
       2

1 2 2 1
J

J u u


 




    
  

(4.8) 

Par conséquent la dynamique (4.7) est déterminée par: 

    2
1 2 2 1u u     

 
(4.9) 

Comme 0 1  aussi, l’équation (4.9) devient : 

 
   2

1 2 2 1 ,  : 0 1
0,  

u u si
ailleurs

  


     



 

(4.10) 

D’une autre manière, on peut extraire à partir de (4.9) une valeur de non différentielle 

comme suit : 

 

       

 

2 2
1 2 1 2

2
1 2

0

22 1 2
2 1

ln 2 1 2

du u u u dt

u u dt

   


 


       


    



 

(4.11) 

Ce qui permet d’avoir : 

 
 2

1 2
0

2

2 1
u u dt

e






 
   (4.12) 

D’où : 

 

 

 

2
1 2

0

2
1 2

0

2

2

1
2

1
2

u u dt

u u dt

e

ou

e











 

 






 

 






 (4.13) 

Supposition 4.1  Nous supposons que les commandes 1u et 2u sont contraintes à la 

condition 1 mu U et 2 mu U et 0mU  durant tout le processus d’adaptation. 
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Il est évident que l’équation (4.12) assure la condition 0 1  , de plus à partir de (4.6), 

on a :    2 2
1 2

10 2
2 mJ u u U    . 

D’autre part, le minimum de  J  correspond à:   1 2 1 2, ,  ou 1 2u u u u     . 

Ce qui nous permet de distinguer deux cas : 

Cas .1: 1 2  . 

En remplaçant 1 2  dans l’équation (4.9), on aura:  1 2
1
2

u u u  et

 2 2 2
1 2

1 1
2 4 mJ u u C U      

   
où C  est une constante réelle. Donc, on peut écrire:

1 2 2u u C   et donc u prend les 2 formes suivantes : 1u u C  et 2u u C  . Aussi en 

exploitant ces deux formes de u les dynamiques 1S et 2S données respectivement par  

(1.63) et (1.64), deviennent : 

    1 1 1 1 1 2 1dS f b u C x x       (4.14) 

    2 2 2 2 2 4 3dS f b u C x x       (4.15) 

Maintenant, posons : 

 1 1 1mK b U   et 2 2 2mK b U    (4.16) 

et soit la fonction de Lyapunov relative aux surfaces 1S et 2S suivante : 

 
 2 2

1 2
1
2

V S S 
 

(4.17) 

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par : 

 1 1 2 2V S S S S    (4.18) 

En remplaçant 1S  et 2S  par leurs expressions (4.14) et (4.15) il vient : 

          1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 4 3d dV S f b u C x x S f b u C x x              (4.19) 

En utilisant 1u et 2u selon (1.77) et (1.78) de plus 1K et 2K sont imposés selon (4.16), V

devient : 

      1 1 1 1 2 2 2 2sgn sgnV S b C K S S b C K S    
 (4.20) 
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D’où :

  
 1 1 2 2V S S  

 (4.21) 

Ainsi, d’après la théorie de stabilité de Lyapunov, les deux surfaces 1S et 2S sont stables 

et convergent vers zéro. 

Cas .2: 1 2  . 

En rappelant la première équation de (4.10), on a:    2
1 2 2 1 0u u       , et par la 

suite,  nous aurons: 1 2u u  ou 1 2  . 

Comme 1 2  , il vient que 0  1 2u u  . Donc les deux surfaces 1S et 2S seront 

stables et convergent vers zéro sans aucune conditions sur les paramètres de conception 

des commandes 1u et 2u . 

 

Fig 4.2 Le schéma global de la commande des SMSA à deux ddl 

 

Propositin 4.1  [Naf11a] Soit une classe de SMSA avec 2 ddl de la forme (1.70) à 

laquelle sont associées les  surfaces de glissement (1.71) et (1.72), et les lois de 

commande décentralisées (1.77) et (1.78) respectivement. Si ce système est soumis à la 

loi de commande globale (4.1) où le paramètre est adapté selon (4.10) (ou (4.13)) et 

les gains 1K et 2K vérifient la condition (4.16) par conséquent, toutes les variables d’état 

du système en boucle fermée sont uniformément bornées et toutes les surfaces de 

glissement convergent vers zéro. 

Remarque 4.1  La structure de commande définie par (4.1) peut être appliquée à un 

ensemble de la paire des commandes ( 1u et 2u ) autre que celle définie par (1.77) et (1.78) 

et en particulier aux SMSA ayant l’un des gains nul ( 1b ou 2b ). 
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Par exemple pour les SMSA à 2ddl, nous pouvons créer deux autres surfaces à partir de 

(1.71) et (1.72) telles que: 

 
12 1 2 1 1 1 3 2 3

21 1 2 1 1 1 3 2 3

S S S x x x x
S S S x x x x

 
 

     
     

   
     (4.22) 

Dont les dérivées temporelles sont données par :  

 
     
     

12 1 1 2 1 2 2 4 3 1 2

21 1 1 2 1 2 2 4 3 1 2

d d

d d

S f x x f x x u b b

S f x x f x x u b b

 

 

       

       

  
    (4.23) 

Et les commandes équivalentes sont déterminées par :  

 

      
      

12

21

1
1 2 1 1 2 1 2 2 4 3

1
1 2 1 1 2 1 2 2 4 3

eq d d

eq d d

u b b f x x f x x

u b b f x x f x x

 

 





       

       

 

   
(4.24)

 

Avec :  1 2 0b b  et  1 2 0b b  . 

Les commandes en mode glissant possibles pour chaque sous-système sont déduites 

telles que : 

 12 12

21 21

12

21

S eq

S eq

u u u

u u u

 

 
 (4.25) 

où:  

 
   
   

12

21

1
12 1 2 12

1
21 1 2 21

sgn

sgn

S

S

u K b b S

u K b b S





  

  
 (4.26) 

Et 12K et 21K sont des coefficients strictement positifs. 

La loi de commutation entre les deux contrôleurs générant, par la technique des modes 

glissants, les commandes 12u et 21u garde la même forme (4.1) donc, la commande 

globale u est telle que: 

  12 211u u u     (4.27) 

En suivant la même méthode développée dans le cas de la commande globale (4.1), on 

peut montrer que la commande (4.27) peut aussi assurer la convergence du système en 

boucle fermée vers le point d’équilibre défini par l’ensemble 12  tel que:

      12 12 21: , 0 , 0x S x t S x t     . Ainsi, (4.21) permet d’avoir: 1 0S  et 2 0S   
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4.3.3. Exemples et simulation 

Afin de tester la loi de commande adaptative par logique de commutation au cas des 

SMSA à deux ddl, nous considérons deux exemples : le premier concerne la commande 

de la bille roulant sur poutre (beam and ball) tandis que le deuxième est dédié à la 

commande d’un pendule inverse sur chariot. 

Pour la bille roulante sur poutre (dynamique donnée par 1.7.1.7, §1), nous allons 

appliquer la loi de commande proposée (Proposition 4.1). Cependant, ce système 

particulier présente un gain nul ce qui nécessite l’élaboration d’une deuxième 

commande stabilisante (Remarque 4.1).  Ainsi, on choisit une surface de glissement 

additionnelle S donnée par: 1 2S S S  . La commande robuste par MG peut être écrite 

telle que :   

 

       
1

1 2 1 1 2 1 2 2 4 3sgns d du K b b S f x x f x x 

           

 

(4.28) 

Celle-ci assure en fait la convergence de 1S vers 2S  ( 1 2S S ).  

L’objectif de la commande par commutation est donc d’effectuer une commutation 

entre su et 1u  pour assurer la convergence de 2S vers 1S et la convergence de 1S vers zéro. 

Donc la commande globale u est telle que:  

   11su u u     (4.29) 

Les paramètres relatifs à la commande et, qui ont conduit à des résultats satisfaisants, 

sont tels que: 1 1K  , 1K  , 1 10  , 2 1  et 0.2  . L’étude de la robustesse est 

effectuée dans le cas où la dynamique du système est assujettie à une perturbation 

externe de la forme  randd t et en présence d’une variation structurelle aléatoire de 

100% affectant la masse de la bille telle que:  0.05randM t  . 

Les résultats de simulations représentés aux figures 4.3a et 4.3b montrent clairement 

que tous les états du système convergent vers les valeurs désirées (position de la bille et 

angle de la poutre). On constate une convergence sans oscillation de la position de la 

bille ainsi que l’angle d’inclinaison de la poutre en un temps de réponse de 10s sans 

qu’il y ait un important dépassement par rapport à la valeur désirée durant la période 

transitoire. Le signal de commande ainsi que le paramètre de commutation apparaissent 

respectivement aux figures 4.3c et 4.3d. Il est claire que la valeur de la commande 

globale présenté à la Figure 4.3c ne dépasse pas 6N ce qui donne avantage à la stratégie 

adoptée pour ce système. 
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Fig 4.3  Commande par logique de commutation de la bille roulante sur poutre: a) Position de 
la bille, b) Angle d’inclinaison de la poutre, c) Signal de commande appliqué au système, c) 
Paramètre α. 

De plus, nous pouvons constater que la commande par la logique de commutation 

adoptée pour ce SMSA à deux ddl est robuste vis-à-vis de l’ensemble des perturbations 

considérées. En effet, tous les états du système convergent d’une manière satisfaisante 

vers leurs références.  

Pour le deuxième exemple, notamment le pendule inverse sur chariot qui présente un 

point d’équilibre instable, les paramètres relatifs à la commande sont pris tels que:

1 1K  , 2 1K  , 1 10  , 2 100  , 0.1  . L’objectif de la commande est de maintenir le 

pendule en position verticale pour une position spécifiée du chariot:    1 , 0,5d dx m  , 

et le système démarre des conditions initiales suivantes:   0 0, ,0x  . 

Afin d’étudier la robustesse, nous avons pris les mêmes valeurs des perturbations 

qu’aux chapitres précédents, notamment : une variation structurelle aléatoire de 50% 

affectant la masse du pendule telle que:  0.5randcm t   en présence d’une 

perturbation externe aléatoire donné par:  randd t . Les résultats de simulations sont 

illustrés dans les figures 4.4.  

Nous pouvons constater la convergence de tous les états du système vers leurs valeurs 

désirées (Fig. 4.4a et 4.4b). 
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Fig 4.4  Commande pour la logique de commutation du pendule inversé sur chariot : a) 

Position du chariot, b) Angle d’inclinaison du pendule, c) Signal de commande appliqué au 

système, c) Paramètre α. 

 

Le signal de commande mentionné à la figure 4.3d, montre un pic important de 220N 

durant la période transitoire. 

De plus, vu que l’objectif est de forcer l’une des deux commandes u1 ou u2 à converger  

vers l’autre, nous pouvons constater que la différence entre les deux signaux tend vers 

zéro (Fig.4.4f).  

L’évolution du paramètre de commutation apparait à la figure 4.4e. Du point de vue 

robustesse, nous remarquons que le système reste insensible face aux variations et aux 

perturbations externes.  

En effet, les performances de la convergence, de tous les états du système, restent 

satisfaisantes même en présence des perturbations. 
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4.4. Conception de la Commande par la logique de commutation : SMSA à 3 ddl 

4.4.1. Formulation du problème 

Dans cette section, nous développons la méthode de synthèse relative à la commande 

par les modes de glissement pour un SMSA à trois ddl ayant une seule entrée de 

commande et à trois variables de sortie. Comme déjà mentionné au chapitre 1, la 

dynamique d’un SMSA à trois ddl peut être réécrite sous la forme différentielle 

simplifiée (1.71). 

Nous avons vu que chacune des lois de commande 1u , 2u et 3u ne permet pas la 

convergence vers zéro de tous les sous-systèmes vu que ces commandes considèrent un 

contrôle exclusif des paires  1 2,x x ,  3 4,x x  and  5 6,x x .  

Sur la base de la technique de commande par la logique de commutation, nous allons 

créer un ensemble de contrôleurs candidats tel que le système en boucle fermée 

converge vers le point d’équilibre défini dans l’ensemble   tel que:

         1 2 3: , 0 , 0 , 0x S x t S x t S x t       .Ce point d’équilibre défini par 

l’ensemble fait appel à une stratégie de commutation dans l’ensemble uC donné par:

 1 2 3, ,uC u u u .   

Ainsi, l’objectif global est d’établir une combinaison entre ces différentes lois de 

commande pour assurer la condition : 1 2 3u u u u   . 

Soit le signal de commande généralisée suivant:  

 
 
 

1 23

23 2 3

1

1

u u u

u u u

 

 

  

    
(4.30) 

Avec : 

 0 1  et 0 1   (4.31) 

Dans (4. 30) les termes   et  sont considérés comme des paramètres de commutation 

conçus pour adapter le signal de la commande globale afin d’assurer la convergence 

vers zéro et la stabilité des surfaces 1S , 2S et 3S .   

Par ailleurs pour ( 0  ou 1  ) et ( 0  ou 1  ), il est évident que la commande 

globale prend exclusivement les valeurs 1u , 2u et 3u comme mentionné au tableau 4.1. 
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Tab 4.1  Distribution de valeurs des paramètres de commutation 

  
  

1 0 

1 1u u  1u u  

0 2u u  3u u  

 

4.4.2. Conception de la Commande 

En utilisant (4.29), les dérivées temporelles des surfaces de glissement, sont alors 

données par : 

 

    
    
    

1

2

3

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 3 1 2 3

1 1

1 1

1 1

eq

eq

eq

S b u u u u

S b u u u u

S b u u u u

   

   

   

       

       

       






 

(4.32)
 

Pour extraire les lois d’adaptation relatives aux paramètres inconnues  et  , nous 

considérons la fonction de coût quadratique qui mesure l’écart entre la commande 

globale (4.30) et les commandes décentralisées par les MG données par (1.94)-(1.96): 

 
         2 2 2 2

1 23 23 2 23 3
1,
2

J u u u u u u u u           
 

(4.33) 

Le développement de la fonction quadratique (4.33) conduit à la frome suivante de 

 ,J   : 

 
     2 22 2

1 23 2 3
1, 2 2 1 2 2 1
2

J u u u u                      
(4.34) 

En utilisant la méthode du gradient, les trajectoires des paramètres et  , minimisant la 

fonction de coût (4.33) vérifient les équations différentielles suivantes :  

 
 
 

1

2

,

,

J

J




   

   

  

  


  (4.35) 

Avec: 2 0  et 1 0  . 

Le gradient de  ,J   par rapport à et  est donné par: 
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       

          

2
1 23

22
1 23 2 3 2 3

,
, 2 1

,
, 2 2 1 2 1

J
J u u

J
J u u u u u u





 
  


 

    



    




            

(4.36) 

Les gains et  issus de l’algorithme du gradient sont alors donnés par les équations 

différentielles suivantes: 

 

   
       

2
1 1 23

22
2 1 23 2 3 2 3

2 1

2 2 1 2 1

u u

u u u u u u

  

    

   

         



  
(4.37) 

Cependant, et sachant que:0 1  et 0 1  , l’équation (4.37) peut être ramenée à : 

 

   

       

2
1 1 23

22
2 1 23 2 3 2 3

2 1 ,  : 0 1
0,  

2 2 1 2 1 ,  : 0 1

0,  

u u si
ailleurs

u u u u u u si

ailleurs

  


    


     

             





(4.38) 

Supposition 4.2  Nous supposons que les commandes 1u , 2u et 3u vérifient la contrainte:

1 mu U , 2 mu U et 3 mu U ,où : 0mU  . 

Par conséquent, (4.33) permet d’écrire:   20 , 4 mJ U   . Par la suite, et en analysant 

(4.36), on constate que le minimum de  ,J   correspond à: 

 

 

 

 

        

1 23

2
1 23 2 3 2 3

1 ou 
, 0 2

et et
, 0 2 2 1 2 1 0 ou 

u u
J

J u u u u u u






 

    

            
             

  
(4.39) 

Il faut noter que: 20.5 2 2 1 1     et 20.5 2 2 1 1     . 

La relation (4.39) permet de distinguer quatre cas possibles pour déterminer le 

minimum de  ,J   donné par (4.34). 
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Cas 1 :  1 23u u et       2
1 23 2 32 2 1 2 1 0u u u u          

 

  2
2 2 3 2 1u u     

 

(4.40) 

La relation (4.40) est similaire à (4.9). Les mêmes étapes de démonstration permettent 

de déduire que pour : 

 2 2 2mK b U   et 3 3 3mK b U    (4.41) 

Les surfaces 2S et 3S tendent vers zéro : 0 1    et par conséquent 2 3u u  et  ,J  

devient : 

      2 2
2 3

1, 2 2 1 0
2

J u u         (4.42) 

D’autre part, vu que: 1 23u u et 2 3u u , l’utilisation de (4.30) permettra d’avoir:

23 2 3u u u   et 1 23u u u   ,ce que donne en final: u= 1 2 3u u u  . Donc, pour un gain 

1K strictement positif qui satisfait (1.98), le régime de glissement est satisfait pour la 

surface 1S et (1.97) sera assuré. Par la suite on aura 1 0S  . 

Cas 2 : 1 23u u et 2 3u u  

Il est clair qu’à partir de (4.30) on a :  

 

 
 

1 23 1 3

23 2 3 3 2

1

1

u u u u u

u u u u u

 

 

    

      
(4.43) 

D’où : 1 2 3u u u  , et donc d’après (1.87) et (1.88) il vient que 1S , 2S et 3S convergent vers 

zéro.  

Cas 3 : 
1
2

  et     1 23 2 3
1 2 1 0
2

u u u u       
 

 

Dans ce cas, on a: 

     1 23 2 32 1 2u u u u      (4.44) 

Et le gradient (4.34) prend la valeur : 
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       2 2 2

1 23 2 3
1 1, 2 2 1
2 2

J u u u u             
(4.45) 

Finalement, et comme la relation (4.43) est satisfaite, alors  ,J   devient :  

         

   

2 2 2 2
2 3 2 3

2 2 2
2 3

1, 4 1 2 2 2 1
2
1 4 16 16 2 2 1
2

J u u u u

u u

    

   

        

        
 

Ce qui conduit à :  

 
     2 2

2 3
1, 18 18 5
2

J u u          
(4.46) 

Puisque: : 0 1    , le terme 218 18 5 0    et donc   2 3, 0J u u     . De 

plus, puisque     1 23 2 3
1 2 1 0
2

u u u u     
 

et 2 3u u  donc 1 23u u  ou encore :

1 2 3u u u u   . Cette dernière relation couplée avec la dynamique des surfaces (4.32) 

assure la convergence vers zéro de toutes les surfaces de glissement. 

Cas 4 : 
1
2

  et 2 3u u  

On aura à partir de (4.34) : 

 
   2

1 23
1,
4

J u u   
 

(4.47) 

Donc, pour  , 0J    ,il est claire qu’on a 1 23u u . 

Cependant, puisque :  1 23
1
2

u u u  , on aura : 1 23u u u  . De plus, sachant que

2 3u u , donc (4.30) donne: 23 2 3u u u  .  

Cela permet de conclure que: 1 2 3u u u u   ,et ainsi, toutes les surfaces de glissements 

subissent le même signal de commande qui assure le régime de glissement et donc ces 

surfaces convergent vers zéro.  

Propositin 4.2  Soit une classe de SMSA à3 ddl de la forme (1.81) à laquelle sont 

jointes les surfaces de glissement (1.82)-(1.84) et les lois de commande décentralisées 

(1.91)-(1.93). Si le système est soumis à  la loi de commande adaptative globale (4.30) 
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où les paramètres de commutation α et β sont adaptés selon (4.38) par conséquent 

toutes les variables d’état du système en boucle fermée et toutes les surfaces de 

glissement convergent vers zéro. 

Remarque 4.2   Un autre ensemble de famille de commandes peut être défini et 

spécialement pour les SMSA ayant l’un des gains nul. Pour les systèmes à 3ddl, nous 

pouvons déduire trois autres surfaces à partir des surfaces (1.82)-(1.84) comme suit:   

 

12 1 2 1 1 1 3 2 3

21 1 2 1 1 1 3 2 3

13 1 3 1 1 1 5 3 6

S S S x x x x
S S S x x x x
S S S x x x x

 
 
 

     

     
     

   
   
   

 (4.48) 

Leurs dérivées temporelles sont alors données par:  

 

     
     
     

12 1 1 2 1 2 2 4 3 1 2

21 1 1 2 1 2 2 4 3 1 2

13 1 1 2 1 3 3 6 5 1 3

d d

d d

d d

S f x x f x x u b b

S f x x f x x u b b

S f x x f x x u b b

 

 

 

       

       

       

  
  
  

 (4.49) 

Et les commandes équivalentes relatives s’écrivent comme suit :  

 

      
      
      

12

21

13

1
1 2 1 1 2 1 2 2 4 3

1
1 2 1 1 2 1 2 2 4 3

1
1 3 1 1 2 1 3 3 5 5

eq d d

eq d d

eq d d

u b b f x x f x x

u b b f x x f x x

u b b f x x f x x

 

 

 







       

       

       

 

 

 
 

(4.50)
 

Les commandes par les MG possibles pour les trois sous-systèmes sont donc 

déterminées par : 

 
12 12

21 21

13 13

12

21

13

S eq

S eq

S eq

u u u

u u u

u u u

 

 

 

 (4.51) 

où :  

 

   
   
   

12

21

13

1
12 1 2 12

1
21 1 2 21

1
13 1 2 13

sgn

sgn

sgn

S

S

S

u K b b S

u K b b S

u K b b S







  

  

  

 (4.52) 

et 12K , 21K  et 13K sont des coefficients strictement positifs. 
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Fig 4.5  Le schéma global de la commande pour un SMSA à trois ddl. 

La technique de commutation entre les trois contrôleurs en MG générant 12u , 21u et 13u est 

de la même forme que (4.30) :  

 
 
 

12 23

23 21 13

1

1

u u u

u u u

 

 

  

    (4.53) 

Par conséquent, cette commande permet également la convergence vers le point 

d’équilibre défini par:          123 12 21 13: , 0 , 0 , 0x S x t S x t S x t       . Ainsi, 

on aura : 1 0S  , 2 0S  et 3 0S  . 

4.4.3. Résultats de simulation 

Dans ce paragraphe, nous considérons la commande d’un modèle sous-actionné à trois 

ddl, notamment le double pendule inversé sur chariot. 

L’objectif est de stabiliser les deux tiges du pendule sur une position verticale pour une 

position spécifiée du chariot:    1 2, , 0,0,4d d dx m   . Les paramètres relatifs aux 

surfaces de glissement (4.27), aux lois de commande (4.30) et (4.31) ainsi ceux de la loi 

d’adaptation (4.39), sont imposés après plusieurs essais tels que: 1 0.1  , 2 0.4  ,

1 80K  , 2 1K  , 3 0.1K   , 1 8  2 35   et 3 1  . Le système démarre à partir des 

conditions initiales suivantes:    1 2, , ,0,0d d dx   .  De plus, on considère le cas où 

les variations paramétriques aléatoires de 50% affectent les deux  masses du système:
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 0.5randim t   avec i=(1,2) et en présence d’une perturbation externe aléatoire d 

donnée par : 0.1 ( )d t rand .  

Les résultats de la simulation sont montrés aux figures 4.6. En résumé, cette application 

numérique confirme les résultats de notre analyse de la convergence telle que 

mentionnée dans la section précédente. En effet, les figures 4.5a et 4.5b révèlent 

clairement que la position du chariot ainsi que les angles des deux tiges tendent vers 

leur valeurs désirées d’une façon continue est sans oscillation.  

On relève que le temps de réponse est environ de 10s. Le signal de commande globale 

nécessaire pour la stabilisation du DPI est donné à la  figure 4.5d et, il est clair que la 

valeur de ce signal présente un pic de 15N très inférieure à la valeur maximale 

admissible.  

   

    

    
Fig. 4.6  Commande par la logique de commutation du DPI : a) Position du chariot,  b) 
Angles d’inclinaison des bras du  pendule, c) Surfaces de glissement,  d) Signal de la 
commande globale, e) les Commandes décentralisées, f) Paramètre de commutation α et β. 
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La figure 4.6e illustre l’évolution des commandes 1u , 2u et 3u , où on peut constater 

qu’elles convergent vers la même valeur ce qui valide notre analyse de convergence. 

Les paramètres de commutation et  apparaissent à la figure 4.5f où 0.5   et   tend 

vers zéro. 

Enfin, les résultats obtenus pour ce SMSA à trois ddl montrent que la convergence des 

états du système s’établit d’une manière satisfaisante en dépit de l’ensemble des 

perturbations affectant la dynamique du système. 

4.5. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle stratégie de commande par logique 

de commutation adaptative associées au SMSA.  

En se basant sur le principe de la logique de commutation, un algorithme de commande 

était établi pour deux différents systèmes à 2 et à 3ddl. 

Nous avons établi que les lois de commandes proposées assurent la stabilité et de la 

convergence des SMSA à 2 et à 3 ddl. Les résultats obtenus relatifs à l’application de 

ces commandes à différents SMSA ont révélé que cette stratégie est une solution 

efficace pour la conduite de tels types de système. L’avantage principal de cette 

stratégie de commande réside dans le fait qu’elle assure une convergence de tous les 

états du système en un temps d’action assez réduit par rapport à celui occasionné par les 

autres lois de commandes développées dans cette thèse.  
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Etude Comparative 
et 

Conclusion 
  

1. Etude Comparative 

Avant de conclure ce travail, nous effectuons tout d’abord une étude comparative des 

résultats de simulations relatives aux différentes stratégies de commande développées 

aux chapitres précédents dans le cas d’un même SMSA à deux ddl puis à trois ddl.  

Ainsi, nous considérons les résultats du pendule inverse sur chariot pour les SMSA à 

deux ddl et ceux du double pendule inversé pour les SMSA à trois ddl. Cette étude est 

établie sur la base des critères suivants: le temps de réponse, l’allure de la réponse des 

états du système, la précision et enfin le comportent du signal de la commande. 

Pour le pendule inverse sur chariot, nous avons considéré que le système est affecté par 

une variation structurelle aléatoire de 50%  sur la masse du pendule telle 

que:  0.5randcm t   et par un bruit externe aléatoire:  randd t . 

Ainsi, nous avons vu que toutes les approches présentées (y compris les stratégies 

adaptatives) assurent la convergence de tous les états du système vers leurs valeurs 

désirées (angle d’inclinaison du pendule  et position du chariot x ). Pour les deux 

conditions initiales considérées: 1EI ( 0 2   et 0 5x m ) et 2EI ( 0 3   et 0 5x m ). Le 

tableau ci-après (Tab 5.1) regroupe les performances des différentes approches. On 

remarque que d’une manière générale, les différentes stratégies de commande 

présentent le même temps de réponse, la même allure de réponse avec deux périodes 

d’oscillation avant d’atteindre le régime stationnaire e avec une précision de 1%.  

Cependant, le signal de commande issu de la méthode basée sur la logique de 

commutation présente un pic assez important par rapport aux autres stratégies (une 

différence qui varie de 200% à 300%). Dans ce contexte, la CGM découplée adaptative 

indirecte présente le signal le moins contraignant à l’entrée du système. 

En présence de l’ensemble des perturbations considérées, les réponses des états du 

système montrent leurs convergences en un temps satisfaisant vers leurs références. 

Aussi, on peut conclure que les commandes synthétisées présentent une bonne 

robustesse. 
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Tab 5.1  Performances des différentes méthodes de commande dans le cas  du 

pendule inversé sur chariot 

 Temps 

de  

réponse 

Réponse de 

l’angle du 

pendule 

Réponse du 

chariot 

Précision et 

erreur 

Signal de la 

commande 

CMG découplée Non-adaptative 

A
pp

ro
ch

e 
1 

4 ~5s Deux périodes 

d’oscillation 

avec un pic de 

0.8rad l’état 

initiale 2. 

Une seule période 

d’oscillations 

avec un pic de 

5.5m pour l’état 

initiale 2 

Angle : <1% 

Position : <1% 

 

Un pic de 

80N durant la 

période 

transitoire. 

A
pp

ro
ch

e 
2 

4 ~5s Deux périodes 

d’oscillation 

avec un pic de 

0.8rad pour 1EI . 

Une seule période 

d’oscillations 

avec un pic de 9m 

pour 1EI  

Angle: <1% 

Position: <1% 

Un pic de 

115N durant 

la période 

transitoire. 

CMG découplée adaptative 

M
ét

ho
de

 d
ir

ec
te

 4 ~5s Une période 

d’oscillation 

avec un pic de 

1.4rad pour 1EI  

Une seule 

période 

d’oscillations 

avec un pic de 

11m pour 1EI  

Angle : <1%  

Position : 5% 

Un pic de 

130NT 

durant la 

période 

transitoire 

M
ét

ho
de

 d
ir

ec
te

 4 ~5s Une seule 

période 

d’oscillation 

avec un pic de 

1.4rad pour 1EI . 

Une seule 

période 

d’oscillations 

avec un pic de 

11m pour 1EI  

Angle :<1%   

Position: <1% 

Un pic de 

60N durant la 

période 

transitoire 

Commande par la logique de commutation 

 2 ~5s Convergence 

sans oscillation 

(smooth) 

Une seule 

période 

d’oscillations. 

Angle: <1% 

Position : <1% 

Un pic de 

230N durant 

la période 

transitoire 
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Pour le cas d’un système à trois ddl, notamment, le DPI, nous avons vu aux chapitres 

précédents que les stratégies développés garantissent la stabilité et la convergence de 

tous les états du système vers leurs valeurs désirées:  0,0,3m et  0,0,4m . 

De plus, nous avons évalué la robustesse dans le cas où la dynamique du système est 

sous l’effet conjugué d’une perturbation externe aléatoire d donnée par : 0.1 ( )d t rand  
et des variations paramétriques aléatoires de 50% touchant les deux masses: 

 0.5randim t  avec i=(1,2). Le Tableau ci-dessous (Tab 5.2) résume les 

performances constatée pour chaque stratégie de commande.  

Tab 5.2  Performances des différentes méthodes de commande pour le DPI 

 
Temps 

de  
réponse 

Réponse des  
angles des 
pendules 

Réponse du 
chariot 

Précision et 
erreur 

Signal de la 
commande 

Commande Non-adaptative 

A
pp

ro
ch

e 
1 4~6 s  trois périodes 

d’oscillation 
avec un pic de 
-0.5rad et -0.8 
rad. 

Convergence 
continue sans 
oscillation. 

Angles: <1% 

Position: <1% 

Un pic de 
55N durant la 
période 
transitoire. 

A
pp

ro
ch

e 
2 8~12 s Deux périodes 

d’oscillation 
avec un pic de 
2rad l’état 
initiale 2. 

Trois périodes  
d’oscillations 
avec un pic de 
9m pour l’état 
initial 2 

Angles: <1% 

Position: <1% 

Un pic de 
400N durant 
la période 
transitoire. 

Commande adaptative 

M
ét

ho
de

 
D

ir
ec

te
 6~8 s Convergence 

quasi-continue 
sans 
oscillation. 

Convergence 
continue. 

Angles: <1% 

Position: <5% 

Un pic de 
150N durant 
la période 
transitoire. 

M
ét

ho
de

 
in

di
re

ct
e  Convergence 

avec une 
période 
d’oscillation. 

Convergence 
continue. 

Angles : <1% 

Position: <1% 

Un pic de 
180N durant 
la période 
transitoire. 

Commande par la logique de commutation 

 
2~9s Convergence 

continue sans 
oscillation 

Convergence 
continue sans 
oscillation 

Angles:<1% 

Position: <1% 

Un pic de 
moins de 
20N.  
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Les mêmes remarques peuvent être constatées pour le DPI en ce qui concerne les 

performances des stratégies de commande présentées dans notre travail, sauf que pour la 

commande par la logique de commutation, là où on constate un signal de commande 

mois faible par rapport aux résultats obtenue pour le pendule inversé (Tab 5.2). 

A noter que l’approche 2 non-adaptative se manifeste par un pic de 400N du signal de la 

commande. 

De plus, les résultats obtenus des différentes stratégies de commande pour ce SMSA à 

trois ddl montrent que les variations structurelles et les perturbations externes n’ont pas 

entravé  la convergence satisfaisante du système. 

2. Conclusion Générale 

Cette thèse est dévolue au problème de la stabilisation d’une classe de SMSA du second 

ordre à deux et à trois ddl dans le but de contribuer à enrichir le domaine de la 

commande des systèmes mécaniques sous-actionnés (SMSA). 

Particulièrement, ce cadre est défini par les caractéristiques de ces systèmes qui se 

manifestent par l’existence de plus de ddl que de nombre d’actionneurs.  Le problème 

posé est très ambitieux dans le sens où il fallait synthétiser des commandes stabilisantes 

pour des systèmes complexes et ne disposants pas de lois généralisées.  

En premier lieu, et après un bref rappel sur les caractéristiques dynamiques des SMSA, 

nous avons exploité ce background pour développer une commande découplée par les 

modes de glissement (CDMG). De ce fait, nous avons considéré deux niveaux de 

surfaces de glissement pour assurer le découplage adéquat et ensuite en exploitant les 

fonctions de Lyapunov nous avons établi  la preuve de la convergence de cette méthode 

de commande. Cependant, en absence totale ou partielle d’information sur la dynamique 

des SMSA, nous avons introduit une commande découplée adaptative floue (du type 

TSK) par les modes de glissement (CDAFMG : directe et indirecte). La détermination 

des lois d’adaptation des paramètres est fondée sur la méthode du gradient tout en 

exploitant directement l’erreur d’identification entre la fonction inconnue et son 

approximation adaptative. 

Par ailleurs, nous avons établi via la théorie de stabilité de Lyapunov que les lois de 

commande proposées assurent la convergence de tous les états du système. 

Enfin, et vu la particularité de la dynamique des SMSA, nous avons pu développer une 

commande adaptative par la logique de commutation (Switching logic). Cette approche 



Etude comparative et Conclusion                                                                                                                  n                                    

126 
 

part du fait que le concepteur dispose d’une panoplie de commandes stabilisantes pour 

chaque sous-système exclusivement et qu’il serait peut être possible de concevoir une 

commande hybride à partir de ces commandes décentralisées pour  stabiliser le système 

globale. À partir de cette famille de contrôleurs, nous avons conçu un commutateur 

adaptatif qui a permis d’élaborer un signal de commande final assurant la convergence 

globale du SMSA. Similairement aux méthodes précédentes, la stabilité de la 

commande par la logique de commutation a été effectuée à l’aide de la théorie de 

Lyapunov. 

Pour toutes les méthodes de commande proposées dans cette thèse, nous avons validés 

les études de convergence et de robustesse via des simulations relatives à différents 

SMSA à deux et à trois ddl. 

3. Quelques perspectives  

Vu la richesse d’application et la diversité de modèles de SMSA, de nombreuses pistes 

restent à explorer ou améliorer. 

À cet effet, vis-à-vis du premier chapitre, une première voie serait de développer 

d’autres approches de commande non encore exploitées d’une manière élargie aux 

SMSA, par exemple la commande optimale qui permettrait de s’affranchir des 

difficultés d’optimisation des gains de commande par les modes glissants d’ordre un et 

deux.  

Par ailleurs, la commande par les modes de glissement d’ordre supérieur présente un 

autre défi pour les SMSA et son intérêt réside dans le fait qu’elle permet d’améliorer la 

robustesse et d’éliminer l’effet du chattering. 

De plus, au niveau de la loi de commande, l’extension de la commande adaptative par 

les modes glissants aux systèmes multi-variables peut être étudiée. 

Concernant la commande par la logique de commutation, nous jugeons intéressant 

d’introduire d’autres sous-ensembles de famille de commandes fondées sur d’autres 

approches de synthèse (pour les sous-systèmes), à savoir : les contrôleurs PID,  le 

backstepping, …etc. 
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