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Résumé :

Le travail de ce mémoire concerne plus particulierement les algorithmes de poursuite
de cible.
Nous nous sommes intéressé au cas d’objets mobiles, et plus particuliérement a I’estimation
du mouvement de ces objets, nécessaire pour une exécution satisfaisante des taches de
poursuites. La qualité de poursuite est grandement améliorée grace a une estimation robuste
du mouvement. Pour réaliser I’estimation, nous avons choisi les techniques de filtrage
stochastique. Il s’agit de filtre de Kalman dans le cas linéaire gaussien, ou des méthodes
séquentielles de Monte Carlo dans le cas non linéaire. La représentation d’état est adaptée en
permanence en fonction des observations courantes pour représenter au mieux la dynamique
du systéme. Dans ce mémoire, notre travail consiste a faire de la comparaison des résultats
donnés par le filtre de Kalman étendu et le filtre particulaire dans le cadre de la poursuite de
cible.

Les méthodes présentées dans ce mémoire ont été validées en simulation.

Mots clés : Filtrage stochastique, filtre de Kalman, Filtre de Kalman adaptatif, Méthode de
Monte Carlo, Filtre particulaire, Poursuite de cible manoeuvrante.

Summary :

The work of this memory more particularly relates to the algorithms of tracking
target.
We were interested in the mobile cases of objects, and more particularly in the estimate of
the movement of these objects, necessary for a satisfactory execution of the spots of tracking.
The quality of tracking is largely improved thanks to a robust estimate of the movement. To
carry out the estimate, we chose the techniques of stochastic filtering. It is about Kalman
filter in the Gaussian linear case or of the sequential methods of Monte Carlo in the nonlinear
case. The representation of state is adapted permanently according to the current observations
to represent the dynamics of the system as well as possible. In this memory, our work
consists in making comparison of the results given by the extended Kalman filter and the
particle filter within the framework of the tracking target.

The methods presented in this memory were validated in simulation.

Key words: Stochastic filtering, Kalman filter, adaptive Kalman filter, Monte Carlo method,
Particle Filter, Manoeuvring tracking target.
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Introduction générale

Introduction Générale

Dans ce mémoire de magister, nous nous intéressons aux problémes de filtrage.

Considérons un systeme dynamique c'est-a-dire un systéme d’équations différentielles qui
régit 1’évolution (déterministe ou stochastique) d’un état inconnu au cours du temps. L’état
peut représenter par exemple les paramétres cinématiques d’un mobile quelconque (position,
vitesse, accélération,...). L’observateur dispose de mesures partielles entachées d’erreurs
(mesures indirectes d’une partie du vecteur d’état) comme des mesures de distance ou
d’angle. Le filtrage consiste a estimer, a restituer 1’état d’un systéme dynamique au vu
d’observations bruitées des états passés du systéme. Notons qu’il peut s’appliquer dans de
nombreux domaines telles que 1’évaluation de risque en finance, la localisation d’objet en
robotique, le suivi de contours d’images et comme dans notre cas le pistage de cible
(estimation d’une trajectoire d’un mobile en mouvement). C’est ce contexte applicatif riche
qui motive pour I’essentiel la recherche dans ce domaine. Nous avons choisi de considérer le
cas particulier du filtrage en temps discret et ce choix est naturellement justifié par le
caractére nécessairement échantillonné des observations délivrées par les appareils de
mesure. Précisément, nous cherchons a estimer, a chaque instant d’observation, la valeur d’un
processus aléatoire markovien, de transitions connues, appelé signal ou processus d’état,
indirectement li¢ a un processus observation dont on connait une réalisation. Le but est alors
de calculer (de manicre approchée), a chaque instant d’observation, la distribution de
probabilité conditionnelle de 1’état a I’instant courant sachant les observations passées.
La suite de mesures de probabilité ainsi formée est appelée filtre optimal. Elle évolue dans le
temps et dans le cadre bayesien par une simple alternance d’étapes de prédictions et de
correction. En filtrage, on cherche un algorithme permettant d’effectuer le calcul du filtre
optimal qui satisfasse en outre des contraintes de temps réel. Concrétement, le temps de calcul
doit étre tres court (de ’ordre du centieme de seconde en pistage). Pour satisfaire la contrainte
de temps et économiser la mémoire de 1’ordinateur, on cherche de préférence un algorithme
récursif. Ainsi, le calcul de I’estimée a 1’instant courant ne doit dépendre que de 1’observation
courante et de I’estimée précédente. Ces contraintes sont primordiales et caractérisent, pour
une précision d’estimation donnée, 1’efficacité de 1’algorithme proposé.

En 1964 Kalman et Bucy [1, 2] révolutionnent la théorie de 1’estimation en fournissant
le premier algorithme de filtrage récursif. Le filtre de Kalman-Bucy permet le calcul exact et
rapide du filtre optimal lorsque les modeles d’état et d’observation ne font intervenir que des
fonctions linéaires et des bruits additifs gaussiens. On montre, en fait, que dans ce cas la loi
conditionnelle recherchée est gaussienne. Il suffit alors de propager sa moyenne et sa
variance ; le probléme est de dimension finie [3, 4]. En pratique, on continue a utiliser, dans
ce cas, des versions dérivées du filtre de Kalman-bucy, comme le filtre de Kalman étendu qui
linéarise le modele autour de 1’estimée courante. Bien que cet algorithme soit depuis une
trentaine d’années le filtre non linéaire le plus utilisé, il n’a été justifié rigoureusement que
trés récemment grace en particulier aux travaux de Picard [5] qui montre son efficacité dans
certains cas d’observations tres précise. Hors de ces cas, I’erreur commise par le filtre de
Kalman étendu n’est en général pas connue. On observe d’ailleurs des résultats mauvais
lorsque le systéme est trop non linéaire ou lorsque le filtre est mal initialisé. Une autres
approche plus rigoureuse propose de calculer la solution des équations du filtrage par des
techniques de maillage de 1’espace d’état [6, 7]. Cependant la complexité de ces méthodes
numériques augmentant fortement avec la dimension de I’espace les rend inutilisables en
temps réel, a partir de la dimension trois. Plus récemment, les méthodes de Monte Carlo ont
été proposées comme une alternative attrayante [8, 9, 10]. Connues pour leur quasi-
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insensibilité¢ a la dimension de 1’espace et aux non linéarités du systémes, leur utilisation
semble particulicrement adaptée au filtrage non linéaire. Les méthodes particulaires sont une
version séquentielle des méthodes de Monte Carlo pour résoudre le filtrage. Elles ont été
introduites par Del Moral, Rigal, Salut [9], Gordon, Salmond et Smith [8]. Elles proposent de
représenter la loi conditionnelle de 1’état par un nombre fini de masses de Dirac pondérées.
Un ensemble de points appelés particules est généré, chacune de ces particules représentes un
¢tat probable du systéme. Les coefficients de pondération (poids) sur chaque particule sont
une mesure de degré de confiance que I’on peut avoir en ces derniéres pour représenter
effectivement 1’état. Les particules évoluent suivant 1’équation d’état du systéme (étape de
prédiction) et les poids sont ajustés en fonction des observations (étape de correction).

Cependant, le filtre particulaire ainsi décrit a un défaut majeur; les poids des
particules ont tendance a dégénérer de sorte que, aprés un certain nombre de mesures, la
plupart des particules ont un poids négligeable. Ce phénoméne est connu sous le nom de
dégénérescence des poids. Le systéme de particules est appauvri et donc ne peut plus
représenter correctement la densité conditionnelle. Le filtre diverge. Pour éviter ce
phénomeéne, une nouvelle étape dite de rééchantillonnage a été introduite. Celle-ci conduit a
dupliquer les particules de poids fort et a éliminer les particules de poids faible. Plusieurs
versions particulaires ont été proposées dans la littérature comme ; le Sampling Importance
Resampling Filter (SIR) proposé par Gordon [8], Auxilary Particle Filter (APF) proposé par
Pitt et Sheppard [11] et Regularized Particle Filter (RPF) développé par Musso et Oudjane
[12]. Malgré ces améliorations on observe parfois la divergence de ces filtres particulaires.
Ces probléemes sont diis aux approximations Monte Carlo en cascade aussi bien dans
I’évaluation des intégrales que dans I’étape de rééchantillonnage.

Nous avons choisie 1’application poursuite de cible pour mettre en ceuvre les méthodes
de filtrage décrites ci-dessus. Une comparaison entre les méthodes particulaires et le EKF est
réalisée.

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, on présente le probléme de filtrage non linéaire, on décrit un état
d’art des différentes méthodes analytiques (filtre de Kalman —Bucy, filtre de Kalman
étenduy, ...) et numériques classiquement utilisées dans le filtrage. Nous montrons les limites
de ces méthodes de résolution.

Dans le second chapitre, on décrit le principe fondamental des méthodes de Monte Carlo et on
compare certain des ces méthodes appliquées dans le filtrage non linéaire. La liste de ces
méthodes n’est pas exhaustive. Nous montrons certaines faiblesses des méthodes particulaires
classiques. Nous présentons des variantes de ce filtre qui répondent aux contraintes.

Dans le troisiéme chapitre, nous décrivons les différents modeles de trajectoires des systemes
dynamiques non linéaires. La majorit¢ des trajectoires ne sont que des successions de
trajectoires ¢lémentaires canoniques tels que des segments de droites, des arcs de cercles, ....

Dans le dernier chapitre, nous abordons la problématique du la poursuite de cible. Une mise
en ceuvre de filtres particulaires pour la poursuite d’une cible et une comparaison aux résultats
d’un filtre de Kalman étendu clot ce chapitre.

Une conclusion générale et le dégagement de plusieurs perspectives a ces travaux clot
ce document.



Chapitre 1 Le filtrage : état d’art des Méthodes Analytiques et Numériques

Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par exposer le probléme du filtrage dans le cas
général. Les différentes approches classiques utilisées pour résoudre ce probléme sont décrites.
Deux grandes classes de méthodes sont présentées : tout d’abord les méthodes analytiques, a
savoir le célébre filtre de Kalman et ses dérivées, le filtre de Kalman étendu et le filtre de Kalman
unscented, puis la méthode numérique comme la méthode de maillage de ’espace d’état. Nous
montrons les limites et faiblesses de ces méthodes.

En 1949, N. Wiener pose explicitement le probléme du filtrage d'un signal stochastique. Il
propose une méthode originale, qui se base sur des filtres linéaires minimisant une intégrale du
carré de l'erreur entre le signal utile et le signal estimée [13]. A. N. Kolmogorov obtient
indépendamment les mémes résultats.

I. Description du probleme de filtrage :

La recherche en filtrage est motivée par de nombreuses applications dans des domaines
varies. Ce probléme est en effet assez général puisqu’il consiste a déterminer des estimateurs des
variables d'un systtme dynamique (variables d'états) sujet a des perturbations et observées

particllement. La modélisation de l'évolution dans le temps des états (X,)., du systéme

considéré s'écrit alors sous la forme d'une partie d'évolution déterministe et d'une partie
stochastique,

X, =X+ [ £(s.x,.0,)ds, (1.1)

ou X, est de loi donnée, f est une fonction déterministe caractérisant la part déterministe de la
dynamique et (W, ) ., €stun processus de Wiener standard modélisant les perturbations aléatoires

de la dynamique et notre méconnaissance du modele. Cette équation de dynamique traduit la
connaissance a priori que I’on a du systéme. Le processus X, (1.1) est un processus Markovien,

on désigne par O, son noyau de transition. Dans le but de déterminer 1'état précis du systeme, on
est amené a construire une équation d'observation qui relie, a des instants k, I’observation Y, a
I’état courant X,. Ces mesures sont, en général, entachées d'erreurs dues a I'imperfection du

capteur de mesure. La suite des observations (Y, )., est modélisée par 1’équation suivante,

k=1

Y, =h (X, )+V,, (1.2)
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ol 4, est la fonction d’observation connue et (V, )kZO une suite de variables aléatoires (v.a.) de

statistique connue modélisant I'imperfection des observations. On cherche a déterminer I'état du
systéme X, a partir d’observations bruitées (Y ......... ,Y.). Suivant la valeur de 7, on distingue :

v' Si n>k, il s’agit d’un probléme de lissage,
v Si n=k, il s’agit d’un probléme de filtrage,

v' Si n<k,il s’agit d’un probléme de prédiction,

Afin d’assurer le caractére markovien du processus d’état, le bruit () est supposé étre un

(2]

bruit blanc et I’indépendance conditionnelle des observations est assurée par le fait que (V, )kzo

soit également un bruit blanc, indépendant (7,) 0 -

Les hypotheses classiques du filtrage non linéaire sont :

v' Les observations {¥,,k>1}sont mutuellement indépendantes, conditionnellement a
{X,,k>0}.

v" Le processus d’état X, est Markovien de bruit de mesure V, est une séquence de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d), indépendant du processus X, .

v X,, Iétat initial de densité p,est supposé de densité connue et indépendant deV, et
del, .

Le choix du critére qualifiant la précision de 1I’estimée n’est pas unique.

On cherche a minimiser la variance de l'erreur de filtrage. Ainsi, si x, désigne un estimateur de

I’état X, , celui-ci sera optimal s’il minimise 1’erreur moyenne quadratique :

|

E|“Xk -

Partant de 1'hypothése que seules informations dont on dispose sur le systéme sont les mesures
Y, =Y,......Y,, espérance conditionnelle donn¢e par,

% = E[X,JY,,...7,] (1.3)
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donne l'estimateur non biaisé de variance minimale. Dans le cas ou la loi conditionnelle de
X, sachant les observations (Y.......... ,Y, ) est fortement multimodale, il peut étre souhaitable de

prendre comme estimateur le maximum a posteriori,

%, = ArgMax, [p(X,|Y,,....7, )] (1.4)

Dans tous les cas, I’information la plus riche disponible au vu des observations (Y;,...,Y,) est
contenue dans la loi conditionnelle de X, sachant les observations passées. Avec la donnée de

cette loi, on est libre dans le choix de I’estimateur. Le probléme de filtrage consistera donc a
calculer (de maniére exacte ou approchée) cette mesure de probabilité conditionnelle. En toute
généralité, nous avons a faire a un probléme de dimension infinie.

Dans notre travail, nous nous sommes particuliérement intéressés a 1’application pistage
du filtrage non linéaire. En pistage le systéme considéré est un mobile (par exemple un avion ou
un navire, etc.) dont on cherche a estimer, a chaque instant &, I’état X, , constitué par sa position
et sa vitesse. Si I’avion n’est pas en phase de manceuvre, il est raisonnable de choisir un modéle

de dynamique a priori rectiligne uniforme. Un radar fournit des mesures bruitées (Yk )kZl de sa
distance a 1’avion et de 1’angle formé par un axe de référence et son axe de visée. La difficulté
particuliére de cette application est la contrainte de temps réel, c'est-a-dire que le temps de calcul
de ’estimée fournie par le filtre doit étre de I’ordre de la période de mesure (k +1)I'—kT (au

plus fin de I’ordre du centiéme de seconde).

Modele général d’état et d’observation considéré :

Nous introduisons quelques notations et définitions qui serviront tout au long du ce
mémoire.
Nous considérons deux suites de variables aléatoires (X, )kzo et (7, )kZI, définies sur 1’espace

probabilisé (€, f,P) et a valeurs (respectivement) dans R et R?. (X, )

processus observation.

Lo €st appelé signal ou

processus état, et (Y fi )kkl

v’ Le processus état (X k) est une chaine de Markov inhomogeéne, avec pour noyaux de

k=0
transition Q, , i.e. pour tout entier k >1

P[Xk < dx|X0:k—l = X1 ] = P[Xk € dx|Xk—l = X ] =0, (xk—l ,dx),

Et pour distribution de probabilité initiale p,. La distribution de probabilité conjointe de

X, estnotée p,, ,nous avons donc
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Poi (dXO:k ) = P(XO:k € dxy, ) =Py (dxo) 1 (xo ,dx, )Qk (xk—l ,dx, )a

Pour tout x,, = (x,,...,x, )€ R¥VPar exemple, (X, )kZO peut étre défini par une équation

du type
X, :fk(Xk—l’Wk)’

ou (,)

gaussiennes et indépendantes de I’état initial X ;.

., ©st une suite de variables aléatoires indépendantes, pas nécessairement

v Le processus observation (Y, )., est lie au processus état de la maniére suivante, pour

k>1
tout entier k£ > 1,

Y, :hk(Xk’Vk)’

ou (v,)

indépendantes du processus état (X, )

,»; ©€st une suite de variables aléatoires (pas nécessairement gaussiennes) et

4o - Nous supposons que pour chaque entier k£ >1, la

distribution de probabilité P[Yk € dy|X P = x] sur R, paramétrée par x € R?, est dominée,

ie.
P[Yk € dy|Xk = x]: gk(x’y)ﬂ’k(dy)
Pour une mesure positive 4, , typiquement la mesure de Lebesgue). g, (x, Yk) est la fonction

du vraisemblance associe.

Pour tout x € R*. Notons que g, (x,Y,) dépend implicitement de I’observation ¥,. Comme
de plus les observations {¥,,k >1}sont mutuellement indépendantes, conditionnellement a
{X,,k >0}, la distribution de probabilité P[YLk edy,|Xy = xlzk] sur R*" est dominée et

posséde la densité g, (x,,..), telle que
P[Yl:k € dyl:k |X1:k = xl:k ] = gl:k ('xlzk > yl:k )Z“I:k (dylzk )

= gl(xl’yl )ﬂ“l(dyl) ----- gk(xkayk )ﬁk(dyk)

Ou dy,, =dy, x...xdy, désigne I’hypercube élémentaire de R*“.
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Les propriétés d’indépendance conditionnelle des mesures et la structure markovienne du
processus d’état conduisent a une structure de chaine de Markov cachée, illustrée en figure I-
1.

xﬂ——-— }:1—-- www Mic l—ll-xll:
z'_ ZE.I zi.

Figure I-1 Graphe de dépendance de la chaine de Markov cachée constituée par les
processus X, et Y,

I.1. Evolution du filtrage optimal :

Le probléme de filtrage non linéaire est de calculer a chaque pas de temps la densité
conditionnelle p, de I’état X, , sachant une réalisation des observations Y,, = (Yl, ...... , Yk) Jusqu’

a I’instant courant &,

Py (dx) = P[Xk € dx|Y1:k]

La suite des lois de probabilités conditionnelles (pk )k > 0, est appelée filtre optimal. En pratique,

I’algorithme proposé pour réaliser ce calcul doit satisfaire des contraintes de temps réel. Pour
cette raison, on souhaite obtenir un algorithme récursif de calcul de p,, i.e. le calcul de p, ne

doit étre fonction que de la derniére observation Y, et de la loi conditionnelle précédente p, ,,

sans avoir a réutiliser les observations entre les instant =1 et t =k —1.

Le calcul effectif du filtre optimal est en général un probléme trés délicat, par contre son
formalisme mathématique est aisé.
Le passage entre p, ; a p, fait intervenir la loi conditionnelle de p,, , de I’état X, sachant les

observations Y,, , = (Y;,.....,Y,_,) jusqu’a I’instant précédent k-1, i.e.

P -1 (dx) = P[Xk = dx|Yl:k—l]

La suite des lois de probabilités (p,,,_,),.,» est appelée filtre de prédiction. L'évolution du filtre

k=0
optimal se décompose en deux étapes essentielles.
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Prédiction : L'étape de prédiction est la premicre étape d’évolution du filtre optimal, elle
utilise la connaissance a priori du systéme, a travers le noyau de transition Q,, en réalisant la

transitionde p, , a p,, , de la maniére suivante,

P ki1 (dx)z Ld P (dx,)Qk (x', dx)z (Qk P )(dx) 1.s)

ou RY désigne I’espace d’état.
L’¢étape de prédiction est linéaire.
Correction : La deuxiéme étape utilise I'observation Y, a travers la densité conditionnelle

de y, sachant x, . Cette densité notée g, (x)= p(y,/x,) est appelée vraisemblance, elle permet

de corriger la densité prédite p, , , , par application de la formule de bayes ;

8k (x)pk\k—l (ax)

pildx)= , , (1.6)
[ & )py, (@)
L’étape de correction est donc non linéaire.
1
1
= it correction
P{Xgﬁllﬂ;:;_l) P 1'3'11-. p{Xklﬂ;t—l} > p{-;fs;l}i:s;}
P{Xkli}f&—l} p{}"d}fd

Figure I-2

La figure I-2 donne le schéma classique de la décomposition d’une itération d’un filtre non
linéaire optimal en une étape de prédiction, faisant intervenir la loi de transition, et une étape de
correction faisant intervenir la nouvelle observation et la fonction vraisemblance locale associée.
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Figure I-3

La figure I-3 donne un simple exemple de la fonction de vraisemblance et de la densité prédite
pour une observation précise (a) ou incohérente (b) par rapport a la prédiction, (dans le cas d’un
état directement observé i.e. (Y, =X, +V, )

L'application de I’étape (1.5) donne la solution théorique du filtrage non linéaire optimal.
Son calcul effectif exige le calcul d'intégrales multi-dimensionnelles. Malheureusement, dés que
I'équation d'état et/ou 1'équation d'observation est non linéaire, ces intégrales ne se calculent pas
analytiquement. On a alors recours a des approximations qui sont des méthodes analytiques (par
exemple le filtre de Kalman étendu qui considére le modele linéarisé).

I1. Etat de I’art des méthodes classiques d’approximations :

Dans cette section, nous présentons un historique des principales méthodes classiques
proposées pour résoudre le probleme de filtrage. Nous les avons regroupées en deux classes : les
méthodes analytiques, a savoir le filtre de Kalman et ses dérivées, et les méthodes numérique
qu’on décret brievement.

II.1. Méthodes analytiques :
On s’intéresse particulierement aux filtres de Kalman-Bucy et de Kalman étendu. Ce sont

les outils les plus communément utilisés pour résoudre les problemes de filtrage linéaire et non
linéaire.
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II.1.1. Filtre de Kalman-Bucy (KF) :

Le filtre de Kalman-Bucy développé a ’origine par Kalman [1] en 1960 pour le temps
discret puis repris en 1961 par Kalman et Bucy [2] pour le temps continu permet de résoudre les
problémes de filtrage linéaire lorsque les bruits sont additifs et gaussiens. Version moderne et
probabiliste de la méthode des moindres carrés, le filtre de Kalman concerne essentiellement les
systemes linéaires. Une étude détaillée de filtre de Kalman-Bucy est développée dans [14]. On
pourra trouver une introduction claire et concise dans [15]. On considére ici le modele linéaire
gaussien, ou le processus €tat suit une évolution linéaire avec un bruit additif Gaussien et ou
I'observation est une fonction linéaire de 1'état entachée d'un bruit additif Gaussien, i.e.,

X, =FX, ,+B, +W,
Y=H X, +D, +V,

Ou

v F,de dimension (dxd), B, (dx1), H,/(gxd) et D,(gx1) sont des matrices

déterministes et connues.

v Les bruits d’état et d’observation W, et V, a valeurs respectivement dans R’ et R’

sont des bruits blancs Gaussiens de matrices de covariance respectives O, et R, . Ces
bruits sont mutuellement indépendants et indépendants de la condition initiale X .

v La loi initiale X,est Gaussienne de moyenne E[X,]= X, et de matrice de covariance
P,.

On montre dans ce cas que le couple (X e )m est gaussien et que par conséquent les lois

conditionnelles p, sont elles aussi gaussiennes. Le probléme est alors de dimension finie. Deux

parameétres suffisent a caractériser la densité p, : sa moyenne X, et sa matrice de covariance

P, . Ces deux parameétres sont calculés de maniere récursive et exactement a partir des équations
(1.5) et (1.6) du filtre de Kalman-Bucy.

On pose
p(Xk|Yk—1): N(Xkapk) et p(Xk|Y]:k—1)= N()A(k\k—l’]Dk\k—l)
avec ©
Xk:E[Xk|lek]’ Bc:E[(Xk_XkXXk_Xk)T}
Xk\k—l = E[Xk|Y1:k—1]’ Pk\k—l = E[<Xk _)?k\k—l XXk _‘}?k\k—l )T} >
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Les conditions initiales du filtre sont données par

Puis X . et P, sont calculés par les étapes de prédiction et de correction, la prédiction : on calcul

J a I’aide de I’équation d’état. La correction : on corrige la prédiction en tenant compte de la

nouvelle observation Y, et I’équation d’observation afin d’obtenir p, .

Un point important est de déterminer ce que la nouvelle observation Y, apporte de

nouveau par rapport aux observations passées Y, ,, la réponse est donnée par le processus
innovation [16].

Vi =Y, =Y, ou Y, = E[Yk|Yl:k—l] (L.7)
Donc elle s’exprime de la fagon suivante,
v =Y —H.X,, (1.8)

et elle forme une suite indépendante de variables aléatoires, avec
_ T
Sy = HkPk\k—lHk + Ry
(Ca matrice de covariance, et v, L Y, ,. Ainsi les information contenues dans (YIZ,H,Y,{) et dans

(Yl:k—l WV ) sont identiques.

» Pour la phase de prédiction, on a

X = E[Xk|Y1:k—1]

klk—1

= Fk—lE[Xk—l |Yk—1 ]+ B, + E[Wk |Y1:k—1 ]

Comme E[Xk—1|Yl:k—1 ] =X, et E[Wk|Yl:k—1 ] =0
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On en déduit

A A

X, =F_X, +B, (1.9)

k|k-1 1 k- -

d’une partet X, — X, = F, (Xk_1 - )?k_l )+ W, D’autre part, d’ou

k|k-1

Kll-1 E|:(Xk _)A(k\k—l XXk _)A(kk—l)l:|

P

= E|:(Fk—l (Xk—l - )A(k—l )+ W, XFk—l (Xk—l - )A(k—l )+ W, )TJ

=F P F'v1+0Q, (1.10)

En effet, (Xk —Xk)L W, donc EKX,(_1 —)E'k_l)WkTJ=O.

> Pour la phase de correction, on a
X, = E[Xk|Yl:k]: Xk\k i +E[Xk Xk\k 1|YlkJ
D’apres la définition de I’innovation (1.8) on a :

Ele - Xk\k—1|Yl:kJ: E[Xk - )A(k\k—1|Y1:k—l ’VkJ

etcomme Y, , L (Xk -X, v, ), on obtient :

k|k-1°

E[Xk -X |Yl;k-1:VkJ:Ele _)%k\k—l|ka'

k|k—1
Ainsi
X, =X +EX, X ] et

k|1
Xy _Xk :(Xk _A}k\k—l)_(j(k _)A(k\k—l)

- (X B )?k\kfl )_ Ele - er\m |Vk J

10
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On calcul maintenant la moyenne et la covariance de (X - X il )vk. Le vecteur

A

(X P =X i ,H,Vk) est gaussien, centré de covariance

Pk\k—l Pk\k—1HkT
HkPk\k—l HkPk\k—lHkT + Ry

A

On a donc la loi conditionnelle de X, —X sachant v, est gaussienne dont la

k[k-1
moyenne et la covariance sont données par

X, = Xk\k—l +K, [Yk _(Hka\H +D, )J (1.11)

b, = [I_Kka k|1 (1.12)
T T 1

K, = k\k—lHk [HkPk\k-lHk +Pk} (1.13)

Précisons que le filtre de Kalman est a la fois un théoréme et un algorithme. L’algorithme
de filtre de Kalman est définit comme suit

% Initialisation

X, « X,

Fy < 0,

% Itérations

Pour k=1, 2,3,... faire

%prédiction

A

Xk\k—l < Fk—le—l + Bk—l

Pk\k—l < Fk—lpk—leT—I +0,

11
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% correction

K, < Pk\k—lHkT [Hkpk\k—lHkT +R, ]_l
)%k < )A(k\k—l +Kk[Yk _(Hk)}vk\k—l +Dk)]
B < [[_Kka]P/c\k—l

Fin pour

Alg. I-1 Filtre de Kalman pour le systéme linéaire/gaussien

K, est appelé le gain de Kalman. On remarque que les suites des matrices de covariances

., Ne dépendent pas des

(Pk ),{ZO,(P,{/,{_1 )kzo (solution de I’équation de Riccati) et les gains (K k)

observations (Y k) On peut donc les précalculer afin de diminuer sensiblement la quantité de

k>1"
calculs a effectuer en temps réel. On peut voir le filtre de Kalman de trois maniéres différentes :

v Le filtre de Kalman est solution récursive du maximum de vraisemblance (moindres
carrés récursifs).

v' Le filtre de Kalman résout explicitement les équations bayésienne (1.5).

v' Le filtre de Kalman est la projection du processus d’état sur I’espace des mesures de base
orthonormale constituée par innovations [yk - (H WX T Dy )J démontré par Anderson et

Moore [17] ainsi que Chui et Chen [18].

I1 est intéressant de noter que, dans le cas de bruits non Gaussiens, et de mode¢les linéaires, le
filtre de Kalman fournit toujours l'estimée linéaire a variance minimale de 1'état du systéme.
C’est notamment pour cette raison qu’il est le filtre le plus répandu. Dans le cas ou les
coefficients dépendent des observations passées, le modéle est dit "conditionnellement
Gaussien". Le processus (x,,y, ) n'est pas un processus Gaussien mais la loi conditionnelle p,

reste Gaussienne et le filtre de Kalman fonctionne toujours [19].
I1.1.2. Filtre de Kalman Etendu (EKF) :

Considérons cette fois-ci un systéme dynamique non linéaire, avec toujours des bruits
blancs Gaussiens additifs, indépendants entre eux et indépendants de la loi initiale.

{Xk :fk(Xk—1)+Wk
Y, :hk(Xk)+Vk

12
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Ou les fonctions f, et A, sont non linéaires. Le filtre optimal associé a ce systeme n’est plus

gaussien et il ne peut pas se résoudre explicitement comme dans le cas linéaire/gaussien. Une

idée naturelle est alors de linéariser le systeme dynamique autour de 1’état prédit X Ki Gt autour

de I’état courant X, , puis d’appliquer la technique de filtre de Kalman.

Pour I’initialisation on pose :

A

X, :E[XO], et P, =COV(X0)

Ou X, n’est pas nécessairement gaussien.

» Pour la phase de prédiction, on linéarise I’équation d’état autour de X P
X, = fk(Xk—l)+ W,
= Fka—1 +fk(Xk—1)_Fka—1 +Wk

Ou
Fy Evfk(f(k—l)

Ainsi
Xk\k—l - E[Xk |Yl:k—1]

= Elfk ()A(k—] )Yl:k—l J+ FkEle—l o )A(k—] |Yl:k—1 J+ E[Wk |Yl:k—l ]

:fk(j(lm)-

La covariance prédite est donnée par :

Pk\k—l = E[(Xk _)A(k\k—l XXk _)A(kk—l)l:|

= FLPLF + 0,

13
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> Pour la phase de correction, on linéarise 1’équation d’observation autour de I’estimée
courante, c'est-a-dire X, on obtient :

Y, :hk(Xk)+Vk

= Hka + hk (Xk\k—l )_ Hka\k—l + Vk

Ou H, =Vh, ()A( i1 ) En appliquant le filtre de Kalman on obtient

K, =P, H' [HkP H' +R,{]‘1

k|k-1 k|k-1
)A(k = )A(k\k—l + K, [Yk _hk(f(k\k—l)J

P, :[I_Kka]Pk

k-1

En résumé, 1’algorithme de filtre de Kalman étendu s’écrit de la fagon suivante :

% Initialisation
X, « X,
B <0,
% Itérations
Pour k=1, 2,3,.. .faire

% prédiction

F, (_ka()zvk—l)
)A(k\k—l (_fk(f(k—l)

P/c\k—l < FkPk—leT +0,

14
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%correction

H, < Vh(%,,.)
Kk <_Pk\k—1HkT [HkPk\k—lHkT +Rk }1
)A(k < Xk\k—l +K, [Yk _<Hk)2k\k—l )]
B <_[[_Kka]Pk

|k-1
Fin pour

Alg. I-2  Filtre de Kalman Etendu pour le systeme non linéaire.

Le filtre de Kalman appliqué au systéme lin€aire ainsi défini fournit les équations du
filtre de Kalman étendu avec linéarisation au premier ordre. Plus la linéarisation sera fine, plus le
filtre étendu donnera de bons résultats.

Dans la pratique, lorsque le systéme linéaire est une mauvaise approximation du fait de
non linéarités trop importantes, le filtre de Kalman étendu a tendance a diverger, accordant trop
de confiance au systéme linéaire. Pour y remédier, il a été propos¢ d’augmenter artificiellement,
soit la covariance du bruit d’état pour compenser le fait que le modele de prédiction n’est pas
bien adapté, soit d’augmenter la covariance Pk‘ +1 » accordant par la-méme moins d’importance au

passé. Bien qu’il soit utilisé depuis une trentaine d’années, des études théoriques permettant de le
justifier n’ont été développées que trés récemment, essentiellement grace aux travaux de Picard
[5, 20, 21]. Ces travaux réalisés pour le modéle état en temps continu / observation en temps
continu justifient 1’utilisation d’algorithme du type EKF lorsque I’observation est trés bonne et
lorsque le bruit d’observation et I’erreur initiale sont faibles. Ces résultats ont été étendus par et
Getout-Petit [22] a certains cas ou l’observation est partiellement trés bonne, typiquement
lorsqu’une coordonnée est totalement observée.

Cependant, ’EKF ne peut pas s’appliquer lorsque la densit¢ conditionnelle est
multimodale.

I1.1.3. Filtre de Kalman sans parfum(Unscented Kalman Filter) (UKF) :

Nous présentons succinctement ici un dernier filtre du type filtre de Kalman, le filtre de
Kalman sans parfum (Unscented Kalman filter, dénoté UKF en anglais), proposé par julier [23],
et qui repose sur le principe suivant : on approxime a nouveau la loi conditionnelle a posteriori

p(X 1:k|Y0:k) par une loi gaussienne dont la moyenne et la covariance obtenues par le filtre sont

notées respectivement X, et P,. Cependant, il n’y a pas de linéarisation des équations d’état et

K|k
de mesures. La loi gaussienne est caractérisée par un ensemble de points qui captent entierement
sa moyenne et sa covariance et auquel on applique les vrais modeles non linéaires d’état et de
mesure.
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L’algorithme de ’UKF est le suivant :

Initialisation : la premiére étape du filtre de Kalman Unscented consiste a générer un
nuage de points répartis dans un volume paramétré par X, et P, et qui constitue une

approximation discréte de la loi N ()? 0s P )

Prédiction : a D'instant ¢ =k —1, chaque point du nuage est prédit selon la loi
et B,

Aox1 SOt alors

d’évolution non linéaire du systeme. Les estimées prédites X, ,

calculées en fonction de I’échantillon de la loi p(X l:k|Y0:k—1) que constituent les points du
nuage prédit. A chaque point du nuage est de plus associée une mesure prédite dont on
calcule également la moyenne Y e

sont mise a jours

Mise a jour (correction) : les estimées prédites X et P

1:k[ 0:k—1 k[ 0:k—1

proportionnellement a I’innovation Y, — Yk‘ ., €t ala matrice de covariance des mesures

prédites.

Ce filtre repose ainsi sur 1’idée qu’il est plus aisé d’approximer une gaussienne par un nuage
de points que de linéariser une fonction. Les performances des I’'UKF seraient ainsi meilleures

que cell

es de ’EKF, pour une complexité équivalente [24], du fait de la meilleure estimation des

moments. Il montre cependant ses limites pour des phénoménes fortement non linéaires et / ou
non gaussiens.

Les

filtres analytiques présentés ci-dessus ne sont pas adaptés lorsque la densité

conditionnelle est multimodale.

I1.2. Méthodes Numériques :

Considérons un systéme dynamique a temps continu d'état X, € R’ et observé par la

variable Y, € R? dont les équations d’évolution sont définies par :

Ou dw,

t

dX, = f(Xt)dl‘-l-O'(Xt)dVVt
dY, = h(X,)dt +dV,

et dV, sont deux processus de Wiener indépendants. Parmi les approches utilisées pour

traiter le probléme du filtrage non linéaire, I’approche numérique qui consiste a voir le filtre

optimal

p, comme la solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique, 1’équation de

Zakai (sous forme continue) [25, 26].
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dp, =L p,dt+ p,h" R"dY, (1.14)

Avec L est un opérateur associé au processus X,, 1 =0

LY 0 0’ 4 () 0 1.15
_Ei’jzzlfi’j . —aXian +i;1gi . a—)(l (1.15)

Avec fz(fi’j)zovT.

On discrétise 1’équation de Zakai par des méthodes de maillage de ’espace d’état
(schéma d’Euler). Il existe deux types de methodes de maillage :méthode de maillage a pas fixe
qui a P’inconvénient de mailler des zones ou la densit¢ de probabilit¢ prend des valeurs
négligeables. Pour cette méthode, la taille de la maille sera prise identique pour des zones de
forte probabilité. Les méthodes de maillage a pas variable développées par Cai, LeGland et
Zhang [6], sont plus intéressantes car elles permettent de raffiner le pas de maillage dans des
zones de forte probabilité. Pour de faibles dimensions de 1’espace d’état (d <3), ces méthodes

donnent de bons résultats pour un temps de calcul acceptable. Mais au-dela de la dimension 3 ces
méthodes sont inutilisables car, pour une précision donnée, le temps de calcul croit
exponentiellement avec d .

III. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les deux principales méthodes utilisées dans le
filtrage qui sont les méthodes analytiques et numériques. Dans les méthodes analytiques, le filtre
de Kalman étendu donne de trés bons résultats dans le cadre des systemes faiblement non
linéaires. Mais lorsque les systémes sont fortement non linéaires, les performances du filtre de
Kalman étendu sont mauvaises. Quant aux méthodes numériques, elles fournissent des résultats
d'une bonne précision au probléme du filtrage non linéaire. Cependant, elles restent limitées a des
espaces de dimension au plus égale a 3. Au dela de cette dimension, le temps de calcul augmente
d'une facon exponentielle avec la dimension de 1'espace, ce qui les rend impraticables en temps
réel. C'est pour cela qu'une nouvelle catégorie de méthodes a été introduite : les méthodes de
Monte Carlo. Elles sont mieux adaptées au probléme du filtrage non linéaire car elles sont peu
sensibles a la dimension de l'espace d'état. Nous appliquerons ce type de méthodes, appelées
filtrage particulaire au probléme de la poursuite de cibles.
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Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’introduire les bases d’une technique d’approximation
dite particulaire. Cette technique fait appel a la méthode de Monte Carlo que nous présentons
dans un premier temps. Apres avoir présenté le formalisme et le principe des méthodes de
Monte Carlo, nous abordons les difficultés liées a ce type d’estimateur ainsi que les
techniques permettant de pallier ces problémes. Ensuite, nous décrivons I’algorithme
générique de filtrage particulaire qui peut en étre déduit.

Les méthodes de Monté Carlo sont apparues dans les années 50 avec ’article de
Metropolis et Ulam [27] suivi d’autres travaux comme [28] ou [29]. Puis dans les années 60-
70, les faibles puissances de calcul ainsi que la dégénérescence des algorithmes due a leur
implémentation basée sur un échantillonnage pondéré séquentiel brut ont conduit a une perte
d’intérét pour ces méthodes inutilisables en pratique. Seuls quelques développements
ponctuels tels que [30] ou [31] ont continué a explorer ces idées. Plus récemment, dans les
années 90, les méthodes de Monté Carlo ont été de nouveau explorées, avec I’introduction de
rééchantillonnage par Gordon et al [8] qui permet de limier la dégénérescence des algorithmes
basés sur 1’échantillonnage pondéré séquentiel. Cette contribution majeure associée a
I’augmentation importante des capacités de calcul a eu un impact déterminant dans la
communauté Traitement du signal en rendant les filtres Monté Carlo séquentiels utilisables en
pratique pour la premiére fois.

Depuis, les activités de recherche dans ce domaine ont énormément augmenté [32]
conduisant a de nombreuses contributions améliorant 1’efficacité des filtres de Monté Carlo
séquentiel ou les filtres particulaires. Ces méthodes ont été largement exploitées dans divers
domaines comme par exemple le traitement du signal [33, 34], le traitement de la parole [35],
la robotique mobile [36], ou le suivi visuel [37, 38], ...etc.

I. Principe des méthodes d’approximation de Monte Carlo :

Le principe de Monte-Carlo consiste a utiliser un échantillon discret obtenu par
simulation pour approcher une distribution de probabilités qu’il est généralement impossible
de calculer analytiquement. La concentration des échantillons dans une région est supposée
représentative de la probabilité de cette région.

I.1. Le principe de I’intégration de Monte Carlo :
Le principe de I’intégration de Monte-Carlo repose sur I’idée simple que la probabilité
d’une région est proportionnelle a la densité des échantillons de cette région.

Soit p(X ) une distribution de probabilit¢ d’une variable aléatoire X que 1’on cherche a
approcher numériquement afin de calculer I’intégrale :

1(p(x)) = [o(X)p(X )ax 2.1)

Pour une fonction ¢ donnée.
L’idée est de donner une interprétation probabiliste a 1’intégrale [ ((p(X )) En
I’occurrence cette intégrale peut s*écrire sous la forme I(p(X))=E [go(X )] La densité p(X)
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peut étre approchée par une loi discréte p, (X ) a I’aide d’un échantillon de N variables

aléatoires (X i)i=1,....7N indépendantes et identiquement distribuées (i.1.d) de loi de densité
p(x),

1 N
Py (X) = NZ 0 .0 (X) (2.2)
1
Les intégrales / (q)(X )) peuvent alors étre approchées par des sommes :

3 o(x ) 2.3)

D’apres la loi des grands nombres, cette approximation est convergente [, ———>1 p.s.

La vitesse de convergence est donnée par le théoréme central limite :

° |5

(I, —1)——=—N(0,1) (24)

Ou o’ = var(p(X)). Ce dernier résultat est trés important en pratique. Avec N(0,1) est la loi
normale centrée réduite. Ceci montre que 1'erreur moyenne d'une quadrature Monte Carlo est
de l'ordre de o//+/N . Ces méthodes sont basées sur la simulation de variables aléatoires pour

calculer approximativement des intégrales de grande dimension. Elles tirent leur justification
de la loi des grands nombres qui permet d'approcher une mesure de probabilité par la mesure
empirique calculée a 1'aide d'un échantillon.

Un point positif est que la vitesse de convergence l/ AN de I’estimateur ne dépend

donc que de N, et pas de la taille de I’espace. Cette vitesse étant donnée, on peut toutefois
améliorer cette méthode en simulant de facon efficace le N échantillon, c’est le probléme de
simulation. Par ailleurs on peut se demander s’il est possible de diminuer o* dans (2.4), c’est
le probleme de réduction de variance. Nous allons introduire dans le paragraphe suivant les
méthodes d’échantillonnage.

1.2. Méthode de simulation de variables aléatoires :

Comment générer une suite de nombres X',.. X", dites pseudo aléatoires, qui
ressemblent 4 un échantillon de taille N de la loi de densité p(X)? Ce probléme est

complexe et on se contente ici de présenter quelques méthodes. La résolution de ce probléme
peut étre envisagée a partir de deux grandes classes d’approches : les méthodes non itératives
et les méthodes itératives. Les méthodes itératives, basées sur les chaines de Markov
(MCMC) ne seront pas approfondies en raison de leur colit en termes de puissance de calcul
jugé élevé et en raison d’une vitesse de convergence mal maitrisée [54]. Les méthodes non
itératives de génération de nombres aléatoires distribués selon une loi donnée dépendent des
propriétés et des connaissances que 1’on a de la loi objective.
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1.2.1. Méthode d’acceptation / rejet :

Supposons maintenant que 1’on s’intéresse a une loi de densité p(X ) selon laquelle on

désire générer 1’échantillon (X ey ) : d’une part on ne sait pas simuler directement selon
elle, d’autre part on ne sait pas inverser sa fonction de répartition. En revanche on suppose
que ’expression de la densité p(X ) est connue et que 1’on sait simuler selon une autre
pX)
09

variables aléatoires (v.a) qui suit exactement la loi p(X ) en acceptant ou rejetant les variables

densité g(X) telle que <M <. Cette méthode consiste a générer un échantillon de

aléatoires (v.a) générées suivant g(X).

L’algorithme de la méthode d’acceptation / rejet est définie de cette fagon :

Répéter

u~ U[0,1]

X'~ g(x)

Jusqu'a u < LX’),
Mq(X')

Rendre X'’
Alg. II-1 Générateur d’une loi p(X ) par méthode d’acceptation / rejet.

Dans la pratique, cet algorithme est limité par, d’une part, le fait que la détermination de la
constante M soit souvent impossible car cette derniére s’exprime, notamment dans le
contexte de I’estimation bayésienne, en fonction de densités inconnues a priori. La deuxiéme
limitation de 1’algorithme d’acceptation / rejet provient de la valeur de la constante M .

Lorsque cette derniére est trop grande, ce qui intervient en particulier lorsque la loi q(X ) est
trop différente de la loi objective p(X ), la probabilité d’acceptation des variables générées

est trop faible et 1’algorithme se révele trop lent pour produire un échantillon de taille
suffisante.

Si, maintenant, on abandonne I’hypothése qui consiste a considérer la constante M
comme connue, on aboutit au concept de 1’échantillonnage pondéré (I’échantillonnage
d’importance).

1.2.2. Echantillonnage pondéré :

D’abord, essayons de comprendre ce que 1’on entend par “approximation particulaire”
d’une loi p(X ) L’approximation (2.2) de (2.1) est valide pour toute fonction go(X ) Il s’agit

donc d’une approximation de la loi p(X ), en effet :
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p(X)= pN(X)=%ﬁ5XI- (x) 2.5)

Ou X"~ p(X) (i.id).

Ainsi p,, (X ) est une approximation particulaire de la loi p(X ) Plus généralement, une
approximation particulaire sera de la forme

py(X)=> wis . (x) (2.6)
i=1

N
Avec w' >0 et Zw‘ =1. L’avantage de ce genre d’approximation réside dans le fait que les
i=1

calculs d’intégrales sous cette loi sont tres simples, en effet

Elp(x)]= [o(x )p(x )ax = jgo(x)pN(X):iw(xf) @)

On cherche une approximation de la forme (2.6) d’une loi p(x) donnée. Si I'on sait
¢chantillonner selon p(X ) on peut utiliser I’approximation (2.5). Si on ne sait pas (ou ne veut

pas) échantillonner selon p(X ), on peut faire appel a une méthode dite d’échantillonnage

d’importance [39] qui s’appuie sur la remarque suivante : supposons que 1’on dispose d’une
autre loi ¢(X) telle que

p(X)=0=g(x)=0 (2.8)

Plus précisément, supposons que les particules X',..., X" soient échantillonnées de maniére
indépendante selon une densité¢ (loi d’importance) q(X ) telle que p(X ) >0 implique
¢(X)>0. L intégrale E[(o(X )] s’écrit

()= Jo0p(0ax = fo(x) 2000 ax

N
de sorte qu’elle peut étre approximée par la somme z w' (/)(X i )

i=1

ou I’expression des poids est donnée par :
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N
Cependant, 1’estimateur E[g(X)] ne satisfait pas la condition de normalisation Z w =1.

1
C’est pourquoi il faut poser
~ w

W= : 2.9)

N
2

i=l1

En résumé, 1’ensemble de particules pondérées {X i,Vv’} constitue une description cohérente
de p(X ) 1.e. la loi discrete obtenue converge en loi vers la loi objective p(X ) [39].

py(X)=2 w's,.(X) (2.10)

La formulation de 1’algorithme est comme suit :
v" Générer un échantillon {X ' }i:l:N selon la loi g(X).

v" Pondérer chacune des réalisations selon le poids d’importance normalisé
correspondant :

i

i w

v
2w

i=1

Ce n’est pas une méthode d’acceptation/rejet : ici toutes les simulations sont utilisées et on
n’a pas a majorer p(X)/q(X).

L’intérét de 1’échantillonnage pondéré est double [40, 41]. D’une part, il peut permettre
une approximation de p(X ) plus efficace, par la réduction da la variance de son estimateur.
Ceci implique que le rapport p(X )/q(X ) soit borné, sous peine que les poids W' varient
beaucoup et ne soient ¢élevés que pour un nombre restreint de particules. D’autres part,
comme cela a ét¢ indiqué plus haut, il permet de ne pas échantillonner selon p(X ) Ceci est
particuliérement intéressant lorsque la loi p(X ) n’est connue qu’a une constante de

normalisation prés. Il convient toutefois de mentionner que ces propriétés nécessitent un effort
calculatoire plus important au niveau de 1I’évaluation des poids.
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II. Application a la problématique du filtrage :

II.1. Echantillonnage pondéré :

Dans ce contexte, il s’agit donc d’établir une représentation particulaire de la loi
conjointe a posteriori p(X 01k|YLk) ou de la loi marginale p(X k|Y1:k). Du fait que ces densités
ne sont généralement connues qu’a une constante de normalisation prés, I’échantillonnage
d’importance est invoqué.

On choisit pour cela une distribution d’importance q(X 0:k|lek) pouvant étre facilement

¢chantillonnée et dont le support inclut le support de p(X 0:k|Yl:k ) , 1.e.

p(Xo ¥ )> 0= (X, 7, )> 0 @.11)

Conformément a (2.2), on peut écrire

S(X o= X0 ). (2.12)

™=

1
P E) > py (X1 )=

i

N
On pose le poids wy, = %, telle que ) wy, =1.

i=l1

Dés lors que les échantillons X, sont i.i.d. et affecté de poids wy, selon

_ . X |y, N
Xi~ q(Xoe |V ), wm% > i (2.13)
0:k | " 1k

i=1

L’intégrale
_[(9 Ok 0k|Ylk)dX0k

Y,
= J.(/’ 0k||Ylk) (XO:k|lek )dXO:k (2.14)
Xox| Vi

relative a 1’espérance a posteriori d’une fonction go(X O:k) de la trajectoire d’état depuis
I’instant 0 jusqu’a I’instant & est par conséquent approximée au moyen de 1’estimateur

9)= i wiolXi,) (2.15)

i=1
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dont les propriétés ont déja été évoquées au L.1.
Notons qu’une marginalisation triviale de (2.12) par rapport a X, , permet de
déduire I’approximation particulaire de la densité de filtrage, qui s’écrit

N
p(Xk|Y1:k)zpN(Xk|Y1:k):ZW;c§(Xk_XIi)’ (2.16)
in1

ou wi=wj, et &, (x,)=05(x, -x})

L’échantillonnage pondéré permet de procéder, dans un cas général, a une estimation
des états par intégration de Monte-Carlo. Cependant, la nécessité de la prise en compte du
cadre bayésien, dictée par la formulation d’état adoptée pour notre problématique qui est la
poursuite de cible manoeuvrante, suppose d’adapter la procédure en conséquence.

Le paragraphe qui suit traite de 1’adaptation de 1’échantillonnage d’importance ou
pondéré au cas bayésien.

I1.2. Echantillonnage pondéré bayésien :

Le principe d’échantillonnage pondéré peut étre appliqué au cadre du filtrage
bayésien. Des phénomenes physiques peuvent étre représentés par un modele mathématique
qui décrit I’évolution du systéme au cours du temps. Dans cette classe de modéle, un
processus décrit le signal d’intérét non observé, dit caché, et nous n’avons acceés qu’a des
observation liées statistiquement a ce processus. A partir de ces observations, nous désirons
estimer le processus. Un cadre statistique naturel pour aborder 1’estimation de ces modéles est
le cadre bayésien [42].

XkNP(Xk|XO:k—1)'

YkNp(Yk|Xk)'

X, et Y, représentent respectivement les états cachés et les observations et p(X k|X OZ,H) et
p(Yk|X k) leurs densités de probabilité. On considere également comme la densité a priori
p (X 0 ) :
On fait, en général, deux hypothéses supplémentaires concernant le modele
k
v Le modéle d’évolution est un processus markovien p(X,, )= p(X, )H p(X j‘X P )

1

J

v’ Les observations sont indépendantes  conditionnellement aux  états

p(YI:k|X0:k ) = ﬁp(yj ‘Xj )
j=l
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L’introduction de 1’échantillonnage pondéré bayésien est issu de [42]. L’objectif est
d’estimer la distribution a posteriori p(X 0:,(|I/1:k). Nous choisirons donc la distribution

d’importance multivariée q(X 0:k|Y1:k), a partir de laquelle la simulation d’échantillons est

aisée.

L’espérance de la fonction ¢(X,, ) s’écrit, en appliquant la régle de bayes, de la maniére
suivante

J.CD 0:k Tm; (X0k|Y1k)dX0k

_ p(Ylk|X0k) X, )
_'[ (XOZk) p(Y ( Ok|Ylk)

(X0k|Y1k)dX0k

B I¢ 0k pzv;k) ( 01k|Y1:k)dX0:k 2.17)

0:k

Ou les variables w,, sont les poids d’importance non normalisés

2.18)

Wor =

p(Yl:k |X0:k )p(XO:k )
(Xoultie)

On peut se débarrasser de la constante de normalisation inconnue p(Y,,) dans I’équation

(2.17), qui dans le cas générale n’admet pas de solution analytique.

Donc E[p(X,, )] peut s’écrire de la facon suivante

E[(P(XO:k )] = _[(P Ok WOkQ( 0k|Y]k) (2.19)

p(Ylk

De méme, en appliquant la régle de bayes, p(Y,, ) peut s’écrire

p(Yl:k ) = jp(lek |X0:k )p(Xo‘k )dXO:k

= jp(lek |X0:k )p())(o:k )q(

q(XO-k|Y1-k X01k|lek )dXo;k

- leoqu(X():k |YJ:k )dXO:k (2.20)

25



Chapitre 11 Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

Et finalement, en remplacant (2.20) dans (2.19) on obtient

B J(D(X 0k )Wo;k q (X 0k |Yl:k )dX 0:k
E[¢(Xo:k )] ) J-Wo;k q (X 0k |Yl:k )dX 0k

Eq(.mk)[gl’(Xo:k )WO:k ]

E[(P(Xo;k)]: E ( )[wo.k]

2.21)

On obtient un estimateur E (@) de E[p(X,,)] simplement a partir des estimateurs des
numérateur et dénominateur du quotient donné par la relation (2.21).

N
I/N Z qo(X(l)k )Wé:k
i=1

EN[¢(X0:k )]: N
MNZ%k

=Y o) 2.22)

Avec les poids d’importance W, normalisés donnés par

(2.23)

La distribution a posteriori tend vers la loi suivante, ou les échantillons X, sont générés

selon la loi d’importance q(X ok |lek ), elle est assimilée a des mesures discrétes pondérées.

Py (Xo:k |Yl:k ) = Z Wé:k5(Xo:k - Xé:k ) (2.24)

L’échantillonnage d’importance constitue donc une véritable méthode de simulation
de lois.
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Figure II-1 Mesure discréte pondérée de la probabilité a posteriori

La limitation d’emploi de cet algorithme provient de la nécessité de calculer, a chaque
récurrence du filtre, ’ensemble de la séquence d’état pour la mise a jour des poids
d’importance. On aboutit rapidement a une explosion de la charge de calcul qui a pour effet
de rendre inapplicable, en pratique, un tel algorithme. Il est cependant possible, moyennant
une perte substantielle de généralité concernant la fonction d’importance, d’obtenir une
formulation séquentielle de 1’échantillonnage pondéré.

I1.3. Echantillonnage d’importance bayésien séquentiel (SIS) :
I1 est possible de modifier la méthode d’échantillonnage pondéré permettant 1’estimation de la

distribution a posteriori sans engendrer de modification de trajectoires passées
{X i = 1,....,1\5. I1 suffit pour cela que la distribution d’importance a I’indice k£ admette

comme distribution marginale a I’index £ —1 la fonction d’importance q(X 0k |Y1:k71 ), d’ou

Q(XO:k |Y1:k ) = q(XO:k—l |Y1:k—1 )Q(Xk |X0:k—1 Yk ) (2.25)

Par itération, on obtient

&
q(XO:k |Y1:k ): Q(Xo )H q(Xi|X0:k—i ’Yl:i) (2.26)
i-1

Ce qui, compte tenu de I’indépendance des observations conditionnellement aux états et du
caractére markovien du processus d’état, permet d’exprimer les poids d’importance sous une
forme récursive.
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On peut résumer les hypotheses

Vi ) = q(XO:k |Y1:k )q(Xk+1 |X0:k s Yip )

v" Une distribution d’importance telle que q(X 0hsl

k+1
v Un systéme dynamique markovien p(Xo)=rX ] p(Xj ‘XH )
i=1
v" Des observations indépendantes conditionnellement aux états

P(YO:k+1 |X0:k+1 )= ﬁ p(Yj ‘X./ )

i=1

Les poids d’importance non normalisés de I’échantillonnage d’importance bayésien sont
donnés par (2.18). Apres développement, en tenant compte des hypotheses précédentes, on
aura

_ P(Yk |Xk )p(Xk |Xk—l ) p(lek—l |X0:k—l )p(XO:k—l )
o ‘J(Xk |X0:k—1 Vi ) q(XO:k—l |Y1:k—1 )

_ p(Yk|Xk)p(Xk|Xk-1)
q(Xk|X0:k—19Yl:k)

Wos-1 (2.27)

Si, de plus, la fonction d’importance satisfait q(X . |X O:k_l,Yl:k)= q(X . |X k_l,Yk), les poids

(2.27) dépend uniquement de 1’état précédent et de 1’observation courante, au sens ou

I p(Yk|Xk)p(Xk|Xk—l)w
0:k q(Xk |)(v]€71 , Yk) 0:k—1

(2.28)

On établit ainsi une relation qui permet d'obtenir les poids d'importance de manicre
séquentielle sans qu'il soit nécessaire de recalculer, a chaque récurrence, l'ensemble des
trajectoires.

L’estimation de la loi p(X 0:k|Y1:k) s’exprime donc de manicre séquentielle. Chaque trajectoire

X, est prolongée d’un nouvel état X tiré selon la fonction d’importance. Le poids de

chaque trajectoire est ensuite corrigé a partir de I’information apportée par la nouvelle
observation. L approximation de Monte Carlo permet alors d’approcher la distribution jointe

p(XO:k |Y1:k ) :

N . .
p(XO:k |Y1:k ) ~ Z W(l)zka(Xo:k - X )a (2.29)
=1
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Ou la distribution de filtrage p(X . |Yl:k)

N
P(Xk|Y];k)z Zwlié‘(Xk _X/i )a (2.30)

i=l1

Ces développements permettent de définir I’algorithme d’échantillonnage pondéré
bayésien séquentiel, encore appelé SIS (Sequential Importance Sampling) résumé ci-dessous,
qui construit récursivement un nuage de particules pondérés approchant la loi de filtrage

p(X k|Yl:k) a linstant k. Chaque particule X, est propagée selon la fonction d’importance,

puis les poids sont mis a jour selon (2.28) préalablement a leur normalisation.

Initialisation
ol |x; Jolx;)

e Pouri=1,..,N générer X;~ q(X,) avec w o :
Q(XO)

i
W,

e Normaliser les poids d’importance W, =

Pour £ =1,..,K
e Propager les particules
» Pour i=1..,N,générer X~ q(Xk|X0:k_1,Yl:k) et X, = (Xé:k_l,X,’;)

e Mettre a jour des poids

» Pour i=1,.,N,évaluer les poids d’importance

W oc ! p(Yk‘Xli)p(Xli‘Xli—l)
' - q(X/i‘X(;:k—l’Yl:k)

i
Wi
N
i
Wi

i=1

» Pour i=1,..,N,normaliser les poids d’importance vT/,’c =

e  Sortie de I’algorithme : le nuage de particules associées a leurs poids respectifs

(X o> Wi )1.21 _ permet d’approcher la loi & posteriori

N
p(Xk|Yl:k)zzwlic§(Xk _Xli)
i=1

Alg. II-2  Algorithme de filtrage par I’échantillonnage pondéré séquentiel SIS
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Cet algorithme trés simple d’estimation de la loi de filtrage p(X k|YI:k) possede 1’avantage

d’étre parallélisable [43]. Toutefois, sa nature récursive souléve certains problémes. Il souffre
des limitations de 1’échantillonnage d’importance et notamment d’un probléme de
dégénérescence du poids des particules dii a I’augmentation inévitable de leur variance mise
en évidence par Kong, Liu et Wong [44]. Ainsi au bout de quelques récurrences, on constate
que les poids normalisés des particules tendent vers 0 et que seul le poids d’une particule
tend vers 1. Evidemment, dans ces conditions, I’estimation de la densité a posteriori en est
gravement affectée.

Pour pallier cet inconvénient qui constitue un dysfonctionnement notoire du filtre,
plusieurs approches ont été proposées. On a vu comment construire un estimateur récursif de

la distribution a posteriori p(X 0:k|Y1:k) ainsi que de la loi de filtrage p(X k|Yl:k). La précision

de D’estimateur peut étre qualifiée au moyen de sa variance. Dans cette section, nous nous
proposons de discuter certains problémes relatifs a ce critére, et présentons des méthodes et
techniques permettant leur minimisation.

La plus intuitive consiste a augmenter artificiellement le nombre de particules, cette
option est rarement couronnée de succes et ne fera donc pas I’objet de développements
complémentaires. Deux autres méthodes sont cependant souvent utilisées : le choix d’une
distribution d’importance adéquate et 1’introduction d’une étape de rééchantillonnage sensée
améliorer la diversité des états.

I1.4. Choix d’une fonction d’importance adéquate :

En raison de la nature récursive de 1’algorithme SIS, la variance inconditionnelle des
poids dans le temps augmente [44], induisant une dégradation de la précision de I’estimation.
Ceci ce traduit par des phénomeénes de dégénérescence du nuage, au sens ou apres un certain
nombre d’étapes de récursions, la plupart des particules sont affectées d’un poids normalisé
négligeable. La dégénérescence de 1’algorithme est d’autant plus sensible que la distribution
d’importance q(X ok |Y1:k) différe de p(X ok |Y1:k ), qui correspondrait au cas équipondéré.

Afin de limiter I’augmentation de la variance des poids d’importance, Doucet [42] cherche
I’expression d’une distribution d’importance qui minimise cette variance conditionnellement

aux mesures et aux ¢&tats passés. D’apreés [’expression séquentielle (2.27) des poids
d’importance non normalisés de 1’échantillonnage bayésien, on établit

E, [W/lc ] = _“W/iQ(X/i ‘Yl:k s X g )dX/lc

- fw plvfxt ol )

o1 Q(X[‘Y X ) Q(Xii‘yl:kaXézk—l)Xmi
k| L1k > X 0kt

= wi_plv,[x1,) 2.31)

D’une maniére tout a fait analogue, il est possible d’établir I’expression de la variance
conditionnelle des poids d’importance.
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Var, (w,’{ ) =E, [(Wzlf )2 J_ (Eq [Wllc DZ

_ j(wi )2 Pz(Yk!X,ﬁ)pz(X,i‘X,Ll)
e x,)

gl ¥ X axs =G ¥ o (v

R, ij(YkX,@)pZ(X,g\X,gl)
- k-1

X - PP 232
q° X;‘Yl:k,)(é:k_l) k p(k‘ k—l) (2.32)

Par ailleurs, on applique bay¢s, il vient

plv|xi)p X i )X i) (2.33)

x|y xr )=

La variance est nulle et donc minimale si

Ipz(Yk!X,i Jp(xi|x;,)

dX' = Y | X!
qZ(X/i‘Yl:kaXé:kq) £ =P ("‘ k—l)

C'est-a-dire,

P irex) |
J qz(X};\Yl;k, X)) dX, = pz(Yk‘XH) (2.34)
Soit, ( )
»? X,i‘Yk,X,LI .
qu(Xli‘Yl;k,Xé:k_l)ka =1
D’ou

Q(Xli‘lekﬂX(l)-:k—l): p(Xli‘YkﬂX]i—l) (2.35)

La distribution d’importance q(X k‘Yl:k, X O:k—l): p(X k‘Yk,X k_l) est connue comme étant la

distribution d’importance optimale au sens de la minimisation de la variance,
conditionnellement aux mesures et aux états passés, des poids d’importance. Donc, Il reste a
¢tablir I’expression des poids d’importance lorsque la fonction de proposition est la fonction
d’importance optimale.

En reprenant la relation (2.27) qui donne I’expression séquentielle des poids d’importance
adaptée a la fonction d’importance optimale, il vient :
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- olnfxiplxi|xi)
p(X/i‘Yk’X/i—l)

wi_ (2.36)

w, =

En utilisant (2.33) et en remplagant dans (2.36), on obtient immédiatement I’expression des
poids d’importance lorsque la distribution de proposition n’est autre que la distribution
d’importance optimale.

Wl =wiplr|xi) 237)

Une propriété remarquable de (2.37) est que les poids w; associé a chaque particule X, ne
dépend que de la particule prédécesseur X, . Il s’en suit que la variance des poids

conditionnellement & Y,, et X, , est nulle. De méme, le poids d’une particule a un instant k

est indépendant de la valeur proposée de la particule au méme instant. Les calculs de
propagation du nuage particulaire peuvent donc étre menés indépendamment de la
détermination des poids d’importance. Cette indépendance est de nature a faciliter une
implémentation algorithmique de type paralléle.

La mise en oeuvre du filtre a partir de la distribution d’importance optimale requiert
d’étre en mesure de simuler des échantillons distribués selon la loi p(X k|Yk,X k—l)' Par

ailleurs, le calcul des poids d’importance non normalisés nécessite de pouvoir évaluer, a une
constante de normalisation pres, p(Yk‘X I ) Lorsque le mod¢le est a bruit additif gaussien et

que I’équation de mesure est linéaire, la distribution d’importance est alors une fonction
gaussienne dont les paramétres admettent une expression analytique. La simulation
d’échantillons ne pose donc guere de problemes. De plus, le calcul des poids d’importance
peut étre effectué de maniere explicite.

Un second avantage sous-jacent a I’utilisation de la fonction d’importance optimale, est que la
propagation du nuage est conditionnée par la mesure a I’instant courant, ce qui contribue a
guider les particules vers les zones a forte vraisemblance.

IL.5. Techniques de rééchantillonnage :

La seconde grande catégorie de méthodes utilisées pour limiter 1’augmentation de la
variance des poids d’importance et ainsi éviter la dégénérescence de 1’échantillonnage
d’importance séquentiel bayésien est de procéder a un rééchantillonnage des particules.

L’idée consiste a éliminer les trajectoires de poids normalisés faibles, et, & multiplier les
trajectoires dont les poids normalisés sont importants afin de concentrer le nuage particulaire
sur les particules de poids les plus forts.

Gordon et al [8] ont, les premiers, introduit une étape de rééchantillonnage dans le cadre de
I’échantillonnage d’importance séquentiel. Cette étape de rééchantillonnage, aussi appelée
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étape de sélection, permet d’associer a chaque particule X un nombre de particules filles

N| tel que Z;Nli =N.

Les méthodes potentielles sont, a priori, extrémement nombreuses. Cependant dans la
plupart des publications, le schéma de sélection retenu respecte le postulat suivant

E|N, |= N, . Les méthodes possédent des performances différentes concernant la variance

Var(N ,i) Classiquement, trois principales techniques de rééchantillonnage sont utilisées

[45] ; le rééchantillonnage multinomial, le rééchantillonnage résiduel et le rééchantillonnage a
variance minimale.

I1.5.1. Rééchantillonnage Multinomial :

Cette technique est la plus utilisée, chaque particule est sélectionnée en fonction de
I’importance de son poids W .
La premiére étape de la procédure consiste a construire la fonction de répartition des
particules du nuage. En abscisse, figure I’index de la particule et, en ordonnée, son poids
cumulé a celui de toutes les particules précédentes, i.e. les particules de numéro d’index
inférieur, voir figure 11-2.

=]
i
T

L
1

Figure II-2 Echantillonnage multinomial

L’étape suivante procéde au tirage successif de I’index de N particules. Pour ce faire, on tire
N nombres appartenant a I'intervalle [0,1] et distribués selon une loi uniforme. Supposons
que la situation représentée sur la figure II-2 corresponde au rééchantillonnage de la particule
d’index i. En effectuant un tirage aléatoire, selon la loi uniforme sur [0,1], le nombre extrait
est environ 0.57, ce dernier est ensuite projeté sur la fonction de répartition, I’intersection
donne I’index j (ici 7) d’une particule qui est conservée comme nouvel

échantillon d’indice i. Son poids est réinitialisé a la valeur I/N . La probabilité de tirer une

particule quelconque a chacun des tirages correspond a son poids normalisé #; . Il apparait
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clairement que I’effectif de la descendance d’une particule donnée (apres rééchantillonnage)
est proportionnel au poids normalisé de la particule. Globalement les effectifs N, des

particules, a D’issue de rééchantillonnage, correspondent a une réalisation de la loi
multinomiale des paramétres Net w, avec i=1,..,N. La variance de I’effectif de la

descendance d’une particule i est donnée par la relation classique de la variance d’une loi
binomiale de parameétres N et w, .

Var(N!)= N (1-!) (2.38)

Cependant, il est possible de réduire la variance par d’autres schémas de sélection.
IL1.5.2. Rééchantillonnage résiduel :

Cette technique est une amélioration du tirage multinomial, dans le but de diminuer la
variance Var(N ,’{) des particules dupliquées. Elle comprend deux étapes successives : la

premiére est déterministe [10] et la seconde est basée sur 1’échantillonnage multinomial décrit
précédemment.

v" Dans un premier temps, le nombre de descendant d’une particule i est fixé de maniére
déterministe a la partie entiére de 1’espérance c'est-a-dire N, = LN va,’{J

v' On réalise ensuite un rééchantillonnage multinomial des particules restantes au
N =~ .
nombre de N — E N . afin de conserver un nombre de particules constant au cours

des récurrences. Les poids respectif de chacune des particules est fixé a

-1
N
[N - ZN L j (N w, — N, ), c'est-a-dire a une valeur proportionnelle a la partie non

n=1

entiere de I’espérance du nombre de descendants de la particule i.

Finalement, le nombre de descendants d’une particule i quelconque correspond a la partie

~

entiére de son espérance N, ajouté au nombre de fois ou la particule en question a été

sélectionnée au cours de la seconde phase de rééchantillonnage.

La variance du nombre de descendants d’une particule est alors donnée uniquement par la
variance introduite dans la seconde phase, compte tenu du caractére déterministe de la
premicre phase.

Var(Ni){N —i?ﬁj i }ﬁ£> 1- i ) (2.39)
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La variance est obtenue d’une manic¢re similaire a celle obtenue dans le cas du
rééchantillonnage multinomial, c’est a dire a partir de I’expression générale de la variance

~ v S
d’une loi binomiale dont les paramétres sont N — ZnNzl N; et (N - ZN,:’) (NvT/; -N, )
n=l1

I1.5.3. Rééchantillonnage a variance minimale :

Les méthodes considérées ici limitent la différence a 1 entre le nombre de descendants
effectifs d’une particule et le nombre théorique. En guise d’exemple, on peut citer le
rééchantillonnage stratifi¢ [10] qui entre dans cette catégorie. La procédure est relativement

simple : il suffit d’échantillonner I’intervalle [0,1] a I’aide de N points espacés de N ', puis
de considérer les poids d’importance normalisés comme des intervalles contigus de [0,1]. Le

nombre de descendants N de chacune des particules est alors donné par le nombre de points

. i-1 o~
contenus dans I’intervalle | E Wl E
J=1

i

~J
|

En utilisant les notations définies pour le rééchantillonnage résiduel, pour chaque particule, le
nombre de descendants peut prendre deux valeurs soit N, partie entiére de ’espérance de

N, soit N ; +1. La loi suivie par le nombre de descendants est donc une loi de Bernoulli de
parameétre (N Wy — N ,’C) et qui représente la partie décimale de D’espérance de N;.
L’expression de la variance de descendants d’une particule s’en déduit

var(N)= (N, - N Ji- (Vv - &) (2.40)

La variance obtenue par cette méthode est inférieure a celle obtenue par la méthode du
rééchantillonnage résiduel.

Selon Merwe et al [46], la méthode de rééchantillonnage utilisée n’influe pas
significativement sur le résultat final. Cependant, un autre critére semble plus problématique :
il s’agit de la fréquence a laquelle est effectué ce rééchantillonnage.

Les filtres particulaires utilisant le rééchantillonnage s’appellent les filtres SIR
(Sampling Importance Resampling) [8] ou les filtres IPF (Interacting Particle Filter) [9, 47].
Nous présentons ci-dessous 1’algorithme du filtrage particulaire SIR.

I1.6. Echantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage (SIR) :

En définissant une structure générique basée sur 1’algorithme SIS, auquel on ajoute
une étape de rééchantillonnage, 1’algorithme obtenu est couramment désigné sous 1’acronyme
de SIR, et constitue le fondement des méthodes séquentielles de Monte-Carlo (MSMC)
encore appelées filtres particulaires. Ces méthodes consistent a représenter la loi a posteriori

p(X 0:k|th) par une mesure discréte constituée d’une somme finie de masses de Dirac

cumulées en des points dénommés particules et pondérées par un coefficient appelé poids
d’importance. Les méthodes particulaires permettent de faire évoluer le nuage de particules et
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les poids associés en utilisant récursivement 1’échantillonnage pondéré associé¢ a une
technique de rééchantillonnage. Un maillage stochastique et adaptatif de 1’espace d’état est
ainsi mis en oeuvre. La structure d’un filtre particulaire générique dont I’étape de
rééchantillonnage est réalisée a chaque récurrence est définie par Alg. 11-3.

Initialisation
e Pouri=1..,N,générer X;~ p(X,)avec w) =1/N
Pour £ =1,....,K
e Propagation des particules
> Pour i = L. N, générer X;~ qlx,|X0, .7, ) et Koy =(x0,,.x])
e Mise a jour des poids

» Pouri=1,..,N, évaluer les poids d’importance

woocw! p(Y" ‘X’l‘ )p(Xli‘X;‘_l)
‘ - Q(Xli‘X(;:k—l’Yl:k)

» Pour i =1,...., N, normaliser les poids d’importance vT/,’c =

e Rééchantillonnage

~

. . . i . i
» Pour i=1..,N, tirer avec remise X, parmi (XO:k )I.ZOZN avec une

probabilité ; et fixer le nouveau poids d’importance a I/ N .
i N o~ i i
xi~ S wo(x, - X7) et wi =N

e Sorties de I’algorithme : Le nuage de particules associées a leurs poids respectifs
X, N ) .y bermet d’approcher la loi a posteriori

=1,
N

1
p(XO:k ‘Yl:k ) ~ N,Zé‘x&k (dXO:k )

i=l

Alg. II-3  Algorithme d’échantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage
systématique.
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Le filtre particulaire présente des comportements instables dues particuliérement aux
cas de bruit de dynamique ou de mesure faible. En effet, aprés chaque rééchantillonnage, des
particules peuvent occuper la méme position, si le bruit de dynamique est faible. Les
particules n’occupent alors qu’une petite zone restreinte de [’espace d’état. Ainsi, les
particules perdent leur capacité d’exploration de 1’espace d’état, ceci provoque la divergence
du filtre.

Figure II-3 Dégénérescence des particules : faible bruit d’état.

Figure II-4 Dégénérescence des particules : faible bruit d’observation.

Dans la figure II-3, chaque particule est pondérée suivant sa vraisemblance puis
sélectionnée ou abandonnée. Les particules sélectionnées suivent une €évolution suivant le
noyau de transition. On constate, qu’a I’instant 7" = 3, toutes les particules sont regroupées, et
viennent toutes de la méme particule initiale. Le filtre particulaire a peu de chance de
retrouver 1’état, ci celui-ci n’est pas dans la petite zone couverte par les particules. Dans le cas
de bruit de mesure faible figure II-4, la vraisemblance se concentre dans une petite zone
dépourvue de particules. Il est dans ce cas impossible d’exploiter efficacement 1’information
apportée par 1’observation.

Dans ces deux cas extrémes, la nature discréte de I’approximation particulaire limite
considérablement la capacité exploratoire du filtre particulaire.
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Il convient de mentionner que le rééchantillonnage ne comporte pas uniquement des
aspects positifs, car 'introduction d’une étape de rééchantillonnage dans 1’algorithme SIR
remet en cause sa parallélisation de maniére aussi immédiate que pour le SIS, et complexifie
considérablement les preuves relatives a sa convergence. En effet, les particules étant
statistiquement dépendantes a [’issue du rééchantillonnage, les résultat classiques de
convergence des méthodes de Monte Carlo, qui reposent sur I’hypothése indépendant et

identiquement distribué (i.i.d), ne permettent pas de conclure [48, 49].
I1.6.1. Inconvénient du rééchantillonnage :

Bien que I’étape de rééchantillonnage permette de limiter la dégénérescence de
I’algorithme en limitant I’augmentation de la variance des poids d’importance, son caractére
stochastique introduit des erreurs. De plus, I’'implémentation paralléle est rendue plus
complexe en raison du rééchantillonnage qui rompt 1’évolution structurée du nuage et impose
par conséquent I’implémentation de procédures spécifiques (augmentation du temps de
calcul) [42] afin d’assurer le transfert de particules entre modules de traitement. D’un point de
vue plus théorique, la mise en oeuvre de I’étape de rééchantillonnage rompt 1’indépendance
des particules et ne permet plus d’utiliser les théorémes classiques concernant la convergence
(théoréme central limite ou loi des grands nombres). Dans le cas particulier ou le
rééchantillonnage des particules est effectué de maniere systématique, des résultats de
convergence ont néanmoins été établis [50].

De plus, Hue [51] a montré que I’échantillonnage systématique effectué¢ a chaque récurrence
est entaché, par rapport a un échantillonnage adaptatif, de défauts importants

v Appauvrissement plus prononcé du nuage.
v" Estimées fournies par le filtre moins fiables.

v" Charge de calcul notoirement plus important.

L’idéal est de réaliser un compromis concernant la fréquence du rééchantillonnage en ne
faisant intervenir ce dernier que lorsque cela s’aveére nécessaire. Cette maniére de procéder
permet aux particules d’explorer ’espace au cours de plusieurs récurrences avant d’étre
éventuellement supprimées. Le critére le plus couramment utilisé, qui est plus simple et moins
colteuse en temps de calcul, et qui conditionne I’étape de rééchantillonnage est la taille

effective de nuage N, définie par

N

N . = : 2.41
A Varqiw,’{ ’ 2.41)

L’expression de N, ne peut pas €tre calculée directement, mais une estimation est donnée

par :

N, =— (2.42)

Y (L, )
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Il donne la taille équivalente du nuage engendré par la distribution d’importance au nuage
geénéré a partir de la distribution objectif. Les valeurs maximale N, =N et minimale

. e . Co1
N, =1 de N, correspondent respectivement a I’équipondération des particules w, = I et

au cas de dégénérescence extréme.

L’échantillonnage adaptatif consiste alors a ne rééchantillonner les particules que
lorsque I’estimateur de la taille effective est inférieur 4 un seuil donné : N g <N

seuil *
Notons que, 1< N o <N, oula limite supérieure est atteinte quand toutes les particules ont le

méme poids, tandis que la limite inférieure est due quand toute la masse de probabilité est en
une seul particule. Dans [46], N, =2N/3.

seuil
I1.7. Echantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage adaptatif :

Le SIR a rééchantillonnage adaptatif a le méme algorithme que celui de SIR standard
avec une ¢tape de rééchantillonnage adaptatif.

Initialisation
e Pouri=1..,N,générer X;~ p(X,)avec w\ =1/N
Pour £ =1,....,.K
e Propagation des particules
> Pour i = L. N, générer X;~ qlx, | X0, .7, ) et Ko =(x0,,.x])
e Mise a jour des poids

» Pour i=1,..., N, évaluer les poids d’importance

W oo p(Yk‘X/i)p(X/i‘X/i—l)
T glxfx )

i
Wy
N

» Pour i =1,...., N, normaliser les poids d’importance vT/,’{ =
i
Wi

i=1

e Rééchantillonnage
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1

> Evaluer la taille effective de I’échantillon N g

2
~n
(Wk )
=1

n

» Si Neﬁr <N,,, alorspour i =1,...,N,

i N ~; i i
Xi~ S wolx, - X)) et wi =1/N.
Sinon X, = X o« €t les poids d’importance w, = i, reste inchangés.

e Sorties de I’algorithme : Le nuage de particules associées a leurs poids respectifs

......

N

p(XO:k ‘lek ) ~ Zw/lf 5)([")% (dXO:k ) .

i=1

Alg. II-4  Algorithme d’échantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage
adaptatif.

)

Figure II-5 Evolution de la densité conditionnelle
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Tous les filtres particulaires peuvent étre considérés comme une instance de SIR et ne
différent que par le choix de la fonction d’importance et par le choix de la technique de
rééchantillonnage mise en ceuvre. Il convient toutefois de signaler, pour une meilleure
estimation de 1’intégrale / (go) définie en (2.14) au moyen de (2.15), qu’il est préférable de ne

pas procéder au rééchantillonnage a chaque instant et que I’évaluation de (2.15) doit étre
effectuée de préférence avant le rééchantillonnage.

Avant de se pencher sur les différentes évolutions et variantes proposées pour le SIR,
nous détaillons les étapes du filtre particulaire connu sous la terminologie de bootstrap.

I1.8. Le Bootstrap :

De Dl’avis de certain auteurs [53, 8], et dans le cadre de 1’échantillonnage pondéré
séquentiel, on choisit comme distribution d’importance, la loi d’évolution a priori du systéme

Q(Xk |X0:k—19Yl:k)= p(Xk |Xk—1) (2.43)

L’expression des poids d’importance des mesures devient alors

wi = plr X Jwi (2.44)

En adaptant la procédure SIR a échantillonnage systématique aux hypotheses présentes ci-
dessus, on déduit I’algorithme Bootstrap, qui est tres utilisé dans de multiples domaines.

Initialisation
e Pouri=1..,N,générer X;~ p(X,)avec w) =1/N
Pour £ =1,....,K
e Propagation des particules
» Pouri=1,..,N,générer X, ~ q(Xk‘Xézk_l) et Xi = (Xé:kfl,X,i)
e Mise a jour des poids

» Pouri=1,..,N, évaluer les poids d’importance

wi ocwl_,p(r, | %)

» Pour i =1,...., N, normaliser les poids d’importance vT/,’{ =
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e Rééchantillonnage

. . . i . i
» Pour i=1...,N, tirer avec remise X,, parmi (XOZ,{ )l.:ow avec une

probabilité ; et fixer le nouveau poids d’importance a 1/N .
i N o~ i i
Xi~ S wio(x, - X7) et wi =1/N.

e Sorties de I’algorithme : Le nuage de particules associées a leurs poids respectifs
(X N7 )l.:1 v permet d’approcher la loi a posteriori

,,,,,,

1 N
p(XO:k |Yl:k ) ~ Nzé‘)(&k (dXO:k )
i=1

Alg. II-5 L’algorithme Bootstrap

Le schéma ci-dessous représente le principe de Bootstrap.

(o) ]
, » -
Fark) YV YY @YY I | —— 1%
(i, V) \5 ° E
o
(E',ﬁ,i,f\f _1)
(E'S;-,Wi,) - &

Figure II-6 Le principe de Bootstrap
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Le filtre Bootstrap posséde quelques propriétés intéressantes qui justifient I’intérét qui lui est
porté

v" 1l est rapidement et facilement implantable.

v" 1l est aisément adaptable a un nouveau probléme, il suffit de modifier, au niveau du
programme, la distribution d’importance ainsi que les poids d’importance.

L’inconvénient qu’on peut avoir avec de telle algorithme, est dans le cas ou la
distribution prédite ne coincide pas avec la vraisemblance, le risque d’assister a une
dégénérescence est irréversible a cause de la concentration des particules dans des zones de
faibles vraisemblance. Cependant, il existe des techniques spécifiques qui permettent de
limiter I’impacte de tels comportements. Elles consistent a diriger les particules vers des
zones privilégiées en utilisant des distributions intermédiaires entre la distribution prédite et la
vraisemblance.

11.9. Limitations des méthodes SMC :

Le bon fonctionnement de toute méthode particulaire est 1i¢ a la capacité qu’a la loi
d’évolution a prédire les particules dans les régions de forte vraisemblance.

VRAISEMELANCE

- WRAEEMELANCE

PREDICTION

-

PRECICTION

Figure II-7 Configuration critique de la densité a priori et la vraisemblance

La figure II-7 présente alors deux configurations critiques de la loi prédite par rapport a la
vraisemblance de la mesure.

La figure II-7 a gauche, suppose un modéle de mesure pour lequel le bruit de mesure est
faible et, au contraire, un modele d’état approximatif ce qui se traduit par une grande
dispersion des particules prédites par rapport a la mesure. Dans ces conditions, seules les
particules prédites a proximité immeédiate de la mesure auront un poids d’importance
significatif, si bien qu’au cours de la phase de rééchantillonnage de nombreuses particules
seront ¢liminées et quelques particules seront dupliquées un grand nombre de fois. Ce
phénoméne conduit irrémédiablement & un appauvrissement des états. Ce déficit de diversité
des particules est hautement préjudiciable aux performances du filtre en matiére d’estimation.
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La figure II-7 a droite, illustre le second dysfonctionnement majeur des méthodes
particulaires. Il intervient lorsque les supports respectifs de la distribution de propagation a
priori d’une part et la vraisemblance ne coincident pas. Avant I’étape de rééchantillonnage, les
poids d’importance sont tous a peu pres égaux mais possedent une valeur faible. Le
rééchantillonnage dans ces conditions, en présence de particules sensiblement équipondérées,
bien que conservant la diversité des états, ne permet pas de sélectionner des particules
correspondant a des hypotheses réalistes. Ce phénomene de non coincidence de 1’a priori et de
la vraisemblance, est particuliérement sensible en présence d’ une mesure aberrante, ou encore
lorsque les variances des bruits dynamique et de mesure sont faibles. On parle alors de
dégénérescence des particules. [54, 55]

Afin de tenter, d’apporter des solutions ou au moins de réduire les inconvénients
évoqués précédemment et inhérents a la mise en oeuvre des algorithmes séquentiels de
Monte-Carlo, des variantes du schéma originel du SIR ont été présentées dans la littérature.
Ces améliorations sont destinées avant tout a limiter 1’appauvrissement des états.

I1.10. Variantes du SIR :

Afin d’apporter des améliorations au S.I.R plusieurs variantes du filtrage particulaires
ont été proposées, il s’agit du filtre particulaire a variable auxiliaire, du filtre particulaire
régularis¢ et une méthode de réduction de variance connue sous le nom de Rao-
Blackwellisation qu’on va étudie en détails une par une.

I1.10.1. Echantillonnage pondéré séquentiel a variable auxiliaire (APF):
Les méthodes de Monte-Carlo séquentielles utilisant le concept de variable auxiliaire

ASIR, provient des travaux de [12].
A un instant k&, I’Algorithme SIS fournit une approximation de la densité prédite suivant

x!) (2.45)

N
Py (Xk+1 |Yl:k ) = Z Wlip(XkH
i=1

La densité de filtrage définie comme la marginale de la loi a posteriori s’écrit, compte tenu de
la propriété de Bayes

_ p(Yk+l |Xk+1 Vi )p(Xk |Y1:k )
p(Xk+l |Yl:k+l ) = p(Yk |Yl:k—l )

Y,) (2.46)

o« p(Yk+1 |Xk+1 Vg )p(Xk+1

Compte tenu de I’indépendance des observations conditionnellement aux états, 1’expression
d’un estimateur de la densité de filtrage devient

xi) 2.47)

N
Py (Xk+1 |Yl:k+1 ) oc p(Yk+1 |Xk+1 )Z W;;p(Xk+1
i1

En reprenant 1’idée classique qui consiste, lorsque 1’on désire générer un échantillon distribué
selon un mélange de lois, a indexer les composantes du mélange par une variable dite
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auxiliaire, on peut considérer que le mélange en question est celui donné par la relation (2.45).
Compte tenu des remarques précédentes, la nouvelle loi objective est donc la loi conjointe

p(X w11 Yik ) Les autres hypothéses demeurant inchangées, i représente I’index des

particules. On a

X0 (X, lx0) (2.48)

p(Xk+1 NV ) o W, p(Yk+l

On appelle i la variable auxiliaire, son role consiste uniquement a faciliter la simulation d’un

échantillon constitué des paires {X Lo }1/\/:1 , i’ est I'indice de la particule a I’instant k. En

. . . . , . i N . . , .
¢liminant l’indice i, on obtient un échantillon {X L }j=1 distribué selon la marginale

p(X % |Y1:k) de la loi a posteriori.

L’utilisation d’une variable auxiliaire est un principe général pouvant étre mis en oeuvre a
partir d’autres méthodes de simulation de lois. Dans le cas du SIR, on génére un échantillon
tel que

Yisr) (2.49)

i :
Xt ‘J(anal

Les poids d’importance sont alors donnés par

o)

W _ M}/i+l
+1 q( ) , et 1 TN (2.50)
k+1’ Yon Zwk+1
n=1

Ykkﬂ) peut étre extrémement large. Néanmoins

Le choix de la fonction d’importance q(X palsl

pitt et shephard [12] adoptent la fonction d’importance suivante et potentiellement bien
adaptée a de nombreux cas.

X i .51)

,Uli+1 )p(Xk+1

q(XkH’i) oC p(Yk+l

X, et peut étre, par exemple la

x;).

., est une valeur caractéristique de la densité de X,

X, J ou encore un échantillon g, ,, ~ p(X .

Lk+1 )

X,i), on obtient q(i|lﬂ:k+l)oc p(Yk+1

moyenne ., = E[X e+l
D’apres Bayes, on a Q(Xkﬂ’ ( |YI e+l )q(Xk+1 2

i )i
Hieni )Wk :

De plus, en posant q(Xk+1 5 Y ) = p(Xk+l

Y ) comprend alors

La procédure d’échantillonnage suivante de la loi conjointe q(X palsl
+1

i P
Hin )Wk puis

X ,i) conditionnellement a la

deux étapes, la premicre consiste a échantillonner un index i selon la loi p(Yk

simuler (procédure SIS) selon la densité de transition p(X o
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particule origine i. En considérant I’équation (2.45) et en remplacant la fonction
d’importance conjointe par son expression explicitée, on obtient les poids d’importance

xi,)

ii
:uk+1

P (Y k+l

p Yk+1

k+1 (2.52)

La simulation s’effectue a partir de particules dont la vraisemblance prédite est grande, ce qui,
en principe, doit guider las particules vers les zones d’intérét et ainsi limiter la dégénérescence
des poids d’importance.

L’algorithme ASIR qui découle de paragraphe précédant est le suivant.

Initialisation
e Pouri=1..,N,générer X;~ p(X,)avec w\ =1/N
Pour £ =1,....,.K
e Mise a jour des poids d’importance
» Pour i=1,..,N,calculer g, et les poids d’importance

wi = qliY,, )oc W;’;_lp(Yk\ﬂi;)

» Pour i =1,...., N, normaliser les poids d’importance vT/,’{ =

e Rééchantillonnage des indices

» Pour j=1,..,N, tirer avec remise i’ proportionnellement aux poids w;

e Pour j=1..,N
> Générer

x|

o dxl )=,

» Calculer les poids d’importance

X))

i

p

=<

e

<

=

P
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j
' i : - ~ w
e Pour j=1,..,N,normaliser les poids d’importance W} = —*
J
k

N
j=

2"

e Sorties de I’algorithme : Le nuage de particules associées a leurs poids respectifs
(X Jow! )j:l + permet d’approcher la loi a posteriori

......

N

p(XO:k ‘lek ) ~ ZVNV,ié‘Xé:k (dXO:k )

i=l1

Alg. II-6 L’algorithme APF

Yl:k+1 )

s’effectue en deux étapes. Au cours de ces deux étapes, la taille des échantillons produits peut
éventuellement étre différente. Dans ce cas, il faut rajouter une étape de rééchantillonnage a la
fin du I’algorithme avant de poursuivre par une nouvelle récurrence.

Dans les cas difficiles ou la vraisemblance et la densité a priori ne coincident pas, I’ASIR
donne de meilleurs résultats que le SIR. Par contre lorsque les lois coincident, il est alors
préférable de privilégier le SIR qui bénéficie d’une variance d’échantillons moins élevée en
raison de I’absence de variable auxiliaire.

Comme nous I’avion déja précisé, I’échantillonnage selon la loi conjointe q(X a1l

11.10.2. Echantillonnage pondéré séquentiel régularisé (RPF) :

Le fait que I’étape de rééchantillonnage, dans le cas du SIR, soit entreprise a partir
d’une distribution de probabilité discréte a pour effet de concentrer les particules vers des
points. On parlera alors de points d’accumulation. Si, de plus, le bruit d’état ou de mesure est
faible, le risque d’une raréfaction des points d’accumulation devient sévére et entraine
fatalement un appauvrissement des états. Le filtre particulaire régularis¢é RPF préconisé par
Musso, Oudjane et Legland [11] apporte une réponse a ce probléme.

La différence essentielle avec le SIR réside dans la procédure de rééchantillonnage qui
s’effectue pour le SIR a partir d’une marginale de la loi discréte de probabilité a posteriori

1 N
p(X ; |Y1:k ) ~ ﬁZé‘ i (dX k) tandis que, pour le RPF, le rééchantillonnage est réalisé a partir

=1
d’une approximation continue de la densité de filtrage p(X k|Y]:k). La théorie correspondante
fait appel a I’estimation de la densité par noyaux. Le but est de procéder a la régularisation
d’une mesure discréte par une mesure continue obtenue par la convolution de la mesure
discréte par un noyau.

Un noyau de régularisation K est une densité de probabilité symétrique définie sur R" , avec
n la dimension du vecteur X , et jouissant des propriétés suivantes

k=0, [k(x)ax=1,  [xK(x)dx=0,  [|X]'K(x)dx <0 (2.53)
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De plus, pour toute largeur 4 > 0, on définit le noyau redimensionné a partir de
I (X
K\ X)=—-K| — 2.54
)= K( p j 254)
:j' "-t ._."' "‘,L :__f' :,1.‘ densite estimee

noyawx

tchanhllzn

*

Figure II-8 Mélange de gaussiennes

N
Si on considere la loi discréte de probabilité Z W, 0 xi (dX X ), on obtient la régularisation en
i=1

effectuant la convolution de la loi discréte par le noyau de régularisation. On a

N . N . N
Xt )= [ (X~ Y5, (X, =) WK, X, -x;) 2.55)
il il

Le noyau K et la largeur sont déterminés a partir de la minimisation de ’erreur quadratique
intégrée moyenne, définie par

MISE = E[ [Po(x. v )- p(x, 7, )]2 dx, (2.56)

Dans le cas ou la loi discrete est équipondérée, il s’avere que le noyau optimal, au sens de la
minimisation du critere MISE, correspond au noyau optimal d’Epanechnikov généralement
défini par :
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o 22l s < .
opt n .
0, Sinon

¢, est le volume de la sphére unité dans I’hyperespace R". Par ailleurs, dans le cas ou la

densité de filtrage sous-jacente est gaussienne et de variance unitaire, la valeur optimale de la
largeur est donnée par

L, Y (n+4)
B = AN avec A(K)=[8cn‘1(n+4)(2\/;)} (2.58)

opt

Les résultats donnés par (2.57) et (2.58) sont uniquement optimaux dans les cas d’une part
d’une loi discreéte équipondérée et d’autre part si la loi de filtrage p(X k|Yl:k) est gaussienne.

Dans le cas général, il suffit de ne pas perdre de vue que les résultats sont alors forcément
sous optimaux en raison des hypothéses effectuées sur la détermination du noyau optimal et la
largeur de bande.

Alg.II-7 donne I’algorithme de filtrage particulaire régularisé.

Initialisation
e Pouri=1..,N,générer X;~ p(X,)avec w) =1/N
Pour £ =1,....,K
e Propagation des particules
» Pouri=1,..,N,générer X, ~ q(Xk‘Xé:k_l,Yl:k) et Xi = (Xé:kfl,X,i)
e Mise a jour des poids

» Pouri=1,..,N, évaluer les poids d’importance

el ela]x)
' - Q(Xllc ‘X(;:k—l i )

» Pour i=1,...., N, normaliser les poids d’importance w, =

e Rééchantillonnage
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1

> Evaluer la taille effective de I’échantillon N G

2
~n
(Wk )
=1

n

> Sl N seuil

eff

v’ Calculer la matrice de covariance empirique S, du nuage

i o~ \V

(X 0k > Wi )i:l
v' Calculer D, tel que S, =D,D; .
v' Rééchantillonner, Pour i =1,...., N

i N ~; ( ~i) i
X~ D WX, - X, et wi =1/N.
v Pouri=1,...,N,
»  Simuler &'~ K, noyau d’Epanechnikov.

u X]lc = X]lc +h0ptDkgi et Xé:k = (X(;:k—l’Xli)'

> Si N, >N

inchanggés.

Xy =X, et les poids d’importance wj = w, restent

seuil 2

e Sorties de I’algorithme : Le nuage de particules associées a leurs poids respectifs
Sy =X, ,w )i=1 ’’’’’ v permet d’approcher la loi a posteriori

N .
p(XO:k ‘)/l:k ) ~ Zwllc 5)((3:[{ (dXO:k )
i=1

Alg. II-7  Algorithme d’échantillonnage pondéré séquentiel régularisé (RPF).

Musso [11] propose de multiples améliorations a la version de base du RPF présenté,
notamment lors de la phase de rééchantillonnage.

Le filtre particulaire régularisé posséde de meilleures performances que le SIR lorsque la
vraisemblance est tres étroite (bruit de mesure et/ou d’état faibles), obtenues par
I’amélioration de la diversité des particules lors de I’étape de rééchantillonnage au moyen
d’une approximation continue de la densité de filtrage.
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11.10.3. La Rao-Blackwellisation

Aprés s’étre successivement intéressés au filtre a variable auxiliaire qui permet
d’améliorer les performances du SIR par un meilleur guidage des particules vers les zones
d’intérét puis a la méthode d’amélioration de la diversité¢ des états qu’est le RPF, nous
examinons une méthode de réduction de variance des poids d’importance : la Rao-
Blackwellisation, fondée sur la structure particuliére de certains mode¢les.

Lorsqu’une partie du vecteur d’état, conditionnellement a d’autres composantes, peut étre
traitée par une méthode optimale telle que le filtre de Kalman, il est opportun de ne pas
résoudre le probléme de filtrage en adoptant une solution purement particulaire. L’application
de la méthode de Rao-Blackwellisation permet de tirer parti de cette propriété, et de réduire
ainsi la variance du filtre [56, 45, 33].

Dans cette méthode, on suppose donc que le vecteur d’état X, peut se diviser en deux
parties X1, et X2, telle que
plx X2, x1,,x2,., )= plx1,|x1,.,) (2.59)

De sorte que I’équation de la dynamique du systéme s’écrit

P(Xk |Xk—l ) = p(Xlk X2 X1, X2 ) = p(Xlk |X1k—1 )p(sz |X1k—1 >X2k—1) (2.60)

Si on suppose ¢également que la distribution a posteriori conditionnelle
p(X 2 k|X 1 k,Y]:k) peut étre exprimée analytiquement, alors, en se basant sur la distribution

objective p(X k|Y1:k) qui s’écrit

P(Xk Y ) = p(Xlk ,X2,|Y, ) = p(X1k|Y1:k )p(X2k|X1k , Yl:k) (2.61)

On peut simplement marginaliser sur X2, pour se focaliser sur I’estimation de p(X 1 k|Y1:k)

dont I’espace est réduit.
Dans un premier temps, on construit une approximation particulaire de p(X 1, |Yl: . ),

N
p(X1, |7, )~ > wis(xt, — x1t) (2.62)
i=1
Ensuite, la densité marginale de X2, |Y1:k , qui s’€écrit

p(X2k|Y1:k): Ip(X2k|X1k’Yl:k )p(X1k|Yl:k )Xmk (2.63)

est approchée, grace a (2.62) par un mélange de lois calculables
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N
p(X2k|Y1:k): J-p(X2k|X1k’lek )Z W/ié‘(Xlk - lec)ink
i=1

N . .
< Swiplea,xity,) (2.64)
i=1

Des ¢études théoriques dans [32] ont montré que la méthode de Rao-Blackwellisation
apporte bien un gain sur ’efficacité du filtrage, en diminuant la variance par rapport a la
variance obtenue par un estimateur standard non Rao-Blackwellisation.

II1. Conclusion

Nous avons dressé dans ce chapitre un panorama des méthodes de Monte Carlo séquentielles
les plus utilisées. Toutes découlent du principe d’échantillonnage pondéré. Dans le cas
général, les méthodes particulaires donnent une bonne approximation du filtre optimal. Elles
permettent de construire récursivement un nuage de particules pondérées approchant la loi de
filtrage. Cependant, il existe une limitation a I’utilisation du filtre particulaire, car sa nature
récursive conduit a une dégénérescence du nuage induit par 1’augmentation dans le temps de
la variance inconditionnelle de ses poids et aussi dans le cas de bruits de dynamique faible et /
ou le bruit de mesure faible, le filtre particulaire classique peut diverger. Nous détaillons
ensuite la fonction d’importance dite optimale qui permet de positionner les particules en
tenant compte de la dynamique du systéme et de 1’observation a I’instant courant. On montre
que pour une telle fonction, le phénomene de dégénérescence est compensé mais en pratique,
cette fonction n’est généralement pas utilisable. D’autres améliorations sont alors envisagées.
L’introduction d’un rééchantillonnage dans I’algorithme, permet de limiter la dégénérescence
des poids d’importance en éliminant les particules de poids négligeables et en multipliant les
particules les plus significatives. Le filtre résultant constitue 1’algorithme générique de filtrage
SIR a partir duquel toutes les stratégies de filtrage particulaire dérivent. D’autres méthodes
telle que I’échantillonnage pondéré a variable auxiliaire utilise des poids auxiliaires pour
sélectionner les particules les vraisemblables avant leur propagation tandis que le filtre
particulaire régularis€¢ posséde de meilleures performances que le SIR lorsque la
vraisemblance est trés étroite (bruit de mesure et/ou d’état faibles), obtenue par I’amélioration
de la diversit¢ des particules lors de [’étape de rééchantillonnage au moyen d’une
approximation continue de la densité de filtrage.

Nous n’avons pas non plus considéré les algorithmes de poursuite multi cible. Dans ce
contexte, [57, 58] représentent la densité a posteriori par un mélange de gaussiennes afin de
maintenir la multimodalité.
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Chapitre 111 Modélisation des trajectoires d’une cible

Introduction

Pour modéliser la trajectoire d’une cible, nous pouvons affirmer que quelque soit la
complexité de cette derniere, elle pourra toujours étre représentée par une succession de
trajectoires ¢lémentaires canoniques tels que des segments de droites, des arcs de cercles, des
arcs elliptiques, .... A partir de la, nous pouvons dire que pour déterminer la trajectoire suivie
par une cible donnée durant un temps ¢, il suffit de déterminer les parametres des différentes
trajectoires canoniques suivies par la cible durant ce temps.

Dans notre cas, nous allons restreindre les trajectoires canoniques choisies au segment
de droites et a I’arc de cercle.

I. Modéle d’une droite (Trajectoire rectiligne) : [S9]

Nous modéliserons une droite de la maniére suivante :

y

F 9

‘tT

>
A J
s

Figure III-1 Modélisation d’une droite

La représentation ci-dessus permet de définir toute droite (mouvement rectiligne) par
ses coordonnées plucklériennes d et o, ou

» d est la distance perpendiculaire a la droite passant par 1’origine des coordonnées.

» «aest I’angle que fait I’axe des abscisses avec la droite reliant I’origine a sa projection
orthogonale sur la droite considérée.

D’autre part, on représente le mouvement sur une droite quelconque par les grandeurs
suivantes :
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e La distance parcourue s .
e Lavitesse de déplacement v==s.
e [’accélération a =5 .

Cette représentation permet un découplage entre le mouvement et la trajectoire suivie.
I.1. Mouvement rectiligne a vitesse constante :

L’état de base d’un mouvement rectiligne a vitesse constante est :

S:(tk _tk—l)v+so

ds . 3.1)
V=—=3

dt

Ou:
(t, —t,_, )est la différence de temps.
En temps discret, ces équations deviennent :

sl) = (6 =t k= 1)+ sk =1)
{v(k) =v(k-1) ©-2)
P x,(k) = (k)
osons oK) =v(k)
on obtient
[x (k=1)+ T, (k - 1)
R N @
Avec T =t, —t,,
L’équation du vecteur des paramétres est ~ 6(k)= {Z 3.4
Posons {x3 (k) B ,
x,(k)=d
: B x3(k):x3(k—1)
on obtient O(k)= {x4 (K)=x,(k-1) 3.5)

Parce qu’ils sont invariants dans le temps.
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Donc I’état augment¢ sera :

x(k)] | x (k)
OB P 50
x4(k)
x, (k) x,(k=1)+Tx,(k-1)
(k)= :Eg - :gj:g vk -1) 3.7)
x, (k)] [xy(k-1)
Avec v(k) : bruit d’état
1 7 00
x(k)= 8 (1) (1) 8 x(k—1)+v(k-1) (3.8)
00 01

x(k) est Sous la forme  x(k +1)= Fx(k)+v(k),
Ou F est la matrice de transition d’état :
Fiexp(AT), avec x(t)= Ax(z)+v(z)

La fonction de mesure est une fonction non linéaire reliant 1’état de base avec les
parametres inconnus du mouvement rectiligne (droite) selon les deux équations suivantes :

X =d cos(a)+ ssin(a)
) 3.9
Y =dsin(a)-scos(a)
Qui sont la position X et Y de I’objet poursuivi.
Ces équations peuvent étre écrites en fonction de variables d’état comme suit :
_ [X(k) = x, (k)cos(ax, (k))+ x, (k)sin(x, (k))
wk)=1 . (3.10)
(k) = x, (k)sin x; (k) - x, (k) cos(x; (k))
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y(k) a la forme suivante y(k)= H(x(k))+ wlk)
Avec w(k) : bruit de mesure.
La linéarisation de /(x) est réalisé en considérant une petite variation dans I’état :

oX o9X ox oX
g —|0S 8 da od
Tlor or or or
oS S Oa od

Dans ce cas on aura

B sin(@) 0 —dcos(a)+Scos(ar) cos(a)
= {— cos(e) 0  dcos(er)—Ssin(er) sin(a)}

I.2. Mouvement rectiligne a accélération constante :

L’état de base d’un mouvement rectiligne a accélération constante est :

(k)= v(k —1)+ Ta(k - 1) (3.11)

L’équation du vecteur des parametres reste la méme que le mouvement rectiligne a vitesse
constante.

X (k) = S(k)
x, (k) = v(k)
Posons x; (k) = alk) (3.12)
x,(k)=a
x(k)=d

L’état augmenté est donc :

(x, (k)] | x,(k=1)+ T, (k —1)+ 0.57%x, (k —1)
X, (k)| | x, (k—1)+ T (k —1)
x(k)=|x; (k)| = x;(k—1) +v(k-1) (3.13)
X4 (k) Xy (k _1)
Xs (k) Xs (k - 1)
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1 T 057 0 0
0 1 T 00
x(k)=lo 0 1 0 opk-1)+v(k-1) (3.14)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
x(k) est sous la forme x(k)= Fx(k-1)+v(k-1).
Par conséquent :
1T 05T 0 0]
0 1 T 00
F={0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
10 0 0 0 1]

La fonction de mesure reste la méme que le mouvement précédent et la seule
différence se trouve dans ’ordre des variables d’état.

i)- {X (k)= x; (k)cos(x, (k))+ x, (k)sin(x, (k)
Y(k) = x; (k)sin(x, (k) - x, (k)cos(x, (k))

Donc y(k) est de la forme (k)= H(x(k))+ w(k)
Avec w(k) : bruit de mesure.

(3.15)

La matrice de mesure linéarisée H _ se déduit par dérivation de A(x)

Hx{ sinf@) 0 0 —dsin(a)+ S cos(a) Cos(a)}

—cos(@) 0 0 dcos(a)-Ssin(a) sin(a)

II. Mode¢le d’un cercle (Trajectoire circulaire) : [S9]

Comme pour le cas d’un mouvement rectiligne, les mouvements circulaires peuvent étre
représentés en fonction des coordonnées pulcklériennes R, X, et ¥, .

Ou: R, est le rayon du cercle.

(X,.,Y,) est le centre de ce cercle.
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h

O T T S

TI? SEEIEEENEEER EENEEEEEEEE

e
]
e

Figure III-2 Modélisation d’un cercle

11.1. Mouvement circulaire a vitesse constante :

L’¢état de base d’un mouvement circulaire a vitesse constante est identique a celui du
mouvement rectiligne a vitesse constante, c'est-a-dire :

k)=x(k—-1)+Tx, (k-1
x(k) _ {xl( ) xl( )+ xz( ) (3.16)
x, (k)= x, (k =1)
L’¢équation de vecteur des parameétres est
RO
0(k)=| X, (3.17)
YO
X3 (k) =R,
Posons x, (k)= X, (3.18)
Xs (k) =Y,
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L’¢tat augmenté sera :

_xl(k)_ _xl(k—1)+Tx2(k—l)
xz(k) xz(k_l)
x(k)= x3(k) = x3(k—l) +V(k—1)
x4(k) x4(k—1)
| Xs (k)_ L Xs (k - 1) i
1 T 0 0 0]
01 00O
x(k)=10 0 1 0 0x(k-1)+v(k-1)
0 0 010
00 0 0 1]

x(k) a la forme suivante x(k)= Fx(k=1)+v(k-1)
Avec v(k—1) : bruit d’état.

Et la matrice de transition F sera :

17T 000
01000
F=[0 0100
00010
0000 1

Les équations de mesure qui décrivent la position de 1’objet poursuivi sont :

X=X,+R, COS(LJ
R

0

s
Y=Y, +R, sm{R—J

0

Ces équations peuvent étre écrites en fonction des variable d’état comme suit :
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(3.22)

(k) a la forme suivante y(k) = H(x(k))+w(k)
Avec w(k) : bruit de mesure.

La matrice de mesure linéarisée se déduit par dérivation de /(x)

ox oX ox X ox
|08 oS OR oX, oY,
Tlor o ar o ov
oS oS OR oX, oY,

Nous aurons alors,

11.2. Mouvement circulaire a accélération constante :

L’état de base d’un mouvement circulaire a accélération constante est identique de
celui du mouvement rectiligne a accélération constante.

s(k) = s(k—l)+Tv(k—1)+%T2a(k—l)
x(k)=v(k)=v(k —1)+ T a(k —1) (3.23)

Le vecteur des parametres est le méme que celui du mouvement circulaire a vitesse constante.
RO

9(]( ) =1 X, |,

YO
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x, (k) = s(k)
xz(k):"(k)
x3(k)=a(k)
et posons ., (k) R 3.24)
xs(k):Xo
x6(k):Y0
L’état augmente sera
_xl(k)_
xz(k)
[x(k)] ] x (k)
S PR
xs(k)
_x()(k)_
1 T 057> 0 0 O]
0 1 T 0 0 O
0 0 1 0 0 O
x(k)= oo o0 1o 0x(k—1)+v(k—1) (3.25)
0 0 0 010
10 0 0 0 0 1

x(k) a la forme suivante x(k)= Fx(k—1)+v(k-1)

Les équations de mesures sont les méme que celles du mouvement circulaire a vitesse
constante et la seule différence se trouve dans I’ordre des variables d’état.

X(k)= x5 (k) +x, (k )005(2((]’2))]

(k)= (3.26)
V()= x. (k) x, (k)cos(;cl E’;))j
y(k) est de la forme suivant y(k) = H(x(k))+w(k)

Avec w(k) : bruit de mesure.

Par conséquent, la matrice H, s’écrit de la fagon suivante
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—sin(ij 0 0 cos(£j+§sin(£j 1 0
o = R R R R
=
cos(ij 0 0 sin(ij —ECOS(E) 0 1
R R) R R

v(k) et w(k) Représentent les bruits du systéme et d’observation respectivement. Les
variances des composantes du vecteur d’état qui représentent le mouvement sont prises de
maniere a satisfaire les conditions sur I’accélération maximale pour le mouvement a vitesse
constante et ’incrément sur 1’accélération maximale pour le mouvement a accélération
constante.

III. Conclusion

La génération des trajectoires de la cible est basée sur les quatre modéeles d’état cité ci-
dessus, qui sont: mouvement rectiligne a vitesse constante, mouvement rectiligne a
accélération constante, mouvement circulaire a vitesse constante et mouvement circulaire a
accélération constante.
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Chapitre 1V Application au probléme de la poursuite radar

Introduction

Pour illustrer les algorithmes qui viennent d’étre présentés, nous allons étudier le
probleéme classique d’estimation de la position d’une cible par mesure de distance et d’angle.
Le probléme de la poursuite de cibles consiste a estimer les paramétres cinématiques d’un
mobile (position, vitesse, accélération,...) a partir de mesures bruitées fonction de ces
paramétres fournies par un capteur (radar, sonar, capteur optique,...). On posséde en général
un modele dynamique décrivant I’évolution de 1’état de la cible dans le temps découlant de la
connaissance a priori que 1I’on a du systeme. Les modeles de la dynamique choisie sont
souvent linéaires,

X, =FX, ,+W, 4.1)

En revanche, 1’équation d’observation liant la mesure a 1’état est trés souvent non linéaire et
dépend du capteur utilisé (mesure de distance, d’angle ou de doppler). La mesure de I’état X,

fournie par le capteur est modélisée par une équation du type,

Y, = hk (Xk)+Vk 4.2)

W, et V, sont des bruits blancs gaussiens. On retrouve exactement I’énoncé d’un probléme
de filtrage classique.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux comportements simulés des méthodes
particulaires sur des problémes concrets de poursuite. Nous avons fait le choix d’applications
réalistes. Ce chapitre présente néanmoins un intérét pratique certain en montrant 1I’apport des
méthodes particulaires face aux méthodes classiques telles que I’EKF qui sont parfois mises
en défaut et surtout en proposant des solutions simples a des problémes difficiles de poursuite.
Nous comparons les performances de PF et I’EKF sur le probléme de la poursuite par mesure
de distance et d’angle et nous verrons que la solution particulaire de ce probléme est simple et
efficace comparée a 1’algorithme classiquement utilisée pour résoudre ce probléme.

Le cas tridimensionnel ne présentant aucune difficulté supplémentaire, nous nous
sommes bornés par la suite a 1’é¢tude de modéele bidimensionnel.

I. Modéele d’état : [60]

On considere le probleme de la poursuite d’un mobile se déplagant dans un plan muni
d’un repere cartésien de référence. L’évolution du mobile est ainsi décrite par 1’évolution de

ses coordonnées (X(¢),Y(¢)). Si on note F, la somme des forces agissant a I’instant ¢ sur le
mobile de masse m, alors on obtient, par les lois de la mécanique, une relation liant
I’accélération du mobile a la force Ft ,

m{X (’)} - F, 43)
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La force Ft se réduit aux frottements de I’air ou a d’autre perturbations extérieures lorsque le

mobile n’est pas en phase de manceuvre i.e. lorsque qu’il n’accélére pas. Dans ce cas, on dit
que le mobile est en mouvement rectiligne uniforme bruité. Lorsque le mobile opére une

accélération volontaire (produite par la poussée des moteurs), la force Ft résulte en plus de
cette accélération. Dans ce cas on dit que le mobile est en phase de manceuvre. On fait
I’hypothése qu’entre deux instants de discrétisation ¢, et 7,,,, I’accélération F, /m est
supposée constante et égale a [w,‘{,w,f] ou elles sont indépendantes entre deux intervalles de
discrétisation. Avec cette hypothése, en intégrant par deux fois I’équation (4.3), entre 7, et

t,,,,on obtient

X)) 17 oo o][x(,) _T% 0
X(tkﬂ) (0100 X(tk) T 0 ||m
= + ; ' 4.4)
V) | 100 1 THYE) || o T4 | w
Y(.,)| 000 1f[Y@)] [ 0o T |

x1, 7 [X()]
v X2 X(,)
P CR (Y
X4k _Y(tk)_

X, constitue I’état du mobile a I’instant 7, , 1.e. sa position et sa vitesse suivant chacune des
coordonnées. L’équation (4.4) décrivant I’évolution de X, dans le temps est appelée équation
d’état. Le but de la poursuite est d’estimer la valeur de X, , Il s’agit donc ici d’un probléme
de dimension 4.

1.1. Poursuite radar :

Nous rappelons brievement le principe de mesure d’un radar de poursuite décrit en
détails dans [61]. Le radar envoie un signal trés bref ou impulsion dans une direction donnée.
Ce signal se propage a la vitesse de la lumicre, dans toutes les directions : il forme une onde
sphérique. Au bout d’une intervalle de temps AT, le signal atteint la cible, ce temps est
proportionnel a la distance radar-cible. Une partie du signal est réfléchie par la cible et au bout
du méme intervalle de temps AT, I’onde réfléchie atteint apres atténuation et effet doppler a
nouveau le radar. Celui-ci, aprés avoir traité le signal recu (amplification, filtrage, détection,
corrélation,...), fournit une estimation de la distance entre le radar et la cible et de I’angle
formé par 1’axe de visée du radar et un axe de référence. L’utilisation d’un tel radar de
poursuite conduit au probleme de pistage par mesure de distance et d’angle.
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Dans le cas général, la matrice de covariance du bruit de mesure est fonction du
rapport signal / bruit qui lui-méme fonction de la distance radar-cible. Afin de faciliter les
calculs, dans les applications considérées, on peut négligé cette contrainte. La matrice de
covariance du bruit de mesure est considérée fixe.

II. Simulation :

Dans les simulations effectuées, le mobile suit un mouvement rectiligne uniforme. Le
radar fournit des mesures bruitées de la distance entre 1’observation et le mobile, ainsi que
I’angle formé par I’axe vertical et la ligne de visée, i.e.,

Hx,)= VXL +X3,° 45)

arctan(X3, /X1,)

Ou X = (X 1, X2, X3, X 4) désigne dans I’ordre, la position et la vitesse en abscisse et la
position et la vitesse en ordonnée du mobile dont 1’état est X .

Nous considérons le probléme suivant de pistage par mesure de distance et d’angle.

v’ Létat initial est X, =(Skm,—20m/s, Skm,20m/s) avec comme matrice de
covariance P, [diag(2km, 20m/s, 2km, 20m/s)[’ . La dynamique de la cible est bruitée

selon I’équation (1.27) avec un bruit sur ’accélération w' = w”> = ¢ variable.

v Le temps de poursuite varie avec une période de mesure égale a un.

v’ L’écart type des bruits de mesure sur la distance et ’angle sont respectivement de 50m
et 1 degré.

Le nombre de particules utilisées par le PF varie entre N =100 et N =1500 particules.

Nous soulignons que les conditions garantissant le bon comportement de I’EKF ne sont pas
vérifiées méme si les mesures sont tres précises.
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« 10% Foursuite de trajectaire

— Trajectaire reelle :
——  Trajectoire estimeae &

— ®reelle
— ¥ reelle
' = estimeée
| — W estimeée

Position

1
u] 100 200 =00 A00 SO0 =00 oo =200 =Im]u] 1000
Temp (sec)

Figure IV-2 La position vraie, estimée suivant I’axe X et I’axe Y par ’EKF

105 Erreur entre X et Xest, VW et YVecst

a 100 200 =00 00 SO0 00 Ejuln] SO0 =S00 100

Figure IV-3 L’erreur entre X et Xest, Y et Yest.
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Comme on peut le constater sur la figure IV-1, le filtre de Kalman étendu met un
certain temps au début pour qu’il puisse suivre la trajectoire, tout ¢ca a cause des conditions de
départ mal initialisées. A partir de ¢ =400s le filtre commence a diverger a cause de la forte
non linéarité. Le bruit de dynamique joue aussi un role dans la divergence de filtre. On

remarque que le filtre de Kalman présente des divergences alors que le modele non linéaire
pris est simple.

On remarque d’apres les deux figures suivantes (IV-4, IV-5) que le filtre particulaire
adaptatif suit presque parfaitement la trajectoire de la cible donc donne de bons résultats,
méme avec un nombre d’échantillons petit et un seuil Ny, , = 0.5, comparé aux résultats de

filtre de Kalman ci-dessus.

FPoursuite de son angle
Bl e S O S O S e O S e e e e e e e

H | —— Angle observéee
S0 b ___. __ _______________________ — Angle estimeée

"angle que fait a cible par rapport a axe honzontale

Temp (sec)

Figure IV-4 L’angle vrai, estimée par SIR adaptatif avec N =150 et N, , =05N

Foursuite de la distance
1600 F----------------------- P ettt il

' —— Distance observee
H —— Distance estimee
1400 :

~

2 ) S L T T T T T ST

1000 |f--= === == s oo bl A e
s00 ; e L EEEE

G000 T T e .

distance entre 2 repere et la cible

prreY AR S

200 oot

Termp (sec)

Figure IV-5 La distance vraie, estimée par SIR adaptatif avec N =150 et N, , =0.5N
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Foursuite de son angle
-‘q-D ________________________ s - - - -"-"-"-"-""""-""-"=-""-"--""=-""=-"-""=-""=-""-""=-"3-./ - - - - -" -" -" -"-"-"-" -" -" -~ - /-~ °~°~"-~ -~ -~ -3

— Angle observée
— Angle estimee

"angle que fat la cible par rapport & ["axe horizantals

Temp (sec)

Figure IV-6 L’angle vrai, estimé par SIR systématique avec N =150

Foursuite de la distance
Sl e eSeaates CoTT T N N | —— Distance observée |
4500 i i e Dilstanl:e estirl'née

4000

500

Z0oo0

2500

2000

1200

distance entre 2 repere gt la cible

1000

SO0

Temp (sec)

Figure IV-7 La distance vraie, estimés par SIR systématique avec N =150

Comme on peut le constater sur les figures (IV-6, IV-7) de filtre SIR systématique, le
nuage de particules est appauvrit comparé aux figures (IV-4, IV-5) de filtre SIR adaptatif.
Donc I’estimée donner par le SIR systématique est moins fiable. Le temps de calcul pour le
SIR systématique est plus important que celui de SIR adaptatif.

On peut conclure que le SIR adaptatif donne de bons résultats comparés au SIR systématique.
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Figure IV-8 L’angle vrai, estimé par SIR adaptatif avec N =500 et N, ,

=2

e T R LT =

distance entr2 le raper et la cible

Figure IV-9 La distance vraie, estimée par SIR adaptatif avec N =500 et N,

I"angle que fat la cible par rappor 2 axe harizontale

I"angle ue fait a ciole par rapport a I'axe horizontale
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Figure IV-11 La distance vraie, estimée par SIR systématique avec N =500

Les remarques faites pour les figures (IV-4, IV-5, 1V-6, IV-7) s’appliquent sur les
figures (IV-8, IV-9, IV-10, IV-11). La différence est que le nombre de particules augmente

mais les résultats restent inchangés. Le résultat pour le SIR systématique est meilleur avec un
nombre de particules élevé.

Les figures suivantes montrent I’influence de la valeur du seuil sur les résultats des
SIR adaptatifs.
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On remarque que les résultats donnés par SIR adaptatif avec N =1000 et N, , =0.5
est meilleur que ceux donnés par SIR adaptatif avec N =1000 et N, , =0.8.

On constate d’aprés les figures présentées ci-dessus que le filtre particulaire avec
rééchantillonnage adaptatif donne de bons résultats comparés au filtre particulaire avec
rééchantillonnage systématique. On obtient aussi de bons résultats, en augmentant le nombre
d’échantillons. Pour N =150, le filtre particulaire arrive quand méme a suivre la trajectoire
mais de temps en temps il la perd pendant des laps de temps. On remarque aussi des résultats
différents pour des seuils différents.

Le bruit de dynamique et le bruit d’observation déterminent la fiabilité a la poursuite de filtre
particulaire, car pour des valeurs faibles de bruits le filtre particulaire trouve des difficultés a
suivre la trajectoire. L’initialisation du filtre joue aussi un réle primordial dans la poursuite.
Le temps de calcul du filtre particulaire adaptatif est beaucoup plus petit que celui du filtre de
Kalman étendu.

III Conclusion

Le but de ce chapitre était d’étudier les performances en simulation des méthodes
particulaires adaptatifs SIR, sur des problémes de poursuite d’une cible unique observée a
travers des mesures de distance et d’angle (estimation de la position d’un mobile dans le plan)
et de faire une comparaison avec le filtre de Kalman étendu. Nous avons montré 1’avantage
pratique du rééchantillonnage adaptatif retardant la dégénérescence des poids par rapport au
rééchantillonnage systématique. Nous avons également montré la robustesse d’un tel filtre a
une mauvaise initialisation et prouvé sa supériorité devant un filtre de Kalman étendu.

Enfin, nous soulignons que la mise en ceuvre des algorithmes particulaires adaptatifs
est simple et rapide.
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Conclusion générale

Nous nous sommes intéressé dans ce mémoire de magister a I’estimation bayésienne
du processus d’état markovien observé a travers le processus de mesures. Plus

particulierement, 1’objectif était de fournir une estimation de la loi conditionnelle p(X k|Y0:k )

Si le filtre optimal fournit une expression récursive de cette loi, il n’est en pratique calculable
que dans des cas tres restreints tel que le cas linéaire avec bruits additifs gaussiens, i.e., celui
du filtre de Kalman dont nous avons rappelé les équations. Pour traiter le cas général, nous
avons expos¢ dans un premier temps les méthodes déterministes développées depuis les
années 70. les filtres de Kalman étendus et le filtre de Kalman unscented reposent sur
I’approximation de la loi conditionnelle par une gaussienne. Ils proposent d’en approximer ses
deux premiers moments respectivement par linéarisation locale du modele d’état et de mesure
et par approximation de la loi gaussienne par un nuage déterministe de points. Les filtres de
Kalman étendus restent la méthode la plus utilisée mais aucun résultat de convergence n’est
prouvé dans le cas général. Ils sont de toute facon un mauvais choix lorsque la loi
conditionnelle est multimodale. Les méthodes numériques par maillage de I’espace d’état
abandonnent I’hypothése que la loi conditionnelle soit gaussienne et proposent d’approximer
les intégrales intervenant dans le filtre bayésien optimal par une somme finie en des points
disposés selon un maillage de 1’espace d’état. Si cette approche est optimale lorsque 1’espace
d’état est discret, sa complexité devient beaucoup trop importante et sa convergence beaucoup
trop lente lorsque la dimension de 1’espace d’état continu dépasse trois ou quatre.

Abandonnant 1’approche déterministe, les méthodes dites de Monte Carlo ont permis

de développer notamment dans le cadre du filtrage une classe de méthodes trés performantes,
dénommées méthodes séquentielles de Monte Carlo. A chaque instant, la loi conditionnelle a
posteriori est approximée par une somme pondérée de loi de Dirac centrée en des particules.
Ces particules et leur poids évoluent au cours du temps selon un échantillonnage pondéré
séquentiel et sont rééchantillonnées afin de n’en conserver que les meilleures au sens de la
vraisemblance des observations. Devant la profusion d’études les concernant durant la
dernieére décennie, nous avons propos€ un état de I’art présentant tout d’abord le filtre SIS et
en suite le filtre SIR (méthode de Monte Carlo séquentiel avec rééchantillonnage) puis le filtre
Bootstrap qui est le filtre le plus utilisé, enfin une classe générique englobant la plupart de ses
variantes. Plusieurs choix de fonctions de proposition servant a guider au mieux les particules
des régions de forte vraisemblance ont été décrits ainsi que plusieurs choix de techniques de
rééchantillonnage limitant I’augmentation inutile de la variance des poids des particules.
Ces méthodes sont théoriquement validées par 1’existence de théorémes probabilistes assurant
notamment la convergence uniforme en temps de la solution particulaire sous des conditions
de mélange. Une propriété remarquable est leur vitesse de convergence qui ne dépend pas des
propriétés de systeme générateur des processus d’état et de la mesure mais de celles du
systeme utilisé pour la propagation des particules.

Nous avons enfin présenté une application du filtre Bootstrap que nous avons menée
pour la poursuite d’une cible unique observée a travers des mesures de distance et d’angle.
Nous avons en particulier montré I’avantage pratique du rééchantillonnage adaptatif retardant
la dégénérescence des poids par rapport au rééchantillonnage systématique. Nous avons
¢galement montré la robustesse d’un tel filtre a une mauvaise initialisation et prouvé sa
supériorité devant un filtre de Kalman étendu.



Conclusion générale

De nombreuses perspectives intéressantes peuvent étre envisagées a ce présent travail,
a savoir :

» Confronter nos algorithmes de poursuite de cible a des scénari réels,
» Etendre cette approche a la poursuite multicible,

» Appliquer cette approche a des scénari avec des cibles manoeuvrantes,
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