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Liste des symboles

Ordre du systéme initial, modéle réduit et identificateur réduit.
Représentation d'état du systéme initial

Représentation d'état du modéle réduit

Représentation d'état de I'estimatenr réduit.

Vecteurs d'entrée et de sortie de dimension p et n resp.
Fonction de transfert pour cas continu, discret.

Réponse impulsionnelle pour cas continu, discret.

Gramiens de gouvernabilité et d'observabilité

Pseudogramiens de gouvernabilité et d'observabilité

Transformation d'équilibre

Matrice des valeurs singuliéres
valeurs propres, valeurs singuliéres et gains équilibrés du systéme
Matrice d'intensité de bruit définie positive, Matrice semi-définie

positive.
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Intreduction

L'identification d'un systéme d'ordre élevé par des modéles réduits est en quelque
sorte tn ‘probléme de réduction. Ce demier a eu un grand intérét durant ces derniéres
années et les recherche se poursuivent pour appliquer les resultats obtenus a I'analyse
du comportement d’E/S d'un systdme et/ou & la synthése d'un coniréleur pour ce

systéme. _
Cette étude a pour but la recherche d'une solution optimale qui minimise l'écart
- quadratique entre la sortie du systéme initial et celle du modeéle réduit.

Dans le premier chapitre, des généralités sur les systémes ont été résumées. En
particulier, on définit quelques notions qui jouent un réle important dans la réduction
telles que la controllabilité, I'observabilité, les valeurs singuliéres etc..

Le second chapitre fraitela méthode deg gains équilibrés. On aborde le réle de ces
gains et leurs contributions 41a norme Y.}(qui est utile 4 l'interprétation du procédé de
I'identification). Un algorithme de réduction a été dévellopé et des exemples
d’'tllustration pour les cas continu et discret sont présentés.

La recherche d'une solution optimale fera I'objet du chapitre trois. Llinfroduction
d'une projection va simplifier les calculs qui sont assez lourds .Ensuite, Un algorithme
de réduction est établt et illustré par un exemple d'application pour un systéme continu.

Le demnier chapitre est une introduction & la recherche d'un estimateur d'ordre
rédult En particulier, la méme forme d'équations figurant an chapltre trois est
conservée et sera appliquée an procédé de l'identification.

A la fin, Une conclusion générale mettant en relief I'aboutissement de ce travail
est présentée.



Chapitre 1
Généralités sur les systémes
L Représentation d'un sytéme.

Le comportement d’un systéme réel est roprésents par un ensemble de relations constituant
le modéle mathématique de ce systdme. |
La construction d'un tel modéle est appelée identification, dont la précision peut étre
mesurée par la différence entre la sortie du modgle et celle du systéme réel.

En général, I'identification peut étre divisée en deux phases{9]:
- Détermination de la structure du modgle.
- Estimation des paramétres du modséle.
On cite quelques représentations pour le cas continu puis pour le cas discret.
L1. Cas continu
* Systéme d'équations différentielles[8]
31 on note D = §/8x opérateur de différentiation, le systéme peut &tre ris sous la forme
matricielle i

LDY y="M(D}u (LY
ol .I{D) et M(D) deux matrices de dimensions (p,p) et (p,m) respectivement

* Réponse impulsionnelle _
C'est la réponse du systéme 4 une impulsion de Dirac. La matrices des réponses
impulsionnelles h(t) est telle que

O = JBCyR(e- Oy (1.2)
]

* Matrice de transfert
Elle met le systéme sous la forme

He) = i) 6e)
ol
Y2y LY YY): Laplacien du vecteur sortie y(t) de dimension m
(a): L u(tY):Laplacien du vecteur entrée u(t) de dimension P
b 8): Matrice de transfert de dimension (p,m).
_ Dans le cas ol la mafrice de transfert est évaluée sur I'axe imaginaire (s=jw), on
obtient {a matrice de la réponse fréquentielle.



L.2. Cas discret
* Equation récurrente
Le systéme sera décrit par I'équation (1.4) :

o L)
A (k) - 1) = P (Kn(k-m) (L.4y
w=9

=0

a (k) et Y, (kY  sont des constantes indépendantes de k (pour les systémes linéaires

stationnaires).

* Matrice de la réponse impilsionnelle ‘

La réponse impulsioanelle d'un systdme discret i, (k) estla i*™ réponse du systéme
lorsque la 3" entrée est excitée par I'impulsion de Kronecker. La matrice h(k) sera alors la
matrice de la réponse impulsionnelle.

* Matrice de transfert
Le systéme aura la forme

Y(2) = H@).U®) | 9
ol Y(Z), H(Z), U(Z) sont les transformés en Z respectivement de y(k), h(k,) et u(k).

Dans le cas ob la matrice de transfert est évaluée sur le cercle unité (Z = &™)

(Z=<"Y, on aura la mafrice de la réponse fiéquentielle.

IL. Propriétés d'un systéme

Un systéme est une transformation (T) reliant les signanx d'entrée u(t) [u(k)] 4 ceux de
sorties y(t) {y(k)].
Un tel systéme est representé par y=I'(a).

Du fait que cette étude ne concerne que les systémes lindaires stables, causals et
invariants dans le temps, il est util de définir ces notions. | |
Linéarité : Un systéme est dit linéaire si pour tout
B, (O, (XYY, o, () o,k et aet BeRona:

T(om, +Pu, Y= T(a}+p T(u,)

1.6
=ay, tfv, (19



On dira qu'un tel systéme vérifie le théoréme de la superposition.

Invariance temporelle : Un systéme est dit invariant dans le temps si et seulement i :

T(alt+1))= W+1) VieR

o : (1.7
IF(e(k +mYy= y( X+ m) VmeWN

Causalité : Un systéme est dit causal si sa réponse ne précéde jamais 'excitation :

ny=10 pour t < Q '3
B(ky)=0 pour kK < § _ (1.8)

Stabilité : Un systéme est stab{g_ 51 ces modes appartiennent an demi-plan gauche du plan (s)
[disque unité pour cas discret], ou si :

BN D) =@ |
=2 9
ey < 43

Ce systéme est stable au sens de Lyapunov si pour toute matrice symétrique définie
positive Q, on peut trouver une matrice symétrique définie P vérifiant I'équation de

Lyapunov
ATP+PA+Q =0 - (1.10)

IIL. Représentation d'état
IL.1. Représentation d'un systéme dans I'espace d'état
Soit un systéme linéaire invariant d'ordre n. Sa représentation d'état est :

O = A () + B w.11)
WO = Cx(0)+ D a0y
x(t) : vecteur d'état de dimension n
Il en découle de cette représentation plusieurs avantages dont on cite ;

~ - Les conditrons initiales apparaissent explicitement (comme dans le cas de I'équation
différentielle).

- L caicul s'adapte bien aux calculateurs numériques. Pour les systén s linéaires invariants
dans le temps, les matrices sont & coefficients constants (Donc application des théorémes de
I'algdbre linéaire). |
- La méme forme d'équation est gardée pour les systémes MIMO et SISO.

4




- Cette représentation n'est pas unique ce qui permet de choisir une base appropriée a
Yapplication.

Dans le cas discret, I'équation 1.7 devient [8]

¥+ 1) = O x(k)+ T u(X) 12
YK) = B x(X) + G u(k) (L12)
m.2 Passﬁge des systémes continus aux systémes discrets

On adopte la transformation bilinéaire [8] reliant la variable complexe (s) du plan
fréquentiel contimy, 4 celle du plan fréquentiel discret (z).

(1.13)

oy B= 7‘?“— (1.14)

0
"W, : période d'échantillonage (en général B est prise dgale a 1).

En adoptant les notations des équations (1.11) et (1.12), Ona [7] :

¢=Q +ANY, -AY!
r=+y2Q_,-a)'n
=200, -AY?
G=D+C(,-AY'H

qui donne :

(1.14)

A=-(1,+0Y(1- DY
B=2.(1, + 0}

C= /280, +o)"
D=G-H"(1_ +0Y"

Il implique la proposition suivante :

(1.15)

Proposition 1.1 [7]
Si P est solution de l'équation matricielle :
| - AP+RAT+BR'=9¢ (1.16)
alors P est aussi solution de I'équation :
YO -P+r.T =10 (L.17)



II1.3. Gouvernabilité et Observabilité
II1.3.1. Définitions

* Les notions de controllabilité ef d'observabilité introduits par Kalman jouent un réle trés
important en Automatique. ‘ '

Un état x, est dit gouvernable si Vla condition initial x, (o) qu'on se donne, il existe
une commande u permettant de transférer cet état X, (@ a un état X, arbitraire en un temps
finu.

Un état X, est dit observable si de I'observation des sorties sur un horizon fini IR AW
il est possible de déterminer quel était I'état x(0) du systéme & I'instant L P
Un systéme est dit gouvernable [observable] si tous ces états sont gouvernables
{observables]. Il est dit minimal '] est gouvernable et observable simultanément.

IL3.2. Critére de kalman [8]

Un systéme linéaire, invariant dans le temps est gouvernable [observable] ssi :
Reng(B, AB, ..., a‘*‘*a] =n (1.18)
[ng [CT,ATCT AT = 1] (1.19)

De plus, la gouvernabilité et I'observabilité sont duales.

I1.3.3. Gramiens de gouvernabilité et d*observabilité
HL3.3.1. Cas continu
Le gramien de gouvernabilité est défini par

W, = Ie“ms‘e“"m (1.20)
L] -

et le gramien d'observabilité

L
W, = fe_"‘c"c.e“m (1.21)
L
Quantdt; 9 « ,les qﬁantités W, et W, sont des solutions uniques définies positives des

équations de Lyapunov

AW, + WAT+BB =

. ~ (122
AW, + WA +C'C=0




HI1.3.3.2. Cas discret

Pour un systéme discfet, linéaire et stable, les gramiens de gouvernabilité
[observabilité] du systéme sont définis par :

W, = fjp.“ma‘ga‘\‘ (1.23)
=9 '
W, = f: (A" C'CAT (1.24)
&0

W, et W, sont solutions uniques des équations de Lyapunov

AWAT-W, +BB =1
(1.25)
ATHA - W +CC=19
Propositien 1.2. [13] :
Soient W, et W, les gramiens d'observabilité et de gouvernabilité. Les valeurs propres '

du produit W, sont dites les valeurs singuliéres du systéme. Elles sont invariantes sous

n'importe quelle transformation similaire

Propesition 1.3. [13] . _
La vérification de deux propriétés quelconques citées ci-dessous implique la troisiéme :

1. A eststable .
2. W, et W, sont uniques et définis positifs.

3. Le triple (A, B, C) est munimal.

Conclusion

Les différentes propriétés et représentations d'un systéme ont été exposées. En
particulier, une partie a été consacrée 4 la représentation d'état. On a défini aussi les notions
de gouvernabilité et d'observabilité ainsi que leurs gramiens associés et dont le role et

I'importance seront étudiés et discutés ultérieurement.




Chapitre 2
Réduction par la méthede des Gains équilibrés

La description d'un systéme par un modéle mathématique constitue une base pour
analyser et synthétiser un tel systéme, qui est dans la plupart des cas a ordre élevé. Une
analyse exacte de tel systéme sera couteuse et difficile. Il convient alors de trouver un
modéle réduit qui approxime le mieux le systéme original. |

Ce probléme a fait I'objet de plusieurs sujets de recherches {24]-[23], qui se sont
basés sur ia méthode de I'agrégation introduite par Aaki[5]. Le modsle réduit ainsi
obtenu conserve alors les modes dominants ou lents.

Une autre approche a été proposée par Moore [19]. Cette technique connue sous le
nom des réalisations équilibrées (MRE) se base sur la troncature des valeurs
singwliéres les plus faibles du systéme initial. Plusieurs variétés ont été proposées afin
de l'améliorer [22], [7). Etant donnée que cefte approche est complétement
ihdépendante des considérations d'optimisation, il n'ya pas de garantie ace quele
modéle obtenu soit optimal au sens de la minimisation de la fonct’ -n d'erreur de sortie
entre le modéle initial et réduit.

Kabamba a proposé une variété de cette méthode en se basant sur fa troncature des
gains équilibrés [14]. Tl aprouvé I'importance de ces gains vue leur contribution a la
réponse fréquentielle au sens L% ce qui a motivé notre choix pour cette méthode et fera
parsuite 1'objet de ce chapitre.

On présente an premaer lieu les définitions et les propriétés des normes. Ensuite, on
définit la méthode des gains éqﬁi[ibrés et son importance dans le sens L. Vue que
I'équilibre est une étape importante qui précéde la réduction, une section lui a été
consacrée. La quafriéme partie traite la réduction et on termine par des exemples suivis

d'une conclusion.

1. normes 1’ L®

I.1. Définitions
Considérons l'espace des matrices m x n, t € R. Etant donné le produit scalaire

(%) = Ju{forg (o) @y

On définit



Cc

T T C

L

(o (o (o (o (om (om C(om C O

e

L

LR, C™™ = {f1 v 5 C™>"/(£,%) < =}
Cet espace est appelé aussi éspace de Hilbert.
D'autre part, considérons l'application §: R —» C™**®
et [y = e sopot i)y 2.2)
| alors
(R, ™ = (R - €™ /| <=}

IL2. Propriétés

' . A |2
* I“
L

Y .n '
=3 ol @
Pour un systéme stable, la norme L? dans le domame temporel et celie dans le
domaine fréquentiel sont équivalentes.
¥ Si {\est un opérateur multiplicatif; tel qﬁe : 4N
alors ), = sup foswuf, 2.4)

Signifiant que la norme L”, "i\"“_ est le gain maximal de h pour des entrées-sorties an

sens L.
* Sitestun opérateur multiplicatif & — {\.{} ot
§=nhd | (2.5)
f

et si u est bruit blanc alors

—:-;[y\n wq‘m] | (2.6)

Cette propriété illustre I'utilité de la norme L. pour l'identification d'un systéme.
Elle est appropriée quand on veut obtenir des modéles dont l'erréur est faible sur toute
la gamme de fréquence.[18] '




Ceci montre que I'évaluation de la fonction de transfert au sens L est due
essentiellement 4 la contribution des termes o,v;. Dans ce cas, la réduction exige fa

troncature des états associés aux termes o, v] les plus faibles.
HL§. L'équilibre

Equilibrer une réalisation revient 4 rendre sysmétrique deux propriétés, I'une de
l'entrée {gouvernabilité) et I'autre de sortie (Controllabilité) en choisissant une base

appropriée.

On cherche a avoir les deux gramiens de gouvernabilité et d'observabilité égaux et
diagonaux.

(A, B, C, D) o (A, By, C,, D)
(W, W) o (Z, T)

La fransformation d'équilibre T est établie par deux algorithmes; Lanb[17] ou
Glover[10]. On a adopté {'algorithme de Laub et on note que les deux algorithmes sont
équivalents.

III.1. Algorithme d*équilibre

étape 1 : Calculer les gramiens de gouvernabilité et d'observabilité ( W,, W, du
systéme initial

étape 2 : Factoriser W, et W, en deux matrices supérieures
W, = L7L,
Wa =111

étape 3 : Former le produit L. = L. 1.}

étape 4 : Décomposer en valeurs singuliéres la méh’ice
L=uzV’

étape 5 : Former {a matrice de transformation et son inverse

T=tiNE

T =Y ULy,



étape 6 : Former le systéme équilibré

A, =T AT
B, =T"8
C,=CT
D, =D

“calcul des gramiens équilibrés"

W, = TUW. T
=2 UL L L Ll uz
=X
W="T.W.T
=ENL LI L LN
=X

JIL2. Remarque

Lamatrice X est dite matrice des valeurs singulidres. Elle .st diagonale et etle
contient les valeurs singulidres du systéme, ordonnées par ordre croissant

IV. La réduction

La méthode des gains équilibrés fait la troncature des états associés aux termes
o,v; les plus faibles. Ceci est semblable 4 1a méthode de réatisations équilibrées
MRE 2 la senle différence quavec la derniére, les étafs associés aux valeurs o les plus

faibles sont éliminés. La procédure de réduction élimine les lignes et les
colonnes(lignes]{colonnes} de AH[B\]{C‘} correspendant & l'indice i de o, v} les

plus faibles. Une fois le modéle réduit est obtenu, on peut toujours calculer Yerreur
entre les fonctions de transfert du systéme initial et réduit. Cetie erreur est donnée par

la proposition suivante :

LV. Proposition [14)

Soit {A, B, C,) une réalisation équilibrée du systéme (2.7),alors :
n N 2 o o i
[6ie) -6, Ge, = 2{2 o0l +Y o) - m\c‘vc"\] @12)
=l i=3

ou V satisfait :



A.N+VAT+B B=¢ (2.13)
L'erreur relative de réduction est :

ey -8,4e,
T e

2.14)

“!

introduisons - &, =8, —&,,| <& (2:15)
& en‘eﬁrﬁxée, eti=¢,.... ,n-1
IV.2. Algorithme de réduction

étape 1: Calculer les gains équilibrés et former le produit o, v

A 2. B
étape 2: Calculer la norme "G\im\,v =3 o,u;
[T ]

étape 3: Former le vecteur d'erreur relative s, % =19,....... n-l
étape 4: Former le vecteur d'erreur &, 1=1,..... ,

étape 5: si & < & alors le systéme réduit obtenu est d'ordre n-i, sinon diminuer i et

revenir de nouveau 2 I'étape 5

IV.3. Stabilité du systéme réduit

La stabilité du systéme équilibré (A, B, C,) a ét¢ assurée par la proposition
(1.3). Toutefois, le systéme réduit vérifie lui aussi les deux équations de Lyapunov
(1.25),(1.26) [15}, ce qui conserve sa stabilité. Cette importante propriété sera

illustrée par les exemples qui suivent.
V. Exemples

Trois exemples sont donnés. Le premier montre la différence au sens L* qui se
trouve entre les deux approches MRE et MGE. Le deusiéme est un systéme continu et
le dernier est un cas discret.



~ V.1.Exemple.1 [14]

Considérons le systéme continu suivant :

~0.005  —9.99 1 .
A= 1B = ,C=p"
~0.99  —5000 100

Les valeurs singuli¢res sont {o,,0,) = (189,1)
Les gains équilibrés (v, ) =(1,108)

En utilisant 1a MRE et se basant sur le fait que @, << o, ,on doit éliminer 1'état 2.
Cependant, en utilisant la MGE, sachant que ©,v; << o,v> alors le premier état doit
8tre éliminé. Lafig I1.1.monfre les spectres d'amplitude obtenu par les deux méthodes.
On remargue qu'avec la MRE, la réponse fréquentielle du modéle réduit suit celle du
systéme initial sur une étroite bande de fréquence tandis qu'avec i "AGE elle la suit sur

une large bande tout en tolérant une déviation importante aux basses fréquences.

En calculant les erreurs de réduction, on frouve que £,55 = 9.99, £ gg = 0.09%

V.2. Exemple 2

C'est un variateur de vitesse d'ordre 6 [5]. Les matrices d'évolution,de commande
et d'observation sont données par :

1. 258 +1 ] 0 9 Q 0
1OTR +1 9 9 9 ! Q
LISB+2 T1AR+1L ) 9 4. TR+0 -LAB+1
AT 1708+2 THMEB+1 7TAMEB+1 LOE+2 -ATB+0 -1 AB+1
0 9 Q 1.0AB+3 21E+0 -3 35EA
0 0 0 9 2LO6B+0 0|
L ATE + 2] (9 L6 +5]
9 0 LB+
Q . 9 L | BASE 4D
B= , €= ;. B0 =
9 9 TAVR+2
Q o 0 2468 + 0
| -2LO0B+2 1,00 | L8R -2 |

i !
Le systéme simplifiant est d'ordre 2. Les matrices d'état sont



-“L6YEB+1
-1LA9RB +1

TAURFL _
;- B, = ; C=4n"T
—A.ATE +1

A o[ WEO
TILOVE 4G

l'erreur est évaluée 4 3.00E-3

Les péles du modéle réduit sont A, =- S6-16028+0Q £is1 5224AR +1

Ils sont & partie réelle négative, ce qui prouve que systéme simplifiant est stable.

Les fig IL2., IL4.et IL.6. montrent les spectres d'amplitnde , de phase et la réponse
impulsionnelle respectivement pour le systéme initial et le modéle réduit. Le modale
réduit suit bien le comportement du systéme initial. Les écarts de ses réponses sont
montrés aux fig 1.3, ILS. et 11.7.

V.3. Exemple 3

Le sytéme choisi est d'ordre huit [1}. Les matrices {A, B, C) du systéme initial sont

(3 008 -2 3 9B -1 L 168~ 1 TBE-3 LBB -1 L. 94B-% L12E -1 4 T6e -\ |
) 9 ) 0 ) ) 0 0
) 100 + 0 9 9 ) 0 0 6
A = ) o 1008 + 0 Y ) 0 0 9
- % 0 0 LOOE + 0 & ) 9 9
9 B 9 % 1. 00E + 0 ) 6 I
) Q ) 0 9 1,008 + @ 4 9
i 9 o 9 ) * 9 9 1008 + 9 M ]
[+ oo + 6] [ o ]
) 1.00E - %
9. ' LA~
o P S Y
B= 9§ A 3 6E-3 | ?
b T 5B -1
9 -%. 1R - &
Lo , | 3B - 4]

Les péles, les 6,07, et le vecteur diagonal de la matrice ¥ sont respectivement :
P AN ag 8p

[ % 008 - 1 ] [\ @ase -3 ] (9, 4608 - 3|

-4 W08 -4 +ivh 4B -\ 2L9NE-6 6. 0SB ~ 3
4 WE -1 - 1e6 ME -1 T, AWDE - 4 5 %98 -3
- “9.998 -2 +i+ TR~ 2 LAMEB - LYBER -3
piles = 9. 9B -7 - is7S0E -4 90 = S U8B - 7 z UAME - &
& WE -1 +3iT208 -\ 1. 0%0% - 9 5. A55R - 4
4 WB -1 -3 TE - 4 4 608 - 7 4 6T0E - 4

] % TR -1 | |5 aves - 9] | 12998 - 4 |




[-2.6076 B -1 31613 EB-1 -3609B-2 -2LT2TR-12
O E-1 —AGLGSEB-1 2NA0B-1 RSB
36009 B -2 6. 27M4B-1 AVI6EB/-1 -1LASB -1
LR -2 -A51IB -3 -LARSE-1 -L169E -1
(A5 B -2 ~A 095 B -1

g | HS0RR-2 o _|A60B-2

U LA69R-2 ] T YT <L A69B -2
-5 1740 B -2 SATAEB -2

Les pdles sont :

Z.,‘ =-44TB -\ +31*6.928 -1
3'h 22.:‘

1“ =-T1952 -1\

A, = -V6IB-2

qui appartienneﬁt tous au cercle umité, ce qui prouve que la stabilité du systéme initial 4

&té conservée,

~ Les spectres d'amplitude et de phase ainsi que laréponse impulsionnelle du
systéme initial et les modeles réduits par les MGE et MRE sont montrés. Notons que
les résultats obtenus par les deux approches sont différents car o 0} > o, v;.

VI. Conclusion

La technique de troncature basée sur les gains équilibrés a montré une bonne
approximation des réponses fréquentielle et impulsionneli'e. En particulier, la réponse
fréquentielle suit celle du modele inihal sur une large bande de fréquence. 11 a été
montré que, au sens LY, cette méthode donne des résultats meilleurs que celle des
réalisations équilibrées Qoique la MGE n'est pas necessairement optimaken ce sens
mais son aptitude A montrer la contribution de queiques états 4 la norme 1.* I'a justifiée
comme un choix pour démarrer un algotithme d'optimalité. Ce qui faif I'objet du
chapitre suivant.

Un autre avantage réside dans la conservation du sens physique,s'il existe, des états.
Le passage du systéme initial au modéle réduit se fait directement par le biaus d'une

matrice de transformation.

i



La restriction de cette méthode aux systémes stables et minimanx limite de son
efficacité. De plus, le choix des états & éliminer ne sera pas évident quand les termes 4
comparer sont égaux ou proches l'un de I'autre{10].

Fig2.1. Spectre d’amplitude
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Chapitre 3
La Méthode L Optimale

Dans le chapitre précédent, on a exploité la méthode des gains équilibrés MGE.
Quoique cette méthode n'est pas nécessairement optimale an sens L) son avantage
réside dans le fait lque les calculs sont directs et relativement simples.

Ce chapitre a pour but de trouver une solution optimale au sens L2, c.a d. trouver
un modele réduit qui minimise la fonction d'erreur quadratique entre la sortie du
systéme imtial et celle du modéle réduit. Par la suite, on montrera que les équations

_obtenues auront une forme implicite dont larésolution exige deg calculs itératifs et
laboureux.

Pour remédier an probléme de recherche de telle solution, plusieurs méthodes ont
été proposées. On cite en particulier la contibution de Wilson et Mishra qui ont établi
un systéme a deux équations de Lyapunov d'ordre ntr (n est I'ordre du systéme initial et
r celui du modéle réduit }. Pour des systémes d'ordre élevé, les caleuls seront trés
lourds. En utidisant une projection interne, Hyland et Bernstein ont démontré que
I'ordre de ces équations peut étre réduit & n et leur résolution, par conséquence, sera
relativement plus simple.

Ce chapitre se divise en quatre parties. Dans la premiére, le probléme
d'optimisation est posé et les équations résultantes comme trouvées par [25] ont été
établies. Au second lien, la méthode de projection optimale est présentée et discutée.
Un algorithme de réduction est proposé et on termine par un exemple illustratif

L Pasition du probléme
I.1 Probléme d'optimisation
Etant donné un systéme minimal et propre ( D=0), d'ordre n :

x(t) = A.x(t)+B.u(t)

3.1)
y(t) = C.x(t)
trouver un systéme minimal d'ordrer<n:
ir (t) = Ar -X‘, (t) + Br .ll(t)
3.2)

y,(t)y=C,.x,(t)

qui minimise I'erreur quadratique :



1. p - T )
J(A..,B,,C,):lim;(jﬂ(y(t)—y,(rn QD) -y, (Nt 33
to w

quand I'entrée est un bruit blanc dintensité N une matrice symétrique définie positive

. Q est une matrice symétrique semt-définie positive.

L.2. Méthode de Wilson et Mishra
La solution qui minimise l'erreur quadratique définie ci-dessus sera donnée par deux
équations de Lyapunov d'ordre ntr.
Supposons (A, B, C) le systéme initial, et (A ,, B, C ) le modéle réduit. Si on

pose:

O R I T I ; C=[c -¢,] (34

1o A’ B, |’ g '
avec : $=BRB | (3.5)
et ¥=C1Q.C (3.6)

alors les deux matrices R et P sont solutions de:

CAR+ARATIS =0

- AYP+REA+¥E=0
- Le sytéme réduit est déduit par :

(3.7

A_=TAG’ . 1)

B, =IRB {3.9)
C,=¢Cagt (3.18)
re*=1, A Gy
I =-%'%), ‘ ' (312
G=R,R7Y | QY

Il est clair que la solution cherchée n'anra pas une forme explicite. En effet, obtenir le
systéme réduit dépend essentiellement deT et G qui, elles mémes sont fonctions du
modéle réduit. Par conséquent, deux difficultés résident dans la résolution -

- Yordre relativement élevé de I"équation (3.7}, ce qui exige des calculs plus
laboureux et lourds.

- du fait que cette équation est obtenue par les dérivées du premier ordre du
Lagrangien (voir amnexe3), le choix des conditions initiales (A, ., B You (A, C,Y
est dune grande importance. 11 a ét¢ remarqué que des conditions initiales non
appropiées causent la divergence de l'algorithme.



dans ce qui se suit, on montera que l'introduction d'une projection simplifie
largement les calculs. La méme forme des équations sera gardée mais leur ordre sera
réduit A n.

II. La Solution Optimale

IL1. Théoréme 18]
Supposons {A _, B_, C.Y lasolution optimale du probléme I.1, alors il

existe deux matrices I', G € R™™ telles que :

A, =T.A.GT | - (3.14)
B =T.B (3.15
c,=CG°' o (3.16)

1=G.T 3.17

Les deux matrices T et G sont une factorisation de deux autres matrices définies
positives W, , W, € R™® et verifiant
rang(W,,) = rang (W,,) = rang(W,. W, ) =1 (3.18)

(AW, +W_ . AT+B.N.BT)=0 (3.19)
(AT W, +W_.A+CT.Q.C)t =0 (3.20)
r.G"=1, ‘ (3.21)

L'erreur de 1a fonction de transfert est :

J(A,, B,, C,)= {;ll G(jw) - G, (ja) [}, = tr(CT.R.C.(W, - W,,))

Pour la démonstration voir |'annexe [A3].

II.2. Remarque
La matrice t est une projection car elle satisfait :
V=G ING".NN=GT.0.GT).IT=G".T=«

Clest en générale une projection oblique car la matrice 1 n'est pas nécessairement

symétrique.



IL3. Définition ] .
Les quantités W, , W, sont dites les pseudogramiens de gouvernabilité et

d'observabilité respectivement du systéme (3.1). Elles sont appelées ainsi car leur rang
n'est pas complet (¢q.3.18), quoiqu'elies vérifient 'équation de lyapunov.

Il semble évident que lamatricet joué un réle important et essentiel dans la
résolution des équations (3.19) et (3.20). Pour celd, il sera approprié de trouver une
transfomation & qui diagonaltse 1, c.a.d:

A
1= @ @ (3.22)
O o -

Dans cette base, les pseudogramiens auront également une forme diagonale :

A, U ‘
W, =07 Y @t
- “ “.J
(3.23)
‘A o]
W,=@'| ° |®
— “ Q—4

D'autre part, si on applique cette tansformation a la réalisation initiale du systéme
(3.1), soit X = ®x, on obtient une nouvelle représentation exprimée par (3.24) :

AR(0) I = AL k(1) + B.u(v)

RGRCY
Les matrices (A, B, CY sont calculées a partir des relations ci-dessous :

(1.24)

A=0A Q"
B-01 , (3.25)
cC=-co

et:
[=r.o

o (3.26)

G=G.0°

En particulier, dans cette base ces deux derniéres matrices auront la forme suivante[2] :
I =0\, ]
; (3.27)
G=[1, 9]

De I'antre c6té, taisons la décomposition des malrices :




&:{f“ i‘“} ;%=[?‘};é‘:[?*} (3.28)
A‘.I.\ A‘l B‘l C'Z

et y appliquons les égalités (3.14)-(3.16), alors :

A =OA_ 0"
B =08, (329
c,=C.o"

Ce qui implique que si le systéme initial est transform¢ dans une base " appropiée",
le modéle optimal s'obtient alors par la troncatwe de n-r lignes et

colonnes(lignes}{colonnes} de A[B]{C}.
Les équations (3.19)-(3.20) seront satisfaites et auront la forme suivante :

ALA +ALA +B . NBI =0
ALA +A A, +C1LQ.C =0

Avant de terminer ce paragraphe, notons que si on pose :

1,=%1, -1

~ alors les deux équations (3.19) et (3.20) se reécrivent comme suit :

W - AT, YW, + W (A -TA Y +BNB =0
A -1 AT W+ W (A -1 A )+CQC =0

qui est une forme utile pour laréduction dans la section prochaine .

IL4. Stabilité du modéle réduit :

(3.30)

(3.31)

(3.32)-(3.33)

La stabilité du systéme simplifié est assurée par I'équation (3.30). En effet, les
deux pseudogramiens A, A, sont définis positifs et ils vérifient I'équation de

Lyapunov.

IH. Laréduction
11 2 ét¢ montré que la méthode L.? optimale se base sur la projection

optimale T qui

transforme le systéme initial dans une réalisation optimale. Il suit que la recherche de
cette projection est suffisante pour résoudre le probléme du fait que toutes les autres
matrices sont des fonctions de 1 . Avant de procéder a la résoution des équations




(3.19) et (3.20), il fant choisir les états qui contribuent mieux 4 la réponse fréquentielle
an sens L. Ce qui a été fait an chapitre précédent.

L'algorithme  proposé se divise en deux parties. Dans la premiére, on cherche
d'abord les états ayant les termes o,. v} les plus prépondérants. Une fois trouvés, un
algorithme itétatif est exécuté pour caleuler 1.

Les deux équations (3.32)-(3.33) permettent de mettre les équanons (3.19) et (3.20)
sous la forme "standard” des équations de Lyapunov, ce qui permet d'appliquerun
algorithme de résolution tel que I'algorithme de Jameson [11].

Notons que I'erreur de réduction e, peut étre exprimée comme suit :

(3.34)

. - w(CTRCW, ) - w(CTRCTW, 1)
T a CTRCW, )

L'algorithme de réduction est :

1* partie - .

étape 1:appliquer la MGE. Soit T la transformation d'équilibre, T la matrice des
valeurs singuliéres, et 8 celle des gatns équilibrés.

étape 2:  Sélectionner les états ayant les 0,0’ les plus prépondérants. Ces états |
forment un vecteur appelé ¢ = {8, } ol

5, e {0}
et
> 8 =
i
2™ partie -

étape 1 : Calculer e, . Si Je, — ¢, | < & aller a '¢tape 6 sinon continuer.
étape 2: Calculer :

=3, [Wow &

A=l
avec
[ W W, ]=T" 8.1

B, = \ pour I'é}ément diagonal i et o ailleurs.
étape 3 : trouver W, et W, en resolvant (3.32) et (3.33)
étape 4 : Equilibrer de nouvean { W,,, W, et retrouver T
étape 5 : Recalculer 1 et aller a 'étape 1.
étape 6 : Trouver @ malrice des vecteurs propres de 1 .

étape 7 @ Calculer \l‘ B (‘.\ en utilisant les équatlons (3.27) et (3.25)

respectivemnent.



étape 8 : Déduire (A, B,, C Y ense servant de I'équation (3.29).
IV. Exemple d'application
L'exemple choisi est un systéme d'ordre 11 qui représente un réacteur nucléaire et

donné par [25]. Les matrices A et B sont respectivement :

[-LME-2 0 0 0 v ] I 0 v 0} 2.2E-1 ]
0 -30SE-2 0 0 ¢ 0 ? 0 L] 0 LAlE« 2
0 ¢ -LUSE-1 0 0 0 9 0 v ¢ LIKE 40
0 0 0 “3.0RE-1 0 0 0 0 0 0 2.55E 40
¢ 0 1 0 ~LIME+0 9 0 ° 0 ¢ TANE -1
A= o 0 0 0 0 -2.0LE0 0 0 o o 2. MME-1
0 0 0 0 0 o ~T.OISE- 1 7.04SE-1 v 2.683E-1 ]
0 o 0 0 0 ¢ 28MSE+0 -2.99E40 2.319E-2 0 0
0 v 0 0 0 0 0 135TE- 4 -2.159E-4 3.400E-4 0
LME-2 3.03E-2 LIGSE-1 3.01E-1 1I36E+0 30BE+0 -4.77E-2 1.553E-3 -8 T0E-2 2.000E-2 —6.40E40
| LUE-2 3.05E-2 LISE-1 302E-1 1136E+0 3.0BE40 -4.77E-2 1.99E-3 -8 70E-3 0  -644E+0 ]
\ \ \ 0
0 \ 0 \
0 0 \ \
9 \ \ \
\ \ \ 9
B= \ ] 9 &
) i\ L66EB -1 0
5. 251716 \ ! AT -1
=3.1%65% \ 3408 -4 L99E -4
L6311 B BOE +1 0 LR -
| 27633112 L. R0B +1 \ 1IR3

Les matrices Q et N sont données par :
Q = dag {1 36 B, 21,661, 1000}

W= dag{77470, 1L000BF, 1508, 2. 22584}

Les sorties du systéme sont les états %y, g et Rq .

Le modgle réduit optimal obtenu est d'ordre 3, avec une erreur de 10~ est :

JAIB - -6.A0RB -3 -5.166R -1
AL=[6AME-I L2053 -2LAIEB -
' 9.244R -3 -R6JVB - -I659B -3




_ (2 SVMEB+Y LES6E+4A -1 7828 -1 A 2A\B -1\
B = L1AZTE41 L0143 -3139B-1 -5310E-2
. 9.61B+2  9.1ASE+A -1LAWE+1 -5.450R+0

—$.943E -1 1.56TE+9Q AIME-1
C ={AAER-2 9221B-13 -2A%E-?
[ 9.A0REB+0 -ANEB4Y AR 4N

Les péles du modeéle réduit sont :

A, = AR +1ALB Y

Ao =Ry

An = -20AR™

Vue que la partie réelle des pdles est négative, le systéme réduit obtenu est doncstable.
La figure { II. 1) montre le spectre d'amplitude pour les trois sorties X,q, Xq e Xy

On compare le spectre d'amplitude du systéme initial réduit optimal, et réduit par la
MGE.

V. Conclusion ‘ ' ; :
La réduction optimale des systémes complexes permettant de trouver un modéle -

d'ordre réduit qui minimise l'écart de réduction de la fonction quadratique est sur le
plan théorique la plus satisfaisante. Toutefois, la mise en oeuvre de cette méthode fait
intervenir des équations de forme implicite et itérative, dont la résolution est couteuse .

Outre les problémes numériques, un probléme de convergence de 'algorithme de
minimisation se pose. Nous avons remarqué que l'algorithme de Wilson et Mishra
diverge si les conditions initiales' ne sont pas appropriées. Il en est de méme pour
I'algorithme présenté si le vecteur §, est mal choisi.

Malgré 1a complexité des calculs, la méthode L optimale reste la plus satisfaisante
en donnant une "bonne" approximation du systéme initial, mais toujours pour des
systémes ayant relativement des faibles dimensions. De plus, il est a remarquer que les
équations figurant dans ce chapitre seront utiles au probléme de I'identification car
elles gardent la méme forme. Et c'est la un grand avantage puisdue pour quelques
modifications introduites, on établit un systéme d'équations permettant le calcul des

paramétres d'un estimateur optimal d'ordre réduit.
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Chapitre IV
Identification Par modéles réduits.

L 'identification consiste & déterminer un modéle qui décrive le mieux possible un
systéme .inconnu. Le terme mieux reste relié & un critére choisi. Du fait qu'on
s'intéresse de plus en plus aux systémes complexes, on a interdt 4 choisir le modéle
représentatif aussi simple que possibie[9].

D'autre part, la norme L? d'une fonction de transfert, comme a ét¢ montré précédement
représente la valewr moyenne de la sortie quand I'entrée est un bruit blanc. Une telle
norme semble utile et applicable a I'interprétation du procédé de ideniification. A ce
point et afin d'utiliser les techniques étudiées aux chapitres deux et trois, il fera mieux
de définir I'identificateur dans l'espace d'état. Ouire cette définition, on montrera que la
méme forme d'équations sera gardée.

Ces équations qui donnent un miodéle réduit optimal au sens L? seront appliquées 4

un estimateur optimal. Cependant, les paramétres obtenus ne seront pas les mémes.
Dans ce chapifre, on définit I'identificateur dans I'espace d'¢tat. Cette définition
n'est pas unique et on se restreint & une entrée affectée de bruit blanc. Ensuite, les
équations permettant d'avoir un estimateur optimal sont présentées et étudiées. On

termine par une conclusion.

L Indentificateur dans I'espace d'état
Considérons la structure de I'identificateur sutvante :

JLH. ¥
Syshme —£ 5

wlt) : ) y

1
Modile - Je

(figd.1)
Le systéme a identifier est supposé stable. Considérons la réalisation minimale :

RO = Ax(0) +w
() (0 1 @1
¥y = ey tw,
ol A € R™", Ce R¥" ,W, et W, sont deux vecteurs de bruit blanc ayant les
variances N, et N, respectivement. La corrélation de ces deux vecteurs est exprimée

par:




ELw, (YW, (0] = V,5(1) (4.2)

De 1'antre coté, considérons l'estimateur d'ordre réduit ¢ < s :

A% A0 + B, ¥ “3
C.. % (1) :

i

X ()
Y. )

It

ouh, e R™, B, e R™} C ¢ R¥™ .

Notons que l'ordre de cet estimateur est déterminé par les contraintes
d'implémentation  c.ad par la capacité de caleul disponible en temps réel. Par
conséquence, ¢ est supposé fixe et connu. Le probléme se réduit & déterminer les

matrices A, B, et C_.qui minimisent I'erreur quadratique
AL BLCOY=Bm B{(LX - v.)7QCLx -y} (4.4)
avec L € R™™ | une matrice qui identifie les états  estimer. Par la suite, on suppose

que la réalisation (A, B, C Y est minimale.

IN. Identification par modéles réduits

Définissons la matrice idempotente t : 1= G .T (4.5.2)
avec r.G*=1Y,  (4.5b)
d'autre part, définissons :

| =1, -1 (4.6)
R=K.CY+N,, Y

ot K eR™". :

Alors, il existe trois matrices K, 6, P e r™e qui vérifient les équations suivantes
AE + XA+ N, - NG'RT + 1,901 = ¢ (4.8)
AQ + QAT + HN'RT - 1, R R = 0 (4.9)

(4.10)

(A - 91N;'CY R+ B(A - 9N;'CY+ 17QL - 1 'LQLe, = €




Tangl Q) = Tang( ?) = rangt QP = ¢ - @

L'estimateur optimal (A, B, ,C_ Y} est obtenu par :

A, =T(A - N COYG° (4.12)
B, = 9N’ (4.13)
C,=1G" (4.14)
I Intérprétations
[.2.1. La matrice 1 est une projection car 1 = 1. cette projection est en

geénérale oblique car t n'est pas nécessairement symétrique.

Cette matrice joue unrble essentiel du fait qu'elle couple une équation de Ricatti (4.8)
avec deux équations de Lyapunov (4.9) et (4.10). Comme il a ét4 démontré au chapitre
I, la connaissance de t aboutit 2 la résolution des équations (4.12),(4.13) et (4.14) .

IL2.2 Pour avoir la forme standard du filtre de Kalman, il suffit de remplacer
p=e=n ,et L=1_Cequidonmne I = G*=G=1 =1, et I'équation (4.8)

aura ia forme :
Ak +kA® + v, - RG'RI=0 (4.15)

De plus les équations (4.9) et (4.10) sont équivalentes 4 la supposition que
(A, B,, C} estminimal. ( Remarquer que dans ce cas que C, =1_, B, = R;).

H suit de ce qui précéde qu'un estimateur optimal d'ordre réduit est caractérisé par
trois €quations couplées par une matrice de projection 1. Il fauf remarquer que le
modéle optimal obtenu en résolvant ces équations differe de celui d'un modéle obtenu
par réduction d'un estimateur d'ordre complet ou par estimation d'un modéle réduit.

Dans les deux derniers cas, le modéle obtenu ne sera pas optimal [4].




IV. Conclusion

11 a été montré que I'identification par modéles réduits d'un systéme d'ordre élevé
met en relief la résolution d'une équation de Ricatti et de deux équations de Lyapunov.
Ces trois équations sont couplées (entre elles) par une mafrice idempotente ©.Vue la
forme similaire de ces équations avec celles du chapitre IIL, on peut appliquer quelques
techniques de résolution. En particulier,la recherche d'une base dans laquelle, la
matrice Tt aura une forme diagonale peut simplifier les calculs, car dans cette base, les
deux matrices Q ,® auront égatement une forme diagonale. ( voir chapitre Il ).

Une remarque 2 signaler est que le modéle obtenu ne sera pas celui calculé par une
réduction d'un estimateur complet pour la simple raison que la matrice K nécessaire
pour trouver l'estirnateur optimal est calculée dans notre cas en couplage avec deux
aufres inafrices (A),ﬁ, tandis que pour un estimateur suivi par une réduction, la matrice

A

K est calculée indépendamment, et il en est de méme pour 6 et ¥ (quisont
représentées par W,, et W, dans le chapitre précédent ). '




Conclusion

La norme 1.* de la fonction de transfert est la valeur moyenne de l'erreur entre la
sortie du systéme initial et celle du modéle réduit quand 'entrée eat un bruit blanc. Une
telle norme est appropriée A l'identification car elle garde une faibie erreur sur une
large gamme de fréquence.

d'autre part, la recherche d'une solution optimale au sens 1! qui minimise cette

erreur exige la sélection des états qui contribuent mieux 4 cette norme. Pour trouver

. ces étafs, on a exploité la méthode des gains équlibrés. Cette méthode consiste 4 1a

troncature des états faibles 4 cet égard ayant les termes o,v. négligeables. Les
exemples donnés ont montrés une bonne approximation des réponses impuisionnelle et
fréquenctelle. L'écart du spectre d'amplitude n'est pas négligeable pour les faibles
fréquences mais il tend 4 s'annuler quand w augmente. La stabilité supp'osée pour le
systéme initial est conservée. L'avantage de ia MRE réside surtout dans la simplicité
des calculs qui sont directs et non itératifs mais elle est restreinte aux systémes stables
et minimaux. '
Outre la MRE, La solution optimale au sens 1.? a été étuciée et illustrée par un
exemple. On note que !a projection optimale introduite a sim, lifié relativement les
calculs comparés par rapport A la méthode proposée par Wilson et Mishra [25]. Toute
fois, l'aspect itératif de l'algorithme proposé et i'exigeance de choix des états
contribuant le plus aunorme Y.* font que la méthode se restreint aux systdmes stables,
minimaux et de dimension moyenne. Les résultats trouvés donnent une meilleure
approximation que celle trouvée par la MGE.
Dans le souci d'exploiter cette méthode 4 un estimateur réduit, on a établit av
dernier chapitre un systéme d'équations qui permettent de trouver un tel estimateur.

‘L'algorithme de résolution peut se ressembler a celui étudié au chapitre précédent, tant

que la forme des équations a été gardé. Une remarque importante est déduite de ces .
équations s'exprime par le fait que les paramétres de cet estimateur différent de ceux

d'un estimateur optimal suivi d‘une réduction.
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Annexe 1
Rappel sur le calcul matriciel

1. Jacobien et Hessien

soit f(x) un vecteur de fonctions tel que : (Y= L, { X}, L(xY,...., im\x\\"‘ |

le jacobien est :

o5 (xY/6x, . . &E(x)/0x,
BE( XY 6x = ) o ' (ALD)

fL(xY/éx, . . B (x)/6x,

Le hessien d'une fonction d'un vecteur f{x) est définie par :

SR xy/ExT . . &N(X)/Ex, 8%,
B )i O = ' T (AL2)
8 x)/6x, 8%, . . BAX)/6x
2.Forme linéaire
Si f(x) est linéaire : H(xy=y'.x
alors :
U R)/Ox = § - (AL3)

3.Forme guadratique
Si f(x) est quadratique :  T(X)= X" A. %

alors :

M(xY/Bx =AY . x+A.x (Al.4)
_En particulier, si A est symétrique alors

E(R)/Ex = N X (AL.5)



4.Trace d'une matrice
La trace d'une matrice est donnée par la somme des élements diagonanx de cette
mairice :
- b
wWAY= e, ‘ (AL.6)
il ' ’

On note, en particulier, les formules suivantes :

a(AY = t(AT) (AL7)

(A BY = GUBA) | . (ALS8)
wA X ) : W XA X) : (AL9)

5.Rang d'une matrice
1l indique le nombre de lignes ou de colonnes linéairement indépendants. La
matrice A posséde le rang n, s'il existe au moins un sous déterminant non nul avec m,

lignes ou colonnes et tous les sous-déterminants avec les autres w, ,, sont nuls .

i

6.Valeurs propres
Ce sont les racines de I'équation caractéristique suivante:
Det(A1_-AY=1 |

ol A est une matrice carrée d'ordre n.
Ona (A= D A, (A1.10)
. =%

Une matrice est diagonalisable si ses valeurs propres sont distinctes. On dit aussi
qu'elle est similaire a une matrice diagonale.

7.Matrice définie positive
Une matrice A est définie positive si

AR € Vxz0 (AL11)
Dans ce cas, les valeurs propres de A sont positives.

Une matrice A est dite semi-définie positive si

A X2 Q Vxez4 (A1.12)



8.Valeurs Singuli¢res d'une matrice
Les valeurs singuliéres d'une matrice A définie positive sont les racines carrées des
valeurs propres de A. A" qui sont aussi celles de A*. A
Ona:
A=UIV (A1.13)

avec U et V sont déeux matrices orthogonales et ¥ une matrice diagonale positive

contenant les valeurs singuliéres de A.



Annexe 2.
Démonstration de la proposition 1.3

Lanorme L. de laréponse impulsionnelle du systdme (2.7) est ;
2 ? ‘ |
o = [yyie (A2.1)
s

Laréponse dune impulsionest y = -Ce™B (.2.2)
- d'ol
ol = CeMBBer Ca
9
= cgj BB T Ay’ (A2.3)
¢ .

Par définition ona BB = W,
: :
ou W, est le gramien de gouvernabilité, alors :

Inlf, = cw.e? (A2.9)
d'autre part, la norme 1. de la fonction de transfert est égale a

i\‘; = 2. nff,

ce qui donne :

~

b

|

De la méme maniére, on démontre que :

2
LI = 2. CW,C’ (A2.5)

~ T 1 .
“h“v = 2% BYW B (A2.6)
De T'autre c6té, supposons que (A, B, CY est une réalisation équilibrée alors les
matrices W, et W, seront égales a la matrice X ; .
E:&a%‘\oho'l:'-:on\f (AZ'T)
ol o, sont les valeurs singuliéres de ce systéme.

Les deux équations de Lyapunov que vérifient les deux gramiens s'écrivent alors



250, + G2, + b b, =9 (A2.8)
2,0, + 08, + egci =9 : (A2.9)
ol v, , ¢, sontrespectivement les ™™ vecteurs lignes et colonnes de B et C, et -
1<1,j <n |
Pouri=j,ona
a, = — Wb, /20, = -¢j¢, /20, (A2.10)
les gains équilibriés sont :
vl =By, =cle (A2.11)
ce qui donne :
a, = - v /20,  (A212)

Remplagons dans I'équation (A2.5) ou (A2.6) on obtient :

_ "’i\kim\“j_, = 1"2 o,v; (A2.13)



Annexe 3
Démonstration du théoréme I1.1

Introduisons le systéme augments :

+ B.a

i
w2

X =

iy
I¢
rat
i

avec iﬂ[
~ a9 - B .
A = B = , C=[C -C,
0 A, B,

comme définies dans I'équation {3.4).

Laréponse 4 une impuision ,/m, 8(1) quand l'enfrée w, seulement est excitée

g'écrit :

¥ = é-e&-%i-\f“i

(o estla 3™ colonne de la matrice B)

le critére de I'erreur quadratique devient (éq. 3.3)

¥ = w (€ M o I, VS P Yt

li

w {(’:‘ Q¢ T(ehfi NHT ei“w}
[]

I

(¥ R) ' - (A3.1)
ol

R = jkei“ BXRR e“‘\dt est la solution de I"équation de lyapunov :
s .

AR +RAT+8=0 (A32)
avec ' 8 =BHR
¥F=C"Q ¢
La minimisation de (A3.1) sous la contrainte (A3.2) est équivolente a celle de :



LA, B,,C) = a[AFR + (AR +RA" + Sye|

ol A 2 9, Pe RUREM
Dérivons L par rapport 2 R, on obtient

Ly =A™+ PA+ AF = 0

Puisque 2 =9 implique ¥ = 0 (car A est stable), on prendra A = \, ce qui donne une
solution unique définie positive P solution de :

A'® +PA +F = ¢ (A3.3)
d'on I'équation (3.5).

Rappelons que R et P sont des matrices symétriques, elles peuvent etre
partifionnées de la fagon suivante :

R, R® L |
R = [ . ] ? = [ x “} (A3.4)
-R\'l‘ R'). Y\.‘1 Y‘l

en annulant le gradient de J par rapport 4 A, '8, et C_on obtient :

L, =R, +R,E, ' (A3.5)
Ly = AP B+ 1,8 1N (A3.6)

L, =2QLC R, -CR )Y ' (A3.7)

qui peuvent &tre transformées, en éxploitant (A3.2) et (A3.3)

AR, +R,AT+BNR! =0 : (A3.8)
AR, +RAT+B WBT=¢ (A3.9)
AR, + LA, - CTQC, = 0 (A3.17)

ATE, +P,A +CIQC, =0 | (A3.11)



.

Vue que A eststable et que (A, B,Y est controllable, (A3.9) implique que R, est

définie positive. Il en est de méme pour P, et I'équation (A3.11)
Ce résultat nous permet de définir :

G=R_ R} © (A312)
T =-%'%, (A3.13)

d'on les équations (3.12), (3.13), (3.15), et (3.16) tout en utilisant (A3.5)-(A3.7)
Ensuite, définissons les matrices :

?‘* = Rngjx‘?‘:z (A3.14)
= Y\QY;‘Y'\‘Q

En remplagant (3.9) et (3.10) et les égaltités :

R, = R . ¥, =-2Q’ (A3.15)
R, =IRI’ -, | ¥, = GRG” (A3.16)
dans (A3.8)-(A3.11) onawra :

ARTY+RIAT +BNRT Y = o |  (A3.17)
ATRIT+TRTAT + FBNBT™ = ¢ (A3.18)
ARGT+ RG], +CTREGT =0 (A3.19)
ATGRG? + GRG™A, + GC'QCG = ¢ | (A3.20)

et en calculant (A3.18)-I'(A3.19), il résulte :
A, = TART(rQriy™

qui donne (3. %4) puisque TR = R ,. L'équation (3.14) pourrait étre déduite de

(A3.20)-G(A3.19)



S1 on remplace, 4 ce point, I'‘équation (3.13) dans (A3.17 )-(A3.20) et on utilise les

relations :
W‘, = 1. W“

W, = W .1

qui peuvent 8tre vérifiées aisement, on obtient :
(A3.A3) = T(AY1T)

(A%.20) = G(AY.19Y)

D' oul la redondance des équations (A3.18) et (A3.20).
D'autre part, on peut vérifier que
GHAY AT et (A3 A9YT donnent (3.18) et (3.19) respectivement.
Finallement, une projection extremale donnent W,, et comme (A3.4) et

satisfaisant (A3.2), {A3.3), {A3.5)-(A3.7). Un calcul dorne :
HALB,C) = o R,C7QC - 1R ,,CTRCY + (R, CIQC )

= o[ CTQC( W, - Wep)



