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INTRODUCTION

Ce travail est consacré 3 1l'étude du filtrage d'un signal de télécommmni-
cations perturbé par un bruit.

Au cours de cese derniéres années , les méthodes de traitement du signal se
sont pongiderablement développées & la suite de l'lapparition sur le marché de
microordinateurs 3 la fois trés performants et peu couteux. |

De fagon générale , ces méthodes résultent de l'application de la théorie
dnll'information au probléme de ltestimation du message utile que contient un
signal altéré par un bruit.

Les premiers travauxr sur l'anslyse etla synthése des gystémes de commmi-
cation sont alis & H. NYQUIST [1/27] et R.V.L. HARTIEY [3] . Mais, on peut ldiwe
que les fondements de la théorie de l'information ont été établis par L.E.
SHANNCN [4,5jl. D'autres éimwdes sont venues enriochir cette discipline.Citons ,
en particulier , celle ¢ A., BLANC~LAPTERRE et B. PICINBONC sur les propriétés
statistiques du bruit de fond [6) ou celle de N. WIENER et KOLMOGOROV sur la
commande optimale [ 7} .

La théorie de l'information , dans une conception plus large , oonduif a
une théorie du signal ol des sujete plus généraux sont abordés: le filtrage
des signaux , les propriétée du bruit , la modulation #t les différentes opéra-
tions de traitement du signal.-De nouvelles notions telles que par exemple, le
filtrage adapté , la commande optimale, le filtrage numérique ou la reconnais—
sance des formes ont vu le jour et sont maintenant couramment utilisées dans
divers domaines de pointe ( télédétection , traitement de 1'image , robotique,
transmission par sattelites ye..).

. Cependant , le probléme de la détéction d'un signal noyé dans le bruit
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demeure mal résolu dans de nombreux cas de nos jours dans la mesure ol on con-
tinue & éxiger des systémes de communication un rapport signal sur bruit aussi
élevé que possible.

En effet , malgré que le signal soit bien défini & 1'émission , ses gran-
deurs caracteristiques peuvent etre notablement altérées & la réception par la
prégsence d'un bruit et devenir inobservables.

En télécommunications , la plupart des bruits sont assimilables & des pex-
turbations gaussiennes du second ordre.Et,il peut &tre intefaasant d'employer
des techniques de filtrage par dérivation pour extraire du signal_l.brwillé, le
message utile.

Parmi les différents proocédés de filtrage , ce sont les méthodes numérie-
quee qui samblent étre les plus efficaces , du fait que le traitement du sig -
nal peut se faire par ordinateur.

Notre itravail a porté sur la mise au point d'une méthode de dérivation
numérique par filtrage de KALMAN.

Nous avons choisi la méthode de KALMAN car elle conduit & un algorithme
qui est un estimateur capable de donner une erreur quadratique minimale [8] .
Pour cela , on utilise un ensemble de relations de reccurence - formant le
filtre de KALM£N|:9]A— qui font appel & la notion de variables d'état . ces
relations sont des équations aux accroissements finis o les grandeurs varient
pas 3 pas. Elles vont donc faire intervenir les dérivées du signal et du bruit
dans les composantes de variables d'état.

Afin de concevoir notre dérivateur numérique , nous avons été amené au
préalable a developper dans le chapitre 1, des notions sur la prédiction et le
filtrage optimal dans les systémes lindaires discrets. Ensuite, nous avons pré-
senté une étude générale du filtrage de KALMAN.

Au chapitre 2, nous avons procédé au caloul du filtre dérivateur dans le
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;as d'un bruit gaussien. Ce calcul a abouti & 1'élaboration d'un algorithme rew
présentant le filtre de KALMAN que nous avons uililisé.

Par un choix judicieux des conditions initiasles , nous avons pu simplifier
notablement 1'écriture de 1l'algorithme de KALMAN.Ce qui nous a permis de trava-
iller sur ordinateur de capacité mémoire réduite; 1'appareil utilisé étant un
microcalculateur HP 9824,

Le chapitre 3 a été conpacré 3 1'exploitation de cet algorithme pour en
déduire le gain de notre dérivateur numérigue.Nous expliquons également dans ce
chapitre comment simuler sur ordinateur le bruit de second ordre afin d'étudier
la perturbation qu'il entraine sur le signal. Puis , nous avons procéds au cal-
cul de la meilleure estimation du signal tranamis.

Le chapitre 4 est une application de notre dérivateur numériqge au filtre
de BUTTERWORTH.

Enfin, nous terminons par une conclusion sur les réﬁultats obtenus. En
particulier , on trouve que la méthode est bien adaptée & la conception de gys—-
témes de filtrage par filtre de BUITERWORTH et peut conduire 4 des applications

intéressantes en télécommnications.



T

PREDICTION ET FILTRAGE OPTIMAL
DANS LES SYSTEMES LINEAIRES
DISCRETS

11. Présentation du probleme

Tne question importante qul se présente souvent en télécom-
munications est celle de Y'extraction du message contenu dans un
signal transmis oy regu.

"n effet, éonsidérona la chaine de transmission de la figure 1.

Berturbation

Signal
transmis

Trans-
§ metteur :

Le signal transmis neé comporte pas uniquement le message

Signal : Megsage
regu

Canal de
communica-
tion

Estimateur
de
reception

Figure 1 - Schéma synoptique
de la chatne de transmission.

S(t) » car ce dernier est parfois accompagné d'érreur de codage
et de transmigsion. D'autre rart, lors de son paSsaga dans le
canal de communication, le signal peut-8tre altéré par 1a Présence
de perturbations Bit)( comme,par exemple, le bruit atmosphérique
ou les parasites).®n fin de reception, le probldme est alors de

traiter le signal recu Z(t)arin d'obtenir la meilleure estimation
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possible §(t) du message transmis .

De fagon générale , deux sortes de solutions peuvent é&tre
envisagées . L'une fait appel & 1l'analyse spectrale des signaux[ 7

- L'autre est basde sur 1'étude des propriétés des signaux
en fonction du temps[ ] et en particulier fait intervenir les
fonctions d'amtacorrélation

Dans notre cas , nousnnous sommes interessés au comporte-
ment dans le temps de S(t) et B(t).

Pour cely , supposons que le signal 5(t) seit bien dé<ini &
1'émission et que ges caractéristigues soient perturbées par un
bruit B(t) dans le canal de communication , le signal de recep-

tion Z(t) s'éerira :
Z(t)=S(t) 4+ B(t) (1-1)

5i 8(t) avait un comportement lindaire » 11 aurait été pos-
sible de concevoir une méthode permettant d'éliminer le bruit par
dérivation du signal Z(t) et 1'estimation é(t) gqui en résulteyait,
serait pratiquement une reproduction fiddle du message S(t).

Dans le cas g€néral ,5(t) n'est pas une fonclion lindaire éu

teups. Néanmoins , nous pouvons décomposer celui-ci en une serie

de segments éliméntaires d'équation :

Snlty=A, . taA,, (1-2)

avec (n-1) Tt gnT .
L' intervalle de teups T a 4t¢ choisi suffisamment petit pour

rendre lindaire la portion de signal qui est comprise dans ce

laps de tewps ( Tigure 2).



Le signal émis s'écrit dans ce cas

S(t)=2 S, (1) (1-3)

A A,
S(t) S, (%) //,{
A2n f_'.-‘-”:‘/":_""“"'?'n“"""”'i‘
I :
‘ v
t ; Pt
O Hes g s =
T T
() (v)

- Pigure 2 - Décomposition dfun signal S(t)
en une serie de segments de droite

| L'estimation du message contenu dans le signal Z ( E_) est

un probldme de prédiction, au sens large du terme.

Ainsi, nous nous sommes orientds vers la recherche d'une
méthode de dérivation faisant intervenir les variables d'état.

La notion de variables d'état i été largement développée
en théorie des systzmes [10], [11], [12] . L'état d'un systime
4 1l'instant to peut-8tre défini comme la somme pinimale d'infor-
mation sur le passé ( t € +to ) nécessaire pour prédire 1'avenir
lorsque l'on connait les entrées pour t > to. Cette information

est contenue dans un certain nombre de variables OC; appelées



variables d'état. Celles-ci forment, par définition, les composan-

tes d'un vecteur X appelé vecteur d'état.

L'intérét de travailler dans l'espace d'état réside dans le
fait qu'il est relativement facile de résoudre par programmation
les probleémes faisant intervenir des processus aléatoires.

Le comportement linéaire des expressions ( 1 -1 ) et (1 - 2),
ainsi que celui de leur dérivées, nous suggdre d'étudier un systiéme
dont le schéma synoptique se présente sous la forme d'une structure
canonique de XALNMAN. De fagon générale, cette dernidre se traduit
par un systéme de relations de réccurence, appelé filtre de KALMAN[10].

Notre intérét pour le filtre de KALMAN peut se justifier par
le fait que, d'apres la littérature, ce systdme d'équations permet
d'évaluer un phénémdne avec le minimum d'érreur [ 9]. En outre,
pour estimer par ce moyen une grandeur physique & un instant ddnné,
11 suffit de connaitre 1l'estimation précédente et la mesure effec-
tuée & 1'instant to.

*Aussi, nous allons aborder maintenant 1'étude générale de
la prédiction et du filtrage optimal dans les systiumes linéaires.

Notons que le traitement du signal sur ordinateur suppose un
échantillonnage de Z (t) dans 1'intervalle T . Par conséquent,

cette étude sera limitée % celle des systdmes lindaires discrets.
12.Recherche de criteres destimation

Considérons & 1'émission un signal déterministe ayant la méme

allure que celui de la figure 2 b. Son équation est de la forme:

S(t)=As.t+ A, (1-4)
N 7



avec togt ¢ to + T (ol to est 1'instant initial de 1°'élément
linéaire considéré ).

Bn présence d'un bruit B (%), les paramdtres A, et A, ne sont
pas directement accessibles i la mesure. De ce fait, ce seront des
valeurs arbitraires 4 la reception.

La reconstituiion du signal revient & &valuer les paramdtres
Ay et A, . Ceci peut se faire avec le minimum d'erreurs, si on
suit la procédure décrite au paragraphe précédent. Comme cette
dernidre necessite 1l'emploi d'un calculateur nunériﬁue, il faut dis-
crétiser le temps de manidre & avoir des échantillons périodiques
de périodeT, convenablement choisie sur 1'intervalle T (avec &< T).
Par suite, on aura affaire & un systime dynamique dont le vecteur
d'état X ( k ) est un processus stochastique de dimension n 4 temps
discret ( oh k= 1,2,...,, et N = nombre d'échantillons dans 1¢in-
tervalle T ).

‘L'état X ( k ) n'étant pes directement observable, oﬂ peut
cependant le déduire d’une série de mesures % (3)s BL2): e 2L3);
liées causalement 4 cet état au moyen d'un appareil de mesure M

( figure 3 ).

X (k) b2

> N M=

fipure 3 - 3définition de 1l'état
4 partir d'un systdme de mesure .



L'estimation de 1'état X (k) du vystéme ( pour un indice
donné) fait intervenir les probabilités d'obtenir cet état lors-
que les j mesures sont connues. Afin de terir compte des probabi-
lités A priori, 1l'estimation de cet état esi alors notée‘E (lefg).

Elle a pour expression générale:

Kmp=¢ [zm,z(2),...,2(3] (1-5)

Trois cas importants peuvent &tre distingué::

1) k> j: On se trouve face & un probleme de prédic-ion au sens strict
du terme, car il reste (k - j )'mesures a faire pour carac-
tériser entidrement 1'état X (k ).

2)k= j: On dit alors que 3 (k]j ) est le filtre de X (k).

3)R< j: Cette situation correspond aux opérations de lissage ou

ﬁ‘interpo;ation, car les mesures effectuées sont plus nom-
breuses que les échantillons disponibles.
N '
Pour optimiser l'estimation X (k |4 ), on doit minimiser 1'er-

reur-d'estimation qui est par définition:

K(k]jy=x(R)=X(k|]) (1-6)

L & A ]
Hotons en particulier que pour X ( kgj ) =0, ona X ( kif) =
X (k). C'est & dire que nous sommes dans un cas idéal olu l'estimua-—

tion donne la valeur exacte de 1'état du systeme.

N .
Lorsque X ( kj3 ) #0, l'estimation devient incorrecte et on

& une perte d'informations sur 1'état X (k ). Pour mesurer celle -ci,

il est commode d'introduire une fonction de pertes admissibles

LI¥ crjs0] D3l




C'est une fonction scalaire & n variables aléatoires. Ses principales
propriétés e'est d'8tre convexe et symétrique par rapport & l'origine
[10] . Bn outre, =lle est nulle pour un vecteur erreur nul .

Sz valeur moyenne J, appelée mesure de performances, est également

une fonction de pertes non décroissante. Elle s'écrit:

J[% 1)) = EL L% (k| 1} (1-7)

Dans la littérature, on démontre que la meilleure estimation
X ( k'é ) est celle qui minimise la foncticn J[?{' (k !J )] . Pour
cela, il faut tenir compte du fait que la détermination de 1'état
est conditionnelle aux mesures % (1), 2 (2), vo., Z (j). Les pro-

priétés de 1'espérance conditionnelle entrainent que t14-] :

Ex{L[Xp]} = E [E;{L[i(kl A)]lzm,zcz),...,z_(g)ﬂ (1-8)

ot ZT est la transposéedu vecteur de mesure Z. (Notons qu'en re-

présentation matricielle, le vecteur Z est une matrice 3 jxm 616 =

ments et que le vecteur transposé 2 T est une matrice rectangu-

laire mxj).
Le second membre de 1'équation ( 1-8 ) ne dépend pas du choix

A C .
de X (k l'&). Il s'ensuit que la minimisation de J est équivalente
acelle de 3{L[% (k1§12 (1), 202), oo, 2 ( )} -

Par suite, l'expression ( 1-8) se simplifie et on peut écrire que:

J (%l )] = Eg {LIx0I )|z, 2000, z(p) (1o

10



Afin d'expliciter 1'expression ( 1-9 ), nous faisons 1'hypothdse
que le bruit B (t) est une perturbation de second ordre. Ce type de
bruit est celui qu'’on rencontre le plus fréquemment en tél1écommuni-
cation. C'est une fonction mléatoire de second ordre dont les prin-
cipales propriétés sont{ 7: _

12) B (t) admet une moyenne indépendante du temps.

2°) B [B (t) . B (t=-¢ )] =C (T) = Ponction de corrélation.

3°) C (T) est continue 3 1l'origine. '

4°) C (T) donne le carré moyen pour T =0 (.a.d .E [B (t)]z= C (o)
5%)C (T) = @ «C).

6°) | ¢ (z), < ¢ (o)

7°) converge en moyen quadratique

8°) Continuité et dérivabilité de B (t):

pour que 4 g () = B () existe, 11 faut que
t

!dzc
- t’-)'(. =0 existe.
Au préalable, pour simplifier 1'écriture, nous pouvons conden-

ser la notation des €1éments qul composent une séquence de mesure

et représenter ainsi cette dernire par le symbole = (i); 1 = 1.2

essy ] . Clest X dire:

{z (1); 11,2, ,..,,1}_=_{z (1), 2 (2), vuu, 2 (j)} (1-10)
De méme, le positionnement de 1*'état X (k) dans 1a séquence des

échantillons {X (0), X (1), ooy X ( ), eee, X (n)} gsera définie

par le symbole {X (k );kE:U} ou U ={0,1, e n} g

11



Cette écriture fait apparaitre clairement que la séquence de mesure
est une fonction de la variable aléatoire % (i) et que la séquence .. °
d'état est une fonction de la variable discrite X (k).

Les considérations précédentes et celles développées dans 1'an--
nexe 1 ( corollaire 1-1 du théordme N i ) perméttant de dire que
81 ces équations forment chacune une distribution gaussienne, l'es-

timation optimale sera:

i(HJ):E[_X(k)‘ZTfQ)] : (1-11)

La distribution gaussienne caractérise la plupart des phéno-
menes aldatoires que 1l'on rencontre dans la nature et elle peut
gservir a décrire avec une bonne approximation le comportement
aléatoire de certains systimes physiques.

D'autre part, l'analyse d'une telle distribution se fait en
général aisédment car elle est entidrement définie si on peut déter-
minér ses deux premiers moments ( c'est & dire, correspondant aux
matrices donnant respectivement 1la moyenne et la e¢ovariance).
D'ol notre intérét pour les bruits de 2 nd ordre.

Une conséquence immédiate du théordme n? 1 (voir annexe 1 )
est que l'estimation optimale % ( klj ) vaudra X (k) quels que
soient ket j, si les processus stochastiques {X. (k); k € U} et
{; (i); 1 = 1,2,...,j} sont indépendants.

Prenons le cas simple ol ces processus ont chacun une moyenne

nulle.

12



Quand.on introduit les matrices de covariance ELzF et F;TZT

dans 1'expression (1-11), on a (voir théor2me n2 3 de 1'annexe 1):

A , -1
X(k1))=R ;1. Prr. 27 (1-12)

avec F:(ZT = E[XTZ.] et pZTZT =E [ZT-Z]

Puis on trouve que la fonction de pertes admissibles doit 8tre

de la forme ( théordme n2 3 de l'annexe 1 )3

LLR0 )T =Xkl §). K (k] § ) (1-13)

Autrement dit, la meilleure estimation de 1'état X (k) sera
obtenue si 1'erreur qQuadratique peut-8tre minimisde.

Ainsi, notre étude nécessite les conditions et les étapes suivantes:

signal £ (%) linéaire dans un intervalle de temps donné T
- Discrétisation des variables S (E), B(t) et X (t)

- Bstimation de 1'état X (k) & partir de J mesures causa¥ment lides

A cet état.
- Bruit B (%) gaussien ( de second ordre Yo

= Calcul de 1'espérance mathématique conditionnelle:
E{L[Sk’(k.’j)]Izta;),-i:tz,m,g}

- Minimisation de 1l'erreur quadratique moyvenne en vue d'optimiser

1’estimation de 1'état X (k) et par suite celle du message S (t).

13



Quoique les résultats de ce paragraphe soient fondamentaux,
leur portée pratique est assez limitde. En effet, si on considre
seulement le cas ol 3 ( klj ) est donnée par l'expression ( 1-12),
il faut inverser la matrice de covariance‘2JZT . Celle-ci est une
matrice jm X jm ol j est le nombre de mesures et m, le nombre
d'éléments du vecteur de mesure. Quand on fait varier chacun des
indices k et j dans l'expression ( 1-12) pour trouver l'eatimation
optimale, le calcul de cette dernidre devient inextricable. Méme si
on fait appel g*%echniques de programmation, le temps de calcul
demeure énorme.

I1 faudrait donc rechercher des algorithmes de calcul efficaces
et faciles X mettre en oeuvre. C'est & dire qu'il faudrait mettre
au point un modéle permettant d'obtenir aisément 1l'estimation optimale
g (k lj )+ Ceci est parfaitement réalisable quand on a affaire & des
processus de GAUSS - MARKOV & temps discrets [10]s

| Dans les prochains paragraphes, nous allons voir comment dévelo-

pper de tels algorithmes pour la classe des processus de GAUSS-MARROV

801t dans le cas de la prédiction, soit dans le cas du filtrage.

13. Modele de Gauss.Markov

~

a temps discret

Le modéle qui décrit un syst®me ol interviennent des processus

de GAUSS-MARKOV est donné par le systéme linéaire discret suivant[30]:

14



ibot) =b(ket k)X (k)4 (kats k)W (k) (1-14)

Z(kat) = H(ka1)X (kat) + V (Rs) (1-15)

Dans ces éguations , X est le vecteur d'état de dimension n,

-'i), la mairice nxn de fransition d‘état.f_, la matrice m x p de

transition de perturbation, W , le vecteur de perturbation de di-

57

mension m, s matrice mxn de mesure et V , le vecteur erreur

de mesurs de dimension m.

Les Processus {W(k); k=0,1,.. } et {V( k+t);k = 0,1,.. .}sont

des séquences gaussiennes de dimension p. Zeurs principales proprié-

Eflw(]=0 (1-16)
ELwW().WTk)] = Q) 8, (1-17)
_E[vue)].—_o (1-18)
E IV(§41)-V (e )] = R (ke 1) 3y (1-19)

(Q et K sont respsctivement la matrice pxp de covariance de per—

turbation et laz nmatrice mxXm de covariance de 1'erreur de mesure.

Ces matrices sont définies positives .
Notons que les équations allant de (1-14) & (1-19) sont vala-

bles quel cgue soit kR, entier positif ou nul.

Considérons le cas ou V et W sont deux processus stochastiques
indépendants ( 1'incertitude commise sur la mesure ne dévend pas du

bruit dans ie canal de commmnications ). On aura

15



E[WJ)WT(E)]:O pour j= 1,2,... et =0,1,... (1-20))

LEétat initials X(0) est un vecteur gaussien de dimension

n et de moyenne nulle :

Elx(o]=0 (1-21)

sa matrice de covariance sers également définie positive,et-elle

s'éerira
E[X(0) T (0)] =P(0) (1-22)

Jupposons que 1'état initial soit independant des séquences

de perturbation et de 1'erreur de mesure, il viendra dans ce cas
E[x(0).WT(k)]=0 O (1-23)

E[x© Vi(ket)] =0 (1-24)

On déduit que le moddle déerit par les équations allant de
(1-13) 2 (1-24) doit posséder les propriétés suivantes :
a/ les processus atcch&stiques{X(h); k=0,1 ,} et{z(i); i=
i 1,2,e00 ,j} sont gaussiens avec des moyennes identiquement

nulles .
b/ E[X(é]WT(k)]:O qQuel que soit ky j(3=0,1,..) (1-25)
o 3F
e/ E[Z(J)W (k)]-—-o pour touthksy j(3=0,1,...) (1-26)

a/: ELX (V] =0 ¥ 5 etk (520,1,. 0t k=t,2,..) (120

e/ E[W(Q)VT(H] :O_ pour tout k>1(3 ou k=t,2,...) (1-28)
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14. Filtrage ophmal dans les
systemes linéaires discrets

Voyons maintenant comment développer unqalgoritbme de fil-
trace optimal.

Considérons pour cels des processus stochastiques gaussiens
de moyenne nulle. L 'application du corollaire n® -1 et du théo-
réme n? 3 ( voipr annexe.! ) nous permet de calculer le filtre
optimal X (3}3). Pour obtenir ce dernier, il suffit de rempla-
cer j par k dans les expressions {1-11) et({- 12), puis de déie-
miner les conditiors initiales.

Qﬁand Cn exprime l'erreur de Tiltrage en fonction de %(af&);
celle - ci s'éerit |

XEID =X -%j1d) (1-29)
A . y :
)(fJM)=E[x(g)ll(i),l(z),...,z(;)] (1-3

et sa matrice de convariance egt:

(3163 = E[X 3150 N] (1-31)

Lorsque j = T aucune mesure n'a ét¢ encore faite et on déduit

des cxpressions (1- 1), (1-30), (1-29) et (1-31) que:

;((0'0)25.[)’\(0)}:0 e
X(010) = X (0)_ X (0i0) =X (o) (1-33)
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P(olo) =E[% (olo)kT(ol o)} =E[X (0)X(e1]=P(0)  (1-34)

Les j mesures ( pour jd»o ) ajoutées aux valeurs données par
(1-32), (1-33), et (1-34) forment les conditions initiales du
ayastéme.

Dans le cas d'un filtre optimal pour lequel J = k+ t, les

considérations précédentes demeurent valables et on a:

R (st |les 1) =E[X (ket)|z0),22), -, 2()]
= E[x (k) |zG)si= 12,004 ]

Les propriétés de 1'espérance conditionnelle gaussienne nous

(1-35)

permettent d'écrire:

Elx|y,3] =E(xly,3]
=ElxlylsElxI3]-X (1-36)
e.vecnj:_- 5_. E[él'g] .

En appliquant celles-ci & 1'expression (1-35), il vient:

ElxCkat)|z(h);4 242, kit | =EDX (eat) 20005 Z (1), Z (et k)]

= E X (a2 (1), 0, Z (0} 4 B [X (ler 1) | Z (et le)]
(1=37)

avec 3

Zat k) =Z (kat)-E[Z(keD]Z(),.... 200  (1-38)

On trouve que le dernier terme de 1l'expression (1-38) donne

18



la prédiction optimale de Z (k+ 1 ) A condition que les mesu-

rea'{z Ct s svsag S 4R }}- sdient déja connues, c'est A dire que:

L(ketlk)=E[Z(ka)|z (1), 2(),..., Z(l0)] (1-39)

La différence entre les mesures i 1'instant k+ 1 et les mesures

précédentes sera:
~ A
Z(kitlk)=Z (ka1)=Z (ket] k) (1-40)

Cette différence est par définition le résiduel de la mesure.

Far substitution de 1'é4quation (1-15) dans 1'équation (?-39)

on aura:
£(h+4|k)=E[H(k+1)x(k+1)+'V(k+1)|2(1),..Q,_1(k)] |
En appliquant la relation ( 1-36 ), on a:
2(h+1|k)=H(k+1)E[X(k+t]'2(i);{-.-.1,...,l;]...E[V(kn)]Z(i);,i-;‘l,...,k]
:—.H(m)?((k+1lk)+E[V(k+1)|7_({_);4;=1,...,k] (1-41)

Mals d'aprés 1'équation (1-28), V (k+ 1 ) est non corrélé avec

chacune des mesures Z (1), ...., Z (k). Par conséquent, ces deux

types de vecteurs sont indépendants. Dfapr2s (1-18), il vient:

2 (estfle)= H(ks 1) R (e 4] 1) + E[V (iet]
= Hkst) X (les1]k) | (1-42)

D'apres le théor2me n°® 5 (apnexe 1) 1le filtre optimal X(k+1{¥§+1)
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est donné par la relation récursive suivante:

XCkat[leat)= B (kat, ko) X (k|k)
+ K Geet) [Z eat) = H O 1) D Ut ) X (e )] (1-43)
Rappelons que k varie pas 3 pas (k= 0,1,...)‘et que les condi-
tlons initiales sont fixées pour X ( 0|0 )= 0. K (k+1), qui est

une matrice nxm, représente par définition le gain du filtre.

il a pour expression:
; | T i 4 -1
K(k+1)=P(kst | k)H (k+1)[H(k+1)P(hm]k)H (k+1)+R(L+1)] (1-44)
D'aprds le théorime ng 5, et appliquant 1s condition (1-34),on a:
P(k+1|k)=¢(k+4,k)P(k|k)¢T(k+1,k)
+ Ples, 1) Q (). M (4, k) (1-45)

De méme, on trouve que s

P(h+1|k+1)=[I_k(l¢+1)H(k+1)] P(l+1]k) (1-46)

ou I est la matrice identité n X n.
Par définition, 1'ensemble des relations de réccurence (1-43),

(1-44), (1~45) et ( 1=46) constitue le filtre de RALMAN.

Notons que le théordme no

par KALMAN en 1960 [ 7.

> a ét& démontrds pour la premidre fois
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1.5- Prédiction optimale dans
les systemes linéaires discrets

Diaprés le théordme n® 4 de 1'annexe 1, i1 existe entre le
filtre optimal X (jlj) et la prédiction optimale X (k‘ i), une

relation de correspondance qui est:

X(e|3)= Dk, 3).%(3}3) (1-47)

Les différents états de prédiction optimale peuvent &tre
également générés pas A pas. | ‘

51 or ak+ 1 mesures, 1'¢tat le plus proche pour lequel la
prédiction peut-8tre faite est k+ 2. L'application de 1'équation

{ 1 =47 ) donne:

?c(luzlkn)-_-.d:(m 25 k+1)§(k+1\k+1) (1-48)

il suffit done de multiplier 1'équation (1-43) par la matrice de
transition d'état Cb (k+ 2, k4 1 ) pour obtenir la prédiction
optimale d'un état X (k+ 2 ) sachant que k+ 1 mesures ont cte
sffectuées. De mlue pour la prédiction optimele de 1'dtat X(hi-?a):

¢n aura :

X(ka3|kat)= d(ke3, kat)X(ke2]ks)

= (ks kad) @('ﬂ-{-?-, |0+1);( (ka1 lst)
(1-49)

Fuis, en raisonnant par réccurence, on obtient:
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. -
X(rallleaiy= | T dlhai,kai)X (ket]kst) (1-50)
i=1

16- Organigramme du

filtre de KALMAN

Parmis les caractéristiques du filtre de KALMAN les plus
significatives on notera la forme récursive: une propriété qui
le rend extrémement utile dans le traitement des mesures pour
estimer le Tiltre cptimal par caleulateur numérique.

En effet, lec mesures peuwent &tre suivies au moment ou
elles se produisent 2t on n'a besoin de stocler aucune donnéde
de mesure.

L'équation ( - = 35 ) peut 8tre présentée par le bloec diz-
gramme de la figure 4. Celui-ei nous rermet de vVoir comment 1'in-

formation circule dans le filtre.

. A
Z(h+1) ‘\‘ ,j. "‘fl"} i,’ ‘ ‘ " + ’ X(k‘-llkh*’)
_-.";“Ph" "—"'f) ' \(k’""l"i’ :"‘_!XL ] . 1>

- H(’uﬂ (lz-d,lz}‘F—-F\)e I'Clrd
Z (kat]) Qhatl)l " | R(klk)

Figure 4 - Bloc diagramme du filtie de KATVAL
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et

On suppose que X(k|k ) est connue pour des valeurs données

gqu'on cherche & déterminer X(ks+4 | k+4) lorsque les mesures

Z( k+1) ont été faites. Le cycle de calcul se poursuivra comme suit:

i -

ou

~

L'estimation de filtrage optimal X(klk) est multiplide par la
matrice de transition d'état Q(k+i,k).Ce qui donne la prédiction
optimale ?},( R 44 i R ). _

i(k‘.qik) est multiplide d'abord par H(ks+4 ) pour donner ﬁ(lu-!l'k).
Cette dernidre est retranchée de la mesure actuelle Z( k+1) afin
d'obtanir le résiduel de la mesure 2( k+ 1] k),

Z( k+4]k) est multiplié per la matrice K( ka4 ). le réswltat
eat ensuite additionné 3 f[( ks++|k) pour avoir 12( hn] kat).
i(k;.i Iluli) est stockée en mémoire jusgu'id ce que la mesure qui
suivra .fasse répéter le cycle.

Ta matrice X( R+ 1) est considérée comme matrice de chargement

matrice de gain du Tiltre,appelée encore watrice de_gain de XisLJAN,

TLa réaction entre prédiction et filtrage cst évidente en ce

p'oint . Bn effet , chacune des estimations peut étre déduite de

1'autre, c'est & dire que :

R (katlk)= @(kat, k)X (klk)
&(k-ﬂlki—‘i) ::;((k-ﬁlk)-l- k(hu)[Z(Iu-i)_H(h+1)§((k+ﬁﬁk)]

L'initialisation du filtrage se fait en commengant avec

A
X(OID):O, et on voit immédiatement gue

X(11)=KMU).Z®
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Puis: ?K ( 2 i 2 ), % ( 3] B Jiy wiw wrmi , se suivent récursivement
comme 1l'indiquent les quatres étapes précédentes.

L'organigramme de la figure 5 résume toutes ces opérations.
Cet organigramme nécéssite le calcul préalable de la matrice de
gain X (k+ 1 ) ainsgi que 5'(_3_e‘a_ deux matrices de convariance
P{h‘ﬂlk\) et P (k+ 1lk+ { ) qui interviennent dans les équations
(1 -44 ), (4 - 45 Y et (1 - 46 ). Un tel calcul peut-&tre
suivi selon le cycle typique suivant.

i - Connaissant P (klk), Q (k), @ (k+ 1,k) et F(k-&-‘i,_k'_),

P(k+ 1| k) est calculée & 1'aide de l‘é'qua‘tion (1 =45 ).
2 - On substitue P (k+ 1| k), B (k+ 1 ) et R (k+ 1 ) dans

1'équation ( 1 -~ 44 ) pour obtenir K (k+ 1 ).
3-2(k+1|k), X (k+ 1) etH (k+ 1 ) sont substitudes dans

1'équation ( 1 - 46 ) pour déterminer P (k+ 1 |k+ 1 ) qui
est stockée en mémoire &4 1'instant de la prochaine mesure ou
le cycle est répéte. L'organigramme de ce cycle est donné par
la figure 6.

Notons que ces organigrammes nous permettent d'estimer le
filtrage optimal % (k+ 1lk+ 1 ) ainei que 1a prédiction opti-
male X (R + 1| k).

S1 on voulait estimer la prédiction optimsle X (k + f'k)

Pour laquelle 2;2, il faudrait modifier ces organigrammes de
fagon A& %enir compte de la relation ( 1 - 50 ).

i 3 ion pas necessaire, car notre
Mais une telle opération n'est s a , not

étude ne concerne que le filtrage optimal.
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x(0]0); x(1]0); z(1}0); &; B;

RU1), TS mmnt s aimmians K(L).
Z(kat| k)= H * X(kat]) Z(kat)
A
X(ke1k)= d*x( lfk) Z(hatll)= 2(hat) - Z(k+4lk)
Reh + 1 %= K(ket) * Z(kat]k)
Y
F(ket|hat )= (ket]l)+ O

KNon

Qui

]TI( k+t|ket)

FipFure 5~ Organigramme de l'algorithme de ZALMAN
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PO|2) 5 E;0;P ;R ; ¢

4

P(k+i] k)

&:k-&-i }:(h+1)

K(het)

"Mgure 6- Organigramme donnant le gain
du filtre optimml.
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| 2

CONCEPTION D'UN
FILTRE DERIVATEUR

2. Introduction

Dons ce chapitre , nous compions adapter le filire de FALMAN au probléme
de l'estimtion optimale d'un signal deterministe s perturbé par un bruit de
second ordre. De fagon plus pricise » hous allons tout d'abord caractériser le
bruit en calculant les différents éléments du matrice de transition dtétat ¢‘
- et de covariance de perturbation Q . Ensuite s nous explicit erons ‘le vecteur
d'état X(k) et sa mesure Z(kJpour mettre en Squations notre probléme. Puis ,
nous recherchons les conditions qui rermettent d'initialiser 1'algorithme de
KALFAY

Consiiérons pour cela » W systéme de commmication ot rigne un bruit gau-
ssien du second ordre B(t). Ious voulons transmettre par cc moyen un signal S(t)
du méme type que celui de la figure 2b. Dans le but d'ex’raire le signal quand
il est noyé dans le bruit » un traitement de l'information est effectus i la
réception rar calculateur rmérique . Dans ces condiiions , le signal observé
& lz réception sera une suite d'échantillons de la forme ( voir expression(1-1)

et (1-15)):
Z(kt)=A, kG + A, , B(kd) 2-1)

Rappelons que A, et Az ne sont pas directement accessiblesy la mesure
ot que G est 1a pé'riode d'échantillonnage .
Le but du traitement dn ﬂ;.m est de faire une estimation optimale —~ au

sens de 1'erreur quadraticue moyenne minimele- des roefficients A1et A1 en
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faisant 1'hypothds que 1l¢ connaissance & priori sur la valeur nu-
mérique de A.1 et A5 est nulle avant toute observation .

Le bruit B(t) est donc formé d'ure suite d'échantillons numé-
riques de Jriode § = Cette suite résuite de 1'échantillonnage
d'une foneciinn zléatoire X{t) stationnaire, ergodique et solution

de 1'équation diTferentiel.s s%ochastique :

%(4:)+p>k(t)+:,)§':un:.u(t) (2-2)

ol u(t) est un bruit gaussien de corrélation négligeable et de
puissance (531 ‘

C'est une équation differrntielle & coéfficients constants
( @ = coéfficient d'emortissemint et W, = pulsation de résonance
propre du systdme ). Elle peu’ se traduire sous la forme matri-

cielle suivante

) s T 1 a2
x ») 1 X 0
= + ult) (2-3)
:'):r_ i o ~
RO I e L Y

En notation vectorielle, elle s'écrit

X =F.X(t)+G.u(t) (2-4)

X O 1 O
avee X = )F et G:




L'équation (2-4) est associde au systime lindaire invariant repre-
senté en terme de variables d'état [15 ] - Le vecteur X(t) est ap-

pelé vecteur d'état de ce systime. Le bloc diagramme engendrant ce

processus est donné par la Tigure 7

uh o] 5 Xl xm>
-——-—-——‘/..2...;.1.. N ,/.s |
Intégrateur

Matrice de gain

P e

Matrice de gain

fgure 7 : Bloc diagramme de 1'dquation d'état

Pour tenir compte de 1'échantillonnage, nous remplagons
1'équation (2-3) par 1l'dquation aux accroissements finis définie

par 1l'équation (1-14)

X((k.;.‘l)t) :d:((k-n‘!?é,kt))((kﬁ)-\-\v(kt) (2-5)
. ; 5 ’ B(t=ll)
oh X((k4+1) %) est la solution de 1'équation (2-4), X(l% )= ﬁ(t:kt) 3
by bz |
q)((h-ﬂ]t ,kﬁ)r—- bk, e est la matrice de transition d'état et
21 d-.’2‘2
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W = est un bruit bi-dimensionnel dont la matrice de covariance
= :
east Q .

Pour avoir une forme plus explicite de 1'égquation (2-5), nous

devons calculer chacune des matrices ¢) ot Q .

22.Cdlcul dé Iq matrice |
de transition détat ¢

D'aprés la théorie des systémes, la matrice de transition

d'état d'un systime décrit par 1'éguation (2-4) est [12,15-]:

dt) = eF't  (2-6)

Nous pouvons chercher Cl)(t) par la méthode de CAYLEY-HAMILTON [12-!
qui est basde sur le fait que chaque matrice carrée satisfait & sa

propre équation caractéristique:

2(7\)= F-AT

ol I est la matrice identité, et )\ la valeur propre de cette dqua-

=0 (2-7)

tion. Donc on peut écrire :

O 1 4 O
-A =0 (2-8)
-wy -p o} 1
soit:
7\1.{-@7\4.603:0 2-9)

Les valeurs propres sont solutions de 1'équation (2-9). Si on

s . 2 e s
suppose que le régime est oscillatoire, on aura 4W, > (‘5 Dol
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SR T R
=

i
1l

-}\4
p S \iw%;i:_i;_é\]w:_ /4

3i on pose t..d,‘:\/w:‘_ ﬁiz/zl' , on obtiendra :
‘)\4 :.,.g.+aw1

?\?_:-% ..a 0)4

D'aprés le théordme de CAYLEY-HAMILTON , on a également :

et
L

e =0y & 0(17\‘

Ceci se traduit par un systéme linéaire simple :

B Lrwit
e(zf& 1):do+ua(“%*éw‘)

B _awt |
e( 2.3 4):0(9 +0<4(-.;t_..a w4)

Tl peut encore s'écrire :

-4 4t tw, b :
ezp_ea ! =°(°“ji°‘1p+3u4w1

-1at ";1“%t ]
€ = e =o(u-%0(”3-&°t4w‘!

Tn retranchant 1'éxpression (2-18) de (2-17) , on obtient :
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(2-11)

(2-12)

(2-13)

(2-14)

(2-15)

(2= 16)

(2~17)

(2-18)



_ ABL e i i
zac-\,\uﬁ.eﬁ (el gd™)

d'oh 3

=4 B F
Cy :‘%}e iy Aim wyt (2-19)

par substitvsion dans le sysime (2-17) et (2 18) » on trouve :
o, ez@ (ﬁ_ At 4 Cos wqt) (2-20)

par corséquent , on aure , d'aprés (2-14) :

(b“)—-— FE“CX I+O(4F

b 1 o] _1pt 1
(b(t) ezp (f5 ,Bmw,mcamt) .Le?-ﬁ,&'mw,t
o'1| Wi ~w -p
Aprés calcul , on obtient la metrice de transition d'état :
Coseo, 4 B At 4 Aimuw,t
F,t (V)]
(b(t) e & (2=21)
9 . -
_—{'C%% /8[}!.“!. Ld,,t me't'éﬁh—){ /s"""i"“u‘lt

23.Ccicul de la matrice
de covariance de perturbation Q

2 :
31 on introduit la puissance de bruit Sg dans 1l'équation (1-17) , la mat-
rice de coveriance de perturbation Q s'éerira : |
- T 2 | 9% 9,
Opg-Q =1 [W(k'c).\N (E”G)]: 6g [ ] 8“ (2-22)

| a 922
Les élémants de cette matrice peuvent etre ~alenlés en explicitant le
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vecteur perturbation\W/(kZ)z 1'aide de 1'équation (2-5) . Pour résoudre cette

dernidre , il est plus commode de rechercher d'abord les solutions de 1'équa—

tion d'état (2-4), puis de transférer les résultats obienus au cas d'un systéme

a temps discret .
De fagon générale , uno solution de 1'équation (2-4) est la superpesition

d'une partie homogine (ou systéme livre) et d'une solution particuliére(ou sys-

téme forcé) [13]

'2.3-15‘0!.[}"[‘101@ HOMNOGENE ODE LEQUATION D ETAT

Dans ce cas , l'équation (2-4) se réduit a e

X (t) =F. % (t) (2-23)

dont X (t,)est 1a condition initiale .

SiX(t) et F sont des scalaires s on trouve :

x(t)=eh -t o ()

(2-24)
Dans le cas vectoriel r15] on aura :
X (t) .—.eF- (t-1o) X (t.) (2~25)
ol eF' ¢ est par définition :
F.t 22
e . _-:I+F.t+ let + ... (2-26)

Rappelons que la fonction @ F. (b= to) est la matrice de transition 4'dtat
¢ (t- {:,) Ed)(ﬁXvoir expression (2-6)).

Notons que @ satisfait 3 1'équation

do@) _
o/ b e

b/la condition initiale k= b entraine que :

(-a7)
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b (to-to)=P(0)=1 (2-28)
e/ ¢)“52. ):“.-o) = ¢(t2.3t1)' ¢ (t4 ,to) (2-29)
af T2y 60) = Dlta, by) (2-30)

La solution homog ne peut donc 8tre écrite en fonetion de

X(E)= D(k-t,). X (L,) (2-31)

Une solution analytiq"‘e, est normalement defficile i obternir . Mais s dans notre
{

cas , il n'est heureu sement pas indispensable de connaitre explicitement cette

solution , car il suf’i} d'utiliser les propricétés (2-27), (2-28), (2-29)et (2-30
i

pour résoudre notre 11'.:217“1.1éme 5
|

2e3=2 SOLUTIOT {PARTICULIRRE DE

L*'BEQUATION D'ETAT

!

En général , une s}uticn particuliére sera de la forme :
't
¢
X(t)=| $(£,2).G. u(z) do (2-32)

2vec tb(f:,'ﬂ): EX;!) ‘F,(f..'(.)j :

le rigime stationhaire est aiteint quand Yo _y—o00. Soit :

o
Xt ) G. U(z) dT (2-33)

Elle est 14 superposition dex expressions (2-25) et (2-32). D'on :
t .
Ab=t, F(t-
X(t) =gttt ’x(to).J e %6 uw) do i)
Lo

Hotons que si l',, —p - 00 , 18 premier~ “erme Aoit etre nécessairement
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nul sar physiquement il n'est pas pessitle d'avoir des informations sur un
. . F.(t-t
pacsé lointain .Par hypothése , on aura donc : ,O.M?‘Z [e ( e) X (t )] o
O
Pour ce cas , 'n esh rumené au régime stationnaire et 1'expression ( 2-34)

(ctest & dire , en fu’. (2-33))peut prendre la forme matricielle suivante :

& (t
X () ‘ ¢ ¢, ||| .
15 = U(z) at (2-35)
x| )| b, ¢,

d'ol on peut tirer :

k
X (t) =J cbm(t,t).'u(z)dt

Ptj Bu
|
"'(:3 -fz Ain CO{(JC_/u)u(v.M)J (2-36)
par conssquent :

-ip(tsT
X (t4T)= .ga—-ez £ )J /Sfrn Wy (b4T o) U () dat (2-37)
;2.};.-1 nALSEL DA LA T

CNCTION
G

H 'Q}s}i

DAYDTOCORRETLAT T

Quand on utilise les solutions (2-35) de 1'équation d'état pour calculer
le vecteur perturbation W(kt), tuis les éléments qui composent la matrice(2-22)
on fail intervenir nécesseirswent la founstion d'autocorrélation .ﬂxx .Celle-ci

eat par d4finition [1:1] :

‘@XX (t1:tz)=E[X(ti)XT(tl)] (2-38)

X(l-)eat un processus stochastique qui satisfait a 1téquation d'état (9-—4) .

: i, 0 .
T v€ citne stationnaire , elle prend la forme :
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@XX (twta.) =@xx (O:tﬁ.-t‘i) =£xx (ﬁ) (2-39)
ot z':{',z-{q .

2.3-4.1 CAS D' UNE SEULE COMPOSANTE DU VECTEUR D' EPAT :
L'expression (2-37) permet de calculer la fonotion d'autocorrélation

pour une seule composante § soit :

Ree (@) =Elx(tamyx (1))
bt
-pt -4 Bt 4By Lga
{ 2
=?u_‘e e L[“ez ez _E[u{/uj.u(al
B wy(t - ) Aim wy(teT o) du dax (2-40)
E,[u();)u(ot)]-;ts‘tg(-}uu) (2-41)

(o O( /u....o() est la fonction de DIRAC , oentrée en el I

L'équation (2-40) se réduit 3 :

t
2 Bt Bt
Rxx(t):.% eﬁ. eﬁffep’“m;«. w4(i:../u),da}n w,(t_/u;c.)d/x

ou bien
t
Bt _ 4
Qxx (T) %GP e ,_E»t[w wqtj ewld).l _J]
i =t ﬁ
J:J IuCosw4(2.l:-2/1+t.) d u
t > :
2b-2M40) —gw(2t-2440
=j epp%[gwq( M 4 )+ea M )]dﬂ
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£ o B . b . .
Tof T G BTN [y gt giuE bt

. . t * . t .
t > ) - ' 5O ¢ !
=1 A Lo s du +Le"w2te"“f A o

- 00 - O

(ﬁCo.sw,'t,_Zw, AiMw,'G)

—
—

(32 + 4 w"a’.

On trouve finalement que la fonction d'auto xrrélation est :

s e 8
gexx(z) =R (c)= LF:“% € (Coﬁw 3+m,6mw'3) (2-42)

2+3-4.2 CAS D' UN VECTZCUR D' ETAT:

Revenons maintenant au calcul de la fonction d'autocorrélation du process

sus d'étaltjzxx . Execitons d'abord le produit :

x(t4+T) 1
X(t+2). XT(E) =] [x () x(t)]
3(.([’4- T)

X (t+T) X (t) x (teT) X ()

% (k+2) ¢ (F) X (k4 ) X(t)

.Puis , prenons son esperange mathématique , ce qui se tradui‘t par

le relatlon s — —_
\Qxx (z) de)xx(Z)
dt
E [X (f-l-?.).XT(fi]: (2-43)
4R 1R (o)
I AT dz?* 5
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avec [1 4 ] :

adzfexx(t) =K.z @) =¢ [x(t+t) % (£)]
-4 Ruxw=Rix (@) = E[x (bat)x (1]

1-§%Z.Qxx(‘c)zQii (T)= E [x (£47) X (t)]

Fn effet j
Elx ()= eld x]=4 elxt)
(=
Posons ,pouyr simplifier , £ = ____S’u_ 3 '6 = ___é___ ot X = _é__
. 2 (% wk 2 Wy 2.

’ - - N\ 7 2
ND'aprés 1'éguation (‘"iz"}vax(z) peut alors s'éerit sous la forme

- T ,
Qxx(i’l):,&.e (Cosw!fc,_i,‘d Am wfz,\}; (2-14)
y

Ce qui permet d'avoir les résnultats suivants

d Ry (W)= 0 A Tk
= eoe LG} m#..,zsmw,'c,.e

: T
d? Rxx(")'—* > we A(w‘ Cos W, T X Bum w;c)e“

z
d7T Wy
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nvec ['i 4] :

ﬁl‘{;‘@“m = Pxi (T) = € [x(tat) X (1)]
'"ﬁi% Rux®=Rsx(®) = E[x (b4 ) x (1]

dz .Qxx('c) QII (z) = E [x(":-i- z') x (t)]

Fn effet ;
E[x{t}]- E[d x(t)] d gl x,(t)]
dk
L
Posons ,pour simplifier , £ = ___g_"},...___ : K e N R _é_,
- 2 (3 wk 2 Wy pi

D'aprés 1'égquation f‘E«Jﬂ2)}‘Qxx(‘K) peut alors s'éerit sous la forme :

A
Qxx (z)=Ae (C.osw!'(: &8 Rin wﬁ\_}i (2-44)
P

Ce qui permet d'avoir les résnltats suivants

d ¥y () = _ wh i

T XX ) ._(:J.;A Am w0, T €

dl R -«T
T xx (T)= - Le qu(w, Cos w,T X Bem 0, T )e
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par substitution dans (2-43) nous anurons :

= L.
i e 2 .
52 x| ST 4T A T .‘_*’u.ﬁ S w,G
xx(z) =Ae .
z . .
' ~-Wo Am wG .‘_*.’.'a(m.lCo.s wWh-at bwm u;,a)
Wy Wy
NDans le cas marticulier ot & = C , on déduit : (2-45)

' ; 1 0
R, (0) = E[x(63xX7(1)] = A : (2-46)

o W,

On voit que Qm{o)ne dépend plus de t on de T .

2,3-5CATLCUT DRS RLEMENTS DE Q

» 1a lumidre des résnltats précédents , on passe facilement au calcul dans
le cas discret de Qxx((ku)'o) et de 1'expression (2-45) en tenant compte de
1'4quation (2-5) aux accroissements finis. Nous obtenons dans ce cas la. forme

quadratigue suivante :

[} etro)XT(( 02 |= Do ey ] [y 6Trs wen)] >

= $(0) X (W) X (L) $(1)+ LW (RBYWTRL)D
(2-47)

Nans cette exvpression., on a tenu compte du fait que X et Y sont indépendants

(voir relation (1-25)). D'oh :

E[X (e 12) X2 0y2)]= b() E[x (k1) T2 4 e[ Wiz wiee)] (2-0
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Rem»riuéns que,pour k-;,?, , le terme de gauche et le premier terme de droite de
1'émation (2-48)ressemblent exactement A celud. de 1'éauation (P-46). ce qui

nous vermet d'éerire 1'équation (2-43) comme suit :

o] g @ |4 ol & ¢
A = A *_(Q
.,O wf‘, ¢, (v) @ﬂ (¢) & wt- i ¢, (v d)u(%)-
- pre wl G & O+ w, P,
=A + Q (2-49)
q)“ at wg tb;zq)zz Cb:' * we d):z

dtoh 1'rpn tire 3

2 qu qu. 1"(%1*' W, ¢::) -(-q)t|¢2l+ h’jq%ltbz;)
qzl q?.?. "(¢|1 nt We q:),;_d}zz) W, (‘1‘”¢n) . ¢z|

Par identification , nous trouvons :

2 1
65 =A:= Su (2-51)
Z(Aw,’-

de ml&ne, en tenant compte de 1'4cwation (2-?1), nous tronvons aussi @
q“-.-.. 1-(¢:+¢liu}§')
= 1--(.%_): A 2w T - L Cos2wyt +_92§,)€PB (2-52)
4 Wy g-
9= "'(¢n q)z: + W; ¢uz¢zz)
T

=R
=we b (4-Cos2w,T) @ (2-53)
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— A
qzz = (0 (4 2 ¢:z )"* ¢zi-

2 3 ! -pT
Wi - ws (.&’_f;___ﬁ_.f(,oszw,z_ﬁ_ ,sz(,u{g)e,'a (2-54)
Wy 4wy 24

qu - q1z (2-55)

24. Mise en équation
du filtre dérivateur

Jusqu'ici, on a pu calculer les deux matrices (b et Q qui
étaient nécessaires pour expliciter 1'éguation d'état aux accrois-
sements finis (2-5). Il reste mainteouant & déterminer le vecteur
d'état X( k )et son observation Z(k ), }'iuis les relations de KALMAN

correspendantes :

x,(k} = Ak

X (k) = A,

X3lk) A, (2-56)
X, (W =[B(O],_ o

x5 (k) = [B(O)], o

En tenant compte des équations (2-5) et (2-56), les équations

dynamigues globales régissant 1'évolution du processus seront:
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x, (ke = Ag(hat) = Ask 4 A

X, (ket) = Ay

x5 (kyet) = A, (2-57)
5%, ks t) =2 ¢"x¢(k)+¢{zx5(k)+w4(k)

g (e 1) = X Cleds By %5 (k)4 W (k)

soient, en respectant la disposition methématigue des é1éuents ¢

X, (kat) = X (k) + X2 (k)

% Shigd)= X, (k)

X,y (keat)= - Xz(k) (2-58)
Tl )= @le‘,(h).{.q%zxs‘(k)-\-wq(‘!)

x5 Clea 1) = X ()4 by, Xs () + Wy ()

qui s'écrivent cncore sous Torme matricielle:

"4 1 o o o] Fo ]
o 1t 0 0 © 0
X(kst) ={0 © 2 o O X(k)+ | O (2-59)
o o 0 & & W,k)
o o 0 & b W, ()




Rappelons qu'en faisant Te=1, le signal observé de 1'équation

(2-1) peut &tre mis sous la forme :
Z(kq-‘t)‘—‘-Aq-(k+1)+Az+B(I‘+1)

=x,(k+4)+x3(k+1)+x4(;¢+1) (2-60)
qui s'éerit éussi sous forme matricielle :
Z(ks1)=[1:0: 1" 4 . 0] X (k1) (2-61)

D'aprés la théorie des systimes [16] » un systéme dynamique peut

étre modelé par 1'équation suivante :

Z(t)=H(t)X(t) | (2-62)
Dans le cas discret, on aura :

Z (k)= H (ks 1)X (le+1) (2-63)
ol-H est la matrice de mesure. On ddduit

H(estj=H=[1:0:1 :1: 0] (2-64)

On dispose maintenant d'un systime lindaire d'éguations qui
par dérivation déerit 1'évolution du processus (e¥pressions(@-57)
2t (2-60)). Nous allons maintenant lui appliquer 1l'algorithme de
KALMAN développé au chapitre précédent (équations (1-43),(i=44) ,
(1-45) et (1-46)).

Les équations d'estimation correspendantes a notre problime

sont :
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X(kat|kot)= P X (k) sk (at)Z a1y H § X(klk)]  (2-65)
K(kst) -.-.P(knik)HT[H-P(Imlk)HT]'{ (2-66)
Plat[k) = ¢ Py . @ | (2-67)

p(k+dk+1)=[1_l((k+4)F{kP(k+1|kj (2-68)

~

L'équation (2-65) étant 1'équation de filtrage , X représente la
meilleure estimation de 1'état X, X le gain du filtre calculé ré-
cursivement grédce aux équations (2-66),(2-67) et (2-568).

Notons que la cause de la disparition de certuins termes du
systiue d'équations (2-65) jusqu'i (2-68) figurant auparavant dans
les équations de base (1-43) 4 (1-46) est que :

— pour le terme R(h+4) représentant la matrice de covariance de
l'erreur de mesure V( k+1), on note que cette derniére n'est vpas
Iintroduite par le récepteur mais par le bruit sur le canal. Ce
bruit est mathératiséd par la présence de composantes aldatoires
sur le vecteur d'état .

- le termef‘(k;\)représentant la matrice de transition de vertur-
bation est , d'aprés (2-59) , égale 4 l'unité .

& partir du systdme (2-5"), ainsi que 1'équation (2-21), on

peut déduire
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et

1 1 0 o o o0 0 0 0 ©
o1 0 o o © 0 0 0 O
V=|o 0o 1t 0o o ,Q:G; © 0 O O O | (2-69)
©o ¢ ¢ ¢ © 0 o0 q, q,
00 & ¢ b, 0 0 0 a9,
25.Initialisation  de

I'dlgorithme de KALMAN

La difficulté du probleéme réside dans le choix d'une méthode
satisfaisante d'initialisation de la procdédure algo.ithmique.
Nous choisissons de considérer A1 et A5 comune deux variables

aléatoires independartes, centrées telles que
2 E Az. y 4
E|A, | = 2| =0, (2-70)

2
GA n'est pas fixée nuwériquenent, mais elle est considérdée
2
corame étant trés grande devant 65.
Hous calculons analytiqueument les éléments des matrices P(0|d),

p(1]0), x(1), P(1]1), P(2]1), R(2) et P(2]2) etc... et nous faisons
7
1
tendre ensuite 1la _p.;:ﬂancleur/“ = 6: vers O, ce gui est légitime

A
d'aprés notre hypothése de mécornaissance i priori.

Les calculs nous montrent alors qu'une solution peut &tre re-

tenue ds que P(2|2) est connue.
2,51 CALCUTL DE P(o]o)
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D'aprés les équations (1-22) et (1-34), nous &Y

P(o]0)=E[ X (0)X"(0)]
Mo ] 4
Ay
=E< | Ay [O': K By X 4 (0) - x‘s(o)]$
X4(0)
X (0)
L y
o © o o S h
o A AA,  AX AE)
-FElo AA A’;, A, X 4©) A, Xg(0) (2-71)
6 A ® AXE X® % (0) X5(0) |
o AxXse AXs0) X@Xs® x5 (0)

Nous savons d'une part que:
E [tx:(o)] = E[B"(O{I = F_[x‘(o)]
E[x’; (0)] =E [BI(O)] = E[D.Cz(o)]

-46), nous avons :

et

tre part, d'aprés 1téquation (2

( :
e xtonde] -E H[( i o]

d'au

ou encore :



E[x (o) xT(0)] =

o o
&Gg
o W

2'est 4 dire:

E[I-: (O)] =E [x"(o)] = G;

et
E[KE(D)] =E [iz(oil = W, Gé’

I1 en résulte que 1l'éguation (2-71) devient:

[o ocvieiiniio ]
o & .
P(olo)=| i . o i
B
O..o.....)0 6,

2.5-2 CALCUL DE P(1{0)

Nous @avones,d’'aprés’l'équation (2-€7),que :

P(‘i iO)-:. \IJ P(OIO)\IJT + Q

celle-ci se traduit sous la forme :

47

Elx@]  Elx(o % (o)) |

Elx(mx)] E[x*o] ]

(2-72)



11 o o0lfoo-------- o1t o 0o o o
o1 oo ollog |11t o o o©
PUloy={o 0 1 o Of}: ~ 6 - | |loo 1 o o
: B L
o 0 ¢ B .8 © |jo0o 0 ¢ ¢
s . %
O O $, b, (O O w0y L000 b b,
& b [ e o i —
O ' O
2 ;
+6'5 '
O quqli
:qzlq:z
66 0 o O 1 1 0 o o
Gh b6 0 O O {1 o 0 o
2z

=lo o 6, O O [=§,/]o 0 1 0 o | (2-73)
o o o § o © 00 4 o

O 0 0 0 wWwHe, © 0 0 O wit

— - e —

avec: /u"z 6‘;/6‘: i
2.,5-3 CALCUL DE K{(1t)

D'aprés 1l'équation (2-66) on a :

= |
K () =P(lo)H  [HP@o)H"]

m
Calculons, d'abord, le produit des deux matrices P(1|0) et H .
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4 o ¢ |1 EN
. o o o) 4
PlooH'=]lo 6 4 o o 1 :6': 4
T
0O O O /u 0] 1 /M’
> 0 O 0 wwtflo o
i =
puis: - -
1 i
1 |
T . . . '
HP(IOJH'=[1: 0 1% 110]| 1 |6, =G, (24 u?)
)‘1
0
d'ou : e
e
1
K(1)= i 1 (2-74)
L7 i
U
o)
PR

2.5-4 CALCUL DE P (1]1)

Nous avons d'aprés 1l'équation (2-69%) :

P(1]1) = [I-K(H]P(1]0)
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[ 4 7 (1 0 1 1 o]
1 | f o1 4 o
KH=—JL_ 11|10 111 0]et_[1 0 1 1 o
e e
/A }A O /,'.'/4 O
(o} - 0O OO 0O o
s Fa L -
W.Uuz ' 4 9]
-1 o 4 -4 ¢
I-K(4)H=_1 1 O 14u%2 4 o
( 24-/“2' +}1 |
M 0 _ur 2 o]
o © o o o
f_h}u‘ O 4 4 oll1 1 7 0 i
-4 o 4 4 ollt 14 |
P(1]1) = GAz -t 0 4* 4 ollo o o o
= 24
s .ju’ o ./u“ Z o||lc o0 0 * o
© O o0 0 of{fo o o o w' u*
" JL "
1o p? te 4 -/u" C ]
1+/uz 1+)Jz o | -/12 C
6 2 2
-_:E_e_’_. A -1 1+/,< T o (2-75)
+ﬂ 2 2 y 4 2
Mo p 2
o © o Vo (2e M) (wEr?)
- - -




D'aprés 1'équation (2-67). on a:

Pi2]l) =y PNV Q

Les matrices \.P ,Q et P(1|1) sont déja données respectivement par

les expressions (2-69) et(2-75).Effectuons donc les calculs de

P(2| 1) var parties:

F:l«l-}-l" ‘|+/J2 -4
. "4-_)11 ‘l+/)t -1
PANY =80 | 4 4 4
2+}17‘
-1 _j)z 7‘!.
0 O ®)
-2(“/‘,) 14
2(4+p2) 44 u?
1 _
— G’A -2 -4
2 U
B e
O @)
De méme : :_
44+ p2) 244 pu2)
" 2(1+u?) 4+/u"
\PPUI«NF:_&E. 2 1
24 3 :
F -Qj‘ (t’u 'f¢u
a9,
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- it (@) 1M o o o o
- }12 o} 14 O o O
- o 00 4 0O
24 0 0o o ¢ ¢
O (u)wu)|00 O ¢, 9,
- -2, -9, Fl
-1 . N
s, ey
-p 0, LD,
0 w )1"(2 o) g, Wo (24 /u‘)di’,_ﬂ
-2 —zprd 2y,
S Y
Bt -, 7“’"‘1’:1 (2-76)
_pd c d
w2, d e




avec

C =2t d,):'+ Wi/uz(""*/“z) 422
{j~:2)&1(Eiq%14-Cﬂ:jiz(z*uMchhz(bzz
e=2u ¢>:, ...w:'/u"(u/u’-)fb;

Pour simplifier les calculs,mettons 1'expression (2-76) sous la

forme :

VP YT _ 881,
2 4 M*

Ceci permet d'écrire :

| g el
P(Zli) = Sa L +G—;

2+}Jz Bame At 5 wmien & B

4 o

A G q’i
( = . =)
.
-_—1‘34 L+ I il
LR
G Y
§ - - )

avec :

', 5 _ e
qij"/“ (1+f4) qié 3 &,3—4!2
D'olx on tire les éléunents ?(2‘1)ij ; 1,1 = 4,5
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Ly 1 /
_:6‘% Pl = ce) = coprtaapityg,

=l o) G s 1 6w g
=2 piLgly=C
zot': : P2l =d.q), =ds w2(240)q,

=20 r G0 1) 0,0, o st (0, it w8, ]
= "/uq ¢« ¢z1 =D
%é_‘ip(zﬁ)ﬁ: e+ qizr- e+ pt(24u2)q,,
A

= [ s a2 e g [ 6 - 6]

=0l pteot)utdl = B

P(rzh)-ﬂ:' PL2l1), .

Le reste des éléments P(:z[*f)ij 7 1,3 = ¢,2,3, sont identiques aux
é1éuents (q/P(1|1)~{ﬂ)ij i 1,1 =1,2,3 . On trouve finalement :
A 2iapt) 2 g o]
R R Y . S Y
P2l zb:juz -zzd, :" h}:ﬂ M9y M| (277
w o A -4, C D
= 2}‘2 d’zf "/uz¢11 = %bu D E

53




256 CALCUL DE E(2)

D'aprés 1'équation (2-66), on peut

K(2)= PQ2|1YHT[HP

2.+'2/M1 (2-q%¢
| A +}uz(2 = chl‘l)
P( i !4 ::._;11“ -4 (4. !
P(2]1) Ty z-b)u( $,0)
. M (2.-34%1)4./114(4_
—ﬁ2(3¢z4)-/‘4(¢11

2
HP(2|)H = Z’;" [Lap (3-60).

—-

1
K2} = PTICRT S IRy

2.5-7 1ALSUL B3E P (2]|2)

D'aprés 1'équatinn (2-68), on =z :
P2]2)=[I-k()H
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Pour simplifier les calculs , posons l'expression (2-78) sous

la forme :

T i
K(2) =4 [k Ky Kyt KK ]

A=A p (T-68)+ pu*(4-4,)

dans ce cas, nous écrivons :

L1_K(2)H -_-.fi.{?xl_[kj_ Kyt Kt Ky kS]T[1 X ERE 1';0]}

aaly O ok X O
Ke A K, -k, O
.—__*?.\. Ky O A-ky Kz © (2-79)
K¢ O -k, Ak, O
Ks o -Ks ks A

Pour calculer P(2|2), i1 suffit maintenant de faire le produit des

deux metrcices (2-79) et (2-77), et de remplacer ensuite X, et A

par leurs valeurs.Posons , pour Tfaciliter le caleul:

P(212)=2E45) P(2]2)

ou bien, puisque /uz= 6;/6: )

P/(2]2) = 242 (2+.4%) P(2]2)

I1 vient,aprés calcul: B
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P'2]2)yy =46p2(1-0)+84* (1- )24 §)+ 4 4 (4-§)

Piz|2),, = Jf P'(zlz)ﬂ

P'zl2),5 =../ﬁ.42(4_¢ﬁ)_ 6}14(4_%)
Plizle),, =-ap2(1-4) -2 u* (-, ) (54 4d>“)-.4/1"(1_d>,f)

Pz[2),5 = 4 prdy, +2 gt dy, (Ae 4 G e 2 6, (4409)

P'2f2)2¢ = P'(2l2),,

Plal2),, = £ P'(212),,

Pliz)gs = -6 p*(1-9, ) -3 4 (1-4)

P'2l2),, = -2 p (A=) (4=, (54 48,) -2 (1-47)

Pliaiels S 2 u2Qy 4 ut 4%1(4d>11-4)+/u‘¢24(2d;“_1) |
P'zl2)5, = PC[2),,

Plzl2)32 = P/(2]2),4

Pltz[2); =2u*(5- 4 dyy)-p* (T-28,)(4+ )41 (4= &)
Plzla)gy =202 (1-29,)- pt(As 2y + 28) - pé(1-8)

P'(2|2)35 il 4’/‘1 cpu = 2/“44)21 (2- dbh') "/uéd)m(4 = ¢ﬁ)
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Ptzl2),, = P! (2l2),,
Ptz|2)4; = P'2]2),,
P'(z[:e)4L3 = p'(2[2)34

Ptz|2),

it

2 ity b (110G )4 6 1% (4o 2 ) - M3 (- BF)

Plefo)yy =248, (3-5¢) 4 o, (3-5 )

P’(ZIE)BT - P’(zlz)j’j

Pal2)s, = P/ (2]2),,
P'i2j2y = P’
| 53 g

P'el2),, = P'(2]2)

"

PI(2l2)55 2&)3-;/”24-3)14(5(1]01-\"4&:@"*34?‘14)21"_1'3' (b:;_)

0 E- 6wy 26l G - 4L) (- &)

Nous remarguons gque la matrice 1—"(2I2) est une matrice symo--
]
trique, c¢'est A dire, P (2]2)ij 5 p'(zlz)Ji 53,5 = 1,2,000,5.

Faisans tendre maintanant)l&vers z€Tr0. P(Z\Z) devient :
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Bu-h) 4(1-9,) -6(-§) -2(-4) 24,
44-0) 2(4-4) -3(+-Q) ..(4_¢>") 4,
PRID=Chl-6(1-0) 3(1-9) (-4¢) (-24) -24,| -8
2(1-¢) -(1-¢) (1-2¢) { o]

, : 2
2 9, ¢)11 X 24)21 o Wo

e —

%)

P(2{2) ne depend que de la puissance du bruit GB
Q--.zand/u * ,0, la réduction du nombre de termes a lieu aussi
dans X(1) et XK(2) qui prennent les formes (voir équations (2-74)

et (2-T8)):
T

D LI S -84

Km"tﬁ-“f.“o_":o.o] (Eragt
o - Ty W T .

K(2)= hZ'_‘i:..‘I:O-_O ] (2-82)

2.5-8 COLCILUBIOHK

Nous choisissons donc les expressions (2-80),(2-81) et (2-82)
pour 1l'initialisation de la procédure de KALMAN.

A vartir du résultat (2-80) et & 1'alde des équatlons d'esti-
nation (2-66),(2-67) et (2-68), le gain du filtre K sera calculé
facilement d'une manidre récursive. Ceci peut s'expliquer bar le

schédma simple suivant:
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(2-67) (2-66)
B(2 |2)=¢B(3]2>====>K(3)

(2-68)
- (2-66) (2-67)
weve K(4) dmmm===P(4] 3 ) === P(3| 3)

En utilisant un calculateur, il suffit de mémoriser la matrice
_ P(QIZ) pour que les calculs de gain se déroulent en fermant la hou-

cle comme le montre le schéma suivant

P(}q-{-i | k+1) ¢=_*—hh_ K(.'.c-i-‘t )



¥

O

. REALISATION DU
FILTRE DERIVATEUR

3.).Description sommaire  des
manipulations sur microordinateur

Le programme des organigrammes décrits par les figures 5 et

6 , a été exécutéd & 1'Université de Toulon et de Var sur microor-
dinateur Hewlett - Packard de type HP 9826. Ce dernier est un appa-
reil de table de capacité mémoire : 512 K octets. Il comporte un
ricroprocesseur 16 bits. En outre, il est doté d'un clavier alpha-
nunérique et d'un systéme de visualisation numérique ou graphique sur
écran. Les données, les instructions ou les résultats peuvent 8tre
également inscrits sur imprimante alphanumérigue ou sur trble tra-
¢ante graphique.

Le microordinateur H P 9826 peut dialoguer dans les langages
suivants: BASIC, HPL, et PASCAL.

Pour résoudre lem relations de Kalman ( équations { 1-43 ) a
(1 - 46 ), nous avons préféré travailler en BASIC car ce langage
pernmet de converser aisément avec la machine. Les différentes &ta-
pes de ce calcul sont bridvement les sulvantes:
- Calcul de 1'algorithme du gain K (k4i)
- Simulation sur H P 982€ d°un bruit de second ordre.
- Estimation optimale de 1'état X (ki) du systime de communication

g
censidere.
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Les résultats obtenus se traduisent sous forme d'un listing

Joint en annexe ( Voir Annexe 3 ).

32. Calcul de lalgorithme de gain

Au dédbut du programme, un emplacement dans la mémoire du micro-

ordinateur est réservé pour chacune des matrices qui interviennenmt
dans 1'ensemble des calculs. Puis, les différents gains sont obte-

nus & partir de la relation ( 1-44 ) et des conditions d'initialisation
énoncées au paragraphe 2.5, et sont stockés sous forme d'un tableau
La(I,T) . Celui - ci s'éerit :

Ke(4)  Ky(2)... K,(M)
o) St (3-1)
Ks() . .. . . Ks(M)
On trouve aprés calcul ( Bquations (2-79) et (2-80) ) :
k] [os] k@ | |2
K,(1) | |o,5 : L
K=Ky |= |05 | o K(2)= =
Ka(1) o) o
| Ks(1) ] | o | _I<5(2)_ 0 |

Remarquons que ce tableau sera utilisé ultérieurement lors du
calcul de 1l'estimation de 1'étet X (k).

L'élaboration d'un tel tableau nécéssite les étapes suivantes:
1 - Réserver un emplacement mémoire pour chaque matrice.
2 - Phhse 1! Calculer les éléments de matrice \P

3 - Phase 2: Transférer ces éléments vers 1l'emplacement de \IJ dans

la mémoire.
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4 - Phase 3: Calculer les éléments de matrice () et les transférer
vers l'emplacement mémoire attribué & QQ

5 - Phase 4: Calculer les éléments de matrice P(Zl?.) et les transfé.
rer vers l'emplacement mémoire réservé pour p(Z,?.).

6 - Phase 5: Introduire en mémoire les valeurs numériques des éléments
de matrice {-] , calculés dans le paragraphe 2 - 4.

7 - Utiliser 1l'instruction " FOR S=3 TOo 400 " pour ouvrir
une boucle dans le but de calculer le gain en commencant 4 par-
tir de la troisidme colonne de 1a matrice Lq (I, J) . Clest
% dire 3 partir de K (3). |

8 - Phase 6 : Calculer les éléments de matrice P(hn | k ) et les

transférer vers 1'emplacement mémoire réservé pour P( k+1|k)
( cette matrice est notée R dans 1'équation (2.6%) ). Le cal-
cul se fait dans 1l'ordre suivint: |
PYT-E
\P E =F
F+Q =R
9 - Phase 7: Calcules le gain K(h+1) (noté K dans 1'équation (2-66)

en tenant compte de 1'ordre suivant:

RHT =G
HG =My
K =6/My

10 : Adresser le résultat K au tableau Lq « C'est & dire qu'on a:
LG(IJS)= K(I)
avec I =1,2,...,5 et fi=s1,2,...,100
Ceci constitue 1z fin du »remier cycle de calcul. Passons main-

tenant aux cycles suivanis:
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11 - Inase 8: Calculer la matrice P (k.1 lk+1 ) (notée P dans

1'équation (2-63)) en tenant compte de l'ordre suivant:
HR=U
KU =V
R-V=P

12 Appliquer l'instruction " NEXTS * pour fermer la boucle et

commencer le prochain cycle de calcul en repartant de la phase 7
13

14 = Fin du programme concernant le calcul iu gain,

Remplir le tableau La ‘

3.3.Génération dun bruit
de second ordre

535-3-1 METHODES PBE GENTRATION
DIECHANTILLONSDE BRUIT.:

Pour trouver la meilleure estimation Q (kallkat ) (voir équa-~
tion (2.65)), i1 est indispensabls de générer le bruit de second ordre
et sa dérivée prerm’dre, car ceux-ci représentent deux des cing compo-
santes du vecteur d'état X(k) tel que nous 1'avons choisi au para~
grapha 2-4.

Le bruit de second ordre peut-&tre obtenu:

- & partir d'un générateur d , bruit.

~ Par enregistriment sur bardes magnétiques ou sur disques d’une sé-
quence d'échintillons de bruit.

= Ou bien par simulation rur ordinateur.

Considérons un géné-ateur dont la bande passante de bruit est FB
et qui délivre un signe’. aldatoire B(t) , comme celui de 1la figure 8.

Ce bruit peut &tr: représenté numériquement par des échantillons
de période E;—_ .;.E. » €1 application du théordme d'échantillonnage 4
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A1 AN

(a) (b)
R L
: S AAAAY (411 ) SN
A
» e T '
1!}-?;1”1.1+” AS(t) c —=|Ah®
A P (t) (e)
A
/’"\g\h_/igat,f? » t
7 i
3 To o

Pigure 9: a/ Echantillons de bruit
b/ Circuit RIC

¢/ Réponse impulsionnelle d'un échantidlon
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SHANNON ( Voir annexe 2 ) [17] - Ces échantillons qui sont tras

proches 1'un de 1l'autre, peuvent ne pas &8tre indépendants. On a alors
dans ce cas un bruit coloré. Pour obtenir un bruit blanc, il faut pren-
dre la période T, des échantillons suffisamment grande, pour que ces
derniers deviennent indépendants. Autrement dit, on doit avoir Te>Ta -
Le choix de la période |p se fait en fonction des critdres suivants:
- Le nombre d'échantillons de bruit durant la période T séparant
deux échantillons du Signal observé ne doit pas &tre trop élevé.
Dans le cas contraire, on aurait une trop grande corrélation entre les
échantillons de bruit et le signal risquerait d'8tre étouffé par le
bruit.
~ Ce méme nombre ne doit pas &tre trop petit afin qu'il puisse répondre
aux variations importantes de bruit.
Durant la période T , la puissance de bruit S; ne doit pas
étre trop 7orte par rapport A celle du s8ignal utile.
L'application de 1'ensemble de ces critires nécessite la connais-
sance de la réponse percussionnelle du bruit.

3-3-2- REPONSE PERCUSSIONNELTLE
D'UN 3BRUIT ECHANTILLOXNNE:

Prenons un échantillon de bruit 4'amplitude A, Multiplions le
par une impulsion }J(t) et appliquons le & 1'entrée d'un circuit R L C
(fig-9 ). A la sortie de celui-ci, nous devons avoir une réponse per-
cussionnelle ﬂ(t) qui n'aura lieu qu'aprds l'application de 3 (t) (voir

annexe 2).

A 1l'instant suivent, introduisons un deuxidme échantillon A.‘ -k
1l'entrée, on aura donec A B(t.AT) et & 1a sortie, on obtiendra
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Ay {’1—(\‘--5’5]( avec A% =Te¢ = péricde séparant deux échantillons de
bruit). Ainsi, pour n échantillons de bruit succéssifs, la réponse
totale sera : i A, (Lt _ iaT ) ot b dépend des paramdtres
du circuit. i

De facon générale, ce résultat peut-8tre dtendu au cas d'un bruit

quelconque 3(t). Soit: "
B) =2 A; h(t-iag) (3-2)

oh A; sont ds paramétrggoaléatoiras.

Ta figure 8 C donne 1'allure générale de 1la répona@_ pe.rcuaaionnell{
d'un échantillon de bruit. ILs longueur T, représente la durde au dela
de laquelle 1s réponse est approximetivement nulle. Par définition, cet

intervallkde tomps est appelée mémoirs du filtre. Expérimentalement,

on considére que 1’amplitude de 1'onde devient négligeable quand elle

est inférieure 2 .%6 Ak » O Ah @8t l'amplitude de l'impulaiqn de bruit

concidérée ( ce chiffre est de 1l'ordre de la résolution de 1l'écran

da H P 9826 ). Danp ce cas, pour le circuit R L C, la mémoire du

filtre sera T, ~ 4/ , oh ot sst 12 conetante de temps du circuit RIC.
Pour simuler un bruit gaussien de Secend ordre, 'nous pouvons

utiliser la série ( 3-2). Maig au préalable, il faut résoudre 1'équa~-

tlon (2.2) en aalculant la ;-répqnse percussionnelle du bruit (t).

Ia convolution pour le bruit blane U(t)est donnée par (voir
annexe 2 ):

UWE =2 u(t)8(tanTy) :% U(nT)d(t-nTe) (3-3)
De r me, 1a convolution pour un bruit X(t) sera:
X(E)= Ult)x h (L)

T
= { ut-z) hz) de (3-4)
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Comme nous nous intéressons 2 1l'intercorréletion entre la sors

tie et l'entrée , on asura :

@xu('ﬁ)z E[x(t)u(t..'cﬂ:E[x(ht)u(t}_] (3-5)

Pour distinguer les variables qui interviennent dans 2Cet W ,om

remplace dans 1'integrale (3-4) la variable T par Y} y41 wiendra:

. ‘
@xu(t)--E[J &(Q)u(t_q)u(t-z)dil

To -
=] AME[uc-u(e-t) dy

Les propriétés de bruit blanc donnent :

To
Rxn('o)a[ h () 6y 8(n-7) dy

T,

= Gﬁi () 8 (q-2)dy

=6y h ()

d'oh :

R, @)
Feunid

u

hi(z) = (3-6)

Par aiileurs , si on utilise les équations (2-37) et (3-5), on a

succesgsivement :

~1B(t+% AR
qu(ﬁ)zﬁa e‘fs( i )f EZP Aww4(t+‘5_u)E[u(u).u(tB dat

4 - o0
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v ApteT) (Y Lpa
Qzu(z)z%e“f * J ezpujmq(nz_u)S(ot-t)du
4

-4 p%

2 ;

=S e zl Avm 0T (3-7)
e

En identifiant les équations (3-6) et (3-7), on obtient la répon-
se percussionnelle d'un bruit de second ordre :

O

) P o '
g\(ﬁ) =_e 2 Am wy T (3-8)
Wy

La figure 10 donne la réponse percussionnelle de X dif-
férents points d'échantillonnage .

A b
} _ /ﬂ\ yaih > -
0 *_‘T: W w: i
|
Te =N, Te 5

PMgure 10 : Réponse percussionnelle de x (t)
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3.3-3 SINULATION SUR ORDINATEUR
D*UNE S3EQUENCE DE BRUIT H

On déduit de (3-2) et (3-8) que la solution de 1l'équation
(2-2) est du type :

. A BR-EATY .
x(t)-.—.z A**fe?-p( ‘ )Amw,,(t-im)_ (3-9)

4=0 Wy
A un instant donné t, le nombre de termes non nuls de cette série
es’ fini et ne dépasse pas le nombre d'échantillons Ny, émis pen-
dant T,, la mémoire du filtre ( avec No =To / T, ) .

Ainsi, quand 0 € t < T, ,1le nombre de termes qui interviennent
dans la série (3-9) est NN, (oW N =t / T, ). Cette situation
constitue le régime transitoire, c'est A dire le moment au cours
duquel le bruit de second ordre s'établit .

Lorsque t3To , la figure 11 montre que le nombre de termes
qui apportent une contribution non nulle demeure pratiquement égal

& No . Bn effet, & partir de T, le premier terme de la série (3-9)

b}

devient négligeable. Mais, c'est 4 cet instant que débute la ré-
ponse percussionnelle de 1'échantillon L, ( figure 11a). De méme,
a partir du temps T, + AT , la contribution des deux premiers ter-
mes de la série (3-9) est pratiquement nulle. Mais, aprés cet ins-
tant, il faut ajouter celle des échantillons N, et No+1 ( figure
11® ). En raisonnant par réccurence, on se retrouve devant une si-
tuation identique pour 1'échantillon I+ k .

Far consequent, si on veut reconstruire le bruit de second
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Figure 11- Principe de la reconstitution d'un bruit de 2nd ordre
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rordre X (L) & un jastant To+kAbL, i1 suffit de déterminer les ¥o
termes les plus significatifs de la série (3-9).

At =Ty, onaura

Xo=A,0lc) s Arh(t-aT)s.. . £ Ay B (t-No AT) (3-10)

Pour déterminer le bruit X () & d'autres instants (t>Te), il suf-
fit de feire & chaque fois une translstion dans 1'échelle des temps

Ainsi, pour le bruit X4 mesuré a l'instant T+ AT , l'origine
des temps des réponses percussionnelles sera prise a AT et il

viendra (d'aprés la figzure 11b):

I..q :Ag p‘(t)-!- Aa gg,(‘t—-AG).g... '+AN°+4 El'(t'"N"Az) (3—11)

De méme, le bruit X, gui se produit A 1'instant T,+2 AT

g'éerira

Xa=A h (04 Agh(toan)a LA R (E-N.AT) (3123

En raisonnant par réccurence, on trouve 1l'expression générale

suivante

Nﬂ
= o -.-.-Z Ao B(t_kaz) (3-13)

On obtient donc une séquence de bruit gaussien de second or-

dre {I.., gy doq 3 viv ¢ s yIomA } dont les €léments correspondent respec-
tivement aux valeurs discrdtes de temps t = To; To+AT; T+2A4%;...

Pour sa programmation, nous avons trouvé éxpérimentalement
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(u'il était nécessaire de produire 20 échantillons par mémoire
de Tiltre pour générer chaque élément de la séquence de bruit{xm}.

Leg coéfficients aléatoireaAh_mpeuvent étre dbbémnus 2 par-
tir de 1'instruction RND du microcalculateur HP 9826 , car cele
13-ci permet de produire des valeurs aléatoires positives et in-
fer.eures & 1'unité.

Pour dénérer des valeurs aléatoires algébriques quelconques , il
suffit de retrancher & cette instruction la valeur 0,5 , puis
mi1+-Tjer 1'ensemble par un coéfficient de pondération & conve-
nablement choisi. Ceci s'écrit dans le langage BLSIC:"(RRD—..BD*O&".

Tn & pris la valeur 0,5 pour pouvoir centrer autour d'elle
les ".uctuations engendrées par 1'instruction RND. D'autre part,
e~” "~ valeur correspond 2 un état équiprobable. Le coéfficient
est ajusté en fonction de la puissance de bruit.

Le programme permettant de générer la séquence de bru.it{xm}
a é+Z enchainé au programme de gain ( voir paragraphe 3-2 et lis-
tings de 1'annexe 3 ). Ceci nous permet d'utiliser des données
communes pour mettre ensuite en équation 1l'observation Z , puis
determiner la meilleure estimation ’)\( .

Tes 1ifférentes étapes qu'il faut ajouter au programme de
gain pour engendrer un brult gaussien de second ordre sont :
Phase C-{: produire des échantillons de hruit ( notés AL ) & l'ai-

L de de l'instruction ( RND-.,5 )*ol.

Tiase 9-2: calculer l'écart type § ( noté Sg ).
Phase 9-3: calculer la réponse percussionnelle ( notée R,) en

utilisant 1'équation ( 3-8 ) dans laquelle le paramdgre

72



% & été remplacé par le temps t -KRAZ, Pour faciliter la

programsation de cette équation, nous sommes pariis 4!

instant t = 2k AT. Puias, nous avons posé successivement
Ou=kAT 6, =5pkAT , y = Sun 0, et Z,-€
L'expression (3-8) devient :

=
|2¢(Li)::1_ e 'SJSQR ea:= Y2

Wi Wy

Phase S-4: calculer le bruit de second ordre ( noté Br ) & 1'aide

de la série (3-13).
Phase 9-5: calculer la puissance de bruit Br ( notde Si0 )
- Fin de programmation.

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires
au calcul de la meilleure estimation d'un signal S(t) perturbé

par un bruit de second ordre.

34 Cclcul de la meilleure estimation

dun signal perturbe par un bruit
~daussien de second ordre

considérons 1'équatioc (2-1) qui caractérise 1l'observation

d'un signal B(t) perturbé par un bruit B(t) . Pour évaluer les pa-

remétres A, et A, de ee signal, rous allons utiliser 1'équation

(2-55). Notreogét dli au fait que cette équation donne la meilleure

-

’ ; ! ] i1 0N
- 5 " . . -
P Ay 3 : B , défini au

parapravhe 2-4 par le systeme (2-56).
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Pour tester la méthode , nous partons , par exemple , d'un -
signal de reference S (%) dont nous *ixons 2 priori les paras -
mevres aux valeurs Ko =5 et Aor=10 (voir fig. 12b).Puis , nous
iﬁtroduisons ces données dens le microcalculateur pour y générer
" ce signal et le pcrturber par la séguence de dbruit {3C,“}.

Le niveau de bruit est ajusté de fagon voulue, en manipu-~

lant sur le codfTicient oi dans 1'instruction RTD.
L'observation ainsi obtenue est “iltrée de manidre a avoir

.l'estimation optimale §°(Pii).0'est & dire qu'on aura:

{': ' o Py
Z (kT)= O,(: %) =Aoy-kT + Aca {3-14)

Ta courbe 122 donne 1'estim? 5,,0n conatate que cellc-ei a
la méme allure qu> le signal test 3,(%).

De m8me, les Tigures 13 montre:t cette opération pour dif-
férentes valeurs de la puissance du bruit ainsi que de (30 -

Pour réaliser unz telle opération il est nécessaire .

-

d'ajouter & la suite de2s prograumes de ge'n et de bruit, les

étapes suivantes:

Phare 9-6:calculer 1l'estimé ég(h:t) 53 partir de 1'équation
- (2-65) en respertent 1'ordre suivant:
a/ introduire le:: valeurs fixées de Aoy et Aoy
b/ tracer l'chservaiion Z avant le filtreage.

e/ calculer succes: it ment:

~

y X=X

H . T=HM
7 - M =7

~

il

¥ .y
d/ Fin
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a/

b/

c/

d/

5.81+Br(t)

S e ¥ el TV | i, | e
tis)

Fig.14~ Pour: w,=6.28 P: 4 GB=2.73

84




Ze listing de l'ensemble des vnrogsrammes de gain, de bruit

d'estiwation optimale du signal est donné var 1'annexe 3.
les résultats numériques de notre filtre dérivateur sont

donnés nar les tableaux n2 1,2 et 3.Ils correspondent respectiv
ment aux valeurs numériques de gair, de bruit et d'estimstion
IOptimale §o(t), et se traduisent globalement par la courbe 4 des
figures 12 et 13.

Afin d'examiner les performances de la méthode , nous avons
égalenent étudié le cas ou le bruit est de niveau élevé. on con-
state que la méthdde demeure applicable méue si le niveau du

bruit est proche de celuil du’signal voir ultérieurement le cas
des figures 18,19 et 20).

3.5- Discussion des résultats obtenus

D'aprés les tableaux 3, on femarqus que l'algorithme con-

verge ranidement , et la meilleure estimé est établit , dans cer-

tains cas,aprés une dizaine d'ittérations seulement .

Afin d'apprécier 1'éfficacité de notre méthode, nous allons
chiffrer l'erreur quadratique moyenre de l'estimation . Pour celd,
il svffit d'ampliquer le théordme de 1'observateur optimal,pré-
senté dans 1'annexe-4 . Ce théoréme peruet d'évaluer cette erreur
1 1l'aide de la reluation suivante:

E[X 0w X (t)]: tmm[P(t).W(n]
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on P(%) est 1a matrice de covariance de 1l'erreur de l'estimati
et W(t) est 1z matrice de poudération .

Dans notre cas , on s'interesse surtout 3 la dérivé ke du
Signal, qui présente la pente des courbes b ou 4 sur les figur
12 et 13. Il est donc commode de choisir la matrice de prondéra

comme : (o)

(o)
Cezi permet é'avoir l'erreur quadratique moyenne sur A1

Le tableau suivant donne cette erreur pour les différents

cas envisagés sur les figures 12 et 13( Hyest le nombre d'it-

térations)
\ No
Fiqure 5 f0 20 30 59 100
. 12 .09261 F e kot 00114 . 00031 .00006 .00001
13 . 46601 .13%181 .02041 00630 .00139 .0001E

13" .40188 .15528 .03005 .01009 .00240 .00032

13" .66£8€0 18911 02933 .00903 .00290 .00025

Remarque: Ti on vent savoir 1l'erreur guadratique moyenne sur .-
toutes les composartes du vecteur d'état, il suif it de choisir
v comme'matrice jdentité( 1l2s éléuents diagonaux sont égals 2 1)
Nos résultata eéxpsrimentaux montrent que 1l'estimateur de
KALMAN permet de faire une bonne évaluation d'un signal perturbé

rar un bruit.
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7.48+ Br(t)

a/
39.88r So(t)
28.
b/ 18.
8.7
- e i-m-—-E@---l* +-—-+-~i~ -r--c-—--h-wn-—-—&
Z(t)
e/
S et S .._4..,--.“....“..,_..{.'.. B R e e e s S ST e
1. 2.3 S¢S bl
%(al
40.8%r Zo(t)
”I?
d/ . 20.4
18.2

8123 ‘"'f"ﬂ'-'i'wltvl-:ss-—i-“—bw--iw—ﬂ---é-!-’- -rmi--*--rg:l;sﬂ—-—-&-——:(-:-—g—I
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Fig.13"_ Peur: W, =2 B=2 6,.=3.2741
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APPLICATION AU FILTRE
DE BUTTERWORTH

’ ’ o, 7
41. Generalités

Cémme noue l'avions vu au chapitre 1 et 2 , KALMAN et BUCY
avaient considéré la classe articulidre des processus pouvant
8tre engendrés par _ue fonction forcée de bruit blanc ‘u(t)[ﬂ] .
la caractéristique essentielle du filtre @le KALMAN-BUCY est la
nature séquentielle de l'estimation; c¢'est & dire markovienne [1 7]-
Ceci implique pour un proceasus stationnaire de= GAUSS que la co-
variance soit de la forme Aéﬁlu [15]. Ce qui représente bien 1l'au-
tpcorrélation d'un spectre rationnel. Cependant, pour tout spec-
tre rationnel, il existe un filtre linéaire, délivrant en sortie
wm processus blanc et dont 1'inverse est égaiecment un filtre lin-
daire réalisable [1"51 .

Bn 8lectronicue, le filtre passe-bas 1dé€al est celui dont la
courbe de réponse est représentée par la figure 14 .Cette carao-
teristique donne la variation du carré de 1'impédance de trans-
fert réduite IZmlzen fonction dela pulsation réduite w [16, 19]
( c'est i dire Zz; et W =sont sans dimensions). Quand 0 § w¢ | 3
les signaux sont transmis sans pertes et pour { < w oo ,le sig=-

nal de sortie est nul quel que soit le rignal d'entrée.um tel

filtre n'est pas causal. Il n'est donc oas réalisable physique-
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ment. Cependant, il existe un filtre physiquement rdalisable dont
la caracteristique est proche de celle de la figure 14 . @elui-
=ci est le Tiltre de BUTTERWORTH &mt 12 fonction de transfert est
de la forme [16,1?] :

LAY -

1+ w2n =

Sa caractéristique est donnée par la figure 15 oour dif-
férentes valeurs de n. Elle est monotone décroissante et tend

VeTrs velle du filtre passe-bas iddal quand n augmente notablement.

4 Z ( z } © J2
2 dw), TiZa(gw
z,o..l hs--l (g
.5
1,0
1,0
0,5-. 0!5‘
n=1
n=2
E . . n=3
5 CHTRS T SR O  F B> T e - 5

Pigure 14~ Réponse d'un filtre Figure 15— Filtre de HIITERHORTH

e ————————

passe~bas idéal pour des valeurs n

( W est une variable différentes.
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ment. Cependant, il existe un filtre rhysiquement réalisable dont
la caracteristique est proche de celle de la figure 14 . Gelui-
=ci est lw T1ltre de BUTTERWORTE &mt 12 fonction de transfert est
de la forme [16,19] s

Izn ’z = 1 (4-,)

’t.l_wzn

Sa caractéristique est donnée par la figure 15 pour dif-
férentes valeurs de n. BElle est monotone décroissante et tend

Vers velte du filtre passe-bas idéal guand n augnente notablement.

. 2
f § - Ja
|23‘ (d w)' } iz'.u(d"’i
2’0 + . 1’ 5 -
145 |
; 1,0
1,0
0 o e
0,5 l ? 5 1
n=1
n=2
3 A A b n=3_-—_
0 0,5 1 1,5 w 0 0,5 1 155 w
Figure 14— Réponse d'un filtre Flgure 15— Filtre de BIH'I‘ERHORTH
passe-bas idéal pour des valeurs n
( W est une variable différentes.
réduite ).
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Le filtre de BUTTERWORTH est trés utilisé en télécommunica~

tions surtout quand il s'agit de transmettre des signaux dans
une large gamme de fréquences avec un bon rapport signal sur
bruit ( comme c'est le cas en télévision). D'autre part, la
formilation mathématique de ce filtre est relativement simple.
Avant de voir comment lui appliquer le filtrage de KALMAN,

examinons les propriétés de ce filtre.

42.Propriétés du filtre
de BUTTERWORTH

Considérons la fonction de transfert d'un filtre du type:

(4-2)

2, off - sttt i
2l = 4 A d 4 d 2n
1+ ’_w e 403 EYERE 2 an

Par hypothése, cette fonction est analytique & 1l'origine.
On peut donc la développer en série de MaAC LAURIN. Il vient
aprés calcul:

I Z,, |1‘-='~ Co { L4(Camda) Wi [(Cy-dg)-dy(Camdy) .. } (4-3)

Remarquons que les coefficients non nuls de cette série

résultent du calcul des dérivdes d'ordre pair de la fonction
( 4-2 ) ( les dérivées d'ordre impair étant toutes nulles

au voisinage de l'origine). Pour que la fonction de transfert
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( 4.2) pulsse se comporter comme celle du filtre Passe-bas
ideal de 1a figure ﬁ?}a' » 11 faudrait que sa caractéristique
soit aussi plate que possible au Voisinage de 1l'origine. Ceci
impose que €, =1 rm<N et que les termes de 1a série (4-3)

qui résultent de 1a dérivation successive de lz.“ |:' ,80ient
négligeables au voisinage de 1'origine. En particulier, on

peut annuler succéssivement les coéfficients qui interviennent
dans chacun=de ces termes de facon que la fonctionlzmlzdevient

pratiquement constante. Dans ce cas, on aurs:

CQ‘H& dzm*z =o
c’4 =d4 dﬂ.M-}G':o (4-4)
sz=d1m dzn-z =0
La série (4 - 3 ) s'écrira:
2
lZzll = 1+ R(wZN) . ('4""5)
et la fogction de transfert ( 4-2 ) deviendra:
1Z, P24 Ca?s Cawey o ycyppwim (4-6)
t+ClLwis Cowt 4. 4Copwim danw?n
L'expression ( 4 - ¢ ) peut se mettre sous la forme:
2
VA 1 (4-7)
1- + An(uh
avec
Zn
w
An(w2) = dan (4-8)

1+C1w2+ Cow4 . ..+szw’-'"

Ainsi un ajustement approprié des coéfficients Capy ot

day conduit 3 une fonction de transfert quj présente un gppig.

tissemggt maximum de sa camctéristique au voisinage de
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1'origine. La courbe de réponse est alors horizontale dans la

bande bassante du filtre quand les conditions (4-4) sont satis-
faites, c'est & dire quand les (2n..1) premidres dérivées de[Z,_‘I"
sont nulles.

S1 tous les zéros de la fonction de transfert sont rejetés

& 1'infini, on aura approximativement:

2
Ly ~ L (4-9)
12 ;) 1o T

Au vcisinage de la fréquence de coupure F( c'est A dire,
pour w=14), on obtient une fonction de transfert qui donne la
mi-Puissanc 'maximale % condition que d2n=1 » Ce cas est celui
d'un filtrc passe-bas décrit par la fonction de transfert (4-1)
du filtre (e BUTTERWORTH.

Le filtre de BUTTERWORTH est donc un filtre optimal puis-
que sa courbe de réponse est horizontale dans la bande passante
En outre, colle-ci est d'autant plus applatie que 1'indice
est grand (ce Jui revient 2 augmenter le nombre d'éléments en-
trant dans 1= réalisation du filtre).

La fonction de transfert (4-1) peut-&tre décomposée en
polyndmes de BUTTERWORTH Bn qui sont en fait des polynomes de
HURWITZ dens lesguels on a posé Sv;‘jw [197 . 11 vient:

1_ . . S (4-10)
Ly w2t B,(8).Bu(-9)

Les p8les de cette fonction s'obtiennent en rendant le dé.

nouinateur égal i zéro. Clest & dire en faisant:
an
S| (4-11)
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D'olr les pbles de la Tonection (4-10):

a(zk—i}IL

S} - € n 2 pour n pair (4-12)-
4 2k T

'Sk = 83 n 2 pour n impair (4-13)

ou, en regroupant ces deux expresgsions:

3(29+1+h!
S =€ 2n - (4-14)

2Vl

avec V= 0,1,2,...,2n-1
Dans le plan complexe, ces pdles sont distribués le long d'un
cercle unité et chaque pdle appartient i un axe de symétrie d'ordre

k . & titre d'exemple, la figure 16 donne la position des p8las Hde
la fonction de BUTTERWORTH F(s) = }3;1 (8) pour n = 2 .

Figure 16~ Position des pSles de la fonction
de BUTTERWORTH F(s)= BZ'(s).
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Remarcguons que tous les pdles de F(s) (c'est & dire les zéros
de Bn(s)) se ftrouvent dans le demi-plan de gauche (ce qui corres-
pond & un Tiltre stable [20']} et gque ceux de F(-s) appartiennent
au domi-plan de droite .

On déduit de la relation (4-14) la forme trigonométrique qui

donne les zéros de B,(s) dans le demi~-plan de gauche:

Spp.r=-Aim %11 +4 Cos .(_2_%1)1[ (4-15)

v 2 Q v= 0,1 ,2,.-0,11‘_1

Quand on explicite le polyndme Bn(s), la fonction de BUTTER-
WODTH s'éerit

Fls) =— 1 (4-16)
14.045+0162.s....+an5n

Les coéfficients a, 2% les zéros du polyndme Bn(s) ont été
tabulis. Les tables 4 et 5 dounent ces paramdtres jusqu'i 1'ordre

10 [19}( 1a pulsation (3 étant ncrmalisée & 1'unité quand on est i

mi-puigsance maximale).

Pour calculer les cnéfficients &. , on exprine le polyn8me de

BUTTERVORTH en fonctiion de ses zéros. Soit:

=4 )
Bn(s)= E_a,,s" W(s T ) G-

Pour s= 0, cn trouve que a,= 1.

Le produit (4-%7) peut s'dcrire :
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ne=1

1'!=2

n= 3

ne=4

n=959

n=6

n="17T

n=28

n=9

n= 10

~1.0000000

-C.7071068
+40.707106

~1.0000000

~0.5u00000
+30.866025

~0.382683%4
+30.923879
~0,9238879
+30.382683

-1.,0000000

~0.3%090170
ij0.951056
~0,8090170
+J0.587785

-0.2588190
+30.965925
-0,7071068
+30.707106
~0,9659258
+30.258819

~1.0000000

-0,2225209
+30.974927
-0,623%4898
+30,781831
-0,9009689
+j0.4%3883

-0.19506903
+30,980785
-0.5555702
+30.831469
~0.8314696
+30.555570
-0.9807853
+30.195090

-1.0000C00

-0,173%6482
+30.984807
—0.5000000
+30.866025
~0.7660442
+10,642757
-0.9396926
+30. 742020

-0.156434
+30.987688
-0.453990
+40.89100
~0,707106
+30.70710
~0,891006
+30.457990
-0.987688
+30.156434

Table 5- Les coéfficients du polyndme de BUTTERWORTH Bn=“n+ an~13n_1+"'+ 3252+ ay S+

e

o

s

g

87

&g

29

A I « IR B o A TR A . B

-
o

1.41421%6
1.4142136
2 ,0000000
26131259
3,7360680
2,8637033
4.49%9592
5.1258309
5.7587705

6.39245%2

2,0000000
3.4142136
542360680
7.4641016
10.0978347
1341370712
16.5817187

FO.431?291

2.6131259
5.2310680
9.1416202
14.5917939
P1,8461510
31.1634375

P2.8020611

2,2%60680
7.4641016
14.5917939
25.6883559
41.9863%857

64 .8823963

3.8637033
10.0978%47
21.8461510]
41.9863857
T4 .2334292

444939592
13.1370712
31.1634375
64 .8823963

5.1258309
16.5817187
42 ,8020611

5.7587705
20.4317291

643924532

N

-
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(N+4)70 (
et % n l— Waden )T
Bttt L s, e am (4-18)
aM y=1
S.e
Posons dans (4-18), P = V_4 . On aura :
 (n 42 )T
i~ (29 4 3.0)T
EB(s)ﬁJ3 l TT [b ot” I ] (4-19)
" "5 a(?m-m} pzo '
€
ou :
-ﬁ n-1 . ;
—— (20 +1+ )T
Bals)=2= 36 i W[s_ea%ea T ] (4-20)
el 2n 7 |
S+3

Quand on met Exp(j_‘-}-) en factewr, n termes de ce type peuven

8tre mise en dehors du produit et la multiplication de ces n fac~

teurs donne Bxp(jmN )= -1. D'ol :

111_ n-4 2 v
edZn i 20444
f’___d____ B [se"“._ea ]

B,.(s) =~ n (4-21)
5+J eﬂ TR
En comparant (4-17) et (4-21), on trouve :
.4l ,
S ea"‘" = JI.
By (s) = 274 .m Bn(se 3”) (4-22)
5-&-3@&'Eﬁ
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(5+}E’%‘) L ae‘ HZ L S¢=0 (4-23)

‘.b_

Bn identifiant terme % terme, on trouve une relation de réc-

curence entre les coéfficients ay et a, K4 So0it :

ff 3'2 é(2k+1 )
n n -
G+ 3 € Qg + € ak"d e MOy =0 (424}

ou :
Qg Cos(kT/2n)

= (4-25)
A Av (e s )T

avec k= 0,1,2,...,n. Cette relation permet de calculer les coéf-

ficients &y, sachant que ao= 1.

43. Realisation d’un filtre
dérivateur de Bulterworth

Considérons un processus de bruit dont la densité spectrale

est proportionnelle & 1'inverse d°'un polyn8me de BUTTERWORTH.
On aura[157] :

5, (f,n)= 2nP  Awm(ii/2n)
R 44 (a/k)*"

(4-26)
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qul est de la forme

Sy (w,n) = —2n (4-27)

avee : W = _Q./k! .
3 P=S% est la puissance de bruit (correspondant X la moyenne quad-
ratique) et C, est un coéfficient de gain ajustable.

Ia figure 17 donne la loi de variation de S en fonction de w

ngm:n)

A P/k

2.0

Figure 17~ Spectre de bruit en fonction de W et n
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Pour n=1%1 , nous sommes en présence d'un aspectre 3 pble
singulier. Ia pulsation de coupure est QL=k( en rad/,a) et la
pente de la courbe est de €& dB foctave au deld de ce point.

Quand ny 4 , 12 pulsation de coupure demeure la mlme.

Mais, la pente de la courbe est plus abrupte car elle est supé-
.riaure A 6dB/octave.

51 N e, on obtient un spectre de forme recténgulaire
( d'amplitude meximale P/ k et de largeur de bande k ).

L'équation ( 4 - 27 ) ou ( 4 = 2 ) peut-8tre formulée en
termes de variables d'état. Pour celae, développons S, sous forme

d'une équation differentielle qui est :

N (e)eay_ X" k) 4 o w QX (k) =bou(t) (4-28)

ol les coéfficientr Qy sont donnés par le tableau ng 5.

Les composantzs du vecteur d'état que nous avons choisies, momt:

-

X (). X(t)

Ytz X (k) =X (t)

......................... " (4-29)
X(0=x""(6) = X ,_, (E)

. € o (e=1)

X p(t)=2 (tJ-.:_;ak,x (£) 4 bou (L)

t
{
ipAs

Q. X (B +boult)

Le vecteur d'état X sera donc une matrice colonne dont les

é1éments sont donnés par (4-29). Il en résulte que le systeme(4-29)
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peut se metire spus 1la forme matricielle suivante :

ég.if_t_’.d(t):l-'.x(tue.u(t) (4-30)
2 [o 4 O--=------0
: A :
. : A M N !
avec: G= P | ot F:': : b Y.l 0' (4=31)
E hogl S |
b, -G, -0 -“z--—--"---*“ﬂ-_lj

Dans le cas d'un bruit de second ordre , on & n=2 et 1l'équa~
tion (4-30) ‘devient :

X (£) 4 Qa3 () 4 @02 (L) =boutt)

On .re*brouve 1'équation (2-2) du paragraphe (2-1) dans laguel-

le Wy =a, , P =sa, et b= 1. Le tableau n2 5 donne :
= a4= 1,444
= a_= 1,000

(4-33)

En appliquant le programme décrit &3 ciapitre 3, nous obte-
pons 1l'estimation d'un signal linéaire S(%) p~rturbé par un bruit
~de second ordre C'est & dire le filtrage de son abservation
par un filtre de BUTTERWORTH de 2° ordre . Ies résultats obtenus
sont donnés sous forme de valeursnumériques | tablean t-% . %_h et
3-b)qui se traduisent per les Tigures 18,19 et 20
Ceux-ci nous permettant de wérifier i uouveau que le filtre d
EKALVAY est un estimateur optimal et que 1o méthode est bien adapié
& la mige au point de filtres de BUTTIRVOTTR. En effet, 1l'écart en
Moyenne guadratique entre les @eux court2s est de 1l'ordre de .028

% la 100i%Me {ttération
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CONCLUSION

la méthode ainsi mise au point pour detecter un signal noyé

dars un bruit est &7ficace dans la nesure ol elle donne des ré-
éultatﬂ assez satisfaisants

&Zn effet, pour trouver de bonnes conditions de 1l'algorithme
de KALIAN, nous sommes partis d'une situation ol la covariance du
bruit était & la réception plus faible que celle du signal.Bn app-
liquant au signal observé un filtre dérivateur de type KALMAN,on
obtient une erreur guadratique moyenne sur la dérivé du sigral
de 1'ordre de 1072

Bn particulier , nous avons voulu tester les nerformances
du filtre dérivateur en considérant le cas oh le niveau du bruit
4 la réception est de 1l'ordre de celui du signal.On trouve que
1'erreur éur le coéfficient pente est de 1l'ordre de 10”3.0901
montre que la méthode est valable: méme dans ce cas et verifie
le fait que le filtre de KALIAN-BUCY est un estimateur optimal,

Hotons que ces risultats n'ont pu &tre of)tenwxs gnue grice i
un choix judicieux des conditons d'initialisation de l'algorithme
de KALMAN.La taille mémoire nécessaire et le temps de celcul sur
ordinateur sont alors considérsblement réduits, et l'algorithme
converge vers la meilleure estimation aprés quelques ittérations
dans la plupart des cuas .

Les difficultés nuinériques ainsi que les erreurs de moddle

sont des causes de la divergence du filtre de ¥ALMAN, cer dans
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le carsctdre positif gemi définé des matrices de covariance n'esy
P28 préservd
Pour éviter oy éliminer cette divergence, différentes solu-

tions ont ¢4 cnvisagées dans 1g 1ittérature{éf]. Mais,dans notre
'cas, nous n'avons jamais rencontré une telle situation, 88ns doute
g®ice au bon cheix de nog conditdéons d'initialisation.

: Un certain nombre d'applicationsg dy filtre dérivaﬁéhr Peu~
vent é&tre envisagées dang le future. Elles portent sur la supp-

ression de.parasites, 1'anmélioration du rapport Signal sur bruit,

drait traduire mtre réalisation sous forme d'un zystime éléctro-
nigue dont on aurs 3 définir le schéma détailild e+ les éléments
constitutife.C'est 3 cetie question Que nous avons pensd loraque,
dans le chapitre 4,noda nous Sommes interesads any filtre de
BUTTERWORT},

Au cours de noire ¢tude, nous avions pris un signalf&efré;w
Pérence lindaire pour mettre au point le filtre dérivateur. I3

reste maintenant A examiner Jle gyetéme A un signal-test non lim
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ANNEXE_1

THEOREMES FONDAMENTAUX
DE L'ESTIMATION DANS
LES SYSTEMES DISCRETS

1-Note preliminaire

Maintenant nous allons énoncer,sans démonstratiom, un cer—
tain nombre de théorémes dont les résultats sont utiles  pour
notre travail.

Le lecteur interessé par les développements théoriques ayant
permis d'établir ces théordmes peut consulter 1l'excellent ouvrage
de J.3. MEDITCH portant sur l'estimation linéaire optimale des

processus stochastiques [10] ’

2-Thé0|ﬂé Ime n?:1:

Considérons la fonction de répartition gqui donne la probabi-

1ité conditionnelle d'avoir 1'état X(k)sachant que les mesures Z(4),

Z(Z),...,Z(g)ont été effectuées . Elle s'derit :
FIS1Z700]= PIx (k)< § 127(8)]

T,
§ est un vecteur de dimension n et Z (J) est le vecteur transpo-

sé du vecteur 7 .

17



ENONCE DU THEOREME 2

fonctlon [X(M& )J geil un? fonction de pertes admissibles et si
1s¥de répartition T'[g \Z (d)] est symétrique par rapport & sa

moyenne- ? et convexe pour tout § g§ , alors Ll'estimation optis

male sera :

X (ki§)=E [x()|Z'(D]

—

Rappelons gque la fonction F est symétrique par rapport & sa

' moyenne f , 8i elle satisfait & la relation suivante:

FI5-S 127 @) =t-FI§-51Z (] v§ -

De méme , on dit qu'elle est convexe pour tout vecteur§$§

si on & :

FIF (- T 12T FITIZ (0] -NFIE1ZG].

4 2 =

quels gue soient les vecteurs ﬁ ,‘{ g:_...f

Remarque: les cxpogants { et 2 indiquent qu'on a affaire a deux
vecteurs différents.

COROLLAIRTE n2 1.1

Si L[’i(k!d)] est une fonction de pertes admissibles et si
les séquences{}{(k);keU }et{Z(i)gi,:‘h?-,---,j} sont des gaus-

siennes 4 temps discret , l'estimation optimale sera

R (kld)=E[x ]2 (1]

3. Théoreme ne2

18



Si la fonction de pertes admissibles L[i(kla)] est égale A
1'erreur gquadratique A)?.T(kld)‘)w((ki‘j), 1l'estimation optimale sera:

(klgy=E[X|ZT()]

Dans ce cas , la mesure de performance donnera 1l'erreur qua-

dratique moyenne qui est :

J[X(k]g)]= E[XTCld). X(ki)]
En effet , la quantité E[%T(kld)g‘((kldﬂst la valeur moyenne

du carré du module du vecteur erreur.

4_Théoreme nz3

3i les deux premiers moments des processus stochastiques

{X(k)j lt&U} at{Z({‘)s o7 A ,,('j }son‘c connus, l'estimation optima

male pour toute fonction de pertes admissibles sera l'estimation

L3

linéaire d'expression:
A . o | s
%(kld)} =X (k)4 B 7. Pra (Z-27)

E&ZT et F;,:; il sont des matrices de covariance non singuliéres et

de dimension 3.mxa_m . C'est & dire que :
P =E[(XTX")(Z-Z7)"]
5 T 5T\T
B =E L(Z-ZN(Z-7)]
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5i les processus stochastigues de mesure et d'état ont chae

cun une valeur moyenne nulle , le résultat du théorime ndj Geviemt

A : =5 |
X(kl§y= 1 Pryr. 27

Xz

Cette estimation possdde les propridtés importantes suivantes

a/ i(kl&) est lindaire. C'est & dire que c'est une combinaison lin-
éaire des mesures disponibles .

A . ~t . .

b/ X (kld)et X (klj)sont des vecteurs gaussiens de dimension n.
~ .

e/ X(kl&)est independanteide tout® combinaison linéaire des

mesures disponibles. Il en résulte que cette erreur ne dépend pas

A .
de 1l'estimation X(HJ). C'est & dire que :

E[%(k4)-X(k))=0 4

d/ 1'estimation optimale ?((kld) eat unique.

5.Théoréme n=4

S84, pour des mesures données de 3 =0,1,+.., 1le filtre optimsl
;((a“)et la matrice de covariance P(éu) de 1'erreur de filtrage
":z(jlj)sont connues , les paramétres de filtrage peuvent &ire
déduits de régles ( valables gquel gue soit k ) qui sont :

a/ la prédiction optimale Q(Mj) est donnée, pour toute fonction

de pertes admissibles , par la relaiion:
A . _ . A
X(kl§)= Pk, §).X(d14).

b/ le processus Stochaatique{i(km)',k-.-.é.d,j.ﬂ,,..} est une séquen-

ce de GAUSS-MARKOV & moyenne nulle et sa matrice de covarian-
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ce s'éderit :
PCeld) = Dk, §).Pa13) T (k,d)

ke
s Glo ) MELLDQENT(, 1)k, )

t=a+1
Remarques:

{- Rappelons que d) ,[" et @ sont respectivenent les matrices de

transition d'état , de transition de pmrturvation et de co-

variance de::la verturbatuin .

2-L'expression de P( klj) peut se mettre sous une autre forme. Cei~

le-ci est :

PCl3) = bk, ket)PChet]§) ST, ket)
Tk, k- 1) Q) P T (ks let)

COROLLAIRE n2 4.1

A
3i le filtre optimal X(k|klet la matriee de covariance p(k“:)
de 1l'erreur de filtmgei(k[é)sont connues pour des valeurs don-

nées k = Q140 voy alora @

a/ la prédiction optimale ( variant pas & pas ) sera donnée pomr

toute fonction de pertes admissibles par :

X(ksl|k)= & (kat, k). (k| k)

b/ le processus stcchaatique{i(hﬁ]h);l.: O, }sera une séquence
de GAUSS-MARKOV 2 moyenne nulle et sa matrice de covariance

s'éerira :
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Ple1]k)= & (kat, k)P(kik) DTt k) 4 (knt, k) Q) M (ke st k)
6_Théoreme n:5

Soit Z , un vecteur de mesure,H,la matrice de mesure YR

la matrice de covariance de l'erreur de mesure etK, le gaim de

filtrage .

A
a/ le filtre pptimal X (k41|kst) peut &tre représenté par 1la rela-

tion de réccurence:

X (kat ks t) = P (hsd, k)X (ki)
+ K (ke 1)[Z (s 1)-Hka 1) Dk, k)X el ke)]

A
quel que soitk= 0,1,..., et & condition que X(ojo)=0
b/ le gain k(k-};)est une matrice nxm définie, quel que soit k= o,

1,..., par lea relations ci-aprés:

| .
K (ke 1) =Plleat |l )H (ks 1) Hk 1) (ot k) HT(les 1) 4R (ket)]
Plhet]k)= Dlat, k)Plk]l) DTt k) 47k s1, o) QCle+1) I kst ke)

Ploatleat) = TT- K (ka0 ) HClea )] P (lest [ k)

ot 1 est la matrice identité de dimension nxn, et les cond#
tions initiales étant fixdes par :P(0]0)=P(0).

e/ le processus stochaatique{ﬁi (k+1 ]k.;i);k.—.nﬂ,.} est une séquence
de GAUSS-MARKOV 2 mewysmne nulle , et sa matrice de covariance

est P(ket]lkat).

122




ANNEXE_2

RAPPEL DES PROPRIETES
DE LA FONCTION DE DIFAC

1_Fonction de DIRAC

Ia fonction de DIRAC ( ou fonction Delta ) 2st définie par[u];
S(t..ot)zo pour tout t # & (hy-1)

telle que 50 _
f S(t-ot) =1 (4,-2)

Une autre définition de la fonction de DIRAC est:

Bitie Lom %[u(t,,%)_u(ths%)]

a—->0

= fou 2w - ute-a)

= b Alultia)-u®] @

aA—>»0

o u(t-@a ) est la fonction échelon-unité définie dar !

l Iri gi t?)a
U(t_a)-.:t (Ap-4)

Qo si t <a
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S (t) A L)

N o ! '
= t T Y 5 >t

Figure (1 ~Ay)

Scit Q){t') une fonction de test. Par exemple , elle reut &tre
de la forme :

?\&
'¢ e S [ Y
(t) = -
o [kl <A

A chaque valeur de ) , i1 corseapesd une fonction de test d)(tj

donnée , L'ﬂmmhla dem fonctiona de test ¢(t)( avec Re]R)fom
l'espace des fonctionm de test .,

Une fonctionnelle linéaire est définie dans un espace de
fonctions de test par :

F[¢]-..-.j S(t)(eydt

une fonction symbolique . Cette
fait aux relations suivantes :

FI9+4,]=F[4].F[4]
(4, g)
Flké]= KF[] |

(4,-5)

fonctionnglla Batig-

ol S(t) est
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La fonctiznlg(t)et ses dérivées psuvent étre considérées com-
me des fonctions symboliques et &tre substitudes 3 S(t) dans 1l'in~)

tegrale (AZ-E). I1 en découle alors un certain nombre de proprié-

tés de la fonction Delta .

a/
_d
b/ “ |
J S(t-ko)d)(t)dt ::(b“:n) ' (‘2_3)

Cette propriété est la plus importante. Blle signifie que S(t)
prend la valeur de la fanction (b 4 1'instant to ot d(t) est app-
-Riquée.

¢/ Parité de la fonction de Dirac et de ses dérivées:

S(h)(t)-_-(.J )" SN ) (A,-9)

c'est & dire les Delta d'ordre impair sont des fonctions im~

4

palres et cellesd'ordre pair sont des fonctions paires.

a/ + 20
[8(")(t)¢(t)dt=(~1‘)"¢(")(l')Lzo-—-(-““¢(")(°) (A5-10)

e/ Fonction J d'une fonction F :

__S(k-t.) e
8[£(t)] _li(“(to)\ (Aa-11)

oﬁ.g(&)est une fonction moneédtome et nulle & l'origine.
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Notons que si?(t) est une fonction discr2te du temps , nous

aurons

Sl—_{?(t)-j z bg((l:)(to))l | (Ap-12)

£/ Multiplication de 9(F) d'ordre quelconque par ane autre fonction

continue dont la dérivée premisre est continue :
n
S(t).f(t):%o(,i) L. {8 (® (8-13)

n P
ou (:m est la combinaison de n objets parmi m objets .

2. A’pplicofions des fonctions d

EXEMPLE 1 : Considérons une onde e(t) qui est /chantillonnée

périodiquement par un interrupteur ( figure 2~y ).

Ae(t) Pex(t)
Echantil-
s lonneur I l
e%lgeeeceananns 'Te 0T ZT . . Wt

F'!.Fura (2"‘A2 )

L'équation de l'onde échantillonnée e*{t) peut s'écrire :

() =2 e®8 (t-nT,) (Ap-14)
ou oo
e*(t) :Zﬂe(n'Te) > (t_nTe) (Ap~15)
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A T, est la durée qui sépare deux échantillons successifs .
e*(t) est obtenue en modulant en amplitude 1'impulsion de Dirac
par l'onde e(t). La relation (Az—TﬁJ est trés utile:peur l'ana-
lyse des systémes échantillonnés .

EXEMPLE 2 : Soit une tension »(t) appliquée & un circuit RC , et
surmogons que les conditions initiales soient nulles. D'aprés la
*igure (3-&2) , on a

‘(’r{ﬂ R-_:'l.ﬁ.

S(t):k{(t).‘_-%—f‘ut)dt
ou, en dérivant : V&_S(t) c IF

diw |, 4 jey=180) o T
dt  RrC R
c'est a dire que Figure (3—A2)
d‘L{t) : 1 t)':. b“‘“) t 3

On peut résoudre c:ci e équation , en faisant un raisonnement
physique . En effet , Jorsqu'une impulsion est appligquée au mo-
ment t = 0, on peut lire de fagon générale que la réponse

sera aussi une impuvlsion. Mais pour t<0 , la capacité C se chanr-
ge conmnme e~ " ( gui est solution de la partie homogtne de 1'égqua-
tion differentiel’z ). Cherchons donc une solution générale du

type:

L AU € 5y B BCE)

281t p5 04 pon= 59 (1)

(2 BY () +(p-1) 3 (B) =0 -
A27

ou “ien:



car: S(E)étzg(“ . D'oli: 0(:-_@.:_. i
ot Ly =-ut)ety Soe) (hp-17)

3- La convolution

Nous avons vu precedemment que si une fonction €(t) peuvait
&tre échantillonnde périodiquement selon la période Te , on
pouvait 1l'exprimer mathématicuement par la série (A,-15).

Cette série est valable pour une fonction qui débute A

1'{nstant t = o,

Si e(t) est une fonction du temps , définie sur 1'in-
termlle [_Qa o c,c,] y 8loPs n variera de —~00 QA 4 0O .

Wuand Te  devient tr2s petite ( T, __ dt) , la sé.
rie (A,-15)s'écrit:

420

e(t) = 2= @ (ndD) Bt nde)

(£5-18)

S

c'est & dire: o S(E-_hdt) |
e(t):j e(®)d(t-5)de (42-19)

Notons que 1'application de la propriété (A,-8) des fon-

ctions Delta permet de résoudre facilement cette intégrale.

4_ Réponse percussionnelle

Soit un circuit linéatre dont les paramétres sont indépen-
dants du temps. Ce circuit peut-8tre, par exemple, un circuit
résonant dont les paramdtres sont R, L, et C. Appliquons une
tension 'S(t) & 1'entrée du eircuit. Bxpérimentalement, une

telle tension se traduit par wne impulsion d'amplitude trés
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élevée et de trés courte durée (l'aire limitée par cette ten-
sion et 1'axe des absisses étant de valeur finie).

Le signal observé & la sortie du circuit est ce qu'on ap-
pelle la réponse percussionnelle hlt).

5i on injecte maintenant une fonetion quelconque du temps
le problime est d'en déduire la réponse du circuit & ce signal.

Les équations (A,-15) et ( Ax~19 ) montrent que n'importe
quel signal d'entrée peut-&tre décomposé en une multitude de
fonctions Delta convenablement pondérées.

La réponse d'un circuit liréaire invariant dans le temps &
une fonction {(tw® ) est la réponse impulsionnelle Pt(l:_'C)
Dans le cas d'un signal quelcongue €(t) , 1la réponse
du circuit s'obtiendra en multipliant &(J;__Z) par la quanti-

té €(T) , puis en intégrant sur 1'échelle du temps. D'ou:
+ 00 '

y(t) =E e(z)h(t-7)de (A=20)

- 00

Bxpérimentalement, le signal d'entrde est appliqué & par-
tirde t > 0 et 12 mesure de Y (t) esd affectée pendant un
temps ®d#ix:On a donc px(t) =0 pour £t <0.DOu:

b
Y(t) -—-f e(e) b (t-t)dg (Ay-21)

Par définition, (A, .20) est appelée intégrnle de super-
position et (A, _21) représente 1'intégrale de convolution
[42,1%].

Physiquement, cela signifie que si on connait la réponse

impulsionnelle d'un systéme linéaire invariant dans le temps,
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on peut trouver n'impoerte quel signal d'entrée a l'aide de 1l'é~-

quation (A, - 24).

Exemple: ILa réponse impulsionnelle d'un circuit R C simple est
donnée par e"" . Appliquons & l'entrée une fonction

dchelon-unité. On aura:

t
.g(t)-.:-f ue) h (t-7)de

t
-(t-T)
'.:J u(z)e do

o

soit : _t
3“:) =1-€

L'expression de 3(!:) ainsi obtenue est le résultat bien
connu de la charge de la capacité C pour un échelon-unité.

Bn général, si on a deux fonction ﬁ(t) et _{;[t) .

la convolution sera définie par:

HCPEAD =fw{j(t).£(t_z) dt (h,-22)

- 00
Si )& et )Fz sont connues analytiquement, on peut trou-

ver la convolution par des méthodes analytiques, Si cependant

elles sont données graphiquement, cette intégrale peut-&tre
calculée graphiquement.

5. Théoréme d‘échantillonnage

Sous certuines conditions, un signal continu peut-é&tre

représenté en fonction de ses ordonnées prises & des instants
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discrets appeliées échantillons.
Si la plus haute fréquence du gpectre d'un signal e (t)
est FB » on peut énoncer le théordme de la fagon suivante:
s signal @(t) est déterminé d'une mani®re unigue si on con-
nait ses ordomnées @ (n/2f), ok n € (. o0, c0) (Migure (4-by))
On appelle échantillonnage le produit:

elt)=e(t)y ET(t) (Ay-23)

o1 ‘ST({-) @8t la fonction Delta périodique ".

Considérons la fonction périodique ET{t] de la figure
(5..;5,2),cet‘l:e fonction résulte du filtrage de B.r(l:) par un
filtre dont la réponse percussionnelle est 2., f(t) « ( Rappelons
que TLT ). ‘EL .!g s'appelle la réponse percussionnelle du
filtre de Farme.

L'expression d'un signal échantillonné pour la fonction

périodique rectangulaire ET(t) se déduit du diagramme de la
figure (6-1,).

e"’(t):{ [% e(N3(A-ng)| ﬂ;(t:})d?\

:%e(nz)ﬂf(t_nt) (aye24)

Ceci représente bvien une suiie réguliére d'impulsions modu~

lées en amplitude.
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b e(t)
e—zl‘—%)
0 3 >t
3E 2F,

Figure (4-Ap): Signal continu representé par ses
ordonnées prises A des instants discrets

}EL(E)

o=

b J
P

Figure (5-8,): Fonction périodique résultant du
filtrage de

e(t) '
S| Ry 2
T ¥
O (k)

Figure (6~A,): Filtre de FARME et sa réponse
percussionnelle.
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ANNEXE_3

LISTING DU PROGRAMME
DU FILTRE -DERIVATEUR
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ANNEXE .4

THEQREME
DE L OBSERVATEUR OPTIMAL

Considérons le systdme suivant :

X (t) =F IR (L) 4 GrE) ult) + W, (t)
| (&,-1)
Z{)=HEIX(t) + W, (t)

- avec t 3t,.
X{t) est 1'état du systime (de dimensions n), Z(t) correspond i se
mesure (de dimension m), #(t) est la matrice de gain d'état (ﬁxn:
G(t) matrice (nxr), u(t) est un vecteur de contrble (de dimensior
nj, W, (t)est le vecteur de perturbation (de dimensions p) 5. Wao(t)
représente le vecteur erreur de mesure {de dimensions m) et H(%)
est 1z matrice de mesure (m¥n).

“e systéme ('éguation {.“.4-1) eat équivalent au modéle de GAUE
MARKOV &4 temps discret (1-14) et (1~-15). Ie matrice[w1 v T]con-

<
stitue un processus de bruit blanc dont la matrice intemsité est :

ViV i2
T *
Vi %

avec t »to et V1= E['v:".l.w,!"‘-] =Q et Vz:: E [‘w’z.‘..{zT]z R -
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Rappelons que Q est la matrice de covariance de perturbatio

et que R est la matrice de covariance de l'erreur de mesure.

Par hypothdse, 1'état initial X(t,) est non corrélé avec W,

et W,. En outre, il est caracterisé par :

ELX(t,)] =X, (44-2)
“ Ef [X (o) X gt [ (£2) R ¢ t.i” =Q, (&3
u(t) est un signal d'entrée donné du systime . |

D'aprés la litterature [22,231 , on peut déduire du systéme

d'équation (34-1) 1'observateur suivant

]

N A A
R 0=FOR D 6mut)  KE[ZE_HOR®] @0

Le probleme est alors ramené 2 celui de déterminer la matrice de
gain K(T ) (avec t,¢ B¢ t) et les conditions initiales i(‘bo) qu
minimisent 1'espérarnce mathdématique E[ET(t).W(t).?((t)] .

W(t) est une matrice de pondération symétrique, définie et
positive.

Ceci forme, par définition, le probléme de l'observateur oy
timal.

S5i R(t)>0 (avec t 2t,), ce probléme devient non singulier.

L'énoncé du thdoreme de 1l'observateur optimal est le suivan

"considérons un observateur optimal non singulier, défini 3
partir du filtrede KALMAN, et supposons que l'excitation de 1'ét
et le bruit d'observation soient non corrélés. La résolution d'vu

tel probl2me se fait en choisissant la matrice de gain égale A :
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K’ (6)= PleYH(by R™(t) (a,-5)

avec t 3t,, ol P(t) est solution de 1'équation matricielle de RIC-

CATI , dfexpression :

P(t)=F(E)P(E) 4 PO F (1) 4 Q -P(OHYOR () HB P(E)

et de conditions initiales :

P(te) =P, ()
et A — |

X (ts) = X, (8,-8)

Si les conditions (A4-5) et (34-8) sont satisfaites, 1'espérance
mathématique E["}\('T(t).‘ri(t).'i(t)] gsers minimale gquel que soit t3t,",

La matrice de covariance de l'erreur dlestimation sexra:

E[X(HXT(e)]=P(t) (8,-9)

|
et l'erreur quadratique moyenne de l'erreur d'estmation s'écrira:

E[%TteywnX (t)]= trac.e[p(t)W(tﬂ (A,-10)

On constate que la solution du probléme de 1l'observateur op-
timal est remarquablement imdependante de la matrice W(t). Notons
que W(t) , dans notre cas, est la matrice identit$ I. L'observa-

teur optimal de ce théorme est encore appelé:Filtre de KALMAN-
BUCY.

Les premiers calculs de KALVMAN-BUCY en 1961 [24] ont montré
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‘que ce filtre est l'estimateur lindaire gquadratique moyen minimum.
Lutrement dit, or ne peut pas trouver une autre fonctionnelle li-
néaire des observations Z( 7 ) et de l'entrée u(% ) (avec to4l gt).
Par ailleurs, JAZWINSKI a prouvé en 1970 [9] que si 1'état
X(t,) est gaussien et si le bruit d'excitation de 1'état W1 (t) et
le bruit de 1l'observation Wz(t) sont des processus de bruit gaus-
sien blanc, le filtre de KALMAN-BUCY donnera une astimationi de X
ayant une erreur quadratique moyenne minimale ‘Xd(t); cette estima~
tion existant quel que seient les processus de traitement de 2(T)

et u(T ) .

143



%

[3]

[4]

[

BIBLIOGRAPHIE
E I
REFERENCES

H. NYQUIST
" Certain factors affecting telegraph speed”

Bell System techmical Jourmal, 3, 324 ,(1924)

He NYQUIST
" Network anelysis

R.V.L. HARTLEY
"Transmigsion of ‘infermation®

Bell System Technical Journal, 7 , 535 , (1928)

C.E. SHANNON
" Commmication in the presence of noige ™

PI'OG- IGR-EO ] 37 b ] 10 b (1949)

C.E. SHANNON
" A mathematical theory of commmication "

Bell System Technical Journal, 27 , 379 et 623 , (1948)

B. PICINBONO et A. BLANC-LAPIERRE
" Propriétés statistiques du bruit de fond ™ 13, par:

lMasson , Paris , (1961)

144



[7]

Le]

[o]

1]

(1]

[12]

N. WIENER
" The extrapolation , interpolation , and smoothing of stationary
time series with engineering application " Ed. par:

John Wiley , New York , (1949)

A.H. JAZWINSKT
" Stochastic processes and filtring theory "

Academic Press , New York , (1970)

R.E., KALMAN
" Mathematical description of linear dynamical sysiems "

SIAY J. Contr., sers 4 , 1, 152 , (1963)

J.S. MEDITCH
" Stochastic optimal linear estimation and control "

McGraw-Hill , New York , (1969)

L.A. ZADEH and C.A. DESCER
" Linear system theory " 3d. par:

KcGraw-Hill , New York , (1963)

S.C. GUPTA

" Mransform and state variable methods in linear system "

John Wiley , New York , (1966)

[13] 3. prcmvBoNo

" Tléments de théorie du signal " Zd. par:

Bordas , Paris 5 (1977)

145



[}

(=)

fel

[l

el

[19]

f20]

L

A. PAPOULIS
" Probability , r@ndom variables and stochasiic process ™ Bd. par:

MeGraw-Hill ,New York , (1965)

HeL. VAN TREES
" Detection , estimation and modulation theory " Ed. par:

John Wiley , Wew York , (1968)

S.A. TEETTER
" Introduction to discrefte~time signal processir " Ed. par:

John Wiley , New York , (1976)

A. SPATARU
" théorie de 14 transmission de l'information® RBd. par:

Masson , Paris. ., (1970)

T. ASSIFI

" Stochagtic processes , estimation theery , and image inhancement " Eq. par

JPL Publication , Califormia , (1978)

L. WEINBERG
" Network analysis and synthesis " Ed. par:

MeGraw-Hill , New York , (1962)

M. BELLANGER
" Traitement numérique du signal " Bd., par:

Masson , Paris , (1981)

R.J« FITZGERALD
" Divergence of the XALMAN filter ™

IEEE , Trans. auto. contr. , AC-16, & , 737 , (1971)

146



[22] R. sTvaw
" Linear optimal control systems " Ed. par:

John Wiley , New York , (1972)

[23] &. 7sm
' " On the optimel ocomtrel of stochastic linear system "

IFEE , Trans. auto. contr. , AC-16, & , 776 , (1971)
[24] r.E. xansan

" New results in linear filtring and prediction * coxy "

J. Bagic eng. , 83D, 95 , (1961)

147



