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Sujet :
‘Investigation dans le conmportement d'interfaces par la
methode des éléments finis .

Résumé :

Le présent projet consiste en 1'élaboratien de progranmes
basés sur 1la methode des #éléments flnis en vu de la
déternination de 1'état de contraintes et de déformations
et d‘apporter une contribution a 1'amélioration de la prise
en conmpte des 1interfaces au seln d'un sol chargé
statiquement & sa surface .

Subject :
Investigation in behaviour of the interfaces by Finite
elelment methode .

fibstract :

The present subject consistsessentially dn the developement
of finite element conputer progranges for evaluation of
states of stress and strain within a soil loaded statically
including preblems of interfaces .
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L’usage croissant des structures hétérogénes dans les applications industrielles les
plus variées souléve un certain nombre de problémes qui ont nécessité de
nombreuses études. De gros efforts sont menés actuellement pour tenter a les
résoudre. '

La mécanique des sols repose bien souvent sur des approximations en ce qui
concerne le comportement du matériau efceci pour les deux seuls aspects qu’elle
examine, & savoir, la capacité portante et le tassement.

L’apparition et le développement de méthodes numériques puissantes, telle que
la méthode des éléments finis, qui permettent de modéliser tout le continuum.

L’utilisation de la méthode des éléments finis en mécanique des sols est
particulicrement compliquée. D’une part, il est nécessaire parfois de prendre en
compte des comportements du massif de sol trés élaborés, avec, éventuellement
des grandes déformations. D’autre part, ayant la plupart du temps affaire a des
problémes d’interaction sol-structure ou sol-sol, on doit modéliser correctement
les surfaces de contact.

Le calcul des contraintes aux interfaces est un point essentiel dans I’analyse des
structures ; le comportement, et notamment le mode de ruine de structures
composites ou d’assemblages collés, est souvent régi par ces contraintes.

L’évaluation précise des contraintes d’interface implique le respect de toutes les
conditions de continuité a1’ interface. Ceci améne une difficulté toute particuliére
dans I’approche, quelles que soient les méthodes d’analyse.

Eneffet,lesmoyensbien connus du calcul des structures sont mal adaptés au calcul
des contraintes dans les milieux hétérogénes, conservant 4 ’esprit une telle
difficulté, la méthode analytique se limite a des cas précis.

Laméthode des éléments finis, par ses multiples avantages, constitue une approche
duproblémedel’analyse d’unetrés grande variété des structures d’interface dont
la solution, bien que trés rapide, est relativement précise.
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Nous présentons destypes d’élémentsdestinés arésoudre les problémes d’interface
développés pour des structures dans le cas bidimensionnel en élasticité linéaire.

I’étude comprend deux parties principales :

La premicre partie est destinée a préciser la méthode (M.E.F) utilisée pour le
traitement de notre étude, elle étudie aussi le comportement des structures
continues homogenes . Un programme ISOFEM a été élaboré afin de préciser I’ état
de contrainte et de déformation d’un sol soumis 4 un chargement.

Ladeuxiéme partie est consacrée a1’étude théorique et numérique des surfaces de

discontinuité, désignées par leterme d’"interfaces", par deux principales méthodes :
1-méthodes utilisant une relation limite en contraintes, en modélisant I’interface
par des ressorts.

2- méthodes utilisant une loi de comportement de I’interface assimilée a un
matériau fictif.

Cette partie relate la mise au point d’algorithmes et deux programmes INTERFI
et INTERFII de résolution par la méthode des éléments finis des problémes
d’interfaces dans un mod¢le linéaire.

evidence
INTERFI est élaboré afin demeéttre. én¥]e probléme de frottement-décollement
d’interfaces.

INTERFII est destiné a définir une loi de comportement générale, construite par
extension au domaine surfacique des lois applicables aux milieux continus.

On mentionne, enfin, que dans cette partie, nous avons aussi présenté une étude
théorique des interfaces dans un modéle non linéaire.

Des applications numériques concernant les problémes sans et avec interfaces, ont

été présentées avec leurs interprétations, permettant d’évaluer clairement 1" utilité
desdifférents programmes.
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Dans la-conclusion, I’accent est mis sur I’intérét et I’avantage présentés par les
¢lémentsd’interface développéssurlesapplications pratiques et sur les perspectives
pour ’avenir.

Le présent travail se termine par une liste de références et des annexes.

Introduction | 4



Chapitre I

Théorie de I’élasticité plane
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I/Introduction

Tous les matériaux possédent a un certain degré la propriété d’étre élastique, c’est
a dire que st les forces extérieures qui provoquent la déformation d’un corps ne
dépassent pas une certaine limite, la déformation disparaitra au méme temps que
les forces qui lui donnent naissance. C’est le caractére réversible de la déformation.

La théorie de 1’élasticité est une méthode directe de formulation des équations
forces-déplacements. Cependant, certaines hypothéses doivent étre posées avant
d’entamer |’exposé de cette théorie :

- le solide est élastique, homogéne et isotrope,

- laloi de comportement reliant les contraintes aux déformations est linéaire,

- les déformations sont supposées petites.

Lathéorie de I’¢lasticité comprend trois (03) types d’équations, 4 savoir :
- les équations différentielles d’équilibre,
- les équations différentielles déformations unitaires/déplacements,
- les lois intrinséques ou lois constitutives du matériau.

" II/ Les équations différentielles d’équilibre
On considére un cube éltaire dx dy dz.{cf. fig.I.1).

X,Y, Z sont les forces de volume.

Le cube étant en équilibre = 2. X. =0

dox  OtXy . 01Xz

:5x+6y ESZ+X=0

par analogie :

00X _I_B'cxy +6’E)CZ

5x "8y oz TR0

Chapitre | ' 6



oTXy ,ocy Otyz .
Bx'+&f+62+y"0

Otxz Otyz doz
i +

+7Z =0
ox Oy Oz
Z
A
tZ
dr
oz + 8E;Lzzdz

TYZ + ? dz X
Tax
4z
TYX + ngx
R Tz
Oz
Y
Figurel.1

1/ Les équations déformations-déplacement
Ontraite le probléme en deux dimensions, puis, on généraliseraatrois dimensions,
(cffigl.2) '

Chapitre | 7



S A B'—-ARB

AB
ou
On aura dong : Cx=
0x
ov
Ey= 5
ov  du
TXy = '& + g

ou !
€x : déformation longitudinale

€y :déformation transversale
yxy  déformation angulaire (tangentielle)

En tridimensionnel, on a :

Ex= _gxu_ Cy= g;: , &z = %Zq
ou odv
YXJJZny:gﬂLg);
ou  dm

XY = yZX =5+ 5

= gy = 0@ OV
VyYz = vz —8y+62

& Su
L dy C
k—8y—=] e -
D/ ,/ z
/
D / ! t?)l:%
/ +
£ c j/ e
/ /
/ . 2\
/ —_t B .Si dx
[ — 8X
Al
A et g
X

L 4
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IV/ Les équations constitutives du matériau
Elles caractérisent les propriétés mécaniques du matériau étant donné par :

Ex= % ox —v(oy +07)]

'1 _ (1.1)
Ey= Vo oy —v(ox +62)]
Ez= % :O'Z —v(oy +06x)]

Les déformations angulaires causées par les contraintes tangentielles sont données

par :
yXy=1xy/G
yyz=1yz/G  avec G=E/2(1+v) (1.2)
yzx=1zx/G .
Matriciellement
- - - aTER
ox (1-v) v L 0 0 0 Ex
oy v (I-v)y v 0 0 0 Ey
oz |_ E v v (I-v) 0 0 0 =3
wy| (1+v){1-20)| 0 0 0 (1-2/2 0 0 Yy
Yz 0 0 0 0 (1-20/2 0 Yyz
12X 0 0 0 0 0 (1-2v)/ 2 {yzxj
[E]

La matrice [E] est souvent connue sous le nom de matrice de “rigidité du
matériau” et son inverse [E]!' = [C] connue sous le nom de “matrice de
flexibilité”.

V/ Elasticité plane

Les problémes de la théorie de 1’élasticité sont simplifiés dans une large mesure
lorsque les tensions ou les déformations sont toutes paralléles a un plan. On a donc
affaire a des problémes bidimensionnels.

Chapitre | 9



1- Etat de déformation plane
Ce sont les problémes concernant les structures ot la dimension suivant Z est trés
négligeable devant les dimensions dans le plan.

Les hypotheses de base se traduisent par la relation :
€zz=€zx=Ezy=0

Les déplacements dans le plan (x, y) sont indépendants de Z.
c’est a dire :

Ux=Ux(x,y)

Uy=Uy(x, y)

Onétablitles relatior:s contraintes-déformations enutilisant les équations suivantes.

Ex= -ll-;:[cx = v(oy +62z)]

Ey= %[O'y -v(ox +627)]
Exy= % (1+v)oxy

N
On obtient dong :

GX § g |lv 0 0 Ex
cyl=7 v 1o 0 £y
oz A=) o "o q-2)/2| |26

(5]

Il est & noter que la-contrainte 6z=0 et peut étre déterminée a partir de la loi de
Hooke.

€z= %[c_rz ~v(oy +ox)] =0

doly = vox+0¥)

Chapitre | i 10



2- Etat de contrainte plane
Ce sont les probléemes concernant les structures ot la dimension suivant une
direction (Z) est trés négligeable devant les dimensions dans le plan.
Les équations de base sont :
oz=0 oyz=0 oxz=0

Pour un matériau isotrope Ia loi de Hooke donne
1
=% (ox —voy)

| £y = 21? (cy —pcsx) Exy = % (1+v) oxy

d’ou I’on tire les relations contraintes-déplacements suivantes :
Les contraintes ox, oy et oXy sont indépendantes de Z. De méme les déplacements

lox | E l-v 0 0 Ex
oy|= [ v 1l-v 0 g | °
oz (7) 0 0 (1-20)/2] [e

- seront des fonctions de x et y seulement.
Ux=Ux(x, y)
Uy=Uy(x, y)

Ces déplacements sont supposés étre constants sur toute la dimension suivant Z.
L’effet de Poisson donne naissance a un déplacement U qui peut &tre calculé a partir
de la relation contrainte-déplacement.

_ouz _ L
E2=g == E(Gx+0y)

Remarque
L’état de déformation plane est obtenu a partir de I’état de contrainte plane en

remplagant dans la matrice [D] de cet état v par v/(1-v).

3/ Equations d’équilibre
En cas bidimensionnél, les équations d’équilibre se réduisent a :

0

Chapitre | " | 11



dox 0T | v .

ox T oy
doy 8'cyx | (1-3)
8y 5S¢ T Y =0

X, Y les composantes des forces de volume.
On dispose de deux équations a trois inconnues, 6X, ¢y, GXy

Le degré d’hyperstaticité étant égal a un, on cherchera a résoudre le probléme en
posant une troisiéme €quation prise de déformation.

4/ Equation de compatibilité
En élasticité bidimensionnelle, les équations de compatibilité en nombre de six
(06), se réduisant en une seule qui s’écrit comme suit

6 Sx 8 Ey _ 8 Exy
5y T oy 26x6y (1.4)

Nous exprimerons cette équation en termes de contraintes en dérivant les équations
d’équilibre, la premiére par rapport a x et la seconde par rapport 4 y, et en les
additionnant terme a terme, on obtient :
TX
(Scx 8@7)+(8X oY 28 y

~+§ dxdy (1)

D’autre part, en substituant les expression de €x, €y, exy dans I’équation (I-4),
on obtient :

6 2

5y

LOX) = 2(1+U)8 oxy (2)

et a partir de (1) et (2) on obtient ;

Chapitre | 12



¢’est a dire ;
5 )(0‘x+0y) - (1 +u)(§3§ N %

(5

V (ox +op) = (1 +u)(6X + = 8y

Dans le cas ou la seule force de volume est le poids.
L’équation précédente devient :

V' (cx+oy) =0 (1.5) Equation de Beltrami

ou V? est I’opérateur Laplacien.
L’équation (I-5) est I’équation de compatibilité en termes de contraintes.

La troisiéme équation étant obtenue, le probléme est alors théoriquement résolu.

Remarque
- les équations (I-1) traduisent I’équilibre de la variation (dérivée) des contraintes,

mais n’impliquent en aucun cas 1’équilibre des contraintes
El

- dans le cas trés pratique ou les forces massiques sont constantes, I’équation
différentielle de compatibilité (I-4) est valable aussi bien pour le cas de contraintes
planes que celui des déformations planes.

5/ Résolution du probléme
11 existe diverses techniques pour résoudre le probléme formulé :

- les méthodes analytiques,
- les méthodes numériques tel que :
- la méthode des éléments finis,
- la méthode des différences finies,
- la méthode des bandes finies,
- la méthode des éléments frontieres, etc.

a) Méthodes analytiques

Les équations d’équilibre sont identiquement satisfaites si les contraintes sont
reliées a une fonction scalaire ¢(x, y) appelée fonction d’Airy (1867) par les
équations suivantes :

" Chapitre | 13



_3'¢ 5’ - 8¢
S ,  OWE dxBy (1-6)

En rempla(;ant dans I’équation de Bellrami, on obtient :

v (8 k) a ¢
V“dr——O Equation biharmonique
avec
V‘¢=g‘¢4+82%¢y g¢ 0

S’1] est possible de trouver une fonction ¢ satisfaisant I’équation biharmonique a
’intérieur du domaine d’étude, ct tel que les contraintes et les déplacements sur
la frontiére vérifient les conditions aux limites, alors la fonction ¢ donne la solution
au probléme proposeé.

Une procédure systématique a été proposée par Neou (1957), qui consiste a
exprimer la fonction d’Airy en polyndme enx et y.

b= ¥ Cux y'

m=0 n=0

ala remplacer dans I’équation biharmonique, appliquer les conditions aux hmltes
et déduire la fonction ¢ par la détermination des coeflicients C__qui permetira par
le biais des relations (I-6) de déterminer les contraintes.

b- Méthodes numériques
Parmi les méthodes numériques de résolution nous énongons le principe de
quelques unes.

Méthode des différences finies

Dans cette méthode, le domaine de variation des arguments est remplacé par un
ensemble fini de points obtenus par quadrillage de l1a structure, en une série de
droites paralléles aux axes de coordonnées.

Les dérivées figurant dans I’équation différenticlle et les conditions aux limites
sont remplacées par des combinaisons linéaires de valeurs prises par la fonction
déplacement en certains noeuds. Cette méthode est surtout utlhsee dans les
problémes d’écoulement en hydraulique.

Chapitre | 14



Méthodes des bandes finies

Le principe de cette méthode repose sur la subdivision de la structure en sous

domaines bidimensionnels (bandes), ou tridimensionnels (prismes ou couches)
. dont deux extrémités (cas de bandes) ou deux faces (cas de prisme, couche)

opposées coincident avec les cotes de la structure.

Cette méthode est applicable pour les structures avec deux extrémités opposées
simplement appuyées, pour lesquelles un choix judicieux des fonctions de
déplacement simplifie considérablement le systéme d’équation a résoudre.Et
ceci, car elle utilise des fonctions qui a priori satisfont les conditions aux limites.

Méthode des éléments frontiéres

Cette méthode est la technique la plus puissante pour larésolution de problemes
présentant certaines difficultés qui surgissent quand le domaine & étudier est
infini, et quand apparaissent des singularités en des points.

Méthode des éléments finis
C’est une méthode universelle et puissante, applicable pour des structures de
formes diverses avec des conditions trés variées.

Elle consiste a discrétiser la structure et la mettre sous forme d’un assemblage
d’éléments finis connectés aux noeuds.

1l est a noter que la solution obtenue est approximative, elle est d’autant plus
efficace que le nombre d’éléments augmente.

Chapitre | 15
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I/ Introduction

Laméthode des éléments finis est une méthode d’analyse numérique, utilisée pour
la solution de problémes trés complexes. Elle est extrémement puissante dans
I’analyse des structures continues, clle permet de décrire le comportement des
systémes physiques par des équations aux dérivées partielles.

A cause de sa grande flexibilité et diversité, cette méthode est adaptée d’une
maniére assez courante,

I1/ Concept de base
I consiste a subdiviser un milieu continu en éléments. Ces éléments sont liés par
des lignes nodales et leurs coins sont alors des noeuds.

lignes nodales

(O}
(O

ments '
4

| 2
Zj
noeuds

Elément typique
avec 4 noeuds

Figure II.1

Une approximation dite “interpolation”, consiste en un champ de déplacement a
I’intérieur de chaque élément, exprimée en fonction des inconnus aux noeuds
définissant le comportement de I’élément donc le comportement global de la
structure d’out le probléme devient automatiquement dépendant du nombre de
noeuds.

Chapitre 11 17



L’assemblage de tous les éléments nous donne une série d’équations simultanées
a résoudre, en utilisant les calculateurs, la solution de ces équations nous permet
d’évaluer les déplacements et efforts internes dans la structure.

I11/ Historique

La méthode des éléments finis est reconnue comme un outil général de résolution
d’équations aux dérivées partielles. Elle a été développée sur la base de fondements
physiques, elle est formulée & partir des considérations énergétiques de la
mécanique des structures, reposant sur les méthodes d’approximations.

On souligne le travail de “Argyris et Kelsey” qui systématisent 1’ utilisation de la
notion d’énergie dans I’analyse des structures. En fait, les idées de base de la
méthode des éléments finis apparaissent dans “Courant, Hrennikoff et Mc Henry”
(1940), consistanta résoudre des problémes de milieux continus parla discrétisation
en ¢léments, a I'aide de méthodes d’approximation adéquates. Mais, ce n’est
qu’en 1956 lors d’une publication de “Turner, Clough, Martin et Topp™ dans le
journal Aéronautique scientifique, que la méthode a été formellement publiée.

Avant cette date, la méthode par différences finies était utilisée en méme temps
qu’une formulation générale de la “Méthode des forces” (Levy 1947 et Garvey
1951). Cette méthode qui nécessite le calcul des inconnus hyperstatiques était
présentée en notation matricielle mais ne possédait la généralité et flexibilité
connue par la méthode de déplacement (Levy 1953).

En fait, le développement parallele des ordinateurs depuis les années 50, a permis
aux théoriciens de se concentrer davantage sur laméthode des déplacements, étant
donné qu’elle possédait d’énormes avantages, en ce qui a trait au calcul non
linéaire des structures.

Durant les années 60, la méthode des éléments finis a connu un essort considérable
par rapport aux ¢léments et leurs formulations théoriques. Durant ces années, les
ingénieurs civils se sont fortement intéressés a la méthode, et ont continug le
développement de leurs collégues en aéronautique.

A partir de 1967, de nombreux livres sont publiés sur la M.E.F, en particulier : le

livre de “Zienkiewicz”, de “Gallagher”, de “Rockey”, ainsi que les ouvrages
de “Absi et Imbert”.
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Les années 70 se sont consacrées aux applications de laméthode, au développement
de programmes, et un trés grand intérét pour le domaine non-linéaire (statique et
dynamique). Cet intérét a été stimulé par I’industrie nucléaire.

La MEF. est maintenant trés répandue dans les industries, en particulier en
construction aéronautique, aérospatiale navale et nucléaire, elle se développe en
ce moment dans les applications de la mécanique des fluides, ainsi que pour des
problémes trés complexes tels que I’ étude du comportement ultime des structures,
la fracture des matériaux et leurs comportements non linéaires. De plus, de grands
efforts devront étre déployés poursimplifier I’ entrée des données et I’ interprétation
des résultats. Dans ce domaine, les mini et micro-ordinateurs ainsi que les écrans:
graphiques seront d’une trés grande utilité.

1V/ Etapes a suivre pour la méthode des éléments finis
La méthode implique huit (08) ¢tapes bien distinctes et qui sont :

Etape 1 : idéalisation et choix d’éléments

On subdivise la structure en un certain nombre d’éléments reliés aux noeuds. Pour
les structures continues bidimensionnelles, on utilise des éléments triangulaires ou
quadrilatéres. Quant aux structures continues tridimensionnelles, des €léments,
tels que les solides en forme de tétraédres ou hexaédres, sont utilisés.

Etape 2 : choix des fonctions d’interpolation pour les éléments
La variation des déplacements a I’intérieur de chaque €lément est représentée par
une fonction d’interpolation N..

Etape 3 : calcul des déformations et contraintes

A partir des déplacements, on peut par différentiation trouver les déformations
unitaires. Quant aux contraintes, il suffit de connaitre les propriétés du matériau
afin d’écrire la relation contraintes-déformations.

Etape 4 : calcul de la matrice de rigidité de I’élément
Le nombre et le type d’éléments influent sur la précision ou le taux de convergence.
1 existe quatre (04) méthodes pour le calcul des propriétés de I’élément.

1. La méthode directe

Retrace ses origines du calcul matriciel des éléments de poutre simple. Ses
applications restent surtout dans le domaine structural. Elle s’applique pour les
éléments directs dont il est difficile de I’ appliquer a des éléments complexes ou
a des phénoménes spéciaux, donc elle est a application limitée.
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2. Approche variationnelle

Elle est inspirée du calcul variationnel ou I’idée de base est de trouver pour un
fonctionnel donné une valeur extréme. Pour les problémes en mécanique des
solides, les fonctionnels sont soit I’énergie potentielle ou bienl’énergie potentielle
complémentaire.

Les méthodes variationnelles ou de 1’énergie constituent en mécanique des
structures une approche puissante utilisée pour formuler les équations des
¢léments. '

3. La méthode des résidus pondérés

C’estune méthode mathématique, utilisé pour les cas oul’ approche variationnelle
échoue a cause du fait qu’il ne soit pas possible d’identifier clairement un
fonctionnel a extrémiser. L’idée de base est de minimiser I’erreur suite a une
approximation au probléme. On cite que contrairement alaméthode directe, elle
présente une application virtuellement illimitée. Laméthode des résidus pondérés
suppose le choix d’une fonction d’approximation (un polyndme, par exemple)
qui doit étre substituée dans1’équation différenticlle. Sachant que généralement,
la fonction choisie ne satisfasse I’équation différentielle du probléme, on notera
I’apparition d’un résidu *‘R*’, d’ou on s’obligera de minimiser I’intégrale des
résidus portant sur le domaine concerné afin d’aboutir a une solution meilleure,
cette minimisation d’intégrale est symbolisé comme suit :

[ Rdv = minimum
v

pour augmenter les chances de succés de cette méthode, on doit obtenir un
minimum nul, ceci en associant une fonction pondération ¢ a la fonction résidu,
d’ou la forme générale symbolisée ci-dessus devient :

| Rbav = 0

La méthode des résidus pondérés résumée par cette derniére équation, fournit
un ensemble de type ‘‘Galekine’” ou de ‘‘Ritz’’, selon les fonction de
pondérations choisies, en utilisant la notion de fonctionnel.

Laméthode des résidus pondérés équivaut dans certains cas arendre stationnaire
un fonctionnel d’otiobtention d une formulation intégrale a partir des conditions
de stationnarité, et ¢’est utile lorsque le fonctionnel est plus simple & exprimer
que les équations aux dérivées partielles.
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4. L’approche de I’énergie balancée
C’estunetechnique utile pour les problémes de génie mécanique avec applications
aux problémes de transfert de chaleur, fluides, ete.

Etape 5 : assemblage des éléments

Lemodele global constitué par éléments est représenté parun ensemble d’équations.
Labase de ’assemblage est effectuée sur le fait qu’a chaque noeud ou les éléments
sont reliés, la variation du déplacement est la méme pour tous les elements reliés
a ce noeud.

Etape 6 : solution des équations
Généralement, les équations sont symétriques et bandées. Plusieurs méthodes
existent pour la solution de ces équations.

Etape 7 : calculs supplémentaires
Dans le cas des structures, la solution des équations nous donne les déplacements
qui servent par la suite a I’évaluation des déformations et contraintes.

Etape 8 : interprétation des résultats _
Une évaluation détailiée des résultats d’ordinateur doit étre effectuee afinde juger
le degré de précision et la fiabilité du modéle.

V/ Différentes formulation de Ia M.E_F,

Trois formulations sont développées pour traiter un probléme en éléments finis :
- formulation en contraintes;
- formulation en déplacements;
- formulation mixte.

1- Formulation contrainte

Cette formulation considére le champ des contraintes comme inconnu primaire du
probléme, le critére variationnel utilisé est celui de 1’énergie potentielle
complémentaire.

Elle consiste a définir un champ de contrainte, de fagon a assurer 1’équilibre de
I’élément, puis poser les équations de compatlblllte des déplacements et les
résoudre pour obtenir les forces.

2- Formulation déplacement

Elle considére le champ des déplacements comme inconnu primaire du probléme,
et estbasée sur la stationnarité de I’énergie potentielle, donc le critére variationnel
utilisé est celui de 1’énergie potentielle totale.
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Cette formulation est pratiquement la plus utilisée dans la résolution parla MLE.F.
Elle consiste a définir un champ de déplacement en supposant qu’il satisfasse la
compatibilité des déplacements a I’'intérieur de 1’élément, ce qui nous améne 3
poserles équations d’équilibre puis lesrésoudre, afin de déterminerles déplacements
nodaux (uniques), les contraintes et les déformations en tout point du milieu en
utilisant les relations d’élasticité.

Elle se résume dans les étapes suivantes :
- on subdivise le milieu a étudier par des lignes (cas plan), ou par des plans (pour
le cas tridimensionnel) imaginaires, ce qui donne un certain nombre fint
d’éléments,
- ces éléments sont supposésreliés entre eux par unnombre fini de points appelés
““points nodaux’’ ou “‘noeuds’’, dont les déplacements seront les inconnus du
probléme,
- on choisit une fonction appelée “fonction de forme™’, qui définira au mieux
possible le champ des déplacements de ces noeuds,
- on détermine le systéme de forces concentrées aux noeuds, équivalent 3
I’ensemble des charges appliquées au milieu {F},
- on évalue lamatrice de rigidité de chaque élément fin1 [K ], puis celle du miliey
entier par assemblage des matrices élémentaires [K],
- on résoud le systéme d’équations [K] {u} = {F}, afin de déterminer les
déplacements aux noeuds, puis les déformations et les contraintes.

3- Formulation mixte

Cette formulation considére le champ des déplacements sur la frontiére de
I’élément, et de contraintes mternes en €quilibre comme inconnus primaires du
probléme, d’ou le nom mixte. Le critére variationnel utilisé est une variante de
I’énergie complémentaire.

Dans ce qui suit, notre étude se basera sur la formulation déplacement vu que, ¢’est
une méthode puissante qui présente en plus certaines facilités parrapport a d’autres
(méthode des forees), et elle offre une aisance du point de vue programmation, on
cite aussi, qu’il est plus facile d’approcher un champ de déplacements qu’un
champ de contraintes.

Dans la méthode directe, on combine les trois systéme d’équations d’élasticité :

les équations d’équilibre, les équations déformation-déplacement et les équations
intrinséques du matériau, avec I’équation : forces-contraintes
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{F} = [K] {(} = équation d'équilibre

{c} =[D] {€} = équation intrinseque

{e} =[L] {0} = équation déformation-déplacement
{F} =[A] {c} = équations forces-contraintes

d’ou:
{F} =[A] [D] [L] {&}
[K]=T[A] [D] [L]

avec :

{F} :vecteur des forces nodales

{G} : vecteur des déplacements nodaux
[K] : matrice de rigidité

{e} : vecteur déformation

{c} : vecteur contraintes

[D] : matrice d’élasticité

[L] :matrice opérateur différentiel

[A] : matrice relation contraintes-forces

On met en évidence 'importance et I’aisance relative a laméthode variationnelle,
dont notre étude se basera dessus.

La formulation déplacement étant retenue, les déplacements sont donc les
inconnus de base, on approchera le champ de déplacement réel dans un élément
par des fonctions d’interpolation (ou fonctions de forme), assurant la continuité des
déplacements a I'interface de 1’élément et aux noeuds.

Les fonctions de forme définissent maintenant I’état de déformation a I’intérieur
de I’élément; en fonction des déplacements nodaux. Ces déformations jointes &
d’éventuelles déformations initiales, et compte tenu des propriétés élastiques du
matériau, définissent I’état des contraintes en tout point de 1’élément et par
conséquent sur ses frontiéres.

I} n’est pas toujours facile, de faire en sorte que les fonctions de forme choisies
satisfassent aux conditions de continuité des déplacements, qui découlent de leur
présentation par un fot.

Du fait que Ion a opté pour la formulation déplacement, on doit noter la

discontinuité du champ déplacement d’ ot incompatibilité des valeurs nodales des
contraintes, car en concentrant au noeuds les forces nodales équivalentes les
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conditions d'équilibre ne sont satisfaits que globalement, vu que 1’on applique le
théoréme des travaux virtuels d’une maniére globale sur toute la structure et non
pas a chacun des éléments séparément.

L’approche de la formulation déplacement exposée succinctement dessus est
variationnelle. ' |

VI/ Choix de la formulation variationnelle

L.améthode variationnelle ou de 1’ énergie consiste aminimiser I’ énergie potentielle
totale du systéme par rapport a un champ de déplacements de forme donnée. Siun
tel champ est défini de maniére convenable, alors la convergence vers la solution
exacte est réalisable. On constate donc une certaine équivalence avec la méthode
variationnelle de “Rayleigh-Ritz”,

Un tel élargissement des bases sur lesquelles repose la M.E.F, permet d’étendre
son domaine d’application a d’autres problémes de milicux continus, dés qu’il soit
possible de les formuler de maniére variationnelle.

Pour sa part, la méthode directe présente des limites séveres quand il s agit de
traiter des structures présentant des complexités de chargement (charges réparties)
et de géométrie, '

On congoit ’utilisation de la méthode des résidus pondérés, qui est une approche
générale de la formulation des équations d’¢éléments, lorsque la méthode des
éléments finis s’applique au dela de la mécanique des structures.

VII/ Principe des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels constitue un moyen de formulation des équations
d’éléments finis. Il assure la vérification des conditions d’équilibre dans les lumites
imposées parla distribution supposée des déplacements; et constitue le fondement
des principes variationnels. Ce principe présente un attrait considérable pour
’esprit pratique des ingénieurs, et permet parfois une interprétation concreéte qui
ne serait pas évidente dans une approche mathématique rigoureuse.

Le principe des travaux virtuels se base sur la conservation de ’énergie, ¢’est a dire
que le travail dii aux charges externe est égal 4 ’énergie de déformation interne.
1l apparait sous deux formes :

- déplacements virtuels : méne au principe de 1’énergie potentielle stationnaire,

- forces virtuelles : méne au principe de I’énergic complémentaire stationnaire.
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* Forme déplacement virtuel :

Le principe de travail virtuel considére les quantités virtuelles comme de petites
variations (ou différentielles) de quantités réelles, et que [’équilibre complet du
milieun’est réalisé, que si nous pouvons assurer I’ égalité des travaux virtuels pour
toute variation arbitraire des déplacements virtuels infinitésimale compatible,
satisfaisant les conditions aux himites imposées au milieu, avec I’énergie virtuelle
de déformation.

F,-a = iO‘kE;dv

Le phénomeéne établit donc, I’équilibre entre ce qui entre dans la structure, ce qui
sort, et ce qu’elle conserve.

ETO'dV — Jande+'|‘£STdeS+EULT'FL

| S—

~ l (I1.1)
Energie Travail des forces extérieures
inferne

L . . .
/B, 2, FF sont respectivement : forces volumiques, forces surfaciques et forces

concentreées.
u'  : vecteur des déplacements virtuels.
€ vecteur déformation correspondant au déplacement virtuel 1.

. ¥
¢ : vecteur des contraintes.

* Discrétisation du travail virtuel par éléments finis

La formulation en éléments finis transforme I’ intégrale sur le volume exprimée par
I’équation (II.1) en une somme d’intégrales sur des volumes élémentaires, afin de
rendre le calcul plus efficace. L’équation (I1.1) devient alors

zjgerq_edvg — zj‘;ler B(e)dv,_*_zjaﬂ dSz+ZﬁLTFL (”2)

[ 3 . . & v¢ £ As‘r L3

v

S(e)

e :représente le nombre d’éléments.

Sionutilise une approximation nodale de la fonction exacte U(x), on pourraécrire
Ux)=N,UN,U,+ ... +Nx)U, (11.3)

ou N(x) :fonction d’interpolation sur I"élément,
U(x): est la fonction approchée des déplacements,

donc : U(x)=[N¢]" {0}
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Au miveau des noeuds, I’erreur d’approximation est nulle du fait que
U(x) =U(x)

donc : e = Ij(xi) - U(x,) = 0 en tous les noeuds "X."

Dans un cas bidimensionnel, les déformations s’écrivent en fonction des
déplacements nodaux comme suit

ON .,
6_" 5x Y
ON. .
E’y = ay i

) ) .
= Z(§+§)Niui

Sous forme matricielle, on éerit ;
{e}=[BY] {4}

ou : ‘
B® : représente matrice de déformation-déplacement.

Si on exprime les contraintes des noeuds de chaque élément en fonction des
déplacements nodaux, on aura :
{c}=[D¥] {£}=[D¥] [BY] {} | (1.4)

L’ équation (I1.2) s’écrira :
oz B0 B v o -

I1.5
[; INT(B) £ 4 v© + ; j'NT(e) £9 4 Q9 4 F:| ( )

(e)

Cette équation peut étre simplifiée en attr Jbuant au vecteur déplacement virtuel les
composantes survantes :
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. o] o]
0 1 0
A . 0
i = puis | | ... X
. 0
9] 0] o

on obtient I'expression :

[K] {6} = {R}

avec :
{i} : vecteur déplacements nodaux de toute la structure.
[K] : matrice de rigidité globale.
{R} : résultante de toutes les charges extérieures.
{R} = {R"} + {R*} + {R"}

K = 3 [BOID"IB"M v

RE : résultante de toutes les forces volumiques de la structure.

RB — Z .[)Nsr(e) fﬂ(e) dv(e)
v ‘

RS :résultante de toutes les forces surfaciques de la structure.

R = 3 I) N f*‘(c) d g
. . S .

RY :résultante de toutes les forces concentrées appliquées a toute la structure.
Rl =Y F©

avec : F©® - vecteur force élémentaire.

VI1I/ Principe de minimisation de I’énergie potentielle totale

Le principe de I’ énergie potentielle minimale sert a dériver les équations d”équilibre
formulées par des méthodes directes. Cette approche est choisie du fait qu’elle soit
générale et fiable.

Chapitre I | 27



* Principe , _

Parmi toutes les configurations possibles pour déplacer un systéme tout en
satisfaisant les conditions cinétiques et les conditions frontiéres, les champs de
déplacements qui en plus satisfont les équations d’équilibre, rendent alors
I’énergie potentielle totale stationnaire. Si cette valeur stationnaire est un minimum,
I’équilibre est stable.

Ce principe est valable non seulement pour les systémes linéaires, mais aussi pour
les systémes non linéaires a la condition qu’ils soient conservateurs, tout en
conservant les conditions de frontiéres et continuité.

Remarque
- un fonctionnel est dit linéaire, si son expression est linéaire en U, u/dx, ... par

exemple, ,
- un fonctionnel est dit quadratique si son expression est quadratique en U,
ou/dx, ...par exemple,

Enun point de stationnarité, nous avons la condition de pente nulle qui rend ce point
extremum.

dn(As)
dA

= (  ou: A: vecteur déplacement

A, : extremum recherché

le signe de la dérivée seconde représentant la courbure exprime la nature de
I’extremum, ¢’est a dire : pour une courbure positive, on a un minimum, et pour
une courbure négative, on a un maximum.

A J

[>. - -

Figure I1.2
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La méthode des éléments finis étant basée sur I’approche variationnelle est
considérée comme une minimisation de I’énergie potenticlle totale.

Dans le cas de matériaux élastiques en équilibre stable, I’énergie potentielle est non
seulement stationnaire, mais de plus minimale.

La méthode des éléments finis consiste donc dans la recherche d’un tel minimum
sous la contrainte d’un type imposé de déplacements. Ceci fait intervenir la notion
de convergence vers la solution exacte qui est celle qui assure 1’équilibre avec la
condition que les déplacements tendent vers les valeurs réelles, on note que, plus
grand est le nombre de degrés de liberté, plus précise sera I’approximation de la
solution exacte réalisant le complet équilibre du systéme.

La solution approchée par la M.E.F. selon la formulation déplacement conduit
toujours a une valeur approchée de n supérieure a la valeur exacte. Ainsi donc nous
obtenons toujours une borne supéricure deI’énergie potentielle totale (convergence
par le haut).

Pour 6n=0 ala condition que les déplacements soient admissibles pour que 8 soit
¢gale azéro, il faut que les coefficients de 84, 3A,... soient individuellement égaux
a zéro.

Donc :
o _ 5
5a ="
o
54 -0
. } néquations
j (11.6)
o _
5a "
J

Avec n=mn(A,, A,,... A): énergie potentielle totale.

D’aprés le principe de 1”énergie potentielle minimale, les équations montrées en
(I1.6) sont les équations d’équilibre. La méthode d’approximation de Rayleigh-
Ritz utilisé€e en €lasticité suit précisément cette approche.
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La méthode de R. Ritz est identique 4 la MLE.F, elle est limitée & des domaine de
forme géométrique simple, tandis que laM.E.F. est applicable & des configurations
complexes, réalistes, obtenues par I’assemblage d’éléments de forme simple.

En plus, dans la méthode de Ritz, les déplacements sont donnés par des
expressions définies sur I’ensemble du domaine, on est conduit donc & un systéme
ou la notion de bande n’intervient pas. Dans la M.E.F, les déplacements sont
représentés par morceaux, chaque paramétre nodal n’influence que sur les
éléments qui lui sont adjacents et ainsi la matrice de rigidité est creuse ayant une
structure bande.

La méthode des éléments finis connait un grand succés venant de 1’association
entre parametres inconnus et déplacements aux noeuds.

La méthode de Ritz conduit a des modéles approchés de structures qui sont plus
rigides que ne Iest la structure réelle. Cette surestimation est compensée dans la
M.E.F. par utilisation de I’'intégration réduite en ignorant certains modes de
déformation dans le calcul de I’énergie de déformation.
Ona:

ﬂ:* < TCN*

avee |

n* : énergie potentielle totale correspondante a la solution exacte
m,* : énergie potentielle totale correspondante a la solution approchée

or,

n* = -1/2 Pdexacte
n,* = -1/2 Pdapprochée

d'ou : dappr < dexacte
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Chapitre 111

Notion de convergence de
la méthode des éléments finis
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I/ Introduction -

La convergence de la méthode des éléments finis vers 1a solution théorique exacte
s’effectue au fur et @ mesure que le nombre d’éléments augmente. Certaines
conditions simples doivent étre vérifiées afin d’assurer la convergence de la
solution approchée vers la solution exacte.

Cette convergence peut se faire soit de maniére monotone, soit de maniére non
monotone.

I1/ Conditions de convergence

A) Convergence monotone

Les €léments finis de type déplacement convergent en énergie s’ils satisfont les
conditions de complétude et de compatibilité.

1- Eléments complets
De tels éléments sont appelés conformes.
Les fonctions déplacement doivent étre en mesure de représenter :

* Déplacement de corps rigides
Il est impossible qu’un élément se déforme quand les déplacements nodaux sont
causes par un mouvement de corps solides.

* Etat de déformation constante

Quand on prescrit aux déplacements nodaux des valeurs correspondants a un état
de déformations constant, on doit trouver effectivement cet état de déformations
a I'mntérieur de I’élément.

2- Elément compatible

Les déplacements au sein des éléments et 4 travers les limites, séparant les
éléments, doivent étre continus. Pour les problemes de flexion, les dérivées
premicres des déplacements doivent également étre continues.

Physiquement, la compatibilité assure qu’il n’y aura pas apparition de vide ou de
recouvrements entre les éléments, une fois ’assemblage est fait.

La compatibilité¢ est difficile a satisfaire lorsque les d.d.l. des noeuds sont
dépendants. 1l est avantageux d’avoir des d.d.1. indépendants.
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B) Convergence non monotone

Sipour certains €léments, les conditions de complétude et de compatibilité ne sont
pas toutes satisfaites, alors de tels éléments sont appelés éléments non conformes.
La convergence d’€léments non conformes consiste a garder la complétude en
condition essentielle, et remplacer la compatibilité par un test de complétude
collective appelé ““patch test’” ou “‘test de rapié¢age’’.

ITl/ Erreur de discrétisation et taux de convergence

La solution obtenue par éléments finis de chaque probléme approché pour une
taille (h) des éléments est unique, et converge vers la solution exacte, lorsque (h)
tend vers zéro.

Afin de définir I’ordre de convergence de la méthode des éléments finis, qui a un
intérét considérable pour la détermination de la solution exacte, celle-ci peut
toujours étre écrite au voisinage d’un noeud (i) sous la forme d’un développement
polynomial : si ce développement est d’ordre P, alors I’erreur sur (u) sera d’ordre
O(h™*1) qui est P+1.

Dans le cas de problémes d’élasticité plane, on a un développement linéaire, done
P=1, et le taux de convergence sera de ’ordre O(h?).

Par un raisonnement analogue, les déformations et les contraintes supposées
correspondre aux dérivées des déplacements d’ordre m, I’erreur de convergence
est de I’ordre P+1-m, donc de I’ordre de 1, dans le cas de I’élasticité plane.
Dans le cas de nombreux problémes, le calcul de I’ordre de convergence permet
souvent d’obtenir par extrapolation une bonne valeur de la solution.

Par exemple, si les déplacements convergent a 1’ordre 2 et si nous calculons deux
solutions approchées U, et U, correspondant respectivement a des maillages de
taille h et h/2, on pourra déduire la solution exacte U, par extrapolation de
“Richardson™, qui est utilisable dans le cas de convergence monotone et quasi
asymptotique, représentée ainsi :

w — U — O(hl) = 4
wTE ol
2

A travers cet exemple, on peut déduire que I’erreur commise sur les déplacements
se réduit au quart pour une diminution de la taille de maillage de moitié.

Chapitre 11l 33



1V/ Exemple de convergence monotone

At
AExa'::t
l
1 |
| |
| |
{ 1
l I ‘
N, N.., N :nombre
d’éléments
Figure II1.1 finis
Agrt
AExacl emr—
|
| l
i I
; |
| |
N | >
N P N

Figure II1.2 : les hypothéses de la solution par la M.E.F.
et celles de la solution exacte sont différents

V/ Exemple de convergence non monotone

AE.FA

AExac:t X X X

B
»

Figure I11.3 : convergence en "dents de scie”
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Chapitre IV

Présentation de l'élément
isoparamétrique a huit noeuds
pour l'e¢tude de l'élasticité plane

Chapitre IV

35



1/ Introduction

La représentation par éléments isoparamétriques est trés utile quand il s’agit de
représenter des structures a géométrie complexe. Ces éléments sont capables de
décrire les frontiéres courbes et les déplacements en tout point de la structure.

Il/ Principe
* Consiste a définir un élément rectangulaire adimensionnel dit élément de

référence, comportant le méme nombre de noeuds que I’élément réel a frontiéres
courbes.

* Deux interpolations identiques sont la base de la représentation de I’élément
isoparamétrique : 'une pour sa géométrie, et I’ autre pour son champ dé déplacement.

Remarque
L’¢élément est dit subparamétrique, lorsque Iinterpolation geométrique est de

degré inférieur a celui de l'interpolation de déplacement ; et est dit superparamétrique,
lorsqu’elle est de degré plus élevé.

Il est visible que pour les structures & géométries complexes et chargement simple,
I’élément superparamétrique est plus avantageux. Le cas contraire est valable pour
les éléments subparamétriques.

7
7 8 L5 6 8
8 4 4 5
1 2 3 1 2 3
Elément de référence Elément réel
Figure IV 1

* La transformation géométrique 7 : définit les coordonnées de chaque point de
I’¢élément réel a partir des coordonnées (£, 1) de I’élément de référence.
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T8 ———> X(g) = [N(e)l.{x,}
Y(e) = [N {y,}
e=(&m)

avec
{x.}, {y,} sontles coordonnées géométriques de I'élément réel
_{_?_(n}T: {X1=x2= B XB} ) {yn}l - {y1>yz’ s yB}

N. : sont appelées fonctions de transformation géométrique

t

1=IN,,N,, .., N.]

Ul

7¢-1.1 4+ 401
¢ ©.n 5(1.1) Ya
X7 X6 X5
X8
¢-1.0)8 :; " z ‘x“
4100 X2 X3
- P>
1¢1-1) 201 3011 X
Elément de référence Elément réel
E=<(‘;, n> X =<x, y>
Figure IV.2

* La transformation de déplacement consiste & utiliser une approximation nodale
de la fonction U_(x) sur chaque élément réel

U(x) = <N(x)> {8}
U(e) = <N(e)> {0}
avec : . o
{0} : le vecteur valeurs de U_ aux noeuds d’interpolation

N(x): fonction d’interpolation sur I’élément réel, indépendante de sa géométrie
U(x): la fonction approchée des déplacements

Nj(xi) = O sii#j, 1 sii=j

IT1/ Calcul d’un élément isoparamétrique a huit noeuds (16 d.d.])
1/ Construction des fonctions N(g) et N(g)
La fonction déplacement est approximée de la maniére suivante :

W&, n) = <P, n)> {a} (1
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{P}y={1,&n, L En, % &', En?} est appelée base polynomiale
o, 1=1,8 sont les paramétres de l'approximation

Exprimons en chaque noeud d’interpolation de coordonnées (€. m), la fonction

u(&, m) sachant que ti=u_(&, n.)
{0 }=[P J{a}
doi {oj=[P]" {6}

donc, I'équation (1) devient

w&, m)=<PE, n)> [P ] {4}

or, u(&, ) = <N(, n)> {0}

alors, <N(§, n)>= <P(g, n)> [P ]

de méme, <N (&, n)> = <P(¢, n)> [P ]

Pour un élément isoparamétrique a huit noeuds, huit fonctions d’interpolation sont

définies

<N>=<N,, N,,N,,N, N, N _N_N,}
N, = (-1/4) A-E)(1-m)(1+E+m)
2—(1/2)(1 -£5(1-n)
3 = (-1/4)(1-E)(An)(1-E+n)
N, = (122)(I+E)(1-n?)
5“‘( 1/4)(1-8)(1-n)(1-&-n)
6 = (-1/2)(1-8%)(1+m)

N, = (-1/9)(1-5)(A+n)(1+&—)

N, = (122)(1-5)(1-n?)

I’élément étant isoparamétrique, on a;
<N>= <N>

En résumé, nous avons :

{X} —N1 0 N. 0 .. Ns 0—{ }'r
= | . 2 : - - X YE
v lo N0 N0 NS Y |
ul] [N, 0 N, 0 . . N O] \

= {lh Vi W V: . . s Vs}
Vv _0 N; 0 Nz . . 0 NaJ .

Chapitre IV . 38



2- Construction de la matrice [B]

La matrice [B] est la matrice reliant les déformations aux déplacements nodaux :

._" ) e S—u . _& O =
N R T
\ o B .
e} =g |= 5y |7 0 oy | = |_\7J = [B{D
Yo 8_u+ ovl 18N SN
|0y  ox] Loy  Ox _

BN o
OX
donc B = 0 §——N—
oy
ON: ON,
L0y  Ox |

Puisque N, est définie en fonction de (€, n), on doit changer donc les dérivées
8/8x et 5/dy par &/8& et 8/0m. On obtient :

Tan] fox dyllan] o
e | _l8e el x|yl 8x
SN = |ax sy flaN = HlsN
[on ) Ldn &nlL oy _ L Jy
donc :

SN. (SN,

OX | _ rri.l OE
donc ° S_N _[J] 8_N

oy | 81 _

ou [J] est la matrice jacobienne de la transformation géométrique qui s'écrit sous
la forme
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_ Jn le
J = [Jm sz

£ 0 N, _ 3O N,

Ju = 2—55—" ; Jn = £ _gé_y;
_ L O N, _ & O N,

le Z 5 Xi 5 J22 - Z; 5'77 yr‘

matriciellement, on écrit

XY,
1% Y,
[N, 8N. 8N, 8 N,
- | 8 8- 8 - - 5E
8N, 8N. 8N, 8 N.| |
Lan om  on © © om .
. Xq YT
..xﬂ ys...
FO-mEem —a-mg zo-nee-w SO Loaween 0w paeneg-n ST
Q96120 -8 l0e0-20 -0+gn S0eDEI: 10-8) -a-BE-2 (-8
x 2]
x: ¥
x y'l
X

L’expression de la matrice inverse [J]" étant de la forme :

1 Jzz _le

[J] N ﬁ _le Jll

avec :
det : le déterminant de la matrice [J].
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Il est 4 remarquer que I’inverse de [J] existe, cela prouve que la correspondance
entre les coordonnées réelles et celles de I’élément de référence est une relation
bijective.

Cependant, dans certains cas ot I’on a une distorsion ou un débordement de
I’élément (fig.IV-3), la relation n’est plus bijective.

7’\9’00

|

Distorsion

Débordement

Figure [V.3

La nouvelle expression de la matrice [B] est :

N],.; 0 Nz,g 0 Na,; 0 . Ns,; 0
B = 0 Nl,:} 0 Nz,r; 0 Na,u .. 0 NE{,:] . [-j]il
_Nl,r; N:,; Nz,u Nz,.g NS,?] Na,g s Ns,n Ns,g_ A

avec
N, = 8N/6¢
Niﬂ'] = 6N./on =1,...,8
3- Expression de 1a matrice de rigidité
En utilisant le principe des travaux virtuels, on obtient la matrice de rigidité d’un
élément :

(K] = J [BY .[D].[B). dv

pour un élément d’épaisseur constante H, on a :

(K] = HI[[BY .[D].[B]. dx. dy
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En passant au repere normé :

(K] = HJ [ (BT .[D).[B). detlJ). w.. W, . d¢. d

-1 -l

ol : W,, W, sont les coefficients de pondération. |

[D] : est la matrice des propriétés physiques, elle exprime les contraintes internes
{o(x, y)} en fonction des déformations {&(x, y)}. D’aprés la loi de Hooke, les
contraintes sont li¢es aux déformations comme suit :

{o(x, v)}=ID] {e(x, )}

4y de. 0]
[D] = |dx dax 0
= () () (2(33_J
avege |

d,,=d,,=E(1-ov)/[(1+v)(1-v-aw)]
d,,=d, =vd, /(1-c)
d,.=E/[2(1+V)]

E  :module de young
v coefficient de poisson
o=0 : état de contraintes planes
1 : état de déformations planes

Vu I’expression compléte de [K], il est pratiquement impossible de I’intégrer

manuellement, ¢’est pour cela que ’on a recours a ’intégration numérique, en

remplagant les termes & et 1 qui expriment la matrice [B] par les points de Gauss.

L’assemblage de la matrice de rigidité¢ d’une structure s’effectue en additionnant
bloc a bloc les soumatrices de rigidité nodale de chaque élément.

4- Détermination du_vecteur élémentaire des forces nodales

Comme précédemment cité, lors de I’établissement du principe des travaux
virtuels dans le chapitre “présentation générale de la M.E.F”, on a exprimé le
vecteur ¢lémentaire des forces nodales obtenues a partir des charges réparties
apphquées a I’élément, comme suit :

RB(e) _ INTB(e) f(“) dv(E)
5

‘)(el
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matriciellement, on écrit :

{RY = [N {Q)av

avec
{Q} : chargement cohérent
{R°} : vecteur élémentaire des forces nodales

St le chargement est surfacique ou linéaire, on remplacera le terme dv par ds ou
par dl.

* Propriétés de la matrice de rigidité

La matrice de rigidité est :

1- symétrique en vertu du théoréme de “Maxwell-Betti”

2- singulicre avant ["introduction des conditions aux limites, ce qui explique le
mode de déplacement rigide de 1’élément

3- définie positive, ce qui donne a I’énergie de déformation sa propriété physique
d’étre posttive ou nulle

* La phase d’assemblage consiste a construire les matrices [K] et {R} de la

structure compléte a partir des matrices caractéristiques de chaque élément
(K<, {f}.

En utilisant I’approche énergétique exposée dans le paragraphe “discrétisation du
travail virtuel par éléments finis”, on peut définir la méthode d’assemblage.

5- Calcul des contraintes aux noeuds de 1’élément réel
L’expression de la contrainte o(x, y) s'écrit :

{o(x, y)}=[D].[B].{1}

{o(x, y)}=[H(x, y)]. {0}

avec :
[HI=[D].[B]

[H] est appelée matrice des contraintes |
{0} sont les déplacements nodaux de chaque élément.
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Chapitre V

Présentation du programme ISOFEM
correspondant a l'élément
isoparamétrique a huit noeuds
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1/ Introduction

La résolution d’un probléme par la M.EF. et d’autres méthodes numériques,
nécessite la manipulation de matrices et vecteurs de tailles importantes et la
résolution du systéme d’équations d’ordre élevé. Le retour a la programmation
devient alors indispensable.

Mathématiquement, la M.E F. revient a poser le probléme en terme de résolution
d’un systéme d’équations simultanées, écrit sous forme :

[K] {0} = {F}

11/ Présentation du programme ISOFEM

Ce programme constitue la premiére partie de notre travail. Il permetla modélisation
d’un sol soumis a un chargement, par la M.E.F. Le sol est subdivisé en éléments
isoparamétriques a huit noeuds avec deux degrés de liberté par noeud.

ISOFEM a été élaboré d’une maniére structurée. Il est constitué de plusieurs sous-
programmes ol le passage des paramétres ne s’ effectue paslors de I’ appel du sous-
programme, mais par le biais de blocs communs (COMMON).

11/ Structure du programme ISOFEM

I11.1/ Entrée des données

Les données de la structure a modéliser sont stockées dans un fichier d’entrée.
I introduction de ces données se fait sous un format libre, pour des raisons de
commodité.

1- Information générale

*  KPROB : code d’¢tude
KPROB = 1 pour déformations planes
KPROB = 1 pour contraintes planes

* E : module de Young

* Nu : coefficient de Poisson

* NTL : nombre total des éléments

* NND : nombre total des noeuds

* NMT : nombre de matériaux

* NGauss : nombre de points de Gauss
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¥ XYC(KN,I): coordonnées du noeud numéro KN selon les direction X et Y
I=1: direction X
[=2:direction Y
¥ KCON(IEL, I) : connexion des noeuds
avec:1=1,...,8
IEL : numéro d’élément
*  KMAT : nature du matériau

2- Conditions aux limites

*¥  NNF : nombre de noeuds restreints

¥ KFIX(INF, I) : rigidit¢ du noeud restreint numéro NFIX(INF) selon les
directions X et Y
I=1:direction X

. I=2:direction Y

*  force (2 *IND-1):lacharge appliquée au niveau du noeud numéro IND selon
la direction X

¥ force (2 * IND) : la charge appliquée au niveau du noeud numéro IND selon
la direction Y

11.2- Evaluation des matrices de rigidité et leur assemblage

Lamatrice derigidité [K] est déterminée dans notre cas, par la méthode numérique
dite ‘*‘méthode d’intégration de Gauss’’. Elle consiste a choisir un certain nombre
de points, puis réduire I’intégrale du produit [B]'[D][B] a une double somme sur
les points de Gauss, de ce produit multiplié par les coefficients de pondération W,
et W,

Dans notre cas, nous avons utilisé quatre et neuf points de Gauss:.

L’assemblage des matrices élémentaires s’effectue au fur et a mesure de leur
formation, en utilisant le stockage en matrice bande symétrique.

Calcul de la largeur de bande

Le sous-programme H BAND stipule que, pour chaque €lément, on cherche la
différence entre le maximum et le minimum des numéros de ses noeuds, puis on
calcule Ia maximum de ces différences pour toute la structure.

La largeur de la bande (diagonale comprise) est :

BW=(R+1)NDJ

avee
R :laplus grande différence entre les numéros d’un élément
NDIJ: le nombre de degrés de liberté par noeuds (2)
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I11.3- Introduction des conditions aux limites

La structure n’étant soumise a aucune condition d’appuis, elle peut subir des
déplacements de corps rigides correspondant & une énergie de déformation nulle,
signifiant la singularité de la nature de rigidité.

Donc, afin d’avoir un systéme d’équations algébriques plausible & résoudre
(systeme non singulier), des conditions d’appuis doivent étre imposées.

Nous avons pris en compte des conditions aux limites, en utilisant la technique du
terme diagonal dominant : la matrice [K] étant assemblée sans tenir compte des
conditions aux limites, on repére les degrés de liberté imposés (i), et on remplace
le terme K. de la matrice globale par le terme (K, + o), ot o est un nombre trés
grand, nous avons pris o = 10%. On remplace dans le vecteur forces nodales, le
terme F, par ow,.

II1.4- Méthode de stockage de la matrice de rigidité
Plusieurs méthodes existent (voir Annexe). Dans notre étude, nous avons utilisé
le stockage en matrice bande symétrique.

II1.5- Méthodes de résolution

Plusieurs méthodes existent. Dans notre étude, nous avons utilisé la méthode de
Cholesky, voir annexe.

I11.6- Impression des résultats

Les résultats obtenus aprés calcul sont imprimés dans un fichier de sortie
préalablement défini, et qui sont :

- les déplacements globaux des noeuds de Ia structure,

- les déformations et les déformations principales au niveau de chaque point de
Gauss de tous les éléments de la structure,

- les contraintes et les contraintes principales au niveau de chaque point de Gauss
de tous les éléments de ia structure.
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Etude des interfaces dans
un milieu linéaire
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1/ Introduction

L’étude des problémes d’interfaces est un point essentiel dans I’analyse, le
comportement, et le mode de ruine des structures composites ou d’assemblages
collés.

L’évaluation précise des interfaces implique le respect et la simulation des
conditions du contact. Qu’il s’agisse d’un probléme de contact entre deux ou
plusieurs couches différentes de sol, de fissures dans les masses rocheuses ou de
contacts sol-structure, on ne peut se permettre de négliger le décollement et le
frottement sur I'interface de contact.

11/ Bases de I’étude des interfaces

1- Définition et typologie des interfaces

Le terme “Interface” est relatif a la zone de contact entre deux structures. “La
zone interfaciale” regroupe les surfaces de contact effectives et leur périphérie
immeédiate, les zones perturbées.

Sur le plan géométrique, ’interface est définie par une surface de contact de
normale 1) en un point, et correspondant 4 la surface moyenne du volume des zones
perturbées

Sur le plan mécanique, I”existence du contact se caractérise par certaines relations
entre les composantes norimales o et tangentielles t de la contrainte s’ exercant sur
une facette portée parla surface moyenne. Associé a cetétat de contrainte, apparait
un déplacement relatif des points m, et m, appartenant respectivement aux milieux
M, et M, dans les directions t et 1. M, et M, ont initialement les mémes
coordonnées.

La typologie adoptée pour établir une classification des interfaces, est basée sur
I’importance des zones perturbées. Nous distinguons :

- les interfaces du premier type : pour lesquelles ’essentiel des déformations
observées au cours des sollicitations est concentré au voisinage immédiat de la
surface limite,

-les interfaces du deuxieme type : pour lesquelles on assiste au développement de
zones non élastiques importantes avec modification des propriétés mécaniques du
matériau d’au moins une des structures en présence.
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perturbées

Figure V1.1 : définition de l'interface

Chapitre VI

Figure V1.2 : état de contrainte a l'interface
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2- Probléme d’interface entre deux solides
Considérons deux matériaux M, M, de propri¢tés thermomécaniques différentes,
soudés ou reliés par une zone de liaison.

Un tel probléme de liaison entre deux matériaux différents amene beaucoup de
difficultés dans le calcul des contraintes et des déplacements sur ld surface de
liaison de part et d’autre. Ce type de probléme présente une diversité de cas
nécessitant divers types d’approches pour pouvoir obtenir une solution convenable.
Lamodélisation physique duprobléme, laschématisation géométrique de I’ interface,
et]’€chelle physique par laquelle la zone interfaciale est considérée, jouent un role
majeur dans I’étude des problémes d’interface.

111/ Avantage de la MLE.F. d’interface
Il existe dans les applications industrielles des interfaces de formes géométriques
trés diverses. Quelques illustrations sont présentées dans la figure VI.3.

Dans son ensemble, ce groupe d’exemples peut donner une idée de la difficulté de
I’étude analytique d’un probléme d’interface. Nombreux sont les auteurs qui ont
traité plusieurs exemples pratiques. Pour un probléme donné, la détermination du
systeme des contraintes et des déplacements consiste a définir des équations
régissant la solution et prescrivant sous une forme ou une autre, la satisfaction de
plusieurs conditions statiques et cinématiques, et & la continuité sur ’interface.

Une difficulté majeure a cet égard, mise a part la résolution des équations choisies
réside dans leur aptitude a représenter fidélement les conditions réelles, ¢’est a dire
toutes les complexités pouvant intervenir dans la géométrie, le chargement, les
conditions d’appuis et les propriétés intrinséques des matériaux constituant la
structure. Untel probléme seraitdifficilement traitable par les méthodes classiques,
méme aprés une simplification radicale des hypothéses.

Ces divers facteurs menent impérativement a la résolution par des méthodes
numériques. Parmi celles-ci la méthode des éléments finis est la plus fructueuse,
le concept de nos éléments d’interface est basé sur les conditions de continuité
géométrique. ‘

1V/ Méthodes d’analyse de problémes d’interfaces

L’analyse numérique de problémes comportant des interfaces s’est développée en
Génie Civil. Les études proposées par différents auteurs sont issues de deux
principales approches ci-dessous :

Chapitre VI 52




=r =R N 4 mm 2 4 me s s mm 2 5 mEE O § 8 mm 5 2 wmm s s mm % wm g s wE 8 A mm s s mm s
- eme o Em s S e e e R O D Y S b e e EE e mee e e e e

A A A R A B N A |
ALY T Y Y T Y Y Y Y Y Y Y YO WY

ONNYAYMYNAYNAYAYAMAMAMAMVAANNANANNY

~ Matériau stratifié
(Les assemblages collés)

Simple recouvrement

Double recouvrement

Assemblage en bout Double renforcement
(Scarf) Joint en escalier

N

Assemblage en biseau

Double biseau

Figure V1.3 : différentes formes geométriques des interfaces
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- les méthodes basées sur le partitionnement de 1’interface a partir d’une relation
limite exprimée en terme de contrainte,

- les méthodes ntégrant une “loi de comportement” de 'interface, c’est a dire
assimilant cette derniére a un matériau particulier.

[- Méthodes utilisant une relation limite en contraintes

1.1- Définition

L’hypothése de base est que I’ interface ne peut se trouver que dans un nombre fini
d’états : collé, décollé ou frottant.

En raison des difficultés d’interprétation des résultats d’essais, la seule donnée
expérimentale demeure la relation traduisant la rupture de la liaison entre les deux
milieux, qui peut étre du type Coulomb :

T=tatotge

a et ¢ sont respectivement I’adhérence et I’angle de frottement.
o et 7 sont les composantes normales et tangentielles de la contrainte.

L’interface caractérisée par un certain nombre de points de contact, est partitionnée
en fonction de I’état de la liaison en chacun de ces points.

[Tl <ato tg @ exprime une liaison stable.

c=0 traduit un décollement

|t = atctg @ exprime le glissement

Ces conditions peuvent étre traduites en termes de déplacement du point considéré
comme appartenant au milieu 1, puis au milieu 2.

Au niveau de la modélisation, notre choix s’est orienté vers les éléments finis de
contact issus de dédoublement des noeuds modélisés par ressorts.

1.2- Modélisation par ressorts des problémes de contact

1.2.1- Position du probléme

Difiérents états sont possibles le long d’une discontinuité entre deux domaines :
1- Etat coll€ : les deux domaines sont en contact, ainsi que les déplacements
sont continus dans les deux directions, normale et tangentielle au plan de la
discontmuité.
2- Etat de glissement : seuls les déplacements normaux sont en continuité.
3- Etat décolié : les déplacements sont discontinus dans les deux directions.
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1.2.2- Loi de comportements de la discontinuité
* L état de glissement est exprimé par le critére de frottement de Coulomb :
[t -ctotgp=0

ou-: -

¢ : la cohésion

¢ : Pangle de frottement de la discontinuité
o et T sont respectivement les contraintes normales et tangentielles de la
discontinuité.

Sile critere de Coulomb est atteint, on n’autorise que des déplacements relatifs
tangentiels, Au, et les déplacements relatifs normaux sont nuls.

* Pour I’¢tat de collement ou de glissement, on doit vérifier en chaque point :
c-1r, <0 :
l

ou ;
1, est la résistance a la traction de Ia discontinuité.

* L’état de décollement est satisfait dés que :
G=r
1

et on impose s =1 =10

Si le critére de résistance & la traction est atteint. C’est a dire présence de
décollement, on a déplacement Au quelconque, alors que le déplacement relatif
Av a un signe imposé, indiquant que les domaines s’éloignent I’un par rapport
a I'autre, le contact est donc dit unilatéral (Fremond, 1980).

1.3- Eléments de contact et ressorts

Lors de la modélisation par éléments finis d’une discontinuité dans un massif,
R Frank et al, en 1977, ont proposé 1¢ dédoublement des noeuds le long de la
discontinuité entre deux milieux, et I’association de chaque noeud du milieu M,
avec son double du milieu M, pour former un élément de contact. Donc la surface
de discontinuité est representee par I’ensemble des couples de noeuds dédoublés.

Selon I"état de contact de I’élément considéré, on impose deux, une ou aucune
contimuité de déplacement, ¢’est & dire :

- pour les ¢léments de contact liés, on a calculé des déplacements suivants les axes
TetN,
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- pour les éléments considérés en état de décollement : aucune continuité de

déplacement,
- pour les éléments de glissement : seulement, la continuité des deplacements

suivant I’axe N est 1mpose

Y

Fig V1.3 : Elément de contact et force de contact

La continuit¢ des déplacements dans une direction souhaitée est imposée par
Pintroduction d’un ressort de grande rigidité K entre les deux points formant
I’¢lément. La directiori(s) suivant laquelle (lesquelles), onveut imposer la continuité
des déplacements coincide avec la direction d’action du (des) ressort(s).

I1s”agit d’une méthode de pénalisation pour imposer des déplacements égaux dans
une direction. Les forces sur les ressorts sont exprimés ainsi.

F_'an i M O _M 0 _ﬂu:_

= Fuw 0 N 0 N
= K

""Fn '_M 0 M O U |

__""FN:_ B 0 —N 0 N Jva |

M =1 ou 0 suivant que le ressort tangentiel existe ou non
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N =1 ou 0 suivant que le ressort normal existe ou non

(U, V) et (F, F,) étant les déplacements et les forces dans le repére local (T, N),
sont liés respectivement aux déplacements (u, V) etaux forces (f, f ) dans le repére
global (X, Y) ainsi : :

U=u cos0 + v smb
VY=-u sind + v cosd
FT=]§ co.sB + ]2 sing
FN:-fl sind + ]T] cos6

Donc, la matrice de rigidité dans le repére global de I’élément de contact devient :

[Mecos0 + Nsi'@ M ocosOsin® — N sin 0 cosd ~Mcos’ 8 - Nsin'0 M cosOsin 8 + N sin 8 cos 0]

Kil Msin®6 + Ncos 0 ~M sinBcosd + NsinBcosd ~Msin'6 - Ncos2 0 |

L Sym Meos 0@ + Nsi @ Mcos@sin@ —Ncos@sin @ Jl
M\u]0+N

.

K est larigidit¢ de la pénalisation, on 1’a pris en se référant au rapport de stage du
laboratoire LCPC (1980), égale 4 :

K=10E_ R
ryg = max

ouE_ estle rapport des modules de Young des deux milieux M, et M., il est pris

inférieur ou égal 3 1 (<1)

R __ la valeur du terme maximal de la matrice de rigidité des éléments de massif.

1.4- Critéres et lois de contact

Les critéres qui permettent selon les caractéristiques des éléments de contact et du
chargement de déterminer 1" état final sont exprimés en fonction des forces (ou des
déplacements) et non des contraintes, du fait qu’on a utilisé la formulation
déplacement dans le modele élément fini, et les contraintes sont dérivées a partir
des déplacements, et par conséquent, la continuité des contraintes normales et
tangenticlles au contact n’est pas assez précise pour le traitement d’un tel
probléme, alors que les forces de contact sont continues. On écrit :

1- Critére de résistance a la traction
F,=F,z-r8

avec S ’aire de la surface d’influence de 1’élément, elle dépend du type d’éléments
du massif utilisé
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r, est la résistance unitaire a la traction

1i- Critére de frottement de Coulomb
IFI <ICS+F, tg ¢l

avec
¢ angle de frottement
C lacohésion

11i- Le caractére unilatéral du contact impose que pour les joints décollés Ion ait :

VI-V2<e

avec ; e I’ouverture initiale du contact

Ces critéres en termes de forces et de déplacement sont représentés aux fig. V14

et VIL.5.

A partir de ces critéres, on aboutit au principe de la méthode qui consiste & étudier

les cas sutvants ;

* st le critere i est violé, ¢’est & dire 1”état de collement n’existe pas ct les points
sont alors décollés et I’on impose M=N=0

collés

décoliés T,

Fig.VI.4 :Comportement dans la
direction normale

a) joint a ouverture initiale nulle
b) joint & ouverture initiale ¢

(déplacements relatifs verticaux en
fonction des forces normales)
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A
F

CS + FN tg q ' glissement

§
&
‘ N

] -CS-F,lgs

Fig.VL5 :Comportement dans la
direction tangentielle

(déplacements relatifs horizontaux
cn fanction des forees tangenticlles)
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* g1 le critére 1 est violé, les points sont alors en glissement, et I’on met M=0
et N=1

* si le critére 111 est violé, dans ce cas on établi ou rétablit les contiuités et ’on
met M=N=1

iiil- La loi de glissement (avec frottement) est applicable uniquement aux points
qui glissent P'un par rapport al’autre. Elle impose I’ égalité entre la force de contact
tangentielle et la force de frottement limite de Coulomb.

F,=F,=SC+F tgo

Le frottement tend a ramener les points I’un vers I’autre, il empéche les points de
glisser parfaitement. Ici, la loi de glissement ne provoque pas un changement de
rigidité comme déja vu aux critéres énoncés précédemment. Son application
n’apporte que des corrections de forces dans un état donné de glissement. On note
de plus, siles déplacements relatifs changent de direction parrapport a F..,ilyaura
arrét de glissement (cas de déchargement) et I”on rétablit M=1.

1.5- Formulation de la méthode

Selon I’¢tat initial des éléments de contact : liés (type 1), en glissement (type 2),
décoll¢ (type 3), on met respectivement deux, un ou on ne met aucun des ressorts.
Dans notre cas, on suppose initialement un état collé au massif considéré, ¢’est a
dire, on prend deux ressorts (M=N=1). On détermine la rigidité initiale du systéme
{R°}, puis le champ des déplacements

A partir du chargement considéré et des déplacements calculés, on peut maintenant
tester les éléments de contact pour voir si I”état initial est toujours vérifié et sinon
quel est I’état actuel. On teste donc si :

- pour les points liés (type 1) les critéres i et ii sont vérifiés,

- pour les points en glissement (type 2) le critére i est vérifié,

- pour les points décollés (type 3) le critére iii est vérifié.

On note les possibilités suivantes : ,

- les pomts liés (type 1) violent le critére i, et en conséquence se décollent
(type 3). Dans ce cas, on enléve les deux ressorts. S’ils violent le critére ii
seulement, les points glissent et en conséquence, on enléve le ressort tangentiel,
- les points glissants (type 2) violent le critére i se décollent donc, on enléve le
ressort normal qui existait. Par contre, si les points commencent a glisser dans
un sens inverse (Voir iiil), on note arrét de glissement et on ajoute un ressort
tangentiel,

- les points décollés (type 3) violent le critére iii et se recollent. Dans ce cas, on

" ajoute les deux ressorts.

Chapitre VI . " 59



Pour toutes ces possibilités énoncées, I’enlévement ou I’addition d’un ou de deux
ressorts conduit a un changement de rigidité. En conséquence, la rigidité du
systeme change.

2- Méthodes utilisant une loi de comportement de I’interface

2.1- Introduction

St Pinterface est assimilée & un “matériau fictif””, nous définissons sa “loi de
comportement” comme larelation entre les contraintes et les déplacements relatifs
assoctés en un point de cette interface, dont on introduit de nouveaux éléments
ayant des formes et des propriétés différentes & celles de 1’élément fini Ces
éléments sont dits “éléments d’interface”.

Nombreux sont les chercheurs qui, ces derniéres années, ont mis au point des
algorithmes de résolution, qui permettraient la solution du probléeme d’interface
par les éléments d’interfaces. Citons les travaux de Goodman, R.L.Taylor et
T.L.Brekke (1968), qui ont proposé, pour simuler le contact, un élément de massif

spécial d’unelongueur L etd’une épaisseur nulle ; Ghaboussi (1973); Zienkiewicz
(1970).

2.2- Eléments d’interface
Une interface a épaisseur mesurable finie, peut étre calculée par la MEF, la
difficulté réside dans I’interface sans épaisseur.

Soit un massif composé de deux milieux ’un sur I’autre (Fig.V1.6.a), et soit A un
point de I’interface, appartenant aux deux milieux. Si on applique une force au
niveau dumilieu supérieur, I’état déformé est observé surla figure V1.6.b. Le point
A possede deux valeurs du déplacement horizontal, I'une pour le milieu supérieur
et I"autre pour le milieu inférieur. Or, la M.E.F. donne un déplacement horizontal
unique du point A, donc cette méthode ne résout pas le probléme. Cependant, on
introduit un élément d’interface avec une petite épaisseur “t” (t/2 de partetd’autre
des deux milieux, et les deux milieux auront un déplacement relatif.

Les éléments d’interfaces modélisent donc la fonction par des éléments possédant

une epaisseur fictive, en utilisant des fonctions de forme assurant la continuité des
déplacements au niveau de cette région.

Chapitre VI e 60



A «—interface —
A
Figure V1.6.a : massif de deux milieux Figure V1.6.b : champde
différents avant glissement déplacement
relatif

2.3- Formulation des éléments d’interface

Différents types d’éléments finis ont été proposés pour la modélisation des Joints
ot interfaces. Ils peuvent étre classifi¢s dans les catégories suivantes :

- €léments firus standards pour de faibles épaisseurs,

- ¢léments quasi-continus possédant une faiblesse plane dans la dlrectlon de
I’interface ou le plan de joint,

- liaison d’éléments (linkage éléments) dans laquelle seules les connections entre
les noeuds opposés sont considérées,

- ¢léments joints en interfaces dans lesquels les déplacements relatifs entre les
noeuds opposés sont les variables de déformations primaires. Ils peuvent avoir une
épaisseur finie ou nulle.

2 4- Différents types d’éléments interfaces

- Elément de contact de Goodman :
R.E.Goodman et al (1968) ont proposé un élément de massif d’ épaisseur nulle
(fig.VL.7). Cet élément muni d’une rigidité normale (K ) et d’une rigidité de
cisaillements (K,) a été montré comme généralement efficace pour la simulation
des fissures des roches. I a été complété, en outre, par R.E.Goodman et
J.Dubois en 1972 par une loi de dilatance pour mieux representer certains types
de fractures fermées de roches.

ﬂ‘r
¢ % (y=0)
Figure V1.7 : élément
> & de contact de
Goodman et al (1968)
1 2 (y=0)

Notons enfin que R.E.Goodman et C.ST.John (1977) ont présenté une derniere
version du modéle qui comprend, en plus, la notion de rigidité rotationnelle
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qu’on peut évaluer en considérant le moment de rotation quand les noeuds 1 et
2 de la figure VI.7 sont fixés et que I’on applique une force sur le noeud 3 ou 4.

L’¢lément de Goodman est donc un élément & quatre noeuds, il est introduit pour
étudier la jonction d’un probléme & deux dimensions. O.Hungr et D.F.Coates
(1978) qu, en se servant du modéle de R .E.Goodman et al (1968 - 1977), ont
¢tudié la déformabilité des joints et leur relation avec les tassements des
fondations sur du rocher fracturé. '

2- Elément d’interface de Zenkiewics (1970)

0.C.Zenkiewics, B.Best, C.Dullage ot K.G.Stagg (1970) ont proposé, pour les
milieux stratifiés, I’ utilisation d’éléments semblables a ceux de Goodman et al,
qu’ils étendent au cas des massifs discrétisés en éléments courbes
1soparameétriques.

L’¢élément d’interface de Zienkiewicz est un élément quadratique 4 six noeuds
qu’on introduit dans un probléme a deux dimensions dont I’épaisseur est tres
petite non nule.

N4 v
- : N
eﬁcﬁve:f‘-o s LT T TSPu pS -»> é
- (y=0) u,”
1 2 l_—’

Figure V1.8 : élément d’interface de Zenkiewics (1970)

3- Elément d'interface de J. Ghaboussi, E.L. Wilson et J Isenberg (1973)

Cet élément d’interface est différent des deux autres éléments. 1 permet de
connecter deux €léments continus, ayant une épaisseur finie “t”, en utilisant un
élément de massif pour lequel les déplacements relatifs servant comme degrés
de liberté pour la formulation de sa matrice de rigidité. Ainsi ces chercheurs ont
donné la formulation explicite de lamatrice de rigidité de I’ élément de continuité
pour les problemes plan et 4 symétrie axiale. Leur élément permet la dilatance.
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Figure V1.9 : élément joint de Ghaboussi

i

——

G.N.Pande et K.G.Sharma (1979), s’inspirant des travaux de Zenkiewics et al
(1970) ont développé et programmé un élément isoparamétrique parabolique de
contact & huit noeuds.

J.M.Dupeyrat (1976), puis R.Frank, P.Guellec et P.Humbert (1977), ont mis au
point un algorithme qui procéde par itération de rigidité et de forces sur des
¢léments de contact & deux noeuds pour régler le probléme. Ils raisonnent et
agissent directement sur les forces de contact (qui sont continues dans un
modéle d’éléments finis de type “déplacements™) et non sur les contraintes (qu
ne sont pas continues et qui peuvent manquer de précision pour certains
problémes délicats d’interfaces).

Puisque le probléme qu’on étudie est & deux dimensions et que I’élément fini
choisi est quadratique a huitnoeuds, donc1”élément d’interface a une dimension
avec six noeuds de Zienkiewicz lui est parfaitement compatible.

2.5- traitement numérique par éléments finis : ,
Il s’agir d’un élément isoparamétrique 4 six noeuds sans épaisseur.

4

3

2 E&=D
(£=0) Figure VI.10 : élément fini d’interface

&)
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~Le déplacement sur chacune des lévres s’exprime a I’aide des trois fonctions de
forme N. définies sur la variation [-1, 1] de la coordonnée intrinseéque &.

N =E2)E-) . NN,

N, =1-£? ., N&=N,

N, =(E/2)¢E+) , N=N,

Le déplacement relatif s’exprime en fonction des déplacements absolus en axes
generaux par la matrice N = [N, N, N,], a titre d’exemple, pour la composante
U. |

[UM U
U =u'™ -y’ = [NT ] U,:' - [NT | U=
L] U

onpose : U™ =U_
Ut =U

B

- Le vecteur déplacement relatif {S} est lié au vecteur des déplacements nodaux
{Uln} par :
{8} =B,l{U,}

avee |

0-l

-N 0O - 0 NN 0O MNOMNONDO

[B]
=L0 -M 0 -M 0 -MNONONION

Cette matrice permet le calcul de la matrice de rigidité de I’élément [K_ ]

[K.] = J[B.T [DI[B.]. J©). d&

-1
ot laloi de comportement définissant I’ interface peut s’exprimer matriciellement
comme Suit :

{a’ Tm} | D. D,,,HdU}
d Un \.Dnt Dnn dV
soit : {do} = [D] {ds}

du et dv composantes du vecteur {ds} déplacement relatif.
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Les termes D_et D_ de la matrice de comportement [D] traduisent un couplage
¢ventuel entre le cisaillement et la traction/compression du plan de Pinterface.

2.6- Concept de I’élément d’interface de Zienkiewics
L’¢élément d’interface de Zienkiewics a six noeuds, proposé en 1970, est indiqué
sur la figure VI.11.

Figure VI.11 : élément d’interface de Zienkiewics

Le matériau de I'interface étant linéaire et élastique, il est possible d’obtenir des
valeurs équivalentes aux rigidités tangenticlles et normales.

D =E/h

nn

D, = E/Q2(1+v)t)

E module d’élasticité
v coeflicient de poisson
t épaisseur de 1’élément d’interface choisie.

avec2< D /D <3——> 0<v<0,5

Les fonctions de formes sont les mémes que celles données dans le paragraphe
“traitement numérique par €léments finis”.

Les déplacements nodaux correspondants sont :
U=ZN"US=NU+NU+N U,
Up=ZNPUF=N U +N,U,+ N, Uy,

avec
U, déplacement horizontal correspondant a la partie supérieure, et donc les
noeuds 6, 5 et 4 de la figure VI.12,
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U, déplacement horizontal correspondant 2 la partie inférieure, et donc les
noeuds 1, 2 et 3.

. partie
supérieure

(o))
=
AR B E) g =
1Y

—
—
L N S
—
T W

I
b
-

partie
inférieure
Figure .VI.12

U'. : coordonnées nodales de la partie supérieure
UB, : coordonnées nodales de la partie inférieure

De méme pour les déplacements verticaux
VE=ENIVI=N VANV +N Y,
VBm z NiB VliB - Nl Vl] * VZ Ul2+ N3 VB

Le vecteur déplacement relatif sera donc :

U UT _UB U Un
= - donc = [B.]
4 Ve — Bs V Vi

La matrice [B] est identique a celle donnée dans le paragraphe “2.5”.

U, V sontrespectivement les dép'lacements relatifs dans les directions tangentielles
et normales.
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L’¢énergie de déformation est telle que :
Soit F le vecteur force par unité de longueur de I’élément interface

F
F =
F.
et W I’¢énergie de déformation dans tout I’élément, telle que

W = LI{S) (Flae

ou 2L représente la longueur de I’élément
etx=EL doudx=Ld¢

Le vecteur {F} est relié au vecteur déplacement relatif {S} comme suit :
F| [k 0lU
F = = L J
- Fn 0 Kn V
ou :

K, K, représentent respectivement les rigidités tangentielles et normales de
Iinterface :

-l
% “—[B"]Vﬁ

L’énergie de déformation sera donc :

g IK 0]
W= LU BT B

ol
U3 =1y,

L’¢équilibre exige une énergie de déformation minimale, donc o6W/8U = 0 par
substitution des limites d’intégration, on aura :
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(KJ {U,,} = {F}

La matrice de rigidité élémentaire :

| . Tk 0]
ko= L] (s

Remarque
Dans le cas oul’¢lément d’interface se présente dans une position faisant un angle

0 (cf. fig. VI.13), parrapport 4 I"axe x, on fait intervenir la matrice de transformation
[T] avant I’assemblage, d’ot : |
Ke=[T]" [KT [T]

yil

<o

¥

| Figure VI.13

lcos@ —sin O]

= Lsin@ cosé?J

L’intégration numérique pour 1’élément d’interface se fait suivant la direction de
£ seulement, car I’élément est une dimension avec une épaisseur fictive.

1=1Lf@&ae=LEw. f&)

avec :
m le nombre de points de Gauss. Dans notre étude, on a pris deux points de Gauss
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W. poids des points de Gauss
&, coordonnées des points de Gauss dans le repére local

Remarques
I’évaluation des forces de volumes pour I’élément interface n’est pas utile

puisqu’elles sont négligeables (épaisseur fictive).

On ne parle pas de contraintes et de déformations dans une interface, mais de
I’nfluence de cette derniére sur toute la structure a analyser.
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Chapitre VII

- Présentation des programmes
INTERFI et INTERFII
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I- Introduction ,
Nous avons construit un programme de calcul par €léments finis qui répond aux
démarches spécifiques liées a la résolution d’un probléme d’interface (contact).

Les techniques classiques permettant la localisation des parameétres, le calcul des
* fonctions de forme, le calcul des matrices de rigidité élémentaires, I’expression de
la matrice rigidité globale et vecteur sollicitations global, le stockage de la matrice
liée au systéme d’équations linéaires obtenues, et la résolution de ce systéme
d’équations linéaires ont fait I’objet de plusieurs adaptations, dont I'utilisation
d’éléments d’interface a six noeuds.

I1- Structure du programme INTERFI

Le programme INTERFI fait I’étude d’interface par les méthodes basées sur le
partitionnement de I’interface a partir d’une relation limite exprimée en termes de
contrainte en utilisant la modélisation par ressorts.

L’organigramme (VII-1) fait la présentation globale des différentes démarches
sutvies dans le programme alors que |’organigramme (V1I-2) comprend les tests
permettant de :

- déceler 1’élément d’interface, |

- vérifier les différents critéres et lois de contact exposées dans le chapitre VI.

I11- Structure du programme INTERFII

L’organigramme (VII-3) représente d’une maniére générale la structure du
programme INTERFII qui fait I’étude d’interface par les méthodes intégrant une
loi de comportement d’interface. '
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Chapitre VIII

Etude théorique des interfaces
dans un milieu non linéaire
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I/ Introduction
L’analyse en éléments finis de problémes résolvant les sols renforcés nécessite
Iutilisation de techniques spéciales.

Dans la mesure ou il y a de nombreux éléments renforcés, la meilleure approche
est d’introduire les effets de renforcement dans la loi constitutive du matériau a
travers une adaptation d’un type de méthode d’homogénéisation.

Vu la grande variété des différents types de renforcement, il est nécessaire que la
formulation de 1’élément d’interface doit étre générale et flexible, incluant, pour
Pinstant, la possibilité de modelage souple et dilatant d’un comportement.

Nombreux sont les chercheurs qui, ces derniéres années, se sont intéressés a la
résolution des problémes d’interfaces dans des massifs ne suivant pas la loi
linéaire. Citons les travaux de :
- J.M.Jeynouard, R.Duhau et M.Lemaire (1979), qui ont mis au point une
méthode de calcul par sous-structures qui concerne I’intercation entre une
structure €lastique Iméaire et un sol dont une partie est élastoplastique. Cette
méthode est mise en oeuvre par un processus incrémental et itératif,
- R Frank, A.Guenot et P.Humbert (1980), ont essayé une approche spéciale du
probléme dans le cas ot la géométrie et la densité des discontinuités sont telles
que toute méthode de schématisation directe se révéle laborieuse et coiiteuse.
Ils ont proposé alors une modélisation du massif par un milieu continu
¢lastoplastique a critére de plasticité et déformations orientés.

Il est & noter que les problémes de frottement et de décollement sur des interfaces
sonttrés souventliésalamodélisation demilieux dontlamatrice est élastoplastique.
L utilisation d’éléments de contact tels que ceux décrits ci-dessusn’a pas un grand
intéré, si les massifs situés de part et d’autre de ces contacts ne peuvent étre
modélisés en élastoplasticité.

11/ Formulation d’une loi de comportement

La loi rhéologique d’un matériau est la relation liant la «réponse» de ce matériau
(par exemple la déformation subie), & une «sollicitation» (I’application d’un état
de contramte par exemple). Si on admet le principe du déterminisme, il existe une
fonctionnelle /" hant la réponse r(t) a ’instant t a toute I’histoire de la sollicitation
S(t) de Porigine des temps t_ au temps t :
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r(t) = F.S(t)

La fonctionnelle /' étant dans le cas général impossible & expliciter, il faut faire
appel a la procédure de «linéarisation», qui aboutit a une formulation de type
incrémental. Si on applique une «petite» sollicitation do pendant un incrément de
temps dt a un échantillon ayant subi une certaine histoire, la «petite» réponse de
déterminée unique est liée a do et a dt par une fonction R.

R(do, de, dt) =0

La fonction R dépend des états de contrainte ancien et actuel. Si cette fonctionrelie
des quantités infiniment petites, il est possible d’en donner un développement

limité au premier ordre et d’écrire :
de = M.do + M’.dt (VIIL1)

Laréponse a une sollicitation infiniment rapide (dt=0), se traduit par la seule partie
élastoplastique de la loi. Par la suite, nous ne considérons pas la partie visqueuse
M’ et nous écrivons (VIII.1) sous la forme : '

do = C.de

Cette loi devient, dans le cas des interfaces, sous forme matricielle :

dr, ] du
dd,, - dv
Soit {do} = [C] {dS) (VIIL2)

{do} et {dS} désignent respectivement les vecteurs & deux composantes de la
contrainte interfaciale et du déplacement relatif.

Les deux formulations de la matrice [C] présentées ci-dessous sont désignées
respectivement par «formulation élastoplastique» et «formulation incrémentale
pénérale». Les deux loisassociées a ces matrices possédent un caractére incrémental,
la premiére admettant également les relations issues de la théorie classique de Ia
plasticité.

11.1- Formulation élastoplastique

11.1.1- Rappel de mécanique des milieux continus

La théorie de la plasticité est fondée sur la décomposition de I'incrément de
déformation {de}en une partie élastique {de}°et une partie non réversible ou
plastique {de}®.
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L’apparition de cette déformation plastique est liée a la notion de critére de
plasticité qui s’ écrit :
F({c},K)=0

La fonction F de I’état de contrainte {c} et de I’ensemble des parametres
d’écrouissage K est la fonction de charge et la surface d’équation F({c}, K) =0,
dansI’espace des contraintes, estla surface de charge qui évolue dans 1’ écrouissage.

I1.1.2- Expression générale de la matrice de comportement
Le vecteur déplacement relatif se décompose en : .
{ds} = {ds}e+ {ds)® (VIIL3)
{ds}°=[C]" {do}

Il se vérifie expérimentalement que le couplage entre déplacements normal et
tangentiel est associé a des déplacements relatifs irréversibles.

L.a matrice élastique a pour expression

(K. 0
LO K.

{dsy" = dﬂ{%}

avec dA scalaire positif
G est le potentiel plastique

il

L’expression VIIL3 devient : | |
{ds} =[C]]" {do} + dA {5G/6{c}} - (VIIL4)

En multipliant les deux membres de cette équation par {8F/5{c}} [C ] sachant
qu’au cours des déplacements plastiques, on a F({c}, K) = 0 on aboutit 4 :

{ds} =[C]" {do} + 1/(A+B) {d}" {ds} {8G/d{c}} (VIILS5)

avec A =(-1/d%).(SF/8K).dK

B = {8F/5{c}}'[C]{8G/b{c}}

{d}" {ds} = {8F/6{c}}"{dc}+dA.B , cette quantité est un scalaire.
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{do} =[[C] - [C]] {ds} (VIILG)

Il reste a expliciter le terme de [Cp]

oF oG SF G |
- L Kige, 50, K-Koso 5o
T Hkex. OF 8G . 8F 86
81, " 80, "00, 00,
oF oG oF 0G
avec Il = A + K.. STM S’L'm + K.. S‘&“ : 8_0‘_:
I1.2- Formulation incrémentale générale
Soient quatre fonctions f, g, h, et k telles que :
T, _ flu, o) c_constante o (VIIL7)
V=g,oc) G_constante (VIIL.8)
G =h(v, 1) T, constante (VIIL9)
c =k(v, 1) T, constante (VIIL.10)

Les fonctions fet g sont obtenues par une série d’essais de cisaillement dans le plan
de I’'interface, sous contrainte normale constante. De méme, h et k sont tirées
d’essats de traction-compression a contrainte tangentielle constante.

T
Appliquons un vecteur sollicitation {do }

on aboutit a
og
ou '’

- 0g 1
du = 50 5F 7 su

dVv = v, (VILID)
0
De méme, en appliquant un incrément , on obtient a partir de (VIIL9) et
(VIIL.10) .
du =((8k/8v)/(8h/év))do, (VIIL.12)
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dv =(1/(8h/6v)).do, (VIIL.13)

Par superposition des sollicitations incrémentales, le vecteur [dt | do, ]* produit un
incrément de déplacement relatif :

[ SF Sk , Sh]
du I S 5 & dr,

av 5_8/5_F 1/@' do,

Il

Lou  ou ov
La forme de la matrice de comportement [C] apparait :

[ or  _oF J_k}
dr,, du C = 1 | bu ou ov
o= [C] " avec | _ ok og [_5_g Sh Sk J

o T oV oul Suév ov

I1I- Traitement numérique par éléments finis

II1.1- L’¢élément d’interface

L’élément d’interface est isoparamétrique a six noeuds, sans €paisseur. Les
fonctions de forme sont les mémes que celles décrites dans le cas linéaire
(paragraphe 2.5).

Le vecteur déplacement relatif {S} est lié au vecteur des déplacements nodaux
{U, } par:
(8} = [B,] {U,,)

La matrice [B, ] est la méme que celle décrite au paragraphe 2.5 concernant les
interfaces dans le cas linéaire.

La matrice de rigidité élémentaire est :

K.l = [[BIICIB.I®).d

ot [C] est la matrice décrivant la loi de comportement.

111.2- Processus itératif et incrémental
Compte tenu du caractére des lois de comportement, il est indispensable de faire
appel 2 une technique de résolution de problémes non linéaires, on cite
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essentiellement la méthode des «contraintes initiales» basée sur la redistribution
de I’écart entre la charge appliquée et la charge réellement équilibrée par 1’ 6tat de
déformation (de déplacement relatif) trouvé.

L’application de la charge doit étre incrémentale, car il n'est possible d’appliquer
une linéarisation que sur des évolutions suffisamment petites a partir d’un état de
contrainte connu.

Larecherche du point d’équilibre est itérative, pulsque lari gldlte varie méme pour
de petits incréments de charge.

Fa
P+APf———————— B__BL
. -
BI
PI==7a

Y

Figure VIIL1 : processus itératif et incrémental

Partant de la rigidité tangente au point A, chaque étape du processus B’B,, BB,
...est obtenue par la méme rigidité ou une rigidité tangente recalculée au point B’
pour accélérer la convergence.

IV-Analyse non linéaire des contraintes et déformations dans le sol par des
méthodes expérimentales

Le comportement contrainte-déformation de n'importe quel type de sol dépend de
différents facteurs tels que : la densité, la quantité d'eau présente, les conditions de
drainage, le type de déformation (déformation plane, triaxiale), la durée de
chargement... et il est possible d'en tenir compte, en sélectionnant a priori les
échantillons du sol et reproduisant les conditions nécessaires dans les tests de
maniére a obtenir des déformations représentatives de celles pouvant se produire
in situ sous les mémes conditions de chargement.
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[V.1- Non linéarité et valeur du module tangent (E)

Kondner amontré que la courbe contrainte-déformation des deux matériaux, sable
etargile, peut étre approximeée, avec un degré de précision élevé, parune hyperbole
de la forme ;

(0,~0,)= e/(a+be) (VIIL.14)
G,, O, . contraintes principales majeure et mineure.
g . déformation axiale
a,b :constantes déterminées expérimentalement. Elles

représentent physiquement l'inverse du module tangent
initial et l'inverse de la valeur asymptotique de la courbe
contrainte-déformation (cf figVIII.2).

asymptote = (o,-5,),.1/b

A

E=1/a

difference de contraintes (5,-c,)

Y

déformation axiale ¢

Figure VIIL.2 : courbe hyperbolique contrainte-déformation

La valeur asymptotique peut étre reliée a I'effort de compression par la relation.

(6,-6,)7R(5,—0), _ (VIIL.15)
ou : :
(0,—5,), la différence des contraintes a la rupture
(c,~0,),, 1a valeur asymptotique de la différence des contraintes
R, rapport de rupture (Rf<l)

R est généralement compris entre 0,75 et 1, et est essentlellement indépendant de
la prégision de confinement.
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Par substitution des valeurs de a et b, I'équation (VIII.14)) devient :

€

(6 -0) = 1 . AJ (VIIL1G)
LEi (G - 03)1‘

La représentation hyperbolique développée par Kondner et al a été un moyen trés
utile pour représenter la non linéarité du comportement contrainte-déformation
dans le sol.

Larelation contrainte-déformation exprimée par I'équation (VII1. 16) peut étre trés
convenablement utilisée dans une analyse d'incrémentation en contraintes, car il
est possible d'approximer la valeur du module tangent correspondant 4 n'importe
quel point de la courbe contrainte-déformation. Sila contrainte principale mineure
est constante, le module tangent E, s'écrit comme suit : |

E = (8(c-0,))/5¢ (VIIL.17)

et par différenciation de I'équation (VIIL.16), le module tangent devient :

B = 1/ E
[J_ N __&8_] (VIIL18)
E ' (o - o)

En éliminant la déformation de cette derniére équation, elle devient :

3 R (1 — sin ¢p)(o — 03)]2 (9'1)“ |
E. = [1 - 2Ccos@ + 20 sin @ K P, p,) (VIIL)

Cette expressionde E est trés utilisée, notamment dans les analyses d'incrémentation
en contraintes et constitue une part importante dans la relation contrainte-
déformation, elle peut étre utilisée en contraintes effectives comme en contraintes
totales.

Il est a noter que Ia relation contrainte-déformation.a ¢ét¢ développée sur la base
des résultats obtenus des tests triaxiaux standards. :

L'utilité de I'équation (VII1.19) repose sur sa simplicité vis & vis de deux facteurs :
1- le module tangent, exprimé en termes de contraintes seulement, peut étre
utilisé a résoudre les problémes faisant intervenir Ies conditions de contraintes
initiales, sans aucune complication.
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2-les paramétres intervenant dans cette relation peuvent &tre aisément déterminés
a partir des tests en laboratoire.

IV.2- Procédures de l'analyse non linéaire

Le comportement non linéaire contrainte-déformation peut étre approximé dans
une analyse, en éléments finis, en assignant différentes valeurs aux éléments en
lesquels le sol est subdivisé.

La valeur du module assigné est sélectionnée sur la base des contraintes ou
déplacements dans chaque élément, car le module etles contraintes sont dépendants
les uns des autres.

Deux techniques pour approximer l'analyse des contraintes non linéaires sont
montrées dans la figure VIII.3. :

4 itérations 4
2 successives

3

contrainte
contrainte
L~

incrémentation
successive

Y
A 4

déformation déformation

(a) | (b)

Figure VIIL.3 : Techniques d'approximation du comportement non linéaire
contrainte-déformation

Par la procédure itérative montrée dans la figure VIIL.3.a, le méme changement
dans le chargement extérieur est analysé répététivement. Aprés chaque test, les
valeurs des contraintes et des déformations au sein de chaque élément sont
examinées pour déterminer si elles satisfont a la relation appropriée non linéaire
entre contraintes et déformations.

St les valeurs des contraintes et des déformations ne se correspondent pas, une
nouvelle valeur de module est choisie pour I'analyse suivante.
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Cette procédure a été appliquée dans une analyse de comportement chargement-
tassement d'une fondation sur le sable par Girijavallabhan et Reese.

- Par la procédure incrémentale montrée dans la fig. VIIL.3.b, le changement dans le
chargement est analysé par une série d'incréments. Au début de chaque nouvelle
incrémentation de charge, une valeur appropriée du module est sélectionnée en se
basant sur les valeurs de contraintes-déformations dans1'élément. Ainsi, larelation
contrainte-déformation est approximée par une série de droites. Cette procédure
a été appliquée aux analyses des remblais par Clough et Woodward.

Ces deux méthodes présentent des avantages et des inconvénients !

I'avantage principal de la procédure itérative est qu'il est possible de représenter
la relation contrainte-déformation dans laquelle la contrainte décroit avec
augmentation de la déformation au-dela d'une valeur maximale.

Cette possibilité peut étre trés importante car les ruptures progressives qui se
produisent dans le sol sont associées & ce type de comportement contrainte-
déformation.

L'inconvénient de cette procédure est qu'il est tres difficile de tenir compte des
contraintes initiales non nulles, qui jouent un réle trés important dans plusieurs
problémes de la mécanique des sols.

L'avantage principal de la procédure incrémentale réside dans le fait que les
contraintes initiales peuvent étre facilement introduites, outre la précision qu'elle
peut apporter dans le calcul des contraintes et des déformations pour de faibles
chargements.

Cette procédure présente l'inconvénient de ne pas pouvoir simuler la relation
contrainte-déformation lorsque la contrainte décroit au-dela d'un certain maximum,
car il devient impératif d'utiliser une valeur négative du module tangent (E ), et cela
ne peut étre fait dans une analyse en éléments finis.
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Application 1

Etude d'une poutre encastrée soumise 4 la
flexion par la méthode des éléments finis

* Programm : ISOFEM

* Type d'élément : €lément isoparamétrique a 16 d.d.1
(N: nombre de noeuds)

* La solution théorique selon "théorie des poutres" est :
- la fléche : vex = (PL?)/(3EI)

- la contrainte : x_ = (PLH)/(2I)
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Poutre encastrée en flexion (discrétisation)

Ya
P
B A
’ [ ]
a X
L
L=12m
H=2m
P=1MN
v=20,3
E =1340 MPa
=
[

exemple de discrétisation (8 éléments)

exemple de discrétisation (30 éléments)
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COURBES DE CONVERGENCE DES CONTRAINTES ¢ Ng? ET
DE LA FLECHE ¥V EN FONCTION DE NOMBRE DE NOEUDS.

Nombre de noeuds,

Nombre de noeuds,
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. YARWTION DE LA DEFORMEE DE LA FIBRE

SUPERIEURE EN FONCTION DE X.

Flache ¥ ds o fibre sup en (m).
=]
' 'S
I EENEENNEFE NN RN Y

o
™

e
[~

l‘!"“!'*ll‘l"""é"'!llll_l'TllIlllII"l

16
Abscisse X (m).

[

COURBE DE LA VARIATION OES CONTRAINTES SIGMA(x
AU NIVEAU DE LA FIBRE SUPERIEURE LE LONG DE X.

1
Controinta ou nivegu de lo fibre sup.

3

-
[ THCHTEEEE BNy

0 Ty TTyYyYEyw TTT T YWy ys TrTyrrrovnvyTy rTrnrTrrsosyy
0 4 8 '

Abscisse x en (m).
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Application 2

Etude d'une poutre encastrée soumise a la

traction par la ML.E.F.
* Programme : ISOFEM
* Type d'élément : ¢lément 1soparamétrique a 16 d.d.1

(N: nombre de nocuds)

* La solution analytique selon "théorie dés poutres" est :
- le déplacement : U_= 3FL[EA

- la contrainte : ox_ = (3F)/A
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Poutre encastrée en traction (discrétisation)

Ya
» F
H { — F
L
L=12m
H=2m
F=1MN
E = 1340 MPa
v=03
[
[>
exemple de discrétisation (8 éléments)
o
> >
>

exemple de discrétisation (30 éléments)
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COURBES DE CONVERGENCE DES CONTRAINTES ¥ éxhoig DES
DEPLACEMENTS U(x) EN FONCTION DE NOMBRE D UDs.

Normbre de noeuds.

£

gis'm:] ________________ g
r-'> ] s
T 13.00 g
s ]

B :
= . w.e
_.-§12.50: u§
E . =E
8 ool !
_120w TTTYYRYYY TTTTRRTYTTN LA BARERERI] LA R ARERED] TTYnTyY I l
NS 50 100 150 200 250 |

1.51 -

o
(7]
©

I
!
des poutres.

)
L

Centrainte ¥V x en (Mpa).
& 8
FTXRUNIRLINGINTERTI FATTTI TR ITENITR V)

i

L]
&

"IIIIVIIUIIUI'IUII"!'Il'l’II'l%l"ll!l’l' TrTrrrrryY
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Nombre de noesuds.
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COURBE DE LA DEFORMEE DE L'AXE NEUTRE EN
FONCTION DE x.

Depiocemant Wx)+E-03 #n {m).

-
4.}

)

o

o

l"']“l"""""' ryYrryryryryrgpgerryrrorgruny

Abscisse X (m).

o thsareadatagaganasalasiaadiag

16

COURBE DE LA VARWTION DES CONTRATTES SIGNA(x)
E LONG DE L'AXE

N

-——

ARSI EENEEY ol

Controints T (x) en (Mpo).

o

|Ilillllll'll‘lll’llél'l"‘_'ll|l'l‘l"ll

Abscisse X en (m).

Q

16
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Applications au sol
Application 3
Etude d'un échantillon de sol soumis

a son poids propre

* Programme - ISOFEM

* Type d'élément  : élément isoparamétrique a 16 d.d.1
* La solution théorique selon "théorie des sols" est :

G, =Y.Z
v étant la densité du sol.

z la profondeur du point considéré a partir de la surface libre
du sol.
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Sol soumis & son propre poids

(discrétisation)
L=6m
H=12m
y=17t/m*
v=20,3
E =50 MPa
n ot
ot
> 4
s e
e
e o
1 o
X
e o
’ &
il : o
—
D o
D ot
"
n <
i o
&
s o
~ & & ® (A ™ =
6 m
Discrétisation par éléments isoparamétriques a huit noeuds
densité sy = 1,7 t/hm?

nombre d'éléments : 72
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L'étude porte sur un sol de dimension (6 x 12 m) se trouvant dans un état de
déformations planes.

Le sol est sournis a son propre poids, sa densité est de ¥ = 1,7 t/m’.
Les résultats obtenus par notre programme nous ont permis de tracer les courbes

- variation de la contrainte o, en fonction de la profondeur y,
- variation de la contrainte G, en fonction de I'abscisse x.
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VARIATION DE LA CONTRAINIE ¥y E
FONCTION DE LA PROFONDELR Y.

Theorie des sols.
M.EF

- o
lllJlllli?lljlllfll

Profondeur Y en {m).
i
~
(]

'r'lll'!'l6l"|"lr'l|"l’6lll("l"'1 '

‘ Contralnte V' y en (Mpa).

L

COURBE DE 1A VARIATION DE LA CONTRAINTE Ty
FONCTION DE L ABSCISSE X o LA PROFONDEUR Y-I?m

i
<
>

Aob i st

S

S
o

A L0t i i

Contruints ¥y en {Mpo).

o
o

‘lll’ll'll"'l'l‘lll‘l'lll"TIl"rillU'I'

8
Abscisse x (m).
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Application 4

Etude d'un sol soumis a une charge
concentrée dans le plan (0xz),

le long de l'axe y
* Programme : ISOFEM
* Type d'élément : ¢lément isoparamétrique a 16 d.d.1
* Discértisation : N = 253 noeuds
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Sol soumis a une charge concentrée

(discrétisation)
L=12m
H=12m
P=1MN
v=203

E=50MPa

e o
o
LS %
o o
&
o o
8
o o
ch
o o
i x S
Pe = N
£ A
e o
e %
13 i
o
o O
e 4
o o
e C
Fiy ~ AN o o [ FAY Fi ™
I} 6 l,
m

Discrétisation par éléments isoparamétriques a huit noeuds
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Dans cet exemple, on étudie un sol semi-infini de dimensions (12 x 12) m? se
trouvant dans un état de déformations planes.

Ce sol est soumis a une charge concentrée le long de I'axe y dans le plan (oxz).
Par raison de symétrie de 3 structuce et du chargement nous avons coneidére’ [a moitie
‘ffe? ?gsultats obtenus par notre programme nous ont permis de tracer les courbes
- variation de la contrainte verticale G, en fonction de la profondeur y, pour
'abscisse x=0,3m
- variation du déplacement vertical v en fonction de I'abscisse x a différentes
profondeurs y.

Interprétation des courbes

- variation de la contrainte verticale o, en fonction de la profondeur y, pour
I'abscisse x=0,3 : plus on s'éloigne de la surface libre du sol, on ressent moins l'effet
de la charge concentrée, et les contraintes diminuent.

On note que les courbes tracées a partir de la M.E.F. s'approchent des courbes
données par la théorie de Boussinesq.

- variation du déplacement vertical v en fonction de I'abscisse pour différentes
profondeurs : plus ons'éloigne dela charge, on constate que le déplacement vertical
diminue.

Les courbes de variation des déplacements v s'aplatissent le long de l'axe des
abscisses x 4 mesure que I'on s'enfonce dans le sol, nous pouvons alors déduire la
profondeur a partir de laquelle le tassement instantané devient négligeable.
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COURBE DE LA VARIATION DE LA CONTRAINTE V y
EN FONCTION DE LA PROFONDEUR Y (r=0. 5)
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COURBES DES VARWTIONS DU TASSEMENT V EN FONCTION
DE L ABSCISSE X a DIFFERENTES PROFONDEURS.
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Application 5

Etude d'un sol bicouche avec une analyse
d'interfaces soumis a un chargement

partiellement réparti

* Programmes utilisés - ISOFEM, INTERFI, INTERFII
* Type d'éléments .- isoparamétriques a 8 noeuds pour les éléments
finis

- a six noeuds pour les éléments d'interface.

* Discértisation : N = 147 noeuds (sans interfaces)
N = 164 noeuds (avec interfaces)

* Caractéristiques de la structure :

* premiére couche (supérieure) : E =50 MPa
D=03
Hl=2m

* seconde couche (inférieure) : E =55 MPa
D=0,3
H2=3m

* Interface : résistance a la traction r, = 1 MPa

E =100 MPa
P=03
t=10mm

*L=4m

*H=5m

*q=1MN/ml
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Sol bicouche soumis a un chargement
particllement réparti

Premiére
couche

.11

5m

Deuxiéme A
couche It

H2

4 m

a) sans interfaces

Premiére
couche

Interface T

5m

Deuxiéme
couche

4 m

b) avec interfaces

Discrétisation par éléments isoparamétriques a
huit noeuds pour éléments finis et & six noeuds
pour éléments d'interfaces
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L'exemple du sol chargé partiellement va nous permettre de voir le-
comportement de l'interface a partir de I'allure des courbes comparatives des
déplacements et des contraintes avec et sans étude d'interface.

Pour ce qui est :

- des déplacements verticaux, ils s'avérent étre plus importants sur toute
I'épaisseur de la couche supérieure jusqu'a la zone interfaciale, alors que ceux
dans la couche inférieure sont pratiquement négligeables.

- des contraintes, les contraintes développées au niveau de l'interface sont plus
marquees et particuliérement celles de la modélisation par ressorts. Ce qui

explique les déplacements importants produits a ce niveau.

Il est a noter que toutes les perturbations dans les déplacements et contraintes
reviennent au fait de la grande rigidité de la zone interfaciale.
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COURBES DE LA VARIATION DU DEPLACEMENT
VERTICAL EN FOMCTION DE LA PROFONDEUK.

— _ SANS INTERFACE.
_ AVEC INTERFACE MODELISEE PAR RESSORTS.

tsets AVEC INTERFACE UTILISANT LA LO! DE COMPORTEMENT.

-0 N

|
o
TTIRIIRIT RIS T A LI IS 1R
\
\
R

!
o

oyt lisiga

Profondeur y (rm).
|
4~

S

Tllll]!ll]lIllll]{l]!ll‘llllllil' |]‘I|‘I'll'

Lr*r-n-rn'r'rrﬂT' T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 Q.06
Deplacement vertical V (m}.

Applications

108



COURBE DE LA VARIATION DE LA CONIRAINTE 7y
EN FONCHION DE LA PROFONBEUR.

_ _ SANS INTERFACE,
o AVEC INTERFACE MODELISEE PAR RESSORTS.

veess AVEC INTERFACE UTILISANT LA LOI DE COMPORTEMENT.
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Application 6

Etude d'une chaussée fissurésous une charge verticale

* Programmes utilisés . ISOFEM, INTERFI, INTERFI!
* Type d'éléments - Isoparamétriques a 8 noeuds pour les éléments
finis

- a six noeuds pour les éléments d'interface.

* Discértisation : N =225 noeuds (sans interfaces)
N = 242 noeuds (avec interfaces)

* Caractéristiques de la structure -

* premiére couche (supérieure) : E = 6000 MPa
D=0,3
H1 =10cm

* seconde couche (inférieure) : E =1500 MPa
D=0,3
H2 =6 cm

* Interface :

E =100 MPa
D =03
t=3mm
*L =160cm
*H=16 cm

*q=0,6 MPa
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Chaussée bicouche soumisea un chargement vertical

[
. L]
e
e o]
o &
Premiére e o] o
couche E
Je o O
e
5 o o
b r
& t
PO =
Deuxiéme ©
couche 9 . -
e o
) 3 3 a3 p.) ) F:) )
/
160 cm

a) sans interfaces

Premiére ‘
couche

Interface l It

Deuxiéme
couche

160 cm
b) avec interfaces

Discrétisation par éléments isoparamétriques
a huit noeuds
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Présentation du probléme
Les structures routiéres fissurées au terme de plusieurs années de mise en
oeuvre, sont remises en état, généralement, par la mise n place d'une couche de
béton bitumineux. On constate malheureusement, une remontée de la fissure
sous-jacente au travers de la couche de renforcement, aprés un certain délai.

Actuellement, afin de conférer a la structure une meilleure adaptation aux
déformations, de nouveaux produits apparaissent, dont la fonction est de
désolidariser la couche de roulement ancienne et la couche de renforcement.
Parmi ces produits, les mélanges de bitume et de poudrette de caoutchouc
constituentune membrane trés déformable dont on attend, aprés samise enplace
sur la couche fissurée, une économie en matériau de rechargement.

Dans ce cadre, nous avons proposé une étude comparative d'une chaussée
secondaire sous l'action du trafic sans et avec interface, notamment nous avons
cherché & préciser l'influence d'une membrane de bitume caoutchouc sur cette
chaussée. o '

Modélisation numérique

Nous étudions l'interface dans les deux cas
- sans couche de bitume-caoutchouc,
- avec couche de bitume-caoutchouc.

En premiére approximation, il est possible de relier de module de cisaillement
K, aux caractéristiques mécaniques du matériau interfacial, en supposant une
contrainte de cisaillement © uniforme.

Kt = p/t = E/(2(1+v)).1/t
avec u = BE/(2(1+v)) module de cisaillement

La valeur de K, = 13 MPa/mm pour. une interface sans bitume-caoutchouc
correspond & un matériau de caractéristiques E=100 MPa,v=0,3 ett=3 mm.

K, = 1000 MPa/mm pour une interface considérée comme une couche de
bitume-caoutchouc correspond 4 E = 7800 MPa, v =03 et t =3 mm.

Applications | 112



La structure est modélisée a I'aide d'éléments isoparamétriques rectangulaires
4 huit noeuds et des éléments d'interface a six noeuds.

Résultats et interprétations

On représente I'évolution de la composante oy de la contrainte dans les deux
cas: en ignorant puis en prenant en considération l'interface par les deux
approches. Celle-ci est étudiée dans les deux cas selon I'existence ou non de
bitume-caoutchouc a l'interface.

Pour la premiére approche concernant la méthode utilisant une relation limite
en contrainte d'interface modélisée par ressorts, on constate une concentration
de la contrainte de compression G, au niveau de la face supérieure de la zone
interfaciale. Ceci est di 4 la grande rigidité des ressorts au niveau de cette zone
qui est donc en contact. '

Tandis que pour la seconde concernant la méthode utilisant une loi de
comportement d'interface, il apparaftune augmentationde contrainte mais pas
aussi forte que .cell¢ . de lapremiére méthode. Ceciestdii d'une partala loi
de comportement qui ne pose pas une rigidité aussi élevée que celle de la
premiére et, d'autre part, a la grande rigidité de la couche de renforcement qui
supporte, en une grande partie, I'effort.

Pour le déplacement vertical, on n'a pas représenté son allure fonction dela
profondeur, du fait qu'il est négligeable vu la grande rigidité de la couche
supérieure derenforcement.

La présence de la couche de bitume-caoutchouc n'apporte pas de différence
notable pour larépartition des contraintes a la partie supérieure de lacouchede
renforcement. Or, dans le cadre de cette méme étude proposeée, les résultats
obtenus par le laboratoire régional des ponts et chaussées de Clermont-Ferrand,
ont montré I'influence de cette couche de liaison pour une épaisseur de 4 cm de
la couche de renforcement, donc ont montré l'intérét de 'utilisation de ce
matériau dans la récherche d'économie de renforcement.

On pourrait donc conclure a l'inefficacité de la couche de liaison pour le
comportement de la structure, si onne considéraitpasen détail larégion proche
de la téte de fissure existante, donc afin de décrire correctement cette zone & forte
concentration de contrainte, il est fait appel 4 un macro-élément par équations
intégrales.
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COURBES DE VARIATION DE (A CONTRAINTE V'Y EN FONCTION
DE LA PROFONDEUR Y EN UTILISANT UNE- RELATION UMITE
EN CONTRAINTE DE L INTERFACE MODELISEE PAR RESSORTS.
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- COURBES DE VARIATION DE (A CONTRAINTE Vg EN FONCTION
DE LA PROFONDEUR EN UTILISANT UNE LO! DE COMPORTEMENT
DE L INTERFACE.
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L'objectif de ce travail a été de construire et mettre en oeuvre des éléments finis
spéciaux capables de répondre convenablement a I'étude des déplacements et
des contraintes aux interfaces dans les structures stratifiées:

En effet, on a été conduit a développer a partir d'une formulation variationnelle
du type déplacement, des éléments d'interface susceptibles de respecter les
conditions de continuité aux interfaces.

Deux procédures, une premiére utilisant une relation limite en contraintes, une
autre utilisant une loi de comportement de l'interface, ont été mises au point pour
l'analyse de notre étude.

Bien que ces deux procédures nous permettent de visualiser a partir des
exemples traités dans ce travail l'influence de I'interface sur le comportement de
la structure du sol mis en question. Elles sont approximatives et ne représentent
pastrés correctement les conditions réelles de lastructure, vu que 'on ait imposé
., la rigidité pour la premiére procédure et une loi de comportement pour la
seconde.

L'utilisation de la méthode des éléments finis présente une grande souplesse
d'adaptation aux problémes pratiques, en tenant compte de la complexité de la
topologie de la structure ainsi que celle du comportement du matériau. Du point
devue pratique, l'utilisation d'éléments isoparamétriques a six et huitnoeuds est
coliteuse en temps. Ces €éléments ont une convergence rapide, ce qui permet
d'éviter 'utilisation de maillages trés raffinés.

Il est & noter, en outre, que notre étude a porté sur I'analyse des interfaces dans
un cas supposé linéaire, il serait impératif dans le cas ou les déplacements au
niveau d'interfaces deviennent trés importantes de recourir 3 un modéle non
élastique pour une étude plus exacte.
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ANNEXE A

Différentes méthodes de stockage
Afin de réduire la taille des matrices calculées, plusieurs méthodes de stockage ont
été élaborées, parmi elles on citera :

1- Matrice pleine non symétrique
L.a matrice pleine non symétrique est de dimension(n x n), elle occupe donc n?
nombres réels dans la mémoire de 1’ ordinateur.

2- Matrice pleine symétrique

Vu la symétrie de la matrice, 1l suffit donc de stocker un triangle supérieur ou
inférieur de la matrice dans un table VK, elle occupe (n{n+1)/2) termes réels dans
le mémoire de I’ordinateur. '

3- Matrice bande non symétrique
Dans une structure, une numérotation judicieuse des noeuds rend les coefficients
de la matrice de rigidité globale trés proche de la diagonale principale.

Nous stockons dans ce cas, la matrice redressée dans une table rectangulaire VK
de dimensions (n(2B+1), incluant b(b+1) valeurs nulles inutiles.

b b
- \\\ O A \ 0 A
K b \\\\4 T] b/ n

0 \\\\. A b
A 4 v

b

W
n

5
Ed

. N 2b+1
i=
Ki=VK; si j=J-I+1+b

4- Matrice bande symétrique
Nous stockons la matrice “redressée” dans une table rectangulaire VK de

dimension n(b+1)
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VK: KlJ n . (

K =VK, si { j=J-1+1
0

b+1

A
v

11 faut stocker n(b+1) valeurs réelles incluant (b(b+1))/2 valeurs nulles inutiles.

On peut prendre avantage dufait queles matrices bandées peuvent &tre solutionnées
par la “méthode de Cholesky” et, par conséquent, on a besoin d’assembler
uniquement les termes a I’intérieur de la bande compte tenu de la symétrie.

5- Matrice a ligne de ciel

Le stockage ligne de ciel ou skyline est une des techniques de stockage les plus
performantes. Elle consiste a stocker les termes non nuls de [K] par lignes et
colonnes de longueurs variables dans des tables de stockage.

K. KL 0K

i
[}
L — == |
|
1
1

Ky Ko Ko Ku
K]=10 Ko Ko Ku K
Ko Ko Ko Ko 10

0 0! K, 0! K

——————

I
2

6- Matrice a ligne de ciel symétrique

Elle consiste a ranger dans un tableau A a une dimension les termes K(i, j) de la
matrice K compris entre la diagonale et les lignes de ciel de la matrice. Ces lignes
de ciel my, j=1, 2, ..., nreprésentées sur la matrice K sont définies comme étant les
premiers termes non nuls de chaque colonne de K. Ainsi :

KG,j)=0Vi<m j=1,2,..n

Lesdifférences j-mj, j=1, 2, ..., n définissent les hauteurs de colonnes de la matrice
K.
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K. [K.] 0 [Ki] 0 0] ligne de ciel
Kol Ko |Ku| O 0 -
K \KJI KJJ O @
N K| Ko | K
A(15) contient K
K | K (15) *
i} [ 1]
A) AQ3) A(9) 1 )
A(2) AG) A®®) )
A@d) A7 @
A = @ () - ADIAG =| 6
A(6) A(14) o
A A(3) -
A(0) A(12 *
_ (10) AQ12)] 6

Figure A.1 : technique de stockage en ligne de ciel

Cette méthode nécessite , en plus du vecteur {A}, un autre vecteur ADIAG, dont

les éléments indiquent les adresses des termes diagonaux de [K] dans le vecteur
{A}.

Ainsi, un élément K(i, j) de [K] correspond a I>élément A(l, j) dans {A} comme
suit
K(, j=A(ADIAG(j)+j-1)

Les éléments de ADIAG sont reliés aux lignes de ciel par :
ADIAG(+1)=ADIAG()+j-mj+1

mj lignes de ciel, définies comme étant les premiers termes non nuls de chaque
colonne de [K].

7- Matrice 4 ligne de ciel segmentée sur disque

Cette méthode est utilisée lorsque la matrice [K] est trés volumineuse ou lorsque
I’ordinateur utilisé posséde une mémoire de capacité réduite. Cette méthode
consiste a décomposer les tables de stockage en blocs rangés sur disque et
conserver en mémoire en un instant donné un ou deux blocs de chaque table.
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Annexe B

Méthodes de résolution des systémes d’équations linéaires ‘
Les méthodes de résolution des systémes linéaires peuvent étre classées comme
suit :

1- Méthodes itératives _ |
.Elles conduisent a la solution par une succession d’amélioration d’une solution
approchée. Parmi ces méthodes, on distingue :

~ la méthode de Gausse Seidel,

- la méthode de relaxation,

- minimisation de I’énergie potentielle totale,

2- Méthodes directes
Elle conduisent a la solution en un nombre d’opérations connu a priori. Parmi ces
méthodes, on distingue :

- la méthode d’élimination de Gauss,

- la méthode de factorisation de Cholesky.

Ces méthodes directes de résolution sont fiables et permettent la détection des
singularités.

Dans notre étude, notre choix s’est dirigé vers la méthode directe de factorisation
de Cholesky, qui suit les trois étapes suivantes :

1- Factorisation |
Soit [K] matrice symétrique, définie positive, [K] peut étre factorisée sous forme :
[K]=[L]'[L]

ou [L] matrice triangulaire supérieure
[L]* transposée de la matrice triangulaire supérieure

Lii = I<ii 2 L2 1‘.

L= [k - SL L)

pour j=i+1...n
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2- Résolution du systéme triangulaire

[L1"{y}={b}

3~ Résolution du systeme triangulaire

[LI{z}={y}
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