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RESUME

Le présent travail consiste a I'étude des probldmes de ['élasticité
bidimensionnelle par la méthode des éléments finis ( MEF ) et la méthode des
éléments frontiéres ( BEM ).

A cette effet , de nombreux exemples ont été traité a toutes fin de comparaison
par ces méthodes , d'une part et d'autre part , un modsle numérique qui
combine les techniques de la MEF et la BEM a été développé .

Enfin d'importants resultats ont été obtenus pour le cas particulier de
concentration de contraintes . -

ABSTRACT

The study of the finite element method and boundary element method in the
two dimentional elasticity case is presented in this work .

For comparaison purposes , several examles have been tested with these
methods and a numerical model wich combines the tow technics has been
developed .

Also important results have been obtaned for the particular case of high stress
concentration
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CHAP | : NOTION D'ELASTICITE

NOTION D" ELASTICITE

1-1- INTRODUCTION :

mnwdé&é&ﬁgw%ﬁwad%&épm&»wupwﬂmm%“mw
cancclive, oty do o diformation, , aubomunt dif, un. conps dasligus
Mwmdaiwufwﬂmﬂmdmd 'Ww?@
I Wivri da Dilashicit ol una, milhods dach da formalalon, das sgualions
forcs—diplacements .
@mmwﬁdmw@&mWwMM,w&M&p&mM
Ul dos combraindas o, diformaions, qui on, isallond awas dos, hypothises
_&M&WWW&AWMJ&&MMM
o solido ool dlastgus , homogina. , sohape, |

I-2- EQUATIONS GOUVERNANTES

I-2-1- Equations d'équilibre :

L'état de contrainte en un point du corps est défini par le tenseur de
contrainte [c] tel que : _ |
911 OS12 013
lo] = S21 O 023 (I-1)

G31 0O32 O33

Ou :

012 =021
13 = O3]

523 = 033

1%T€ PARTIE : ELASTICITE



CHAP I : NOTION DELASTICITE

X2

X1

Fig-1 tenseur de contrainte [o ]

{.es composantes de ce tenseur doivent satisfaire les équations d'équilibre |
qui s'éxprime comme suit :

Oikg + bk=0 surQ k=1...3

Dans les quelles :
by : représente les composantes des forces volumiques suivant les directions
k sur la frontiére , Les équations d'équilibre sont satisfaites par les équations
suivantes :
Pi=oijn;=P; i=1,...3
j=1,...3 (t-3)
Ou n : sont les cosinus directeurs de la normale n par rapport & la direction x

P : forces surfaciques préscrites sur la frontiére

1 ¥T€ PARTIE : ELASTICITE
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1-2-2- EQUATIONS DEFORMATION - DEPLACEMENTS :

L'etat de déformation [ € ] tel que :

€11 €12 €13

[el= | e exn e (1-4)

€31 €23 €33

-

E12 = €21
€13 = €3y
€23 = €32

l_es relations déformations - déplacements pour la théorie linéaire sont ‘

ey =12(U; j + Uj o) i=1 ..:3 (1-5)

I-2-3- EQUATION DE COMPATIBILITE :

Il existe des relations qui expriment les restrictions sur la forme des
déformations pour que le systéme d'équations soit intégrable .
Ces conditions d'intégrabilité sont appelées conditions de compatibilité de

déformatios | elles sont exprimées par les relations suivantes :

A2 g 0| 0812 0%3 0¥y
P ; -

¢ Xy 0 X3 OX| |0%3  I% X

8% ey 0 |6&%3 0&2 0¥
2 = — 4 -
Ox10x%x3 0% | éx 0 X3 0 X (I1-6)

02 €33 0 | 0813 0%3 a8
2 = + —

OX 0% 0xX3 | dx JXq 0 X3

1 #1¢ PARTIE : ELASTICITE
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0217 02 gy} 02 e
+
6xlax2 6x2 ax1
023 d2ey 02 33
e +
0%y 0 X3 0 X3 0%
9243 02g; 02 e33
— + :
5)(16)(3 a)(g 6x1

-2-4- RELATION CONTRAINTES - DEFORMATIONS :

Page :6

(1-7)

Les états de contraintes et de déformations sont reliés de la maniere

suivante :

Gij = Cijkr &gy

187 PARTIE : ELASTICITE
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Matériau isotrope :

Un tel matériau est caractérisé par des propriétés élastiquesinchangées

dans toutes les directions .

Les constantes élastiques sont alors réduites a deux constantes
indépendantes dites coefficients de LAME A et p , les relations contraintes

-déformations s'écrivent alors

ocu|l [2+20 2 A 0 0 0 7 fe ]

G20 A2 A 0 0 0 ||ep

G 13 A+200 0 0| e

Cagl| = w0 0§ ey (I-10)
T 55 Sym po0 | ess

S 66 Kl E66

Ou encore :Gij =Aed +2ue

Avec v
A 3 =

(T+oX1-20)

Dans les quelles

E : module de YOUNG
L coefficient de POISSON

G : module d'élasticité transversal .

1 8T€ PARTIE : ELASTICITE

Page :



CHAP I : NOTION D'ELASTICITE Page

I- 3-Elasticité plane .
Les problémes de la théorié d'élasticité sont simplifiés dans une large
mesure lorsque les tensions ou les déformations sont toutes paralleles & un

plan .On a donc affaire a des problémes bidimensionnels .

i- 3-1-Etat de contraintes planes :

considérons un cylindre de hauteur trés petite par rapport aux

dimensions dans le plan (x4 ,X%>) ( fig-2 )

N Xs

At

' ﬁ;,‘éi‘ , X

fig - 2 Etat de contrainte plane

Le cylindre est chargé latéralement et indépendamment de l'axe x .Le
chargement doit étre paraiiéle au plan moyen et distribué symétriquement par
rapport a celui - ¢i . |

Le modéle de contrainte plane ainsi obtenu convient bien aux plaques minces

sollicitées dans leur plan . les hypothéses de base de ce modéle sont .

633 = 032 = 631 = 0

1 8T8 PARTIE : BELASTICITE
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Pour un matériau isotrope , la loi de HOOKE donne :

€11 :611/E _00'22/E
8'}"):_0611/E+022/E (I"’l])
€12 = (l+v)c 2/E

Dou I'on tire les relations contraintes -déformations suivantes -

S 11 E 1 v 0 €11 -
G2 (1-v2) |0 0 (1-u2 | €133

Les contraintes 6 ;1 G o, et G 15 sontindépendantes de x 5, de méme

les déplacements seront des fonctions de x 1 et x5 seulement :

Uj=Uq(xq1,x2)

Uz = Us (x4.x2)
Ces déplacements sont supposés étre constants sur toute I'épaisseur du
cylindre .
L'effet de POISSON donne naissance 3 un déplacement U qui peut étre

calculé a partir de la relation contraintes-déformations .
Pour €33 : '

€133 = 6U3 /6)(3m _‘)GII/E“UGZZ/E: -0 (011 .09 )/E

(1-13)

1 7€ PARTIE : ELASTICITE
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I- 3- 2- Etat de déformation plane :

Considérons un cylindre élancé dont la dimension suivant la direction x est

grande par rapport aux deux autres dans le plan x 1 x» (fig-3)

JX2

Fig -3 Etat de déformation plane

Ce modele est considéré comme étant un cas de déformation plane .
Les hypothéses de base se traduisent par les relations :
£33 =83 =83 =0
Les déplacements dans le plan (x 4,x ) sontindépendantsde x4 i.e :
Uq=Uq(xq.x2)
Uo= Us(x4,%2)
il faut noter que la contrainte est telle que : ¢ 33 # 0 | elle peut étre
déterminée a partir de la loi de HOOKE :
ez33=(1+v)o33/E —v(o1+09p+033 )/ E=0
D'ou : 0133 =0{0C11+0»)/E (1-14)

De la méme maniére qu'en contrainte plane , on éfablit les relations

contraintes-déformations en utilisant les équations suivantes :

£11 =0‘“/E —0622/}3—1)0'33/}3
€22 =—UO‘11/E +0'22/E_UG33/E

1 $T€ PARTIE : ELASTICITE
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CHAPT : NOTION D'ELASTICITE

rage
g1 =(l+v)o5/E

(1-15)
On obtient donc
S E (1-v) v 0 &1
G2 = 1§ (1-—-—0) 0 €272
617 (1-uv) 1-2v) | 0 0 (1-2v)2| { 2epp

(1-16)
Remarque :

On peut passer aisement des formules relatives aux déformations
planes , aux formules relatives aux contraintes planes , en remplagant le

module de YOUNG parE =E (1 - v 2) et le coefficient de POISSON par :

v =0/(1+v)

1 ¥ PARTIE © FLASTICITE

011



DEUXIEME PARTIE




CHAPITRE IT




Page

CHAP 2:PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

PRESENTATION DE 1A METHODE
DES ELEMENTS FINIS

II - 1 INTRODUCTION :
fwwfwfdmaéu@mmwﬁmﬁmﬁw&%ﬂ%mi&awwﬁhm,mmw

y/ulﬂ’lf/ﬂ; vanirls, d aﬁjﬂmfm dams b seclowns, industhills do fa con 57,
Wm,—amﬁ , nwﬂmwgw , QWW ,@fu :

@e, domaine a poun m&}d , la madilisaion M@M«}m aw sade de lo oawmﬂi@fw :

iymmwcﬂ,mw@mw,www&ﬁuﬂ:&w
simudadion du WW?&M o d'ondradnon ainsi une pw@dﬁm J@f}fi/ﬂumfi@n
ot fmm o din dimomsions wmp& bnue den ;cmfm do b stuecdune o dis
choix du maliniaw .

@wm&aafapwdwmmpﬂmdy wmﬁm,mmdam;ifapw&@
impoalanies & 3 avoin |

wmﬂzéﬂmﬂw )

- &J,vmd;ﬁﬂm,bb%aﬂe,z@wma ( nwdmow
ﬁ&bymufafww@ﬂwdnﬂbd@w&uﬂ(ﬂwmwgm)

awnpmfwwné des Wma Pj“j’“?“% W o dos o)%wam aur dinivias
W.@m%mﬁmma:hm&@m&mﬁm;om
une mithode Tin gininale , qui vappligu & o majends dos problomn
namconints dams T _pnﬂ]l?xm . p/mﬁ}&/mm wladisnmaines . nan, dadionmines |

limiciinas . o limicinas, . & Une o dot sw bwis dimemsisns o mime fa
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II-2 HISTORIQUE :

A lépoque , du début du 19¢me sigcle , griace aux travaux de NAVIER
(1819) sur les structures hyperstatiques , MAXWELL (1864)
GASTIGLIANO (1878) , MOHR sur les méthodes énergétiques
constitues le point de départ logique de I'histoire de I' analyse des
structures ,c'est 4 cette période que les notions d’analyses des structureé
composées d' assemblages de barres ont été mise au point et présentant la
méthodologie précédent l'analyse matricielle des structures .

Au cours du 20¢me siécle , vers 1920 MANEY au ETATS-UNIS et
OSTENFELD au DANEMARK dégagérent les idées de base d' une
approche nouvelle de I' analyse des poutres en treillis et des ossatures
fondées sur le choix d' inconnues de déplacement .

Ce pendant , des limitations sévéres sur la taille de certains problémes
peuvent apparaitre a cause de systéme d'équations a résoudre prévalurent
jusqu'a 1932, date a laquelle HARDY CROSS introduis la méthode de la
distribution des moments , cette ‘méthode a rendu envisageable la
résolution de problémes considérablement plus complexes .

Avec le développement de I' ordinateur | la résolution des systémes d'
€quations ne posait plus de problémes , cela a provoqué un retour aux
méthodes classiques d'analyse . de 14 , nait ' la méthode matricielle ',

utilisée surtout pour les structures treillis : 7
- méthode des forces - ARGYRIS , DENKE (1955)
- méthode des déplacements ARGYRIS , TURNER (1936)

2 €Me p ARTIE METHODE DES ELEMENTS FINIS
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Enfin , les deux publications importantes de ARGYRIS ,KELSEY et de
TURNER ,CLOUTH , MARTIN , TOPP qui marnent les notions d'
analyse des structures en treillis et d' analyse des mulieux continues ¢t
présentérent les procédures qui en résultent sous forme matricielles ,
eurent une 1nfluence considérable sur le progrés de la méthode des
éléments finis dans les années qui suivent .

Les travaux de COURANT (1940) ont présenté aussi un intérét
particulier en raison de leur orientation vers des phénemeénes régis par les
¢quations applicables dans d' autres domaines que celui des structures .
Les bases théoriques de la MEF reposent d' une part sur la formulation
énergetique et la mécanique des structures et d' autre part sur les
méthodes d'approximation : RITZ (1908) GALERKINE (1915) .

Dés 1960 , la méthode des éléments finis subit un developpement rapide
dans plusieurs directions :

- Reformulation & partir de considération énergetiques et variationnelles
sous la forme des résidus pondérés .

-Création d'éléments de haute précisions (élément a cotés curviligne et
isoparamétriques ) . |

- Utilisation de la M.E.F dans la résolution de problémes non linéaires et
non stattonnaires , dans le domaine des structures , aussi que dans d'
autres domaines telles que la mécanique des fluides , thermique ...etc .

- Construction d' une base mathematique de la M.E.F & partir de I' analvse

vanationnelle .

2 8M8 pARTIE METHODE DES ELEMENTS FINIS
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I1-3 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS POUR
L' ELASTICITE PLANE

II3-1 INTRODUCTION :

la connaissance de la répartition des coﬁtraintes et des déformations
dans les milieux élastiques constitue une étape de base dans le plan de
travail d' un ingénieur .

It existe en général | deux grandes catégories de solutions & ce
prébléme :

- Solution mathematique : régie par des équations différentielles
constituant ainsi un systéme continu .

- Solution discréte : consiste en la subdivision du milieu en sous-
domaines élémentaires pour aboutir enfin & un systéme discrét.

Les méthodes de discritisution se sont avérées trés utiles pour la
résolution de plusieurs types de problémes surtout avec I apparition de
calculateurs digitaux .

La MEF est I' une de ces méthodes de discritisation , deverue & I’

heure actuelle , un outil a domaine d'application tiés vaste

1I-3-2 DIFFERENTS TYPES DE FORMUIATION :

Il existe trois formulations différentes de la méthode

1- Formulation contraintes : la formulation considére le champ

de contraintes comme inconnue primaire du probléme |, elle se base sur la

théorie de I'energie potentielle .
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2- Formulation déplacement ;. considére le champ de déplacements

comme inconnue primaire du probléme , basée sur la stotionnariié de

I' énergie potentielle .

3- Formulation mixte : cette formulation considére le champ

de déplacements et de contraintes comme inconnue primaire du

probléme d' ou le nom mixte .

Dans ce qui suit ,notre étude se basera sur la formulation déplacement

que nous allons éxposer ci1-aprés .

I1-3-3 FORMUILATION DEPLACEMENT :

Discription : cette formulation est pratiquement la plus utilisée dans la
résolution par la M.E.F , elle suppose le champ de déplacement inconnu
primaire du probléme , a partir des quels seront déterminées les
contraintes et les déformations en tout point du milieu ,en utilisant les
relations d' élasticité .

Elle se résume dans les étapes suivantes :

- Subdivision du milieu a étudier par des lignes (cas plan )ou par des
plans (cas tri-dimensionnel ) imaginaires ,ce qui donne un certain nombre
finis d' eléments .

- ces éléments sont supposés reliés entre eux par un nombre fini de points
appelés "points nodaux" ou "noeuds" dont les déplacements seront les
inconnus du probleme .

- On choisit une fonction ( ou plusieurs ) appelée(s) "fonction(s) de
forme" ,qui définira au miex possible le champ de déplacement de ces

noeuds .
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- On détermine le systéme de forces concentrées aux noeuds , équivalent
a I' ensemble des charges appliquées aux milieux .

- On évalue la matrice de ngidité [Ke] de chaque éiément ﬁni-, puis celle
du milieu entier par assemblage des matrices élémentaires .

- On résoud le systéme d' équations pour détermier les déplacements aux

noeuds , puis les déformations et les contraintes .

~
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11-3-3-1 EVALUATION DE 1A MATRICE DE RIGIDITE :

A/ CHOIN DE LA FONCTION DEPLACEMENT :

Comme la formulation choisie est une formulation déplacement , on doit
donc imposer un champ de déplacement qui rempli les conditions
survantes :

1 ) Les fonctions choisies doivent étre continues au sein de I'élément ,
ainsi qu'au passage des frontiéres entre les éléments , lorsque les éléments
adjacents sont de méme type ou possédent les mémes fonctions de
déformation sur les frontiéres .

2 ) Les équations force-déplacement découlant des fonctions choisies
doivent refléter une énergie de déformation nulle lorsque I'élément subit
un déplacement de corps rigide .

3 )‘ Les fonctions choisies doivent permettre la représentation des valeurs
uniformes pour toutes les contraintes ou déformations .

4 ) Le nombre de termes indépendants dans le polynome doit étre égale

au nombre de composantes des déplacements qui sont a calculer .

B/ CALCUL DE LA RIGIDITE DE L'ELEMENT RECTANGUELAIRI

L'¢lément . utilisé pour l'étude de ['élasticité plane . est l'élément
rectangulaire & quatre noeuds avec deux degrés de libertés pour chaque
noecud 4 s'avoir deux translations u et v .

Lélaboration de la matrice des raideurs de Pélément utilisé passe par sept

étapes de base :
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ETAPE 1.

Cette étape consiste en un choix du systéme de coordonnées convenable

et la numérotation de I'élément de référence ;

1-1 Element rectangulaire 1-i1 Forces nodales 1-iii Déplacements nodaux

Fig-1 :Elément rectangulaire

u(x.y)
On note par : {a(x,y)} =

v(x,Y)
fe vecteur déplacement en un point de coordonnées (x,y)

On note le vecteur déplacement nodaux comme suit ;

[ {ar}]
{az} u;
{ac} = A & avec {a;} =
{az} Vi
| {a4}
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LETAPE 2 .
Elle concerne le choix de la fonction de déplacement qui peut &tre
représenté par deux polynomes en x ety :
uxy) = o) topxtazy+tagxy
V(Xy) = as +agX+azy +ogXxy
Le nombre de d.dl = 8 = on a choisi deux polynomes & quatre

coefficients inconnus pour chacun .

u 1 x v xy 0 0 0 0
ona: = o}
v 0 0 0O 0 1 x v xy

Ly} = [f(xy)] {a}

ETAPE 3 :

On substitue (x,y) par les coordonnées des quatre noeuds de I'élément de

référence , on obtient alors : N _
F(xy.y1)

f( X2, }’2)
{a®} = fou}
fx3,y3)

L_KX4,}’4)

{2} = [Al{a} = {a } = [A}] {a®}
{a(x, y)} = [f(x,y)] [A]] {ac}

501t fa(x,y)} = [I\l(x,y)]{ae}
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ETAPE 4

On éxprime les déformaticiis en fonction des déplacements :

Aox 0 u
fe(x.y) = & fe(x.y ) ={Lj{a(x,y);
Q0 oloyl| v

on aura : {e(x,y ) = [L}IN] {a¢}
{e(x.y)} = [B] {a¢}

[B]: est appelée matrice des déformations

ETAPE S
Aprés avoir déterminé les déformations , on en déduit les contraintes par

le biais de 1a lo1 de HOOKE généralisé :

{o(x,y)} = [D] {e(x,y)}

dyy dip O
[D] = | dy dap O
0 0 dss

avec : dyy = dyy=E(l-au)/((1+uv )X 1-v-0v))
djz = dp1= vdpy/(1-av)
dyy = E/2(1+0v)

~ona : {o(x,y)}= [D}[B]}{a}
fo(x,y ) = [H(x, y)] {a%

{H] : est appelée matrice des contraintes .
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ETAPE 6 :

Cette étape permet de trouver une relation entre les forces nodales et les
déplacements . |

On appliquant le théoréme des travaux virtuels on a :

travail des forces extérieures = travail interne total

(040} T (F9) = [ (5,87 {o}dv
v

Ona: faxc}T (e} = [ _[{an-c}T {B]Y [D} [B] dv ] {ac}
\

ey - [ J BIT D1 Bl v ] ta}

v
Elle est de type : {Fe} = [Ke] {ac}
on a alors K [Ke] = [ j [B]T (D] [B} dv ]

[K] : est appelée matrice de rigidité ou des raideurs .
pour notre cas on a dv = t.dx.dy
a b

ke1-tJ J (B7Y (D [B] dx.dy
0 0
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ETAPE 7:

Lors de cette étape , on doit éxprimer le vecteur élémentaire des forces
nodales et ceci 4 partir des charges coehérentes qui s'appliquent &
I'élément considéré .

D'aprés le théoréme des travaux virtuels on a :

Fey = | INIT £ av

v

{Q} : chargement cochérent .

Pour démontrer cecion a :
W™ int ) = (W* gxt)

avee : & (W* gxt ) = 8({a**} {q°})
Le travail effectué par les forces nodales {q¢} directement appliqué aux

noeuds , lors du déplacement virtuel 8{a*} .

(W¥int ) =8[{e*}Ta - {a*(x,y }T.Q]

C'est le travail des forces internes ;

(M7 (o)) = | [@)T- a*(x, y 310 Jav

vV

(T - o [ (BT DB av] fa) - fagh* [NTQTav
v v

{q°} = [K€] {ac} - J NT.Qdv
v

{ge} = [Ke] {a®} - {IF}
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donc on aura finalement :

{re} = .[ IN]T{Q} dv

v

[1-3-3-2 PROPRIETES DE LA MATRICE DE RIGIDITE :

ILa matnce de ngidité est :

1- symétrique en vertu du théoréme MAXWELL-BETTI

2- singuliére avant lintroduction des conditions au limites , ce qui
explique le mode de déplacement rigide de 1'élément .

3- definie  positive , ce qui donne a l'energie de déformation sa propriété

physique d'étre positive ou nulle .

- 11-3-3-3 REGLES D'ASSEMBLAGE :

la phase d'assemblage consiste 4 construire les matrices [K] et [F] de la
structure compléte & partir des matrices caractéristiques des différents
éléments [K€], {F¢} , préalablement calculer .
En utilisant l'approche ¢énérgétique on peut définir la méthode
d'assemblage : |

Soit I1 l'energie potentielle total de ['¢lément e:

ITe= 1/2.{ueli{ke] {us} - fue} T {fe} (1-1)
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St les éléments ont la compatibilité requise , 'energie potentielle totale de
la structure peut étre obtenue par sommation des énergies potentielles

totales éiémentaires , soit :

= 2 IIe= % {128} T [k] {u} - {ue}T {fe}}

éiément élément (I1-2)

La compatibilité des déplacements nodaux de la structure est obtenue en
¢erivant pour chaque élément une relation matricielle de type :

{us}=[B ] {u} (I - 3)
avec [ 3 ©] - matrice de localisation ou de connectivité géométrique dont
les éléments sont des O ou des 1 .

Chaque relation (II - 3) permet de répérer ou de localiser les d.d.l de
chaque élément dans l'ensemble des d.d.l de la structure .

En utilisant les relations (II - 1) et (I - 3) on peut écrire :

[T = 2 124} T[Be]T [ke] {Be} {u} - {u}T [Be] {Fe}

élément

d'ou : IT =12 {u}T k] {u} - {u}T {F}

avec : [k} =[Be]T [ke] [B] : matrice de rigidité de la
structure compléte .
(I - 4)
{F} = 2 [Be] {F¢} ; vecteur des forces équivalentes .
élément

L'assemblage de la matrice de rigidité d'une structure s'effectue en
additionnant bloc a bloc les sous-matrices de rigidité nodale de chaque

elément .
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11-3-3-3-4 CONVERGENCE DE 1A METHODE DES ELEMENTS
FINIS :

La convergence de la méthode des éléments finis vers la solution
théorique s'effectue au fur et a mesure que le nombre d'éléments
augmente |

Les conditions de convergence sont :

a/ Element complet :

les fonctios de déplacement doivent étre en mesure de représenter
- déplacements de corps rigide .

- élat de délormation constante .

b / LElement compatible :

les déplacements au sein des éléments et a travers les limites . séparant
les éléments , doivent étre continus .

Physiquement , la compatibilité assure qu'il n'vaura pas apparition de
vides ot de recouvrements entre les éléments une fois I'assemblage est fait
La compatibilité est difficile a satistatre lorsque les d.d.1 des noeuds sont
de¢pendants (ilexion des poutres , plaques . coques..) . Il est aventageux

d'avorr des d.d .l indépendants .
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H-3-4 ELEMENTS IS OPARAMETRIQUES

II-3-4-1 INTRODUCTION ;

Dans le cas général , la forme de la structure est abitraire , d'oir on
ne peut pas la modéliser par des éléments de formes réguliéres , donc
on a recour a d'autre éléments qui peuvent mieux discritiser le domaine
, ces élémenis sont appelés : éléments isoparamétriques |

superparamétriques et subparamétriques .

Les éléments isoparamétrigues sont ceux pour lesquels les fonctions de
déplacement sont les mémes que les fonctions de forme ceci n'est pas
toujours nécessaire.é , il peut étre plus avantageux d'utiliser les
Jonctions de forme et d'interpolation d'ordre différents . Si la fonction
de forme esi dordre supérieur a la fonction d'interpolation
(déplacement ), I'élément est superparamétrigue , dans le cas contraire
il est subparamétrique .

Il est visible que pour les autres structures a géométries complexes et
chargement simple , I'élément superparamétrique est plus avantageux .

Le cas contraire est valable pour les éléments subparamétriques .

I-3-4-2 ELEMENTS ISOPARAMETRIQUES QUADRILATERALS
A HUITd. d.l. :

Les fonctions de déplacement sont :
u(X,y)=cptcepx+ozy+ogxy
V(X,y)=cpteyxtezy+eqxy
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Yy

{-1,1) (1,1)

@ ©)
Q) @

(=1,=1) {1, 1)

Fig 2-1 Elément de référence Fig 2-2 Elément déformé
Fig 2 : Elément isoparamétrique quadrilatérale

Les déplacement internes (u) en fonction du déplacement nodaux (u ;) :

u
4 uz
u= Z Nj(x,y)u; =[N} Ny N3 N4]
izl u3
uy
| 'Tvl Ny
4 . Vo
v= ZN;(x,y)vi=[N; Ny N3 Ny]
i=1 V3
L...v4-

Les fonctions de forme sont :
Ni(x,y)=14(1-x)(1-y)
No(x,y)=14(1+x)(1-y)
N3y(x,y)=14(1+x)(1+y)
Ng(x,y)=1/4(1-x)(1+y)
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la trnsformation du systéme de coordonnées se fait comme suit

4

u= 2 Ni(§,n)u;
i=1
4

v= 2 N;i(&,n)v;j
i=1

avec : N, m)=Nj(x,y)
La fonction N ; prend la valeur (1) au point 'i ' et (0) ailleurs .
En utilisant le principe des travaux virtuels , on obtient la matrice de
rigidité :
1 = [ ] BT o1 B1 02
Q
La matrice [D] est la matrice des propriétés physiques .

la matrice [B] est la matrice reliant les déformations aux déplacements

nodaux :
- [~ - M !
e | [ ouox [ON;/ox 0
u
= [oy | =|owoy -l o avey| |- Biw
; v
| Yxy | I ou/oy +6v/6xA | ON; /0y  ON; /3)£

puisque N ; est définit en fonction de ( & , 1 ) on doit changer les
dérivées ;

0/Ox et 0/0y par O/05 et doMm .
On obtient :
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ON; /6% OXOE  OyioE 0N /ox ON; /ox

. = ]
ON; /on ox/on dy/on  ONj/oy ON; /9y

avec
[ONy/oE  ONydE ANyt ANgoE | [x v ]
' X2 Y2
(a1 =
2x2 X3 v3
| ONy/On ONofon ONa/om ONg/on| | x4 va
(X1 y1 ]
-(1-m) 1-n 141 -(Im) || %2 w2
= 1/4
~(1- &) ~(1+£) 1+ 1-€ || X3 3
R N £

lLa matrice de rigidité [K] devient alors :
+1 +1

K1 - J [ BT 01 81 17 0 am

1 -1
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CHAP IIT : PRESENTATION DES PROGRAMMESMEFEP & MEFISO

PRESENTATION DU PROGRAMME
MEFEP ET MEFISO

INTRODUCTION

La résolution ‘d'un probléme par la MEF et d'autres méthodes
numériques nécessite la manipulation de matrices et vecteurs de
tailles assez importantes et la resolution du systéme d'dguations
d'ordre élévé .Le recour a la programmation devient alors
indispensable .

Mathematiquement , la MEF revient 3 poser le probléme en terme de

résolution d'un systéme d'équations simultandes, écrit sous forme :

{KJ{U} = (F}
On a élaboré deux programmes ; I'un utilise des éléments
rectangulaires avec numérotation automatique , qu'on a appelé

MEFEE .
L'autre utilise les éléments isoparamétriques, dans le cas général ,
qu'ont a nommé (MEFISO

Notons que :

MEFEP designe :
(M)ethode des (E)léments (F)inis pour (E)lasticité (P)lane

MEFISO designe :
(M)éthode des (E)iéments (F)inis pour éléments (ISO)paramétrique .
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[lI-2 Structure du programme MEFEP

( Debut )

| mPUT
|
| DPHYS
|
CONNEC

1
KELEMENT

NE=1,NTE
1
ASSEMB

1
3

RESOL
HELEIl\/IENT
COlNT
OUTJPUT

fig-1 structure globale du programme MEFEP

M

2¢Me PARTIE : METHODE DES ELEMENTS FINIS



CHAP III : PRESENTATION DES PROGRAMMESMEFER & MEFISO Page

Les données de la structure & modéliser sont stocker dans un fichier d'entré .
I'introduction et le control de ces données se font sur un format libre pour des
raisons de commodité .

La lecture des données se fait par appel de la subroutine INPUT .
Ces données consiste en :
L= LINFORMATION GENERALE
-NALPHA : code d'étude := 0 pour contrainte plane
= | pour déformation plane
-E : module de YOUNG
-NU  : coefficient de POISSON
-LxH : dimention du corps
-NEX :nombre d'éiément selon x

-NEY :nombre d'élément selon y

v . -
M&M.

-NNR : nombre de noeuds restreints
-NNCH : nombre de noeuds chargés

-DPHYS : subroutine qui calcule la matrice d'élasticité [D] .
-CONNEC : subroutine génére la conpectivité des noeuds

de chaque élément .
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-a/ KELEMENT : avant de faire 1'assemblage , on doit calculer la matrice de
rigidité élémentaire une fois pour toute , car tous les éléments
sont identiques pour toute la structure , on utilise pour cela
la subroutine : KELEMENT |

b/ ASSEMB  : cette subroutine fait I'assemblage des matrices de rigidité

élémentaires, en les placant dans la matrice de rigidité globale

par le biais de numérotation faite par la connection .
UL -2 -3 PRISE FN CONSIDERATION DES CAL -

LLa matrice de rigidité est singuliére , pour palier a cela , on doit introduire les

C.A.L .Il ya plusieurs techniques qui traite ce probléme :

F g
- -

Cetle technique elimine la ligne et la colonne correspend au degré de liberté

restreint .

Elle consiste a annuler toutes les lignes et les colonnes correspendants au degré
de hberié restreint sauf le terme diagonal , on le pose = 1 , et la force

correspendant =0 .
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Dans notre programme , on a utilisé cette technique , car elle est facile 2
programmer et permet de modéliser des appuis élastiques .

Elle consiste 4 ajouter un terme trés grand (o) au terme diagonal de la matrice de

rigidité correspendant au d.d.| restreint e remplacer la force correspendante par

le déplacement préscrit multipier par ce meme facteur (ct)

Kqq Kig veenenn Kigovonavonn Kip [ Uy [ Fy
Kzl K22 ------- Kzi ....... Kzn U2 F2

X —
Kll KJ.2 """ KJ_:I_+ o Kln Ul FLOL
K et e e i i e e e KnnJ U, I |

L'algorithme de résolution qu'on va adopler est I'algorithme L, U .

On va résoudre le systéme : [K] {X} = {F}
On décompose la marice [K] en deux matrices triangulaires , 'une superieure |,
I'auire inferieure ieique : (K} = [Lj{U]
- ‘ - -1 L 1
Ly L12 0 0 Uz Upzenenn Uin Kip Kpze-en Kin
O O U22 Uzn = l\.ll K’)z ..... Kzn
Loyt Lpp o eene- Lyn || Ocevvnnnt. 0 Ug, Kni oeeveenns Knn
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avec Ljj =1 , on détermine les termes de [L] et [U] par l'algorithme suivant :
pour 3 < I on a

Mg Lin Uiy et Dy g Uy gop +Dyy Usg

D'ou : Kij - Liq qu
Lij =

Pour 4 > i , on a

K = Lilulj +"'+Li,i—lUi~l,j +1U54

ij
j-1
D'ou Uij = Kij - Z Liq qu
S}
Aprés avoir formé L et U, on a le systéme qui devient :
[L}UL{X} = {F} ou [L]{W}={F}
avec | [U]{X} = {W}

On résoud le systeme [L].{W} = {F} . et on obtient les termes de [W] par
sibstitution direct, puis on résoud le systéme [U).{X} = {W} , el on obtient {X}

par back-sibstitution .

&/ Subroutine HELEMENT : Ce sous-programme est ulilisé pour le calcul
de la matrice de contraintes élémentaire [H]
b/ Subroutine CONT : une fois les déplacements sont déterminés ,
et la matrice {H] est calculée ,
ce sous-programme permet de trouver les

contraintes pour chaque élément .
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HI-3 Structure du programme MEFISO :

INPUT

I

GEOMET

NE=1, NTE

|

STDM

QUADS

l

ASSEMB

-

RESOL

NE =1, NTE

STDM

HELEMENT

fig-2 structure globale du programme MEFISO

CONT

A

L

|

OUTPUT
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ON note que le programme MEFISO est pratiquement de méme structure que le
programme MEFEP , toute fois il ya des sous-programmes qui sont propres

pour lui :

HT - 3- 1 GEOMET : Ce sous-programme permefiera de lire les informations
suivantes:
-Les coordonnées des noeuds

-les conneclivités des éléments

H7-3-3QUADS . Ce sous-programme calcule la matrice de rigidité
élémentaire grace a l'intégration de GAUSS , et utilise

, le sous—'programme STDM .

[7-3-3 STDM - Ce sous-programme calcule la matrice {B]
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INTRODUCTION ET HISTORIQUE DE 1A MEIF -

LILSENIATION DF £ 4 METHODE
LS LLEMENTS DF FRONTIERAS

INIRODLCTION .

o nisolulion dos problomes do U dlaslicils, micassile la formulalion sepanis
Cfm&mWn@@mWMMmafﬁwmﬁWthMf
appnmm&md'oﬁwmfmpﬁwmdhwd’mmfwaumﬂm
mWM.CwWamMmMMM
Wnpﬂ(‘wm&?mﬂ'mmamaﬂ%moudmmmmuacwﬁdw
@M&Ppmmmmm&bmﬂmafqm
Hnace & b w&lm{mmmatawdm&sfspmmddwmiﬁmmwm
MA-(}LM&L?TMBJ&({%MW &Lmﬁwdo,m&{[mmmﬁmd&»
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Do principe d. ta fovmuladion, dpacts, do o, BEM comsisy &
~Clablin une formulalion, infignale dos squalions dffinendiolles nigissamt, b
compenloment. physi. ds problm, s on, ublisand, o, milhoc dos visicus
—ﬂwm%,/hmﬁmmé&mm,ww&%ﬁm»d'&iwﬁma
alyiboiqu, [X] 10} = [4].40)
~Smposa, b, condiions, cun, frondio da lypo SIRSCHIET , TEWTIAT
ou ROBIN .
—&mpmm&wmdwmwmhpm

[4]. 18-t
Une, fois tous by inconmues sun fo fronliine sond detenmiias, , il dawiend afons
pois o o o vl dipst & o oo, bl . ol
pomidwdwwuw

HISTORIQUE :

Les équations intégrales ont été étudiées par beaucoups de
matherﬁaticicns ; FREDHOLM (1905) , SMINOV (1929) , VOLTERA
(1959), MIKHLIN (1957 et 1967) et d' autres ..

L' application des équations intégrales rpour formuler les solutions
fondamentales pour la théorié de potentiel a été faite par FREDHOLM
(1903) qui a démontré I'existence de solutions pour telles équations en se
basant sur une procédure de discritisation .

En 1929 KOLLOGG a exprimé |'équation intégrale pour un probléme de
champs potentiel en terme d'équations intégrales aux frontiéres .

BETTI et SOMIGLIANA se sont basés sur I'analogie qui existe entre les
théories de potentiel et d'élasticité pour analyser des problémes

d‘élustostatiqt'lc par le biais d'équations intégrales aux frontiéres .
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En 1963 , JAWSON et SYMM ont présenté une technique numérique
pour la résolution des équations intégrales aux frontiéres ; ils ont pu
déterminé des solutions pour des problémes bidimentionnels de type
NEWMANN et DIRICHLET ;

JAWSON et MAITI en 1968 se sont penchés sur I'étude des plaques en
flexion , leur travail a été developpé par STERN (1979 et 1983) , WEEN
(1982) et KIM (1982) , alors que les problémes des plaques polygonales
simplement appuyées ont été résolu par MAITI et CHAKRABARTY
(1974) . | |

Les problémes de sols ont été traiter par un grand nombre de chercheurs
CROUCH (1979) a étudié les excavations souterraines , LACHA et
WATSON (1977) ont traité les problémes de mines et WARDLE (1977)
a appliqué la BEM pour les multicouches .

En 1975 , WOOD a établi une approche par élément de frontiére pour la
prédiction des tassements de structures et l'analyse de I' intéraction sol-
structures .

RIZZO (1967) a developpé une approche par équations intégrales aux
frontiéres qui traite des problémes classiques d'¢lastostatiques .

CRUSE (1969) a étendu cette approche pour la résolution des problémes
tridimensionnels , puis, en 1973 , il appliqua la méthode pour I' analyse
des contraintes en tridimensionnels .

Plusieurs algorihmes récemment developpés sur la méthode des éléments
de frontiéres sbnt décrit par CRUSE (1975), LACHAT (1975), RIZZO
(1979), SHAW (1969), WATSON (1976) , BREBBIA (1978), et bien

d' autres .
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METHODE DES RESIDUS PENDERES

IV-1-INTRODUCTION :

ﬂm&mde&W&mhwfuﬁmamW
d'uem /ywm’mﬂ, par b biais o ume nesodulion, ’ITL(MW du Ww,
faib  weount & s bochmigues numiniques  basis  sun dos mithode
o{)’appwmm .

IV-2-METHODE DES RESIDUS | PON_D_E_BES :

Les methodes des résidus pondérés permettent,en utilisant des fonctions de
pondérations , de passer d'un systéme d'équations aux dérivées partielles ,a une
formulation intégrales . |
Soil a resoudre le probléme aux limites gouverné par I'équation aux dériavées
partielles : | |

| L(US) = b  dans Q

avec les conditions aux limiles associées :

-essentielles :5(Uo)=s . sur Il

-naturelles :G(Uo) =g - sur I2

I'=T1+I2 : ¢étant la frontiére du domaine
Uoreprésente la sulution éxacte du probleme
Soil U l'approximation de Uo qui s'écrit comme suit :
U = Fox ¢k
b K ireprésente des fonctions d'approximatign-

linéairement indépendantes .

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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On définit une fonction erreur ,appelée aussi résidu,par la relation suivante :
R=L{U}-b = L{Zoaxdx )~ b sur @

si [a fonction U ne satisfait pas toutes les conditions aux frontiéres ,deux autres
fonctions d'errreur sont a envisager :
t-Erreur sur les conditions essentielles (déplacement):

R1=2S8(U) -5 #0 sur I'i
2-Erreur sur les conditions naturelles (traction) :

R2=0G(U -qg =0 sur ra.
Notre but eét de minimiser l'erreur sur le domaine Q et
sa frontiére I' . On définit alors les fonctions de
ponderations P et Wt appartenant a un espace

linéairement indépendant . On écrit alors

fR Yia + j R'YidQ = 0
Q T

R’ : représente I'erreur sur la frontiére

Cetle derniére équatibn est equivalente a la salisfaction des équations
différentielles et de leurs conditions aux frontiéres .

Selon la distribution de l'erreur , on définit des méthodes d'approximations

différentes .
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IV-2-1 METHODE DES MOMENTS:

la fonction Wi de pendération du résidu est telle gus
Vo= k) Fo= 0,12, 0nn..

Q r

On suppose que U satisfait toutes les conditions aux frontiéres :

1V-2-2- METHODE DE COLLOCATION PAR POINTS :

Dans cette méthode , on essaye de satisfaire les équations gouvernanies , en
une série de points du domaine appelés points de collocation .
On a : U= 2 oK¢K
Le nombre de points de collocation est égale au nombre de paramétres ok
Les fonclions de pondération Wi dans ce cas sont des fonctions DELTA

DIRAK dont les propriétés sont les suivantes :

xi+e
lim -‘.A(xi)dx =1
5 —0 Hi—€

+00
If(x)A(xi)dx = f(xi) = fi
bl 4]

(L4}

[ etant la valeur de la fonction au point "i
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La distribution de l'erreur s'écril alors :

J.( LU) - b AL dQ=01i=1,2,....,n
@)

Av : représente la fonction DELTA DIRAK au point de collocation "i" , ce qui
revient a poser :
R=L(U)-b=0  enn points du domaine

On délermine ainsi les différentes valeurs des paramétres ok

IV-2-3 METHODE DE COLLOCATION PAR SQUS-DOMAINES :

Cetle méthode est similaire & la méthode de collocation par point . la fonction de

pondération du résidu est telle que :

1 si x eQ
L A = {
G si x ¢Q
Qu : élant des sous domaines de Q2
On aura donc n équations de la forme :
I (L(U) - b )dQ2 =0 1 =1,2,..... . I

L'intégrale de la fonction erreur est nulle sur les différentes régions Qi du

domaine ()

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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IV-2-4 METHODE DE GALERKINE :

" Contrairement aux autres méthodes de résidus pondérés , dans cette méthode
les fonctions de pondération du résidus sont les mémes que celles
d'approximation de Ia fonction U , autrement dit :

Y, =6,
On écrira donc :

I(L(U) - b yWidQ =I(L(U) - b Yp1dQ =0
Q Q
i=1,2,.....,n

n
Etant donné que : 2o

=1
On peut définir une serie de coefficients arbitraires telle que :

U = 8aldpl + Sa2d2 4 rweeee +8a o

On ecrit alors I(L(U) - b )8Udl = 0
@

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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PRESENTATION DE LA METHODE DES

EQUATIONS INTEGRALES AUX
FRONTIERES

V-1- INTRODUCTION :

dams gamfyw dos sbwaclunes conlinues .

Sos, af»p/wwmfwm wnpﬁw dos  vaniables do fo W}u, aimai, %’am
dvsndisadian do collci . pa/vrrm&‘nﬁwf de l'namAf@«wwm fie etﬂw,@xyxrw urufogxmfw
de ;w:,fzim& on WMA af?cﬁ/vw " Guo [ on wmu,cﬂ par dos, mithodes

numﬁm?w%-.

V-2 FORMUIATION DE L'EQUATION INTEGRALE
V-2-1 IDENTITE DE SOMIGLIANA :

Pour illustrer comment la méthode des éléments de frontiéres peut
étre déduite d'une téchnique des résidus pondérés . On considere
I'équation d'équilibre :

ij,j"'bk = 0 ' sur Q

r(u=u)

FIg 1 - Conditions aux frontiéres

3 8Me pARTIE : METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES

151



Page
CHAP V PRESENTATION DE LA MEIF

Les conditions aux frontiéres :

- essentielles : U=U surly

- naturelles P=P surl»

L'énoncé des résidus pondéré peut étre écrit :

I(Gij,j Thy) Uty dQ = I( Pi = Py JU¥ dl + J‘(Ek"Uk)P*kdf
Q 2 1

(V-1)

ol U*| et P*| représentent les déplacements et tractions correspondants

au champ de pondération t.e :

p k= I]j (a3 *jk
En mtégrant par partie le terme de gauche de I'équation , on aura :

' J-O'jk U+ njdl'" - J.djk U*k’j dQ + Ibk U*y, dQ = IPkU*de -
r ‘ €2 Q ' Iz

"J‘-ﬁk U*kdr + _[(-Gk-Uk) P*kdl—‘
12 I

(V-2)
Etantdonné que : P, = oy, ny

et 8j1*= 1/2 (6U*3/8xl + aU*l/an)

L'équation ( V- 2) se réduit & ;

j.ka*de* J.ij E*jk dQ = —,[PkU*de - j_P'kU*kdl" + j(ﬁk—Uk) P*kdl"
Q Q I'l 2 n

{(V=3)
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Gréce au principe de réciprocité dii 4 la symétrie du tenseur d'élasticité
Cijkl, ona: ‘

J.ij E*jde = jajk U*jde
Q Q

En appliquant ce principe dans I'équation ( V-3 ) on aura

,"bku*de - fejk O*yp dQ = —I PrU%,dQ — Iffku*de
Q Q I'l I2

+ f (T, Up) P¥,.d02
Q
(V-4)

Une seconde intégration par partie du terme gauche de l'équation quatre

donne :

Ika*k dr + J'cmjk,juk dq =-J P U*, dI' - J‘U‘;cl? , dr
Q Q T 2

+ _['[_fkp*k dl’ +IUkP*k dQ
['1 2

(V-3)
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Les solutions fondamentales satisfons les équations d'équilibres , on a
donc :

o* + A, =0 (V-6)

jk.3

Al :représente la fonction DELTA DIRAK qui est en fait une impulsion

"o

unitaire appliquée au point source "i" suivant la direction 1 .

Cette tmpulsion produit I'état de contrainte 6*jx qui vérifie les équations
d'équilibres (V -6).
Les proprietés de la fonction DELTA DIRAK sont les suivantes :
Ax)=0 Six*x
Aix)=c0 Six=x

jf(x)Ail dQ = f(x;)
)

moyennant I'équation (V - 6) , I'équation (V - 5) devient :

I bU*,.dQ - f Al UpdQ = —IPkU*de - j’p‘ku*kda
0 Q 1 2

+ITJ'kP*k dQ +_[ UpP*,dQ
I 2
(V-7)

La troisitme proprieté de la fonction DELTA DIRAK , nous permet

d'écrire I'équation (V - 7) sous la forme suivante :

Uil + J‘UkP*kdI’ + jUkP*kdl"= J.FkU*kdl"+ ijU*de +_[ka*de‘
2 I'l 2 I Q

(V-3)

Ou Uik : représente le déplacement au point source "i" suivant la

directton 1.

3 éme pARTIE : METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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L'équation (V - 8) peut étre écrite de maniére plus explicite comme suit :

Uik + jUk P*lkdf= J‘PkU*lkdr + j.ka*lde
r r Q

(V-9)
dans laquelle U*j et P*j représentent les déplacements et tractions
suivant la direction k qui sont diis a une source unitaire agissant suivant
la direction 1.

I'équation (V - 9) est appelée :
IDENTITE DE SOMIGLIANA .
Cette équation est valable pour un noeud particulier "i" ot Iimpulsion

unitaire est appliquée .

3 éMe pARTIE ; METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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V-2-2 DETERMINATION DE 1A SOLUTION
FONDAMENTALE .

Imaginons un corps bidimensionnel de dimension infini sollicité par une
force concentrée et unitaire appliquée au point "i" a Iintérieur du corps
dans la direction du vecteur unitaire , les forces volumiques seront

négligées , ce corps sera régie par I'équation d'équilibre suivante :

T+ el =0
(V-10)
Cette imagination n'est qu'un artifice de calcul qui nous permettra d'écrire

, en utilisant une des proprieté de la fonction DIRAK :

_[U*k],j deQ = —Ul}. e, = —Ullel

Q (V-11)
Pour la détermination de la solution fondamentale U*| , considérant
['équation de NAVIER :
( A+ b JUy5: + pUg 55 = 0 dans Q (V-12)

et ¢écrivant les déplacements en fonction dune représentation de
GALERKINE :
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En dérivant l'expression précédente autant de fois | pour la substituer
dans l'équation de NAVIER et en manipulant avec adresse les indices . on
obtient aprés simplification :
Glmmiy + A/ p e =0 (V-14)
Pour résoudre l'¢quation (I11-14) , faisant le changement de variable
suivant :
£l = V2 Gy (V-15)
On aura alors :
VZfy 4 1/u Al ey =0 (V-16)
En premier lieu , on résoudra I'équation homogéne , puis on déterminera
la constante d'intégration , on intégrant 'équation (V-16) dans un

domaine de dimension infinie

Fig-2: Corps infini sollicité par une force unitaire

r : Distance entre le point considéré et le point d'application de la force
concentrée "i" |

En écrivant le LAPLACIEN V2 f | en coordonnées polaires , I'équation

homogéne aura pour solution :

) =Cyin(r)+Cy- (V-17)
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la détermination des constantes d'intégration Cy et Co revient a iniégrer

I'équation (V - 16) on obtient alors :

IVZ £,dQ = J—:uu Mg dQ = -1/ e O IY=16)
€2 Q
Cette intégrale présente une singularité | puisque :
VZf, = 0 pour r # 0
V2Ey = =1/p Al o pour r = 0

(V-19)

pour surmonter cette singularité , écrivons l'équation (V -18) comme suit :

_[VZ £, dQ = J‘VE £idCe + _[VZ £,dQ =

Q -0, Q

ou L2 : est un disque de rayon r() qui tend vers 0 :

[ v:

-

T
OQ,

F,dQ =0

[ S

Fig - 3 : Disque de rayon infiniment petit
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Et en appliquant la deuxi¢me formule de GREEN pour Féquation (V - 18)

ona:

jvzfl cd) = j@fl/an = -1/ ey e
Q 59

Ceci nous conduit a écrire , sachant que r et n sont colinéaires :

!@fl/an dll = j@f/aj: dl’ = -1/p e; (V-22)
Z 0N Q2

(dans ce cas dG est le contour du disque )

résolvant I'équation (V - 22) on obtient :

Fi= YZmp ln{l/r)e; + C, (V-23)

Alors I'équation (V - 15) s'écrira -

szl = 1/27[}1 ln(l/r)el + C2 (“]"24)

Dont la solution est :

Gy = 1/8mp r? In(l/r)ey + ra/8mp 2 + Cy/4 r? 4
+ Cain(l/r) 4+ Oy (V-23)

pour simplifier les calculs , on prendra :

Cy, = 1/2mn ey et C; = Cy =0 d'ol on aura
Gy = 1/8mp r< J.n(l/r)el (‘V--Z(S)

Sachant que :

Gr =Gk &1 = Gip = G &y

Avec G = ls8np r2ln(l/r)

3 M€ pARTIE : METHODE DTS EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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Sachant que Gy est la composante k du vecteur de GALERKINE en tout

point , quand une force unitaire concentrée est appliquée au point "i" dans

la direction 1 .Le déplacement en un point du domaine infini causée par
cette force unitaire s'écrit ;
U = Utk ¢ | (V-27)

U*{k : représente le déplacement du point P dans la direction k .

En utilisant 'équation (V - 13) , on aura alors I'expression sutvante :

Urig = Glm,m -1/2 (1-V) Gy, xn (V-128)
En dénvant l'équation (V - 22) | et en utilisant les propriétés (V - 17) .

I'équation (V - 24) s'écrira :

U = L/8mu(1-v)[ ( 3-40)1n(1/c)8 o ¢ ry vy ]

(V-29)

Dans l'équation (V - 10} , on a besoin aussi de P*¥j . on peut la

déterminer , en utilisant la relation deformation-déplacement

€ 14 = 1/2 | Uirj'+ Uj,i )

et 1a relation contrainte-déformation :

(8] :;?\Jgkk B + 2L]C

17 17 i3

on aura : o*kj = S*lkj 21 (V-30)
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En dérivant 'équation (V - 25) , en remplagant daﬁs (V - 31) et sachant
que : | P*¥ = S* nj '

“on obtient :
P¥i, = 1/4n(1—u){ar/6n[- {(1-2V) 81 + 2r 3 T x ] +

+(1-20)( n g —nkr:l )} .

(V-32)
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V-2-3 EQUATION INTEGRALE AU FRONTIERE :

LIDENTITE DE SOMIGLIANA permet de donner les déplacements
en n'importe quel point interieur .Une | '
fois Uk et Py sont connus en n'importe quel point de la frontiére , par-
conséquent les valeures aux points intérieurs ne seront connues que i
celles de la frontiére le sont .Cependant I'équation (V - 32) peut étre prise
sur la frontiére pour obtenir une équation intégrale au frontiére . , |
Par ailleurs , quand "i" est pris sur la frontiére , lintégrale aura une
singularité , pour y remidier , on supprime un secteur de disque , dont le
rayon est petit , au niveau du point "i" situé sur une frontiére reguliére
(lisse) .

Si on fait tendre € vers 2€ro et aprés un calcul aux limite (voir

1t

BREBBIA ), on obtient I'équation intégrale au frontiére :

Ciy Uiy + Ip*lk Uy, dI' = fu*l-k Pydl’ +IU*lk_bkd_Q
' ' r r 0

(V-33)

ol les intégrales sont au sens des valeurs principales de CAUCHY et :
| Clk = 172 8

quand "i" est sur une frontiére réguliére
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CUIAP \ PRISENT,. TRUN O LA . 0TF . Page’ "5'3 ¥ .
V-2-4 POINTS IN]’ERNES :
-3 _Q{ECR[IY.‘\AT[UN b!’ ATEQUATION ‘ ‘

~Une fois’lés inconnues sur la frontiére du domaine sont déterminées .
INS LGSR - BLESILING - 1M I IXQINILBRE !
les inconnues dans le"damainc sont déterminées a partir de ['‘édentité de

SOMIGLIANA (V -9):

I.: & ol on af dvtyeng d - icm Fon iV . 34 e c,:ﬂmm A mengt |
’ Uy + Ukp*lk IPkU*lkdI“+ bg U*j | dQ2
u czv moc.* gi'une telle iSsulution ne peut éfre ado*nt’c aue s oy

prol"lcmvs cudies présanicnt une pfometnie ¢ dus coaditons ang
Les contramtes pour un poinis mterteur "1" sont obtenues aprés
frontdres toés simple |
différentation de ['équation (V - 32), soit : o
On unhsc m arI. wehe m:m""tqu potlr ba so.ufj e Flouatiow
Dkl Pk di" - Sklj kdr Dkl b]_‘ 4l
(V-33) qu; Consiv o + divisar Ls lnr Here €N Lae SR Ji'Cicine s our Lo

quels es déplicements et s tractions sont SUppCEs vanes selon un

Ou les composantes des tenscurs Dy, et Syj; sont
che 2 appornic des toncrons dmu, O acl

L'écuatean (V- 33) €3t ¢priade maitonafon, at
Dkij = 1/r (]—21))[ Ski I"j + akj ..'I."i - BU J."k ] -+

{ - ! ¥ a7ami-
G-I ISR N S A TR

Spiy = 2u/x2 {120e/on[ (1-20)8;55 ) +v( 85y 4 + B
ar rj r ]+ 20 (ny r'j'r kit ng r ;o) +

+ ~ g v - suv < efemnnts LTS 1AL TR TN ) T TR
On aupPase que Lo HER0Y (2n d qfer% ‘*jcnjb ik t0y Oy B

T 2t élre : .,vsur! we éraent '
L’thCU\ﬂ!I cire ppro RTRDTS i.ld»q 4 1_&41 )nl-' 511}]/(471(]_“))

T »a plusicurs Deey déliments i g wtihoé -dms o Lo fray - deux

r

‘Byoses Jeléments i sont _
-1 emer {ion:'tant

2 Fifmentindare
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CHAP V ‘PRESENTATION DE LA MEIF i

1 - Elément constant :

L.es noeuds se trouvent au milieu de chaque élément .

On suppose une variation constante du déplacement et de la traction sur

un élément .
RN

élément

noeuds

figd: Elément constant

la fonction de forme correspondante est telle que : ¢ = 1

' P:PJ | e LT IR A
d'ou | en tout point de I'élément de frontiére .

U=U;
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2 - Eléments linéaires .

Les nocuds se trouvent a l'intersection de deux ¢léments adjacents .

élement
r .

Fig - 5 Element liné¢aire

Les valeurs de U et P sont :

U == (bl Ul + (bz U2 = [ q)l , (i)z ] 1 = (1’)(1‘ UY!
Us
b,
Py
P =y Py + by Py = [ &y, $21¢ = ¢F B
L L P,

ot § 1 et ¢ , sontdes fonctions d'mterpolation .

la coordonnée adimensionnelle & est défini par

&€= x/(1/2)
et ¢y =1/2(1-8) ; &y =1/2(1+&)
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On peut maintenant appliquer la quadrature de GAUSS, on obtient :

N m=k
[CH Ut} + 2 (X 1319, [P*] 416714 Juy =
3=1 ==l
N m=U
= 2 (2 1310, [U*]4[47], )b,
J=1 s=1
(V-306)
Ou m = nombre de point d'intégration . |
Wy = cocfficient de pondération correspendant .
(P*ls , [¢1] et [U*]g . sont les valeurs des fonctions aux points
d'imtégration .
['équation (V - 36) s'écrit comme suit :
N N
[CHI{UL) + 2 [Hi5) (U3t = 2 [Gs5] (Py)
j=1 j=1
(V - 37)

[Hij] et [G;j3] sont des matrices 2X2
Pour chaqué noeud "i" I'équation (V - 36) donne 2xN équations .
posons :  [Hjj] = [Hjj] : pouri#j
[H5] = [Hjj] + (C1] potur i =
Ot [Cl] est une matrice 2x2 qui dépend de la géometrie de la frontiére .

De la , I'équation (V - 37) peut étre écrite comme suit :

N N
2 [Higl (Uy) = 2 [Gi411P5)

j=1 j=1 '
{(V ~- 38)

3 ¢Me pARTIE : METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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En appliquant l'équation (V - 37) pour chacun des N noeuds de la
frontiére , on obtient un systéme d'équations algébriques d'ordre 2Nx2N ¢

qui peut étre éxprimé sous la forme :

[H] {U} = [G] {P} (V-39
Dans le cas ou des déplacements sont connus , on peut déterminer des
tractions et vice versa . Ceci montre que le systéme d'équations (V - 39)

peut €tre arranger tel que les inconnues soient écrits dans le membre de

gauche

(A] (X} = (B} (V - 40)
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V-5 MOUVEMENT DE CORPS RIGIDE :

[~ 5-1 Probléme interne :

Les ¢léments de la diagonale de [H] sont trés difficiles a calculer . un moyen dc

contourner le probléme , consiste A considérer un déplacement unitaire de

corps rigide .
Nous écrivons ; HU= 0
Pour déplacement unitaire : HI =0
i-1 N
H.I=[ZHij+Hii+ZHij].I=O
i=1 j=i+1
N
Hogj = -2 H (V-41)
i=1

Ces éléments ne peuvent étre calculer qu'une fois tous les éléments

extra- diagonaux de la matrice H sont évalués .

- V'-5-2 Probléme externe :

le probléme d'une cavité dans un domaine est considéré comme un probléme

externe .

Fig-6-a Probléme interne . Fig-6-bProbléme externe

Fig -6 : Mouvement de corps rigide
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on a ciypd «J P+ Udl =I U*pall
r r

Considérons le mouvement de corps rigide , on aura :

ciyi +I p+uUdlC = 0 (V - 42).
I

Dans le cas de domaine infini I'quation (V - 42) s'éerit :

clui + j P*Udl' + lim I P+*Udll = 0

Iy R—ow I
(V. - 43)
N
Y05 + lim Jor dF o
j=1 R—o0 [
(V-44)
Pour un déplacement unitaire , on aura
N
2 His o+ lim | P, 4l =0
j=1 R-»w T
(V-45)
Aprés calcul , on auvra
iim jp*iidf‘ = -1 et lim _[P*ide" =0
R T _ R T’
-1 0]
Ainsi lim ,[P* dIr = = -1
Rw T -1 0

3 éMe pARTIE : METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
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Dot I'équation (V - 45) s'écrit :

N
ZHij + Hy; I =0

=1
j£1
N
Dou : Hy3 = I - ZHij
j=1
321
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V-6 PROBLEME DE COIN :

Pour les problémes d'elasticité , U a une valeure unique en un point quelconque ,
alors que la force surfacique P peut avoir plusieurs valeurs aux coins .
I'équation intégrale pour un probléme d'élasticité est :
HU=GP

ou : {H} :22N*2N ( pour un probléme en 2D )

[G] :2N*2(N+C) ( C : nombre de coins )
on a:[Hlpp*2n U 20 =[Chan*2(n+c) P2(ntc)y (F)
pour un probléme d'élasticité ou les conditions aux frontiéres au niveau des
coins sont de type NEWMANN (fig-7-1) ou de type ROBIN (fig-7-2) la
résolution de 1'équation (*) ne présente aucune difficulié .
par contre dans le cas de conditions aux frontiéres de type DIRICHLET (fig-7-3)
i.e uniquement les déplacements qui sont préscrits aux coins , il est impossible de

résoudre 1'équation (*) , et une approche alternative pour resoudre le probléme

doit étre frouvée .

Fig(7-1) Fig(7-2) Fig(7-3)

Fig 7 Conditions aux limites aux coins
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il existe trois facons de procéder au traitement de ce type de noeuds :

-

En explosant le noeud , la géometrie du probleme est legérement modifiée |
deux composantes de tensions peuvent étre imposées en chaque noeud , le
probléme peut alors étre resolu par la procédure standard , la distance eatre les

deux noeuds , obtenu par explosion , doit étre aussi plus petite de fagon a ne pas
| aboulir & deux équations i coefficients trés proches ([ig-8 -1)

Notons qu'on explosant le noeud , un petit trou apparaitiera entre les deux

nouveaux noeuds ainsi oblenu ot I'on peut insérer un petit élément .(fig-8 - 2)

Fig(8 - 1) : Dédoublement Fig(8 - 2)': insertion

des noeuds d'un petit élément

3*"® PARTIE :METHODE DES EQUATIONS INTEGRLES AUX FRONTIERES
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la procédure consiste a deplacer , & l'interieur de I'élément , les noeuds se
renconirant aux coins ou aux bords .
Elle a I'avantage d'étre trés simple , el de mieux représenter les cas de hautes

concentration de contraintes .

Fig 9 :Element discontinue

Quand les tensions de part et d'autre d'un coin sont inconnues , le déplacement
le long des deux éléments convergeant vers ce noeud est connu , les dérivées du
déplacements le long de ces éléments peuvent étre obtenues par dérivation des

fonctions de forme .
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PRESENTATION DU PROGRAMME ELLINBE

VI - 1 INTRODUCTION :

Les solutions analytiques des équations intégrales relatives aux problémes
de potentiels (équation de LAPLACE) et a celles de Iélasticité (équation f¢
NAVIER) sont extrémement rares et n'existent que pour quelques géométries
et conditions aux limites excéssivement simples . pour @tre en mesure de
traiter des cas un peu plus complexes et correspendants & ceux rencontrés
dans la pratique , il a fallu attendre Véssor des techniques numériques et le
developpement des ordinateurs .

Dans ce qui suit , on va présenter notre programme ELLINBE qui résoud les
problémes d'élasticité bidimentionnelle , en utilisant des ¢léments linéaires .
Notons que ELLINBE designe

Elastique problem using LINia.r Boundary Element

Vi- 2 ETAPES DE RESOLUTION :

Les grandes étapes pour la résolution d'un probléme par

La BEM sont représenteées par la figure -1
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DEBUT

introduction des données

caracteristiques du materiau
coordonnées des noeuds
condilions aux frontiéres

coordonnées des points int .

formation des matrices , réarrangement des matrices en tenant compte
des conditions aux frontiéres , Obiention d'un systeme d'équations
linéaires sous la forme : A.X=B

résolution du systéme A.X=B (utilisation de la méthode d'élimination de
GAUSS pour notre cas ) pour I'obtention des déplacements et des
coniraintes sur la frontiéres .

calcul des déplacments et des contraintes
pour les points interieurs

impression des résultats

FIN

figure 1. élapes de résolution par BEM
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INPUTEL

GHMATEL

Page

EXTINEL

179

tesl

LOCINEL

t SLNPD

INTEREL

EXTINEL

test

SIGMAEL

OUTPUTEL

FIN

figure -2 : organigramme du programme ELLINBE
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PRESENTATION DU PROGRAMME :

Ce programme est congu pour {'étude des problémes en contraintes planes ou cn
déformations planes , il est constitué par huit Sous-programmes , qui ont en commun
des blocs COMMON blanc et étiquetés , permettant le passage des paraméires entre
eux avec une bonne rapidité lors de I'éxécution .

Les sous-programmes utilisés sont les suivanis :

Vi-4 -1- Sous-programme INPUTEL :

Cette subroutine permettera de lire toutes les informations necessaires au déroulement
du programme ;

-lilre du problélﬁe

-nombre d'éléments , nombre de points interieurs , et les caractéristiques du matériau .
-coordonnées des noeuds de frontiéres qui seront lus dans le sens contraire des
aigridles d'une montre .

-conditions aux frontiéres

-coordonnées des points interieurs , ou on veul avoir les informations .

dags cette subroutine , on va calculer les mairices G et H , ceci en faisant appel aux

deux subroutines EXTINEL el LOCINEL

Vi-4-3 Sous-programme EXTINEL :

Dans cette subroutine , on calcule les matrices élémentaires Hj; et Gjj qui vont rattacher

le point de collocation avec I'élément ou il ya intégration .

Vi-4-4 Sous-programme LOCINEL :

Dans celte subroutine , on calcul la matrice Gjj analytiquement . les termes H;; sont

calculés en considérant le mouvement du corps rigide .

3 $Me pARTIE : PRESENTATION DE LA BEM
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aprés formation des matrices [G] et {H] ,le sous-programme GHMATEL. réarrange le

systéme a résoudre sous la forme AX=B

Vi-4-5 Sous - programme SLNPD :

dans celle subroutine , on utilise la méthode d'élimination de GAUSS pour la résolution
du systéme :

AX=B
Cette méthode est appliquée en deux étapes , a savoir la triangularisation du systéme .
puis la résolution du systéme triangularisé obtenue .
si [a matrice [A] contient un zéro sur sa diagonale , les lignes sont interchangées , le
systeme est singulier si I'interchangement des lignes ne peut donner un coefficient non

nul sur la diagonale .

Vi-4-6 Sous-programme INTEREL :

Il fait le réarrangement des resultats obtenus aux frontiéres , afin de calculer les

contraintes et les déplacements a I'interieur de I'élément , et ceci en utilisant les deux

sous-programmes EXTINEL et SIGMAEL .

Vi-4-7 Sous -programme SIGMAEL :

Cette subroutine calcule I'intégrale des coefficients S et D en utilisant la quadrature de
GAUSS.
la procedure est l[a méme que pour EXTINEL , sauf qu au lieu de calculer U* et P* | on

calculSetD

Vi-4-8 Sous -programme OUTPUTEL :

il imprime les resuliats a savoir ;
-les déplacements nodaux
-les contraintes nodales aux frontiéres et a

I'interieur du domaine , sous un format bien lisible

3 éMe PARTIE : PRESENTATION DE LA BEM



QUATRIEME PARTIE




CHAPITRE Vil




PAGE 872

CHAPITRE VI  COMPARAISON ENTRE LA MEF ET LA BEM

COMPARAISON
INVIRODUCTION :
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On fail ]a comparaison entre J]a MEF et la BEM dans les domaines suivanies :

1-D ine d' apolication :

- La BEM ce préte bien pour |" analyse des structures de grandes dimensions .

- La MEF s applique plus facilement aux problémes complexes de structures
que la méthode des équations intégrales aux fromtiéres , qui exige la
connaissance de la solution de chaque probléme particulier qui est trés délicate a
oblenir .

- L.a BEM a beaucoup d' avantages par rapport & la MEF dans le domaine
linéaire .

- La BEM est mieux adaplée pour les domaines infinis el semi-infinis .

L.a MEF consiste a subdiviser le domaine , tout entier , en un réseau d' éléments
- L' objectif de celte discretisation est d' évaluer les déplacements en un cerlain
nombre de points du domaine , tandis que dans la BEM , seule la frontiére est
discrélisée et on obtient la solution en des poinis internes au domaine .
On peut dire que la détermination des inconnus physiques ; déplacements et états
de contraintes en des points que I' on choisit 4 I' intérieur du domaine , constitue
un des avanlages de la BEM comparé aux autres méthodes numériques comme

la MEF et la MDF .
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Dans 1a BEM , la dimension du probléme étudié est réduite d' une unité ,
autrement dit , pour un probléme bi-dimensionnel , on aura upe équation
intégrale de frontiére uni-dimensionnel , ceci vient du fait que les fonctions
inconnues inlervenant , se trouvent sur la frontiére et non a l'intérieur du
domaine .

- En effet, le systéme d'équations oblenu avec une discretisation de la frontiére
uniquemenl el relativement petit , le coll de calcul augmente. irés peu avec la
(aille des problemes .

La BEM est mieux adaptée du point vu colt et temps d'exécution .

4- PRECISION DES RESULTATS ;

La BEM présente un avantage du point de vu précision par rapport 4 la MEF ,
car I'équation intégrale de frontiére est en elle méme un exposé de la solution
exacte du probléeme étudié .
les erreurs ne peuvent provenir que de la maniére avec laquelle la géométrie et
les paramétres physiques du probléme sont approximés sur la frontiére ( élément
constani , linéaire , quadratique , ...etc ) et des approximations numériqués aux
quelles on a recourt pour le calcul des intégrales , les erreurs sont réduites avec

le choix approprié des fonctions de formes .

. -
-

Dans la BEM . Ia réduction de la dimension du probléme , engendre une
reduction des données requises pour dérouler le probléme .
Par confre , en élément fini , un trés grand nombre de données est nécessaires
pour dérouler un programme , donnant licu a une perte considérable de temps et
d'argents dans la préparation et le contréle des données . Ce qui rend la BEM

plus compélitives que les aulres méthodes de résolution .
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La considération des forces de volume complique la BEM , en effet , on est
amene a évaluer des intégrales sur le domaine . La discretisation du domaine en
un nombre suffisant de cellules est alors nécessaire . De 14 , on perd I'avantage

principal de la BEM , tandis que pour la MEF ce probléme ne se présente pas .

1= RESOLUTION DU SYSTEME D'EQUATIONS :

L'analyse par la BEM génére des matrices entiérement peuplées et non
symetriques , la résolution des systémes d'équations correspondants et par
conséquent lente , comparée 4 la résolution par la méthode bande utilisée dans Ia
MEF .

8- MATERIAU NON LINEAIRE :

Pour de tel matériau , la modélisation du domaine en cellule lindaire est
équivalente a la discretisation- du domaine entier , la BEM perd ainsi sa
principale caractérislique qui consiste en la discrelisation de la frontiére

unigquement .
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CHAP VIIi : PRESENTATION DU COUPLAGE

COMBINAISON DE LA

M.E.FF ET DE LA B.EM

VI 1 INTRODUCTION :
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Les premiéres 'conu'ibutions sur ce sujet étaient donnés par Mc DONALD et
WEXLER (1972) ,SHAW et FABLY (1977) , BREBBIA et GEORGIOU (1979)
et ZIENKIEWICZ et AL (1977) ou ils ont présenté la formulation de base (
matrice de rigidité élément frontiére équivalente ) .
dans plusieurs publications récentes , la symétrie de la matrice et la satisfaction d'
equilibre des différents formulations éfaient discutées .

HARTMANN (1981) , TULLBERG et BOLTEUS (1982) , MUSTOE et AL
(1982) , HARTMANN et AL (1985) et GEORGIOU (1981) , BANNERGEE et
DAVIES (1979) , OTHSU (1985) , KAMATAND et BROWN (1985) ,
VALLABHAN (1984) , GEORGIOU (1984) , ont présentés d' importantes

contributions .

VI3 DIFFERENTS METHODES DE COMBINAISONS :

Il est souvent avantageux de combiner la M.E.F et la B.E.M dans plusieurs
problémes . |
La B.EM représente bien les domaines infinis , les problémes a hautes
concentration de confrainies , tandis que la M.E.F résitiudles problémes de
matériaux complexes dans le domaine proche (matériaux multicouches |,

anisotropes , non linéaires ).

Il ya plusieurs types de combinaisons dont on va citer quelque uns :

4% PARTIE | COUPLAGE DE LAMEF et BEM
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Cette approche est empirique el consiste a résoudre le probléme par la M.E.F
el prendre une région particuliére pour I' éludier par la B.E.M on ayant comme
C.A.L les déplacements trouvés par la M.E.F cette approche n' est pas justifiable
facilement du point de vu mathématiques mais elle donne de bons résultats car
les déplacéments donnés la M.E.F sont généralement " juste " ce qui n’ est pas le

cas si on utilise la formulation contrainte , on applique généraiement cette

méthode pour les probléemes a fissures :(voir figure N°1 )

Fig -1 :Combinaison de Ia solution élément fini

avec une ‘région locale BEM
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celle approche a éé proposé par BREBBIA et GEORGIOU en 1979 e

consiste a traiter la région E.F en une région élément frontiére équivalente .

considérons les deux régions : (voir figure N°2 )

Fig-2 Division du domaine en 2 regions

élément fini et élément frontiére

Pour la région (1) I' équation gouvernante est :
ul Pl

[Hl HI) = [Gl Gl (VIII - 1)
U11 Pll
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Pour la région (2) I' équation gouvernante est :
U2 p2
(K2 K2[] = [M2 M2 (VIII - 2)
U2 P2
en ayant : P; =Pl; =-P2[  condition d' équilibre a 1" interface
et Up=Ul;= U2 condition de compatibilité a I’ interface
puis on réarrangeant les équﬁlions précédentes on aura :
' Ul 7
Hl  Hly -6l o ||y Gl o {[pl
4 f = (VIII-3)
0 K M K| P 0 MZ2|| p2
623

Cette équation doit &ire réarranger en accordance avec les conditions aux Limites

- Notons que cette approche ne nécessite pas {' inversion de Ja matrice [G]

VT -3 -3 |
» oy

AT inverse de la méthode précédente , elle transforme la région élément
frontiére en un large élément fini ;
considérons la méme figure (Fig N°2 )

les matrices élément frontiére ou la forme :

H.U=G.P (VIII - 4)
pour la région (2) , les matrices élément fini :
| K.U=F (VIII - 5)
pour combiner les deux équations, transformons 1" équation (VIII - 4) en:
GlH.U=P (VIII - 6)
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transformons le vecteur force en vecteur {raciion nodale :

"F=M.P (VIII - 7)
multiplions 1'équation (VIII - 6) par {M] cela donne :
(M.G'! H).U=MP=F" (VIII - 8)

cette forme est fa méme que celle des éléments finis c-a-d :

K'U=F' telque K'=MG1lH

Généralement la matrice K' n'est pas symétrique , on uiilise souvent la

procédure suivante pour la symeétriser :

K" = 12(K +K'T)

{1dée de combiner les deux technigues numérrques ( F.EM, BEM ) est o' une
1mportaace premordizle dans plusieurs problémes pratigues comme , interaction
Sols el structure , concenlralion de contraintes , fissures ,multicouches...., car /3
BEM représente bren Jes regrons infings ,les concentrations de contraintes ...
landis que 1a M.E.F est plus facile 4 appliguer pour les domaines non linéatres
ou anysotropes ...

L unlisation des eleéments frontigres & fonction o mterpolation linéaire ou o’

ordre plus éleve permet ln combinsison avec les elements finss ce méme ordhe .

44M€ DARTIE : COUPLAGE DE LA MEF et BEM
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On peul déduire les matrices éléments finis par la représentation RESIDUS

PONDERES :

J‘SBiJ-cide = ,[5 UPdI’ + jﬁUiBidQ
Q I’y Q
(VIT-g)

En subdivisant le domaine en série d'éléments dans lesquels les déplacements et

les tractions sont connus aux noeuds :

U=NUN - 8U =N.8UN
g =B.UDN ¢ =B.UMN
s =DBUM" P =¥ pn

En remplacant et en faisant I' assemblage on aboutit a :

KU= MP+D (VIII - 9)

notons que la symétrie de la matrice [K] est due a la symétrie du terme gauche de

I" équation (VIII - 8) c-a-d :

Jasijcide = ISGijEide
£ Q

4*Me PARTIE : COUPLAGE DE LA MEF et BEM
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VI - 4 - 3 EQUATION DES FLEMENTS FRONTTERES .
ia formulation directe de la B.E.M conduit 4 des équations de la forme :
CijUj + J.[’*”Uj dQ = J-U"'ijl)j(IQ +J‘U‘ijbde
r r Q2
(VI - 10)
en discrilisant le domaine et en faisant ' assemblage on obtient :
HU=GP+B (VIII - 11)

Transformensmaintenant la région élément frontiére en un élément fini équivalent

. pour cela multiplions I' équation (VIII - 11) par la matrice [G] :
G1(HU-B)="P (VIII - 12)

Puis multiplions I’ équatioh (VIII -12) par la matrice de distribution M

on obtient :

(M.G-1.H).U = MP+(M.G-1.B) (VIII - 13)

On peut maintenant définir : K'=M.G -LH

D'=M.G ‘1B ' (VIII - 14) .
F'=M.P

L'équation (VIII - 13) est de la forme :
K'.U=F '+D' (VIII - 15)

( comme celle des éléments finis )
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VI -4 - 4 COMBINAISON -

Une fois la matrice de rigidité équivalente de la region élément frontiére obtenue
el celle de la region élément fini on fait 'assemblage comme si on avait deux
éléments finis a assembler .

Cette operation est faite en respectant les condilions d'équilibre et de
compaiibilité a I'interface des deux regions :

R op g
1} La compalibilité ;

les déplacements a 1" interface des deux régions doivent étre egales ;
Uh=U 21
20 L égqurlibre -

les tractions a I' interface des deux régions doivent étre nulles :
P 11 + P 21 = 0

o el (7

L'inconvenient principal qui apparait de cette formulation et le fajt que la
matrice { K'] n' est pas symétrique . contrairement aux éléments finis , |
I' asymelrie est du a I' approximation de la discritisation ct le procede de
collocation , c-a-d solution fondamentale , donc il 0’ ya pas de raison pour que la
matrice [K'] soit symétrique . la symetrisation est faite en utilisant le principe de
miﬁimisation de I' erreur ( moindre carré ).
Definissons une erreur dans les termes extradiagonaux de la matrice [K']
1" erreur dans chaque coefficient kij peut étre écrite comme différence entre

k'yj et ki ¢

gij= V20 (kij x i) +(Kji-k"ji) ]

ba minimisation du carré de ' erreur par rapport i kij s' éerit

48Me pARTIE COUPLAGE DE LA MEF et BEM
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Donc les coefficients de la matrice symétrique sont : '
kjj = V2.(k'jj+K'ji)

Finalement la matrice de rigidité équivalente est symetrisée est :
. kK2 =12(k +kT]
L'équation (VIII - 15) s' écril alors :

K2U =F2+ D2 (VIII - 16)
Celte derniere peut éire assembler avec les matrices eéléments finis ;

KU =F1+ D1 (VI - 17)
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CHAP IX : PRESENTATION DU PROGRAMME COUPLAGE

PRESENTATION DU PROGRAMME COUPLAGE

IX - [ INTRODUCTION

do bitumand, d'un,” problime dilaidy pon b oouploge ds b MEF o b BEM
nicaad s uchnigun rumivigus. ass imporkants , qu'on o pud salihine s pon b
momf,dh/mgnamwmm.
WMW,MQMWWM'WCQWMS),WMwMW.
Bans & progpamm. , dos sous—progpamms, BEN, s, implondis. dams. un. programme
TES awne un, hademand, spical . Jouls i b, condiions. do compaliilh o Lindofecs
sond salifuils

X2 DEMARCHES A SUIVRE POUR IA RESOLUTION R'UN
LROBILEME D FIASTICITE PAR COUPLAGE

Les pricipaux étapes pour la résolution par couplage sont représentées par le

schéma suivant :

4 #ME PARTIE COUPLAGE DELA MEF ET LA BEM
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()

Introduction des données

Coordonnées des noeuds

C.A.L ( déplacement et traction )

Tratement de la région élément fini
Calcul des matrices de rigidité élémentaire

Assemblage

Traitement de la région élément frontiére
Formation de matrice de rigidité équivalente

Assemblage

Prise en compte du C.A.L

Résolution du systéme KU=F

Calcul des tractions 4 l'interface
Calcul des déplacements et contraintes
aux point internes
Calcul des contraintes de la région

élément fini

Impression des résultats

4 ¥ME pARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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IX-3 STRUCTURE DU PROGRAMME :

[ Début )

INPUTBF

DPHYS

NE=1, NTE

STDM = QUADS

ASSEMB

LOCINEL

EXTINEL

GHMATBF

SUB1

SUB2

INVERS

MMAT

MATMULT

|

SYMETRIE

|

4 8M€ pARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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|

ASSEMBBF

_

r

SLNPD

TRACINTERF

SIGMAEL

I

INTERBF

( NE=1, NTE

STDM ’E | HELEMENT

CONT

OUTPUTBF

( FIN

4 ®ME PARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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IX-4 PRESENTATION DU PROGRAMME :

Le programme est constitué par vingt deux sous-programmes et
comporte des blocs COMMON a blanc et étiquetés .
Il comporte plusieurs subroutines appartenants aux programmes qui l'on
précédé

Dans ce qui suit, on va détailler les subroutines du programme .

1/ Sous-programme INPUTRBF :

Cette subroutine permet de lire {oule les informations sous un format libre dans
un fichier pre-difini . Les données sont :
- Tiire du probléme
- Nombre de noeuds et d'éléments des
deux régions et de l'interface .
- Nombre de points internes .
-Code d'etude : 4 pour contrainie phane
-1 pour déformation plane.
- Proprietés physiques £, NU .
- Coordonnécs des noeuds et poinls internes .
- Connectiviles des éléments
- Code des noeuds interface .

- C.A.L (déplacement et traction )

4 EMEPARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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2/ Sous-programme DPHYS :

II permet d'oblenir la matrice des proprietés physiques :

dl dz 0
[D] = C}-z d] O
0 0 dy

Tel que :

E (T-code.v)

Cil =
(1+v)1-code.u)
v.dy
dz =
(1-code.v)
E
d3 =
2(1+v)

el _pour obfenir les propriétés physiques équivalentes de la région élément

frontiére , tel que :
E v
GE = et XNU =
2(1+v) (1+ v -code.v)

4 “ME PARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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3/ Sous-programme QUADS :

Ce sous- programme calcule la matrice de rigidité élémentaire grage a
l'integration numérique de GAUSS ( quatre point ), en introduisant chaque point
de GAUSS dans le sous-programme STDM pour obtenir la matrice [B] en ce
point .

En faisant la mutiplication :
[BIT .{DLI[BIWGTII
et en faisant la somme en obtient les termes de la matrice de rigidité elémentaire

Notons que WGT sont les facteurs de pondération pour chaque point de

GAUSS

4/ Sous-programme STDM :

Ce sous-programme calcule le déterminat du jackobien el fa matrice {B] en
passant par les élapes suivantes :
[- Caleul des coordonnées locales .
2- Calcut du jackobien .
3- Caleul du déterminant | ¢t fait
un message d'erreur s'il est nul .
4- Calcul de !'inverse du jackobien .

5- Caleul de 1a matrice [B]r.

S/ Subroutine ASSEMB :

Cette subroutine fait 'assemblage des matrices de rigidité élementaire , en les
déplacant dans la matrice de rigidité globale , en [aisant Ia localisation de ces

termes depuis le tableau de connection .

4 ®ME pARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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6/ Subroutine GHMATBF -

Cette subroutine forme . les matrices [H] et [G] en wilisant les quatre
subroutines ; LOCINEL , EXTINEL , SUB1 et SUB2 .
Elle calcule les termes diagonaux de la matrice [H] en considérant e mouvement

de corps rigide .

7/ Subroutine EXTINEL :

Elle calcule numériquement . par intergration de GAUSS {(Guatre points) . les

les sous.- matrices H , et G .
H et Gy sont des matrices { 2x4 ) qui seront placees dans les matrices [ 11 ] ef

{ G ] comme fermes extradiagonauy .

8/ Subroutine LOCINEL :

Elle calcule analytiquement G(i,i+1) et G(1,i-1) les termes de la bande

diagonale de [ G ] lorsqu'il ya une singularité (In 1/r) .

9/ Sous-programmes SUBI :

Hs calculent analytiquement les termes de la bande diagonale de la matrice

[H] : H(i.,i+1) .

10/ _Sous-programme SUB 2 :

pareil & SUB 1 sauf qu'il calcul fes termes H (i . i-1 )

4 ¢MEPARTIE COVPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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11/ Subroutine INVERS -

Cette subroutine calcule I'inverse d'une matrice sur clle-méme . enn adoptant

I'algorithme suivant : Shipley - Coulman

fer étape : K=1
Ak = VA

2emeélape :  1=1
A = A - Ay avec 1%k
Jeme éigpe ;. J=1 N
Ay = Ay - A Ay avecj* k
refaire les étapes 2 et 3 pour I= 2.N
deme giape :  1=1N
Ay = - Ay Ay avec [# K

on refait les calculs par ces quatre etapes pour K=2 jusqu'a N

12/ Sous-programme MMAT -

Ce sous-programme forme la matrice [M] qui fait le transfert des tractions
nodales en forces nodales équivalentes .
Formule de passage :*
Fix=L3Qy +Li6 Qix
Fiy = 1/3 Qiy + L./6 Qﬂ;

4 ¢MEPARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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13/ Sous-programme MATMULT :

Ce sous-programme fait la multiplication des matrices {M] 1G] {H].

pour obtenir la matrice de rigidite équivalente de la région élément frontiere .

14/ Sous-programme SYMITRIE :

La malrice de rigidité oblenu n'etani pas symeétrique . on doit la symetriser

par la formule suivante :

K'=( K+KT )2

15/ Subroutine ASSEMBBYI :

Cette subroutine fait I'assemblage de la matrice de rigidité équivalente de la

région élément frontiére avec la matrice de rigidilé élément fini .

16/ Subroutine SINPD :

Dans celte subroutine , on utilise la mthode d'élimination de GAUSS pour la
résolution du systéme :
AX=8B
Cetle methode est appliquée en deux élapes , a savoir la triangularisation du
systéme , puis la résolution du svstéme (riangularisé obtenue .
sila matrice [A) contient un zéro sur sa diagonale , les lignes sont interchangées .
le systéme est singulier si l'interchangement des lignes ne peut donner un

coefficien! non nul sur la diagonale .

17/ Sous programme TRACINTERF :

Ce sous-programme calcule en premier lieu . les forces a l'interface des deux

régions , puis délermine les tractions a cetfe derniére .

4 ¢ME PARTIE COUPLAGE DE LAMEF ET LA BEM
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18/ Sous - programme INTERBF :

Il fait le réarrangement des resultats oblenus aux frontieres . afin de calculer
les contraintes et les déplacements a l'interieur de I'élément | el ceci en utilisant

les deux sous-programmes EXTINEL et SIGMAEL .

19/ Sous - programme SIGMAEL :

Cetle subroutine caicule l'intégrale des coefficients S et D en utilisant la
quadrature de GAUSS .
la procedure est la méme que pour EXTINEL , sauf qu au lieu de calculer U* ei

P* . oncalcul Set D

20/ Sous-programme HELEMENT

Ce sous-programme est utilis¢ pour e calcul de la matrice de contraintes

élementaire [H]

21 / Sous-programme CONT .

Une fois les déplacements sont déterminés , et la matrice {H] est calculée |

‘ce sous-programme permet de {rouver les contraintes pour chaque élément .

22 / Sous-programime QUTPUTBF :

Il imprime les résullats sous un formats bien lisible , pour les deux régions

(déplacement , contraintes )

4 EME PARTIE COUPLAGE DE LA MEF ET LA BEM
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APPLICATION :1

ETUDE 4d'UNE POUTRE EN FLEXTION PAR LA
MEF , BEM ET LE COUPLAGE

MEF :
Programme .  MEFEP
Type d'élément ; Elément réctangulaire bilinéairea 8d . d . |
Discrétisation: N= -14 , 26,39 ,65 125
( N : nombre de noeuds )
BEM :
Programme : ELLINBE
Type d'élément : Elément linéaire 34 d . d N
Discrétisation: N=10,20,32,40,56,64,72
COUPLAGE :

Programme : COUPLAGE

Type d'élément . isoparamétrique et linéaire .

Discrétisation: N=14,23,40,70, 100

' i [}

|

=
5 ¢me PARTIE : APPLICATIONS }L:.‘J




PAGE

E
il

i

_,,_...._4,,\‘
"

POUTRE ENCASTREE EN FLEXION [ DISCRETISATION |

(20 éléments )

e v
H3 v
Z |
L
4
L=12m NPT
H=2m exemple de discrétisation
P=1MN -
V=03 (12 éléments )
E = 1340 MPA MEF
BEM COUPLAGE
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COURBES DE CONVERGENCE DE LA FLECHE
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COURBES DE CONVERGENCE DES CONTRAINTES

DE NOMBRE DE NOBUDS
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L'AXE NEUTRE

COURBES DE LA DEFORMEE DE
- enfoction de ( %)

La fleche ( E-02} (m)-

AU W A0d

‘ ]14
La distance z ()

La fleche ( E-02)(m)

wiad 4ed

TT T

La distance x (m)

14

La fleche ( E-02)(m)

La distance T (m)
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APPLICATION :2

ETUDE 4d'UNE POUTRE EN TRACTION PAR LA

COUPLAGE .

MEF , BEM ET LE COUPILAGE

Programme : MEFEP

Type d'élément : Elément réctangulaire bilinéaire 4 8 d . d . |

Discrétisation: N=14 21,39 ,65 117

{ N : nombre de noeuds }

Programme : ELLINBE
Type d'éiément : Elément linéairead4d . d . |

Discrétisation: N=10,20,32,40,56, 64

Programme : COUPLAGE

Type d'élément : isoparamétrique et linéaire .

Discrétisation: N=14,23,40,70,160
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APPLICATION :3

ETUDE d'UNE PLAQUE PERCEE A OUVERTURE
CIRCULATRE SUJETE A UN CHARGEMENT
UNTAXTAL DANS S5ON PLAN ,MOYEN PAR TA
MEF , BEM ET LE COUPLAGE

MEF .
Programme:  MEFISO
Type d'élément : Elément isoparametrique quadrilatéral
2a8d.d.l
Discrétisation: N=11,38,52,78
( N : nombre de noeuds )
BEM :
Programme : ELLINBE
Type d'éiément : Elémentlinéairea 4d . d .|
Discrétisation: N=8,16,24 32,64
COUPLAGE ;

Programme: COUPLAGE

Type d'élément : isoparamétrique et linéaire .

Discrétisation: N=18,37 ,56, 86

=
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COURBE DE LA VARIATION DES CONTRAINTES

SIGMA(y) LE LONG DE L'AXE x

Longueur (x)
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APPLICATION : 4

ETUDE d4d'UNE PLAQUE PERCEE A OCUVERTTTE

CARREE SUJETE A UN CHARGEMENT UNIAX AL

DANS SON PLAN MOYEN ,PAR LA MEF , BEM
ET LE COUPLAGE

MEF : Programme : MEFISO

Type d'élément ; Elément isoparametrique quadrilatéral

a8d.d.l
Discrétisation: N=11,24, 45 69

(N : nombre de noeuds )

BEM :
Programme : El LINBE
Type d'élément : Elément linéaireadd . d .|
Discrétisation; N=10,20,24,32,64
COUPLAGE :

Programme : COUPLAGE

Type d'élément : isoparamétrique et linéaire .

Dis¢rétisation: N=16,33 .50, 71
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COURBE DE CONVERGENCE DU FACTEUR
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CHAP X : APPLICATIONS

COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS POUR LE

CAS DE LA POUTRE EN FLEXION

TABLEAU 1 : Deformation de I'axe neutre *
X ELASTICITE { 10 -2) MEF (10-2) BEM{ 10-2) BFEM( 10 -2
2 0,254 0,258 0,236 0,249
4 0,955 0,957 0,866 G,951
B8 2,015 2,00 1,805 1,885
8 3.343 3.31 2,978 3.336
10 4,851 4,79 4,309 4,819
12 6,448 6,36 5,789 6,33
TABLEAU 2 : Pourcentage d'erreur de la fléche ;
ELASTICITE MEF BEM BFEM
Nbre de noeuds / 125 7z 100
Fléche 6,448.10 -2 6,26.10 2 5,78.10 -2 829 1CE D
DELTA % / 1,36 10,22 0,88

Soit fa poutre traitée dans I'application (1) (poutre en flexion).

Les déplacements calcuiés par les différents méthodes sont comparas dans le

tableau 1 .

Dans le tableau 2 , on a calculer le pourcentage d'erreur .

5 ¢Me pARTIE | APPLICATIONS
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CHAP X : APPLICATIONS e T s

COMPARAISON DES RESULTATS ORTENUS

POUR LE

CAS DE LA POUTRE EN TRACTION

Soit la poutre en traction traitée dans l'application 2 | les erreurs sont

comparées dans le tableau (3) :

TABLEAU 3 :

ELASTICITE MEF BEM BFEM
Nbre de noeuds f 117 64 100
Déplac. Ux 4,478.10 -4 4,431.10 4 4,444.10 -4 4,445 10 -4
DELTA % / 0,76 1,05 0.74

5 ¢Me pARTIE - APPLICATIONS

5 )




1729

PAGE

Ux(10E-04)(m)

*i450‘: —————-*:j_—ﬁ,/——-*“’(
B e
: /Mﬂﬁ?

4.350 — ’//

4.250 .-llII!IEIIiIIIlllfll1l|l|ll|ll]lIlllillI]IlilIl]Tl[ll1ll!i1l}

0 20 40 o0 80 100 120

Nombre de moeuds

— ELASTICITE

X XX M.E.F
B.E.M

© 00 COUPLAGE

GRAPHE COMPARATIF DES COURBES DE CONVERGENCE DU DEPLACEMENT
Ux EN FONCTION DU NOMBRE DE NOEUDS PAR LES DIFFERENTS
METHODES ( MEF , BEM et COUPLAGE )




CHAP X APPLICATIONS =

COMPARAISON DES RESULTAS OBTENUS POUR LE

CAS DE LA PLAQUE A OUVERTURE CIRCULAIRE

Soit la plaque percée & ouverture circulaire traitée dans l'application (3) | ie

tableau (4) montre le pourcentage d'erreur du facteur de concentration de

contraintes .

ELASTICITE MEF BEM BFEM
Nbre de noeuds _ 70 B4 86
Facteur de
3 2.9 2.09 327
concentration
DELTA % - 3333 3.036 7,333

5 8ME pARTIE : APPLICATIONS
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CHAP X : APPLICATIONS s s e 5T

COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS POUR LE
CAS DE LA PLAQUE A OUVERTURE CARREE

Soit la plaque percée a ouverture carrée traitée dans 'application (4) . Le

tableau (5) montre le pourcentage d'erreur du facteur de concentration de

contrainte .
MEF BEM BFEM
Nbre de noeuds 69 64 7
. Facteur de
3.03 5.377 3.44
concentration

5 ME PARTIE : APPLICATIONS == e




INTERPRETATION DES RESULTATS

les applications quon a traité dans notre travail nous ol permis de
voire le degré de puissance de chaque méthode.

L'intérprétation va dtre comme suit |

* Powr le premier exerple ,(la poutre en flexion jon a obtenue des
courbes de  corwergence , o1 on a remarqué  quure méthede
converge plus rapiderment quure autre pour differentes
discétisations , le taux de corvergence varie dune varieble & ure
autte ., ocela sexplique par le feit quuns varieble est oblenue par
diférentiation de fautre. -

Pour ce qui est de la coube de déform¢ fallure est la eme  pour
toutes
" s méthodes on  constate que le  couplage  converge plus
ra: pidermrent.

\

*+  Pour le douxidme exemple ,(la poutre en traction)on a les mermes
constatation sauf que la convergence est oblenue pour un rorrbre
moindre de noeuds.lallure de la  deformée  est pratiquerrent  le

A

mama,

w




* Pour le ftroisidme exermmple , la plague péroée 4 ouverture
circuleire {probléme de concentration de contrainte) la
discétisation a été faite sur le quart de la plaque, & cawse de la
dowble symétrie de la géométrie et la symélrie du chargerent . les
résultats obtenues on été comparés , on a remarqué que e facteur
de concentration de contrainte converge toujours vers  la  valeur
théorique qui est égale & trois,

le courbe de varialion des contraintes est trés proche de la
courbe  théorique , son allure est davoir ure augmentation  brusque

(exporentielie) de la contrainte au niveau du trou , et & une valeyr

presque constante égale & la contrainte appliquée ailleur.

* Pour le quatrisme exemple ,( la plaque & ouverture cerrée) la
meme partie & été prise en compte (pour les meme raisons ) les
résultats obtenues montre que le facteur de corcentrstion
augmente indéfinirent théoriquenrent jusqua linfine , o en

pratique cela représente une déformation plastique.




CONCLUSION

Notrs travail & corsisté en ['étuds des techniques numériques (MEF , BEM
, COUPLAGE) pour l'anelyse des problames délasticité bi—dimensionnel ,
Dans le but de déwelopper la technique du couplage , il a 6été nécessaire
d'étudier séparément la MEF et la BEM. |
En o® qui corcerne la MEF , [étude théorique nous a permis délaborer
deux programimes ; MEFEP et MEFISO .
le premier (MEFEP) est plus puissant pour les structures rectangulaires
& raillage uniforme.
le deuxidme =& ét& congu pour ure large utilisation (structures &
géométries complexes).
la MEF engendre des malrices de tailles importantes , qui pose dés fois
des problémes de capacité mémoire , ocela nous a mene A utiliser une
autre méthode , qui est la méthode des éléments frontiéres ,
l'stude de cette méthode rous & mené & éleborer le  programme  ELLINGE
qui utilise les &lérrents lindaires . |
Noton que la MEF et la BEM ont tous les deux des evantages el des
inconvénients : une procédure a été  formulde pour  profitér de  leurs
aventages , en offet , la BEM est & utiliser pour les régions infinis ou &
facteur do corcentration élové et la MEF pour les domeines finis et (ou)

ayant un comportement non-—linésire .

CONCLUSION ~CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLLUSION -




CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -

Enfin , on peut conclure par :

* P;:ur fanalyse des  problémes  présentants  une complexits  de  la
géométrie et des propriétés physiques le couplage est conseillé.

* ['uliisation des éléments finis pour la représentation de la région de
concentration de ocontreintes eoncombre le schéma du  meiflage , dod il est
plus important dutiliser le couplage.

* L ‘augmentation du nombre délérrent pour la BEM est beaucoup plus
facile que pour la MEF ou le Couplage .

* Pour des structures & géométrie courbe it est pius avantageux dutiliser
des é&lémrents quedratiques car ils représentent misux la courbure el le

ternps déxecution diminu .

CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSION -CONCLUSIGHN -CONCLUSION -
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