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AVANT-PROPOS

L'étude dos systémes par les variables d'état est unc concéption agsoez
récente , clle fait suitc aux développements fait par les méthodes des

fonctions de transfort qui n'ont pu s'adanter aux systéncs variants ot

non linésire .
La théoric de la comnande par les variables A!'état s'ost développée a

un rythme trés acedldrd ot a regue de nombreuses applications dans divers

"

domaines ( économie , automatisation des unitds de production , éxploration
de 1'&space , cte o o W)

Dons cot dxposé on se limitora & e scule sorte do systéncs : los
systémos lindaires 3 fonctionnoment continu , 4 réginc Adterniniste ot
a paranétres localisds .

Cette présente these so composc de quatre chapitres :

T

Dans 1o 17 chaopitre , on introduit 1la notion 2'4tat , la mige en

»

Squations des systimes lindaires ct invariants ot leurs solutions par la
ndthodo du diagrarme de flucnee ot & 1'aide de la formmle de Mason .

fu 2970 chapitrs , on tudto 1o gouvirnabllité ob 1'observabilité qui
sont néeéssaire surtout -Hour optiniser los gysténes Studids . Dans lo eas
ot dos variables d'étnt no

sont pas mesurables , clles doivent Stre

» - »

re {J - - , -
éstimées par un obsdrwatour por faciliter 1'4tude de la commande optinalc .

éne : g : \
Le 377 chapitre cst consnerd ) 1a corrcction des systémes non stables ’

le critérc d'amortisscment de Picrre Naslin cst d'un intéret grandiose pour
la synthésc ot 1a corrcetion des systencs non stablos .
dne - ) . e
Dans le 47 chapitrc , on développe la théorie

dc’ 1ncommande optimale

R Tal

par le principe du naximum de Pontriaguine , cotte partic de co présent

s L

ouvrage cst d'unc importancc capitalo



Liobjoctif général de la théoric do la conmande cst de chércher toujours
% andlioror los pérfornances d'un systénc do coimandc e

Bn résuné , olest grace 4 1fomploi des calculatours munériques ot
anclogiques que s'est développée la théoric de lo commande par les
variablos d'état avee unc vitdssc trés rapide e

Actuéllonment , on chérche cncore a anéliorer la vitdsse d'éxécution
ot & augnontor la capacité d'cmmagasinage dos infornations c=a-d les
nénoires de ces ordinatours pour résoudrc des probléncs Alautonatisne ct
de comnande optimalc qui se posent cncore telles que conduite de quelques

procdssus compléxes ot croissanco deononique,ctc o o o
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INTRODUCTION A LA NOTION D''ETAT

L'étude ct la concéption d'un systéme physique sont faites sur la base
de lois plus ou moins cmpiriques .

Ainsi la plupart des lois de la physique qui éxpriment 1'évolution
temporélle de grandcurs caractéristiques de 1'objet étudié ( tension , courant ,
vitesse , accédlération , température , débit , etc « o « ) sous 1l'influence
d'autres grandeurs sont du typcs équations différenticlles aux dérivdées
partiélles .

Le but de notre étude est l'analysec. des systémes dynamiques & 1'aide

des variables d'état .
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121 SISTRM RNGL PAR DES BQUATIONS DIFFERENTTELLES

1=1=1 Excnple Eloctrique 3 Circuit R « L o C &

.+ . s

Soit le circuit 5léctrique suivant @

k i
'- T NV-'; A e e '_k;i;‘"_lf;_"_' R —
f

o —— -
oy — e L

: i i

i 1

i I

L R SR g i o

L'equation mathematique qui repi:ce systerc vst une equotion Au sceonl srdre

.2
a dg q (t)
L 5 +R 4 =0 (%)
dt at C. -t_t
Dans laquelle q(t) desizne 1a charge du eon’ensateur
1-1-2 Trtnsfﬂrnwtqu de 1'equation differcnticllc en un ystcﬂu A %o o PAT

En uffoctuant lc changencnt de variablos sulvant
x, () = q(t)

dq (%)
Bolb) = e

. ; ; A . er
In obticnt facilement une represeatation de 2 cquations du 1 ordre

d_xz(t) 1
b 5 R %y(t) + ——x, (%) = o(t)
adt C
ad X,] (t)
xg(t) = "";""'T"'_"_
ol
dx
1o %
el ok
a g B 1
dt L LC
Et sous forme metricicllo:
a =g SF .0 1 %] {0}
'ﬁg? 5 =; ' E + . 1)
el 1 R 'lx : , !
|2 ol M R ) o 1 3
LC L i ! *

n



Connaissant les conditions initiales Xy (t ) et x (tO) ¢t on passant

par les transfornées dc Lanlace,on peut re ru%bntur 1lc chty 1c sous fornec

satriciclle par 1lc graphc de flucnccs

A iira)

La solution a 1l'aide dc 1a formule de Mason:

_ LCp+ RO - LG LG -
I_1 (p) = 3 X, (tj) ¥ Xz(to) + BE(t)
L% RCp + 1 LG>2 + RGp + 1 Lop? + ROp + 1
1 LCp LCp
X,(p) = : X, (o)1 ; X,(ty) + = E(t)
LCp® + RCp + 1 LC-~ + RCp + 1 LCp= + RCp + 1
On obticnt la rcsolution 3
— = o —_— - - -'..i—-
Co + R LG M P LG .
5, | | Lep+RC () !, 1
K ) 2 3 : B '-
LCp°+ RCp + 1 LGP+ ROp + 1| | E . LOp= 4 ROp + 1
r = I .+
’ |
] 1 LCp | : ! LCp
X, (p): ; = ' ‘ X (t.) ] i
i “ ‘ L{};,2 + RO+ 1 LG+ RO+ 1|} 4 i Lc.;2 + RCp + 1

1-1=3 BExcaplc niccaniguc = 8ysteng nassc—rcssart

11 oquation de co systdne nécanique

| Py (t) |

Zy r(t)=m 2L+ 1 (E), iy (t)
lt dt
i . 0% r(t) reprosente 1'éxitation extericurc
2— a \E y(t) represonte 1'allongcnent
4 W F

4 . . - - 3 .
La resolution de cottc Cquation scrait plus facile si on of foctus le changenent

de variablcs suivant:
— _{L1
dy_

x
at-~ & &

B(t)



On obticnt alors

_._1— =
dt 2
dx f k r(t)
——_2.: e v ST GRS G o
T 2 "M W
dlou
N ,I,] 8] 1 }:1 0 |
s 1.5 » * r(t)
x 1= k... - :_E\._ X2 1..
3] 15 M M

De la nfne fagon quec pour lc circuit élcctrique,on traec le graphe de flucnce
Xy [te; X, (re)

L 1
’_‘_u
: w(t) 4
b, X,
La rosolution est idontiquejon trouve
M, £ _.I.fé_ M,
Ay E N i TR £ £ e 3 r(t)
M 2 f M 2, f M 2 &
=== D & —T{—p%-‘l ——-D -E--!-{-—-'-_J-H _ -irp + == +1
Xz(p) = X1 (t'j).!- ______________ Iz(t’}) + i r(t)
D'ou
_%‘_I_ 513 f M f — M
E+" E & %
x1 (p) M ) L) T 9 M 1_2 T } X.] (ta) I}_—QT_
_E-P +-’E—) 1 —E—l.' + =0 41 { 1""—" + -E—I) +1
= | + r(t)
M f
X 1 k* 3 S
2(P) A P | | 00! 3 F
""E"_" b Farel +1 "'E—p + ”E_"H-l i -'IT:!"] + "E"p*'.l !
- s F.
- — o g L |
-3



1-2 SYSTAME REGI PAR DES EQUATINS DIFFERENTIELLES D'"RDRE n 3

1=2=1_ GCas ou l¢ sccond ncabre ng conticnt nag dc dérivéocs

Soit un systenmec scalairc regi par unc cquation differcnbicllced'ordrc n dont lc

sccond rienbre ne conticnt pas de dérivée des sighaux d'cntrdécs
n
y(t) + an_1y(t) o g e e e e val e 8 ﬂ,‘fy(t) + ﬂay(t) = b-ju(t)

1=2=1=1_ Transforiation d¢ 1'ocquation differenticlle A'orlre nen un svstbmc de
. T
a cquations du 1~ o

Cette tquation differcnticlle d'ordrc nn'cst pas facilement résolvable , on

o
(TCe

C i . . . o 4 OT .
doit donec la ramcner 2 un systoric le n equations Au 17 ordre dont la resolution
ost facilitcée par 1l'anlication du calculatour nusicriguces

Pour ccla faisonk lc changenont dc variables.

X1 =y

p dx
dy _ 1
a8 - OF

dx

o

A

X, = -—..-2. PO I
3 at dt
°
i _ I-|'B,.-'1 ¥y _ "]_}Cn_‘[
ool ag "
T %y 1 2
a = (1'tn L*n_-«l v —an_2Y P a.ly O.O}" 4= bou(t)

= - 1 - .,
= Bt Xn -an_lenﬂ ® & % 8 8 & B % ® ® &1 12 .—‘.'3.011 +4 bou (t)
1=-2-1-2 Rcorcsentation matricicllc

On vient dec trouver que 1l'equation Jdifferenticllc 4'ordre n peut se acttre

sous 1 a forne @

"“n e hoic an—1xn‘-1 L aﬂ—2XH—1 5 & ® & 8 & & @ -a1X2 g a31{1 +' b-]'l.l(t)
N =~



Sous fornc matriciclle ellc pout &tre Zerite -

T e 1 sl
X.I i r 2} 1 D5 % e P N 3;‘X1 ; 2 .'
4 : k4 | |
Y2 9. 1 « 1 %2 L
X, | ) ) 1 b ¢ [ 3 |
: > A7 L]
G5 I : <1 R
LA . .| |
- i . e || { -
H { f e |
{ Y L ) .I E i 1
' Xrl—‘I! 0 Poasscsdtnsatodissasvrsaa 3’ ?! I'l"'1 I|l 3 !
; i - A - < |
15_ Xn % 1 T 24 Y ne In l b:)
— s J | L

La representation de cc systene par le diagranc de fluence cn introduisant les

conditions initinles:

X, k)

1=2-1=3 Excaplo: SystSHG dlordre 3
Soit le systéne regi par 1'dquation differenticlle suimante:

Y e+ NP F By =Tu

posons
y=X1
|
y"XQ
- Y1 —
N 12 13

6 I, ) _ o
y ‘—XB- 611 11X2 6X3+7u

-9 -



D'ou sous forne natriciclle

IS NS P Ry
{ 0 i ! [ g |
f,]i | 1 ’!x1; jnl

iX ' i 1 | 1 x | + Yl u
XBJ =6 51 -6 @iXB;‘ | 7]
L b +

—

La representation per lc diagraae de flucnces
4

Blo vty e
axt
F
7
& x 4 d I?)
- > iy

==l

La solution de ce systéme & 1'aide de la formule de Mason @
2 :
(P + ép + 11) X1(to) + (p + 6) XQ(tO) T XB(tO) + 70 (p)
p°

+ 6p2+ MMp + 6

~6X, (t,) + (0? + ép) Xz(to) + p XB(to) + 7 p U(p)

X,(p)
2 p3 ¥ 6132 + 110 + 6

-6p X.] (to) - 11p Xz(to) + 1) z( (t ) + 7 p2 U(p)

1l

1l

X, (p)
3 133+6p2+11‘p+ 6

1=2-2 CLS OU LE SECOND MEMURE T UNE EQU..TION DIF FERENTIELLE D'ORDRE m

Soit lc systeme regi par 1'équation ifferenticlle suivante

14 n=-1 , =2 o o n o
N an 1Y + an_zyl PP -ir.,1y‘ Yay= bmu + ssea + b1u' + bou

Pour resoudre ceotte cquation s on peub ubiliser dos et wrhoarr s snnoacifty dy

signal d'entrce tcl quc

1 ~ U Xar1 = Tapo
& = ! % -
e =8 2 T T3

0



_ u,r.1----'1 ;c -
xm'-m E -1 = “nn
¥ . un XIH""I =
' ot

a ){Il ‘-? ‘. ."){:i%
— e ﬂn_1xn‘!" e o & @ ™ {'11][2 - CL_‘IX‘] + bmk"'" b'ﬂ—'];' |,.' + ¢ o o ¥ b,ixn*z'!" bOXqu

On obtient la roepresentati-n matriciclle suivonto @

X.l ; 0 1e o« o O 0O os o« 0 ;2(1 : *05
. 3 i 5 ki ‘ 5
| S { a5
T | T 4B T WP P remehait i, ok o1 ¥
. & i ‘.
XIH'"I‘ Dasseaene 8 1T 0aéa=0 g}[n{r_]i E
= - S i,
| . ;| '
i P! .
. ! ! ® it . lo
T o i !
-J{mm_& : 0 s @ 8 @ O s s a6 0 8 & om0 0 ‘}*Xm.n I1
Avee ¥ =% ct we=u

On ropresente ce systeme nar le diagramnme de fluence suivont

1.



9=2~2-1. TRANSFORMATION DE L' FQUATION DIFFERENTIEILE D'ORDRE nEN UN SYSTEME
DE nBQUATION-S DU PREMITRL ORDRE.

M Hothode‘géﬂofaié:Ghangemont de variablc.

Y'zx < B 1
(0]

__i = X % B1 u
dt
gg% = X4 +B u

.

d -1 *n ¥ Bn-‘l b

dat
& = - CLOX_I —a1x2"s.-l" ('].n-_l }Cn + Bﬂl u
dt

Pour determiner les Cocfficicnts B, @crivons y(t) n fois de suite

%
y=% +B u
1 =l 1 = - !
VAR +B, u Xo 4—B1 u+ Bu

11—
TH=x'gtBs wie B, u =X
;

n=1 . (n-2) (n=1)
¥ . xlll_1 + Bn- u‘+BJh-3 u”+....]3‘I u + Bo u

. J 1 11
3+Bzu+B1u+ Bou

i

.:_—xn + B u+ B u' Feeo .]3.1 u(n—2) + Bo u(n_1’

n="1 n-2
(n)_ .y . i . (n-1) (n)
Vi = X n+ Bn'-1 4+ Bn_2 u +e0e +B1 u += BO 1
= —uox1 —a1 XQ— a2 x3—...-an_2 X.n_1 —an~1 Xn‘+
#Bo u + Bn_, u! +...Bou(n)

£n remplagant les derivées successiffes de y dons 1'équation differenticlle

N1 obtiont;

-1y -



n-1

l’l) - 1 T = ) L 7 : +
‘YE ta ¥ F ey ¥ + a ¥ —imn_1 +an_1axm+(—an_2+ 2, _» ﬁxn_.l cee®

: . (%)
i...-aﬂ+a1) x2-+(—a0 + 20) Xt BB u
S (n-1)

+(An_1) B, + B,]) u + eas ¥

g !
+ B 4 * a4 Bn—2 + g o Bn-3 +eooto, I%) u
+ (B +a :
0 ¥ Pnt By heeeBy o 4B
=t A 4B O L) R LI S
n n-1 1 o
Les cocfficicnt x(l) (1 = (1...n) )s'annulont ct ilngoste g'unc cquation cn u

ct scs dorivécs.

Par idendification des cocfficicnisde u(l) nous pouvons deduirc les valours des BL

by » = By ¥ 2, 4 By o2 B,

s | B Feee 0 o
bo = Bnl n-1 n=1 1 B1-% ag Bo'

1-2-2-2

_ . Representation matriciclle s

'I - L ] 3 » . - -
1'équation differenticlle peut 8tre represcntéc sous forme matriciclle suivante 3

- —— - -T s -T
% c 1 0 0 _1 X B

xa 0 i X X B

1}

X N S
n o1 ¥ 8nq *n B,

- 13



S m = = Be B =
Avee ‘ bo | ! a ¥ Opie e 1 i )
b4 e ks o 0 0 | g
: 2 |
f !
-" I
i ul :
m-g2 n-2 Q1 1 0 ;
meq o 1 0 J i
b 1 ) o | By
P = b i jr== =
[
/ ;
Gt y=(1 ’ 3.-.-.unu.suoo-&) ;' xz z- + Bo . u
{ !

Ba reoresentation de co systéme par lo diagrame,de flucnce avoe les conditions
initiales sous cntenduesi.\.st la suivantc,




1=2-2=-3 _ Bxemple systenic dlordre 3

- LY
Soit lc nodele nathenatique d'wn systenc dynamique @

ytll "-"3}7"‘1'"“ .'4 yl +y-= 3‘[1"-!-'{1’ $2u

Dosons
y:x,I-ELBﬁu .
:-:1 =x,2+B.Iu
X2 =X3+132u
*3 =“X1“4Xa”3x3+33u
avee
2| T+ 4 3 , |'s ]
1 '4 3 1 g |I‘;1
3 , X ! % SIIT
l
7 1 o & 9
e L __.! LDB....
x1\
T=(1 3 92 ) X,
1'3 ;j

uL_J I\P _f:' ot‘J



I ) dn obtiont la rcpresentation matriciclle .

[ ] ~ | - T = =
!x‘I ; ! 0 1 9 ; X, i 3 |
. | i | |
ixz f = i 5 5, 1| . F %, ! ¥ ] -8 E U
. i ; { i !
i | =1 =4 =3 Xy 14
L2 L 4 | = J Lo
et le diagramc do flucnce : 3
e .__T;__n_.‘*:"
® ~
o~ T s,
/ - W E
///_ - _ "‘\,\
L Xslt)e ™
i 'Ff
/ AL Pt [ X

WP/

la solution de cc sgstémc & 1'aide de la forme de Mason

(0% # 30+ 4) X, (8)) + (0 +3) (b)) + X (6) + (32 + p+2) U

X1(P) =¥(p) =

133+3p2+4p+1
- B i -
X,(p) = Ly (b)) + (0% + 3p) T(t) + Xy(t) - (8% + 10p + 3) U
I>3+3p2+4p+ 1
1 2 2, .
X,(0) = - Xy () = 4p X,(t.) + p Xy(b,) + (14p° + 2p + 8) U
= G T




1-3VARIADLES D'ETAT , BQUATIONS D'ETAT.
3;3—1 . Variables d'ctat .

Dans tous les systeomes que nous avons étudiéds.in avait posé :

———— ;X3 =_d2y 0t0tonooao.¢.
a¥ dt

Ccs wvariables Xq Xp XgeseeeeaeXy sont appclées variables d'ctat clles sont les

les variables de sortic des intégratours contenus dans lc systéme considére.
! » - - 3
Gentralement, on appelle variable d!'état, unc variable qui nous rcnscigne
4 chague instant voulu sur 1'état du systémc .

Done l'évolutiontemporclle du systéme cst totalement dctorminée si on connait
nomp

1'état present du systéme c.a.d.les fonctions d'exitation ét les équations rogissant
-
la dynamique de cc systémce

Cependant nous pouvons avoir plusicurs solutions a cc
systéme ct l'unicité dec 1'état du systeme pout 8tre cnticroment determinée

a tout instant t & condition de connaitre
= 1'é4uation qui lc deerit

-1'état dans lequel il sc trouvc a un ingtant donné to c a.d, x (

- lc signal qui lui cst appliqué dec 1l'instant toé ltinstant &

-~ %



1-3-2__ VECTEUR__D!ETLT

On appeclle vecteut d'etat,la matricc colonic rcgroupant
toutcs les variables d'ctat.On lc note x(t)

% (6)

o)

1=3-3__ESPACE D'BL.T

L'ecspace des variables que peut prendre le vectour d'état x(t) definit

avee x(t) =

b sew

un cspace a n dimensions appelo espace d'itat et noté f':(; a

s —

2
/ ‘%M(t) \

/ X

| /

._--"-""'"'___"__#_
BEsnacc d'état & 3 dinensions

Dans lc cas ol 1'cspacc d'etat cst & 2 dinensions) 1l'espacc d'état est un plan
appelé plan de phasc ot les variables d'état, variables de phascs %

L'extr#nitd du vecteour d'état decrit unc courbe dans l'espace d'état Ej{l
que 1l'on appelle trajectoire d'état du systemce

1=3=4 _ EQUATTON D!ETAT

Retournons & notre systenc d"equations sous forme matritielle

— — =T -" e

X.] 1 O 5 1 O .no.-'....!..-co !:X1 l bo-.l

Xy 0, 0, 1 : $x2 b1
d . - . . L]
—— = . . L] # . u(t)
dt L] L] - L]

O o s ¢ o s 0 o o & @ 0 ] 1 : *
xn "'ao, "8-1, * ® & a4 & & = 8 ,-‘3. _1 )cn L bn

-18 -



Cette forme peut otre condenséce et ecritc implicitement @

Lx(t) + B ult)

i

d
=20
X(t) = L x(%) + B u(t)
O L ot T sont des matrices dont les composantas sont des constantes
et x(t) veecteur d'otat ot u(t) vecteur de ecomnande
Lidquation (( x(t) = A x(t) + B u(t) ))est appelee cquation A"état du systemo:
La resolution de cettc 2quation peut etro faite a4 1'aids éu dagrame de fluenco
et de la formule de MLSON
Noanmoing on exposera par la suite une autre msthode de résolution dc 1'équation
Atétat
1-4 EPATLISSIMENT DES EQUATIONS D'ETAT 4 PAITIR DES FONCTIONS DE TRANSFELT

1=4=1 Fonction de transfert dont le denominatcur cst factorisable

Dans cette partie on suppose que le nombre de noles est supericur
au nombre de zecros e la fonection de transfeort
On suppose de 8me que les conlitions initiales sont nulles
154~1=1 Tolok 5 molos
Snit la fonection de transfert dc dogre n .

H(p) = y(@) _ N(»)

u@) -z -2y) ¢oe 0-2

) -a)

n=1



- -
Coctte fonction est leconposable on €15

H(p) _¥(p)_ b,
. u(p) (p—a,l Ve
2o dong
¥(p) = h(p) u (p) = X (p) + Xy (p)
avee .
'b.
Xy (p) = 1 e
pP=a4
X, (p)= __ "2 “(p)
o': -!12
in..1 (p) = P @ (p)
P=0y_q
: b
"n(p) = fi___:igil
. Sy
on a

(baq) X4 (0) =1y (5)

(p-an)Zy ()= by u (p)

" (prapg) T, 4(p) =b_, ulp)

(b=, ) x, (p)= b,

u (p)

d'ou sous fornc matriciclle :

-

acnts simplcse -

-+ 4+ P11+ Mn

TS N
, P-ﬂ-d; BRh1 ) (p—an)
+' ooooooooooooo + xn 1(?) +' In(n)

X'4(p) = 24 x(p) + by u(p)

X'y(p) = a, Xp(p) + b, u(p)

X' i el &
n-1 (0) jln-‘l Xn-‘l (p) o= bn-‘l u(p)

X'n{p) a

n Xnﬁ + bn u (p)

----------



(P-—an_1 )Xn...1 (p) = n-;‘I U(P)

(P-an) X (@)= by U(p)

et Y(p) = X (p) +x (D) +

d'ou sous forme m atricielle .

o m e
(X1 a0
§2 0 32
; =

X n-1 (

j:n H ’

Diagramme de fluence de cette f

b,
=)
®
1 ~
—— i
l‘)‘ lj ) T~ a I‘"'j L
N ~
e,
o

ol

!

X'n(p) =an Xn (p) +by U (p)
..... Xp—1 (P) + Xn (p)
............. 0 X4 b
X b,
: + i
| : : U ()
0 a
. "'J - Xn - e bn -
i X1 \
1 ) / Kg
“ . + ©U(p)
1 X n—1
\_ Xn j
onction se preéente comme suit @
g e
3 i
N -
o,
p-: -}r\.ﬁ_
5 4
C"'L 4




1-4~1-2 Polcs -wltinlcs:

Soit 1a fonction de transfert de degré n possedant un nombre g de poles
multiples et un nombre n — g de poles simples e

H(P)=l(.ﬂ)=i11__.m +"""E"2'L—_T' _____ + by pt + boH,d o+
m_-
Up) (p-ay) (p &) (P-a) (p-2a)"
Y S 4 bt 4 _dm
(p_.an ﬂ"1
2) (P-a2 ) P-enq P-en

Dans cé cas on doit faire apparaitre des relations de dependance entre

les X &
Posons 3
_ X X X
Xt o= 2 - X2 = 2 3 X—), = —4— ;.. K= .__...._..Xm
P - aq a4 P = ay a4
XnpH = _Kot2 Lm+3 X mth
=i e 1 H xm+2: 4 + heeaees .on-n+Xn:H_h___1:
P -as P-ap P8
Yoo 2+ 1= Fostdr sxnpgaz BRI ..o ¢ Fpept B =
p-an-2g P-an-24 P=an —2q

On awra en cas de pBles multiples
X, =g 1 X1 + X5
1 X+ X3

s
fu

|

)

Klpet = aq *m-1 + Xy

1
Lol = ap X o + X2



1 g
Thhet S X o 4+ Xth

' e
X n-eq = (.Ln_eq Xn_zq + xn_2q+1
! -_— ~
x n~g~1 = “n2q Fpgq * *n—q
in cas de p8les sim.les:

X (p) = ) =2 =, = gz + Up)
P B = a

- e
‘{n—q p ..Ufzjeq Py & Py “nq * V)
Xn:1 & D= :(P)-f = Xt = a1 Tp  + Up)
n -
X = ) =2z, = n %y *+U(p)
P-a,

h
(p) = by 4 xi(p) + '2- bmh,j Topg tooe ot
3 j =.T

Et sous forme de diagrarme de fluemce et de forne matriecielle on aura

n-gq

hk xq-!-k






e e
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0o o Q90 o o © ~
T
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1-4-2 Fonction ¢ transfert dont lc lenoninatour n'est pas factorisable @

Soit 1n fonetion de transfert de degré n

y(p) b, pn'1 L pn"a + o o o o o tby D+ Dy
H () = = T -1 n=2 .. ,
u(n) p +a D +a 47 + o 0 0 s 0,y
Los coefficionts ( Q4 5055 o e o an) ot ( by » b2 S .bn) sont
quelconques
i)
el 7(») y(r) =)
H (p) = = e
u (p) =) ul®)
avec
x(p) 1
wln) o+ a ;}n-‘l Feeseadt a5 P+ o2y
T = n-1 , . — d
X(p)(p +am‘p +......+n21}+a1)-—U(0)
n a
X =%y
Xi= x2
12': XB
L ]
L
o = %
X == X =85 Xy v e 00 e o= o X +u
et
y ()
=b ,’.\.1'1—1 + b __!n—2+ v see s o+ D p""b
3 n & =1 * 2 1
X (9)

_26..



¥0) =(b, o™ b n-2 +e.ee....b, p 4D
n-1 P < !

I = b s 1=
y(p) = ( n P * bn—'T p 2-5— .....b2p+ b1) £X (p) )

b x +b X
11 n ﬂ—‘] ::—1 +..ae.;o-'.

1'ou 1'éguation :

L T |

.1

—
[}
»

—i

it

X, Y Q Xy 3
[ 3 F
v o= . . . + "
E - ® - ~
P P T 1 = 6
. -

In T0q Oy Egeeess.e. -y 1 X, ]

— - — —

.1 b2c-.ln--.-oooao.bn o

Sous forne Ae diagranme 4Ac flucnece bh




S)IT L4 FNCTINN D TRANSFZERT .

1—‘2 - 3n
Hip) =2 -~ %12

-3+ 652'+ 11T p+6
i OI}
E S e iz 5
on peut traiter cct oxomple -ar les 2 sothodes mis’se lisdtora i 1a
prouiere étule les fonctions Aot transfort.

En dccomposant cottec fonetion on élénents simples ¢

Hpy- YO - 3 . 12, ®
U(p) P+1 P+ 2 P+ 3
ou gnus forne =matricicllo
r = i = =+ e o
i1 -1 ) ) % 3
X - O R X, + - 12
x3 } 7 -3 XB 13
L. L Ll s -

Diou sous forme 15 diagramic de fluonce

A~




1=5 RESITUTIOH DES FQUATINNS D!'ETAT PAR INTEGRLTI N

Tn exposc iei une néthode A'intepration dos uations. Atétat cctte
A - [ ’

nethode est Acduite par annlogic avee los systcnes lineaires invariants du
er
1 oridrce
L 'équation A'état
A
% : =
——— = X 4 D L
dt
1-5-3 Tquation homogone

- e . . . -
L'equation horogene ¢ o & o ¢ quand aueun signal n'est aplique au

LY
sys tence

A

—_—— = .Iﬁa. x
dat
Par analogic avee les systenes sealaires on pout ropretondrd & une solution

de 1'équation d'état honogenc de 1a formos

x (t) = oﬁ(t—to) % (to)
avee to tonps initial
posons
Alt=t)) _ ﬁ'(t,to)
I1 vient alors

x (t) =7 (t,t,) x (t,)

1-5-2 Tguation forcée

m a quand le signal de commande est appliquéd

Ax®) ., x(t) + B u(t)
at

Cherchons 1la solution @#e 1la forme



X =7 (%) q (t)
A Ton

sl B e K ars Bu:}f(t,tﬂ) g (t) + T u
&t &

M hussi
A e
,‘ /; = A‘l ﬁ (t’t‘))

-2

A
Pour un systone invnriant
-jd

On do 810

d x &q
—_——— =
a1 dt

+4 7. q = Lefleqg+ T u

On tire o cos Adcux oquations:

Tq (b) .
- =727 (t,5 ). T, u(t)
at )
DVou ;:’I |
q (t) = ] ﬂ, “1('3 ’tj)c De 11("--) i
}l
.
1-5-3 Solution gonirales .

Ao

L

X6) = f (6800 X6 )+ 4 (5,5) | #7128 )0 B u( )ac

P
P L M

Ht,8,00 X)) + | Alye )e Lou( o) -
Puisque

Aoy 18)) =8 (bt )0 # (t,8)
Done
f(bot) = f (t5%)e ™ (5,8 )

RoiE t?. =t0 on tirc

£ (,t) =87 (4,8)

Dotie 1n soluti-n generale et de 1o farae
r

Ana.. (t—t')) ::. L‘A.. (‘bﬁ”_ )
X (t) = C : . X(t,}) 4 f 2 « ™ u( 4-)..1-..

o .



GOUVERNADILITE ET OCSSRVADILITE

GOUVERNALILITE ET  ODSERVADILITE

ODSERVATION DE L ' ETAT D ' UN SYSTEME LINEATRE



k=
L

GOUVERNLLILITE

DES SYSTEMES LINELIRES

La notion de gouvermabilitc ot d'obscrvabilite jouent un r8le important
dans 1'4tudc ot la thdéorie de la commande optimale ot dans les interactions

entre un systome 2 plusiecurs variables et scs organes de concuite

GOUVERNALRBILITE

Un systeme est dit gouvernable si on peut le faire passcr d'un dtatb
dans un autre ébtat pendant un interwalle de temps fini,sous 1'effet
d'un certain vecteur de commande . Donc si la commande affecte toutes

les variableg A!état .

ODSERVADILITE

Un systeme est obserwvable si tout dtat peut dtro détérminé a partir
de 1'observation des sorties sur un intervalle de temps fini o Donc si

toutes les variables d'état influent sur la sortic .

3
o

OBSERVADBILITE



~
Soit le systeme lineairc invariant dccrit mar 1'equation differcnticelc
vectoriclle suivente

; LeHE
. X & It
X = L X4+ Du avee m
ug It

Un processus est gouvernable si » comnaigsant les .t;atricés“?i et L et x(t)
a 1'instant s # ous pouvons construire un vecteur de comaande u agissant
rendant 1'interwlde de temns (t1 - t.) qui amene 1c systomc & 1'%tat
i-*[!pﬂso' x(’o1 )

O rosc
x=9z Aton (Tiz)' =L T z4 Bu

L]
m

Ta=4Tz+%3Du

B multipliant A gauche nar T -1

Ty = e ppaew-lsy
J=1"41
On 2sc

g=10<1x

On obtient
z=J z+4Gu (T 10it otme unc atrice My eonalc)
Z4 =)§,1z1 + B9y * 312112-!- o +g1mum

Z .)\232 Flgiy b Byt e we s ot gy

+.l.l.+ u

- >\nzn *enug t ey Enn''n

u
n 22
b 5] - - - - o - - -
Unc eonlition nccesgaire ot suffhisanto pour qu'un systeue lindaire invariant
soit gouvernable } est que chacunc des lignes de la matrice G contient au moins

un &1ément NON NUI,

b s
Lo sortie du systeme est dcterainec Y ¥

Yy=Cx+Du Avee X R

ivee  y = veetsir do sortic

Cct D @nt des matrices reliant le vectour de sortic aux vectours 1'4tat
Daics
e I B et -



innogant eonme proclenmont
xT X

On aura

On poso

D'on

V= 1.'112‘I + h222 +

Un systeme est observable

1]

T 2

0]

CTz+Du

61 =H

0 ((12 sortic ne dcpendant as

dircetement de le eommande))

.c"+hZ
nn

si chagque colonmne de la matricc H contient

au noins un element NON NUL .

EXEMPLE d'un_systeme gouvernablo et observable:

51-:352 &3 :1-—5-1' 2 x = uft)
d t dt

En pascent aux transformees de Laplace
N U
X6) ==ty

Dont le Aiagramme de fluence est le suivant:

A
7 =5 !fii': 0 @yq‘U}
e g e i e - -— —— : v
f l‘ £ j %\Tﬁé-f/l’

[
)
On a a x,= x2(1:')

£
{ Xy = = 2 xi(;) -3 xz(p) + u(p)

Bt sous forme matriciocllce

’ 0 14 0
= x4+ u
) -3 1
La sortic est definic conme suit
o1 0
vy=1Ixs%, ' x
0 i

S



On cherche maintenant si le systemé est gouvernable
Recherche de 1a matrice Modale:T:.

On pose
x=T g
I1 faut que
T g0
SOIT DIALONALE - o
0 1
2 s

Recherche des valeurs propres
det ( I-4A)=0

On ti-ouve l\1=—2 et /\ = -

Recherche dos 7ecteurs propres

{ c_“i
sl
£=Cq
|- i
R
2 2¢c
Mt
Pour ¢y = 02 = } on a la matrice Modale T
Y 4 |2 1]
T = l i et T = ‘ l
!
=1 2 |1 L

Lo 11l o 1 1 -1 <9
La matrice J = ~ 1
| 1 T ilea - <3| F=1 2 L 0
L. i, eut (i e
RN o] Fal
z = z 4 u(t)
0 -2 i 1
y=Ix=ITz="Tz
{1 =
s |
1~1 2]



On a donc

2, = =2y % 1 I 31(3) = - z1(;) + ulp)
ulp)
z2.(0) = 5%
g, ==2z,+1 D zz(p) = - 22(91 + u(p)
. ulp
(0) = 5%
Comme % 218
X, = 24 = 2y
La sortie
A 17 %
V2 = *2
Diagrame de {luence des variables 1'état canoniques
.
Py

, < =R 4 e lp

)

o v ham

- L

Nous remarquonsg que le signal Atontrdc ost relid & chacune des wariebles

g

Loty

A'état canoniques , chacunc des variables canoniques cst gouvernablce

On voit biocn que les variables 1'itat influent sur les sorties , Jeonc

-~ L4
lec systeme cst observablcs

~
Lo systeme regl par 1'équation differcnticlle

3 R >
“1"2- + 3 —=2-4 2 x = u(t)
dit at

EST GOUVERN.DLE c¢t ODSERVAILE

]
"



EXEMPLE Couplage ontre dcux trananitrneus {(cn
Sa = ‘E'J‘"T
b= F E)Tp1+ 3)
o w2y = o - 2
On a donc

U(z) = p X a(p) + X a(p)

Xa==-Xa+l
La sortic de cc systonc ost
Y-1 (:3) =Xa

Le Aiagrame de flucnce

»

SERIE ))

P i X 55"}
L gt | \ 4
o L-.r - “-'.,....._‘-;.,m &
5
o D+ 1 B . 75(?)

TF 20 F 3) S+ 3 p¥2 ,(0)
e 2U2(1"-) i 112(:.-:)
G2 T > F 2

L

-

Ce systeme nous donne 2 voriables atdétat:

() =X b1 + X b2

leyoe 2 Uz(el;_\)

[
X b1(p) = =—=————- Iv ==-3XDb1 + 20,
p + 3
X b2(p) = ~—————- Xb2=-2Xb2 = U,
' p + 2
On a donc le Eyst\eﬂzﬁz :
:{bﬂl =3 o {] £m
:ibz‘; 0 =2 ifXb2
X b
4 = (1 51) i
‘X b2




b L,
P 7 72
4 A.J 7 S - E oy A
ﬂmm%—ﬂ;’ - A | S S,
Vi Nz 7 “: ;/ L
! = 4N - 7
; N i e
- R
oy % X
st
ETUDZ DU COUPLLGE Sa~§ 12
! ¥ ¥ 5
i { 1 : i - D+ 1 {
e I T N st

! O+ 2T F I

Z b1 | s offxviy | 2
- , ! + Ry
‘ | | i 2
L X b2 ] ¢ 0 —-zf_‘szj p=1

Lo girtie
[x b1’|
Y,= (1, 1) |
[ X b2
La sortic du sys‘t(;mo B a est la comanle du gystemc S b
L= Xalp) = Uz(;_w)
On obticnt one un Bystﬁme a 3 dquations

;{."L = =Xa(») + U1(1‘.)

b= =3Xb1 + 2Xa
£b2= -2Xb2 - Xn

Et 1a sortie

Yz(:--.) =X bl + X b2



Et sous forme matriciecitle

T . i i (B}
!Xai | =1 0 0:iXa 1
bt '-4{ ;% ‘;'
lxml“y 2 =3 o jxbv1 T o | U
lxb2| -1 o0 -2 iZb2 o
i'X a |
o oo
Yz(;-‘)=(o 5 1 1 iimit
!_szj
Donc zic o .
-1 0 0] T
X =g -3 o’x+ 0 U

Done
[ ]

x = Ax 4+ Bu
On fait la transformation

x=Tz32 Alou x=T32
d fou

* -1, -1

z =T ATz 4+ T Bu

I1 faut que T =1 L 7 = J = Matrice Dingonale formée par les valeurs propres

Valeurs propres >~1 = =

I
o}
>

Il

!
w

det ( I -4)

= 1 0 o’i
J = O -3 0\
o 0 -2
Recherche de 12 matricc Modale T
oy o) ro7)
! i {
= lal . -
v, = 1 Co ! v, cy v3 | 0
i ] : [l k1
3_03 i v 0l { 33!
Pour c.1 = c2 = 03 — on a

™~
L



+ Xb1t + X b2

= A

-3XDbl + 2 U2

X b1

-2Xb2 - D2

X b2=

Bt

Done sous forme matricielle

o
=
(Y] L e (@]
1
+
—
fie) s} o
b} = L]
o o -
I
o o —
|
o o —
1
I
e o .
e ie] o
* g . L

Recherche de la matricc modale T

- .
o 03
o
2T I o L | o - —
]
oy

1
o [ 1
(o] o (9]
| =]
b i i o Vit
1]
I
ol =] o T
=
o = —
—
1l I
e ™
i A ()
o o] 9]
I ™ C —
] 11
| et o 1
1l O e
Il "
=
> —
(o]
E4
g
=]



Condition nccessaire ot

ligne IULLE

hY
Doggede aucune

i1/2 0 @eF & 2
' P

G = B e, 1 0§
: i
\/20 1 14§70

LE SYSTEME N PAS GOUVERNLILE

3T

>t enffisanto

da 1a

Conditicn

Chaque c»lonn matrice C T

Tio sysbenc

CONCLUSION

7

qs i R o e
rus dirons que deux systenics , €2

3
rd
=it as

conncetes en cascole ne

oy

observablc.

Lc couplage on

peut etre scheoantisd oa

iy
’._Il:‘
£ e iy s e e e, e i
e,
.
-
N,
oy b
L gy 3

L — W 8 .-_vw--.“ 3

suffisantce - sur que le sys

"Tohsorvabilit

e
e

2

0

wloboncht gouvernables

gouvernable

= v ey,

-

neecsacivenont un systome

E=]

eontient au wmoilns un clewcnt HON NUL

ot obscrvables

gouvernable ct

¢t obscrvalbles



ETUDE DU COUPLAGE PARGLLELE

Soit le¢ gysteme Sa et Sb conncetés on parnllele:

___ﬂJ Sa Lm_{l___
i e = Ly
——————— = % Y
e b
e et Sb ]
Lo y2
. j Xn =-Xa+ i
Lvec S a ;
ty = X a
1
.‘(‘"_- 5 ™ et -
xo| -3 o z3 [—2
} ‘ = i + ' U
i ]X b1 |
I Ty = (1 ) '
\ X b2 |

La sortic Jtant 1la somme les 2 sorties naralleles &
L

Y = Y1 -t Y2 = Xa 4+ Xbt + X b2

La formc matricicllc du systeme S roesultant du couplage narallele
i e !

de S a et S b

- - - - = =
X a |- 1 0 0 Xal {1
Xb1{= | 0 -3 0 Xb1_:+| 3

i
. i H |
S X b2 b0 0 =zlixest 1=1 |
Bk
E Y = 1T 3 T 5 AyiEH
\ i X b2



'
Le ddapraime 4¢ Muence dy systome 8

Le systeme S ost com>lotement gouvernable et observable

CONCLUSION
Pour que lc systeme S ((rosultant de Sa

soit gouvernable ot observable 8
soicnt tou.s les

et S b connoctes on parallcle))
st que les 2 systomes perticls Sa et 8b
doux gouvernables ct observables .

L'l



onsRRVATIOYN DE L'ETAT DIUN

nous avons étudid précodennent le gouvérnabilité ot 1'obasdrvabilité
A'un systénc lindairc .

Si un systénc cst obsérveblc nous voulone savoir s'il est ncsurable
c-d- si toutes scs variables 4'état sont nesurables .

Tous les systéncs nc sont pas cntidrenent nesurables , on congbruit

alors un obsérvntour pour éstiner les variables d'état non nesurables .

L'obsérvntour ost un systéne lindairc invariant sounis a4 l'action des

signaux d'entée ot do sortic qu'il obsérve , on sUppOSc qu'il éfféctue
une transfornntion lindaire du véctour 'état .
I1 est important de noter que 1'introduction 'un obsdérvateur nc

détdériore pas les pérfornences du systéme initial .

(z = T x) nontre que l'obsérvatour construit la totalité du
vectour Atétat

Mais plusicurs variables sont mesurables , lc rolo de 1l'obsérvateour

go réduit nlors & construirc les variables Atstat non nesurables .

Shit un systéne lindaire sans sigmimx 2'ontrée

x=AX (1)
< é?lO A . A =
Soit le 2 systene S, souis a 1laction dc x
z=Dz+ Cx (2)
Hypothése

7= T %% ( 2 et x scnt 1liés par une transfornation lindaire)
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5
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1]
A 4
H
"
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La transfornation doit étre unique , pour cela nous imposcrons & A et
D de ne pas avoir de racines caractéristiques communcs .

z=Dz+0Cx =3 2Z2-Tx=Dz$0x-Tx

I

Il

Dz-=-TAx+ Cx

1]

Dz-(DT+0C)x+Cx

N 7 e DT

2 -Tx=0D(2z2=Tx)

: . er
Clest une équation différenticlle véctorielle du 17 ordre par rapport

34 1n variable (2 =T x ) .
gl g & ( z(0) =T x(0))
%e‘ ———3 0 Rapidité du systenc

i_z(o) = T x(o)

Soit nmaintcnant lc systene S4 sowils a l'action du vécteur d'entrée U

Xx=Ax+Bu (1) dSquation du systeénme

y=0x (2) sortic du systénc

—
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On définit 1'obsérvateur par

z=82z+Dx+Gu (3)

%z =T X% (4)

D x représcnte une conbinaison des variables mesurables du vecteur d'état

Dx=E(Cx)=Evy (5)

De (4) on tire 1z = T x (6)
De (3) ontirc Tx=8Sz4+ Dx+CGu s (7))
De (1) ontire Tx=TAx+TBu (8)

Comme (7) = (8) === S52+Dx+Gu=TAx+TBu

On a
G=TB3 G=TB /
TS+ D=TA s+T"1n=A/

Soit le systenc régi par

. I- 1 3
X=i p) +|x+ Io]u
Lo -2 {1
X
y=u,e)ir1]
X2.

On voit que scule 1la vafiabio X, est nesurable

Le systénc cst-il obsdérwable ?

1 -1
T =
T ) 0 11
wd | -2 0 i i
T o i =

H 0 _3 u (|

o s 1 1
qu |
10 1}
- =

- L*" ) ||r_"
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1 11
H=CT=(1,0) =7
to 1]
On construit un obsérvateur du 1°° ordre

X=AX+Bu

by

—

Obsérvable

1)

pour éstiner la variable X

. G=TB8
=Sz+0x+Gu
ThA = 8T= 0
z = 1%
[ -2 7
(b, b)) #4 (6 t)l=(1, 0)
0 - 31
P B L =] e o= ok
1 1 1 2]
t1-3t’2+4t2=022§ t1+t2=0 2% tzz
- 1 oo
T - ) =)
01
G=TB=( e, = e bowz b
G=TB= (- 2)11;_ :
= o S S i
z = Aq+x1+( = = 4z+x1 -
i‘}c1_l X -
BE L e o S
z—TX—(Q, z)ix = — 2
L 2

D'ou la valcur dstinde de x

2



Diagramme cdc fluence:
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xz(?)_ 1 /

u(p) ’ p+ 3 //

A

x, (p)
Maintcnant on déternmine  la fonetion de transfort de —————

u(p)

On applique la fornule de Mason au graphe de fluence pour calculer

cebte transnittance

= Déterninant géneral

AN
A =1=(=3"c2p " —4p ) +6pR 024 127 -3

+ 2, p

u(p) &_




On multiplic par p+3 6] 4 G T

A
x, (p) 84 6p+p 2 b+2)b+4)
u(p) p+3+9p+2+-26p+ 2, (p+2)p+3)p+4)
»N
%, (p) N
a(p)  (p+ 3)
On renarque que la valeur éstinde ne change on rien la

transmittance de la variablc non nesurablec /

Iy
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CORRECTION DES SYSTEMES

LR LES VLRTATLES D ' ETAT

RAPPELS DES PROFRIETES DYNAMIQUES DES SYSTEMES ASSERVIS LINELIRES

1 -« 1 = Systenc en bouclc ouverte
1 =1 - Systeme en boucle fermde
1 = 3 = Comparaison du systeme bouelé et du systeme non bouclé

1 =3 -1~ Cas du gystemec non bouclé
1 =3 =2 ~ Cas du systeme avec boucle de retour

1 -4 Stabilité

1 =5 = Precision

1 = 6 - Dileme stabilité - precision

PRINCIPE DE L. CORRECTION PAR LES VARIADLES D ' ETAT
2 = 1 = Corrcction par rctour 4'état

2 = 2 = Introduction d'une nouvelle variable dec commahde

2-2-=-1-= o8 Excmple : Systeme sans houcles de retour
PP s R PR Fxcmple 3§ Systeme avee bouele de retour
2 = 2 = 3 ~ (Correction classique : corrcctour en cascade

ST.CILITE ET AMORTISSEMENT
3 =1~ Stabilité
3 -2~ Precision
3~-2=1= Fonction de transfert simple
VARIATDLES D'ETAT TIL.CCISSIIDLES

CORRECTION MODALE

—h it o —




JORRECTION DES SYSTEMES

PAR LES VARIADLES D ' ETAT

1 - RAPPELS DES PROPRIETES DYNAMIQUES DES SYSTEMES ASSERVIS LINEAIRES

1 -1 Systeme en boucle ouverte

Soit le systeme lineaire continu ot invariant decrit par:

U o mosrens. s HH)

Donc 1la fonction de transfert est la suivante @

.m
i k. . (p-1)
H(l'}) - Y(i*) = l—_t‘{' = =k G(p) 2
U(I‘) 1='1 (}'J - ai)
si m ¢<é 1a decomposition de H(p) en éléments simples
) Y(p) n k.
H(p) = -~ el

La reponse temporelle de ce systémc est stable si les parties reelles

des 2, sont strictement negatives .

1 =1 Systeme en boucle fermde

La boucle de retour permet de corriger la grandeur de sortie si celle-ci
n'est pas conforme 2 celle que l'on desire , en agissant la sortic sur 1l'entrdée

a travers une fonetion de transfert T(p) qui satisfait les pérformances du

syst%mo o
U(p) o : H(p) : _5 I(p)
& - !
i
e e Cp 3L}



La fonetion de transfert du systeme boueld est 3 B S A

Y(p) H(p)

up) ) 1+ H(p)T(p)

F(p) =

1 =3 Comparaison du systeme bouclé ct cdu systeme non boueld

-

1 = 3 =1 Cas du systemz non bouclé

Pour une variation 4 H(p) de la fonction du transfert ‘H(p) correspondrs,

une variation 4 Y(3) de 1a sortic Y(p) dgale a :
a Y(n) d H(p)
dY(») = 4 H() « BE(p) Soit = —

Y(p) H(p)

Soit une variation relative de la sortic Jgale a celle e la transaittancd,

1 =3 =2 Cas du syst@me avee bouelzs d- retour

| .+ = = - 8i-a fonction de transfort H(p) de la chaine dircete varie do7d (o)

1a sortic Y(p) veriera d'unc quantité égale & d Y(p)

d H(p) ' d Y(p) a H(») 1
'l) S')it = -

d¥(p) = 5 B
(C1+ E2ETE) ) Y(p) H(p) 1+ H(:

si H{p)T(p) ost trés grand devant 1 , la wariation est assez faible .

Done un systene boucld roagit noins aux veriations de la fonetion de transfor
. v
de 1a chaine directe qu'wi systeneXbouclé .

1 ~ 4 SPARILITE

i Lo [

Critérc de ROUTH -~ HURWITZ
Une condition necessaire et suffisante de sbabilitd dlun Systénc deerit

nar we fonction de transfert H(p) est que , toutcs les parties reelles

= -

e

S ) L i ———
des nBles do oette Fonctlon soiont toutos strictemont WRGATIVES » ~ « co o . |
Malheureserient cette condition ne donmc aucune indication sur le degré

Alanortissenent des regines transitoirs .

%,



On considere par excmple la ropogse indicielle de la forme :

h(t) #

o
.,,'.-",

K o%
il N N

— ]
el V]

™ - -
Le systene est stable mais n'est pas asorti , pour llanortir d'avantage

on doit delimitor le depassement & une cortaine valeur D.

1 = 5 PRECISION

3
La procisioné (t) d'un systene est chiffréc par la difference entre la
L3 3 » - N

sortie desiréde eb la sortic reclle du systenc e
La sortic est meilloure si& (t) ost faible .

Llcxpression deE (t) ost ¢

£ () = E(v) - ¥(¥)
ot H(p) 1+ H(p)T(p) - H(p)
£() = E(p) - I(p) = E(p) - — ~——E(p) = Blp
1 + H(p)T(p) 1 4 H(p)T(p)

On comsidere le cas d'une boucle de retour unitaire T(p) =1

1
E£(p) = —— E(p) = ——

14 Hp) 1+ k()

E(p)

& (p) est faible si k ost grand et G(p) est grand .

1 — 6 DILEME STATILITE - PRECISION

La stabilité est inversement proportionnclle au gain de la fonction de
< - -
transfert H(p) et proportiomneclle au facteur de rosonnances
La precision est proportionnelle % ce gain , 3 la bande passante ot

inversenent proportionnclle au facteur de rosonnance .

L9 s



On voit que precision ot stabilité sont incoatibles , pour ancliorer

4 . . . . .
une on deteriore l'autre . Donec,il foudrait fairc un copronis entre

srocision ot stabilité .
Eb pour mioux regler le systeme , on utilise des correctours .

v

2 - PRINCIPE DE Li CORRECTION PiR LES VARIADLES D! ETLT

5 - 1 Correction per retour d'éta

ary

Seit un nrocessus lincaire A!'Sguation d'ctat

.= 4L T £ U
P DD DD
Y = C X
) P P
i P
- = o - U R i R
fivoe X = R ? P :
P
Dont 1o diagramie de fluence
“p " X D
o - = 2 o > «:
! F 4
Up N P I,
N P
i
e

On vout modifier ce systeme et parvemir % un modeéle dderit par =

] X o

s A% 4 D8 2 .

nom Mmoo U_,l Iy

AVCe kD)

— Y. RF
Yn = G:1 Xm i

Lo diagramme de flucnece de ce systene ost le suivant :

ox
P
I'I:‘JO

o

L)

<



Pour corriger le procedd , on utilise une compensation par retour d'état,

c 3 d on doit choisir unc commande de la forme :

Le systome corrigé devient @

o

P

y o= Gp X

-

Le systeme corrigé a un diagramne de fluence de la formec @

La fig 1 du modéle et la fig 2 & systeme corrigé ne se ressemblent pas

on remarque principalement qu'il manque la commande .

2 = 2 Introduchion d'uné npuvelle variable dc commande .

De la m8me fhgon que pour ( 2 -1 )

L'équation d'état da procedé esh la suivante :

5 sl
° X e R
= A x + .. P
P P P P P -
avec u € R
Ty T G? & )
i i P y») & RP
L

Alors , Existe = il une coupensation ou une loi de commande pour le
systeme de fagon a ce qug‘modéle ot systeme corrigé soumis aux m8me exitations
(commandes ) rdagissent ensemble de la mlme facon .

Ou en dlautres termes aicnt la mBme matrice de transfert .



-

.En introduisant une nouvelle variable de commande 2 la loi de commande

on obtient : ”
x f'_".R

X + Gw avec u %;RU

W {;Rq
w c¢tant la nouvelle variable dc comande .
Le couple de matrices ( F , G ) definissant la loi

Le systeme corrigé est décrit par la nouvelle

X

( b + ij F)

I

x +B Gw

L

ot

y? = C_ x

Le but de cettec correction est de choisir (F , G

les sorties du modéle et du procédé corrigé semblables

yb =
c a,d de’ mininiser 1'décart entre yp ct ¥
les variables d'détat . __
,_ | ™|
E8 g, ~ay = UG =8, %

Si ~=0 on dira qu'il y a une poursuite parfaite
le proeédé corrigé ot le modéle sont identiques .

2 =2 — 1 .]GI'

Exemple =

Soit le systemec decrit par :

X, 0 1 0 0 ;
X2 0 0 1 0 i
. = l
X3 0 0 0 1 |
< :
2 -a_ - a1 - az - a3 :

de commande

édquation d'état

°
.

) de fagon a. avoir

ot ccla quel que soit

du nmoddéle

Systeme sans boucle de retour
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Diagramme de fluence

4 ? b £3 A b4 e Ko
e : LU > @ b P ea . ) ;
(& o2 = hi" l‘!-"" T "'.?.-: ¥ : —> ;.—Y - amenuia

L -_:_f’_«n—‘ /
i R R o
e .} <
\\\ -
o, P
- i

o - T
’_,”’/ < 4/} ™
- L e N S - -‘I .,
o o e \‘\
e iiia T, N
i et T ~
e DR T S B ~
. ;9/: - f;;ft- i R
o/ s L2 > b X
4/ }) "2— - x o A., P = e /;
¥ | Fa k e My e WL PR r? 5
: ey . L e e $—s — =3 *
} ‘; g F + - S Tn ) # hoa S 5

e R g e /,‘_
S R Ay e ﬂ.,’ 5
ﬁm«\&“: SR - / 4
. N i “'.': o 7w
h o —q_.g;rfl‘-! ‘:4
On trouve la loi de commande —

Lz
'-ﬁ
]
Hy
£~ N
[op

|
1

A JdTy
(J\!



X4 0 1 0 0 x, 0
. - + W
%3 0 0 0 ! 3 i
X
t." !-( 5 + fO) 7 "(;1 + f1) / "({‘-2 =4 fz) / "‘("33 + f3) . 5 x[l_ J i 1 2
" x, »
22
Y = ( 1 0O 0 0 )
*3
*4

D'oﬁ sous forme dc fonction de trensfert :

G

(D) =
G 2 :
(g +2,) +Cay+ 8 4 (ay+ 5, )0 + (0 + £5) 7 + 3

En conclusion , on peut nodifier 3 volonté 1a transnittance d'un systéne par -

un choix convennble des codfficimnts de réngtion s c-a~d par les natrices F et G

plne Exerple 3 systéne avec boucle de retour

Si le systéne caonsideré constitue la chaine d'action d'un systéne assérvi
on peut nodifier 1a transnittance en boucle férrde .

Le systéne corrigé du procddé considéré nuparavant est déerit par :
ys ig I



On trouve la loi de commante :

LT
=
r e |
£ G f f sid X, G
u=[-(--f-~+-—> ot s el TR e
b 1 b b 3 b
b i %g
ple
L 4
Lc systeme cobrigé a unc dquation d'état
x1 0 1 0 0 x1 0
X 0 0 1 0 x 0
2 I 2 2 S
0 0 1 0
*3 | 0 %3
; —-(a : G) =(a ) =(a ) =(a i
[ "4 L-(a, + £, +0) =(ag+ £) =lay+ ) ~(ag+ £ | %y L8
Ll A
.
¥
y=(1 0 o0 0) 2 |
]
R
Et sous forme de fonetion de transfort :
Y(p) G
¥yl = T-I(‘w):(" +f +G) + (2, +5,) v+ (o $5) p°+ (o +£)p° +p
WA 24 a G a4 1) &n 5! P a4 3/ I ®



G
On remarque que le terme de main —— glintroduit dans les termes de la matricc
b z
F ot particulidérement , il s'ajoutc au codéfficient de la variable d!gtat %,

dans 1a loi de comande .

2 ~-2-=31: GCorrection classique : carructeur en cascadﬁ .

On peut introduire un corrsctour en esscado avee la transmittahee

de lo chainc dirdete deerit sar le dingrammo de fluence suivant

A -*+f +f .1

111 +f '_‘ +J_

Nl 4 7 ‘ !
_ g o) / Y
- LA o E
N N s
~ 1 - &
L “ - s
\ N —o N 2
e
" i
e T T
L N

n transformant co diagraawe de fluence : i

] 0 1 0 0 e ) }o

5
he]
I
[ =]
o
-
o
a

L ]

4 ! Ll k2 40— oH) ~@ rr) ol +2) Ky



B

- 1% }

= G) ; £f.; 3 :
L= - 3

i

‘I—XA--'

ea

Et sous forme dc fonetion de transfert

G+ £ + £ p+? 2+ o3

T ) =
F,G ™ 3
? (ao ki G) +-(a1 + & + (a, + f3) p” + PZ

Yo s
1/ 3

On remarque au nuneratour dec la fonction dc transfert 1l'apparition
d'une fonction qui depend de p et cela rend lus difficile la chrrection

¢t 1o commande .

~

DONC L/. CORRECTIC.” PLR RETOUR D'ETLT ¢ 2 d (u=F x+ B w ) EST PLUS
MANTLELE ET PERMET UNE CORRECTION ET UNE COMPEWSLATION PERMANENTE DU SYSTRME

PAR L'APPLICATION DE L!ORDINATEUR .

3 - STLDILITE ET LAMORTISSEMENT

3 -1 Stabilitd

Soit un systenc dynamique ou statique dont 1'égquation A'état

{ ' B X & R®
! X = 4 x+DBu
J avec u & RE
‘: Yy = 06x :
¥ y € R

Le systeme corrigé aura unc dquation

{

box =L+DBF)x + TGw
{

l y = 0x

On remarque que la matrice F de 1la 1oi.de commande (u=F x4 G w
q

modifie la matrice 1 et devient pour lc systeme corrigé (A + BF ) .



THEOREME DE WONHAM =T PEARSON
La matrice F doit sbabiliser tous les modes instables de A qui sont

& la fois gouvernables ot observables .
Ce qui est identique : que tout mode instable de¢ 4 4+ DF est ou non
gouvernable ou non obscrvable .

En oxplicitant ce theoreme :

supposen® quc le systéno d'équation d'état : -
X & R
= L X + bu e v & R
(Y= Gx =
' ¥ & B
cst gouvernable et observable .
Posons
x = T gz
On a
z = Jz + T py
Avec 2 ( J=T =1 AT ) Matrice diagonale dont los codfficients

qui eomposent la diagonale principale sont les valeurs propres de le
matrice L .

Supposens quc parmi ces codfficients il cxiste des valcurs propres
non negatives .

On a d'aprds lc critére do Routh

Si le systcme comporte des modes instablos ( vnlours propres non .
wegatives ) ce systeme est instables

+lors cherchons 4 le stabiliscr par la loi ds commando ot cn

particulier par la matrice F ;

(M
O3



Suniosens que la 1oi de comanie cst r u = Fx 4 4.y

=

& = 4t - r - Y s +
1l vient slors que l'éguntion d'dtat I systome corrigd

x & B

§ .

[ . n y Ty

) X =(4 + DF ) X « DGy p— " e R

{ v = Cx y € R
[ ]

Cherchons & diapgonaliser la matriece L 4 - F

Posons

"
It
o
oy
]

On a

o mateics (dim M4 #DBM. ) st aties diagonale , done
les codfficientd non mils sont les wvelcurs sropres de la mtrice A4 5 F

Pour que 1s syst&mc corrigé soit stable on dait jouor sur les
codfficients de 1a matriec F pour rendre stable tous les modes ingtables,
¢ ad chercher unc mtrice Fode fagon 4 avoir toutes les walours propres

de L+ DBF negatives .

2insi 1o loi de stabilibé cst satisfaite 3
X e——— 0 QANd  t ———y 5o
eiald quel que soit 1o systeme s 11 rovient toujours 4 son &tat
d'équilibre si on 1'abondonne 1 Iuienf=e .

3 =2 Precigsion

3 = 2 - 1 Fonetion de tronsfert simple

B o

Soit la fonetion de transfort au systeme cotrigd

G

II( \') ==
.'l’ ]')n + «+ a D+ a
n . s @ 1 15 ;

On definit un codfficiont Manortisscnent caracteristique

a?
1 N a a
il i
) . e 59

s



L'asortisscencnt sers bon si
X i>,'/ X avec X do 1'ordre de 2

Deffinissons de m@me une pulsation caracteristique

A partir de ces données , on peut calculer les co’fficients a;

du systeme corrigé ot 1la matrice F

Caleul des coéfficients (a. + £, &

Si on comneit &} et ¥ ona

L
N . 1
o .= Wl ‘-—-—4-—3\’ ‘:..«’-’. = =4 R = \'__4“! sl 1 :“L’o o e
1 ') ] i i i=1 0 i
. |

Si on connait de m@me un coéfficient a; ¢ a1 un mode qui soit
stable , on peut déterminer les autres codéfficients du polynome caracteristique
par iteration .

i’

— Coéfficients de p de puissance supericur 2 i

D T T T [

Mg 5= == = 8y M= g s

.‘i
R g
o MR L3 o —-(3i+3)
i+3 TR 0 -

42
0, = 3, ~(40)
i+l 7 Ay S

143

£0



n

==~Coéfficionts de p de¢ puissance inferisurc & i

i1

11 i
. 2 2i=3
5 a £ 3 = a, . 4
i-2 s R e
_ i 3i-6
aq, = e { “. & = daled A
im3 1=2 1=-2 1 =0
/ Li<9
a. g ; o Wt ’
i~ T He3zW g = 8w
[ ] - L
[ ] [ ] a

Prooriétds
On definit le depassemont relatif D pour calculer la valeur do rx |,

La 15i de depassenent relatif cst s

loz D%
A = A

h(t) a4

IKEMPLT,

; == ‘X_' :,T; \(‘ e s
w > > ‘,?——s-—o
P
\‘:\,__ \‘-«..“‘,—,—t—' \4_ 'lf
=i ™ 4/4€y'



Nont 1'équation A'état

re = r~ 1 1 -
X'T - — s 0 -.r‘l
10 10 j
X = — - i
,2 0 i 1 le +
} ]
‘ ; i -1 0 0 X ;
| .3J L -~ L3
|
i %y R
yi= Lt 5 0 - 0) %,
L *3

On détermine facilemcnt le ddterminant du systome & 1'aide du
diagramme de flucnce
-1 -
2 p D 3

D= 1+ ¥ —
10 10

Diou
10P2 A =107 + 20241
Co systamo ntadnet pas de solution 3 il c¢st done instable

Graphiquement il est reprdésenté par lo courbs :
- 4::3 ’?:'\'6

3
o
v
Ve
- - P l" 2
J‘.F_‘(- ¥ 9 P

Cherchons done & le stabilisor par 1a loi de comuande

tal

=4

1

4 M‘d

..__._.__¢__.__.
S — |

4
W

)
O

R




M i

10

det(* I = A)= | 0
i
. i
i 1+t
o
1 5 14
= (N ) (M F N) o 2

o

|

Choisiseeny un Adoasscaent relotif do

On 1dtdrmine alors

log 2 5

D . L. v e

o =

Bt a
ii}z :-‘f.l‘: 2‘.\:!’.) = _g._. = 4 ’

ot pour

10

1

& F .

(e

On tire

b o




Fxemplo
-~
Soit le systemc comportant une boucle de retour :

0

c' _-l
. 4 4 e X3 VT X:-,
O —Ty G- - > > &
L“ 1Y N 3 --.-‘f--/ "-._\"-..—

7T e : = 1 1 il j-‘ ?
X, | = —  — 0 2
| 10 10 ! Uk
| o | ;
| | !
e L
b X i -1 0 Qi
1 H ! i 3
3- - {
I ox, |
o]
; !

-

En utilisant un correcteur tachymdtrique on aura le diagramme

de fluence suivant :

3 LS " e o - —
"3 L ™ g
N
; - -l
= e
o -~ ¥ A0
N .
\ :
N e
™, - -
e
b . 5
" Al 3 .,/
\\ -
‘-u.‘I|l .‘ﬂr"’
e — (_“_______,_.o/
-5

2




: 1 1 = _
1 10 10 i g S
L £
. f | |
q i i | |
X = 0 ~ — i i
2 1 1 ! x2 + ) g W
R
t - G -a 0 X | '
._yg: [ 3 e
i XB;
Dont la fonetion de transfert
Y(p) : G
i n (l‘) == e
Fya W(p) G+ (a+1) p+ 11 ]_32 + 10 })3

On choigit D =257%

On obtiont ©X= 1,701 #1,7

Dans cottc fonction de transfert clest a,., et a, qul sont conmus

2 3
a, =11 ct ay = 10
On obtient a2 11
{;12 = B = e = 1, 1
2 10
D'on ; =u2:1,1=&+1
ot 1. 57 1 1
o 4511 G 1,7 G
’JEJH: — 2: =
WK N E e A
(1,1) %11
D'ou G = e = 2,709 A4 2,71
1 57
(1,1)% x 11
O = e — 1 = 6,117 &£ 6,12
1l i

85
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Si une variable ou plusicurs ne sont pas accessibles ¢ & ¢ non

nesurablos on doit les surprimer du systome Har un moyen de tronsforiation
] el | 2

du diagraame de fluence ou de la fonction de transfert .

. xﬂ e '\‘.‘(' N
i::-_ IS - X_.‘ o = L 57 g ;_-‘ . i
5 £ : e o ,.. -
N I A s — e s S S
E Y s’ ; b # 4
o ’ -
[ o A X 7 o 7’ /
i W - s
- €7y, L v
e SR - = e
~ ——— .-.r_'_"‘/ ‘/
\\ R | > ‘.4/
e -
=

Supposant que X? n'est pas accessiblc ot que X Ly, ¢ X, 8cC

Au ]
12 2 o
mesurablces, on doit donc supprimer X2 du diagramms de flucnce .

On obtient

T
v
. §
Lt
(s
b4

e
/
L,F L "f'_"-/ " \?-
\ - 4 T - ;
LY \,‘\1 Gl _/’
\\ H"‘*—-—-..t._._._/"/ 4
,

3 - - - A .
Si encor@.a{3 est inaceessible , on obtient




Si X, ost cneore inaccessible
_{ X
-~ =
| b _ 2 A a 4
. > - > = > <
.
- s .
. T - - 7

e /

Si encorc X, n'est pas accessible on obticent une chaine directe

.1

dont la fonction de transfert est :

Y(p)
T (:\) = emc—

U(p)

5 - CORRECTION MODILE

Soit lec systeme

;e X RY

E x = Ax 4+ Bu

4 avec u R

!'il ¥y = Cx ¥ Rl;
Posons pour la loi de commande

u = kF x avec F vecteur

En remplagant u par sa valcur, ilvient :

t x = (A4 Xx3F)x = Gx (G matrice nxn)

] ¥y = Cx

r{jh
Bn supposant que la matrice A est diagonisable ,
On pose la matrice Modale T +tel que @
T=(n , By 3 My 5 My 5 e e el ) m, colomnc do T

. 6F-



# -1

. 1 ligne de T

n

o
Supposons que le veetcur F ost le 1°° vectour oropre a gauche

On a

Gm = (A+%xDF)a =(A+kDr, )m,

-

On d'arrés les propri.itéyde la motrice Modale de ..

i it
et 4 mg = mikl = )-iul
r;m = 0 si i == j
= 1 S o1 == j

On’d'epres la distribution du sroduit metricioclle

G n, = i H, D m.
s b ml + kul‘_] 1

i3

Cherchons maintenant & diagonaliser 1o matrice G

s
Supposons que le vecteur propre de G est g q; m ot

valeur propre correspondante ,

On peut mettre la matrice G sous 1la forme :

s =

N
Gg qi o, = ?’ d_.qi mi 3 constantoes

4
(f‘a+1'L‘r1 ) E'qi A = Y A q.om,

I
5

i
>
B
o)
jurd
=8



. -
;-_Zqi m, & kBe, Zqi noo= }’/i a3 ™y

i
qu_ )\imi +1:q1 B =}/£_qi a

On docompose la matriec & dans la basc des vectours propres :
B = z P. M. avec Dy o= or, D
i1 T i
On retrouve

= y Z-qi .

Gnm, = 2 e /N .om 4 ) ;*). m,
i T T Y LBy Ty 1

En midtipliant 2 droite par o' on trouve

qi}‘i R Uy, sy 93

d'ou
q4 Py

)/=)\i + k

94

Ainsi pour i = 1

7=>-1+kp1 y"/\1

ou Io o e 1
171
La valeur vropre est done davenue )\ 1 + k Dy
A titre A'exemple
- L~

Y

Dont 1!'équation 12
" e 7 'I- T g “’ |r -—E == -4
% 7 - —5— Lo ! ’ 0 ;
|
| = | A ; u

|2 ! | 1 , l !
- x2,: 12 -8 b Xz 5 1 ‘:

Y

y = (1 0 ), ¥

,!‘xz |



On tire >‘-1=~ 1 ot /\-2—--2
La matrice modale T
c:_1 302‘!
T = ;
;201 4025
Pour By iy &= 1 On trouve
1 3 -2
T = Rl
b2 4 | P
Onveutrendre;\,! = 1 cn )\1 = =1
On a I'O';
B = | | = m, ¥+ p,m
1] 1. 22
&
1
p1—r1B=(1,——§—-)!1,l ="'"'1§"'
e
- _ 3\ - 3
Pasimhaled, iy | =g
“V—,\1 - i e
On a k= = =4
Pq —7/2
On a : ing
G=L+kDr, = Awd4l (1, =14£2) =
1:
| 7 -9/2 l'o o”i 7
|
G=' +4! } = |
i 12 -8 L 1 ~1/2 16
Les wvaleurs propres de G
'k-7 -9/2 |
!
de'b( I-—-G)ﬂ ‘ I
b e Xg 10,

-



>
I

SARE3 N 422 (A +2)(A+1) =0 mmm—mey -
2

On a oy toujours vectcur propre

= - T =
[ —9/2i (1] - 2] fﬂ
Gomy = | | & §='2[ =N i
LTE) w— 10_; :I...2 i._- _‘I 2-‘
iy sst devenu
Iy = G4 Uy e N,
On prend
q‘1 =1
k p, 4 x 3/2
q2 = - — = 6
¥ = ;\2 -1+ 2
{
|' 1 1 9
m':m1+6m2= {4+ 6 =
L4 l2) 16
7 ~9/2| [ 9] - 9‘] 9"‘|
B8 IOt I R B I A
L 16 -10f 114 1-16 P16

La loi de comnandc est dormdée —Har

]
u:kFx:kr1x=4(1,—1/2)E =4 Xy -2%
' :

Le diagramme corrigé est devemu X
A A

A ' = 4 XQ./ ‘ o

Le correcteur en cascade equivalent @

4 S2Rug) et Ky pot XK 4
Y LS ¥ e =
G B2 e =

i Nyl 2L e

T8




COMMANDE OPTIMALLE

1)) PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRIAGUINE
1 = 1)) Commande admissible
1 = 2 )) Position du probléme
1 = 3 )) Principe du maximun
2 )) APPLICATION AUX PROBLEMES DE COMM/NDE OPTIMALE EN TEMPS MINIMAL
2 = 1)) BExemple
3 )) APPLICATION AUX PROBLEMES DE REGULATION EI DE SERVOMECANTSME
3 = 1)) Probldnes de régulation d'état & eritére quadratique
de pérformance .
3 - 2 )) Problémes dec sérvomécanisme

3 - 3 )) Bxemple d'application

et
.



COMMANDE OPTIMALE

Dens cc chapitre , on cherche & optimiscr un systénc , c-2-d a obtenir
un néilleur résultat cn ninimisant une fonction de colt .

Pour ccla ,‘il faut que les veriables 'état soient t-utes acedssibles
ot qu'elles obéissent & une dquation diffdrenticllc vectnriclle génerale
de 1la forne '

]
-%?%— = f(x,u,t)

Pour optiniser ce systéne on doit chércher 1o ndilleur 1oi de eommande
u = g(x,t) qui raméne le véctour A'état d'un roint & un autre par une
trajectoire optimale qui satisfait & des pdrformnnces désirdes .

a

T géneral , le probléne de choix de la commande optimale du procéssus
est plus imortant , il s'agit de choisir uns lai 4o eamiaude rimigsitle
serndttant de guider le procéssus commandd x(t) vers 1o région désirde
de 1'éspace dA'état , tout en nininmisent la fonetion de cout .

La commande ontimale pout étre étudido pour rdéaliser un objeetif dans

un minirun de temps ou avee la plus faible ¢oense d'énerglic , cte o &

1 / PRINCIPE TU MAXIMUM DE POHTRI..GUINE

1 = 1 / Cormande adaissible

La loi de cormande optimale n'est pas toujours continuc , on appelle loi
de eormande admissible , toutes lois de comuende qui ortimise le procdssus
étudié . Cotte loi Aoit Atre contimue au moins par morecaux dans un -

intervalle de temps et bornée dans un domaine de R~



7
Etant donné dans 1'éspace de phasc ’);‘ doux points X(to) ot X(t1)

parmi ces commandes admissiblos u = u(t) transforant le point
représentatif de X, on Xgoe Trouver ccllc qui minimise la fonetionnelle

by

£ ((x(t) ,u(t) ) at

]

Q

t
& ; ax

X(t) ddsipne la solution de 1l'équation  =me——— = f (X,0)
1%

Avee X(to) commmus ¢t t1 L'instant ou cette fonetion passe par
le point X1 =X (t1) .
£, (x, t ) cst définiec ot continuc avoe ses dérivées particlles
A2
0

=
L’Xi

dans RS z R©

Lo commando u(t) qui domne 1la sclution du nrobléme énoncé est
dffinic dans 1'dspace de commande (( R® ou un troncon de R )
et continue par morccaux dans cet dspace .

Elle est dec mfme définie ct continue par morceaux dans llinterwvalle

de temps  (( t, y 2 ))

1 = 3/ Principe du maximun :

Pour 1o formlation et la démonstration de 1o condition néeessair
Aloptinalité , il cst plus cormmode d'ajouter aux coordonndes de phase
( Xy 9% 5 8 @3 Xy ) 1la coordonnds x_ = obéissant i la loi :

a4 x
0 =

Le systémc d'équationsSqui régit le proeéssus commnndé et la

fonctionnelle Q sc rdésume :

d .
51

dt =fi(x1’x2"..,xn,ll1’uz,..-’um)



Bt sovg forme veetoriellc

d x' '
= . —— f ( = ’ u ) avec X
dt .

e g

ot £ (2, u) ne Jepend pas de x

Susposons do plug que ce systéme d'équations , on ait un autre systane

A équations par rapport aux voriables nwxdlinires N7 = (45 24 2 o 5t ,)

sotisfaisant 1'Squation differenticlle vectorielle suivante :

] i n \‘ —r !
S s Otz o
at -uZ——— or 3 *
1=1 jis

(1{50,1,2,1--0311)

En neut regrouper ces 2 systémessous unc seculc deriture on introduisant

“n
(\Fo T SR ,\{.'n) ot (u‘| s Ug s e e 0y 1J.m) sous la forme :

11

H(\.i.l y i W) = Z—" Wi fi(x,u)
| I=0

1a fonction H ddpendante des variables ( X, 5 X5 5 o o o 5 X

Cette fonction vérifie les 2 systémes on la lifforentiont comme suit :

,E)H(s‘)',x,u} dx;

= ((i=0,1,2,.00,n))

DWi dt

JH (Y, x,u) s
j = e emem ((1:0,1’2’91-11))
[ }Ci dt

Pour des vnlours fixes de \§/ et 2¢ x la fonction H dépend
]

seulcment de u ot sotteint son supprémunm pour unc veleur do LR € R®

L
N
T



Donc

1n formction H ost meximum pour \J/ ot x fixés o Clest 1a
i

condition ndcessaire dloptimalité qui s'énonce scus forme o théorense

suivant

Soit
la trej

passc

y commande ~dnissih elle que
ul(t) (¢ to\(e t \(‘ b, )) , une command issihle telle qu

Setoir correspondante x(t) issuc du point x(t)) 2 l'instant b

a 1l'ingtant t, por le point x(t,)  Pour quo la commande uft)

ot 1o trajéetoir x(t) soient optimales , il est ndeessaire qut &dste

un voeteur fonetion \_y(t) = ((( "'é"r)(t) 5 "s.t/,l (L) , o« 2. ,i..i-'n(t) )))

continuc ob nmen mulle , eorrespondant aux foncbions u(t) ot x(t) tol quc

1)) quel que soit t 5 (( to‘\g t -~.<\ t, )) , 1o foaction H

H(\(t), x(t) , u) do la variable u e r® attoigne nu point

um=u

ont

son » maxiru

L

Max H (( \.}/(‘b) , x(t) , u(t) )) = H (\Y, Xy 110.._..b)
u € an

2)) & 1l'instant t1 on a la relation

o (8) L 0 ot MaxH (g, x,m) =0 ob x(f) =0
u € R°

Discution du probldéme du Maximum

R

11 se peut que pour un ingtant queleonque b (( RGN & by ))
)

le vecteur (( L,f'/.t(t) y "\})z(t} 3 PR e ‘\}/n(t) ) soit nul .

Cormc la condition nécessaire d'optimalité imposc que

\+/—_-

(\i.r‘o ’ LV1 3 o % o 3 \V’l) ne doit jamaiz dtre nul , il rdésulte

que Yo == 0

Nous pouvong donc poser \,’/‘0 = -1 , pour quc le vectour L.’_/ solit
1

normalisd .

On obticnt done \_IJ {t) = ({1 ,\l.‘.] () 5 \}Jz(t) g & ¥ w3 ‘»f’n(t) ))

,??/



Pour lzg vmrlables awriliaires @

d 1 3{{ B \‘/
at DX..’ b
ks
de . W/ Il " \y
at Q x, L
Pour \4/ 1= Asin (t - KP ) 4 est positif
on n \l’,z =4icos (t =~ HO ) ot o,g LFE\\ 277

La condition ndeessairc d'optinmalitd donne H moxirm |
Pour que H soit maximun il faut que u ( Vo * q« 5 ) soit

positif et come u ost assujéti 3 1la contrainte {uj \g 1

la solution optimale scea donnde par

1

u = sig;n(\x*/ﬂ+\f.‘2)=sign(ﬁcos(t—:"_P)-1)

FPour u =1
s R D (Rt T

On trouve alors les wariables d'état :

1 x, da(x, =1)

—— = X - = X

1t 2 1t c
ou eneorc

dx2 q X

——Ee = = 1 —Z = (x -1)

1% dt !

La solutien optinmalo est :

]
1
—3
]

B osin (t - 3N 0
sin ( ) >/
X, =Beos (t-0Q) 0\(0(\<\ 2 7T

x1mBsin(t—D()+1

- Beos (t-0)

ke
1§

- F3-



On vorific loz conditions initinles @

x(t, )= e

1
On trouve
x1(to)= 2 = B gin (to-—O{)+1
xq(to) = 1 = B cos (tO - o)
On a .
B gin ('I:O—O()—-1
Beos (t, - X) =1
) T
=z==:=b tp; (‘to —fX) =1 ='-__-__—_> ‘x: ‘bo - ——
%
A
B = e esmta. ‘p" 2
s T
Z
La trajoctoire est détorminde
:{1=\/2"sin(t—t -!’-E—-)+’i
0 4

xx2=\/_§- cos(t-tﬂJr—;’}-)

La trajcetoire do phase est une circenférence 1o rayon /"3~ ot de

centre (-1,0) .

La représentation graphique est 1a suivante

A
fof Bl P e .
L | i :
_ 1 : | ‘
L] 2 " |
. | | 11rcsin_rB_-)+ _._.! ______ _L 1
t ’ % >
o} i 1
| |
ey | L l

)
O
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ATION FUZ EROBLRMES DR COMMINDE OFTIN

Un ecos particulicr iaport-nt du probléme dloptlzalibe

ul de mindmisor le temmg de traupsZest o

Lo condition nécessaire d'optimalits de 1la com

Ll LR IR B I I

e . ey ~ VY 2 W S -
cst de mindndser lo fonetion H .

H =45 + s 245 o5 W)
C e

In Aiffdérentiant cctte fonbtion
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1

Pour des valours fixes do \{J ot dc¢ x , 1o fonction H dopend de u

soulenent

et Mnx H(\P,x,u)=H(\{J,xuuo__,+)
u € R"

O obtient le théoreme 7o Pontriasuine nour 1loptinalité do la commande

en toms minimal
Soit u(t) (( to\< t \( t‘l )) we commande

adnissible trensferant le point reprisentatif do :;('1',.)} 3 1a position x(ty)
Pour que ln commande u(t) ¢t le trajectolr x(t) soient optimales

(am sens du bemps optimal) il est néeegsaire qutéxiste un voetour fonction

\F(t) = ((\F‘I (t) , \+/2(t) s o o 0y \f}" n(t) )) continu ot non nul .
corrospondant cux fonctions u(t) et =(t) ot tel que :

1) Pour tout t (t Lt \$ by ) 1a fonetion H (“"V (£) » x(¥) 53 u)

de 1n variable u € R® attcigne ou point u  son maximun
¥ { u = - N ~
JEMIOREIORE W ¥, 0
2) Dans 1'intervalle do tomps ontimal soit gatisfaite 1la relation ¢
H (P (8) , x(8) 5 vy ) 2, 0

2 - 1) Exemple

Soit le systdme régi par 1'équation Atétat
Xy 0 1 %, 1 0 1 v !
. %

On dcmande dloptimiser ce systéme , c'cst a dire A'erriver le plus vite
% 1lorigine des coordonndes sachant quc les coordonndes 1y ct U, gont
assujdtties aux contraintes

Iy L7 N

) <



La fonetion H s'déerit alors :

H = \+/1 ( X, + u, ) + \+12 (- X, + %, )

‘fﬁ S SRR CRCRA PR

Le systéme auxiliaire

at

On trouve comme précedemment
¥

&+12 = Leos (b -0() ct 0

Agin (t=0{) Avee A

Pour que H soit maximum , il faut que
\ff1 u, #;a 0

Watyp 2 0

Alors la commande optimale est donnde par :

u, = sign‘§/1 =gign ((A sin( t =X ) = sign (sin (t - X )

u, = sign\, =sign (( £ cos( t =) = sign (cos (&t - O )
On obtient donc divers solutions résumées dans lc tabloau suivant
S e * Centrcs des circonferences qui sont les *
: VEEkans e 4 st o) : trajectoires de phase du systdme consid@ré °
% 3 —
o 1 * u, =1 e lec centrc de la circonforence est (4 ¢~ 1)e
) — A = - n n noon n " ‘
ﬂl_i = .,12 =1 ( 15 1),
. _ § . s 1 noon 1 i 4
My, -] ., ==1 . L (=1, 1)
"U...i = 4 * u2 ==T1 L i L " " - 1 o G




3 )) APPLICATION AUX PROBLEMES DE REGULATION ET DE SERVOMECANI SME

3 - 1)) Problémes do régulation d'état Y eritére quadratique

de pérformance .

Soit lo systéme linéairc statiommairc déerit par

. v o R

x = Ax + Bu x € R
uw & R’

y = 0x
y € B}

La commande u(t) doit étrc choisie de fagon a minimiser la fonetionnelle
.-[-,1
Q=--1§- (£ Mx + whu)dt

0
Los matrices M ot N sont symétriques ot définies positives .
La condition ndccssairc A'optimalité par le principe duw Maximum de

Pontriaguine est de maximiser la fonction H
B o e k+) ( < M x + of % ) + 4 K\*J + Bu QJ
2 Yo ) '

Gctir fonetion doit satisfafre aux conditions

1_1‘: 'lwi
—— T em ememememe ;3ﬂllr(i:1,2;l.0,n)
D x. dt
i
DH a x.
= - pour (31,2900031'1)

3\')1 dt

On a done
OH . "
- =-\V=fi\_'/ +Mx
:in

Cherchons maintcnant & &xtromiser la fonction H par rapport & U e

B Nou+ B
——— T 1+ ¥
= b 4

La condition Bécessaire pour obtenir 1'éxtromunm de H au point u = Ut




On a alors

S T T
muopt+]3\y = 0 —_— Y, =-F By

La trajectoir A'ébat optimale cst devenue

x = AX = BN BT\L;

On obticnt donec 2 systémnesd!déquations éerite sous forme matricielle
déterminant précisement le systeme optimal cherchéd
' -1 T | | x

X L - BN 3"

: T ;
Ra - M '\ | Yy

e

3 = 2 )) Problémes de sérvondcanisme

: d . : :
Désignons par ¥y () le vecteur de dimension 4 qui représente le

vectcur dc sortic cherché du systéme et y(t) 1o sortie reelle du systeme

L'lcart ou errcur du systéeme

d d
o(t) = ¥() -=y(t) = ¥ () - Cx(¥)
Le probléme revient d minimiser la fonetionnollo
it

!

]
Q = —%— ‘J/ (( GT(t) M co(t) +‘u:(t) Nu(t) ) at
%
(9]

La commende optimale u(t) doit maximiser la fonetion ~H qui cst

la mBne chose qulauparavant

H = Yo (C ( yd -Cx )T M ( y& -Cx) + W N u )) + A x \+}

/ 2
+Du \+J

On obtient comme précedemment @

EE.

i= =N A\F

Ax-BN BT\‘)

3

et x

I



TE Ty wantogm roieet IS Ay

Tt
Jal L2

Vo G UL S T LI S S

a =

- W/ B T T T

\Y = (GI-IGx+u\.lJ-G
Dx

On obtientt le systome suivont @

5 i A =T NV B x| | 0
= + Yd
1 T ’T @
-GC MG -4 A - M
ljﬁjd L L}+.J a J

Pour résoudre ces équatiors on disposc de n conditions initiales
= x (t
x (t) t=to ( 0)

Et pour lecs wariables auxiliaires \*ij'( 120 g2 ym wegh)

on suppose que \r‘ et x sont 1liés par la relation :

\+/ = KEKx 4 v
On obtient 2lors

»

ﬁ/ = K ;-+ i X + ;

On obtient les nouvelles équations

X=AX+¥V N DT\+/

\"" =—GTHGX— f'.LTq/ - OT M yd

- - L

= Kx+Kx47V

En portant x dons la douxicme équation

r A
N T T ) SR SN

L ] [ ]
EAx#KBN D Kx+KoN DPv+Kx+v

En ordonnant tout cela

T 1 =1

m .
(~C"MO=-A K-KA=-KEBKN ' D K-K9Jx

tl-nt vty gt vav) = 0

i._dl,\



B (b))
On a donc
0
LA =
0
M =

—

0 1
-
z =
0 0
1 0
[ ]
g =-
0 0
K = sz_1
On a donec
2y =¥2,
[
2, =+ 8,

On peut prétendre & une

-

B

wmn e

e

2

{651

solution de la forme exponentielle



2, = 2, (-bo) e't = A g"t' avee A Oste dlintégration
-t -t
n -t -t
8, = S‘I(to) o = ¢+Ahoe
-t -t
8, = sz(to) e =+ e
_" A e-t
4 -1 .t
K = (1 4,4~ o )
=t
o+ L e
+1 T(i'i--g_otjl
T = | l Lot
1 ( Ll —";"' Gt \: !

i’-.- 1 + ( L - --;{— G‘Fb ) XT' '"v1.q
\F=Kx+v= At o+
. A 4+t i
1 A = ¢ boly i {
- (4~ S o™ 00 ) L7, |

+4Lo x1-’-(.-; o =1)x" + v,

u:-Ia“ET\{_.a’:-—(O,‘I)

T 2 =t ;
L Aoe x,[-}-(_ o —‘])}Lz-!-vz.j
Diou
_ =t 2 =t }
u==Ao x,l—(ﬁe —1)3~:2 v,
Bn supposant que v = ( Vo Y, Y = 0
On trouve
- -t 2 -t i
u==A0 xj—(Ao --'i)};2 ]




CONCLUSION Go HELWawblb

La néthode d'smnlyse par 1'interredisire des variables d'¢tat est . . .~
féconde en autonatisne par ses possibilités a'éxtension aux rdginmes non L
linénires et varinnts . Elle se développe dens 1'étude des réseoux industricle
ct deononiques groce i 1o facilité de son traitenent per ordinateur .

L'interet de 1r correctinn des systénes per les variables d'¢tat c'est

’ - ’
gqueglle ne fait pes intervenir les reseaux correcteurs ( PRIy P ]? , » SPTD )

v - ‘n - -
Ellc pernet oussi un cotrole en temps reel de la régulntion .

Dans 1a comnande optinele nous nous sormes linités au principe du maxinun
le Pontrinrguine qui , lui, peut détérminer une loi de comnande optinale
adaptable aux systeénes en abscense de pérturbations et une comande éfficace
si celui - ci posscde une structure de réaction .

Cependant le principel avantoge du principe du naxinun c'est que 1o
cormande optinnle peut étre formulée parfois sans résoudre 1'éountion d'étet .

Par contre 1~ programmation dynrnique de BELLMAN néedssite des
ordin~teurs puissants possédant untrés grand nombre de nénoires ropides , lors
de 1a diserdétisation de 1'¢tat d'un systene continu , cer 1'sccroissenent du
nonbre d'état crle rapidement des diffucultés insurnontobles .

Nous avons nussi ¢vité dtutiliser le principe adeptatif de KALMAT
dont 1o 1oi de cormande chonge continuellenent et est fonction non seulenent
de 1'¢t~t du systéne et du tenps mais aussi du nilieu engirommant .

-

Le bloc dc commande devient ninsi assez complexe et difficile & réaliser .

$ 3535988350
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A N N B X E

SOLUTION DIRECTE : REGLE DE MASON

Lo résolution des équations d'état par la régle de Mason utilise les
grarhes de fluence .

L) Diagrammc de flucnce 3
/ =]

Soit 1'équation :

I

v=2ax+ by+ cz

u = dv

A chaque variable x , ¥ , 2 5, V, U On affécte un nocud , cecs noeuds
sont relils cntrc cux par des branches oricntdes qui caractériscnt les

transmittances .

X0
\
= 7~
s SRS o S Yol (U}

c

On remarque que trois branches convergent vers 1c noeud (v) et lour

contribution ( ax , by , cz )s'ajoutecnt pour donner la veriable v = ax + by + cz

On remarque aussi la préscnce d'unc branche gul convérge vers (U 3 laquelle
E g

ost afféctée la transmittance d ot dome (u=dv Ve

Cette branche ne modific rien 3 la variable (v) .



B) Mode d'emploi de la formulc de nason

La solution dirdcte pour unc variable dépendante e cst donnée par la

régle de Mason :

Au ddnominateur apparait £ détérminant du systeme d' équations

roprésentées qui slobticnt par inspéetion du graphe

o N S 2 R
AN == Bt T by b=y by By B E e e

b, désignc le produit des transmittances de branches d'unc boucle
v_b.l ost la somme des produits de toutcs transmittances de toutes

.

los buocles du diagraame e

zbi b est la somme des prodults deux % doux des transmittances

3

des boucles « Los 2 boucles d'unc m@nme produit no devant pas avoir

de point commn (nocuds ou branches)

N SO s ; ig :
{_.,.bi bj bl{ cst 1la sorme des produits trols par trois des
transmittances des boucles . Los trois branches d'un m@me produit

ne devant pas avoir de point comrun .

Gij représcente la transnittance de 1'un.des chening ouverts

(nc possédant pas de boucle reliant lc neoud X; au nocud Xj)

Aij représente le aétérminant du diagramme obtenu en supprimant

dans lc diagramme initial le chemin Oij c-a—d 1'enscmble des

térmes de A dont les boucles n'ont pas de point commun avec Gij .



C) Exemplo

Soit le graphe de fluencce

Sa décomnosition cn

boucles gimples

be

£ gfed

O~ O ===t O
\_(,’ A
d
-
o
T
g
’ c
= "A\i-——;._-—- @) Ck:——""i‘——-——'—-"— } adef
v &
d f f
e PN e - PO
s 7 = 72 7
e ™~ - b
I ot




Pour détérmincr X4 on a d'aprés la régle dc Moson 3

o
X_/_'_G&M

Zcozﬁ'{\"% = 1.Xs8bc+ (1 =bc ) g

< i
L =1-2Zb +2b, by =1 - (ad + bo+ of + dofg) + acdf

D'ou

abe + g(1 = bo)
X4= o X
1 = ad -~ ho = cf - dofg + acdf
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