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Les simulations numériques de processus physiques continus constituent un
moyen treés efficace pour la connaissance de 1'évolution de certains phéno-
ménes physiques trés complexes, telsgue le htraitement d'image; le domaine

nucléaire; 1'aérodynanique et les systdmes automatigques.

Devant wn tel probidme, en 1l'cccurence la simulation d'un phénoméne {pro~ ..

cessus) physique, trois points dolvent constiituer le centre de nos préoc—

-

cupations, il m'agit: de la contrainte de temps réel, de la précision du

caicul et enfin, le moddle du processus physique & simuler lui-m@me.

En ce gul concerne le temps réel., il s'agit on fait de se doter d'un cal-
culateur assez puissant en vitesse de calcul, et en tallle wémoire, capa-
h

ble de suivre 1'évolution de notre processus physigue dans la mesure ol oe

dernier é&volue rapidement.

Dans le cas contraire, une différence notable apparafira entre le proces-
sus physique et le modéle; le développement de la technologie des micro-
procegsus a permie d'assocler ces derniers, ohtenant ainsi des architec—
tures de calculateurs dont les performances répondent aux exigences de la

contrainte du temps rdel.

Le modéle mathématique étant régi par un systéme 4'8gquatiors différen~
tielles qu'il s'agit de résoudre; pour cela, plusiecurs méthodes d'inté-
gration numériques ont vu le jour, suivant la nature du proebléme 3 intée
grer (égquations différentielles ordinaires, raides, implicites difféven-
tielles... etc.). Partant de 13, suivant la nature du problidme 3 résou—

dre, il s'agit de cholsir une méthode qui lul soit adéguate,

Les méthodes qui permettent d’'obtenir des solutions avec une grande pré-
cigion, sercont privilégiées afin d'atteindre 1l'objectif d'une simulation

qul permet une bormme analyse du processus.



Par ailleurs, le modéle &tant stable (les systémes & modéles instablas,
présentant peu d'intérdt), la stabilité de méthodes d'intégration est
trés importante, elle permet 3 la méthode de suivre la solution réelle du
systéme méme en présence de perturbations externes, pourvu que celles-ci

soient de valeurs bornées au cours du temps.

Enfin, Bu cours de la simulation, on peut toujours (ce gui est d'ailieurs
le but d'une simulation), étudier 1'effet de la possible modification de
certains param@tres intervenant dans le modéle. Cela permet une meilleure
comnaissance du processus réel, Le probldme de la conception d'une archi-
tecture pour s'affranchir de la contrainte de temps réel a &té Etudid par
de nombreux auteurs entre-autres (G.B.). Dans notre travail, nous nous
sommes aftelés & contribuer & la résolution de deux derniers problémes
(précision du calcul et modification de paramétres). Lors d'une simula—
tion d'une commande adaptative appliquée & un robot manipulateur rigide,
dont le modéle mathématique est régi par un systéme d'équations différen-

tielles ordinaires de la forme:

8 Y {t) = F (t,y (%))
dt
Y {to) = Yo donnée dans R

La solution de ce systéme traduit en fait le comportement dynamique de

notre manipulateur rigide sous l'effet de la commande adaptative.

Ce travail & priori simple, ne peut &tre mené & bien que si on s'assure

trois conditiong principales:
~ le mod@le mathématique représente assez fidélement le processus phy-—
sique;

—~ les algorithmes de résolution doivent &tre trés performants du point

de vue précision et stabilité;

- les algorithmes doivent &tre compatibles avec la nature du probléme

mathématique A résoudres



Notre travail sera présenté en deux grandes parties:

— Dans la premidre partie, on étudiera des algorithmes de résolution 3
base de méthodes numériques classiques permettant d'approcher la solu;
tion d'&n probléme différentiel bien conditionné. Notre chalx s'est por-
té sur deux méthodes considérées comme ez plhs efficaces, et les plus
utilisées pour ce genre de problémes 1'une multi-pas, c'est la méthode
d'ADAMS BASHFORTH-MOULTON; 1'autre, moeno-pas, c'est la méthode de RUNGE
KUTTA, classique. Ces méthodes sont dcrites avec un pas et un ordre va-

riables; ceci correspond & un double but:

1} Minimizer le colit de la réscliution pour une précision demmée;

2} Adapter la méthode & la régularité de la solution.

Enfin, un chapitre est consacré & 1'étude du comportement effectil de
ces méthodes, en traitani certains exenples importants et en montrant
l'avantage acquis par la méthode de RUNGE-~KUTTA & pas variable sur celle

a4 pas constant,

- Dans la deuxidme partie, on abordera tout d'abord, la medelisation du
brocessus physique, seit denc le caleul du modadle dynamique du manipu-—
lateur. Ensuite, on passerz 3 la simuletion du comportement dynamique
de ce dernier au cours 4'un trangport de charge variable, sous 1'effet

d'une commande adaptative.

Nous montrerons qu'en fait, la commande n'est pas améliorée par 1'iden-—
tification en ligne, car celle-ci est trés mauvaise lors d'un déplace~
ment rapide du manipulateur. Mais qu'une commande robuste vis-a-vis des
phénoménes gul apparaissent en réaction au mouvement peut 8tre synthé-
tiséeen utilisant de grand-gains rermettant de réduire les effets des

erreurs de modelisation.

Pour finir, nous présentercns une conclusion relative a llensemble de

nos travaux.



PARTIE A: ALGORITHME D'INTEGHATION NUMERIGQUE:

INTRODUCTION:

] » I - ) : 1 - > -
Notre travail consiste en la résolution numérigue du probléme differen-

tiel gsuivant:

s

4 vy = Fley () ot 1 = [orld
dt
{1}
¥ (07 = Yo donne dans R"
ou ¥ {t,y (£)) est continue, définie sur EO,T] x R & valeur
dans Rm.

Nous dirons que ce probléme est “BIEN CONDITIONNE" si la fonction F est
uniformément lipschitzienne, c¢'est-2-dire, gqu'il exisbte une constante L

telle que:

wzer" fiFie,y) - Fa,o e ity -zl @

on sait alors que le probiéme (1) admet une solution unique, de méme que

le probléme perturbé:

1

4 YEg (t) = F (t, Y& (%) +  § (%)

it

dat

Yy (0) = Yo + &o

on obtient alors la majoration suivante:

t L (t ~ a)

LT
fr - vewitegleoll 4} e e (s) Has

qui permet d'affirmer que Y€ tend vers Y. uniformément, dés que les

termes de perturbation E_o—) £(.) tendent vers zéro.



Actuellement, les méthodes numériques les plus efficaces pour approcher

la solution du probléme différentiel (1}, sont les méthodes de RUNGE-KUTTA
et les méthodes d'ADAMS.

Ces méthodes marchent bien tant que l'hypothdse (2) est vérifiée méme loca~

lement tl 3.

Elles sont écrites avec un nombre et une taille de pas variables pour mieux
adapter la méthode & la régularité de la molution, contrairement aux métho-

des classgigusssqui utilisent des pas constants en nombre et de taille fixe.



CHAPITRE I: MISE EN QEUVRE DES METHODES DE RUNGE-KUTTA A PAS VARIABLES:

I.1 Généralités:

Pour approcher la solution du probléme différentiel (1), choisissons

une subdivigsion de I = [psr]:

0w t4 Lt ..ot € D+ A &L = T

tel gue: hn = th +141 - tn et h = max hn
O&LNLN

Le principe coneiste, partant d'une approximation ¥Yn de Y (tn) pri-
se A l'instant tn, & calculer une approximation ¥n + 1 de Y (tn + 1)
& l'instant th + 1 au moyen d'une relation de récurrence d'ordre 1 de

la forme:

Yn + 1 = Yn + hn.¢ (tn, Yn, hn)
m (3.1)

Yo = R donnée dans R

ou ¢ est une fonction continue de [o,'l‘lx R x to,h*] tel que
h*»o0.

Cependant, remplacer le aystéme (1) par le schéma, ne va pas sans in-
troduire un terme d'erreur appelée errecur de discrétisation. L'édtude
de cette derniére de par son effet sur l'approximation de la sclution

du probléme différentiel (1}, nous améne & définir les notions de:

- consistance,
- stabilité,

- convergence.
du schéma (I.1).



I.1.1

I.1.2

Consistance:

L'erreur de consistance ou de troncature est l'erreur qu'on commet

en remplagant le systéme (1) par le schéma (I.1)

y (t)a avec y (t) solution de

y(%"’l) R r e s e LIERCEE B R S N N B R Y

y ' {(t) =F (t,y (t))
yn+1 e s e m s e nas

yn = y(tn) feooennnn, y (tn) = ¥n
% " S
. o tn hn tn+l t
Soit dornc:

Y (tn + 1) =Y {tn) + hn.¢ {tn,y (tn}, m) + En (1.2)
N-d | N -1
d'ou: ‘ y (tn + 1} - y (tn) ,;‘hn.¢ {tn,y (tn), hn)‘ =Z‘En[
n==:oq y e o

dire que le schéma (I.1l) est consistant avec le systéme différentiel

(1)}, revient & dire que:

N ~1 s

2‘8"{-—’ 0  d2 que  hewmadO

n=20

Stabllité:

Cette notion est intrinsdque au schéma de résolution numérique, dé-
finie comme étant la propriété gui falt que foute}petite perturba~
tion sur les donndes du schéma n'entraine qu'une petite perburbation
sur la solution. Ceci nous permet de pallier & l'effet des erreurs

d'arrondis et leur propagation au niveau de la résolution.



Soit donc:

¥n + 1 ¥n + hn .qb {tn, ¥n, hn) "Yo fixée

ZIn + 1 = In + hn (¢(tn.2n,hni +&n) Zo fixée

La stabilité de la méthode est affirmée si pour tout:

h4, ho, (ho pas maximum), il existe deux constantes M1 et M2 indépendantes

de h, Zo, Yo et £n tel que:

Max fYn - znl<mi ) Yo -2o| + w2 max LEn |

ce résultat a été &établi par CROUZEIX, et MINGNOTen [1], GEARE 2.

I.1.s Convergencea:

Ecrivong que:

¥ {tn) est la solution réelle

et ¥n est la sclution calculée & partir du schéma (I.1)

Alorg l'erreur sera définie comme .guit:

€n = y {tn} - ¥n
La convergence est alors assurée si:

Max | Y (tn) =~ ¥n I___§0

Max ‘_en,' =
h = Max hn O
oﬁan.

I.2 Schéma général des méthodes de RUNGE-KUTTA & g pas intermédiaires:

Le schéma général de RUNGE-KUTTA & g pas intermédiaires est:

9 )
¥n,i = ¥Yn + hn .Z aij-f (tn-,-‘ﬂj ) ¥Yn,j) i=1,q (I.3 a}
I.3 "j=1 '
L
Yn + 1 = ¥n + hn-z by (tn,j:",' Yn, i) (I.3 b)

J=t




¥n étant supposée connue, le calcul ﬁe 4 quantités auxiliaires XEAQ.défim
nies comme solutions de g équations (I.3.a) lersque aprés permutation &ven-—
tuelle des indices, la matrice §.; des éléments a.i_j devient stfictement
triangulaire inférieure (i.e &ij = o si i&j), le calcul de ¥n,i ne deman~
de que dea évaluations de f, il en est de méme pour ¥n + 1 d'aprés (1.3 b),

la méthode est alors explicite.

I1 est plus aisé de montrer que le schéma (I.3) vérifie les propriétés

précédemment annoncées.

- par’céns de E 11. LE]:

- jen< xnPn (1.4)

et comme la méthode de RUNGE-KUTTA est dfordre Fwl, alors:

‘ﬁn; --—b 0 dés. que hn -0

~ BEtudione la sensibilité du schéma face aux perturbations (dont

“les: valeurs sont bornées dans i’espaee et la temps):

Zn,i = Zn + hne%aij e £ (tn,j § Zn,§)
J=1
i = Lyamy @
a
Zn + 12Zn + hn . Z bje £ (tn,jJ Zn,j) + hn £n
=1

On démontre (voir annexe B4), le résultat suivant:

Il Yn-z.’n“da'. e," Yo - 20 il + €& ‘T‘--l maxﬂf,n" {1.5$

Ce qui montre la satabilité du schéma avec:

cT
m = &, et M2 = & 4
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La convergence eat déduite directement de (I1.4) et {1.5)°

pour cela, il guffit de poser:

Y {to) = Zo = Yo et Y (tn) = Zn

et comme le schéma est consistant, on obtient alors le résultat recher-
ché, & savoir, la convergence du schéma (I.1) .

cT |
fleall =lin-vmllc € 1 yax fleall o (x.6)
— — |

[
gd h ___________b G

I.3 Comportementlgmsymptotique de 1'erreur:

Pour adapter la méthode & la régularité de la solution, minimiser
son colit calcul, et détecter les &ventuelles "SINGULARITES" du pro-—
bléme différentiel. La mise en oceuvre des méthodes de RUNGE-KUTTA,
se fait avec contrfle de pas. Les singularités du probléme différen-
tiel sont les points oll le schéma a du mal & approcher la solution
de ce dernier. Le contr8le du pas permet alors de choisir au voisi-
nage de ces points un pas hn suffisamment petit pour atteindre la
précision exigée ou de constater l'impossibilité de l'obtenir (la
précision demandée). Le changement du pas obelt & une technique ex—
plicite basée sur le comportement asymptotique de 1l'erreur, doné
sur son estimation locale.
Y (t)

v

Régime transitoire Régime permanent

Pas assez grand

Freeosraves,

Pas assez petit

L N .

> &

Le schéma permet de montrer comment le pas doit &voluer compte~tenu

des évolutions de Y (t}.

N.B.: La relation (I.6} nous permet de constater que contr8ler 1ferreur
locale revient donc essentiellement & contr8ler 1'erreur de consis—

tance e,n.
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Expression de llerreur:

Pour connaftre le comportement de l'erreur, il faut d'abord trouver
son expression, pour cela, donnhong-nous une fOnction.fafﬁ) continue,

lipschitzienne sur I telle que:

0lB(t) €1 et hn=h (&(t) + 0o (h))

gachant que pour une méthode d'ordre p, l'erreur de digcrétisation
B

obeit & la relation suivante:

]
€n=Y (tn) - ¥n = W1 {tn) + (q’-r[h)ﬁ”b {(tn} + o (h§+) (1.7)

ou:

G o et @1 sont solutions des équations différentielles suivantes:

: | v |
Go (t) =Rz (t,y ()G o (&) (G 1 () =;§b£ (t,y (£))G 1 (t) +9(t}%{t.y<t))
¥

Ry

(o (te) =1 . (1.7.2) G1(to) = o (1.7.8)

Ce résultat est établi dans CROUZEIX, MIGNOT [1]) avec:

- hpﬁfl {tr:) erreur due & la méthode

- (N ~ NG o (tn) due é'l'imprécision.sur les conditions initiales.

Notre précoccupation réside dans le choix du pas' hn, de sorte que

1'erreur soit aussi faible que possible.

Choix optimal du Pas hn:

Le pas optimal est celui qui nous permet d'avoir une erreur:
€:n =Y (tn) -~ ¥n

veoisine d'un certain seuil de tolérance.

Le choix du pas donc, celui de ® (t) n'influe pas sur le terme

(N - Nn)Go (tn), par contre, il joue un rdle prépondérant dans

lterreur de méthode.
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Sachant que le cofit de la méthode en nombre du pas est:

to+T
=ho + hl +...+ hp~l = ho + hl +... + hn=l ds + o (1)
hc hil hn—1 &(to) O(t1) &(tn-1) G(S)

On se demande alors pour un colt donné N comment choigir les points tn,
de sorte que l'erreur finale { Y (tn) - Yn | soit la plus faible possible.

Ce qui revient 3 dire:
©

to+T
Pour: 1 ds fixé trouver h et Brtel que:
h - @(s)
to

(1.8)

~

hp Gfi (tn) ‘msoit minimum

L

Posons YW(t) = n®(t) et cherchons d'abord 1'expression de G1 (tn).

4 partir de (I.7 a) et (I.7b), on démontre {voir Annexe B

t .
G1 (¢) =00 () BP)\Yp (4,y (8)) as
6o (4)
o]
{(I.8) devient alors:
( to+T .
B8 = M fixé
“f(4)
to
r  r to+T ) ‘
’ B
8 Y B,y (£))as | Hinimum
\ o (4)
7 to
L

Sous 1'hypothése que“rp (3,y (5)) ne s'annule pas et garde un signe
congtant sur I on aura:



- 13 -

h&(8) = 71[&'—(&)—'—*]5% -1

@ (5)

Yo(s.y(2) résultat &tablit
Avec: to+T 1 s  dans E:4 J
A=1 Yo (a.y (s)p+D ad
M. Go (&)

to

-

i o
d'autre part, la formule de TAYLOR nous donne:

. p+l | ‘ P+2‘
€n =y (tne1) =y (tn) - nP(tn,¥n,tn) = hn ¥p{tn,v(tn)} + o (hn)

dloilop tire:
p+l p+2

p+1 p+2
= 6/ (tn) (hn} axp En = X 3 : + o {hn)
E;n - 1\ ory T e e gol(tn)

On peut donc en conciure gque le choix optimal du pas conduit au résultat

suivant:

&n reste asymptotiquement constant.
Go(tn)

I.4 Contrdle du pas:

La connaigsance de l'erreur locale permet le contrdle du pas. Ce
~
dernier nécessite le calcul d'une valeur approché Eﬁsde cette erreur

qui sera utilisée dans le programme numérique sur calculateur.

1.4.1 Bstimation de 1'erreur:

Nous avons vu que la formule de TAYLOR nous donnait:
p+l p+2
En = hn \Vp (tn,y (tn))-n- o (hn)
e qui nous améne & prendre:

~ B+l
En = Wp (tn,vn)




- 14 -

La différence entre l'erreur et l'erreur approchée nous donne:

P+l
P+2

~ S
E,n -&n = hn [‘{"p {tn,Y(tn)} —\Vp (tn,YnJ] + 0O (hn)

Le théoréme des accroissements finis nous raméne &

P+ P+2

E&n -& = mn @i p_ (tn,¥n) [Y (tn) - Yn] + 0 (hn}
Ay

P
Or: ¥ (tn} - yn = 0 (hn)

On obtient alors:

ot s P : o 2 P
gﬂ —En =hn O {(bn) M‘C’m=8n + hr} 0 {(hn)

o
d'ol gn est une bonne approximation de gn.

I.4.2 Contréle du pas:

o .
Une fols la valeur approchée an de 1'erreur 5n estimée, posons:
-~
P+l
¢n = hn Vp(mhm)=§

Comparons cette valeur & la précision exigée, deux cas peuvent
se présenter:
-

- Qan supérieure & la précision exigée, alors on diminue le pas.

e
- Esn inférieure & la précision exigée, alors on augmente le pas,

pour cela, nous noterons:

S
6:1 = m*‘p (tn,_Yn) = .P

. )
Lterreur obtenue avec le pas hn et qui répond & la précision
exigée. Le changement du pas se fera gréce a4 la relation suivante:



. i
bn = hn ( :L‘) P1
*
ai p S o aslors hn &£ hn
pf;eialorsh;ahn

1.5 Schéma final de RUNGE-KUTTA adopté:

Le schéma final adopté est basé sur deux méthodes de RUNGE-KUTTA
emboitées, 1l'une d'ordre B, 1'autre d'ordre au moins Pl P+ 1. Ce

choix est dft au fait qu'il permet le calcul de Ein 3 un colt moindre.

e

Dans le programme que nous avons mis en oeuvre sur calculateur, nous
avons utilisé RKpp'! avec p = 3 et p' = 4, la méthode d'ordre 3 per-
met le calcul de ¥n solution approchée de y (tn), celle d'ordre 4
permet l'estimation de l'erreur. Pour faciliter la programmation de

la méthode, nous la résumons gri8fe aux équations suivantes:

: q
= £ (tn,i- Yn + bn ' 0ijekn,j) P21
| o1

™
g

= ¥n + hn -:i nyn J
=1

A
e
s
+
[

\ tn,i th + Ci'hn i- = 1,--——|q

ou Kn,i est vue comme approximation de y' (tn,i).

I.8.1 Calcul des coefficients de la méthode:

Les coefficients suivants ont &té calculés par‘;ll, pour la méthode
dlordre 4, disposés sous forme de tableau, les coefficients sont:
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)
0 0 0 0 0 10
‘ L]
' ]
ﬁ' 2/7 2/7 0 0 0 i0
Ay
a/7 - 8/35  4/5% 0 0 ; 0
]
6/7 29/42 ~ 2/3 /6 0 , o0
' i
1
' .
1
1 1/6 1/6  5/12  1/4 I p- bl
P
' 0
]
i
11 7 35 7 b bj
96 24 96 48 b2

Pour la méthode d'ordre 3, il suffit.de supprimer la derniére ligne et

la derniere colonne, soit donc: (&'ij, b'j, C'i).

I.5.2 Estimation de En:

~ Soit: €n =Y (tn+l) - ¥ (tn) - hn'?' {tn, y {(tn),hn)

Pour la méthode dlordre 3. :

i

#* * )
- et sott:  ©n =Y (tnel) - ¥ (tn) - bn.$  (tn, y (tn),hn)
Pour la méthode d'ordre 4.
En faisant la différence des deux expressions de 1l'erreur, on

obtient [47]: _
2 p

*
611: an + hn O (hn)
. * *
avec: 8[‘] = ¢ (tnuy (tn)s hn) - ¢ (tnpy (tn)o hi'l)

1.6 Différents types de contrfle d'erreur:

Nous allons décrire les différents types de contréle d'erreur em-

ployés dans le programme de résolution implanté sur calculateur.




I1.6.1

ler type de contr8le d'erreur Eﬁ]:

vy
Basé sur le fait que _gn soit minimum constant. Donnons-nous
goltn)
un paramétre Al qui tend vers zéro, et calculons & chague pas

o -
Q;n et G0 (tn).

Valeur approchée de G_é {(tn} et de la sorte, on ajuste h de telle

maniédre que:
(.{ .
\ E)I’l . \ 4 )‘,
Goltn)

Nous avons d'autre part:

Log
&0 = P+1 LPp (tn, yn) e=p hn Q—O () 4 P+1
Y p(tn,yn)

mais alors si qu {tn, yn) vient & s‘annuler, on aura un peas trés

grand et de la la relation:
o
2 P
E,n =8n + hn O (hn)

2 P
n'‘est plus valable du moment que le terme hn O (hn) ne peut pius

&tre négligé, afin d'éviter cela, on impose:

or ~ 1
\_&_ ‘ L et meio (6o (en))Fd
G oltn) - B

d'un point de vue pratique, l'algorithme est décrit comme suit:

T .
On part avec le pas ho = (JUP+T et on passe dé tn & tn + 1
ainsi:

hri &tant connu pour le pas précédent, on calcule:

ot -
¥n +1, i;n , Oo (tn)
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o
- 8i: 0,9 A& b < 1,14 alors hn + 1L = Kn on conserve le pas.
——— T =go(tn) :

o | = L :
- Si: gn < 0,94 alors hn+l = inf (:rz &L&gﬂﬁﬁl}?i’} 1ow0¢o(tn))m)
goltn) \en |

ar——————-

< P '
- Si: 4,1‘#&( j Al € 1,2 J alors hn + 1 = hn !ﬁ (tn}] X
- is(tn) gl | E£n) P+l

-
-~ Si: 1,233(55:1 l alors on rejette le pas hn, et la valeur
ot} yn + 1 et on démarre avec:
1
» e ——
S 0,9 81650 (o) \ 553
1€nl
REMARQUE :

L'utilisateur peut choisir lee coefficients (0,9 - 1,1 - 1,2} en fanc-

tion de la précision Bouhaitée.

1.6.2 Deuxidme type de contrfle de 1'erreur [:1]:

Cette fois le contr8le d'erreur est relatif sur itintervalle
d'intégration Dm -1, tn'l, on cherche & rendre la quantité

o

| ey | 27

ou Qlest un paramétre qui tend vers zéro, ensulte, on procéde

de la m@éme manidre que dans le cas précédent, en remplagant:

1 ' ' 1
par

o
Choix de 6‘0 (tn) : on va donner les choix possibles de 6#0(131)

1.6.3
| valeur approchée de Go (tn):
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~
~@o (tn) =1

Il s'agit de rendre l'erreur de consistance, abosolue

constante.,

-

- GCo (tn) = ‘Ynl
Il s'agit de rendre l'erreur de consistance, relative
constante; pour cela, il faut d'abord e'assurer au préa-

lablie gue lYnl ne s'anmile pas sur l'intervalle I = [P'T]'

- (o (tn) &tant définie comme la solution de:

. _"Df  (tn,yn)»G o (tn)
Got (tn) " Ay

Go (to) = 1

. Ditn
= alj alors G~0 {(tn) = ZQJ‘QJ

~f

1

Or: D
N

(=% 4

On peut prendre par exemple pour (rb (tn), la valeur:

o : t
Go (tn) = e,?‘maxn

Cela est justifié par le réle de Amax.

1.8, 4 Troisiéme type de contrdle dlerreur:

Ltévolution de la solution se traduit par celle de sa dérivée,
on va exploiter ceci pour concevoir une méthode du réasjustement
du pas, elle est basfée essentiellement sur des considérations

expérimentales:

Supposons que la sclution y (t) évolue suivant la figure (2).

y (t) 4 .
Région (1) ' Région (2)

Pas assez grand

Pas assez petit

I N

» L

Fig., 2



Région (1): . Evolution rapide qui peut traduire un régime transitoire par

exemple, la dérivée est alors trés grande en valeur absolue.

Région (2): Evolution lente (régime permanent) qui traduit une solution

assez régulidre, d'oll une dérivée tridg faible en valeur ab-

solue.,

Soit (? cette dérivée; et ho le pas maximum autorisé, l'expression du réa-

justement du pas est la suivante:

si: @1 > aless | m o«
Si: t¢i L& alors hn &

Si: ‘@‘:0 alors, ‘hn =

ho

ho

ho
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L'orgahigramme suivant résume les différents types de conﬁrﬁle,

de 1l'erreur:

M

Initigkisetion

; §§ , o yo

Rejet de hn et
yn+l
choix d'un nou—

veau pas

&

T

Calcul de Yn+l
au moyen du schéma Rkpp'! avec
P=3 et P'=P+1 = 4

calcul

de
[
En

¥

!

E ler ou 28

Choix du type

3éme

de contrble

d'erreur

Etape:

réugsie

Sauvegearde
de

Yn+l et
cholx de

hn + 1

v

hn+lz a une cer-
taine valeur mi-

nimale fixée

NON

.

Calcul

du
nouvesu

Pags

-

. Bauwsgarde
de
n+l

+

[

Printer
Echec au Pas

STOF
END

Intégration

terminée

ouUl

STOP

]

NON
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CHAPITRE 1I: MISE EN OEUVRE D'UN SCHEMA D'ADAMS A PAS ET ORDRE VARTABLES,
EXPRIME A L'AIDE DEZ DIFFERENCES DIVISEES:

Les mé&thodes multi-pas d'oerdre r permettent de calculer une valeur approchée
¥n + 1 de ¥ (tn+i) en utilisant les valeurs approchées ¥Yn, Yn-1,.._, Yo — r+l,
‘contrairement aux méthodes mono-pas (telle que la méthode de RUNGE~KUTTA), qui
n'utilisent que la valeur approchée Y¥n pour pouveir calculer ¥nsl. Four une
méme précision fixée, les premiéres permettent une résclution des équations

différentielles ordinaires avec un colit plus faible.

Parmi ces méthodes, celles d'ADAMS sont les plus connues pour leur précision et
leur efficacité dans 1'intégration d'un systdme d'équations différentielles or-
dinaires non raides. Pour les exprimer, on choisit la formulation de ggégg ba-
sée sur la décomposition des polyndmes & l'aide des différences divisées. Le
choix de cette formulation est motivé par le fait gu'elle diminue le nombre des
calculg & falire, SHAMPINE et GORDON [3:} ont décrit cette formulation pour le
schéma prédicteur-correcteur PKECK+1E, tel que le schéma prédicteur d'ordre K
est celui d'ADAMS-BASHFORTH et le schéma correcteur d'ordre (K+l} est celul
d'ADAMS-MOULTON avec K variant de 1 a1z,

Dans ce chapitre, nous définissons un programme correspondant au schéma PkECKE,
K variant de 1 & 12, avec une procédure assez fine pour le démarrage de 1'inté-
gration, nécessaire pour la précision dans cette phase, surtout dans 1'intégra—

tion des systdmes différentiels instables.

IT.1 Mé&thode 4'ADAMS d'ordre (r+l1l) 2 pas varizble:

Afin de résoudre le probléme différentiel (1), on utilise le schéma

suivant:

Une subdivigion:

TGO = Oetn € t2 €evevys-tn < tnel€.....ctn = T de 1tintervalle

I= [?,T] est choisie;
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on note alors hin = tn + 1 - tn Vnsz [O,N - 1]

lee quantités fo,......,fn {(n 2 r) étant des valeurs approchées de Y'(to},

creersy ¥ (tn) que 1l'on suppose connues, on calcule alors une valeur appro-

"chée Yn + 1 de Y (tn + 1) au moyen de la relation:

tn + 1

Yn + 1 =¥Yn + R {t) dt (11.3)
tn

oi R (t) est 1'un des polyndmes Pr.,n (t) ou Qr,n (t)rde degrég inférieur .
ou égal a r tel que:

Prn (tn - i) = fn ~ 1 -1

041 pamnney T

et © Qr,n {tn.e L) fn - i i

"
H

o~ l’m'r el 1

Ces polyngmés sont définis par les relations:

r
:E k.n,r.i (t)efn -~ 1

Pr,n (£t} =
i=0
r-1 '
Qr,n (t)'= 2 Ln + 1,p,i {t)efn - i

igeml

ou Ln,r,i (t) est le polyndme de LAGRANGE tel que:

r
Ln.r.i (e) = 0 {t - tn-j) / {(tn-i < tn~-j)
j=o
i‘f j
Deux schémas sont alors obtenus & partir de {II.1)

~ Dans le premier cas ou B {t) = Pr,n (t), le schéma est celui 4'ADAMS-
BASHFORTH:

r

¥n + 1 = ¥Yn + hn.:i bn,isfn - i (I1.2)
i=o

fn+ 1 = f {(tn+l, yn+l)
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avec: tn+l
bn,i = 1 Lnare,i () dt

hn
tn

c'est donc uh schéma explicite.

- Dans le deuxiéme cas cu R {t) = Qr,n (£}, le schéma est celui

d' ADAMS-MOULTON

r-1
yn + 1L = ¥n + hn -z b?l,,i-fn -
]

frn + 1 = £ (tr+l, yn+l}

avec: tn+d .
arsbs * :
bn,i = 1 n+l,r,i (£) dt
hn tn o
et: .
* * n+ el
bn = bhn ,"'l = ..a..._]:.... --ﬂ' _(t"t{l":j ) at
hn tn JFO enel-tn-3)

on aura alors:

é

r-1
* * cLtlté,
Yn + 1 - hn.bn o f (tn+l, yn+l; = ¥n + ji. hnebn,iefn ~ i(Q L connue
ea

}éifééolutign de l'égquation en ¥Yn + 1 n'est pas iﬁmédﬁaté;’cigst donc

un schéma implicite.

" 11.2 MEthode d'ADAMS employée scus forme Frédicteur-~Correcteur:

La méthode d'ADAMS-MOULTON est plus précise gque la méthode d'ADAMS-

BASHFORT“L&], [3], mais son caractdre implicite rend son emplei plus

délicat: il s'agit en fait de résoudre l'éguatiocn en Yn + 1 suivante:
r-1

b vl . tiké,
Yn+l? hnebnef(tn+l, yn+l) = ¥n 4 :E:hn-bn,l'fn—l {Q"= ® connuel.

N

i=0

‘Or, dans la majorité des cas, cette résolution nécessitera l'emplol

dtune méthode itérative.
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P
Pour initialiser cette derniére, on calcule ¥n + 1, une valeur approchée
au moyen d'un schéma explicite asppelé schéma prédicteur, puis on obtient

£ (tn+l, yn+l) par une évaluation de f.

Enfin, les valeurs approchées de Yn+l et fn+l, sont obtenues au moyen

d'un gchéma implicite appelé schéma correcteur.

Dane notre cas, les schémas prédicteur~correcteur sont respectivement
les méthodes d' ADAMS-BASHFORTH et d'ADAMS-MOULTON de méme ordre, cet ordre

peut maintenant varier & chague pas,

I1.2.1 Définition du schéma:

Soit kn = rn + 1 l'ordre & l'inatant, th + 1 et K=1r + 1

l'ordre maximal.

* gchéma Prédictenr dlordre (r+l)

La valeur prédite de la sclution est donnée par le schéma expli~

cite d'ADAMS~BASHFORTH,

| (®) ™
{(Prédiction) Yn + 1 ® Yn 4+ hn-« bn,ifn ~ 1
i=zo0

Aprés une &valuation de £, on obtient:

(P) - (P}
(Evaluation) fn+1=xf {(tn,+ 1, ¥n + 1)

s

# gchéma correcteur ¢'ordre {(r+l)

Les approximations suivantes de Yn+l et fn+l sont obtenues -1

1taide du schéma implicite d'ADAMS-MOULTON:

S « AP oorn-l
(Correction) ¥n + 1 =¥n® hn bn fn + 1 & hn .§£ bri,i«fn - i

C i=0



- 26 -

aprés une évaluation de f on obtient:

{Evaluation) fn+1=f {tn + 1, yn + 1)

I1.2.2 Oprdre et stabilité du schéma:

On défiﬁit 'erreur de congistance du schéma par:

Sn=y (tn+ 1) =y {(tn) - hnedn £ (tn + 1, Zn + 1) - hneY bn,i.fn,i
i=o
avec:
m——— rn
p
Zn + 1 =y (tn) + hn S_bn,i‘y' {(tn - i)
i=0

¢
Solt: erlet Ent les erreurs de consistance correspondant respective-
ment au schéma prédicteur et au schéma correcteur d'ordre kn = rn+l
P mn P
E.n =y (tn+1l) -~ y (tn) - hne) bn,isy*{tn~i} =y (tn + 1) - Zn + 1

izo
rn-1

eg -y (tn+1) - y {(tn) - hnob?ny' {tn+i) ~ hn.z b?x,i y' (tn - i)

i=
En_&crivant que:
rn~-1
» p " ]
Eﬂ:==y {(tn+l) — y (tn) — hnebnef (tn+l, Zn+l) ~ hne /2 bn,iesy' (tn-i) +
’ iz

% *
hnebrney! {(tn-i) - hnebn.y (tn-i)

On obtient alors:

|
Tn = €5 + nnedn (f (tn+l, ¥ (tnel))- £ (tns1, zg+1))-

Or:

£(b) -f(a) = (b~a) £ (e)



Alnsi: -

¢

P P o2
o ] 1
Qin = Gn + hn EL_ £ (tn+l, ynel) En+ 0o (En ) b
Dy

e

.
2

A
=
1t

: » F P
E}f*f- hn bn Q¢ (tn+l, yn+l) Hn = o (i’m {'f‘m))
’Uy

or, les schémas prédicteur-correcteur sont tous deux d'ordre kn = n + 1

onoal

. Enel P kn+l
gn = {hn ) ‘j €w1=:o {hnn 3}

résultats &tablis dans I:l} et E:B]

on ohtient alors:

e kn+2
E,n = &,n whio (hn )

on remargue alors que le schéma prédicteurecorrecteur conserve l'ordre
kn et que sa précision est celle du schéma correcteur, en L'occurrence

celul 4'ADAME-MOULTON.

Pour la stabilité, on a le résultal suivantj;llz

on suppose gu'on intdgre avec le schéma PREBKE (Prédicteur~Correchour
tous deux d'ordre K}, depuis to et soit r = k - 1, si llhypothése sui-~

vante est vérifide:

il existe ftrois (3) constantesrg, ‘ﬁgy ar tel gue:

r r=1 :
Pour n 20 S lon,ile 3; 2 lohs l£ Bet nnjon beny  ana
i=wl ‘ .

i=0

ou h est la valeur maximale du Pags, on obtient dans ce cas:

¥(h) {tn-to) ' tn K{h){tn- 4 (a3

k
i ¥ {tn) ~ Ynué e nax | ¥{to) - Yo"+ C c. [ Y(8)id d
‘ to
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, :
avec X (h)} =ﬁL+ h‘{éL constante de stabilité ou L est la constante de
LIPSCHITZ.

REMARQUE :

L*hypothése (II.4) n'est vérifiée que si l'augmentation du pas est bornée,

c'est-d-dire:

II.3 Formulation du schéma prédicteur—correcteur. & l'aide des différences

divisées:

~.

F.3
La formulation de KROGH permet d'écrire les méthodes d'ADAMS sous
une forme adaptée & l'implantation sur calculateur, surtout lorsgqu'on

souhaite contréler l'ordre et le pas.

Cette formulation a été entiérement décrite par SHAMPINE et GORDON[h]
pour le schéma PkECk+1 E, on reprend ici la méme démarehe pour le sché—

ma PKECKE, du fait gue les erreurs estimées sont celles & l'ordre K.

Dans la formulation naturelle du schéma (décomposition des polynames
sur les polynSmes de LAGRANGE,vu précédemmént), les coefficients
{(bn,i) et’(bﬁ.i) resteront constants, d'un pas & l'autre, tant que
l'ordre kn est conservé, et si le pas est constant depuis kn étapes.
Dans le cas contraire, tous les coefficients sont & calculer., Par
contre, la formulation de ggﬁgn réduit le nombre des calcule & faire
puisqﬁe un changement d'ordre n'affecte pas les coefficients et l'uti-

lisation de pas constants dans les dernidres &tapes réduit notablement

leurs calculs.

I1.8.1 Expression du schéma et choix des variables:

Introduisons quelques définitions utiles pour la suite:




ti - ti -1

v
fub

th + 1 -~ tn + 1 - i i

=
+
=
it

hn+1+hn+--...+hn+2-i

H

o
+
[
i
-

=]
+
=
1

Yl, n+1....."‘)i-1) n+l =Ti,n (tn+l) i>2 {(11.5)

Lrl, n—‘fa.n ‘f'i-l,n Ti, n=-1 (tn)
¢1,n = f ttnl

¢ i,n -_—‘Fl,n. cee \i}i—l,n f [tn. vou .tn—i+1] =‘Tri ,n-l(tn)fE;n._—_,tn-—i+1]

£ [to,tlyemmm, tr] =  £lt1,0m, trd - ¢ Lto, . er-1]
tr - to

différence divisée d'ordre r au point to,ti,m, tr qui va nous
permettre d'écrire le polyndome Pr,n (t) représenté par les Quan-

tités (fn~i) i Zo,r aux points (tn-i) i = o,r.

-

I1.3.1.1 Schéma prédicteur dlordre K = p + 1

Nous avons vu que cette méthode se traduit par les éguations sui-
anphes
n+1 P

Pn + 1 =Yn + Pr,n {t) avec Pn + 1 =%¥Yn + 1 (II.6)
tn

Exprimé sous forme de différence divisée Pr,n (t} devient:

r+l :
. - L
Pr,n (t) = EL ot (0) £ {tn, tn =4 s EN=14 ] (11.7)
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i=2

avec: n,i (t) = (t~in) {twtn—l)mnm_&n—tn—i+2]= T (t-tn~j)
J=0
Tt (1) =1
v
& partir des dé8finitions précédentes (I1.7) devient:
r+i
Pr,n (%) = ZIE}.;.&.&E)_« ¢i,n e Wn,i (tne1)
st Th-1.i(tn) Tn,i {tn+l1)
Soit donc:
Trmm—— r+l *
Pron (t) = 2 Ccin (8) @ i,n (11.8)
i=l
Avec:
Ci,n (£) = Tn,i {t)
” Ny '(’cn+1)
. ,
Qbi,n = dei.n + 1 ?bi,n
Portons: {II.8) dans (I1.6), on aura le schéma suivant:
r+l & th+
Pn+ 1 =%¥Yn + i ¢i,n Ci,n (&} dé
‘ =1 ton
Finalement on obtient:
r+l *
Pn + 1 =¥Yn + hn + 1 'E ginmn -¢i_,n
' i=l
el (11.9)
avec hnegi,n =f Ci,n{s) 44
tn

Nous verrong plus loin, comment calculer les coefficlents gi,n.

ip?
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11,3.1.2 Schéma correcteur dlordre K = r + 1:

Dang ce cas le schéma est le suivant:

tn+l

Yn + 1 = Yn + Qr,n (t) dt
tn

P
ytn=i+1) «Mrel,nit) £ (tn+1,,__.,,tn-r+1)

r
or: Qr,n(t} = jz Trh.i(t)f(tn,

i=1

de la méme maniére gue précédemment, on obtlent:

. P '
Qr,n (t) = Pr,n (t) + Cr + 1,n (%) ¢r +2,mn + 1

Soit done:

-
P
¥n+l = Yn+l + hnedegr+l,n qb r+2,n+1
n+1 (1 .10)
hnegril,n = Cr + 1,n (4) d4 "
tn

P ,
I1 faut maintenant trouver le moyen de calculer ?i,nﬂ. et ?i,n +1 pour

compléter le pas.

a4 partir de:
P
¢i+1,n+1 =='“-i+1,n+l(t) fPEtn,+1....,tn—-i+1]

et en utilisant les définitions (I1.5) précédentes, on aura:

P P .
@ie1, ne1 = Pina - Din | (II.11)

de la méme facon on aboutit a:

*
Finnn = Pina - Bin (I1.12)



-

P P

Connaissant les Quantités g51,n+l = fn+l et gé 1,n+l = fn+l, on déter-
minera les autres termes, pour tout i = 1, s T+ 1.
En écrivant gue:

. P P *

?bi,n + 1 = Q§i + 1l,n + 1 + ?bi,n

P
Il nous faut trouver 95 r + 2, n+ 1 qui découle directement de (II.11}:
‘ E r+l1
%

4
¢r+2,n+1=¢1,h+1- 2 ¢i,n
i=1

La différence entre (IL.11} et (II1.12), nous améne &:

P

P P
¢i+l, n+l - ¢i+1,n+l weel) ¢i,n+l = ¢i,n+1 + {frel - ¢1,n+1)

Il reste maintenant 4 déterminer la Quantité:

r+1

#*
2 pur
i=1

Pour cela, introdulsons une nouvelle variable ?5i,n+1‘différence divigée

e

de Pr+i1,n {t} aux instants tn+l, tn..... utilisant fg + 1 & to + 1,

ce qui va nous permetire de passer des:
*
[.A
¢i, n+1 ALY i, n + 1 au moyen de la relation

e - e ‘i‘i-
9&1 +1, n+1 == 5521ﬂ1+ 1 - 951,n

Homologue de la relation de (IT1.11) qui devient:

e %,
¢i.n+l = ¢i‘+1,n+1 +

*
i
comme Pr + 1,n {t) est un polyndme de degrés f& r soit donc:

e
§Z>r + 2,0+ 1 = 0

+h 12r+d 01 s cormmes L
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On obtient alors & partir de (Z):

e "
¢>i,n+1 Z ¢i.n

1)

Finalement on obtient:

P P e
¢r+2,n+1 fnel - ¢1,N+1

e

e
ﬁbiqn + 1 = 951,n + 1 + (fn + 1 - ﬂbt,n + 1)

. -
Les différentes &tapes que nous venons de décrire seront résumées dans le

paragraphe suivant.

I11,3.1.. Expression du schéma PKECKE et réaumé des opérations 4 une ETAPE:

. En utlisant les nouvelles variables pour exprimer le schéma et en

pogsant XK = r + 1, on obtient:

CALCUL DES COEFFICIENTS : gin  i=1,2, , K+ 1
P: (PREDICTION):
#
¢i,n = }i,n+1-¢i,n ' 1=1,2 , X

hs

K
"Pn+1 = ¥n + hn+l oz gi,n
=1

e
k+l, n+l = 0

"

e e
¢i,n+1 = ¢i+1, n+l o+ ¢i.n i=K, K-1,—.,1

E: EVALUATION:

fn 4= £ (tn + 1, ?n+1)
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C: (CORRECTION):

E:(EVALUATION) :fpn 4+ 1

e
P
¥n+1=Pn+1+hn+1gkn (fn + 1 =~ ﬂbl.n + 1)

f(tn + 1, yn + 1)

. e
gﬁk +1,n+1l=1fn+1- gél,n .1

e ‘
gqun +1 =='?5i,n + 1+ gbk #1,n+1 i =kkl,00l

On remarque gue les calculs sont réalisés de maniére & ce que les Quantités:

* e ’ R ’
¢i.nj ¢i,n )'¢i,n + 1y ¢i,n + 1 puisgent &tre suc-

cessivement stockées dans le mé@me emplacement mémoire, ce qui permet une op-—

timisation de l'espace mémoire,

11.3.2:

CALCUL DES COEFFICIENTS (gi,n) i 2 1:

Nous avons &tabli (Relation (II.9) (I1.10)) que:

tn+l .
hn + 1 gi,n = ef‘ ci,n (8) dé . avec Ci,n (t) =-1T£ i (t)
: tn

-rrn,i {tn+l)}

Soit donc: tn+l
gi,n = _1 Ci,n (&) dé
hrt+l tn
En _posant: (i) ' n+1
ci,n (t) = ci,n (&) dé “(I1.13)
tn-—-
(1)
On a: gi,n = 1 Ci,n (tn + 1)




ET: tn+l {g~1) : '

q

ci,n {tn + 1) = Ci,n (4) da (11.14)

SN
de 14 on tire:
(q)
gi,g = {g~1) ! Ci,n {tn1) 1 (I1.185)
g

hn+l

Il suffit de voir que pour ¢ = 1 , on retombe sur (II.14}, alors la

relation de récurrence suivante est &tablie dans [3] .

gi,q = gi-l,q - g:bdq n+l gi-i, g+1 avec gjﬁl,n+l = hn+l {I1.18)
HJi—l,n+l

Nous allons d'abord calculer gi,q et g2,9 qui sont indépendants du pas

cheisi.

D'aprés (IX.1i5), on aura:

{q)
{qg - 1) i Ci.n {(tn * 1) 1

gi,gq =
h%+1
! : q
OR: Cd,n (£} = 1 == Ci,n (En + 1) = (tn + 1 - tn) 1

en reportant dans {I1.15), on obtient:

pour caleculer g2,q, on reporte dans (II.16) en remarquant que:

q{q+i)
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Comme coefficients gi,q, on aure donc:

1 i = 1
q
gi,q l iwm 2
R (gellq
gi-1,4 - Si-1, n+l gi-1, g+l ip3

D'aprés (II.14), nous nfaurons besoin que des gi,1 (gi,n = gi,l1).

En disposant les coefficients gi,q sous forme de tableau, on a la régle

de construction suivante:

i b . :
:' 1 2.-.0---- (t)llll.il-'ou'n..qu..lK+1
q -
1 - . .
1 1 % “‘ B i enbess et * }gg_i,l.-.-.gi,n
2 1
2
q q gi,qge e gi+l,q

q+1 1 al,gi,q+l &

g+l

K+1

ALGORITHME DE CALCUL DES COEFFICIENTS:

Introduisons deux vecteurs de coefficients utiles pour la suite [3], [}:1:

bl
Qi,n = hn et G‘i,n = (i—l)!hrr/ Ti,n  (tne1) izl

‘Yi.n
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Il s'agit donc_de construire:

(Yi,n)i =1,k § (3i,n) 1 =1,K J (Bi,n)i = 1,KJ' (G'i,n)i:l,xu_; (gl,n)

i=31,K+1

Avant de décrire les algorithmes permettant la construction de tels coef-
ficients, on calcule leur valeur lorsque le pas est éonstant depu.g quel-~
ques étapes, pulsque la formulation choisie (formulation de KROGH) l'a

justement été pour réduire ces calculs.

On suppose que hn = hn = 1 = —— =hn + 1 ~ né

{

ou nd est un entier supérieur & 1 est inférieur ou égal a K + 1, dans

cette gituation on a:

q}i,n

1}

ihn 5 3im=1/4 § Pin=1 Pour i=1,—,nd

ET:

G-iun

Pour i =1, ,nd+ 1

li
et

La relations (II1.18) devient:

gi,qa = gi=-4,0a~ 1 gi-1,q+1 Pour i = l,c,n €t q »1
i-1

Alore l'algorithme devient comme suit:

Pour i =1, né& ' Pour i = né , , K
ﬁi,n = 1 ﬁiﬂ,nzﬁi.nn\ri,n
' i,n~1

Cin = 1 Gisio= Gim 1 i

\Vi,n = ihn ' ki‘):rurl,n

g3j_,n "Eit- §i+1,n

i

Vi,n-l + hn

hn/ %/i+1,n

]
-
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Dans la construction du tableau (gi,qi, il nous reste & générer les co-
lonnes de i =ns + 1 jusqﬁ'a i =X + 1, il ne sera donc pas nécessaire
de stocker tout le tableau, mais seulemént sa bordure {elle restera inva-
riante si le prochain pas est égal au-précédent). Cette bordure sera sto-

-ckée dans un vecteur V., n de la maniére suivante:

Vg,n = gnd ,q Pour g = l,——, K+1 -~ ns "PARTIE VERTICALE"
Vgen = gk+l - n,q Pour q = K+1 - néd, K "PARTIE OBLIQUE"
i
a 1 2 ns i
. = gi,n

1 Ve O

-
2 R

%

V.

Le vecteur W est un vecteur de travail de méme dimenssion que Ve,n et

qui permet de calculer gi,g de i =ns + l;-——,K + 1 & partir des va-

leurs stockées dans W par l'algorithme.

Pour: q=1,K Faire Wg = Vg,n ".l
Pour: i=néd+1, K+1

Faire: .

e Pour: qgq=K+2+ i, 1, -1

Faire V¥q = Wg =e}i -~ 1, . Wgq+1

gi,n = W (1)
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Quatre (4) situations peuvent se présenter:

* gi l'ordre et le pas sont conservés, alors la bordure du vecteur

Ve ,n correspond au vecteur W obtenu pour 1 =nd + 1

-

* g1 la pag a été congervé mais l'ordre a augmenté d'une Unité, on deit

décaler la partie oblique par l'algorithme:

K=K4+1 (Augmentation d'l Unité)

Vk,n = 1/K (k+1) homologue & g2,g = _l_dﬂﬂ)
qiq+l) ¥ -

~

Pour: q=K-1, K+ -nd, -1

On a: Vg,n = Vq,n =1 - K+l - g, n ¢ Vg + 1,n

# 5i la pas est resté constant et si. ltordre a dimuné d'une unité,

plors on conserve la partie obligue du vecteur V.

* le pas esf changé alors Ve ,n = gl,q

I1I.4 CONTROLE DE L'ORDRE ET DU PAS:

Le contrdle du pas et de l'ordre sont nécessaires pour permettire au

gchéma de suivre la régularité de la solution.

iI.4.1 Valeurs approchées des erreurs de consistance:

(dans la formulation de KROGH)

Il n'existe pas actuellement de méthode pour contr8ler l'ordre
et le pas & partir d'une expression de 1'erreur globale., Cepen-
dant, une méthode efficace de choix du pas, consiste & rendre

1'erreur de troncature locale Y€n{ 4 EPS sur l'intervalle d'in-

tégration.



- 40 -

D'autre part, pour cheisir l'ordre, il est nécessaire de connafire des
estimations des erreurs locales {(troncature) & l'ordre courant X et aux

ordres (K + 1) et (K - 1).

U] + o
On note respectivement ces erreurs En, G.n, E,n, on montre dans (31 les

résultats sulvants:

P
€n (K) = hn (g K+1,1 - gK,1) ¢ @PKel,n -

if

P
€5 (K-1) = hn (gK,1 - gk-1,1) - ¢K,n

i

* k '
E’; {K+1) = hn {§K+1 [v fn+sl - ka‘n]

. k
0d: V fn est la différence divisée d'ordre K & l'instant tn

Lorsque le pas est constant, on a:

- *
gi, 1l - gj,1 = B‘j

Soit donc:

* P
tn » GR+1-BK ¢K+1,n
. P
hn » G_K . UK--i '¢K=n

H-

ERK

ERKM1

Le principe est donc d'accepter ou de refuser le pas si ‘ En ‘ < EPS

nous avons donc deux possibilités:

~ le pas est un échec (‘€n|> EPS), i1 faut doncisavoir quelle erreur

on peut avoir si on répdte l'intégration avec un autre pas.

-~ le pas est pris (|€n|-¢. EPS), et 1a aussi il faut savaeir gquelle erreur

on obtient avec un autre pas a l'étape tn + 1 avec un pas hn + 1

et un ordre K

Ltidée émise per SCHAMPINE et GORDGNM est la suivante:




\ P
Sn+1(K)=hn+1ncgk+1,1—gk,1) cg5x+1,n+1

Aveg:

P

8i: hn + 1 = rh et hn = h on aura:

p
¢ K+1,n+1

P
(rh) (2rh).......(keh) £ [onel, el - K]

il

- P
K
« rfK+1,n+1 $r+1,n+1

1

adnpmna

*
Or: gquant le pas est constant 6na gk + 1,1 -~ gk, 1 = 8K

k+1 o P
== En + 1{K) = r h K €K+1, n+l ¢K+1, n+l

de 1a l'erreur & 1'étape tn + 1 devient:

k+1

* P
6n+1 () =ERK + r avec ERK ==‘hn G—K.}.l, n+s1 T K ¢K+1, .n+ll

Il en serait de m8me pour le cas ol il y a ECHEC au pas.

Il.4.2 ALGORITHME EN PHASE NORMALE DE FONCTIONNEMENT :

Aprés une phase de démarrage décrite au paragraphe suivant, l'intégra-

tion atteint un régime de crofisidre, oll le pas et ltordre sont ajustés

en fonction des variations de la solution.

* Contrdle du pas:

On a vu qu'un choix efficace du pas consiste pour une valeur de tolé-—

~

rance EPS fixée & imposer la condition suivante pour accepter l'étape

en tn:

P .
¢K+1, n+l = \tjl,n + 1 o.......aYK,n-z-l f {tn + 1,..., tnsl — k)
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\Snl < EPS (ou \ERK[ 4 EPS si le pas est constant)
on recherche ensuite un pas hn + 1 = r hn pour l!'étape suivante, tel’
gue: ‘
k+l 1
En+1=. P ERK £ 0.5 EPS =P r =(0.5 EPS) K+l
’ ERK

Ce principe admis, 11 faut maintenant en préciser les limites d'applica-
tion. En effet, pour assurer la stabilité du schéma lorsque 1'ordre est

supérieur a4 1, on impose un maximum au rapport.hn + i/ hn, pratiquementk
le pas sera au plus doublé d'une étape & l'autre.

.

" D'autre part, les séquences de pas constant étant particulidrement recher-
chées pour l'alldgement qu'elles engendrent dans le calcul des coefficientd,

on augmentera le pas gue lorsqu'il est possible de le doubler.

k+1
Soit done: . -..0.5 EP§ »2 . ERK

Par contre, il n'y a aucune restriction sur les réductions du pas, sauf

celle qu'impose le calculateur (r > & la précision de la machine).

* Traitement d'un écheg: .

Si lﬁn' > EPS {(ou ERR° > BEPS pour un pas constant), on reg~

titue les informationa et on procéde comme suit:
- 8i c'est le ler ou le 2&me ECHEC, le pas est réduit de moitié et
l'ordre conservé:

- gl c'eat le 3&me ECHEC, le pas est réduit de moitié et l'ordre
est réduit & 1.

%

Contr8le de l'ordre:

L'ordre étant limité & 12
: " i1 nous faut trouver un ordre pouf lequel:
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[ €l ¢ mv (]ER] o { &nl)

En fait, on recherche localement le meilleur ordre & partir d'un ordre
donné & plus ou moins une unité, mais rien n'assure gu'un ordre supérieur
ne soit pas meilleur. Cette considération nous incite & favoriser la montée
en ordre qui en général accroft la précision; mais d'un autre c6té, on doit
éviter de passer trop facilement sur des “ACCIDENTS" de la solution {point
anguleux, asymptote verticale...-etc), car la suité des calculs en serait

trés altérée,

De plus, lorsque l'ordre et le pas augmentent rapidement (surtout en phase

de démarrage), il vaut mieux parfois réduire l'ordre pour partir sur des va-

leurs trés fiables.

On est ainsi devant le dilemme suivant:

* la montée en ordre est favorisé et les résultats obtenus sont trés précis

et trés efficaces dans le cas régulier.

* pour mieux suivre le cas & "ACCIDENTS", la descente en ordre est souhaitée,

et cela devient souvent une politique trés cofiteuse,

Partant de ce raisonnement, on ne peut changer l'ordre que si l'erreur prée

dite est réduite; & chaque &tape, on considére alors la réduction de l'ordre
_‘_(_--—-’(Kul).
Si K >'2 benl ¢ [ €nl

si K= 2 [6n ] < 0.5 '|€n]

Dans le ces od il n'y a pas d'ECHEC et le pas est constant depuis K &tape,

+
on posséde alors une estimation de ‘Eﬂl‘

165) < mv (181, 1851)



- Augmentation de 1l'ordre:

31- gnl <|Enl<|6?x| 14 K < 12

Si Iegla{o,s If.n‘ K= 1

* ALGORITHME:

L'algorithme de la phase normale de fonctionnement est alors le

suivant:
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CALCUL DES COEFFICIENTS BLOC 1
¢i(n) transformé en ¢| {n) BLOC £
PREDICTION
f(n) transformé angﬁi&(h)
DIMINUTION
de
L'ORDRE
QuUI
€nl¢ E?S
BLOC 3
Traitement de 1'échec
81 PDO (preposition de diminution de
1'ordre):
diminution de 1'ordre
choix du nouveau Pas
BLOC 4

-3

CORRECTION ET EVALUATION

*

51 PDO

ou nb de pas constant inférieur é K

ouUI

‘ NON

SALCUL DE 8 n
T

CHOIX DU PAS ET DE L'OR~
DRE POUR L'ETAPE SUIVANTE

l RETOUR



I7.4.32

ALGORITHME EN PHASE DE DEMARRAGE - CHOIX DU ler PAS:

Le schéma est auto-démarrant si on cheisit A la premidre étape
l'ordre 1 (on a besoin gue de la valeur initiale yo pour démarrer

1l'intégration}). Dans ce cas, il faut choisir un pas ho tel gue:

2
o

oy

‘Y(E}(ﬁﬂl £ EPS/2 o 4,E [to.m]

2
en démarrant & 1'ordre 2, on aurait & choisir ho tel que:

3 (3) ) ‘

ho | ¥ (4)!;124@5/2 ol 41 < tl

Ainsi, dans un cas on aura choisi:

ho = (EPS / { 2 (51)]) %
et dans 1'autre cas:
ho = (6 Eps/ | v® 42y l) ';j
$i on suppose quely' -’ (gl)l et |v'¥ 62)] sont tous deux non

nulles et de mdme ordre de grandeur, on constate le gain réalisé sur

la taille du ler pas en démarrant & l'ordre 2 surtout pour EPS %trés

petit.

2
Pour pouveir démarrer 3 l'ordre Z, on choisit la méthode P1 (EC2) E
qui posséde le méme erreur de consistance que le schéma correcteur,

il nous reste la difficulté de l'estimation de l'erreur du schéma:

Celle~ci s'exprime en fonction de la dérivée d'ordre 3 de la solution.

LY

Pour cela, on compare les résultats du schéma a un autre du méme ordre;

le schéma du point-milieu dé&fini par [4]
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Yn + 1 = ¥Yn + hn (f(tn+m,yn+hn.gﬂ)
A

On note:

(1} :
Yn + 1 et ¥n + 1 les solutions aprés la lére et la 2&me correction

du schéna Pl (ECz)zE et par yn + 1 la solution du schéma du point-

milieu dont l'erreur de consistance est donnée en [df]

(1) -~ 4
£n = ( o+ oym o+ 1~ 2yn + l) / 6 + O (hn) (IIX.17)

¥ Choix duy ler pas:

Il faut maintenant choisir le ler pas pour pouveir démarrer l'in-

tégration); ctest~a-dire, la valeur du pas _ho qui nous donneralit:

| €0l < ees

2
On_a le résultat suivant établi par {1}
(¢} *" kel (k1) - ke2
en = BK,n hn ¥ {(tn} + O (hn }

k+2

&
La relationi E;n = Ean + 0 {hn )} nous donne:

(g+1) k+2
¥ mit}y (tn) |+ 0'(mn )

En

Avec un autre pas h'n congstant on aurait: .

| el (k+1) k+2
8n= U; h'n ‘Y(tn)’+ 0 (hn )
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En négligeant le terme d'ordre (K + 2), on obtient:

* * A
h'n = (le,n EPS/2 § K, Iﬁni) k+1 hn (11.18)

Tel gue: .
[en] 2 EBs
2

Finalement, on procdde comme suit:

~ On estime €0 par la relation (I1.17) ?o accepter ou refuser le pas
8y
et avelr une estimation correcte de i Y thZI.

- Cette estimation doit permettre de choisir & nouveasu un premier pas pour

la formule:

2 ho' = (EPS/E iSO\)%.ho

Cette formule découle directement de (11.18). Or, & l'étape suivante,
l'ordre est maintenu & 2 et le pas doublé; on ne doit donc prendre que

la moitié de cette valeur (2 ho'/2).

La correction sur le choix du ler pas aura lieu sl he est trop grand

ou trop petit. On a denc deux cas.

ler CAS ~ ho est trop grand:

81 avec le pas 2ho 1l y a échec au pas, cela se traduit par:

3 ¢ (3)
6‘0 (2 he) K Y  (to)
' 3
4 =p£0 = (2 ho) |503| > EPS
3 .
foo¥i B v (w0 ho

D'ol: ’ EUI > EPS
8




EURLe

2éme CAS - ho est trop petit:

Si avec ie pas (4 ho), il n'y a pas eu échec, cela se traduit

par:

) 3
Co= (4no) (Eol o gps
3 -
ho

D' Ou: €0l '(I_s_g_s_
64

. }
EE,H = sz si h reste constant d'ol le ler pas est accepté.

OR;
SI: gps < 160 £ EPS
64 T8
3) 4
OR: ‘SO, = 21_9_3 Y( )(to) en négligeant le terme d'ordre hg

i

€

3 3 i _
= (l._@_ EPS/ VY (to),) "< hOo < (.52: gps/ | v (to) l)s {11.19)
3 2

(3)
Si on affecte & priori la valeur 1 2 fy " (%0) | alors ie ter pas est:

1

—

ho = {3 EPSY3
7

REMARQUE :

Si la dérivée d'ordre 3 vient & s'annuler en to, le pas serait infini

{Relation II.19).

Pour cela, l'utilisateur du programme dolit définir une borne supérieure

pour le choix du ler pas.
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* DESCRIPTION DE LA PHASE DE DEMARRAGE:

Dans cette phase on double le pas et on augmente l'ordre d'une unité
4 chaque &tape. L'opération se poursuivra jusqu'd ce que l'erreur de
consistance que l'on obtiendrait avec le pas congtant h (égale au dou-

ble du pas actuel) et & l'ordre supérieur soit plus grande gue EPS/2.

Cette erreur Sﬁ ne peut 8tre calculée que sous l'hypothése que

‘ Y(iwl) ‘ o/ ‘Y(k+2)

{tn) (tn)l . De ce fait, cette valeur ne sera

pas calculée par contre & chaque étape. La diminution de l'ordre est
envigagée, elle prend effet dég qu'elle est retenue, c'est-d-dire, dés

que:

lex | < lgnl

Ceci permet d'améliorer la précision des calculs.
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CHAPITRE II1: COMPORTEMENT EFFECTIF DES METHODES:

Les deux méthodes décrites dans les CHAPITRES précédents ont &té implantées

sur calculateur, griice a4 deux programmes rédigés en FORTRAN.

Le programme contenant la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variable & pour nom
SIMUL. Il est appelé & chague pas avec un pas proposé, et il rend la main

avec de nouvelles valeurs pour le pas sulvant.

Par contre, la méthode PRECxE a &ét& implantée dans un sous-programme ap-
pelé ITER. Aprds chaque pas d'intégration, il donne de nouvelles valeurs
de l'ordre et du pas pour la prochaine intégration {pas et ordre variables).

L'évaluation de la dérivée est trés cofiteuse, elle constitue une grande par-
tie du travail effectué lors d'une intégration. De ce fait, le coilt d'une
méthode est estimé grice au nombre d'évaluations de la dérivée lors de 1l'in-

tégration. Dang notre cas, nous avons au minimum deux {(2) évaluamtions per pas

d'intégration.

1) EXEMPLES TRAITES:

Dans les tableaux suivanfs, on donne pour chague valeur de EPS fixe
{erreur de tolérance), le nombre d¢'évaluations nécessaires pour 1tinté-

gration, la solution, et la valeur maximale de l'erreur absolue ou rela—

tive commise durant l'intégration.

a) Comportement de la méthode PgrECkE

a.l1 On désire intégrer le systéme suivant:

Y'4(t) = Ya(t) o Y3 (t) Y1(0) = 0.0 .
(1) Y'U(t) =-W(t). Y3 (£) 8vec  Y3(0) = 1.0
YI3(t) =<0.51 Ya (£)¥a () .. - ¥3{0) = 1.0



&
B3
i

Sur une période T dont le quart de la péricde est:

T
4

1,862640802332739 avec une précision EPFS =

les solutions du systéme (1) sont:

¥a

Y4

Y3

(£} = Ce
(L) = 1
(£} - 1

L'intépration sur calculateur du systéme (1) sur 4,40, 400 % 40G0 pas

fournit les résultats suivants:

Erreurs Nbre. d'éva—
Nbre. de Pas Selution calculée _ )
comhises luations
. -
Pour 4,40 Ya (£) = | - 0.5120307 E - 04 | 0.51210
et 400 Pas Yy (%) = 0.1001184 E + 01 11810°° 113
Y3 (t) = 0.1000293 E + O1 291077
Pour ¥4 (t) = 0.1802303 E + 07 0,18 10
-6
4000 Fas vy (t) = 0.1000002 E + 01 210 ge1
Y3 (t) = 0.1000000 E + 01 & 1078

a,2

Intégration du systéme (2) sur [0.5-—]ME avec contrdle d'erreur

relative:

{x)

¥ (t) =

avec

2 ¥{t) / {1~t}

Y {0.5) = 4

2
la solution du systéme (2) est -¥{t) = 1/(1-t) elle admet donc une

~asymptote verticale en t = 1.
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-5
Pour EPS = 10 l1'intégration a progressé jusqu'd t = 0.9999999999995035

avec comme dernier Pas réussi hn = 0.9443 E - 13

Les réasultats obtenus sont:

t Solution calculée Erreurs Nombre
commises d'évaluations
0.% 4 : 8] ¢
0.6 0.6244567 E + 01 0.0054 30
.7 ~ 0.1103490 E + Q2 0.075 az
0.8 0.2498775 E "+ 02 . 0.012 : 52
0.9 0.9998045% E + 02 G.019 62
1 ECHEC AU PAS AVEC T = (0.1000000 E + 01

a.3 Intégrons le systéme (3) sur Ié.d] avec contrdle d'erreur absolue:

VARED 1 - 2 (t-4) (y-t)

(3) 16

Y {(0) 0+ 10 €

]

‘ 2
La solution est alors Y(t) = t + 10 Cxp (—(t—4))et Y(4) = 14

Les résultats fournis par l'intégration sont:

Nombre ‘ Erreur:

EPS Solution calculée

d'évaluations Absolue .
1073 42 0.8475248 E + 01 5.525

-5

10 87 0.1318956 E + 02 0.82
10”7 149 . 0.1388%10 E + 02 0.12
10716 506 0.1400048 E + 02 0.49 1073




Si on avait annulé la condition initiale {i-e Y{(0) = 0), la solution se-

=6

rait Y(t} = %, en perturbant cette dernidre de € =10 616 A ) , la

solution est alors Y(t) = t + 10 Exp [-— (t-4)° ], soit donc & t = 4 on

passe de Y (4}1= 434 YE (4) = 14, le systéme (3) est donc un systéme

instable.

D'aprés

le tableau précédent, la solution du systéme instable ne peut &tre

correctement suivie gque si l'erreur de tolérance EPS esat suffisante pour

prendre

en compte la valeur initiale. De ce fait, la précision au début de

1l'intégration est primordiale.

a.4 In

tégration sur_go - 0.810“3:] avec contrdle d'erreur relative du ays—

téme {4) sulvant:

5 : . 5
Yi(t) = - 10 Y(%) -10t
solution Y(t) = e.
(4)
Y () =1 Y080 = 0.0000
EPS Nombre . Sclution
d'évaluations calculée
-3
1¢ 468 0.15814498 E -~ 34
1075 685 0.1760827 E — 34

Le systéme (4) est raide (STIFF), la solution décroft pendant une
phase transitoire trés rapide jusqu'ad la valeur 0.4510"4. puis elle

atteind son régime permansnt avec une valeur pratiquement nulle.

Bien que le programme ne résoud pas les systdmes STIFF, la résolution

du systdme différentiel précédent revient & ce que la raldeur (STIFFNESS}
de ce dernier ne dure qu'un trds court instant pendant lequel la préci-
sion est plus importante que la stabilité pour la poursuite de l'inté~

graﬁion.
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Comportement de la méthode de RUNGE-KUTTA & pas varisble comparée

avec la méthode & pas constant:

Dans ce paragraphe, nows allons comparer les deux méthodes de RUNGE-KUTTA:
l'une & pas constant, =t l'autre, & pas variable, tant du point de wvue colit

caleul que précision des résultats en intfgrant les systémes sulvants:

COMPORTEMENT EFFPECTIF DE LA METHODE COMPAAEE A CELLE DE RUNGE~KUTTA

CLASSIQUE:

Résolution de dy/dt = - ¥ avec ¥ (0) = 1

En utilisant le I contrdle d'erreur

hn ¥Y(n,1} zl

Y(n,1) Zi - T ~ Neval

0.2208679 E + 00 0.4488230 E =~ 04 0.4483642 E ~ 04 0.1001249 E + 02 230

ERREUR AESOLUE = 0.458813%929 E - 07

*h

Résolution de dy/dt = - ¥ avec ¥ {(0) = 1

En utilisant le 2 contSle d'erreur

zl I Neval

0.1175846 E + 01 0.4071327 £ - 04 0.2598865 E -~ 04 0.1085785 E + 0Oz 65

Y

ERREUR ABSCLUE = 0.147246210 & - .04

Résolution de dy/dt = -~ ¥ avec Y (0) = 1

En utilisant le 3 contrBle d'erreur

hn Y(n,1) 21 T Neval

0.9999487 E - Q1 ‘0.4410748 E ~ 04 0.4410470 E - 04 0.1002804 E + 02 550

ERREUR ABSOLUE = 0.,277897776 E ~ (OB _ .
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Résolution avec la méthode de RUNGE-KUTTA clasgique:

ha (1) ZL z ~ Neval
4.1000000 E + OO 0.4540034 F - 04 0.4539984 F - 04 0.,1000000 B + 02 AQ0

ERREUR ABSQLUE = 0.4973584 § - 09

L'importance du ler contrBle d'erreur est mise en évidence sur les solu-
tions trés réguliéres, il permet d'approcher la solution avec une grande
précision pratiguement la mBme que celle (précision) cobtenue avec la mé-
thode de RUNGE-KUITA classique. Mais l'avantage réegide dans le moindre
colit ol nous avons 230 contre 400 évaluations. La valeur de hn dans le
premier contrdle d'erreur est plus que le double de celle de hn obtenue
avec la méthode de RUNGE~KUTTA classique, donc ce contrdle dlerresur

adapte la méthode & la régularité de l= solution.

Bégolution de dy/dt = —~ 10 * ¥ avec ¥ (0) = 1

En utiligsant le ler contrSle 4'erreur

hn ¥Yi{n,1} Z1 T Neval
0.2650886 E + 0O  (.3832454 E - 04 0.42170i0 E - 18 0.423099%E + 01 240
ERREUR ABSOLUE = (.38324%388 F - 04

Régolution de dyidt = - 10 ¥ Y gvec ¥ (0) = 1

En utilisant le Zéme contrdle d'errour

hn ¥in,1) Z1l Neval

o3

Echec au contrdle du pas. hn = 0.2132



&

0.1000000 E

0.5000000 B

- BT -

Rézolution de dy/dt = - 10 * ¥ avec ¥ (O} = 1

En utilisant le 3éme contrdle d'erreur

¥{n,1) & - T Neval

n———

+ QG 0.9888700 E - 17 0.2774812 E - 17 0.40425385 E + 01 230

ERREUR ABSOLUE = 0.711388810 E - 17

Résolution avec la méthode de RUNGE-KUTTA classique

Y1) A T Neval

o r— : o

0l 0.4385062 E - 17 0.4248468 E ~ 17 0.3999997 E + 01 320

ERREUR ABSOLUE = 0. 1365941 E - 18

Dans ce cas, 1'équation est légérement raide, on remarque alors 1l'im-
portance du 3&me contrdle d'erreur qui permet d'obtenir un résultat
avec une trés grande précision pour un colt trés faible, solt 230 éva~—

luations de la dérivée contre 320 évaluations avec la méthode de RUNGE~-

KUTTA classique.
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PARTIE B: SIMGLATION NUMERIQUE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UN MANIPULA-
TEUR RIGIDE ET ALGORITHME DE COMMANDE ADAPTATIVE:

INTRCDUCTION::

Nous nous intéressons au probléme de la commande d'un robot manipulateur
rigide. Ce probléme semble 3 priori difficile, du falt de la non-lindarité

des relations entrées-sorties de ce dernier.

Les stratégies simples de commande peuvent toujours &tre appliquées tant
que la non-linéarité du probléme peut &tre négligée (manipulateur trans-
portant un objet ccnnu & faible vitesse). Dans le cas contraire, 1'é&tude

de commandes plus élaborées est justifiée,

Ces commandes se feront en boucle fermée, du fait que la solution par retour
d'état est trés pratique en raison de l'insensibilité vis-d-~vis des perturba-

tions externes gu'elle apporte.

Nous allons simuler le comportement dynamique d'un manipulateur en exploi-

tant un algorithme de commande adaptative proposé par TOMIZUKA et HOROWITZ [i}.

Noug montrerons que les résultats obtenus sont la conséquence de liutilisation
de grand-gains, solt done les bons résultats enregistrés sont plutdt dis & la

robustesse de la commande qu'd l'adaptativité.

A ; - f o
Four pouvoir mener a bien le travail que nous nous sommes proposés d'effectuer,

rnoug avens eu bescin du modéle dynamique du menipulateur.



-CHAPTITRE TI: COMMANDE DYNAMIGUE DE MANIPULATEUR:

La simulation d'une commande dynamique d'un manipulateur exige la résolu~

tion des équaticns du moddle mathématique de ce dernier.

a

Obtention du modéle dvnamicue d'un robot manipulateur:

Le modéle dynamique des rcbots manipulaveurs permet l'étude de leur
comportement sous l'action des couples ou des forges développds par

les moteurs, grice aux moyens de la simulation. La mise en osuvre d'un
algorithme de commande est nécessaire dans ce cadre. C¢ modéle peul &tre
déduit & partir des éguaticns de LAGRANGE, gui sont les plus usitées, du

fait de leur manipulabion aisée,

1. Forme générale du modéle dynamique EZ} H

Tout manipulateur rigide est un systdme micanique invariant dansg le
temps, son énergle cinédtique est une forme quadratique définle posi-
tive par rapport aux vitesses généralisées (vitesse articulaire).

Si M (g) est la matrice d'une telle forme cu matrice d'inertie du

manipulateur est T (g , q) l'énergie cindétique alore:

M (a) &

- — -~

e
]l

T (g ., {B.1}

male

en posant @ = EQi.j i = 1,N vecteur de forces généralisées {cou-
ples ou forces s'exergant sur les articulations du manipulateur exer-

cées par les moteurs, dlis & la gravité, aux frottements,... ete).

t en appliquant les égquaticns de LAGRANGE:

Qi = d Uy - O i =1 &N
L] - .
at | i wai
e -
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& l'équation (B.1), aprés avoir développé et regroupé les termes, on re-

-~
trouve la forme générale du modéle dynamigue:

=

* M (g): matrice symétrique définie positive et pour raiscon de struc-
ture d'un manipulateur, aucune de ses valeurs.propres ne tend

vers zéro.
1 2T
E —
- -~ » » ra 3 -

& composantes réelles, continu- en gq,q et bornées uniformément.

L . [
* E,(g.g) = Bg: vecteur des forces de coriolis et centrifuges,

REMARQUE :
Les coefficients des matrice M et B dépendent des ﬁi d'une fagon fortement

non-linéaire.

2. ALGORITHME ([3]:

Le manipulateur est considéré comme un ensemble de corps (i ou seg~

ments articulés {FIGURE 1).

systéme

main~-charge

n. Liaison

Ve bnodn W e e W R de Y T oW e e e e e oy

[v2]
1)
jes
(0]
L

'
Manipulateur a chaine cinématique simple
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LiEnergie cinétigue Ti d'un corps Ci peut &tre vue comme étant la
somme de son énergie cinétique de translation (masse ponctuelie) et d'une
énergie cinétique de rotation autour d'un axe Z passant par le cenijre de

nasge. Z

2 i
Ti=1mi Vi « Wi L~ wi
2

REMARQUE: - Les vitesses VGi sont exprimées dans le repére Ri 1ié au

corps Ci, pris par rapport 2 Ro

i . .
~ I7 représente le tenseur d'Inertie.

L'énerpgie cinétiaue fotale esti donc:

T K 2 '_Li
= 1mi VGL o+ Wi Wi
B (et o en)

Une fois cetite énergie définie, 1'algorithme est le suivant:

* Les matrices de transformation des repéres (passage de Ri (Bi,.Xi,Yi,2Z1)

1ié au corps €i & Ri+1 (0Qi+l, X3i+1, Yi+l, Zi+1} 1ié au corps Ci + 1},

dans le cas d'une rotation sont:

1 0 0

i+l
Mi = 0 Cosqgl - Sin gi
Q Singi Cos qi

4 une permutation des lignes et des colonnes prés, suivant 1l'axe de

retation.



* transformation des vitesses de tranglation lorsque les degrés de libar-

té sont des rotations: .

{0) (o} (o) S
Voi + 1 (Ri) voi o+ Wi (RE) Aol 0i +.1 (Ri)

il

(c) {i+1) (o)
voi + 1 (Ri} 753 VOi + 1 (Ri + 1}

i

# Lransformation de la vitesse de rotatiecn d'un repére:

s{c) o+ il _ i T (o)
Wi (Ri) = ¥i (Ri - 1) + (Mi-1) Wi-1 (Ri-1)
+ A=l
Qi Wi (Ri-1} esk la vitesse de rotation du repdre Ri/Ri-1,

exprimée dans le repsére Ri-l.

N.B.: Nous @vons omis de parler des translations du falt que tous

les degrés de 1liberté de notre manipulateur sont des rotations.




- 53 -

Pour notre é&tude, nous avong pris comme manipulateur rigide, l'exemple

traité par [1] :

mp: la charge transportée (variable)
Gi: angle de rotation

mit masse du corps Ci

GQ: position du Centre de Masse

FIGURE 1: SCHEMA D'UN MANIPULATEUR & 3 D.D.L. (3 ROTATIGNS).
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COMMANDE ADAPTATIVE:

Nous avons vu gque le modéle mathématique du manipulateur sst de la

forme:

M (Xp) Ap + N (Xp, Xv} = Q'(t) {B.2)
ou:

ﬁp: vecieur . posgition

Xads vecteur vitesse

Les commandes adaptatives sont utilisées entre-—autres pour deux

raisons:

1)

2)

L'évolution de la structure du robot, intervenant lors de la prise
d'objet, condult & une inadéquation du moddle aussi complexe soit-

il & la réslité physique.

L'importance de l'identification approchée de la structure afin de
déterminer les caractéristiques essentielles du manipulateur indé-—

pendamment de la configuration prise par ce dernier.

Leur principe consiste en l'identification en ligne des matrices

' ) A
M et N. On utilise les matrices identifiées M et N dans le schéma
de commande pour obtenir une commande dite indirecte: il s'agit

d'identifier le modéle du systéme tout en commandant le systéme.

Maiheureusement, la complexité et les difficultés de 1'identifi-

cation ne favorisent pas 1l'application d'une méthodologie générale.
Cependant, une technique consiste & estimer récursivement [es8tima-

tion implicite) un vecteurfakde paramétre constant ou lentement va-

riable au moyen d'une relation de la forme:

T
Gy = B () v (6 {B.3}



Qu: Y (&} = vecteur de "mesure" connu

T .
ﬁb {£} : matrice d'chservation connue de dimenssion compa-

tibie avec elle de y () et ﬁﬁﬁt}.

L'équation (B.3) est obtenue aprés paramétrisstion de i'équation {B.2},
TOMIZUKA et HORCWITZ ﬁg propogérent en 19280, un schéma de commande adap-—
tative indirecte appelé schéma MRAC {commande adaptative avec modéle de

référence}.

Le probléme est donc de générer une commande Lj(xp(t), Av(t), %) qui per-
mette aux trajectoires (Xp(t}, Xv(t}} de "suivre” les trajectoires

{xpr(t), Xvr{t}) &laborfes & partir d'un moddle de référence d'équation:

Xpr (t) = e (o)

131, souEmMa_meAc cowtmng (1]

Cfest un schéma de commande adsptative avec modéle de référence. I1
essure un découplage entre les différents joints dfarticulations {les

degrés de liberté), et une compensation non-linéaire,

1} Compensation non linéairs st découplage:

En niégligeant les forces de frottements difficilement modélisa-
bles et de gravité souvent compensfes par contre-poids, 1'équation

{B.2} devient:

Map) % + ¥ (%, X)) = Q (%) (B.4)

La loi de commande permettant d'abteindre cet objectif est:

Q () = W (xp) W + VX , %) (B.5)

il

Xv (t)
Eé (£) {B.€)

Tel que: Ep (%)

*
v (&}

i



L'éguation {B.6) représente trois double intégratéurs découplés. De ce fait,
le premier terme du second membre de l'éguation (B.S) sert é découpler les
interactione entre les différents degrés de liberté, alors que le second

terme sert & compenser le terme ¥V (Xp,Ys) dans 1'équation (B.4) du manipula-

teur (compensation des forces de coriolis et centrifuges).

Pour utiliser la loi de commande (B.5), il faut connaitre au préalable, les
valeurs de M(Xp) et V(Xp, Xv) qui seront calculées et stockées pour chaque
valeur de Xp et Xv, ce qul représente un travail trés cofiteux en temps cal-
cul et place mémoire. Un moyen de contourner la difficulté et d'utiliser une
commande adaptative (il s'agit d'ajuster les paramétres dans la loi de com-—
mande jusqu'd ce gue les dymamiques du manipulateur convergent vers celles

décrites par l'équation (B.6), utilizant le schéma MRAC continu gqui se résu~

me comme sult:

- MODELE DE REFERENCE

Il est défini par les équations suivantes:

Xor (t} Xvr (t)

#

{B.7)
Ur ()

i

ier (t)

1l sert surtcut au découglgge adaptatif, dans ce cas, le couple d'entrée

gat, alors:

S Fil
Qt) = W(s) Ure) + ¥t Xv) = Bp £p(v) - Bv wfu(e) (E.8)
AVEC: | _
gp(t) = Xplt) - Xpr{t} 1'erreur de poursuite en position
8v(t) = Xv{t) - Xvr{t) 1l'erreur de poursuite en vitessze

ﬁ(t) et ﬁ{t,ﬁv) seront ajustées par un algorithme d'adsptation, Ep et Fv,

deux matrices qui garantissent la stabilité du schéma rebouclé.

L'utilisation d'un calculateur pour ie traitement et le stockage de 1l'infor-

mation nous impose une commande numérique, de ce fait 88c(t) sera une commande

échantilionnée.
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COMMANDE ECHANTILLONNEE :

Quand on simule le comportement d'un systdme physique, on a accds &

toutes les grandeurs intervenant dans le modéle du systéme,

Cet accde aiwé aux divers paramdtres et variables, est d'allleurs une
source dferreurs, si on ne prend pas la précaution de bien séparer les
variables internes du modéle des variables accessibles aux mesures.

1'éeriture du moddle sous Torme d'éguation d'états, et d'équations de

megures permet d'éviter cet écueil, soit done:

X(6) = E((£), Y(t))

Y =CX avec c=1 dans notre cas. Od I est la ma-

trice identité.

L'éguation d'état &tant:

X(t) = £(x(t), L))

La commande W(%) varie d'une fagon discontinue et reste ¢conatante pen-—
dant la période d¢'échantillonnage Te , les mesures ne sont effectuées
gu'aux instants k'T"E (KEN)}, dane ce cas, l'égquation de mesure eat

alors discréte.

Yk = g (X (K]E)

La valeur de la commande entre l'instant KfrE et ltinstant (k+1)‘rﬁ

est calculée & partir des mesures disponibles & ltinstant Kk VE soit donc:

Uk = n (Yk)

h pouvant contenir des termes déorivant un mécanisme adaptatif. Connals-
gant l'état Xk & l'instant k“rE pour le déterminer & l'instant (k+lf1EL,on

intégre l'équation différentielle suivante:

x(t) = £xeey, Ul
XKTE) = ¥k

e [kTe, (e)TE ]



CHAPITRE I1: SIMULATION NUMERIQUE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE D*UN MANIPU-
LATEUR RIGIDE PAR LE BIAIS B'UNE COMMANDE ADAPTATIVE:

Neus allons simuler ie comportement dynamique d'un manipulateur rigide &
trols degrés de llberte (FIGURE X ), transportant trois charges différentes

5 kg, 10kg et 20kg, en utilisant une lol de commande adaptative.

r

Soit done:

B(Xp) Zp + ViXp, Xv) = Q (%)
ou+ Qi) = Iﬁ(t) Urie) + V(’c Xv) ~ Fp f»pf"t:; - Fv E-V(t*
Boou: (1“) M(XP} Q(t) ~ V(Xp, Av) (8.8}

(Xp z Qlt) - V{¥p, Xv) dt (B.10)

Au courg de plusieurs études de simulation, il s'est avéré E}] gue le bterme
non~linéaire V(Xp, Xv) est secondaire, de ce FTait, négliger le terme V(t Xv)

ne cause aucun changement essentiel dans la réponse du manipulateur.

De l&, l'Sguation {(B.10) devient:

7
= jm (Xp) ¥ Q(t) dat. (B.11)
«/

e} = H(E) Us(s) - Fp Eplv) - v Evle)

Le modéle retenu est done de la Torme:

Q(t) {B.12}

%g:
i

N (Xp)

Qu: By = o) o Qv

e

La transformation canonique suivante permet d'exprimer 1'équation (B.12)

sous forme 4'éguation d'éfat:




En Qosant:
fplt) = Xv(t)
Xe(t) = W ()

On chtient alors le systéme suivant:

oA,
w| _|
Xv

de la méme manidre, on écrii le modéle de référence sous forme:

H .
Ot I3 1% 1. L9800 aw
03 03 || x W (xp)

3

1 )
xel 103 ) Dllwee|, [ Q2] Uro)
Xvr 03z 1 Os Rvr 13

I. SYNOPTIQUE DU SCHEMA MRAC CONTINU:.

Le schéma synoptique sur lequel nous avons travaillé est extrait de
celui proposé par TOMIZUKA et HOROWITZ {1 avec de légéres modifica-

tions,.notamment la suppression de l‘algorithme d'adaptation domnant -

A
le vecteur ¥(t, Xv).

1) Commande en congigne:

Cette commande est définie par 1l'éguation suivante:
Ur(t) = (X - Xp) - BXv
Résultat établi dans E?] .

Dans notre cas, on as

Uri4) = _KK'; (xc(d) - Xp(6)) - KpXp(A) - Kv Xv(4) = Xp(4)

. =D ASXp(._&) = KT {Xc ~ Xp(d})w Kpa Xpld})- -~ kva’ Xp(d)
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Apres regroupement, on trouve:

% -
Yp (8) = T Yo = k= Xe

53¢Kvsg+kps+Kx . (amg){gz + by + )

La congtante de temps et le dépassement de ia répense indicielle se réglant
par le choix des constentes Kx , Hp, HEv.done, ces dernidres sont déternminées

entidrement par la dynamigus du ralliement de la consigne.

2} Btabilité du schéma MRAC:

La stabilité du schéma reboucld (Boucle II} est asymptotique, c¢'egt-a-dire

que:
iim Gplt) —— 0
£ ey P

51 lg fenction de Lransfert 4{5) définie par:

G(s) = Cp + Ov g
MSd+FvS+Fp

. . P . - . .
est strictement réeile positive [(résultat &tabli dans L*E
ceci suppose que ia matrice M (Xp) reste constante pendant 1'adapta-

tion.

Les matrices Tp, Fv, COp, Ov qui doivent zatisfeire la condition de posi-
tivité de ¢(8), sont obtenues & partir du lemme de stabilité de:

YERUBOVITCH ~ KALMAN -~ POPOV

3. Algorithme d'adapiation:

A ;
Lialgorithme d¢'adaptation permettant d'sjuster la matrice M{%) est donnée

par TOMIZUKA et HOmowITz (1]

a ﬁij(t)l = o~ Kij [f- erj} i 1,2,3 8t §=1,2,3 (B.13)
at ™ ‘
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Avec: ¥(t) = cpEp(t) + ov Eu(t) et Kij>0
Tel que:

K = KM = Kig = 5 ; Kat= Kas = 0.0
Bt K3y = 7
II. RESULTATS DE SIMULATION:

Avant de donner les résultats de simulation, nous allons d'abord pré-
ciser le schéma de la commande Wr(t) ainsi que celui de l'algorithme

d'adaptation que nous avons implantés sur calculateur.

"N'ayant aucun moyen afslogique pour parfaire l'intégration continue,

nous sommes passés au systéme discret.

- Schéma de commande Ur(t)

En _posant:
Ur(s) = U(s) -~ v(s)
Avec: V(S) = Kp Xp(S) + Kv Xv(s)
et
Lis) = g;_ (xC-Xp(s)) (B.14)

L'équation (B..lh) correspond au schéma suivant:

On a alors:

S U(s) = Kt (Xe (8) - Xp (8)



-7 .

En passant & l'équation temporellie, on aura:

U'(t) = Kt (Xe - Xp(£)} = W (tns1) - Jf(tn)

tn+l - tn

Pour: tn {tn+l - tn) trés petit

U (tnei) = Uitn) + 6t Kt (X - Xp (1) )
=$ )
Uito }= 0 at 4t = tn+l - tn
En fait:

st = tnsl - tn = (K+1)TE - kTE = T&

période d'échantillonnage qui sera trés petite pour agsurer la constance

des coefficients dynamigues sur une pPériode (pour raison de stabilité).

~ ALGORITHME D'ADAPTATION-

Partant de l'&guation:

a [msw] = - xiy [vioxwrs]
at

la dérivée d'une fonction F au point Y. 0 east:

¥ {%¥o +h}) - F (3:0) e Ft (Xo)
f®o+h) -~ Lo

Appliguée & 1'éguation précédente, cela permet d'obtenir:

a £ﬁij(t§‘f}] = %ij (£8) -'r?!ij (td) avec t = t3+ h
at Pr—

=5 hp _ri_m{igij (tg)] mij (tBr - iy (£3)
‘ dt .

=P :x:ig (tﬁ)zgij (t §) - hﬁ Kij [Yi X,vrj] (B.15)
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Avec:

tﬁﬁﬂKTE', (K+1}TE] et !}ﬁ : pas d'intégration,pour initia-

liser l'équation (B.15), nous avons utilisé les valeurs suivantes:

' T T
ﬁ (to) = ¥ (0) avec ’Exm » Xp% ng] = [0.0,0] rd

dang le cas ou la charge est de 8 kg.

Les éléments de la matrice d'inertie M {Xp) du modé&le du manipulateur que

- nous avons implanté sur machine sont donnés en Annexe (B.g). La matrice

d'inertie est fonction du vecteur position Xp ainsi que de la masse varia-

ble de la charge transportée et qui wvaut Skg, 10kg, et 20kg.

REMARQUE :

Comme Y et Xvr ne sont connues qu'aux instants K1’E (KEN) alors 1'égua-
tion (B.15) s'écrira pour tﬁE [KTF, (K+1}TE]

~ A : . '
iy (ER) = mij (¢3) ~hp iy [vi «Tere xweg xTw) ]
-~ RESULTATS:
La simulation que nous avons effectuée sur l'ordinateur VAX 785 du centre

‘de calcul a permis d'obtenir les courbes de la FIGURE ("R) avec les coef-

ficients de simulation suivants {ce sont des Matrices Constantes):

) -2 -
Kz 3000 I A Kp = 600 I & Kv = 40 A 3

H
1

1BI

i

Fv = 201 Cp =1 Cv

[t

Fp

O I est la matrice identité.

La FIGURE (2) montre la réponse du manipulateur pour un vecteur consigne
échelon d'entrée de wvaleur [:0.5, 1.5,51' 4 quand la charge transportée
est Skg, 10kg et 20kg.. ‘

Cee courbes sont pratiquement confondues.
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-~ INTERPRETATION

L'efficacité d'une commande adaptative dolt 8tre évaluée d'aprés deux

eritéras:

- la Stabilité'du systéme rebouclé,

- la convergence du modeéle ldentifié veras le vral modéle, malheureuse~
ment, dans l'exemple présenté par TOMIZUKA et HOROWITZ [}] . le deu-
xi8éme critére n'est manifestement pas respecté; nous pouvons expliquer’

celdd par deux causes principales:

i} Au vu des courbes précédentes, les paramétres que l'on cherche a
identifier varient trop rapidement; or, tous les algordithmes d'iden-—
tification sont congus pour identifier des paramétres constants ou
lentement variables., En auc:im cas on ne peut "SUIVRE" des paramétres

variables rapidement.

S1 on est en présence de tels paramdtres (qui varient rapidement},
il feut medeliser cette variation et identifier les coefficients de

ce moddle, .

ii) Ces paramétres dépendent de la commande par l'intermédiaire de Xp et
Xv et la commande adaptative dépend elle-mBme des paramétres estimés.
De ce fait, le probldme d'identification de la paramétrisation pré-

genté par TOMIZUKA et HOROWITZ (_1] est mal conditionné.

Malgré les performances médiocres de ltidentification, les commandes
adaptatives avec moddle de référence gardent de bonnes performances
lorsque les gains Kig, Kp et K¢ sont grands, la trajectoire de réfé-
pence est bien suivie; celd est dfi & la robustesse de la commande a

grand gain, théorie développée entre-autres par Claude SAMSON [31 -

Pour $&tayer ce résultat, nous allons effectuer une autre; simalatlon

en supposant que l'identification a &té parfaite.
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1II. SCHEMA DE COMMANDE AVEC ADAPTATION PARFAITE:

Nous avons vu gue 1l'éguation du modéle dynamique implantée sur cal~

culateur, est la suivante:

¥ (Xp) Xp = Q ()

Avec: -
g.(t) = ¥ ()Ur (£) - Fp &p (£) - FvEv (¥)
Soit donc:
%o (60) = wl(xp) M(t)Ur (8) - M (xp) (Fp Ep(t) + Fuf(E)

- 4 - 13 “
Supposer que l'adaptation a 6té parfaite {de M}, cela revient 4 dire que:

-1 A
MT (Xp) M () = I
Donc: .
¥o (£) =1 Ur (£) - M (xp) (Fp &p(t) + Fv Gvlt)
Xp (£) = Xp(t) at

JI1I.1 Résultats de simulation:

Les résultats obtenus sont présentée sous forme de courbes

dang la FIGURE (3).

Ces résultats ont &té obtenus pour les c¢oefficients de simu-

lation suivante:

1

Kxr = 2 000 & Kp = 4001 kv 251 4

sz@OI Fv = ﬁ:{ Cp = QI | Cv = °I

o) I est la matrice d'identité.
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CONCLUSION:

-

Au vo des deux simulations effectudes, on peut- d8jd citer deux

régsultats importants:

-~ Les gains KT , Kp et Kv sont beaucoup plus grands dans le cas

ol ltidentification ezt mauvaise gue dans le cas contraire;

- Dans le cas d'une identification parfaite, les résultats sont
begucoup plus performants {1l'erreur statique autour de la posi~
tion terminale est &liminée, on ne remarque aucun dépassement

de la réponse indicielle.

D'ot on peut en conclure que:

1) Il est trés difficile d'affirmer que la commande est amélio-

*

rée par 1l'identification (par I'adaptation).
2} Les grand-gains permetient un bon rattrapage de l'errsur par

rapport au modéle de référence.

Ce sont donc les gqualités de robustesse de la commande gui

sont lz cause des bong résultats obitenus plutdt gue l'adapta-—
tivité, En ce gqui concerne l'outil d'intégration pour notre

simulation, nous aveons utilisé la méthode de RUNGE-KUTTS &

pas varisble, vu que le systéme 3 réscudre était de faible

. ordre {6 éguations). Cette méthode est trdés stable et trés
précise, sa stabilité nous permet de dire que nous avens fait
une borne intégration méme en présence de perturbations exter-
nes {quand elles sont bornées dans le femps). Sa précision nous
facilite l'analyse des résuliats; en effet, & ce moment 12, les
résultats seront jugés b@né ou mauvaig gque du cdté de la comman-—

de, du moment que nous nous sommes assurés de leur précision.
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' CONCLUSION GENERALE:

La simulation numérique de procesgus physiques continus conduit & la réso-—
lution des modéles mathématigues les représentants. Pour mener & bilen ce

travall, on doit s'assurer troig conditions:

- La validité du modédle dans le domaine requls pour la simulation;

- Un calculateur assez rapide et puissant {notamment pour une simulation

en temps réell;

-~ Des méthodes d'intégration numériques trés stables et trés précises.

On peut donc schématiser cela comms suik:

MODELE

CALCULATEUR SIMULATION METHODES
: NUMERIQUES

RESULTATS

Les résultats et les propriétés d'une simulation sont donc 1liés aux

trels facteurs cités précédemment:

1} Calculateur:

Nous avons utilisé un calculateur trés puissant et trés rapide,

clest le VAX 785 du centre de calcul.

2} Le moddle mathématigue:

On a simuléd le comportement dynamique d'un robot menipulateur en
utilisant un algorithme de commande adaptatif. Le modélisation
d'un robot 28t un probléme trés complexe, en raison de l'existence
de certains.termes non modélisables (frottement sec ~ frictioons,

aspect aléatoire des usurss de piéces dans le temps... etc).
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Ce probléme peut &tre rendu moins crucial si cn arrive & synthétiser une

commande robuste peu gengible vis-a-vis des erreurs de modélisation.

Notre attention s'est portée sur une commande adaptative permettant d'iden-—
tifier ce modéle en ligne, malheurecusement, cette identification ne peut
&tre assurée parfaitement que dans certaines conditions, notamment les pa-
ramétres & identifier doivent &tre constants, ou tout au plus, lentement
variables. Dans le cas contraire, il faut modeliser les variations rapides,
ce gul nous raméne toujours donc & la modelisation;‘dans ce cas, il est
possible de faire appel &4 une commande robuste. Nous avons alors ﬁontré
qu'il suffit dtutiiiser de grands gains pour contrebalancher les effets
d'erreurs de modelisation (ou d'identification). L'utilisation de grands-
gains peut conduire & l'augmentation de la bande passante du systéme, dtol
des mesures trés bruitées; pour cela, CLAUDE SAMSON EQI propose des gains
non~linéaires variables qui prennent des valeurs importéntes dans les zones

névralgiques de la trajectoire.

METHODES NUMERIQUES:

Les problémes que nous avons eus & résoudre sont des problémes bien condi-
tionnés (les fonctions £{t,Y (t)) sont uniformément lipschitziennes). Or,
seules les méthodes classiques peuvent résoudre ce genre de problémes,
nous avons alors vu l'avantage .acquils tant du point de vue précision gue
tempe de calcul en utilisant ces méthodes avec un nombre et une dimension

des pas variables pour mieux suivre 1'é@volution de la solution.

i'efficacité de la méthode multi-pas (METHODE D‘ADAMS~BASHFORTH:MOULTON)
4 résoudre les exemples instables, est due & la phase de démarrage qui
permet d'avoir une trés grande précision au début de l'intégration,‘per~‘

mettant de partir sur des valeurs trés fiables.

L'avantage de la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variable relativement &

celle & pas constant, est due essentiellement A l'estimation de l'erreur

et & son contrdle trés performant,




Les exemples trzités dans le CHAPITRE IIY¥de la PARTIE A, montrent claire~
ment 1'avantage de l'une sur l'autre. Dans notre simulation, nous avons
utilisé la méthode de RUNGE-KUTTA & pas variables, les méthodes d'ADAMS
{méthodes multi-pas), assurent pour ls méme précision fixée gue la métho-
de de RUNGE-KUTTA, un temps d'exécution relativement court. De ce fait,
elles pourront &tre utilizées chague foisg gue le systéme & résoudre est

dlopdre trégs £levé, soilt entre 10 et 20 équations.

Nous avons donc essayé de lLimiter les conséquences des errsurs de modeli-
sation, tout en assurant la précision, la stabilité et le moindre cofit &
L'outil d'intégration, le choix d'un caleuvlateur rapide et pulssant. Compte

tenu de ceci, on pourra s'assurer de bonnes performances de la simulation.

En conclusion, nous pensons qu'il faut peut &tre orienter les recherches
vers d'éutres aspects importants, BEn effet, en dehors des travaux qui
consistent & appliquer sur analyse des méthodes de commandes, mises au

point dans un toubt autre contexte, aux robots manipulateurs, les études

sur le plan théorique de nouvelles commandes sont rares et difficiles,

Ce qui serait intéressant, ce serait de passer & deé appiications prati~
gues, mais cela demande de gros moyens et nécessite que soit résolu un
certain nembre de problémes, notamment au niveau de ia programmation, des
processus de calcul, de l'intégration des modules extérioréceptifs. Il ¥y

a 1& tout un domaine de recherche qui fait intervenir esgentiellement

des techniques liées & l'informatique, aux réseaux, aux architectﬁres spé-

cialisédes, aux langages et & l'intelligence artificielle.

Dans le domaine mécanique, les recherches sont aussi nécessaires pour amé~

liorer les performances desmanipulateurs.
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ANNEXE (B1)

Soit le schéma:

q
Yn,i = Yo + hn . z a'i,jvf(tn,_j ,; Yn,j)
J=1
{1} ’ i=1, +Q
!
¥n+l ='¥Yn + hn . E bj,f(tn'j)' 311.3')-
j=1
gt soit le schéma perturb& asssocié au schéms (1)
q
In,i = Zn + hn e Z asijsf(tn,j j Zn,j)
J=1
i = lp ’q
\; Intl = Zn + hn . Z bj-f(tn,,}‘j-Zn,j) + hn§n
J=1
Posonsg:
¥n,l1 in,1 1
: ‘ . i
¥n = E j in = 3 J e, ® ;
' Yri,q in.q 1

Nous avons alors:

q
” Yn,i - Zn,i“ < “ Yn - Zn “ + L hn aij .H Yn,j - Zn,j I
. | b=
Soit doncg:

fyn - znl 2 llyn -zl & pnal @11 va - 20t

On en déduit par récurrence:

) : P+l -1 :
‘ !Yn - ‘an £ " Yn - Zn “ (I + Lhni a.¥+m+<1.hn)pla,.! F)ﬁ +{Lhn) ,a. ] yn-Zn |
d'old pour P-—;—Q + of (pasgage & la limite) _

‘ ' -1 ' :
(3} ‘Yn - Zni < ”Yn - Znu {I - Lhe larhe« oll ho est le pas maximum
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d'ol en vertu de {3}

T -1
f¥ner - 2002l < flvn - 2ol e tln ) (oo v 1@D e ) + mll €nll
En posant C = L{b™) {I - holL i&i)'e/

On obtient:

ynet - 2zt ll 2 (1oc ) Hvn - zoft + ool £a B

d'olli en vertu du lemme cité dans Ell s [2] s [3] '

flvn - zn il < é}‘“\fc S | . QJCI.I‘. 1 Maxl! &nll
c n
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Détermination de 1°expression de Zj(t)t

__ﬁoifz
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)= O
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{ Lb) = d
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AHNEXE (B3)

calcul du models dynamigque du manipulateur
rigide articule

L4=0,.514

M3=6,71

MP=5 ,1G,20 kg

A=M3+MP

AZ=( (MPAL&)A%2) /2

e e e sk e e Ao ok o e e et e A s i e e o ok 7 o e e e e ok

* CALCUL DE LA MATRICE ' &

Aot gk A R sk Ao ok ok g Ao e kv A ok ok sk ok ok A
C232=(COB(QLE21+01{3) ) ) A%2
C2L23={COB(QL{2 1) x%2

S22=(8INCQL(ZynRZ
CRCE3=CC8{Q1{2) i #COS(QLLZ)+01{(3}}
S232={SINIQI{Z21 433 1 1452
SE3C23=SIR(QL(2 140103 4008(01(2)+01¢3))
C23=CO8(1121401(3))
SZ3=8INIQLIZ2Y+01(%)
C252=CONQL(21)#8I8(QLt2)
C2=C0S8{01 2N

S2=8IN{QL{2))

C3=COS{QL{3})

c32=(COS{DLIR) ) a2

S32=(BINIQI{3}) ) 1&%2

Al={G.368+0, 7R2RK}AC224+0. 158202

AF={0, Q42 R023240,.2852324+0 ., 044823023
A=l . 62TAMPACICE34CG.1/822
ARARKRAAL AR R ARimddhdh ki hkkhhhkk

& CALCUL DE MATRICE M - *
ARhHRAAd R AR AR R ARk Aok A ARk R

MLO), L)y=al+h3424
MI(3,2)Y=0.0558240, 840240, Q24823+0, 14023
HIC1,3)=0.02482340,34023
Ml(2,21206,368+02+0. 7924AX(S32+C32)+1.627AMPAC3+0, 924
MI{Z2,3)=0,924422+0.81355xMPx{3+2.3
MI(3,31=0,924+A242.3

MI(Z,.1y=Mi(1,2)

MI{Z, =M1, 3)

MI(F, 2 =M3{2,2;

ML(Y,4)=0.

Mi{2,4}=0,

Mi(3,4)=0,
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