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Sujet : Investigation analytigue et numerigue de siructures en

coques minces
Resume: Le présent sujet est relatif aux structures en cogues
minces. Il s' articule sur deux volets. Le premier ayant trait a
une iLnvestigation analytigue. Quant au second, il y a eu
déeveloppement de logiciels de calcul permettant L['obtention des

champs de deplacements et de contraintes.

Subject: Analytical and Numerical Invesgation of thin shell

structures.

Summary: The present work deals with thin shell structures. It is
twofold. The first part is relative to an analytical
{nvestigation, while the second one is of a nunerical nature. For
both parts, au analysis computer programne has been developed

which allows the obtaining of displacement and stress fields.
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CHAPITRE I INTRODUCTION :

De nombreuses constructions font un large appel aux coques;
les téles d'acier des coques de navires, soumises a la pression
de 1'eau; les démes et réservolrs a parols minces, de toutes
formes, soumis a des pressions interieures ou exterieures; les
chaudieéres; et récemment, les constructions aéronautiques; les
missiles... etc.

Dans le cas le plus général, tout élément de structure ou de
construckion est traitdé comme étant un corps continu élastique et
4 trois dimensions, mais dans certalns cas, ou une des dimensions
de 1'élément est  trés failble par rapport aux deux aulres,
1'élément peut étre considéré comme bidimensionnel, si la surface
de 1'élément est plane c¢'est une plaque, si elle est  courbe,

1'élément est une coque.

11 existe une importante différence dans le comportement des
plaques ¢t des coques sous l'action de charges extericures.
L'égquilibre d'un élement de plagque soumis & une charge
transversale n'est sculement possible que par l'action  des
moments de flexion et de torsion accompagnés d'¢fforts
tranchants; tandis qu'une coque, en général, est  capable de
transmettre la surface de charge par des contraintes de  membrance
qui agissent parallelement au plan tangent en toul poinl de Ha
surface moyenne et sont distribuées uniformément a Lravers

I 'épaisseur de la coque.

De ce fait, les coques sonl plus rigides et plus  ¢économigues

que les plaques, une fors placées dans les memes condilbions.

Une coque est cnlicrement  définie  géometriquement  lorsqu'on
spécific la forme de sa  surface moyenne el SONn épalsseur  en
chaque point. Si cetbte  épalsseur est  pelile  par  rapporl  aux
autres dimensions de la coque c¢bL a ses rayons de  courbure, L.
coque est dite mince el est régie par la théorie des coques
minces, sinon, elle est dite épaisse et est régie par la Lhéorie

des cogques épalsses.



Les coques auxquelles on va s'intérésser sont les coques
minces en forme de surface de révolution chargées symétriquement

par rapport a leur axe.



CHAPITRE 11 THEORIE DES COQULIS MINCES A SYMETRIE AXIALE

IT.1/ INTRODUCTION :

Une surface de révolution est obtenue en tournant une courboe
plane autour d'un axe passant par le plan de la courbe. Celte
courbe est alors appelée : méridien, et son plan est un plan
méridien. L'intersection de la surface avec des plans
perpendiculaires a l1'axe de rotation sont des cercles paralléles
appelés : paralléles. les méridiens et les paralléles forment
ainsi les lignes de courbure principales. Les notations suilvanltoes

sont utilisdées dans l'établissement des équations de la Lhcéorie.

'ig l.w

|
| v
i i i 5 Sty Vol o

#: Angle entre l'axe de révolution et la normale a la cogque au

niveau du point considéré de la surface moyenne de la coque.

&: Angle entre r el une ligne definie.f

R;: Rayon de courbure du méridien.

R : Longueur de la normale entre le point considéré de  la
surface moyenne et ]|'axe de révolution.

r: Rayon de courbure du parallele.

Une relation trés importante est a noter :

r Rg «S1n¢

* Charges exterieures

Les charges extericeures peuvent étre décomposées en trois
composantes :

_Une tangente au wméridien (sulvant l'axe x).

_Une tangente au paralléele (suivant l'axe y).

3



_Une normale a la surface de la coque (suivant l'axe z).

* Contraintes 1internes :

Les contraintes seront déterminées le long des méridiens cof

des paralleles définis par les angles ¢ et &.

Comme forces internes, on Lrouve au niveau des cogques @ des
forces de membrane, des efforts tranchants, des moments de

flexion, et des moments de torsion.
I1.2/ HYPOTHESES DE CALCUL :

Des hypoth2ses simplificatrices sont en général introduites

dans le calcul des coques minces :

a/ Le matériau constructif est supposé continu, homogéne,isotrope
el élastique.
b/ Les déformabions sonl petites par rapport a |'éparsscur e T

coguce.

On inltroduit aussi les hypothéses de Love qui sonld b
transposition des hypothéses de Bernouilli relatives aux poul res,
et celles de Kirchkoff relatives aux plaques et qui sont
¢/ Les points situés sur une normale a la surface moycnne  non
déformée restent sur une normale a la surface moyenne déformee.
d/ Les dilatations normales a la surface moyenne sont négligées.
e/ Les contraintes normales agissant sur des facettes paralleles

a4 la surface moyenne sonl négligées.
11.3/ THEORIE MEMBRANNALRE :
TI1.3.1- Déterminat ion des offorts internes

Une structure constituée par un assemblage rigide de plusiecurs
éléments unidimensionnels ast, a priori, statiquement
indéterminée; Ce probléme compligué peut étre simplifié  en
supposant les Jjoints articulés; Chague membrure est alors

contrainte axialement, et la structure devient statiquement



détermindée.

Un raisonnement analogue est utilisé dans le cas des cogues.
Les liaisons de la cogque peuvent étre adaptées de fagon a
n'obtenir en Lermes de contraintes que des efforts plans cette
fois (la coque étant un élement de surface), et le probleme
devient alors statiquement déterminé. Les inconnues du probléme

seront. : N. , N. , N.. , N.. (les forces de membrane).
Cp o 1"4.'3'(3' ej(,o

On constatera dans ce cas que :

MLP = M 5 = M{P S = MG @ = Q{P = Qt} = 0 "

La théorie qui se base sur ces hypotheéses est appelée  Lhéorie

des membranes.

* Bquations d'équilibre :

=4 H.q,.rsla
L e
2 - uwl#d&
t\h / \ M.Qé\‘
Ak e
3
o Aak’%\ N0 a0d®
S = 20 %
. . 3O x i
Fig 1.3 | “%N;rac@ Fig 1.4

La figure I.3 montre un élement différentiel de la coque dont

l1'aire est donnée par
dA - r.do.R,.de

La figure 1.4 montre les forces en équilibre agissanl sur

1'"élement différentiel.

Les composantes des charges exterieures sont données par

X = P .r.d&.R..d¢
X @
Y = P .r.d¥.R_ .d%
Y @
Z - P .r.d¥.R_ .dg
5 @
Les équations d'équilibre sont tirées a partir de la
considération d'un élément différentiel, et de son équilibre sous
l'action des charges externes et des elforts Internes. Ces

équations sont, en fait, des relations entre des quantilés

o



différentielles des efforts internes et sont donc dits équations
différentielles.
Les équations d'équilibre qui doivent étre satisfailes

toujours sont

T Fi =0
. . (IL.1)
L M 0
Y Fi : Somme des forces dans la dircection 1; 1 X,Y,7
T Mi : Somme des momenkts par rapport a l'axe i1; 1 = X,y.z
M = 2
_Em =0
M =0
_LM,

Ces deux équations sont toujours satisfaites car les cfflorts

plans ne produisent aucun moment par rapporl aux axes X ei y.

Les valeurs d'ordre supérieur étant negligées, on aura

N,..c.d?.R,.dp = Ng, .r.do.R_.dz = 0
*r’

o I 59(1;'.1
Ce qui condulit a

N¢3 : Na¢ ( 1.2 )

X Exz 0 :

Les termes d'ordre supérieur étant négligés, elle se tradutt

par
9 (M. .r.d?)dé + —2 (N, R, .d@)do - N_.R,.d¢.d7.cosg o
'-'é;;" J':;’.l o A U] "5‘—;‘1— '3‘#). ¢). ) J 5 * Cp. g o U 2 COBG
P .r.d.R,.d¢ - 0 ( 1.3 )
X *
L Fy = 0
Se traduit par
a S & A a - r.ds
P .R_.dp.r.dd = 0 ( 1.3 )
Y #

L Fz =0 :



Se traduit par :

N¢.r.d&.dg i Nﬁ.Rw.d@.dU.Hluﬁ ' Pz.ﬂp.d¢.r.d3 =0 (. T.5 2

Alnsi l'équilibre de 1'éléuwent esl réyie par trols  dyual lons:
deux différentielles et une algébrique et gui unc foirs

simplifides donnent le systéme suivant

{ a F o et , . .
aﬁ-(N;.Rﬁ.blmy) +ﬁ?ﬁ?-l%* Nﬁ.R@.LOby PPX.R¢.Rd.an, u
N . . ’
— TR v T (N K. .sing) + N, ..R,.Cosd +P .R_.KR..sing - U

Y 85 Fp T Tap gwc e R G T TR

! N gR ¢ N R 4 PR LR = 0 L TG 3

On peut remargquer ainsi que les efforts sont ici  1ndépendants
des propriétés de régidite da matériau, la structure étant bien
entendu statiquement déterminée.

Dans le cas ou la charge est symétrique par rapporl a |'axe do
révolution de la coque, les équations d'équilibre se limitent G

deux équatirons seulement, car du fait de la symétrie on a

N, . N.. =0 ; et P =20

Les équaltions s'éeriront comme sult
_L'équilibre suivant z :

N .R, * No.R, + P_.R,.R, = 0

¢ 5 £ S/ e (5,
_L'équilibre suivant x :

a ; .
— R_o.sing) - N_.R,. s+ RO.R_ .sing = U
5% (N; Rw sing) N, RJ COSsy Px R .R_.s1ing

Unce équation d'équilibre plus pratique peut remplacer la
premicre ¢quation. kElle est obtenue en établissant 1'équilibre de
la porbtion de cogue au dessus d'un paralleéele défini par 1'angle

@
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I1q

R étant la résultankte verticale de la charge totale, on aura

¢ = 0 ( 1.7 )

\

1'équation suivante
. 2
2.t .R_WN .sin $ + @
5w

En fin de compte le systéme sulvant est &tablis

D 2.7 K WN, .sin¢ +r R = 0

i T

i N, N, ( 1.8 )
. — = =P

LR bR, Py sRynRy

I1.3.2- Détercmination des déplacements
t oul

Dans le cas d'un chargement symélrique le déplacement de
point de la coque posséde deux composantes: une tangentoe  au
méridicen u, et une normale a la surface moyenne w.

[ T & T T )
M |
“o-;¢ \ </¢%
Fig 1.6
La variabion totale de 1'élemnent AB due a la déformation est
du
—— d'ff - w-di,.'x
dy
Par conséquent, la déformation de la coque suivant le meridien
est :
i du w
PO L . ( 1.9 )
5 R, dg R,
Y e



Pour un paralléle donné, du fait du déplacement, le rayon r

augmente de la valeur
U.COSP = wW.SLng

La circonférence augmentant proporsionnellement & son rayon,

et en tenant compte du fait que :

La déformation suivant le paralléle sera :

. u Lo W
57K cotgy R ( 1.10 )
& &
En ¢liminant w des deux équations 1.9 ot 1.10, on  obtioent
l'équation différentielle suivante :
du I | ! _
w u.cotgg __ET[ NL,L:(R.;.‘,+“.R~5) N&(Rﬁ;*F'R¢,) ] ( 1.11 )
dont la solution est :
u = osing [ F.i!f,’_-d.;, t C‘] ( 1.12 )
J S 1L

ol

o e & 1 1 5 o = : :
f(g) "Ll-_—l: N-,b(qu-" ,i.l.}.\.&) N‘}(R_S'" H.l{¢) ]

C étant une constante d'intégration dépendant des conditions
d'appui.

On peut aussi déterminer les courbures de la coque dans  les
deux sens méridional et parallele.

Soll un élément de coque; le coté  supériceur de cel clénent

tourne sous l'effet des déplacements u et w d'un angle
Y

u o dw
R R_.dz
b b

Pour le coté inféricur la robkation est

-

u d d ([ u dw .

BRSO e i S — i A et it £

KR, .dg | di [ R R_.dp Jd‘p
Lred [F e - i o o

Par suibte, la variation de courbure du méridien est :

_ 1 _d_[ u . dw #l
"¢ R, d& | R, R .d¢ |

+
e

( I.13 )

Alors que suivanlL le parallele elle est :

9



*Exemnples:

- Doéme sphérique fermé chargé radialement

Cld
Ng =Ny = 72
& a- sing
AD = = =7,
0y TR
| Fig 1.7] ® =V
Cylindre chargé hydraustatiquement :
N =0
N X
—~ 7
N, = y.a.(lL-x)
L @
R
L EL (L=-x)
. rig 1.8 ya
W Et
Les conditions aux Lumiles  des  cogques  calculdes  dans Loy

exemples précédents sont compatibles avec les hypothéses de o la
théorie des membrancs. Ce sonl des appuls simples qui pernetlenl
aux bordurcs des cogues de se dilater librement  sans  apparition
de moment de flexion ou d'effort tranchant dans la coque, ot Les

réactions des appulis sont btangentes aux méridiens.

Pour de tels appuls, les contraintes calculées par Lo Lheorao
des membranes représentent  avece une grande exaclitadae Lo
conltraintes réelles de la cogque, mals, les appuils gqu'on ulaiase

en général, ne vérifient pas ces conditions.

Pour les domes, par exemple, la disposition des  appucs i
telle que seules les réactions verticales sont imposces  au dowe
par les appuis, tandis que les composantes horizontales  des

sont absorbées par un  anneau d'appui gui o subid U

i

forces N

10




allongement circonférentiel uniforme. Ce dernier eslt
générallement différent de la déformation le long du parallile de
la coque, il se produit alors une flexion de la coque prés  do
I'"anneau d'appui. Seulement, cette derniére a un caractére  Lrés
localisé, ¢t a une certaine distance de 1'anncau d'appui, Les
contraintes calculées dans les exemples précédents représceatent
les conditions réelles de contraintes de  la  coque  aveo  wne

exactitude satisfaisante.

IT.4/ THEORIE DF FLEXION POUR LES COQUES MINCES DE REVOLUTION
CHARGEES SYMLETRIQUEMENT :

Les efforts considérés dans ce cas sont en plus des efforus

plans, ceux indigqués sur les figures 1.9 et 1.10.

\MURM
39
et \ 3
264 40+ 2 A0 )
B ¥
y\‘pr‘“’* 2 !
F
I'ig 1.9 Frg.1.10

Il est & noter que da fait de la symétrie du chargement o oa

N._ . N.. - M, M., =0 =0 et P U
ety prgey] [+ 4 e Lov} o y
L'équilibre est oblenuw en  satisfaisant les six Ggual o

préciédentes

_ ¥ Fx=0: Se traduit par :

11



a :
—— (N, .r.d&)dy$ - N_. .dp.cosp - r.dd.c o Srods =
39 g o P 5 R¢ dy.cosd qw r.dé.dg +Px R; r.do 0

( L.14 )

L Fz=0: Se tradult par :

e q-+ s -t - a . - = S P - =
N .r.d&.ds + N&.R$.dw.dd.h1nw +—5ET(Q$.1.du)dy 1 Pz'“p'dw'l°d°

( I.15 )
L My=0: Se traduit par :

._Mfi, (M, .r.d¥)d¢ - Q_ .r.dd.R,.d¢ + Mg, o el s r.da
‘ . . g

I d 2 R&-ET;I;‘J— 0 ¢ 1.16 )

Les trois autres équations sont toujours vérifiées du fart  de
la symétrice de chargement.
La modification et la simplification des équations d'equilibre

précédentes donne le systeme d'équations sulvanbk a résoudroe:

f ] .

— . .Silng) - R, .cosy - LR .sing P . LRoLsing

3% (N¢.hﬁ.b1n9) N3 R$ COsSg Q¢ RU sing ¢ lx Kp RJ 1114 U
; ; o =

3 P S 5 . « 5 v = . « 5 Y L . Y = o

Nq‘“ i\& sing t N_d_ R;& Sings +t ¥ (QufJ RC‘I‘ 5 LNy ) + [ o Rr‘;) l\_o,_ 11, U

2 (M, .R sing) — Q. JR..R s1ng + M. WR 1OSY. 0 .17

9 a¢— -.".‘;. ‘_3\.'.‘:].11‘\;-’ ,_4.;- 5 J)-blﬂiy T (_'5.(,().‘:.-.,;: { . )

On a cing inconnues: N, N ,M. ,M. ,0 ot trois ¢quabicns.
[ = P & 7

Donc le probléme est statiquement indétermine.  des  Ggualaons
supplémentaires vont donce etre utilisées pour le  résoudoc, ) |
s'agit des relations de compatibilité de la structure v des Toas
de  comportement  du malériau  constitutal,  ce o quir vamene “
| "introduct ion de trols nouvelles itnconnues £y 0 &5 0 B Gl aura
alors en tout, huit inconnues et huit équabions.

Le systéme peut maintenant  étre  résolu  théorigquemenl,  wai
cette tache est pratiguemnent insurmontable dans 1o cas  goncral.
Les solulions exactes de ce systéme, ne sonlt oblenus que pour des
cas particuliers trés linités. dans  la  plupart des  cas,  des

approximations sont faites dans le but de faciliter la résolulion

12



I1.4.2 THEORIE GENERALE DES COQUES CYLINDRIQUES :

fig 1.13

La figure 1.13 montre un &lzment differentiel d'une coque
cylindrique chargse symetriquement.
Du fait de la sym=trie du chargement on a :

N, = N =M =M ,=Q.=0
@xXXg Xp X g

et M, et N, sont indépendant de ¢ ainsi que N _,M_,et( .
P P : %7 % X
Les £quations d'<quilibre de cet &lément prénnent la forme

suivante :
[ —-::Sif d.de.dig 0
j dQM - - . Sy o - v o
} (r.d.dzc.dt_u + 9‘] dx .dgg +tPz .a.dwx. dg =0 ( 1.18 )
' dM . LY
L 5 ca.ds.dg - Qu.a.dx.dg =0

La premizre squation indique que la force Nx est constante, o
la prend =gale 2 0 dans la sulte du raisonnement. Si  olle  ost
differente de 0, la deformation et la contrainte corrsspundant oo
4 de telles forces se calculent facilement et se supsrposcial  aua
deformations et contraintes dues aux autres efforts.  Les  dews
aubres =quations s'scerivenlt sous la forme simplifisc

de ; 1

| S . = N, TPz _
‘j dx T [ 1.19
{ dM
i e S W I U
f dx )
Ces deux  <Squations  comportent  trois  inconnuces  done oo

recours aux relations deformations—-deplacenents
A

= M58
%3 o

|
i
L% ="

En appligquant la loi de hook, on obtient :

13



Mg Bty e gpp y = Beby cdB o g
1-v . 17 1-v A a
E.t E.L w du
Ng= z £ s = -
¥ ]. —L-’z ( & L - 4 ) l —L"z ( a T 4 A

De la premisre de ces &qual.ions decoule :

du ad
=5

p

e a

La seconde donne
E.t.v

E 1.20
@ a
Les moments sont donnes par :
M, = M I.21
p
z
dw
M ==D—2 I.22
B dx
E.
avec D:_f%TI:TZ) : Regidite 4 la flexion de la coque.

En &liminant Q$ du systeme 1.18 ,on obtient

d M. 1
—_——— P— — — ) o 4
dK 2 ' a N@/ Pz

qui conduit, en remplagzant Mx et N¢ par leurs valeurs en foaclion

cles wi 2 _dz_z_( D dzz‘:,. )+ E.t
dx dx T a

T

Quand 1'epaisseur est constante on a l'equation suivante

H PR S b= 1. 23
Tdx i -
Avec : e B 3.(1-e%)
£ 4.a.D a .t

La solution de cette =quation difféerentielle est :

w = & (01 cosfExtCz. sinfix)t @ (Ca. cosfx+Ce. sinfix ) +£(x) . (1.23)
ou fix) est la solution particuliére de 1'=quation
differentielle. et Ci,..,C4 sont les constantes d'intsgration
dépendant des conditions aux limites de la coque cylindrique.

*Exemples:

1_Coque cylindrique longue soumise & des moments de flexion Mo

14




ct des 2fforts tranchants Qo uniformgment répartis sur la bordurc

(x=0) :

Dans ce cas 11 n'=xiste pas de pression radiale sur la

Puisque l'effet des forces appliquses est local

mesure que la distance x s'accroit, le premier

membre doit s'annuler et ainsi on a:

-~y

clL = ¢2 =0

et donc on aura:
w = (—:;m (Ca. cogm«tCa. SunfEx)
Au niveau de l'extremite,on a:
Z
d
(Mx) = =D.( i /—z- ) =Mo
X =0 dx =0 3
dMK d_ [}
= ity = =D, {8 =0
(Qx}xzu 5 3;0 D.( de )a:a Qo
Il vient que:
Ca= —— ]——a (Qo +HiMo) : C4=-—.1 2 Mo
2.D.3 2.D.f3

L'expression finale de w devient:

e
N 3

2.D.7

la rotation est donnge en derivant w

{'f.-i

[/.Mo.(sinfix—cos7x)—Qo. cosi3x |

Alors que
Toutes les contraintes peuvent maintenant &tre
partir des déplacements par les formules dejs

dessus.

et

Lerme

mentionnees

Cronjuact .
s'estompe -

du

socond

par rapport s x.

determin=cs =

2 Reservoilir cylindrique & paroie d'epaisseur uniforme:

La charge exteriecure est icli donnge par:

Pz = - (d-x)
;1 poids par unilbs de volume du ligquide.
L'squation 1.23 deviendra:
d*w e = ld=-x)
—ax A D

La solubion particuliere de cette équation est

srid-x)

4.D _',"?

- (d-x) dz
E.t

T

repreésentant la solution membrannaire .0On obtient

complete:

conme solul ion



fFx N - - —/ix o > “{d—-x) <
o= e (Ci. cogletCz. sinfin) t @ (Ca. cos/3x +Ca. suryin ) - T

En considerant la coque infiniment longue, la solution e

simplifie:

=L - - » (d-x) 2
w = € (C3.cogx+Ce. infiux)-—2_21 4
E.t
Ca et C4 determinses a partir des conditions aux limites. L

supposanl l¢ reservoir encastré 2 sa base on a:

2
, iy, — Ledel |
(w)x:o Ca., Pt 0
: 2
dos - s Fede
('—a"x—) fJ-(C4 (..J)* _E_-t =0
Ce qui donne:
2 oz 1
: - }"ada_ - . T F ed e _ 1+
Ca Et d ; C BT (d 5 )

et l'expression de w devient

2 -

Y el e =i -
w == L% [d-x-e (d.cos/ix+(d- =
G el ]

|~

)sin«) ] 1.26

s

A parlir de cette expression ,on calcul facilement la fleche on
tout point .De meme pour les autres valeurs des <fforts de

réduction.

E.
N, 6 =- L2 ol
& a
2
, a® w
Mz =-D d?—'l— -

I.4.1- THEORIE GENERALE POUR LES COQUES SPHERIQULS :

Les equations d'zquilibre de 1'¢€lément de coque  peuvent  Clre
transform=es en tenant compte des relations suivantes exprimant
les extensions et les courbures de |'element. de coque en fonction

des deplacements:

1 ol ol u ; s
£ = —— - — Py B cotyd — —m
"¢ m_. adg R ! & m_ Coted R
w = X 4 W, dw 3 % g cotgd o u dw )
W B s e, = i
P R de R ® .'."-l“'fJ" ’ o R R, R de
& & ¢ & &

La loi de Hook p=rmet alors d'scrire :
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A partir des deux deux premisres @quations de 1. on e -

du . E ‘

dz.  ~ E . ( N-p v N-;r !

U.cobgg — — (N + = .N.)
J£ E 1 i ‘;’

En =liminant w on oblienl -

311 ~ —u.cobtyzs - LR, v RN - (R R OIN

I,.l v T g & B
En combinant cetbte =quation avec la seconde =qualion  de ().
on obtient:

I gL COLIP LR RN - (RroR,IN - L. g

-+ b
H do & I5.t b g @ o & dz
R
'.;.'_:‘ (N_ v o UN )
Lot = @
En  rewplazant Ng&o et NS par  lears valeurs,  on bt ent
finalewment la premisre equation liant U et &
) . » »
Yo o dfu 1 [a B R Be  de7] au
T e et B =~ ) t.o—cotgp —— . —p g
R & R | Liu/ R R, R.t° dg i
e & # 3 &
ﬁ{ !
| | T . wooodr i :
-i{_ ! l{‘"-l ULg ,L - i _t_—_- —Ij-r: COL e fe _j N i .

La seconde @quation liant U ¢t 3 est obtenue o particr de  la
Ltroisizme =quation d'=quilibre et des deux dernieres =quations de

(I). On trouve :

l{ff dzj ' I i_ (_‘l ( j\‘.;,f ) : l(}'.f LUL(J j l(\:} (i‘ -) (j, p
T a4 e | Bt b 4 GOEGD ~ L I C
[}u dg R._:b L odyg “.:;, R N Rg,)t dé | d¢
R , g
1 g % w3 odt i - U
R, |R_COT9 P o ooter |
157 &

Bt donc la solution du probl:me de la f{lexion des  coques
revient a | 'integration de ces deux 2quations.
S1 l'spaisseur de la coque  est constante,  on peut de fainaa

IH'op=rateur suivanl appele Oopsraloeur de Meirssnes

K5 a* L [ d By Rs By
s a ) m e, el ¥ ddme et I+ 2ot ioe (ewd )= L *‘-.,
Lo TSR S "R de O e “J_J'd,,( _n‘__“ 73 ,

fre 7



qui permel la simplification de 1'&criture des deux cquat ious, oo

qul donne

L 2 - 12 % U
L b s 7 ~ Yo thais 3 — B = S
(U) i 0 = Bt L)+ T =
i ke

En excculant l'operation indiquec par le symboloe Lio.oo) e 1o
premi=re =gquation el en substituant dans la seconde cquab o, ST

peut tirer l'équation diffentielle du quatrizme ordre suivaal o

2
J i- Ll DI
LL(U)'L-‘-L("'ILT)""R'L‘.U)_-"Z-.U -_—l——t.U

Re D

b 5/

De weme, on peut vicer la deuxieme equation

. s W N ¥ 5 E.t
L L{3)=. — —_— L{j3)— —2z- o3 =- — 3
) LA RJ" R () RS D -

Si le rayon de courbure Rg ¢sb constant, les deuax equalions se

reduilsent o la forwme

L L(us o 0 =0 (111)
e uto Bt 2T
Lot ' D R
¢
Cette =quation peult =tre =crite suivant 1'une des deux  lformes
ci—-contre :

L (L(lJ)"L.,u%U)—L.,uz.(L(U) rz..luz.U);U

Lo(LAU)-&. w20 ed e S (0 =1, 2 20) =0
Donc les solutions des s=quations du second ordre
LUt u5u 0 (1V).

sonl aussi solulbion de l'equation (1).

La solubtion compl=Le de(l). s'obtient donce par  la  cesolulion
de 1'une des £quations 1V.

Dans le cas d'une cogue spherigue d'spalsscur constante

1'operateur de Melissncry devient

1 d d 2
L(...)=vj;—[-a;z(...)fcotg¢ 47 (...)—cutg£+.(...)1.
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En introduisant la constante o definie par :

<

2_a.d =

22— 2
I S ¥ I

eeid 1 -1

En remplacant U par sa valeur, on obtient 1'équation difl=rent
ielle suivante :
< 2
{}.p?_ & toeolgg. -dthr,b —('.'()l..(_.jz-,b Q +2 2 "SZQcp -0
dont la solution est tres compliquse et se présente sous la forme
de series de puissances appelées series Chypergeom=triques. | g
determination de la solution depend essentiellement de b
convergence de ces s=ries.
De telles difficultes amsnent a 1'2tablissement d'autres
theories offrant un moyen plus pratique et moins compligus pour
l'approximation de la solution.

du systeéne.



CHAPITRE [11: METHODE MATRICIELLE APPLIQUEE AUX SYSTEMES EN
COQUES DE REVOLUTION

ITL.1 INTRODUCTION:

La theorie membrannaice decrite dans les paragraphes
precedents & une limltation significative. La theorie de (lexion
est Lres exacte, mals prescente des difficultes dans la resolution

des 2quabions.

Les dcux th=ories peuvent ztre néanmoins combinses dans e
w=thode pratique d'ingineering .Celle ci permet  d'@liminee  los
Limitations que presentent les deux  theories  of  rend  posoible

i‘analyse de coques compliguees dans un temps plus court .

_Cetbte  wexthode  propose  une  solution  qui roprescnl o fa
superposition d'une solution dite primaice (régic par la o Che o
membrannaice) ¢ d'une soletion sccondaire (régic par la U oor .

fl=xinnelle pour un chargement. corrigée applique aux borduros) .

_bha solutron priomarce est une solubion  membrannacre o
coque chargse ou les conditions aux limites sont compat iblos v

la th=orie membrannaire.

_La soulution sceondarre est une solution  geoerol bowead
flexionnelle de la coque soumise s un chargement ahk Foorm et
concentes je long do 1o bordure de la caque, cotte derniecre o
libre. Le chargement =lant  pris d'intensite  unitaire ot el

represento geanzrallenent par (un moment, woe  charge hor ool ol

et une charge verticale).

_La solution nmeabrannailre ne cespecle pas les condol dons e

Timites de la cogue ¢t dalbroduil  au  aiveau de la  borduere an
deplacencut  won nul; Cette discontinuits  est ol imite.- fhead
'introduct ton de chacrgement unstaire und focinenl  Comeoant (sl
bordures ot squa esl o el fror un cortaann Faoct cur, doeo b
fo, on yuc e chargoment cosulbant poermet i TR PR | SILEE

deplacements des bordures aux valears inposs=es poc les conddbil bons

aux limires.



_La superposition des deux solutions primaire et secondaire
donne une solution presque 1dentigue =  celle obtenue par  la

th=orie de flexion.

[T1.2 PROCEDURE DE LA METHODLE :

a/ Supposer la coque comme s=tant une membranne libre, el
=ztablir la solution pour cette membranne soumise au  Chacgemend
donn=. Noter les contraintes ¢t deplacements de  la  borduce  au

niveau © des points qui prescentent un interet. C'est la  solution

primaire qul est  gén=rallement  obtenue par L (I (PRI
membrannaire, et gui est  tabulece pour differents cas de Cogue .
Dans des cas exeptionnels, la solution est  obtenue  par dos

m=thodes autrees que la theorie membrannaire.

b/ Appliquer le long de la bordure: un  momenl ;  wn ol Foot
horizontal; el un ceffort  vertical de  valeurs unolayire.. . Lo
deplacenents el conlraintes dues a chaque chargement  const Lo
la solution sccondaire ¢t sont tuabulss pour difforents oo e
l,fl‘)lil.l(_‘.‘:; .

¢/ Lis Chdr‘g(‘H corceclives M,H,etV o sonl del e rm e o Pt o

proc=dure d' interaction.

d/  Les deplacements ¢l contraintes ducs aux cf Laurt

correcbives sonlb alors determinss.

¢/ La superposition des conltraintes et deplacencnts  obicnus
AN VAGAYE

par la solutionVMet cceux  oblenus  pour  les charges de o bordure

correctives donnent la solution finale.

|

[ Vid by

| |
i = + :
' W i
f * solubion Csolation . : 5"‘"’“’“‘11 " i
‘L kgcinu‘a\u primaire galution j

[IL.3 INTERACTION ENTRE COQUES DIf GEOMETRILES VARIABLES:

=

On etudece, IMexemple,d'interaction entre deux  coques: IRTTITE



spherique, l'autre cylindrique. Cette cogue conpos—c =Llant
soumlse « une pression interne uniforme. La théorie des wewmbrancs
donne les deplacements et contraintes de chaque coque < parid .
Soit:

Sd: D=placement radial dua cyliandre le long de la  ligne  de
discontinuite.

{7 Rotatiron du cylindree le long de la ligne de discont o

Sc: ‘Deplacement radial du dowe le long de  dla  digae ae
discontinuite.

e r RobLatiron du dowe le long de la ligne de discontinwii..

Les deux cogques =tant prises indspandemment | 'une de L'aut v,

Qn Ja:

Par cons=quent, 1l existe une discontinuit.

1- bans e deplacement @ Se-6d

2 dane Lo robat von - e Y
figure:
Les charges unitaires H ot M produlsent Les  deplacoment -

suivants:

Sk, ind eCdmd G0 : Deplacement et rotatlion de la bordure du

cylindre .

She e el Sme i : berplacement ¢l rotation de la bordure dat
dome .
Soeb B orsont dles  deplacements ,et rotations des dit i rentoens

cogques sous le chargoenment. exastant ,avee des conditions  d'appuins

compalbible 4 la thecric de membrane |

Pour e waner o disconbivults  cntre  les  deux  cogues, m
Zlhablit les =quat ions suivantes
23



Sd + Shd L H O+ Sma . M = S - Bhe . H + Ziwe M

L Sha D H o+ fEed 00 MoS fEc o= Bhe D H Ot Time WM

Tous les co=fficients & et 3 sont génerallement connus ol
tabulss pour diffsrents cas de cogques et de chargement.

En utilisant les notations sulvantes:

She b DShd o= SK Zhe = GBhd = 2k
Swic — St = S = l;'T.-'l‘rn: - I:"."u.d - _l"a'm
So o+ Sd o= B l:':,'._ t+ :“7._1 = {"3‘

Et en sachant que: =0 , ja-0
On obtient le systome suaivant:

-
)
f

—

S H + S . M = & a

(1)
5.‘”'. i “ I ‘:'-:-'lli .M = |'-;'
bont la risolution donne les valeurs des charges  de bordon e

Corrigses

En Lout point on peul maintenant detesrminer  les depdacoment
et conbraintes membrammaices ot les deplacements ol cont ol o
dits aux charges de bordure corrcctives I et M, la  superposition
nous donne les deplacements el les contraintes tolaux oo - Loal

points de la structure.

En tout point 1, on pourra écrire:

- - ™ - -
o ) X P + &
L e iy 7 )
« :déplacements gensralises global.
fo ideplacements gz=neralises primalires (obtenus par la  theoric

L O

menmbrannaira) .

o ide=placements gen=ralises secondaires dus o Pj-1.(H,M,V)
[N

ou matriciellement:

|
|
|

"
o

o

A
S
»
A
e -5
e

[T D S, . 2t N T 4 . I

L
L



lacy 12 Etant appelz, matrice de flexibilite.
Similairemcnt, on detérmine les contraintes en tout point par la
relation matricielle suivante
N o= IBGI* 4P+ | Mo |
ox { N | = | N& , No , Mg , M |

| No }: vecteur des contraintes obtenues par la SOlUb o
membrannaire.

[Bo]l: vecteur des contrainbes aux poinls 1 ducs & une haaige
Pj-1

*Erxemple: ———Ho - — - e
Tz p kglem’

P.M \1_?,(.\!\./(..“
Py \-ts [ v

rd

i

|
!
% |I

Pa- ragligl -

soit un dome  spherigque  soumls a0 ane press1on o riie e
DE e rminal 100 des deplacement s (Z:rotation ;S rans bat von

horizontale) provogu=s par Pi; 1=1,2,3 dans les points 1,2,5, 4.

On a:

o= (0 Surl H oy ez M)+ e
Saoc ( Bae Moy JaxlM o) 0 dao

Sz 0= ( Bz H v fSzz.M ) o+ zo

H oy Gzz.M )+ Sz20

Ly
N
-

Sz = |

Similaircment ,pour les points 3 et 4 .

L'expression matricielle de ce systéme est comme suit

i 7 ” . r 7

! ? i

Pini Qi [ia1z r — o0 |

H ¢ | £ |

S| Y iz | | Crada |

! | ; ; TR St

sz Siza Jizz : i vz [
Sz | Gz G2z | % 4 b4 Sz

. % : 1M o |

IS Jaal [raz | H /3RO i

S ; Fat a2 L _J| -f:afju I{

b3 PERTY fiaz fidis

Ga | St Saz 40 |

i i J




11.5 : LES TABLES

IT.5.1/ Dowme sphérique ferms:

IT.5.1.1 / Solution primaire :

a / Sous une pression radialle :
; = .I:l'
N i £
& | TRy
5 ! 2 .
& i mq ek (t-wdaing /z.E.t
L O
| “ué 0
|

Lispalasaur de la cogue.
Eimodule de Younyg.
gicharge.

Hirayorn de cogque.
HPidOwll bl vmnt dew Poiraadn.

b / Sous le poids propre :

=g.R Sit+coad;

"{ ) -q-R {coad 1o LveoaP

2 i1+
2 & R.yg: avngl-cocad 2— (4
' JLC) q Sl et =L i)
i3 —gq.-mR{z+v}arng [E.L
L)

3%
(=2




1o

11.5.1.2 / Solulion

scecondalrre

RIS £ R I I ¥ R

%

N |

AR .

bl

O T B R

wloH l

=l N ———em

~ ) b H+e Mg

(=21,

IR. -l g
&*_1

Glill-2zv2 v 2ung . e o -4 — & caaka 1M
n
B arnlkarn-s)]-H
Sl S . -
2. k. e ¥z

coa@bo+mra )ereaagg, oy vkt

I1.5.1.1 / Solubion primairce
a / Sous une pression radialle -
= ( 2(_,’ 2 - ) —
-y Sli—-cun J7 savn @
Ng | T2 ’
ST TR O SN S
N b L y
—— & - r_:‘z P
-l
z (1- —2—) )
[Sw) -l iy
I

LL‘; 0
Liwpaese—tdi de Lo Lo me ,_:':; Ginigle douverlure
Emmodule de Yourg.
l.i:l.'.i“s(.u"jné.
Riy /o de cogue.
Licowlficient de Pooioacrn.

b / Sous le polds propre -
- B - - NSy
! "l—' (»..\..aif.}—u,u-.“.b)
PNy el

1IN

it s et
-y (coag—
-k

27
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R. g. = r‘.-;fJ("\;;.;-.'.')w-

£y

e

e

JE.

—g.Rz2+w)and
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1.5.1.2 / Solution sccondaire

.
-

! | ]
& _p ¢ B
7o swnd cold ey~ TFoas + Fla oL T e ) =B (e
Ne ll--»m,ulh Lb. [Lxh 14 [é-)] M.cots. " “i"} lz(\_)]
2 L’Z
N& “H.K.avng [-Fear-2Fcan+ Flaw) ] -M — [ F(x)=F () ]
L 3 1 4 R o +
. ; Y s By g 2k o ¥ i
(0% “.b_lll-,ul [l’:‘iua L;hu«-léd)l M = IIT_(‘.m) lztx.\)l
R
# -H—z'n& ~Foay #2F as -F (o - () =17 (ax
M Hz.l..' wl[ l“b *._[’zux F_}\.A)l M [lé»«) l;}”)l
M& | B cing [—02tPpiay-vrtayie | B 192 Ppia)nPia) -
2L i 5 2 + k: a8 _§L’
S E e V=D e Y Ve PR (e ) = B (o
( i léh.)_._.l;lz(_)) T l}-J I._ju)l |
(——LF () =0 F (=) ]
I i 3 [
) .k 2.k I
& - }_]?_—— serpeming [- oo - 200 -M <. m,bfﬁ—— () =B () | i
E. L 1 £ i Bt P 4 t
+ () ] {
& ]
- 3‘7 i . B H
% - _—‘— v [-Fico -2Fcas «Fla) ] -M — [ Fla)-F(x) ] *
L.t 1 3 1 4 = i L i
.......... o S|
Avace
& =g i k TR
1

F{x)=cosh(k.x).cos(k.wx)

i

Féq)-sinh(k.u).sin(k.q)

l"ju) -cosh({k.a) osin(k.x)-sinh(k.a) .cos(k.ax)

F}a)rcosh(k.m).sin(k.u)+sinh(k.u).cos(k.u)

F(a)=cosh(k.x).cos(k.x)=-sinh(k.x).sin(k.x)

F(u)=cosh(k.u).cos({k.x)+sinh(k.x).sinlk.x)

I"{x)=cosh{k.s).s1n(k.x)

["Iim') -sinh(k.x) . .cos{k.u)



1I.5.3 / Cylindre hydrostatique

5.3.1 / solution Primaire

Nx 0
Y+K.(1-x)

|-

X
‘Ti:(-lJ.;V.L.R.X-(l——I-‘— ))

5.3.2 v/ Solution Secondaire

]

: ]

r*\! 3
\j T A -— ——
NS -M.2.k* .R.F (r) H.2.k .R.F (7)
-M.F_(7) * I H.F (Z)/k
Mx 3 2
0x -M.2.k° .R.F (r) “H.F_([)
. M = Al H -
él.._] _QF.”E‘_I-L({) 2—‘—[).k3 [‘1 (C, -
3 M . __H _
5ok F ) / 2Dk F, ()
|
X * . 2 i
Avec : [ = T ko= 31— )/J R.t
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et

N.B:Le cas <tudier est celur d'un cylindre long

relation qui

Fr)- e K
4

p(r)- e FK
2

() ‘.—kl
3

F(r): e KK
4

cos{ikld)

.sin(kll)

dcos(kld )=-sin(kli )]

la verifice

k.L Z

L. DeasOel? ks badlkde ) 1

4 ou L = 3.1
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CHAPLTRE 1V LA METHODE DES BELEMENTS FINLS APPLIQUEL AUx COglt:
AXLSYMETRIQULS

IV.1/ iNTRODUCTION

le probléme des cogues de revolution presente suf L1saiment
d'importance dans la pratique pour justifier, que  sSoil Consa
la methode des elements finis qui lui est propre, comanc et bl
moderne de resolul con.

la premi=re tentataive de resolution par = lemenbs Draes oo
problemes de coques de revolubion cst duc o GRAFTON el STROM. .
Dans ce btravail, les sl=ments sont de simples troncs  doe cone ol
I'on wtilisait une wethode dirccte avee donnec  de Toncl tons oo

d=zplaccments.,

Plus recemnment ,de nombreux travaux ont =i CONBEAC M=y o 1!
extension du procsssus  aux @ lements courbes et, par la, =

l"anelioration de la precision de la methode.

De w=me que dans Ltoutes les autres coques,on doit  considerer
dans les coques de reévolution a la fois des forceces de flexion, ot
des forces dans  te plan dites "membrannairres™.Blles  seoront
d=finies de manisre unique en fonction des dsformations gen-—ra
lis=es,qul comprznnent dans ce cas les extensions et leys
courbures de la surface moyenne.La definition du deplacceunent e
chaque  point de la surface moyenne  permnel de  de=bsrminer  ocoes
deformat ions et les conbraintes qui en  resultenl;a  partir  des
formules donn=es dans les ouvrages classiques tbLraitttants de  la
thzorie deées coques.

les principales partacularites Gui residoent dorien
l'utilisation de la M.E. pour les sbLructures on cogues  de
revolutions sont:

1 Les points nodaux sont remplaces par des lignes  nodalos,
qui sonl represcotees par des cercles.

2 les deplaceanents de la coque peuvent SLre approsiimes  par
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trols composantes de deplacement (deux translations el unc
rotation) en chaque noeud.
3 les charges =quivalentes corréspendantes(deux  forces ol

un moment)sont exprim=es par units de longucur.

Le premicr avantage de cette modification,prennant avantage de
la symétric axiale,est le remplacement d'un tres grand nombre  do
polnts nodaux  ayant chacun gansralement 81X degr=s de
libertes, par un nombre relativement petit de cercles nodaux .iyanid
chacun trois degres de libert:s. La diminution de la taille oL des

vecteurs o manipuler est svidente.

IV.2/ CRITERES DE CONVEGENCE

La donnze des fonctions de forme revient a limiter  le nowbre
de degre de liberts -en realite infini- du  systeme,ct Lo vrean
minimum de l'ensrgic peul ne pas étre atteint,quelle que soal la

finesse de la subdivision .

Pour que  so0it garantie  la  convergence  vers lee resualtal

correclt, certaines crileres doivent etre remplics:

CRITERE 1: La fonction de d=placement choisie doit =tre tellc
qu'elle ne permetie pas la deformation d'un = lement
lorsque les deplacements de  ses noeuds sont  la conssquence

d'un mouvement de corps solide .

CRITEKE 2: La forme de la fonction de deplacement doil —tre
choisie de telle mani=re que,si  ses déplacements nodaux  sont
compatible avee un =tab de d=formation Constanlo,onvﬁﬁ;rllwmvnl
obtenir ces deformations constante dans tout 1'@lement,on peul
remarquer que le critere:2 englobe en fait les deux conditions
requise par le critsre:l,et on peut dire que ces deux coriteres
n'ont en fait a =tre satisfaits qu'a la limite,quand la tarlle de
1'= lement tend vers zero,et leur verification par des =lamcols de

taille finite conduill neanmoins = une  am=lioration  sensaible des

resultats.

CRITERE 3:Les fonctions de d=placement doivent =tre choisies de



telle maniére que les de formations aux intérfaces des o lement:
soient finies (méme si elles restent indéteninzes) ¢ esl done
assurer la continuite des deplacements entre deux = lewent s

adjacents. Bt puisque les deformations sont exprim=es en  fonclion

des deplacements ot de leur derivees nt = faul  que  les
fonctions de forme et leur derivées a 1'ordre (n"~"= L) soinent
continues.Dans le cas de 1'clement de  coque axisynstrique, ley
deformations sont définies par les dérivées premicre el

secondalre des deplacements dans ce cas les deplacements ot leur
derivees peniéres doivent assurer la continuite sur tout

1'¢1ément .
IV.3/ DEVELOPPEMENT DE L'ELEMENT DE COQUE TRONCONIQUE .
3.1/INTRODUTION

On peut modzliscr une structure de coque o« symeloie axiale
par une s=rie d'slements de forme tronconique, comme le montre |
figure ci dessous, on remarque que ce seul lement 2 deux
"nocuds" circulaires.Puisque 1'on doit considerer dans les coques
2 la fois des deplacenents et des forces dans le plan et hors  du
plan, le vecteur de deplacement  pour chaque  nocud  conl iont

rotation et mouvements axiaux et radiaux.

fig3d.1: i

| |
g *j/'z
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3.2/ETAPES DE CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE D'UN ELEMENT
FINI TRONCONIQUE

Les differentes =tapes 4 suivre pour déterminer la matrice de
rigidite = lementaire sont:

@_ Choix d'un systeme de coordonnees et numeroter les nocuds

Puisque la coque est modelisee par une  serie d'slemenls
tronconique, 1l est commode d'utiliser un systeme de courdonns=cs

cylindrique(r,z)

u LK L -_
ST G W

o F { L 1 i
Nowwd L A - |
P ‘ i
<~ i
) 7 i — |
fi1g3.2: e J VT T
- —
MO eead J e '

H [*3 x

| ) =

Vs

L 3-4 4 |

‘ l»:- I - I u w {7 fL (1)&.1.
1 1 i 4

ou u est le deplacement axial et w est le deplacement radial dui.
le systeme de coordonnses global,et 3 esL la rotabtion ,les Torees

correspondantes au noeud 1 sont:

U e & I M (2)a

1 =1 1 1
ou Iz est la force axiale et v la force radiale dans e it 1

global,et Ms le moment neridien.

Les vecteurs complets des déplacements et des  forees fron

I'element (noeud 1 ¢t 2) s'@cerivent:

Le™ 1=t t&, bt = LU W B U W #1°  (3)a
1 2 1 1 b 8 2 Z 2

VET b = E U F L e Lt =l F F M F_F M1 (4)a
1 Z <1 1 1 =2 F P

Alnsi chaque «lement de coque = symétrie axiale o s degres do
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Iibertz et la matrice complete de rigidite de [K°] est carree d’'
ordre si1x(6)

f F° 1 = [K91.18% (5)a

b_ Choix d'une fonction de deplacement [(f(r,z)lqui definit

le deplacement en chaque point de 1'2lément

On suppose que dans chaque = lément 1'angle ¢ ne varit pas,et .
cause de cet inclinaison par rapport a l'axe z de la coque, il ost
plus commode d'scrire la fonction de deplacement de 1'=lzment  on
fonction de ces coordonnées locales (r,z),o6 wu:deplacement dans
le plan et w: deplacement normal au plan.Puisque 11 vy 4  si1x
degres de liberte par =lément ,on doit prendre six  cos=ifi1cient g
inconnus dans les  polynomes representants le mode e de
deplacemnent permis.Le systéme sulvant donne un cnsemb e
convenable de relations dans lesquelles 1la fonction uw  vari.o

.

lingairement en s et ou w est une fonction cubique de s
1
u-= a4 ta .8
i Z

2 3
w= a_ta .Sta .s  +a .s ()b
= | - =) <

) z
dw/ds= a +2.a .s+ 3.a .s
=Y L3 <

avec dw/ds:la rotation obtenue en differentiant . SCCOH e
equation. En  ecrivant le systeme precedant sous Lo

maltricielle ,on aura:

— - — T §
w
1 = [ o az
< 3 - 5
W =i o i1 = = ac
2 (2)b

dw da [V e) O 1 22 da a4
L ~ L D
ac

qui peut s'eécrire sous la forme suivante:

t (r,s8)} = [ f(r,s)]1.{ a |} (3)b

c_Expressions des deplacements dans 1'¢lément en  fonctl ion dors

des deplacements nodaux.

Cette =tape s'accomplit en remplacant les coordonn=cs nodaloes
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(r,z) par les valeurs donnees par (3)b ,et en resolvant
derniere, on obtient la relation qui relie les coefficients

aux deplacements nodaux.

Par exemple au noeud 1,s=0 on'a:
u a ,w =a_ ,(dw/ds) =a (1l)c
i 1 1 3 i e
Au noeud 2 ,s=L on'a:
. 2 3
u =a ta_ .L ;W o—a ta oL o t+ta JL ta WL
2 1 2 4 4 -+ N =3 [
(dw/ds) =a +2.a .L+3.a .L (2)c
4 <4 o (=1

Et ,on aura ainsi l'expession matricielle suivante:

—— — — a— p— —

ui 1 0 0 0 0 O a1
wi 0 0 1 0 0 o0 az
(dw/ds) 0 0 0 1 0 o0 Joad }(3).u
i uz r-l1 L o0 0 0 0 [ u
w2 0o 0 1 L L L as
(dw/ds) o 0 0 1 2L 3L° ac
Pour obtenir | a | en foncLion des deplacement  nodaux,on

simplement. anveser la matrice carréce d'ordre sixl{6),on auia

a1 | 1 0 0 0 0 0 Ui ‘
az -1/L 0 0 1/ 0 0 wi &
) a3 } 10 1 0 0 0 0 (dw/ds} i
a4 0 0 1 0 0 0 ‘ uz f
an 0 -3/L%-2/L% 0 3/L%-1/L wz |
ac o 2/t 1/t* o -2/1.% 1/1° (dw/ds) j

cetiLe

(at)

dea

On exprime alors les déplacements u et w de chaque point de

1'&lément, en fonction des coefficients { a b, & l'arde  du

systeéme suivant: =
ul: fil 5 0 0 0 0| 4 ¥ _—
ﬁJ E 0 0 1 s s* s° § = >
— e a4
a%
ad

Ainsi, en c¢ombinant les e&guations (1)b et (4)c, on
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exprimer les déplacements nodaux ui,wiet (dw/ds)j-quc =, 2.
Cependant, les deplacements nodaux sont exprimes en fonclion  des
coordonnées locales de 1'sl=ment (r,s) et doivent =tre maintanant
transfornes en coordonnees globales(r,z) et en deformations
globales u,w,/? puisque la gzomstlrie et la chargede la structurce

sont definies dans ce systéme de coordonnzes . -
v

<

(b

—

Ce qui donne la matrice de transformation pour 1o nocud

suivanbe:

[Mus 7] [ cosp sing 0 U 1
wi . -51ing cCosg 0 Wi (5)c
au-ag 0 0 1 mJ
. |
Pour un seual &lement :
~ ur cosy sing 0 0 0 UAﬁ 7 ur |
wi -sing cosey 0 0 0 0 1 “wi
(dw/ds) 0 0 1 0 0 ¢ | | &
) uz } - 0 0 0 COSG sing 0 % Tuz }
w2 0 0 0 -8 10 cosg 0 i w2
(dw/ds) | o 0 0 0 o 1| 'L 7
) (6)c
11 est maintenant possible d'ecrire ‘equation donnant les
deplacemnts locaux de 1'é¢lement u et w en fonction de la
déformation nodale globale de 1'elsment. cela se fat on
remplacant (ai) par sa valeur (4)c dans l'equation (1)b  cb  les

deformations nodales globes donnszes par les &quations  (b)ce.Toul
cela est écrit entierement dans l'equation (7)e ot la

multiplication matricielle conduit finalement 5 l'equation (8)c.



7 id-picomd  td-piamLng o
u“ VS 3 “ L
b Mgl L= TSl b -
2 a 3 E] ¥ PZ 3
w 3]..: -er.: 3 L ] Zp T 2 -
— us
wa
p. cozg p-sLngd e} 1
¢t(;l 2 i 5 Z L 2 l“l. }
= ing( ag Comgiap (- —_—
Py e 3p, e 1 =
—Zp -2 2 Ly =IP]
w2
‘)
! 2

c_n.A

des déplacements nodaux.

En se

composantes des d=formations pour
fait dntervenir des extentions et des courbures,qui sont

aux deplacements u et w par 1l'equation

basant sur

les

£ ~ d/ds
<g sing/r
« 1 o0

“g 0

En remplazant u el w par

(6)c et en calculant les differentiations indigqu=es dans

obtient la

nodaux.

Il s(r,s)}

On remarque que,puisque p=s/L on aura ds=L.dp et 1/ds

matrice [B]

hypotheses

reliant

Les deformations en chaque point de 1'élément

de

unc

(1)d
0 -
cosp/r
-d* 7as” b
- s1ng/r.d/ds

leur valeur a

déformat

(2)d

LA MATRICE [Bl:voir plus loins
e_Les  contailntes internes en foncti
et des deplacements nodaux
Dans le cas des coques ,il est habitu

termes de resultales de conlraintes qui

moments par unite de longucur.Pour un «ls=nent de cogue o

S0n
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Love Kirchoff,on'a

coque

en lonction

le

5
de  revolulion,qgua

rel i=oes

(1)d

de

' quat ton

(L)d

parbtir
(ST
el

1ons deplacement s

L/ /dps

on des d=Tformal tons
el de  travailler o
t. les forces ol los

Syle= L0 ao



axlale,ces resultantes consistent en Nwet NJ (qul  sont s
forces de membranes par unite de longueur et ﬂ; et M, Squl sonld
les moments par unite de longueur .La matrice reliant Fes
deformations aux contraintes [D], appelée matrice d'=lasticile do

1'¢lement ,est donnse par l'equation suivante:

I_ m r = =
N 1 2 0 0 f g¢

g NS | :(_lhi:___\j)_ v 1 (J2 0 . *4 <. r (e
M 0 0 t*/12 v.t*/12] |

| M5 | 0 0 w.t®/12 LZ/IZ_J ! xi-J

E : Module de Young. V : coefficient de Poisson
Lt : Epalsseur de la coque
On peut alors relier les contraintes dans |'=lement  aux
deplacements nodaux par la relation suivante:
fe(r,s)t = [D1.IB1.167} = LH1.18"} (2)e

Avec [H] : la matrice contrainte

f_ Les forces nodales statiquement equivalentes T aux

cantraintes internes en fonction des deplacements nodaux

Oh utilise le principe des travaux virtuels pour deleminer 1°
ensemble des charges nodales qui est statiquement equivalenl  gux
contraintes internes.La condition d'equivalence peult  s'exprimer
comme suil : durant n'importe quel déeplacement virtuel iwmpose o
1" &€lement ,le travail extérieur total produit par les charges
nodales doit &tre £gal au travail interne total des conlraintes .
On choisit un ensemble arbitraire de deplacements nodaux
represente par le vecleur :

£ 8% = L 187 1 t&] b ouut 87} (1) f

Le travail exterieur Wext des forces nodales e¢st donne par la
relation:
Wext = 48T L F I+ count 8710 FY) (1) f
TR T B Gl
Si les deplacements arbitrairement impos=s produirscnl des

deformations aux points de 1'@lément ou les contrainles reclles
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sont les | o(x,y)} ,alors le travail par units de voluwe esl

donne par:
Wt = {e(x,y) 1 o(x,y)} (2)f.
et le travail interne total est obtenu en intégrant sur le volume
total de 1'&lément c.a.d :
S oW LAV =S ie(x,y) 1 e (x,y)f.dv (3)f.
et sachant que :
fe(x,y)} =[B1.18°} => fe (x,y)I=[Bl.1& "} (4)f.
et que : | 2 (x,y)"1 = [D1.[Bl.1 & % (5)f.

Donc l'équation des travaux virtuels pour le travail tnterne

sera exprimse ainsi
'S Weni.dV o= S [B1°.48™% j.(D1.[B1. (&% }.av (6)F.

-

et (Wext = {6 [ | £} (7)f.

L'opsration finale consiste a e&galer le Lravall interne el
g 3 e
externe produit pendant le déplacements vituels t& .

En supposant les déplacements nodaux &gaux & l'units on'a

[E1 = (5 IB1 .(DI.(Bl.dv ) 167

= (K" )sl& 7} (8)f.
a'ou [K"1 = 5_(B1'.(DI.[B].dv (9)f.
Cette relation est valable dans le cas gensral,pour nolrs  cas

1'intégration est de surface, ou "t":epaisseur de la cogque o'

entre pas en comple, car les containtes sont eXprimses on

resultantes (forces et moments par unite de longueur ). bonc la

matrice de raideur lémentaire est exprimse ainsi

(K1 = & [Bl .[Dl.IBl.ds (10)f.
Avec S= 2.m.r.s =>dS = 2mm.r.ds = 2.n.r.L.dp
Alors : [K™1 - 2.1.L.sl [BIT.(DI.IB] .r.dp  (1D)F.

En exprimant r e¢n fonction de p on aura

[K*1 = 2.7.L.s) (B1'.(DI.IB] .(rlvL.p.sing).dp  (12)1.

g_ Etablissement de la matrice [H] reliant les containtes ol
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deplacements nodaux.

L'etape finale est la determinatlion des contraintes en chaque
point de l'=lement a partir de ses deplacements nodaux. Cela est

réalisé par la relation suivante
]

{o(r,s)t = [D].[Bl.{&87} (1)g.
ou fo(r,s)t = (Hl.16%}
d'ou LHl = IDJ.ILBJ (2)g.

3.3 / CALCUL DE [B] ; LHI ET (BI".ID].(B]
_ Etablissement de LB

ol = cosg/L

di= CO8P81Ng.ll~-p)/r-cose .31n¢.(1-3.+fr2.}f)/r
az= ging° . (=6+12p ) /L
aa= ﬂin¢2.(~b.p+b.pz)/L.r
b = sing/L
= ging . (l-p)/r+cosg (1 - 3.p°+2.p") /1
b2 = —cos¢.(—b+12.p)/L2
ba= —COS¢.S1ng.(-6.ptb.p ) /L.r
cL= cos¢.b.(p+-2.;ﬁ+p3)/r
cz= —(-4+6.p)/L
e —sur,r.‘(]w4.|>i-.‘$.|n2)/r
di pPeCubgebiisp/r-cond.Bing « (S.p ~2op )/
dz= sing.(6-12.p)/L°
da= 31n¢2.(b.p-b.pz)/b.r
eL= p.81n¢2/r + coawztj.pz—Z .ff)
ez= -cosp.(v-12.p)/L
el = —coa@.uin¢.(b.p—z.pz)/h.r
fu= L.co&@.(—13+§3)/r
fa= (2=b.p)/L
L~ uxmp.(z.p—ﬂ.;f)/r
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-a -b 0 a b 0

al bl cl dl el f1
1Bl = a2 b2 2 a2 e2 f1 (L3
a3 b3 @3 43 &3 f£3

Etablissement de [HI :
LH] =[Dl.LBI

—a+ta.v -b+v.b v.C
i i 1
(H]= E. t —a.r+tai -b.r+bs C1
1-0 T(a +vrea ) T(b +r.b ) T(c +v.c )
2 3 2 E | 2 a3
T(a.v+*a ) T(b.vr+b ) T(c.r+c )
L 2 3 2 3 2 a _
atv.d b+v.e v, fa
1 1
a.w+di b.v+te1 fa
T(d +v.d ) T(e +v.e ) T(f +v.f )
, 2 ] 2 3 2 a
T(d.v+d ) T(e.r+te ) T(f.o+f )
2 z 3 F a z a —
avec T=t ~az2
- Etablissement de (Bl.[D1.[B] (cas général)
On aura une matrice & lémentaire symetrique d'ordre 6*b
Ba1 Biz . . . Baico
A B2z . . . Bzs
LBl.IDl.[Bl= s @
SEYM
L Bos
Avec :

Bi1= a-+a1--2.v.(a.a1-Taz.aa)+T(az" +as”)

Biz = b.a—b..a1+b1.ax—bi.a.v+T(a22+aaz)+2.vT.az.aa

Bia= C1.a1-Ci.a.0+T(C2.bz+ca.ba)+T(az- +aa- )+2.T.vaz .as
Bis=-a- +d1 .a1+v.(a.a1-d1 .a)+T(dz .az +aa .da ) +T.v(d2 .a3 +az .da )
Bin=—b.ates .a1 ti:(b.ai1-e1.a)+T(ez .az +ea .as )+T.v(ez2 .a3 rea .az )
Bic= f1.as1-v.f1.a+T(f2.az+fa.a3)+T.v(fz.aa+fa.az)

Bzz= b~ +b1°-2.w(b.bi~Tbz .ba ) +T(bz2” +ba”)

Bz23a= ci1.bi1-c1.a.v+T(cz.bz+ca.ba)+r.T(cz .ba+ca.bz)
Bz+=-a.b+bs .d1 +»(a.b1 -b.d1 )+T(dz .bz +da .ba ) +T.»(dz .bs +da .bz )

str—bz+e1.b1+v(b.b1—b.ea)+T(ez.b2+ea.ba)+T.v(ez.ba*ea.bz)

‘Bz6=f1 .b1—12f1 .b+1'(fz .bz +fa .ba ) +T.v(f2 .ba+fa .bz)

2 2 2 p
Baa= c1” +T(cz +¢ca )+2.T.r.cz.ca
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Baw - d.vCt bdt ccitl(dzaczrdawca ) +T .0 (d2z. catda. c2)
Bas= 1 .Ci+0 .b.ci+l(ez.cztea.ca)tl.vlez,.catead.cz)
Bao- ©z.f1+7(fz.cz+ta.ca) +T.a(f2z.ca+tfa.c2)

Ba4 = a2+df +2.u(a.d;+T.dz.da)+u.T(d§ +d§ )

Bis= a.b+di.err(b.diter.a)tl(ez.dztea.da) +v.Tlez.dates.de)

Bec= f1.di+v.fr.a+T(fz.dz+fa.da)+v.1(fz2.da+fa.dz)
Bes= b +er +2.0 (b.er+T.ez.ea) +T(ed +es )
Bses= fi.eis+fi.b.wtl{(fz.ez+fa.ea)+v.T(fz.ea+fa.ez)

Boa= f1° +’1‘(f32 +f2° )+2.0.T.f2.fa

3.4 / EXEMPLE
~ Cas du cylindre hydrostatique : ¢ = U

On'a :

a =L/L ; b =U

ai-U ;bx-(l-3p212p")/f ;014h(9—2p2+pui/r ;=0 :

az -0 ;ku«(ikp*h}/hz ;cz-(4-bp)/L sdz =0

aa=0 sba=U sea=0 ;da=0
ex:(spz-ZpH)/r ;fx—L(—pz+pa)/r
ez=(6-12p)/L* ;£2=(2-bp)/L
eld=u ;£3=0

~ BEtablissement de LBlt.IDJ.LBI] :
pri= 1702, Biz= —w(1-3p>+2p>)/r.L, Bia= -uv(p-2p +3p )/r
Bie= —-1/L° , Bas = —1-'(3;:2—2p3)/L.r, Bis= -u(—p2+p3)/r
Bez= (1-3p+2p )% /rf +ri(-6+12p)* /1"
Bra= Lp-2p>+p ) (1=3p +2p° ) /r° +T(6-12p) (4-6p) /L’
Bza= w(1-3p° +2p )/L.r
Bzm=  (L-3p2+2p> ) (3p°-2p° ) /r +T(12p-6) (6-12p)/L°
Beo= L(1-3p2+2p ) (=p*+p )/ +1(6-12p) (2-6p) /L’
Baa = Lz((p—2p2+pa)/r2+T(4~bp)z/Lz,tﬂez u(p—szer)/r
Bas= L(p-2p°+p>) (3p°-2p" ) /r® +1(4-6p) (12p-6) /L
Bas= ‘L2 (p=2p®1p% ) (=p®+p” ) /r¥ v (4-6p) (2-0p) /L%, Bas=  L/L
Ban - :aﬂlspz-;dpa)/b.r, 1340 - L-=(-p2 ‘i-pa)/r
Bss=  (3p-zp ) /et vrce-12p)* /0t
Bss=  Li-p*+p*) (3p°-2p ) /r° +T(4-bp) (2-6p) /L
Boo = Lz(~pz+p3)/rz+T(2-bp)2/1f
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_ Calcul de la matrice de raideur ¢lémentaire LKel :
LK1 = 2.} (B1.(DI.(BI.L r.dp

On aura :

Kit= r/L, Kiz= -»/2 ,Kea= -L.»/12, Kis= -r/L ,Kis= -u/2

Kis= ».L/12 ,Kez= 13.L/35+t* .r/L® ,Kea= -11.L°/210.r -r.t2/2.1%
Kz2a= /2 ,Kzm= 9.r/70.L°-t*.r/L? .Kes= -13.12/420.r+t2.r/3.17
Kaa= L?/105.r+t®.r/3.L Kas= ».L/1 ,Kas= 13.L2/420.r+t%.r/1°
Kas= -L°/140.r+T.r/6.L ,Kes= r/L ,Kes= »/2 , Kes= -w.L/12

Kss= 13/35.L/r +r.t° /L ,Kse= 11.L°/210.r-t2.r/2.132
Kos= L°/105.r +t>.r/3.L

Kii1 Kiz . . . Kis
) Kzz . . J.Kzs
LK™ 1= @ W @
sym
Kaa

Remarque : le calcul confirme la syméetrie de LK~ |.
_ Etablissement de |H| :Matrice contrainte pour une coque

cylindrique.

Hi1 Hi1z . . Hiae
[HI=LDIl.LBI= . .
Haz . . Hs 4
Avec : Hit = -1/L, Hiz = v(l—3pz+2p3)/r, Hia = v.L(p—292+p3)/r
Hia = 1/L His = v(3p2—2pa)/L Hic = u.L(—pz+pa)/r, Hza = - /L
Hzz = (1—3921293)/r JHza = L(p—2pz+pa)/r,£u4 = w/L
Hzm = (392—293)/1', Hza = L(*pz +pa)/r, Hat = 0
Haz = -T(-6+12p)/L; Haa = T(4-6p)/L ,Has = 0, Has = -T(6-12p)/L>
Hic = T(2-6p)/L Het = 0, Hez = -w.T(-6+12p)/LiHea = ».T(4-6p)/L
His = 0, Hes = —».T(6-12p)/L° , Hes = v.T(2-6p)/L
Avec : T=t°/12
On a enfin la matrice [|H] reliant les contraintes aux

déplacements, avec p=s/L.

Pour un & l&ement : s=0 => p=0 et s=L => p=1

44



Donc les expressions des contraintes nodales sont :

Au noeud :1

T
- _ il
Nep1 [oart  wie 0 1/L 0 0 e

INSs| _ E.t [-e/n 1/r 0 v/L 0 0 | Py +
= __ = g
Mp1 Ve —ef/2mf 231 0 €2/217 R seL ki
M5 0  -»t*/21® vt®/3L 0 wt?/21% vt /6L w2
- _J [’_Q;

S— 2 -

Au noeud :2 - —
- T B 11 =
Nz -1/L wv/r 0 1/L 0 0 Wt

| |

JNS2 _ E.t |-»/L 1/r 0 v/L 0 0 ] e }
mez | P00 F2mF cf/eL 0 -€2/202 -7 /aL w
M52 0 wt®/2L° wt®/6L 0 —wt® /2%t /3L v
- 3

G .

De meéme on determine simplement les contraintes aux

autres points en donnant 2 p la valeur approprise.
IV.4 / VECTEUR CHARGE ELEMENTAIRE :

4.1 / INTRODUCTION :
Les sollicitations extérieures sont de deux natures :
* Sollicitations concentrées (généralement nodales)
* sollicitations réparties
Pour le premier genre ,le vecteur charge est simple =a
déterminer. On fait correspendre 4 chaque degré de liberte la
charge qui lui est appliquée. Alors que le deuxieme type de
chargement, on le remplace par des charges ponctuelles

e€quivalentes appliquées aux noeuds. Pour cela, il faut poser:

LE TRAVAIL DU CHARGEMENT REEL = AU TRAVALL DES FORCES NODALES
EQUIVALENTES (appliquees aux

noeuds) .

On a deux types de chages reparties :
_ charges surfaciques.
_ charges volumiques .
* Charges surfaciques

Soit une charge de surface |Fs] de composantes Qu et Qw dans le
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repere local,et Qz et Qr dans le repsre global,comme le montre |.

figure ci_dessous :

. QL
e
! ¥ \ Qu
|
v
r=ri+L.p.sin@ et P = s/L
lFs]l = { Qz ©r 3t

Le travail du & un déplacement virtuel sera :
W(r,z)=(Qz.du+Qr.dw) .ds

On integre sur la surface ou la charge est repartie on aura
W(r,z)= { du dw |" * { Fs }. ds

Et le travail des forces nodales &quivalentes:|Fs” ] est
wWfeq = { d &1 .1 F~ =

L'egalite des deux travaux donne

Qz(1-p)
Qr(l—3p212pu)
[Fs]l= 2.7 . F o .L.Qr(p~2pl o )}
Qz.p
Qr(3p°-2p*)
L.Qr(—pzrpu)

— -

Nous etudierons deux cas de charges repartie :

_ unifonement repartie.
! = charge triangulaire (pression d'eau).
a_ Charge répartie uniforme :
On pose : s=L.p =>ds=L.dp et r =rl+L.p.sin@
Avec rl:rayon du premier noeud d'un €lenent.

—

Qz(r1/2+L.sing/6)
Qr(ra/2+3.L.sing/20)
Qr.L(r:s/12+L sing/30) }
Qz(r1/2 +L.singd/3)
Qr(re /2+7L.sing/20)
-Qz.L(r1/12+L sing/20)

-

{Fe } = 2.1.L
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b Chargement triangulaire

FQZ[ZL(r1/2*L.sin¢/6)*L.cos¢(ra/6+L.sin¢/12)I
QrlZi(rs1/2+3.L.sing/20)+Lecosg(3.r1 /20+2. L.sing/60)

} 19r.L°[Z1(r1/12+L% sing/30) +cos¢ (17.r1/60+13.L.sing/60) |
[Fl1=2nL|Qz[Z4(r1/2 +L.sing/3)+L.cose(ri1/3+L.singt/4) |

i QrlZ:i (r1/2+7L.s1ng/20)+L.cosg(T.r1 /20+4 . L.sing/15) |

—Q.E:.L2 [Zi(rsi/12+L sing/20)+cos¢(rs /20+L.sing/30) |

O ri1 et Zi sont les coordonnees du premier noeud de 1'clement.
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CHAPITRE V : PROGRAMMATION:

A: PROGRAMATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINLS

1 TINTRODUCTION

L'aspect genéral de la methode des =lements finis

permet (I

concevoir un programme d'ordinateur ,capable de resoudre Lous Lo

problemes de coques.On peut distinguer dans la structure d'un ol

programme guatre parties principales qul sont

a_ Entree des donnses
Cette partie renferme :
_ Caractéristiques g2zometriques de la structure
(rayon,£paisseur,...etc.).
_ Caracteristiques mecaniques du matériau
(module de Young,coefficient de Poisson ...etc).

_ Caractéristiques du chargement dans la structure

(charge repartie,triangulaire,ou concentre...etc).
9

b Etude de 1l'&lement :
Evaluation des matrices de raideurs elementaires
vecbteur chargement e¢n cas de chargement répartic.
¢_ Resolution :
Construction et resolution du modele mathemalique
le systéme entier.
d Resultats

presentation des déplacements et contralntes

[ Ke |

el du

repr=senbant

ou

internes par units de longueur,calculer par le programmce.

2  Organigramue
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/ \
<\DEBUT/>

R GRILI.
! 7!
// ENTREE DES DONNEES //
/ . /
// E, t , V //
7 | /
// ENTREE DES SOLLICITATIONS CONCENTREES //
1E=1
LOCEF <
ELEM.
[ASSEMB |
; IE=TE+1
|
\
YZARRN _
/ \, oul
/! oy
§ IES Nelt
/
\ /
Ny //
AN,/
\ non
C.A.L
{ RESOL
DLEF }
{ FIN 7

3  PRESENTATION DETATILLEE DU PROGRAMME

Il se compose d'un programme principal,faisant appel a six(6)
P P PF

sous  programmes ,chacun possédant une fonction bien spocifique.

3.1 programme principale:
Il est utilisé pour 1'introduction des donnees o
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1'impression de celles ci fait appel aux differents
sous programme, et lit les sollicitaltions nodales, surfaciques ot
les conditions aux limites.on a ubiliser ici la m=tLhode du  Lerme
diagonnal dominant;qui consiskbe a additionner aux Lermes
diagonaux de la matrice (des raideurs glebales (K1
corréspendantes aux d=placements fix£s, un grand nombre (x)  <qgal

. ao .. . .
4 107 ¢ & d remplacer Kil par Ku+x et Fi par X*Ul nous aurons

—
uil F1i
Ki1 . . DKL .. S KAn
Kili . . . KiLi#x. .. Kin * Lt } = {x.uL }
Kri1 Knn ur Fn
— --—  — — — —

Comme Kij<< devant x on peut dir que Ui=Ul ce qui n'est valable

que s1 x*U1>>> devant la somme des Kij*Uj
3.2 S0US PROGRAMMLS :

3.2.1_ S.P: GRILLE

Ce §.P consiste 2 lire le nombre total d'#lewments,el le nombre
total de noeuds, et de les coordonnées stocker dans la tLable  de
coordonn=es globales appel2e CORG,et qu'il imprimera ensuibe pour
la verification.

CeltbLe table se presente sous la forme suivanbe :

Nowudzs
coord 1 - = - . . r
i ri 2 3 - . N
x z1 zz z3 ZnN

La deuxiéme partie de ce programme consiste & la crealion d'une
table de connéectiaivite, qui definit chaque €lenenl par  la liste

des numéros de ces noeuds. Cetbte table se presente sous la  {Torwe

ci—-dessous:
BElerie it
Nowuda i 2 = T o T~

1 A Ll .

2 . . T2
. Aved Neihbs d el ieiila
: Lotal

i L




3.2.2  S.P: LOCEF

Dans ce s.programme on fait introduire un vecteur KLOC alin de

localiser les degres de libertée pour chaque noeud .
3.2.3_ S.P ¢ ELEM

Utilise pour le calcul de la matrice de raideur =l=wmenlarre
par intégration numsrigue de Sympson ,et le calcul du vecteur
force correspondant aux charges réeparties.

)

3.2.3 _ S.P: ASSEMB

Ce s.programme & pour fonction ,l1'assembage et la construction
de [K] global , et du vecteur charge global & partir de 1K | el

[F°] &léementaires.
3.2.4  S.P: RESOL

Dans ce s.programme , on exploite les resultals oblenus  par
les s.prog prycédant pour resoudre le systeme [LKI.{UI-1Fl. pour
notre probleme [Kl est une matrice bande relativement petile . la
methode adoptée pour la resolution est celle de Gauss par  bande
symstrique , car celle c¢i  procure un gain d'espace  memol e

considerable dans le Lemps de résolution .

_Principe de la mthode

Nous avons une matrice de raideur globale ayant la  structure

ci_dessous

o
\\
IKI = \\ d'ordre n*n
u\\
Au cours de 1'assemblage cette matrice esl  redress—ece ol

stockee dans une table réectangulaire de la manisre suivanle



VK] = d'ordre n*b
/
/o
Avec Kij = VK s1 =L, 3=1-J+1 , et Jr=1

Ensuite la resolution se fait par le proceds= de
triangularisation de Gauss, tout en tennant compte que la matrice

est redressee.
3.2.6_ S.P : DEF

Il intervient apres resollution du systéme [KI.(U)=(F); ot
calcul les déformations et efforts internes = partir des

déplacements deja calculer.
B PROGAMMATION DE LA METHODE MATRICIELLE :

La programmation de cette methode est beaucoups plus  simple
que celle de la M.E.F ,elle se base principalemnenl sur la
resolution d'un systeme d'equation lingaire de la forme A.x-b qui
est elabore a2 partir de la formulation presentée dans le chapitre
IT .

Il est organise de la maniere sulvante:
1 Programme praincipal

C'est = partir de ce dernier qu 'on fait appelle a un enscuble
de sous.programmes et fonctions ,la lecture des caracleristiques
mecaniques et geomstriques de la coque, et la détermination des
déplacements et efforts membrannaires et flexionnelles.

2 Bous programmes

2.1 S.P : MENU

Il presente un choix de coque varier a l'utilisateur,avee loeuar

propre cas de chargement
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2.2  S$.P :RESOL

Dans ce s.programme cn resouds un systeme d'squation | ineair.
simple, o on determine les inconnues H et M L, les =fforts

uniform=ments r<partis le long de la bordure .

2.3 S.P :PRODUIT & SOMME

En fin ,apres avolir déteminer les inconnues H eL ™M ,o0 caloul
les deplacements totaux et les efforts totaux on Jdifferents

points de la coque studize .

2.4 FONCTIONS

Apres avolr fait le choix de la coque = calculer et  lul  s0s
differentes caractsristiques ,on fait appelle aux fonctions
relatives = la coque cholsie ,o0a on a les expressions des
deplacements el des efforts de reductions (membranaires ot
flexionnelles en fonction de H et M et des caracteristiques

geon=triques et m=canique de la coque .

(8]
(=8}



3..-

ORGCANTGRAMME :

< DEBUT >

e

CHOIX DU TYPE DE COQUE A CALCULER ?

Y v | N —
PV R g Coque
Diwe spherique Cylindre sphi Fique
ferm=z,charge hydraustatique ouverte chargée
radialement radialement
< Idem (&) > < Idem (&) >
\%
// | ‘Y/
// lecture des donnges (caractéristiques //
g i ) L /
/ de la coque choisie ) /
i /'’

S.P:RESOL

[Calcul de H et M |

l

v
Calcul des déplacements et efforts]

internes |

- >{ S.P : PRODUIT/SOMME |

Inprassion des résultats
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1.1

Solutions par la met

CHAPITRL VI EXEMPLES ET APPLICATIONS
1 EXEMPLE 1 :Cylindre soumi =z une
hydraustatique (exemple de Timoshenko ).
Caracteristiques de la coque:
Hauteur tolale = 312
Rayon 'a' 360
Module de Young 'E’ = 2249.78 E+07
Epalsseur g 14
Coefficient de Poison 'V' = 0.25
Charge hydraustatique 'q' = 0.03613

hode matricielle

Wmax Deplacement horizontal maximal (note :5
’ Wimax (1in) Mxmax(1lb.in/1in)
Sol:M.M 2.8041 .E-06 -0.139624.E+05
Sol:Theo- 2.8063 .E-06 -0.139621.E+05
rique
Erreur(%) -0.077 0.002

C.P.U = 0:00:01.32

(temps d'exéculion)

pressiol

LN
.i.ll
I1b/in.1n

t/in.1n

arlleur )

1.2 Solutions par la methode des &lements finis
Nbr Winax (1n) Erreur % Mxmax(lb.in/in)| Erreur =
d'elts
10 2.75356.E-06 -1.87 -0.137927.E£+05 =]..2)
15 2.81083.E-06 0.16 —0.137898.E+05 -1.23
22 2.80833.E-06 0.07 -0.137782.E+05 =3 3
So1: 2.8063 .E-06 'TY T0.139621.E105 | ##dh
Theorigque T — j




Nbr d'elts C.P.U :TIME

10 0:00:14.37
15 0:00:21.13
22 0:00:31.92

.3

1.4

Graphes : Etude comparative (volr graphe NZ V)
Effet de bord (voir graphe des résultats par M.M )

Comme c'est mensionné dans les chapitres precedants,
l'effet de bord & un sens physique dans les sLucltures en
coques, selon les conditions d'appui existantes. Pour ce

cas cet effet réside sur une distance £gale a:

a.t

>
1A

X = 70.99 1in
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courbe obtenue par lo T.N
— _— couwbe obtenue par la T.F
asaas couwbe obtenue par la M.EF
00000 cowbe oblenus par la M.M

5.00 E:
3

4.00 —
e =
ue 3
| -
S 3.00
~ =
] -
g n
§ 200 3
g :
< o]
b 3
s 1.00 E y
£ -
@ 4
< -
2  _«
& .00 <4
_ =

-1.00

A0 T e e o o ) S A G it N I T T R N G L O R O

0.00 100.00 200.00 300.00

Profondeur (in)

Deformee du reservoir cylindrique
charge hydrostatiquement



courbe obtenue par k T.G
anasa courbe oblenue par lo MEF
Qoood courbe oblenue por la MM

5.00
) : ///‘/_\
o - -
< 000 R e
R A
S ]
2 .
5 .
2’ . \
= Z
< -5.00
& .
8 ]
® "
i 3
x —1
S it
= =
™ -10.00
L -
= i
g N
=]
~15.00
q
"
_20-00_IIIIIIIII]IIiIIIIIF]IIIIIIlIl[l
Q.00 100.00 200.00 300.00

Profondeur (in)

Courbe du moment flechissant meridien
dans le reservoir cylindriaue



2  EXEMPLE 2 : D&me spherique ferm¢ charge radialement

(exemple de Timoshenko ).

Caractéristiques de la coque:

Angle total = 39 Degres
Rayon 'a' = 56.3 in
Module de Young 'E' = 1.E+07 1b/1in.1n
Epaisseur bt = 2.36 in
Cozfficient de Poison 'V' = 0.2

Charge q' = 284. Ib/1n.1n

2.1 Solutions par la methode matricielle : (voir graphes )

-Comparaison des contraintes a la base

Contrainte maximale :N¢/h+6.M¢/hz: 7824.4671 1b/n.an
Contrainte MAX théorique: = 8130.1017 Ib/in.an
Erreur (%) : = =3.706 %

V.2.2 Effet de bord (voir graphes )

Dans cette cxemple 1'effet de bord est sur une distance

d'arc:

= g
X < 11.53 in ou ¢ = 11° 43'50.57
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3_

EXEMPLE 3 :

Dome spherique ferme charge radialement

(exemple de Timoshenko et recalculé par

Zienckiewlcz avec la M.E.F

en utilisanl

des =léments 1soparamelriques ).

Caracteristiques de la coque:

3.1

3.2

de

Angle totale

Rayon 'a'
Module de Young 'E'
Epaisseur b o

Coefficient de Poilison

Charge

Remarque:

Timoshenko

-Comparaison des contraintes

Contrainte maximale
Contrainte MAX th2orique:

(%) 3

Erreur

Dans cet exemple 1'effet de bord est

|

VV'I

Solutions par la meéthode matricielle :

les courbes theoriques de raeforence sonl

o

: Ng/h+6.Mg/h®- 35.133

tffet de bord (voir graphes )

35 Degres
90 cm
1.6+07 kg/cm.cm
3 cn
0.1667

1. kg/cm.cm

(voir graphces )

Sui

la base

l\'t_| Jem.cm
= 36

= 2.4 %

kg/Zcmaen

sur une distance

X = 16.43 cm  ou

p = 107 27' 34.79
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caurbe oblenue par lo T.N
_ — cowbe oblenue pur la M.M

o

o

S
|

0.00

™)

-5

-20.00

—30.00

—-40.00

-50.00

Deplacement horizontal (10

-60.00

-70.00

RSN EEENEEEE RSN RSN A AN AN

-80.00 T TTTTT I T T T T TV T T T T I[P T i T
0.00 10.00 20.00 30.00

Angle de la normnale (degres)

Courbe de la deformee du dome ferme
charge radialement



Moment flechissant (10> kg.cm/cm)

courbe obtenue par la T.M
— — courbe obtenue par lo M.M

0.04

0.03

0.03

0.02

0.01

ppr e b v p et rr by e by byl

0.01

0.00 - 5 SSa—

-0.00

-0.01

et elp ety
/
5
J
]
“

St OZ1 - o o e B
0.00 10.60 20.00 30.00

Angle de la normale (degres)

Courbe du moment flechissant meridien
dans le dome ferme



4 EXEMPLE 4 : Déme sphérique ouvert avec moment
concenlre au niveau de 1'ouverture
{exemple traite par Zienckiewicz avec la M.E.F des

2 léments tronconigques ).

Caracteristiques de la coque:

Angle totale = 90 Degre:
Angle d'ouverture = 30 Degres
Rayon 'a' = 100 cm
Module de Young 'E' = 1.E+07 Kg/unf
Epaisseur L = 1 cim
Coefficient de Poison 'V' = 0.33
Charge 'q' = 0

! Moment concentre ™M =1 Kg.cm/cm

1.2 Solutions par la methode des «léments finis

Nbr Wmax (cm) Erreur %| Mxmax(kg.cm/cm) |Erreur %
d'elts o
14 -0.1588.1£-04 -0.06 -0.100629.£405 0.6
28 -0.1589.E-04 0 -0.100176.E+01 0.17
Sol: -0.1589.E-04 44 -0.100000.E+01 ###
theorigqu
Nbr d'elts C.P.U :TIME
14 0:00:26.89
28 0:00:53.52
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> EXEMPLE 5 : D5me sphérique ouvert chargé radialement

Caracteristiques de la coque:

Angle totale = 90 Degres
Angle d'ouverture = 30 Degre s
Rayon 'a' = 100 cm
Module de Young 'E' = 1.E+07 Kg/cm2
Epaisseur bl o =1 cm
Coefficient de Poison 'V' = 0.33

Charge 'q' =1 Kg/cm'

5.1 Etude comparative entre la M.E.F et la M.M

(voir graphes )

5.2 Effets de bord (voir graphes)

Dang cet exemple l'effet de bord est sur une distance

de

X = 10.00 cm ou ¢ = 05° 43' 46.48
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Deplacement horizontal (10 ~°m)

prerrenetbrrrepaanaliargiianl
/
[ 4
\b,___
- -
I
i

caurbe abtenue par la T.M
— — courbe obtenue par la ME.F
assas courbe obtenue par la MM
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|
e
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|
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pervinr il vesebopraerren bt

-0.15

-0.20

-0.25

-0.30 N e I B B B A
30.00 50.00 70.00 90.00
Angle de la normale (degres)

Courbe de la deformee du dome ouvert
charege radialement



0.02
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CHAPITRE VII :CONCLUSIONS GENERALES

Devant la complexiteé des éequations différentielles et de
compatibilité, plusieurs methodes modernes furent etablies, pour
lever cette entrave. Dans cette modeste 1investigation nous
proposons deux d'entre elles, toutes les deux sont considerees
comme me&thodes matricielles, sauf qu'une est basese sur les
équations d'équilibre, alors que 1'autre est basee sur les

équations de compatibilite.

1 Pour la premiére méthode, nommee methode matricielle, les
conditions d'équilibre aux noeuds sont d'abord satisfaites, puis
on pose les équations exprimant la compatibilite des deplacements

nodaux et on les resoud pour obtenir les forces 1nconnues dans

les différentes parties de la structure. La formulation
matricielle que nous proposons pour les coques minces de
révolution présente plusieurs avantages: Elle permet la

détermination simultannee des efforts et des deplacements, la
matrice de souplesse obtenue est variable en fonction de |fangle
¢, pour le cas du cylindre elle se simplifie considerablemnent, ol

1cl la matrice de souplesse est fonction de la profondeur.

Il faut noter aussi qu'avec l'aide de cette methode, on a pu
mettre en é@vidence l'effet de bord dans les structures en coqgue,
et on est arrivé a un réesultat important, c¢'est que cel elfel
s'estompe trés rapidement 4 partir du bord, ce qui permet de ne

considérer que la valeur maximale au bord.

Cette approche matricielle se prete alsement a la
programmation. Les résultats obtenus avec le programme <labore
sur la base de cette approche sont trés proches de ceux obtenus
par les methodes classiques.

Notons aussi un autre avantage gqui est celui de la simplicit=
du fichier des donnees et le temps d'execution de la machine qui

est trés réduit ( le C.P.U moins de 2 secondes ).

2 Pour la deuxieme methode, 11 s'agit de la methode des
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&léments finis, qul est basée sur une approche déplacement, donc
les conditions de compatibilite des deplacements sont satisfaites
et les &équations d'équilibre sont pos=es et résolues pour obtenir
les déplacements nodaux 1nconnus. L'étude des coques minces de
révolution par cette technique est enormément simplifiee el cecl
grace a l'utilisation de 1'&léement tronconigque, gul lntroduil par
gon utilisation un nouveau jargon dans la methode des elemenls
finis, il s'agit des lignes nodales au lieu des points nodaux.
Parmi les avantages de cet apport ,on cite la supression du
probleme de continuité aux interfaces des elements e¢bL une
diminution importante du nombre de donnees et du Ltemnps
d'exécution, vu la remarquable simplicité de la constuction de la
matrice de raideur. Et pour confirmer ces avantages, on note la
précision que confére cette méthode a partir des dilferents
exemples traités dans cette &tude et aussi le temps d'exsculion

court (C.P.U : moins d'une minute ).

Si on a a comparer les deux methodes ,on peut distinguer les
points principaux sulvants :

- La premiere methode est basée sur les equations de
compatibilité alors que la seconde est bas#e sur les equations

d'équilibre .

- La premiere mnethode présente plus de simplicits, dans
l1'&€laboration de son programnmne informatique, et aussi, CoOmue
c'est mensionné au prealable ,son temps d'ex&écution est

remarquablement inférieur a4 celuil de la seconde methode.

- Le programme informatique de la methode des e&léments finas
peut traiter differents types de srtuctures de la fam:lle des
coques minces de révolution en introduisant seulement les bonnes
données, parcontre, la premiére metnode exige l'introduction au
niveau du programme des changements indispensables, bien str, si

la formulation est disponible .

3 Dans le cadre de cette investigation, et pour la cloturer,
il a ete question d'élaborer un programnme qui traite les

structures en coque minces de révolution, et qui est base sur une
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formulation mixte, dans laquelle on utilise 2 la fois les
déplacements et les forces comme variables puis 1'on obtient wun
systéme de forme mixte, mais par faute de temps ,on n'a pas pu le

mener jusqu'au bout.

Le but de 1'&laboration de cette me thode mixte est
pricipalement dans l'intention de préserver la pulssance que
procure le programme de M.E.F dans le calcul de différents types
de cogques, et de combler le manque que présente celle ci  par la
methode matricielle, lorsqu'il s'agit d'une structure gerable par
cette dernieére, car, 1l faut noter que le programme de M.E.I
préqenté dans cette étude, a ses limites, et ceci est du a sa
formulation mathématique, quili se traduit par une singularile

lorsqu'il est question d'une structure fermee.

La philosophie suivie dans cette methode est la meme que cellc
suivie dans la premlére approche, c.i.d assurer la compatibilite
des déplacements au droit de la jonction de deux coques, indis
pour y arriver, 1l faut connaitre les deplacements et rotalions
de chaque coque au droit de cette Jjonction, el c'esbk ol
qu'interviennent les deux programmes, dqul vont permnettre de
déterminer les efforts qui assurent la compatibilite, et de la,
en utilisant les tables de la m&thode matricielle, on deterwmine
les déplacements et les efforts de réduction dans les differents

noeuds, et le systéme sera ainsi, totalement defini .
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