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HISTCRIQUE

Depuis une cinquantaine d'années , £a mécanique des structures permet
2'analyse des assemblanes de barres et de poutres .
Le compontement de chaque &fément est reprisenté par une matrice de rigddité
eLémentaine grace aux hypothéses de La R . D . & .
L'apparition des ordinateurs entraine un développement rapdde de fa mécanique
des structures entre 1950 et 1960 .
Le concept d'élément §ini eat introduit par THURNER , CLOUGH , MARTIN ,
et TOPP en 1956 .
Les bases théoniques de La méthode des eféments §inis , reposent d'une
part sur La formulation énergétique de fa micanique des structures et
d'autre part sur Les méthodes d'approximation .
Des 1960 , fa méthode des éféments finis subit un &ssomrapide dans plusieurns
directions :
- Reformubation , d partin de considérations inergétiques et variationnelies
sousd La horme des xésidus pondénes .
- Création 4'888rents de haute précision § &78ments 4 cotls curvilignes
ou {soparamétriques | .
- Utilisation de fa méthode des eléments §inis dans La résolution de
problémes non Lintaires et non stationnaires dans Le domaine des structures
ainsi que dans d'autres domadines : mécanique des §luides , thérmique ...
- Construction d'une base mathématique de Lo méthode des éféments finis

& partin de £'anafyse fonctionnetle .
PACOURS BIBLIOGRAPHIQUE

A partin de 1967 , trois éditions du Livre de ZIENKIWICZ paraissent .
A 2'heune actuefle , seules sont disponibles en frangais des traductions
des ouvrages de ZIENKIWICZ ; fa seconde &dition de GALLAGHER , DE ROCKEY ETAL,
de ABSI ef d'IMBERT .
Les principaux programmes sont en mécanique des Aolides :
NASTAN , ASKA ', SAP , MARC , AMSYS , TITUS, ADIMA , concérnant L'intéraction
sok-sthcture .
SHAKE , FLUSH | éfabfis a L'universit? de BERKELEY CALTFORNIE ) .
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PRESENTATION OU TRAVALL

Cette étude préseate uti programme modéle en fangage FORTRAN de résolution
de problémes D'EQUILTLRE , DE VALEURS PROPRES ot D'EVOLUTION relatifs

aux structures en thedllis planes .

Ce programme o donné fdieu & un développement d'algorithmes divers de
nésolution de systimes Linkadires , d'inversion de matrice , de recherche

de vafeurs propres , d'intégration de systémes d'équations differentielles .
En outre , if nous a pernis de nous inifier aux principaux probf€émes et
algonithmes nencontris dans un programme généand d'iléments finis .

Par ailleuns , cette étude donne Le développement d'éléments finis divers
pour un programme général d'éléments f4inis | programme M E F de GOURI

DHATT et GILBERT TOUZOT ) nésolvant des problémes asimilaires .

Les &2éments développés sont de compléxité variable ; depuis £'elément

de barre de theilfis fusqu'd ' élément tridimensionnel (| Hexaedre a vingt -
noeuds ) en passant per deux éféments de poutre 2'un reflétant fa R.D.M
classique sans cisaillement , L'autre &tant un &Lément §4ini sophistiqué
tenant compte du cisaiilement d'une manire propre & Lul | different du
cisailiement R.D.M et ce, dans fLe but de faire une comparaison Qui

pournrait évaluer fa validité de chacun d'eux dans divers situation .
L'outil informatique wtilisé est un mini-ordinateur de type
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PRESENTATION GEMERALE DE LA METHODE DES ELEMEMTS FINIS

L'anclyse dos stwweturncs ou milieux contiaws pout sc faire par différentzs
approches Adnsd pour des cos giomirdquenznit simples o sounds & des
chargements taalement “asdmples 7, L'étude peut 3tre if4ectule a L'adde de
méthodes anifytiques.
Alors que pour des structurcs alométrdlquamen™ complexes,f'analyse statique
ou dynamique 212 AC congolt que numirdquement.’ c2 titre ,nous citerons deux
classes de méthodes numindiques :
a -Méthodes numérdiques de résolution d'équations diffirentielles
lou plus exactement d'équations aux dérdivées partielles Lonsque £e probléme
tudi? est deo nature bi-ou tridimensionnelfe). et ce par approximation.
Nowus citerons a ce sujet La méthode des différonces findes par Laquelle
L'equation diffirenticllc est approchie & £'alde de valeurns discrites des
vardiables en un certain nombre de points.
notons que ces methodes ont canu un grund esson a L' oecasion dz L'apparition
de 2'ordirateur qud a accru dans de thds Lonnos mesunes Les possibilités de
nésolution d'équations aux dérdivies partielles.

b -Méthode des &léments §inis qud est une mithode de discrétisation du domaine
@ Qtudien.l'idie de base est La neprésentation analytique d'un milieu
continu en Le subdivisant en sous-domaincs relativement petdits de foames
geométriquement sdmpies ayant au plus en commun Lewrs frontiires et tels que
Leur assemblage reprisente au mieux fe sofide réel.
Notons que chacun de ces &2éments possdde ses propres fonctions pour déerire
contraintes et déplacements, 1L est impontant que cos fonetions assurent La
continuité du comporterent dans 2'ensemble du milfieu.
Au sein de coite méthode,d? exdste plusiourns formulations condulsant
essentiellement & Lo méthode des diplacements,méithode des forces ou méthodes
hybrides et ce en jonction du chodix concernant I'inconmu & approcher.
Pour notre part,nows avons optlé pour £ méthode des déplacements qud présente
cerntains avaninges par rapoort aux autres|plus arande souplesse, facilité
d'approche de déplacements admissibles,probfémes non Lindaires).



Adnsi aprés décomposition de notre structure en un certain nombre d'éléments

Sudvant ur. maiilage adéquat . “ous considérerons Los dépfacements aux noeuds  ce ma..
de ce maillnge comme inconues du probléme et nous approcherons au sedin

de chaque éfément Ze champ des déplacements par des fonctions d'intenpolation

ausst simples que possible (généialement polynomiales)assurant fa continuité

des déplacements généralisis | rotations » courbures éventuellenent ) &

£ intirface de deux éféments ou aux noeuds .

TYPE D'ELEMENTS

Les éléments Les plus simples sont :

1-L'ékément barre simple .
I£ sert a décrine des poutres en theillis et des ossatures & deux ou a trois
dimensions .

2-L'&Eement de plaque mince chargé dans son plan .
[ C'est a dire placé dans des conditions de contraintes planes ) .

Ces deux éléments de base de L'analyse par eLéments §inis peuvent etre
combines pour neprésenter des tinants de raidissement par éxemple .

I£s dodivent feur qualificatif " de base " & Leur antériondite historique
par rapporl aux autres types d 'éléments dont nows citerons Les eLéments
volumiques ( coques , ... ) .

APPLICATIONS

La methode des eféments finis présente un bventail thés farge d'applications
dans de diverses disciplines en raison de son caractére. assez général
d'analyse de milieux .

Cette méthode peut etre utilisée aussi bien en slructures qu'en hydraulique
[ mécanique des fluides ) qu'en adronautique ou que pour des problémes de
thermiques ete.....



PROGRAMMATION

L'aspect géndral de o mithode des &€Liments finis permet de concevoir un
programme d'ordinateun wilgue,capabfe de nisoudn2 fous fes probldmes sus-cLLes.
On veut décomposzn fa asnuctune d'un tel programme en 4 tics essentielles:

P P g

1 -ENTREE DES DONWEES
Deiinition de 2a glomifrie,des maténdaux,du chargement,des conditions
aux Zimdtes.

2 -BIBLIOTHEQLE D'ELEMENTS
Géndration des moléles rathématiques des 2léments de Za structure ot des
charges appliquics.

3 -RESOLUTI
Construction ef risolution du modéle mathématique représentant Lo Aystéme
entien.

4 -RESULTATS
Présentation des diplacements,contraintes. ...caleulées.



FORUMULATION DES ELEMENTS

12 exdste deux cloascs oénéralars de procédés de foumulation des équations
des &léments:
Les méthodes dinecctcs el fes miihodes varndationnelles.

1) LES METHODES DIRECTES
Nows examincrons une méthode distincie de formulation des équations
forces-deplacements des eléments:
- La méthode directe.
La fonmulation des &léments par cette méthode se fait en combinant Les
thods systémes d'équation de 2'élasticité,a savoir :
1 - Equation d'équilibre
2 - Equation déformation-déplacements
3 - Lois de comportement du matériau
L'elasticite étant une pariie nouvelle pour nous,Lf nous faut ouvairn une

parenthése poun présenter avec de plus amples détails ses équations.
* Prisentation des équations différentielles de base de 2'élasticité Lindainre :
Pour un solide soumis a un chargement donné,fa théondie de £'élasticité

Linkaine a pour objet 2'étude des contraintes ef des deformations qui en
résultent en supposant que :
- Les déformations sont petites
- Lois de comportement reliant fLes contraintes aux
déformations sont Linlainres.
La théonie de L'éLasticité peut se rdsumer aux trois ensembles d'équations
Audvants :
-Equations diffenenticfles de L'équilibre
-Equations différeniielles déformations-déplacements.
- Lois de compontement des matérdaux.
La combinaison de foutes ces equations permet de former €25 équations
differenticlles négissant Le comportement du solide.



1) Equations differeniielles de 2'équilibre :
. Pes thois conditions d'équilibre sont Les audvantes :
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3) Equations de comportement de matériaux.
Elles caractéinisent fes propriitis méeandiques d'un matériau donné.
Adlnsl Lons de L'essad de traction simple d'une éprouvette cylindrique, La
partie LLRZ&L&Q du d&uqnamme contrinte~-déformation 4'exprime alqgebriquement
par: i, - E Zy

l2n supposant qu'il n'y a pas de déformations initinles duquel

eas nous aurdons :i, - \’_:‘, £ 7 L),
D'une maniére nénérale poun un probléme a 3 dimensdions fes tenseurs contraintes
el déformations sont relith entre eux par &a Loi de HOOKE a'écrlvant

matniciellement dans ce cas comme suit :
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On peut combiner fes systimes d'équations qui pricédent pour obtenin des
dquations dijfirentiztles dont 2o sofution exacte sotdls! Lt a toutes £24
conditions 1equises.

Ces Gquations sont {es iquations diféérentielles d'équilibre et de compatibifite

Remanrque

Théondme d'uniedité de fa théorde de £'elasticdi :

"S{ en chaque poins de fa frontidre,soit £es fonces superfdleielles,soit Les
dépfacements sont spleiiits,alons pour des forces de voulume donnes L€ ne peut
exister qu'une distridbution des contraintes et des défonmations dans £e corps
conaddéng ". '

La solution satisiaisant & toutes Les conditions d'iquilibre el de
compatibiLite,an sedin du corps et sur ses grontidres,constitue cette sofution
undque (4L est valable pour tout milieu hyperilasiique).

12 est impontant on analyse par &léments finis de conserver & £'esprit Le
thionéme de 2'unicitd,can si une représentation var &°8menis fdnis parvenait
a vinigien toutes Pes conditions d'équilibre et de compatibilitl,alors on
auwrait accddé a fa sofution exactie et par consiquent toui affinage du maillage
ne pourrait appoater aucune amilioration des résultats.

On un procédé de nésolution numérique quel qu'il soitldifdérences finies,
&léments Lindis,neprésontation en strie) s'améliore Zorqu'onm affine Lo maillage
et ceed est dii au fait que Zoutes Les méthodes numérdiques existant prsentent
des Lacunes dans La saiisfaction d'au moins une 2ondition &é2&nentaire sur fa
so0lution exacie.

En ce qud concenne fa mithode des &léments finis, il exisie centaines methodes
de formulation d'iiéments qud tendent a4 rassombler toufes 2es facunes d'un
&lément dans une sewle catécorde par exemple Lo non saiisfaciion des Equalions
d'équilibre tout cn 4'attachant & respecter £os conditions de continuditl de
déplacements.
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Lorsque cette opiration st possible,ilest démontri que £es solutions
numéniques obtenues prisentent d'intéressantes propriltés de convergences et
L'on connadt Lo Adane d2 P'emncun commise Aun L'énernade de déformation ce qui
prisente un grand {ntérét dans £'évaluation de Lo précision d'une solution
apphrochée.

-Presentalon des diiférentes itapes de Pa mdthode dinccie -

La mithode diérecte de formubation des équations de rigidize(V . V1) drun
elément se compose des étapes sudvantes :
@ -On exprime fe champ A des déplacements en §onctions 4'un nombre fini de
variables,de préférence Les degnés de £ibenté aux noeuds de £'éément. '}%

b -On exprime Ze champ & des déformations de £'é2ément en fonction des
degnés de Libenté en déndvant Lo champ des déplacements conformément aux
equations dégormations-déplacements.

¢ -On introduit fa Lod intrinseque du matériau qui permet d'établfin une
relation entre § ot §’M‘.

d -On construit fes équations décrivant 2es fonces 4 F G aux noeuds de
£'element en fonction du champ de contraintes d'od nelation entre
On obZient ainsi fes équations de rigidité de £'éfément.

Remarques concennant Lo méthode direecte :

Cette mithode est d'une application Limitée,et if est difficile de £'appliquer
a £a formulation d'éléments complexes ou & des phénoménes Apéeiaux.
Limites de La méthode directe:
Nous citerons a ce titre :
- Lla determination du niveau de continuité inter-éléments.
(Déplacements u et v continua,syﬂ,rwaﬁ continues ? .

- - Probfémes des charges népaaxiéé : neéouaa a fa réduction des efforts.
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METHODES VARTATTONNELLES

Les méthodes variationn2ifes ,ou de £'énercic ,comsiituent en mécanique des
structunes une aporoche puissante,trds utilisie pour foamulern Les equations
des éléments.

12 exdiste dif4érents princdpes vardaiionnelrs.

1-PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

Le princdipe des trovauxvintueds constitue Le jondement des princdpes
variationnels (princdipe classique des Energics potentielles i complémentaines
stationnaines,....}.

En néalité,le principe des thavaux virtuels consiiiue en fud m@me un moyen de
gormulation des équations d'éféments f4inds.

Les formes Les plus courantes sont celles des déplacounnts virtuelds et des
forces vintuclles qui ménent respectivement aux prinedpes classiques de
L'énergde potentielic stationnaire et de L'énengde complimentaire stationnaire.

CPLACEMERTS VIRTHUELS

Considérons un corps 2n dquilibre sous des forces de volume et des forces
extirieurnes subissant un déplacement fictif dont fe champ peut etre décrit par
des composantes g Uy é v, 5 w en chaque point .,

Ce déplacement devaa &ire cindmatiquement admissible c’'est & dire exprimable
par des fonctions continues des coordonnios de L'espace satishalsant aux
conditions cindmatiques de 4rontidnes L4 od efles existent.

exemole :
B -
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Le prineipe des déplacznonits yintuels stipu’e cuz dans un déplacenent virtuel

n

553 , La somme de Pa varndation de pofentdas 5 W oo fonces appliquées et
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Soit Le vécteur L{nconnu des déplacements gbnéralisésia’,a I'inténieur de
L'ékement on falt une {nferpolotion.
.* i l{-\'_'.’){a‘ Vematndee des foactlons o interpolation .
- par application des Zquations déformations-dénizcements adlquates:
'W( - (Ulgubor L omatrice opbrateur difitrentiel
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en posant : \} (L "\LMJ

fep= 0
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de fa variation 5 U de
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Nous ne considirerons vowe L'dnatant que des forczs Fi concentries aux noeuds .
La varistion de poteniiel des forces aux nocuds it aux déplacements virtuels
1Sa. de ces noeuds 24t :
| {SU---;EJ::L; :;3:,
La variation de 2'&n2ioic de défonmation 4'Eenit sous ‘a forme générale:

( () e ¥}

vV de ¢ 1 =fensewr contraintes
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T =tensewr dé4ormations



En elasticite Linéaire :
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Occupons nows radintencnt de La vardation '*"2"12/’104.\, potentie? des forces
exténdeunes :
Pour fenir compte des 4orces de voluwme 4L faul compliter £a vardation

d'énengic potentiofle des forces appliquies fy par £'intgrale :
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On obtient donc :

r b (
\dF&ﬂMtz{.Q = Jy N jg { H .‘f{ 6(.{ dy
D'ca £a matrice 'de masse :

(o e
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Enfin Lo théonime des fravaux virtuels 4'derit de fa maniére sudvante:

5 5r= (Z}
Ju LJ(};Y"}“ [0 5 \ v
Jo- + ) o )lu *mz f{ - 1al {7

L'Egurtion (2} sléendd done comnz sult :

szf( f“ ] 8] {} di’ +§{Ja}[ﬂﬂ ro fN { { L&g]{}
j{szt[ﬂls { ..d‘J+L[M [ﬂ[ﬁga}d? §FQ

C'ést & dine :

[K}?ak [:m]{;{,- ] F}
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ANALYSE GLOTALE: ASSEMBLAGE TES ELEMZ ™3

Corve 43 exiate trods flonves de relations foaces-déplacements ou noeuds d'un
eLement kind nous pourrons distinguer trois crandes classes de adtiodes wour
construine Les equations d'une représentation globale par éLéments fAnis.
Les Zuods {ormes  de nelations fonces-déplocoments sont :

1 -Fouation de nioidité ?F k = K] \ A‘.
K]z matrice de rigidits 'de b'éfément.
2 -Fquation de souplfesse:
1£ n'est recommandé d'écrinz deos Squations de souplesse que pour des
Elements appuylds do manddre stable,can dans Ze cas contraire fes charges
provoqueraient un déplacement rigide d' amplitude infinie.
1o - LENFL
On peut éendre autant d'équations de soupfesse pour un éLément qu'if existe
pour Lud d'ensembles de conditions d'appul stable et Lsostatiques.
Les Gquations de souplesse pour &0iments appuyls hyperstatiquement ne sont pas
commodes pour £'assenblage.
3 -Equation mixte gorces-déplucements _ _ :
Heraafy el
. = e I O Y T " (arachen fapan A
bp b i bg% 1

rbpemibe
Par analogie [Les trols classes 4o mi‘hodes sons % F&} avhe eitreamtlE
a -Methode des déplacementslow 24 RAGAILES) he

b -Methode des forces lou ‘e souplesses |

c -Méthode mixte

Nous retiendrons pour étude 2a mithode des “iplacements qui est Za pfus

sdmpe et fa plus puissante dens Laquelle Les déplacements nodaux fouent le
role des inconnues.
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En ventu de cette méthode,f'assembloge des matrdices de adgdditis elémeniadinesd
se fait en chaque noeud de Zo stwuelure entddne au mowen des conditions
d'équilibre et permet ?'obtention d'une matrdice de nigidité globale de fa
sthueture a £'état Libra

§ F% z [‘%bma“ ﬁl{

A ce stade 2n atruciune oat a L'état Libre, clest & dize que nous n'avons pas
introduwit de conditions aux Limites ou conditions d'appuis , donc La

nésolution du systlme E,\{a ?Af - {F% (1)

ne peut se faire en raison des mouvements de corps nicddes qui ne sont pas
bloqués ce qui rend Lo matrdce de rdgidité »fobale sdnguidiene.

Cecd nows obZige done & déterniner une mairdce de adgddiri de fa stwucture
& L'état £ié,qui elle tient compte des comditions aux Zimites el pemmet
fa résolution du aysténe ()

Finalement %24 principales étapes de fa mithode des &léments fdnds sont :
1) Idéatisciion de fa stwucture & tudder.

?2) Discrbtisation au moyen d'un maillage poun Lequel Les deplacements aux
noeuds Aeront Lnconaws.

3) Cafeul de 0o matrice de xiaidité de chague &lément ayant fait au préalable
un chodix de konctions d'interpolation.

4) Assemblage
5) Introduciion des condiiions Lindles

6) Résolution.
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ETUDE D'UNE STRUCTURE PLANE EN TREILLIS PAR LA YETHODE DES ELFLENTS FINIS.

{ 2 dennés de Liberntd [/ noeud )

Toute I'lfude de notrs Atmucture e fera en  elasticitl Lindaine, ce qud

se Traduire algébriquement par ?'obtention de Asustémes Lindaires :

ce résultat est princdpalement di au choix d'analyse en petites perturbations,
et du choix de Lo £oi rhéologique Linéaire de HOOKE pour Lo comportement du
matérdian constitutif.

Nous etudienrons pour notre tredillis fes trois cas de problémes numériques
2ies a L'étude d'une structure par La méthode des éLéments 4inds, a savoir :

1) Probleme d'équilibre : KH é #

2 ) Probime de valewrs critiques : EH]* k t [x] ! A‘v @

3 ) Probleme d'évolution : (M ? } e [€] f [K]\j 5} ‘} FL}
?b¥;vﬁ}.dhgaum¢mh ned au x

Remarques

1) La matrice de nigddité est indépendante des déplacements car 2'étude
e fadit dans e domaine 4astique Lindainrc,

2) La matrice de nigidité est symétrique et est définie positive.
3) La matrice de masse utifisée est cohérente.
4) La matrice de masse est symétrique et définie semi-positive.

5) Matrice d'amontissement C :
etle caractinise £'amontissement d'une structure en mouvement.
Efle n'est pas simple a définir, on considérera un amorntissement
proportionnel : (= o M
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1 - PROBLEHME ?'=QUILIBRE ( QU DE VALEURS LIMITES )

IL consiste & cafeuden le véeteun déplacement dans un cas stationnaire.
Pour un systeme discrar, £es écguaft{oné sont
F : véceteun 50444 Luwuan [ forces appliquées et réaciion)
U : véeteun aep&u._cmg 25 nodaux inconnus.
2.

K : matrice de tdigldit

1€ 5'agit done de £'étude atatique de notre Atructure.

ELle se 4ena par La méthode matricielfe des déplacements.

Notre Atructune sera dicomposie en noeuds 2t en barres.!n é28mént sera une
barre comprise entre deux noeuds.

Les inconnus a approxdimer par des fonctions d'interpolation sont Les
déplacements dont on considérera une variation Lineaire fLe fLong de L£'élément.-
Un Zel champ de déplacement reproduitf exactement Ze champ R.D.M sans charge
en travée | néparnties ).

Nota : L'hyperstaticité inténieure ou extéindeure du systéme n'intervient a
aucun moment dans notre étude.

Le champ de dépfacement choisl est fe suivan £ . 2y
= U %)uﬂ_\_%%z LLI\[“ [W :
1 ¢t u, ‘E:'iepﬂacemem/.s nodaux . M{i SO Loy B
D’oa La mat&&ce de fonction d' &ntezpaeazlon P
WI= (A-M0 - 4] ; w=[4-%L "7’5,][

et pa sudite, on obtient fa mbuce de rigddite éLémentaine wwante
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Les fonctions d'interpolation ¥ peuvent étre définies sun L£'6Lément de
néférence, qui , dans ce cas est Le sudvant.

}-;,—1.F ¢ gr:'- A
Celte fonction etant le * polfynome  complet " du Tex dégré veut etre
conslruite auromatiquement par un prograrme pa La mithode dite du Pn {nverse

( cas du proararme M.E.F ),

La base polynomiale est \]P % - 1& A ffl(

ENY=< P;*{;Pn-’ |
Dans ce cas £es noeuds géométriques sont Les noeuds d 'interpolation.
—Moeud!:é(iémentde?na.’#l -1! car © = - 1

- Noeud 2 : &ément de Pn = "1 17 car .= 1

Do Pn=|! T LS R

. ST I

R |

<My egrtfel g T *%‘I' A+ |
A :‘ \ Fras - 2 R
Cette méthode est valable pour tout élément de LAGRANGE.

L'eZement ainsd defind présente plusiours inconvénients.
. 12 Fn
1] Son erreur est impontante : F ~ % Max "AJ’"
Pour des charges en thavée mérme co [ Probéme des cheminies ), Les
efforts axiaux ne seront bien reprisentis qu'avec des &fiments assez petits.

2) Seule (u) est continu a fa frontiére de 0'éLément mais Llest a L'inténieun.

On pourra £'amélioner de 2 maniéres : dn
a - Augmenter {e nombre de noeuds intérieus en prenmant un polynome de LAGRANGE
de degre plus élevé | on assure ainsi fa continuité de ()u/;)pu

b - Rajouter un dearé de Riberntd:  aux nocuds . polynome d'HERMITE du
3¢me degné ( cela assure fa continuits ).



_23_

Caleulons o rrisent fa ratrndes de ndalddil vour {'&2&nant 4owanid

Lsoperanitriquement :

K»zjﬁirh& AT d§ dS | wwic MTZ?%&L”‘%-”,{’;

E:?T? E@f‘! 82] UL 64';

. , —— i 3 . A
N«e&%ﬁa%a\,as% T2
- dst T
_ Ars N = A
Na = Y =b B2 D% e
A ae

Cecd est Lo nésultat obtenu par intégration exacte.

En génénal ,4€ serna plus simple ot plus interessant d'intégrern numériquement;
a 1 point on aurait :

- coordonnée du point d'intégration | dans Le repére de référence ) = 0

- podds du point d'intégration = 2

Un point de GAUSS intégre cxactement Lo polynome de degré 2*n-1=2 * 1 - 1 = 1

En application pour notre cas, on obtient 1
—#A

=4 % o A
e 3 [Tz e 84



Yolons que cetic metrdce o &té obfonue dans Lo rewérc Locad de iL'elément
quié eat poril par Ac fonguiut.

Les difderents 32émcuts d'une méae sthuctune a'auront pas nécessairenent

Les m@mas neperes Locaux.Ce qui nous améne & déjdnin pour une structure
donnée un repérc global par rappostt auquel noud définirons foutes Les matrices
de ndgdddiie Ehomentaines. '

la matrnice de adgidité 8fémentaire dans fLe repere global 4'obtient & partir
de fa matrice de nigidité ékémentaire dans Lo repére Local d'aprés La nelation
sulvante :

]

) - r, T "" 5 ' "',n
LY J6lobad = [7]= [k, P B

0kt T1 est une matrice de passage,fiant Les deux nepéres

E /” - KB

| f E T e

E P

ba ‘ .
! { - = a4 e L3R ﬁ_‘, - 'f— :4 W7 Sjﬁ& ' r
*'-’1 B Utﬂ A : > 8 —_— ET f_ﬁ\,- ‘ ] - I 2 > wnt S Al
) t"l. = ":3 SN +‘J~* e AL = ks
P . , ) - : . jn =

[ el = / A [ 5

T- o o s fr e v
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Nofons qul In matader T n'est pas 2o seuls nolotion mathématique possible
entre /0 et u.
C'esd cependant la seude energetfdlguement cornecte car on a alorns fa xeldation

duzda entrnz jorces pour avoir £es mimes travaux virtuels dans les deux

F-T . F

= ot )

Aystemes d'axes.

A . —_ : S

l‘l F‘x—‘ ' ! '\,\/":./?f'_,-' o
: : ‘ -
I on | w0® 0 e ‘]
B N I A I
i - %y QP - { 3
i iy tl v et Foe g
| * ! . e

o S
b tyl- A ﬂJ

L'enéngie de deﬁohmation d'un systéme 4'écnit de La mandiére sudvante :

o= 484 D44

Ao il 1Ascxdf , fn oS

Jme A {BYTCOoke 19 u-—w

7% l,/
ayant déterminé toutes Les matrices de rdigddité eﬁemenia&aga dans fe nepére
global, (£ s'agit de Les assemblen au moyen des conditions d'iquilibre en
chaque noeud.Nous obtiendrons ainsd La matrnice de rigidité globale de La
stweture a " L'état €ibre ".
Pour une structure a n noeuds et a raison de ? degrés de Liberté par noeud,
on obtiendra a ce astade un systéme de 2*n équations; dont fe pombre d'inconnues
est centainement {nféndieun a 2*n en raison des conditions aux 2imites
(| conditions d'appuis ) qui dodvent &tre au moins au nombre de 3 indépendantes
dans £e plan | 6 dans £'espace | pour éviten Les déplacements d'ensembie
anakogues @ ceux d'un corps rdigdde.
Ceed nous améne donc a déterminer une matrice de niosidité de fa stwucture 2iée,
qui elle, tient compte des conditions Limites et qud est d'ordre inférdiewr.

Structure Liée = Structure Libre + conditions d'appuds.



- 26 -

Cette matrnice £48c est obfenue a partin de Lo mafrice a £'état Libre par un
réarnnannemont et une décomposdltion en sous-matrices
Nota : La matrice Xiée eat une sous-matrice de La matrice Libxre.

Partant de K & £'état ldibre of on Lsolunt s idagnes 24 £25 colonnes
cornespondant rux déplrcoments {mposls, on abouiirz & fa décomposition

sudvante :
F o ¥ . Kan f i ’i‘ 4 T4y
B p - Pl |
- [ I, ’ ! |
Ko I R O
Ou Al : matrdice de déplacements {ncornaus de fa structure Li3e.

Al
P matrdee | ou vécteur | des forces appliquées connues correspondant

~aux déplicemznis {nconnuA.
“r: matrdee lou voeteur ) adactions inconmics.
10 smatrdce des déplacements 4mposés | nuls ) corrcspondant d fa matrice

¥

)

Ky ls matrics do rigidéte de fa structure Lide.

L

- F = | Kaa i 7 ]"' AL =B 8.

Remarque : K Aiﬁguﬁié&e, Kiq inUQ&AibEQ.

La nésolution du systime KT * ) Ul = MFelavee K matrice de négidité de fa
Atwcture a L'etat {ibne) néeessitenads done un aéaurangement de K comme
pré-cite, ce qui 24t gastidieux du point de vuc caleul automatique.

Pour neméddier a co probfléme, nous avons préféend introduire Los conditions aux
Lmites par L'intenmédiaine de £a méthode du terme diagonal dominant dont

£e principe est 22 sudvant :

Les conditions aux Limites u; = Gi seront introduites en remplagant:

-Kii par Kii +ef 1 o Elant un nombre trés agrand par rapport & touws KQAKL"
_Fi par {!L



On obtiendrc donc :

[ Bt fn [ Y B

Vi gy =
-

i Kya Ko Kia l
:

R
I : '
N
Khﬂ K!\i.- KM\ [ Unpn @ - i Fﬂ
i Q ( 'J‘l-.' ( a Z L .—-: ’ 3/ | . ;.__l = ) J >
L equui&on (£) devient alors AU, + \&Ja ; of U
pour o sufflscent onand on obtient "’""i. + 7 K i U, ,--f_ - T
- (=1 - C}/ "‘{-

D'ou Ui = U i

12 existe d'autres méthodes|tonme dizgonal unitodne) plus difficile 4
proghamnen .

Aprés nisolutdlon du systéme pan Lo méthode de JAUSS qud 24t une mé&thode

dA'Jlec',te ot compdtitive en aadson du peidt nombre d'opérations qu'elie necessite
“ /3 addition, ”3/3 mulilplication pout un 45 +ime  do '*M, ¢t obtention

du vécteur déplecerent.ous pouwrond déreamines les valours des ndaciions
d'appuis et des ofonts infeanesd dans chagque Hauvre.

CONCLUSTON : La nésolution de notre problérie sz fait en passant par Les etapes
sulvantes
Construction des mitiices de adigddil &lémentaines.

1

Assemblage cu moyen des conditions dfiqudiddne.
Introduction des conditions aux Limites.
Résolution du svstime Lintaire |obtention de U )

Détormination des néactions et des efforis internes,des contraintes et des
déformations.

Remarquz

Pour des programmes d'ELements finds dmpontonts certainds propridtés de La
matrice do nigdidité peuvent {acifiter dens wne tads “ange mesuwre Les problemes
de stockage et d'cspace mémoire Aur machine .ELLcs sont casentiellenent:

- Matrnice bandelconditionnée par £a numdrotation)et creuwse .

- Symétrie.



-DEFORMATIONS ET CONTRAINTES DANS LES BARRES

Dans fe cas particulien &tudil, on powwvra diluize les contriadnfes fa cilement
a partin des forces ux no2uds.
Dans Le cas géntrn i’ : CG-0> = Ha Li

en axes Locaux : 0- [- A ] [ ]

5 < 2 bt

en axes globaux : {;_ Y o B A
B E "IQ 4"] ) G ) 1: !| ool

= ] =

?I _; i

avee 6958 ot @ed délind e.xp.&'ci,tcment
Remarque : Dans Le cas aénéralk, " ne Aenn pas continu a4 20 drontiére AL

- MODES DE L'ELEMEWNT

Chenchons Les valeurs propres de K :
K*X= A*X

” ."I -T—.‘
avec K=EA/L ; 4
On trouve Lmmidiat-ment von Lo méthede ditiundnantlon do 2'equaiion
caractirnistique) pur exemple:
i =111 s
Al=0 et Xy ® 97 L d'od mode ndgdrde

\2 2 E A/L et :_ B ; _]fl q’ u_ f“Odc ¥ 4s9, .z\.f[ £l

Ce dernien mode caf s04% do Traction s04it Jo ~oiprassdonlsuivant nowmalisation) .

L'énengde du pm@niez mede est nubie pudisque celul-ch n'agfecte pas La .
défonmation de £'é28ment, en efdel

Enengie = 1/2 X° K X

comme K X = X d’ok énergde =1/2 = A
ayant affaire d un mode adgide ~ = 0 d'od énengde = 0
La matrice de niqiditt slobafe auwra des modes ndigides AL Zes conditions
mindmales d'rppud ne sont pas imposées.
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PROBLEMES DE VALEURS CRITIQUES
OU DE VALEURS PROPRES.

THEORIE DU PROBLEME

Ce probléme est d'ordre dynamdque par opposition au préelident | probleme

d'equilibre) qui lui est d'ondre statique.ll est xlgd par L'équation sudvante :
MU + KU = 0 (1) qui traite des mouvements Libres non amortis

d'une structure.

0a :

: vécteur accélération

: vécteur déplacement

: matrice de masse globale

: matndce de nigidité gobale | a &'état £ibre )

L'équation (1] a'éenit :
U'(-—LJ?‘M)U z

La rechenche des sofutions non banales de ce systime nows améne a fa recherche
de valeuns propres et de vécteurs propres.Eilles sont obfenues par :

R T &S <=z

Y,
det £ k- w¥M )

1L existe plusieuwrs méthodes numiniques de recherches de valeurs propres.

En pratique

Pour £e cas de w1 paofel nows nows sommes vropcsls cdeux méthodes de

nésolution :

a) Méthode des puissances {nverses .
b) Méthode des puisscnces itendes.

Nous avons eu £'occazion de voir a thavers notre travadll que ce qud est vaad
théoriquement ne 2'est vas de mandére dudidentc Lorsque L'on passe &
L'application.

AuASL, permetinons-nows do prlsenten nos consiztations a ce Aujel.

a) En ce qui concerne Lo méthode des puissances inverses. AR = AKX
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ELZe ost basée sur un problime de rechenche d'itenis successifs par résofution
de systémes Linéaires.

Les étapes de cette mithode sont :

(1) - Se donner un véctewr inditiak

{2) - Le notmalisen

(3) - Déterminen Lo victour comrcspondant par risolution de systimes Lindaires
(par GAUSS )
A
A La convergence fa valeur propie tend vers ”-}-,\-—-ﬁ

Cependant un shifting de K &'impose dés Le depart car K est relative a La
structure Libre.

On 4e donne done un paraméire de shifting a ot £'on substitue (K"'QMJ
a K ainsi, on auwra paiiern au probféme de Lo singularnité de K.

La valewr propre recherchle (K® =)™ *) sena obtenue a partin
: - N
de celle intermidiaine | (K=-a2t/1)¥ = AN par translation
.,-‘\ e A = A vihinild « A+ @
Le résultat a £'appilication est Le sudvant :
pour but a &~ a7

Done iL a 4allu introdudie fes conditions aux £imites sur K pour euiter a
passen par L'étape ce shiqting.

Le néanrangement de £2 matrice K a donnl des rlsuliats concluants.

Bien entendu powr chacune des méthodes utifisies,on se contentera de La
nechenche de £a plus peiite valeur propre,car au - dedd £a prleision des
nésultats se perd de plus A petit =\T grand.

En ce qui concerne 2a méthode des puissances itenrles.

Cette méthode a pour prineipal inconvénient,fa recherche de rmatrice 4inverse.
Car £'dquation de départ de fa méthode doit Etre

(h - U =0

Pour notre cas A est un produdlt d'inverse de K par M.
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De plus cette méthode donne £ plus grande vafeur propre done Lo plus petite
periode ce qui ne nows interesse pas.Done pour avoir La plus grande période
done La plus petite période nous devons faire une recherche de / A par
cetie mithode et ce en composant La matrice dynamique de fa structure K~ M
. o _
Ky =AML =y (k7'm ..((:{!,;z)x =0
a ce stade £'étape de  Ahifting 4'impoal Cgalement done nous devons substituer
[ K - aM ) non séngulddne a K cc qui nous donne :
- A —
{ - _ ! -_
(K -ahy 1 - 4 4 ) & O
/
Ancbadd = = +4
A
Les nésultats n'ont pas &te satisfaisants,nous avons obtenu pout tout paramétre

AS

de shifting a un A recherche ~ 0.

A &'introduction des conditions aux Limites sur K par réarrangement £es
nesultats ont et concluants et concordaient avee ceux donnés par £a méthode
de £a puissance inverse.
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METHODL LS OUESSANCES TNVERSES

[ KX =AM X )

| DEBUT '

SE DONNER UN VECTEUR INTTIAL : X ( 1 )

* NORMALISATION DE CE VECTEUR PAR SA PLUS GRANDE

COMPOSANTE = X [ 1)/ |[x t 1 )]

* RESOLUTTION DU SYSTEME LINEAIRE PAR LA METHODE
DE GAUSS : K X[I+1) =M X(I) / [IX(1)ll

* OBTENTION DE L ' ITERE SUCCESSIF /
X(1+1)

NORMALISATION DE X(I+1) PAR SA PLUS GRANDE COMFPOSANTE .




Bl

TEST DE CONVERGENCE

k[]x C1er I\ - x (1 W] 2 1078

/L =1 71X

X 1T )=X ( 1+1)
IXCLA = fxtz«n |

VECTEUR PROPRE
X(1)

l

STQP

L rr N

(B)
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METHODE DES PUTSSANCES TTEREES
([ CALCUL DE LA PREMIERE VALEUR PROPRE)

PEBUT

* CALCUL DE LA MATRICE DYNAMIOUE : D = K| M

* VECTEUR INITIAL : YV (- 1)

* INITIALISATION DU NOMBRE D ' ITERATION :K=0

* CALCUL DE L ' ITERE SUCCESSIF :

VY {17 ) =Y | T )
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TEST DE CONVERGENCE :
LT RAPPORT DES COMPOSANTES RESPECTIVES
Y(1+1) / V(T) CONSTANT & 10°7 PRES

VALEUR PROPRE : V(1) = ¥(I+7)
7\ =Y(I+1) / YI(1)

VECTEUR PROPRE : i3
X = y(1+1) / A K = K+1

STOP e

et
FIN
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PROBLEME DE PROPACATION OU DE VALEURS INITIALES
{Egalement appelé probléme d'évolution )

I -Présentation générale du probléme :

1€ consiste a évaluer Le déplacement en ‘onction de La position et du
temps ulx,t) pour £ > £, dans un systéme non stationnaire pour Lequed fes
déplacements initiqux sont comaus | u(x,tol : connw ,et éventuellement
a(x,ta} ).
Ce probleme se pose aussi bien pour Les systimes discrets que continus.
Pour notre part,nous itudierons un cas discret lindaire pour Lequel £'équation
Altendit : | systéme d'lquations)

Moo+ C U+ KU = Flz) pour £ > 2,
avec Les conditions initiales suivantes:
t=1,
fus - 1u0§ et tuf = {Uph

Le systlme dtudit &tant Lindaine,fes tormes (K7 : matrice de nigidité,
'y
[

CM3I : matrice de masse, [C} :matrice d'amortissement, iFfi : véeteun

sollicitation sont indépendants de i i
Remarque :
Le probleme d'ivolution dépend des conditions aux Limites et initiales.

IT - Méthode de #ésofution :

Nous opterons pour une méthode d'intigration dinecte des systémes de
Asecond ordre qui est celle des : DIFFERENCES FINIES CENTRALES.
Considirons £es approxdmations sudvantesien D.F.C ) :

U, - J €epe -2Ue + e -8t
oY
ilf = E}E «Ht - th —ﬁ%i
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Do plus \i'_ pp est Gvalul en &liminant \ﬁ? t,d@é deux Cquations précédentes
o Caly
I 2
ﬁlg',ﬂL - iik - &tljgi - Q& U

]
7
L=

En remplagant a; ¢ (i, put Reurs expressions dans £'iquetion initiale, nous
btenons aprds arrcingement :

ru\ ¥ %Q'Uf T (MT?-WJ;. t+ % T* MUy - U - Mﬂ U sk
as - = = !

| S

Partant des conditions Andtiales nous pourrons avoir £es valeuns ‘U( s At \/”
par résolution d'un systéme Linbairc. L

Nows voyons que Za méthode des difidrences finies est EXPLICITE car U, A
(qui est recherché) ne figure pas dans Ze second membre de 2'équation (7).

Remarques :

1) L'incndment de temps A +doit &tre assez petit afdn de réduire Les erreures
d'approximation.

De plus €a stabilité de fa sofution n'est assurle que pour Al'dnférdieur d une
vafeur At, Lite & La plus petite pérdiode caractinistique de rsonnance du
syatéme etuddé .

2) L'amontissement proportionned choisi C = » M n'est pas conforme a La
néalité can < ne doit pas étre fLe méme pour tous Les modes.

111 - Exemples { Application)

Les exemples Studils sont refatifs au cas d'unz voutre continue soumise
& une impulsion d'extrimitl pour Laquelle L'effort varie Lintairement avec £e
temps.Le schéma est fe sudvant :

” 7 A = T 33 - e
o f_"%- o :';._., Rz * ; IE
!

i S

Ce qui correspond dans notre prcogmmma a £'utude dc Lo parnitie FONCTION
{ non ACCELEROGRAMME .

A J
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Avant d’entamer Lo détail des exemples,orlsentons fout d'abord quelques
difficultes nencontrles fors de £'exéeutior du proghomme :
1) La non dnvernsibilite de £a matrice de masse pour £a Atructure

& Fal A i ~

Cecd est du au 4alt oue powt une structure d n noeuds ,fa matrdice de masse

est d'ondre 2n con deux degrls de £4iberté par noeud et pour une poutre
continue hordzonicke, i’ existe des zérnos av ndveau des £ignes ot des colonnes
correspondant aux degris de fdbertl verticaux, ce qui entraine La singularnité
de M. Pour pallier a cet inconviénient,nous avons pensé placer 1.E-10 a La
place des tewmes dizgonaux nuls,ce qud Léve e probléme de La non {nversibilité
de M et qui nend Le programme exéeutable.

2) Introduction des conditions aux Limites.
L'équation de départ est La sudvante :

- 5 ¥ ,..- = T 5* . 5 ) e 3 !
AW LR Y AP s B VS S A Sl (R ) Rkl

i

L'introduction des conditions aux Limites sur K et F par £a méthode du
tenme diagonak dominant ne donne pas de rlsultats satisfaisants du fait que
ces deux femwmes se retrouvent en second membie dans {'équation transiorméell)
el parn consiquent £'introduction de ALPHA =1.Z20 donne des absulfats énormes L4
ol £Ls devaadlent &ine nuls ce qud est abirrant.
Par contre Z'introduction aux Limites dans £'équation Zransfoaméell) par La
méthode du terme unitl sun {a diagonafe donne des nésultats satisfaisants.
Cette méthode ceonsisde a moddfien pour chague selation uy=t; (=0 dans notre cas)

Le vécteur second memore puls £a matrdice [ M+ &v/2 C.3
TATU =/ Bj 3 :véctewr second membre.
TAT: (M7+ At/2{CH
- X - -y = 4ok "
} o e : o L £ 33 Feey '
- ' ke J'-; A
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Exemples traltis

1] Poutre a ddix t&¢yit¢ a'un métre chacune cvze E = 1000b=1 .E§ N/mz
et =2
5

17 o f i
E3 Kaim™.

a) pour : Un inoxénont ao Temps de 1.E -3 4
Uae Jdunlo d'éucitotion de 0,14
F = j0.000¢

Instabilite.

b) pour : Un incrdmcn fe temps de 1.E-34

Une durée d'éxcitation de 0,14

F = 100%
Obzention de rlisultaits moins enorme que pour Le cas la) mads prouvant
néanmodins qu'ils sont non ALgndgLeatifs.

el pour : Un Ancnlment 72 temps de 1.E-35
Une durée d’ixcitation de 1.E-34
F =100 %
Obtention de nesulats plawsibles et exploitables.
Pour ce cas nous avons 4ait une neprésentation graphique des déplacements de
deux noeuds extrémes ul3) et u (21 ).

F

'
=%

2) Poutre & dix #ravées de 10 métres chacune.
Nows avons préfené 2vifcr de consddirer pourn {es oxemples thaitiés
Elmétal : acien ) ot ['lacier ) can Les alsultats cbtenws sont trops petits
et de £a dnexplodtfablos.
Powr £ = 1.E8M/m° ot P = 2.E3 Kg/m’.
Nous avons observi dos slsuiltats analogues pour (a) et (b) pour £e cas lc),2es
nesultats elaient accepiables ot analogues a ceux de £'exemple 1 sauf que
La durte de travall cat plus Longue en naison de Za Longuewr de £a poutre.
Ce que £'on entend pu: risultats anafogues c'est que Les allures de ul3) et ul21)
4e retrouvent dans Zes deux exemplesimais & des femps difbérents bien entendu ).



Nous avons prévu deux vérsions £'une traitant de problémes particuliers

[ FONCTTON ou ACCELEROGRAMME )&'autre a caractére plus générale consistant
en L'introduction d'un véctewr sollicitations qu'il sagira de multiplier

& chaque incidment de temps par un coeféicient ayant une vardiation Lineaire
par trongon | dents de scie | dans Lo temps .
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‘ORGANTGRAMME DU PROBLEME D'EVOLUTION

MU + CU + KU = F

NATURE DU PROBLEME 7

* PROBLEME DE DEPLACEMENT D'APPUIS [ SEISME )

Z INTRODUCTION DE L'ACCELERATION SOUS FORME DE POINTS
DISCRETS | COORDONNEES ( temps, accélération ) )

* CALCUL DU VECTEUR FORCE F = M d
d ETANT A L'INSTANT 1 =1

"™ INTRODUCTION DE L'INCREMENT DE TEMPS [ PAS 1 AL

)
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* CONSTRUCTION DE LA MATRICE D' AMORTISSEMENT

( AMORTISSEMENT PROPORTIONNEL C=dM |

* INTRODUCTION DES CONDITIONS INITIALES :
VECTEURS U, ET U, | AUTEMPS t = £, )

* DETERMINATION DU VECTEUR (i, PAR DU SYSTEME LINEAIRE :

M U, =F,-Cl, - KU,

* CALCUL DU VECTEUR ul z,-4z¢) :

Ul t, -At ) = U, - &t G, +att/2 b,

©

* CALCUL DU SECOND MEMBRE :

()2 (=K ult)+FLE)) + 2 M ult) - ( M- At/2 C ) ult- At)

r

(M+4t/gC ) U t+At )= SECOND MEMBRE

* RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE : lapnés introduction des CAL )




s

* IMPRESSION DES RESULTATS :
TEMPS = TEMPS + 2 ¢
VECTEUR DEPLACEMENT U(t, +2 £ )

* PERMUTATION ( poun £'itération Aulvante ) :
Ul t) DEVIENT U [ t-p2 )
Ul t+2t) DEVIENT U | ¢t )

ST TEMPS > TEMPS FINAL

STOP
et

FIN




* FAIRE UNE INTERPOLATION LINEAIRE A PARTIR DES
DONNEES DE L'ACCELEROGRAMME ET CALCULER LA NOUVELLE
ACCELERATION , ET NOUVEAU VECTEUR FORCE( avec conditions aux
LAmates )

@D

* CAS DE FONCTION

y
*LE PROBLEME EST ANALOGUE AU PRECEDENT SAUF QUE LE
CALCUL DU VECTEUR FORCE SE FAIT PAR L'INTERMEDIAIRE D'UNE

" FUNCTION "
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ORGANIGRAMME GENERAL DU PROGRAMME TREILLIS

(ar )

*| ECTURE DES PROPRIETES PHYSIQUES ET MECANIQUE :
-Masse spécifique .
-Modukle d'élasticité | d'YOUNG ) .

*| ECTURE DU NOMBRE DE NOEUDS ET DE BARRES .

¥ ECTURE DES COORDONNEES DES NOEUDS .
( Vernification de La non aepétitivité d'introduction )

*| ECTURE DES CONNECTIONS ET DE LA SECTION TRANSVERSALE
DE CHAQUE BARRE .

b

* CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE .

* PLACER LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE DANS LA MATRICE
DE RIGIDITE GLOBALE .

* OBTENTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE GLOBALE .




CALCUL STATIQUE | B ) ou
DYNAMIQUE ( C )

¥

INTRODUCTION DES CONDITIONS AuX LIMITES
-Lécture du nombre de conditions aux Limites .

-Léctune de £'indice du déplacement imposé |(nul |

-Introduction du terme diagonal dominant { ALPHA=+ 1040 I s

INTRODUCTTON DES CONDITIONS D'APPUIS ELASTIQUES
[ EVENTUELS )
-Lectune du nombre d'appuis élastiques .
-Léctune de £'indice J et de fa nigidité R de chaque appui .

-Ajouten R a £'é€ément d'4ndice ( J , J ) de ta
matrdice de rdigddité globale .
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* INTRODUCTION DU VECTEUR SOLLICITATIONS CONCENTREES :
( F)

* RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE :
K*u-=F
* IMPRESSION DE U

CALCUL DES REACTIONS { RESTIDUS )
-Rappel de La matrice de rigidite globale
~Produdit K * U

-Réactions | #ésdldus ) : K * (| =F

CALCUL DES FORCES D'EXTREMITES DANS CHAQUE BARRE

-Construction de fa matrice de rigddité éLémentainre .

-Produdit : Matrdice de ndgidité *  Vecteur déeplacements
elémentaine elementaine
*
( K, ) ( u, J

CALCUL DE L'INTENSITE DE L “EFFORT NORMAL DANS

CHAQUE BARRE .
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CALCUL DES CONTRAINTES ET DEFORMATIONS

IMPRESSION DE : [, ¢

(g

PROPOSEZ-VOUS UN AUTRE CHARGEMENT 7

VOULEZ-VOUS FAIRE UNE AUTRE ETUDE 7

STOP
et

FIN
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* CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE MASSE ELEMENTAIRE .

* PLACER LA MATRICE DE MASSE ELEMENTAIRE DANS LA
MATRICE DE MASSE GLOBALE .

* OBTENTION DE LA MATRICE DE MASSE . GLOBALE .

PROBLEME DE VALEUR CRITIQUE | F ) ou
PROBLEME D'EVOLUTION | g ) .

METHODE DES PUISSANCES INVERSES {FI,
METHODE DES PUISSANCES ITEREES(FZ’

RESOLUTION ITERATIVE DE : K*Uu=MH+*uU
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[

RESOLUTION DE :

LR M- 1fa1 ) % x

n
L

PROBLEME D'EVOLUTION
* VERSION GENERALE DE Flzt)

* VERSIONS PARTICULTERES DE F(t) :

-Propagation d'ondes .

-Déplacements d'appuis | Seisme | .

L 4
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PRESEMTATION DU PROGRAMIE U.E.F

Le prooncame H.E.F dans feque’ rous alfons développer centains iérents
25 ui programme Franco-Canadden éfab?i par GO'RT DHATT et STLBFRT TouzoT,
éendt en fanaage FORTRAY .
1L Cradle des problémesvaribs conceraan® 424 Homcines ddfdencnts :
lasiiclts indatire ou non, 4fuide » onobléimes hawmoniques ete. ...
En outrne , 4L inclue fes possibilitis suivantes :
Probfémes a une ,deux ou thois dimensions .
Nombre de degné de Zibenté difierent en chaque noeud .
- Matrices elementaires et globales symétriques ou nom symétriques .
Problémes 2inéaires ou non Linéaires .
Problémes stationnaires ou non stationnaires .
Problemes des valeurs critiques | propres ) .
En ce qui concerne f£es problémes do taifle Amportante, Le pabgaamme trée
des tables dans une mémoire secondaire | fichien sur disque ) et n'améne
en mémoine centrale qu'une partie de chaque table & un instant domné .
Le programme est structurd de fa maniére modulaire suivante :
1) ORGANISATION DES DOVNEES
-Création des tables de coordonnées et connectivifés.

Eréation de tables contenant des paramétres connus 2ids a des eLéments ou noeuds

{ propriltis clémentaires ot propriétés nodales ).

2)OPERATIONS CORRESPONDANT A CHAQUE ELEMENT
-Determination des coondonndes et poeids des points d'intégration.
-Caleut des fonctions d'interpolation et de Leurs dénivées.
-Caleul de fa matrice jacobienmne , de som inverse et de son déterminant.
-Construction des matrices et vécteurs elLémentaines .
3)OPERATIONS D’ASSELBLAGE
4 )RESOLUTTON

Décomposition et nésolution d'un systéme d'equations Linéaines .
5)IMPRESSIOMN DES RESULTATS

1 |

s



5 88 -

1)Le bloc 7 COOR “£it fLes coordonnées des noeuds et Ze nombre de degné de - o
Libente de chaque noeud . Apres verifications , 42 cnée fes tables " VCORG ™
| coordonnées des noeuds ) , ot # KDLMC * | nombre de degné de Libeté
de chaque noeud |} .
2} Le blfoc * COMD ' 24t Zes conditions aux Limites et crée fes tables
TKMEQ ' (numéro d'équation de chaque degré de Libeté ) et © YDIUP ™
[ Lo valeur des degrés de Cibenté Lmposds ).
3) Le bloc " ELEM " Lit Les comndetivités puis 42 crde fa table ™ KLD 7 .

I exdste d'autres blocs fonctionnels de M.E.F qui sont des blocs

d'éxdeution des opérations d' &éléments §inis .

185 utilisent fes tables construites pan Les bLocs de Lecture des donndes :

= Bloc " LIMA  assemble puis nésout Le systéme correspondant .

- Bloc " WLIM " assemble puis aésout Le systéme corréspondant @ un probléme
non Zinéaire .
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BLOCS FONCTTO“'ELS DESTINES A LA LECTURE FT LTORGAMISATION DES DONNEES

_________________ L '
: 1
: ]
: ]
04 ! FONCTTON :
e |
"""""""""" e e — :
I MAG f' Impréssion de toutes Les donmnées 5
________ R T
________ l :
CoMT f Lécture et impression des commentaires E
o555 5 s e L :
A :
COOR i Lécture des coordonnées des noeuds ;
---------------- U e
DLP Y | Lécture du nombre de deand de Eiborts pa noouds |
---------------- i---—-~-—-—-‘----—~-—--—~-—-----—---—~—--—----—----ﬁ
' - 3 - - '
Cownp i Lécture des conditions aux Limites :
---------------- i------——--------------—-—--~-----------------—----1
| e g
PRND i Lécture des propriétés nodafes :
; 1
"""""""""""" ?""“"'"""""“"""“"""""""“"“‘““'“}
PREL i Lécture des propriétés élémentainres :
oo n i
""""""""" R !
ELEY | Léctune des comnectivités !
i 1]
""""""""" T e
. - 1
sSoLC 1 Léctuwre des sollicitations concentrdes :
' 1
= = e e e e e e e e e »

_______________ R
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BELOCS FO'CTIONNELS D'EXECUTION

" /e e
1

I ! ]
5 NOM : FOCTTIOM !
TT— e L
i ]

1 SOLR i dssemblage de AolZicitations néparties :
AP A '
1 1

bLTN \ REsofution d'un probféme avec atockage en f
E E mémoire centrale E
B o ceemmeo i 0 e e o e e S A =
1 ]
] !
] ]
! ;
! disque !
SRS S 8 e A S $
) i . o s |
v MLTHNM 1 Résolution d'un probféme non Lindaire :
- S S S e e S e H
] ] ]
1 EVOL | Pésolution d'un probléme non stationnaire 5
| . Bl
i } i
i VALP v Cafeul des valeurs propres et véctewrs propres
] [} ]
S o e 8 e e e e +
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ENCHAINEHENT DES DIFFIRZTS 38LOCS

Le programmz orincial achadine £'@xecutdon dzs blocs fonctionnzls Aous Le
contrdle de 'utilisatent,an appelant Les Aous-picoramnes connespondant d
chaque bfoc :

£
\Y
\' ———
L re .— r e LA {=s :IIJI Vig, o
i \ —
Le h)\ -i(j I.:lo< = L.:'.__'(“‘\"
/ - _ "i . -, .
L Tor 2 2 plc 'SRSEVE
N
l
k T
1)
{
= s

T | | ot
l“.;:r T 8 ! !,’_— X -7 /- ,f‘"‘\' :,’:—:X_ fH'r-‘n ':
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Le sous-proaramne Blunmn éxecute fos opérations préliminaines sudvantes du
bloc “nnnn’

- Définition des nunéros Logiques des fidchiens sur disque utilisés par Le
bloc,en prenant éveniuelfement des valeurs par défaunt.

- Lecture des paramétres de conrdle nbcessairss on panticulion pour
deétenrminer 2o #taille des tables di bloc,en utilisant Gventuelfoment des
valeurs pan délaut.

- Création de nouvelfes tabfes nécessaines en utilisant fa téchnique
d'allocation pseudo-dynamique.

- Appellation du sous-programme EXnnnn qud éxecute Zoutes Les opérations que
doit effectuer fe bloc ponctionnel "mnnn".
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VETHOD® 05 COUSTPLCTION JES FOUSTIOS DI DITERPOLATION(MEthode du @ v I MY )
Le programnme o T.F wiilise vonx Jn construction des ‘o tions T dnfannoiation

La méthode diie du P Y invenrse.

N ¥

Avend de difafllon catte mbtholr passons cp rovae une notion essentiefle.

CAEST DFE DERERSMOE
ELEVENT DE RohERFACE

Nans 22 bus do aimo®ifies la dédindtior analyticue des &2iments de foame
comploxe o dans o but de bormulen un E28ment find aeel de mandiére
intrinseque (indépendant de £'oricntation des axes),on {ntroduit fa noiion
d'élement de ndddnence qui st un &fément trds sdmple alpert dans un espace
de néference qud peut dtre transfornt en chaque &lément n2el par une
transformation géométrique bijective.

'(E,P‘e ré de ’(@?é(.e—ng_g.. ri’_PC_’(Cﬁ v eel

_ x =LA, Y)
Fa(fm)  + §—> K=x19)
X=RUE, Wy, - )
Xis Xz coondonnées des noeuds nbonétriques appartenant a L'elément.
doit étne choisdie de manidre a  prdsenter Les proprlltls suivantes:
- Bifective
- Les noeuds geomitniques de £'éfément de néferemce correspondent aux
noeuds péomeiniques de P'elément nlel.
- Chaque vontion de frontiére de £'8Lément de réference correspond a une
pontion de frontiére de 2'éRément néel

U= §— x(3)=LNH1] kn}

gxn} :coordonnies des noeuds glomitriques de 2'élement nlel

KE = < 8LD> S\-Xﬂ ﬁ({)‘f netions de
Y4 - < N> f\yn}  transfer matiens

igé_o-mé,\’ﬂ a‘U es
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Ra.igues

>

E28mens de nifeosence Asont porfols appe?es 2Lémenls peatinls

L]
p—

- la Swmsioration adonitricue < peut dfae inteaprétéc comme un Admple
changement oo vatdadies ¥ iy 2

\-(,_.‘

nout 8ire considind comme um Aystime de coondornias {ocales Z48 a
chague &iément.

Exemple d'éLéments de réierence

a - a une dimensdion :

A e L R S 5 >

— e e e e

4 -t : /

<a v

L omeathe (U nawds) c'umcl)ta,&tru&( 3 aocuds)

~4 o

C ubry qu e (/, rucvd:)

b -Efzments de néference & 2 dimensions:
10 existe des 208nents trdanqulaines,des éféments carnds.
ERéménts trdanaulaires Eféaents carnis

Ay
e # r ?'

=% :._..,_.._,_.,i_,_____ t /
.
. I T R —
c, 4 ! v-—-L -—-‘l i ’
Si. i -
{
,,T; P ——— it it e S

AV
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MATRICE JACOBIE 1=

L'éxistence de deux cow res différents L'un 2 risérence, 2'autre ael

nécossite une matrice jacobdenne fe passage d'un repéne a L'autre.

Toutes Les expressions qud Ampliquent des dondvies en X , ¥ , Z sont

transformies en ceiivées en § a7 arieo & La matrdice facobdenne.

s 17
¥ v N
/ N ~ s Y
{ / N N S 3 / U/ s .
X j‘ i - ‘:if» ghd, \_) L. } : f\}f\ }
.‘ i { : ‘\ # '2’ ‘\I - \ :.— H '
*, \ \ ()j ¢ 7 4 ! . !
i: 3 - N, Ty - ‘1 (_,i!\]\ i
A - i d X O v4 7. 72 Z i /
/ lu/ 3 bl o ¥ I VAT A () :
7 ulr” < N S ) -.‘--: {
\ il 1 } .JI 1 v ”L C} ' { ]
. % P
\ Vi
! -.“. ~, \, h\-——- \ [ }/ ,\ L {
{ C}l"-\\ ~ ' S A o/ ¢ {— il 5
’ PO i . i
: ;-. 1 .\' i .\ & _.-:"‘._;_ ; 1‘
‘.'_ g l'\ 1§ .{' L / : - J’
\

SINGULARITE DE LA MATRICE JACOBIEANE

La séngulanité de {a matrice jacobienne en un poini de 2'eLément de riférence
implique que La transformation n'est pas bifectdve.

Cette singularité apparait Lorsque £'on déforme beaucoup 2'2Lément de réfénence
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APPROXIMATION 347 U ELEMENT 7T REFERENCE j 8&‘ ¢ 4
2'} 7 i1 :;
. . et - o . s - yf
aéi*n?{x?~-ynx}= PARVRE TR ML >.{ » N YD -b’@
ex nt

On considere n noeuds d'interpofation sur un domadine Vicoafordus ou non avec
Les noeuds nlométriques).
St chaque eddment aous uidlisons L'approxdimaticn nodzleli).

X = \/
Upsligs - - U, 00t des valeurs de oy Qux n noeuds d'interpolation de Z'élément
lappelées également variables nodales ).
Nix) : 4onction d'interpolation sur £'élément réel.
Substituons a 2'approximation sur £'éLément réel,L'approximation sur £'éLément
de néference conrespondante.

lx! 712 ULz IN( 55§ R

avee X{ 7 ) =  furzi71 a1 -

g

NU D ) 2 fonctions d'interpolation sun £'82ément de réference.
ful: vardables nodales de £'éeément.
Rer;wcqu;: :
Les fonctions Nl ¢ |} sont independantes de La géométrdie de £'éRément néel V.
Ces fonctions peuvent done &tne utilistes pour tous {es eLéments vossédant Le

méme &fément de néiérence.caracténisé par :
- A2 foame
- 424 noeuds géométriques
- ses noeuds d'interpofation

Par contrne £es fonctions Mix) dépendent des coordonnées des noeuds de £'éLément.
PROPRIETES DE LA FOMCTION APPROCHEE :
ulx) et Uex(x) codincddent en tous Les noeuds d'interpolation.

L %
2 T )
@y bt = = % - i 3y s My
as L F) LTz U, =2 <M Nl d Ly G
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ETHOOE GIMEPALE DF COMSTRUCTION (PN I MU )
a) Cholx de fa base wolunemdale. T ) i
i { '-.: < 5 5‘\ P > : i }
L %) .
CPUehreonatitoe 2 base pofiyuomiale de £'approxdinaiion.
vous ntillsons autanit que possible des duses polinomiales: conplétes.
exemples de bases polunondalos comp’éles ef Lncomplétes
Dimension ' Degné du polynome 'Nombre de d.d.f ' Base
£ ¥
v 1 1 2
sy - /}:
eV 4 3 <4 3 53
& g 1 3 <A F a3
?, ke £ 0. o 1
¥ 2 2 6 . 4 z il' ?1— r'l 4‘, >
B et T TR ! MR R LD e mromsaitian
. 5 <4 Fa " 5 fom way
— J; 2 2 p L15a £ > (b Eimemm
f: I < 4 - A Fg > N
3 3 i A AR iR
£ I N R b e e e = s o o o i i
(rm fineave)
) 1 r
ol B o Fizrys)al : . N
jd )= < L is)p { ;
L { ) . i
| ¢ a3 \ . veodods
Hi)y: <€ MOE)S UMt :

Y

En chaque noeud d'interpolation de coorndonnées | {l

foe

L{syjz Moz Ye i)
: - b ol
U Sz M :<f'{=,.-“)‘,(_‘*)
j“;k): Um:< F{%h}:‘o‘(
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{ b
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| : =, = = b -
P b
' | 5 s P \ I-.' Px "\ i l
juL i ! L< L‘ ( F“ ) +‘: k j i } v \/ - ‘L Q‘ ” +
1 i rl'-' i s ‘:
) ;{1 A ‘\' = :_‘ [ J —, A{:
L ! .
- — =~ i }
'\ i . b Mam b
= +&: = L P'J i
i )

= < M(z)>= < P(H>S ] Pul

-Résumé des opérations de construction de N
- Choix de Za base polynomiale ¢ € %)>

- Evaluation de fa matrice nodate T £, 3171 P} \Fofd dy. ddeym

- Inversdion de fa matrice nodafe | i, ]

- Caleul de N . < MiEiy = € P> RS

Conditions a remplin par fes honctions représentant Le comportement des

éléments :

1] Les fonctions choisies doivent etrne continues au sein de 2'éLément ainasi
qu'au passage des frontiéres entre Les éléments.

2) Les équations forces-déplacements découlant des fonctions choisies doivent
nefleter une énengde de défonmation nufle Lonsque 2'éLément subi un
déplacement d'ensemble rigide.

3) Les fonctions supposées doivent permettre Za nepresentation de valeurs
undformes pour toutes Les contraintes ou défommation.
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ELEMENTS TIO0PARASETRIQUES

Prancdpe ot proondéiés :

Deux Zypes d'interpolation inforviennent dans fa construction d'un élément
f4nd, ' interpolation géométnique et £'intenpolation des deplacements .
Défindition

Un 2fément est dit isoparamétrique quand if est basé sur des Anteapolations
ddentiques pour sa abométrnie et son champ de déplacement.

Propriétés

1 - Continudité inten &léments:

SL Les fonctions d'intenpolations sitisfont ‘es conditions de continuité
requises pourn L'élément parentlde néference) alons ces conditions de
continuile seront également satisfaites pour £'8Lément Lsoparanéirique .
Cette proprilté est évidente 5'4iL y a undicité de ‘a transformation géométrique.

2 - Complétude -
Les états de déformation constante sont comrectement représentes dans fLes
&léments isoparambiriques s4 La condition suivante cst respectée : T M, = 4

U= a s+a,x v ay ¥ [ {cmeaus)
1&: S.NL AL"'.'_ £L4 E,NL 1 aL'ZNL.‘l(;L'J, q6 Z/V;’.ac

- Gy AN Ay kA atﬁ»ef

> ZN(: i
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by o P S R 5 SO ~ B O ki b Tr a3 +
L 0 5 opliraomes ) est Laiienr 4 ellvd ae My Vo{tiément
LA el hcon Type HERATTE o LAGRANGE
ELY 5T SPEY PARAMETRIOUE
Des le2 cas contraine.
INTEGRATION EXIQME

Le programme M.E.F utilise £'intégration numérique par £z méthode de GAUSS.
Le caleul des matrices de nigidité par intégration explicite ne peut étre
effectué que pour fes &léments fLes plus sdmples.

Par ailleurns,f’intégration exacte peut soulever de sériéused difficultés
pour cerfadins types de problémes,c'est Le cas d'éfLéméits d'ondre élLevé,ou
Lsoparameiriques courbes od £'intégration numérique doit &the utilisée.

METHODE DE GAUSS

Dans cette methode,on ne se donne pas & priond La position des podnts
d'intégration mais on déteamine cette position de fagon a minimiser £'erreun.
n points de GAUSS intégrent exactement un polynome de degné Zn-1.

A n ‘ .
ooz Wl
,g’ 35()£> Cﬁ)ﬁ =
;_;oida de GAUSS(Coefficients de nondération)

.

£
X, : coordonnies des points d'intégration

CHOIX DU NOMBRE DF POINTS D'INTEGRATION

Le choix du nombre de points d'intégrnation dépend du tipe d'élément utilisé et
de fa matrice &fénentaire que 2'on construit(rigidité ou masse ).

L*expérionce a montné que 2'intégration néduite peut donner de meilleurs
nesultats que 1'intéanation exacte.

Cependant 4£ existe pour chaque type d'éLément,un nombre mindmum de points
d'4integration en dessous duqued fa matrice de nigidite neste Ainguliére malgné
L' intreduction des conditions aux imites.

Pour un éRément quadrilatéral Lsoparaméinique a § noeuds,il faut un minimum de
ZXZ podints d'intégration pour caleuler fa matrice de ndgdditeé et 3X3 points
pour caleuler La matrnice de messe.
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DEVELOPPEMENT DE DIVERE ELEMENTS

Cette partie de notne travail consiste en L'enmrdchissement de £a bibliotheque
du programme M.E.F en &toblissant des sous-programmes redatifs a cdng
diffénents eléments qui sont :

1- ELément de bawre \tredlils bidimensdionne )

2- ELément de bariz |Ftcdlidls unddimensdionncd |}

caleul par intéegroticn numérdque.

Efément de barwre de glexion | cas R.D.M ).

ELément de bawe avec cisaiilfement Trhansverse.

Elément tridimensionncl pouwr mécandique du solide.

Et en Le passaac e queleucs exemples vrouvant Leur bon 4onctionnement
et mettant en relicd feurns perfoamances.

L I O
| R . |

14 est a noter que £a bib&icthéque du proguamine .i.E.F contldent défa:

1- tn &lément isopcramdinique a 8 nocuds pouw: Llastiedte plane .

2- Un &Lément quairatique pour Les problfimes haimoniques andisotropes .
Onganisation du caleul des matrices dlémentaines par inflgration numérique:
Les difgerentes 2tapes sont :

1) Opérations communcs & tous Les &léments de mme type( ayant 1 m &ement
de néférence }.
- Cadeul des coondonnies - n et des podds @, (points d'intégration).
- Cakeul ¢z do b et ' et de Lewrs ~Brdvies en
2) Opérations ndcest izzs pour caleules iz mutrdece K ' de chaque &Zément.
- Initialiszi £ a zénro
- Pouwr chague noint d'intloration:
.Caleulon La matrdce jacobienne 'J° 4 pantin des dérivées en
des 4onctions N ¢t des coordomées des noeuds de 2'&lément, J- -1
et det J.
.Caleuter £es dérivées de N en x & partin des dorivées en
Consturine Les matrices TB et D
Accumuber dans K :2e produit BT DB det I w,.
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3) Opérations nécessaires vowr caleuler Lo moinice de masse {m'}
- Indtialisation ¢. zéro.
- Powr chaque puirt d'inflanition
Lalenler Lo matrdee jocobderre ot son déteumdinant.

Accunuler dws imy Le preduii (NG SN det J W,
4) Opérations nicesscdnis pour caleuler Lo veniowr solldleitation  §
cornedpondant & v consiant :
- Tnitiakiser 6.4 zéro
- Powr chaque podnt d'intégration <, :
.Caleulen La matrdice facobienne et son déterminant.
Accumubon dans f4! Le produdt W or det T W,

Pour chaque type d'éfément "nn",un seul sous-programme ELEM nn contrdle fes
caleuls de toutes Zos matnices et vécteurs &lémentaires.1f exdiste une vardable
de contride ICODE spleiidiant quelle opération Ll¥mentaire est requise ainsd:
ICODE = 1 Indticiisation des paraméines caractenistiques de ce Lype
d'éLements|nombre de nocuds,de degré de Ziberté,de points
dintégration ).

L]

ICODE = 2 Ixleution des opérations Liées a un ilément de nlference
donné ot {ndépendantes de la géométndie nlelle :caleul des
honetions d'intenpolaidon N et de Leuns dérdvées en =
ik points d'intégration. “

ICODE = 3 Cale:L de La matrice Ao rnigidifé.
ICOUE = 4 Celow? de Lo matrdce tangente pow: {es prob€émes non

Pindainas.

o

ICODE = Calen? Ao o matnice de masse

It

ICODE = 6 Caleuld du véeteurn résddu,
ICODE = 7 Calouid du vécteun des sollicitations.

ICODE = § Caleul ot imonessdion des graddents.
Souldgnons qu'un sous-programme LLémentainz n'oxleute qu'une opération a fa
fois définie par La valour de TCODE.
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I - ELEMENT DE BARRE | Treillis bidimenslonned )

Cez &llment ayant EXL prdalnilement &tudil dans Le progromme nelatif aux
Athuctures thedllis planes, 8 sera introdult de maniére explicite dans La
bibliothéque du programme M.E.F.

2 - ELEMENT DE EARRE ( Treilfis unidimensionnel).

Cet elément est Lo méme que fe précédent,mals son caleul ae gait pan
Antégration numérique.
L'element de néference choisi est £'élément unidimensionnel Lindaire.

i“»’::-b 1

gy

-k 19}
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ELEMENT DE BARRE DE FLEXION SANS CISAILLEMENT PAR LA METHODE DUP NI NV

L&liment &tudil est du type HERMITE du troisidéme degré et de ce fait,
La mithode doit etrne quedque peu modifiée car Pos variables nodalcs dans
Lo nepere de riférence ot dans Le repére rdel ne sont pas £es mémes .

C o\ \ ‘\I \ { v © OV, \
TR e “/"f fi I"“".‘"/u’ K ] ‘:‘-"v“w/\'l;‘." /
-" ; - -o‘ . 3
? L
v boyened by

v, | référence) = | néel)
( néférence) = v,lxéel)

JV« - A c:‘)}, .

é‘:\: ‘j :8 a”y i Modification & apporter:
3; . j‘ F Facteur multiplicatif = det J.

Nofons que £'élément n'est pas isoparamétrique car Les fonctions d'interpolation

et Les fonctions de transformations géométriques ne sont pas £es mémes.
Ondre des polynomes Nl F)  ordre des polynomes N f )
D'oa &fément subparamétrique.

Determination des fonctions d'interpolation :

base polynomiakle <PSN = <« 5 =3 3—
poty > < 4 ¢ it
< Pi-n)y I L
. |
< 2P (-n> | © I
":s "',__ o7 ? !
LI T e Pron l 1 i |
< cfiny | e ' 2 5
L eF ) 1 b

1

0 W %
}

0 W s
]

I
=
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ELEMENT DE BARRE AVEC CISATLLEMENT TRANSVZRSE

On Gtudie £2 poutre i cisaillement transvinscelow poutre DE TIHOSHENKO) qud est
difdrente du cas risistance des mutindauxlov poutre de BERNOUILLT ) du fait
de fa non dépendzice dos degrés de Libentl de cisnillement et de flexdion(W et
Ce qui s¢ fraduit pun fa non planedid de fo section aprds difoumation et de La
non peapenduculariii do cette section quee Lo i4bre moyenne.Cecd &tant
evidement en contradiction avee L'hypothese de BERNOUILLI 4facte en R.D.M.

Pour notre Gtude,on cheisina £'elément isoparamitrique a 3 noeuds pour Lequel
Le champ de dépfacement cst parabolique.

|'.‘
s . e 2 0 7w gl

SR .. WA - S NOOUPPRBY .

ia . sl

_h%} (ﬁpi\ .“ﬁ;}

Dans ce cas ¥, + IV

Les degnés de Liberté itant indépendants,ies fonctions d'interpolation des
deux types seront indipendantes.
Les 4onctions d'interpolation sont done vu £e choix de ('&lément :

- parabcolique pour

- parabolique pour ™

et vallent :

Ny ==28(a-4)  w, = A (A8 g = LRArE)
o ' = o

Nows avons de co fzit :

! e = ’:... M. o,

wi ; ) R S 4

Ble )= TN B

Les valeurns des N, Aont Irnouvées par La méthode du Pn dnvernse.
Adnad fa base polynomicle dans £e cas prisent eat :
£ p s LA & 273

{ s
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T = N : 0
iz I =1 14 ity 0 2 ’
’ 7 1 i 1 -2 !

1

Nous avons uac contdlnudtt de dénivée [ €'} sur Le noews wilizy malsd pas

San C WA i ranip I
NCCLEMALENMINT cwuX noeuds de cod.,

MATRICE JACOBIENNE :

L'8Lément choisdi tant Lsoparaméinique,fa géométrnie de £a barre est définie par
£es mimes fonctions d'interpolation :

On a 3 f 3
Lo el Faio- DY &
Fo Dl g Zoh M @ W Ay + 282 %,
T D¢ T O ¢ e
J =L—i+€)7Q,_?ETf (2 %) Ry = P2 4 (pa X3 -2%x;)
5 1 ‘ J - “‘ ] ,;,’ A

[

Pour notre éLément »£e noeud Aintenmédicine étant placé exactement au milieu,
£e jacobien aura pour valeur :

S4 Le noeud intermédiaine n'avait pas oté placé au miZieu Le jacobien aurait
&te diffirent de £/2,notons & ce sujet que Lonsque £/41x2 Z 38/4,

Le déterminant du jacobien ne 5'annule pasd sun £'élément.

L Y - AR
" - . * . o }(‘ .
Deformations-contraintes : B T4 .
P ke bElE )
avee  ay= ; 4
' | 1 \‘v’: }
} [
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o A2 . I o AAL P [ S & T B5 i s »
La atjommation génlnalisle est difdnie de felle mniire gue e wrodudt par

£es controdntes géndralisies  redonne Lo thavads des forces intindeuncs.

E v
R ¢ =1 H
&
4 Pty ) A « 7 {(\f_j ul
- [l s o
o= j . ) .
‘-._______./'—\ ,__--_..... Vi R ""’ g -'/ | }.
| W pap O
(3 urwu A Flaxon enrg e 4 citonl

avee Y. B - Uw : angle de distorsion.

.:}J'

SEL M

AT %ér TEI 0
D étant La matrice d'élasticité I

On retrouve bien £'énergie
Sa :Section réduite
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En ce qui concerne £'intégration numérique,? points de GAUSS ont &té utiliséa.
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ELEMENT TRIDIMENSTONNEL

La méthode des &Liments f4inis permet Ln nbsolfution de probléme d!élésticité
a trodls dimensions.

Cependant £es problimes tridimensionnels sont plus complexes ot plus couteux
que fes autres types de problimes,et nécessitent {'utilisation d'éléments
Lsoparam@triques élaborés | Hexaedre & 20 noeuds,etc..... )s

En outre,fes maitiages d'éléments tridimensionnels entrainent un nombre
dmportant de degnis de Liberté et nécessitent des programmes permettant une
génération automatique des différents noeuds (cas du M.E.F ).

Enfin,notons que Le temps de résolution est augmentl de maniére sdignificative
par napport cux probllmes tridimensionnels du fait de £'importance des matrices
de nigidits,

L'ékement programmé est un hexaedre isoparamétrique & 20 noeuds : 4 noeuds
principaux et 12 noeuds additionnels de mi-cdts ce qui cornespond 4 un total
de 60 degnés de Libertd.

Le caleul des caractérnistiques de cet élément(matrices de nAgddite,...) se
fait par intégration numérique en utilisant généralement 3X3X3 = 27

points de GAUSS.Toutefois il est possible d'utiliser une intéegration réduite
2XIXZ = & points qui allige dans de Larges mesures £a complexit? des caleuls.
Cet clément est recommandé dans Le cas de structures massives a frontiérnes
courbes.
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Reprisentation de £'éliment :

n=20

La base polynomiale eat :
P=<l‘-;_.:

la matrice B dans
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EXEMPLES ET COMPARAISO

Dans ceflte poriic , novs ilions a Lwvers zu2fqucs ixemples metine en
nelief £es performances des efements dévelor &, « iadre une comparaison
entre quelques wn d'enlne aux vis 4 vids de Lo sofufion éxacte .

Mpafctée :

Adnsd , dans une preniere partie on passera un exemple commun i TA04LA
elements qui sont ilspectivement , 2'élément {sovaranéirique & § noeuds
pour lasticdté plane , £'élément de poutre en §féxion ot £'éZément de
poutre avec cisaillement transverse et ce , pour d'une vart mettre en
évidence £'impontance des dépfacements dis au cisediflfement et d'autre part
comparer Les deux eléments de poutre a Za solufdion éxacte de 2'élasticité .
Quant a £'éxemple , 4L s'agit d'une poutre conmsolfe | modéle thés utilisé )
composie de cing &¢léments pour Laquelle on fera vardié La portée

{ 10m, 5met 1 m] et fe mode de chargement : couple { moment §2échissant )
puis éffort tranchant .
Préseniation des résultats : Y000 : L < ,
en z : — | WM - L0TO
17" cas de chargement : ~| oo = J
S
Poutre en 2fasiicité plane | &fément isoparanitiique & & noeuds )
_ e ALO2
¥ oo - SR VR e, i —-'—.——-r-- -—-—.-——-- e --v--d——--r--—1
/LJ ' ; . )
! eme e e B U TR _i e el — -

Poutre en éléments de §2ixdion unidimensionnels .

?ﬁ,ln__.__.___.u‘.__.._.._ S T RNy (Tsen v T ST ¥

A L “ w ] /

Poutre en éféments avec clsaiilement Transverse .

P

. ;.;.E.I:'.:
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La comparadson poiie Auw: fo déplacement veiictl oféxtrémite .
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A 0 ylze) = A w{t) = 4 WiAE) = 4 |
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1 1

Mows constatons que sous Z'application d'un couple Cquivelent & un

moment §eéchissant , fes vafeurs des déplacements pour une portée variable
sont nigoureusement identiques pour fes trols &féments compards ce qud
est un résultat attende car Le moment §Léchissant n'affecte pas

Les caracténistiques &lémentaires .

7%"Coqs de chargement :

E4dont tranchans : Y AR S %
l; ' bidirenoieane
Vo A8 0

\ ? 2 W n(é M U\S\bﬂ“ti

“Foutre en Llastictri plane : | ? °

o e e e~ —%

/ L}
:’ . * L] © @
s | !

L._..,..__._... RN WU ST S T S S _.‘__.m_ =

i



Poutre en fléxdion { R.D.M )
’ i, . 'Y ( L
_,;.},______ P SR . b e o

Poutne & cdsaillement Traniverse :

_}__-.___.. & & - 8 o . B. & . 6. ¢ —dt 2100

P A sl gtean n b & | T & byolf 4 5 ke
E);Qn. Lo & Now.ede flexion Ca cetl-Y “
ﬁf;j_qﬂ vl )= bo?, (T pwied = Ao RS LD PRIV
%, Do Ari2e)2 18,48 | = b2N WA )= Y
ﬂ« piit)e 103 wWk) - ) T GLE T 0,
! -t
Dans cet exemple , ' Anjluence du cisaillement &'iliustne de maniere

mandfeste et augmente avec fa diminusion de iz poniée .

Nous pouvons également constaten que £'éfément avee cisalilement thansverse Ae .
napproche d'avantages de fa sofution éxacte | sofution &lasiicite ) que

ceful de fLéxion R.D.M .

g partie :

Dans cette deuxdieme paride , on passera £'éxerple d'une poutre console

de 10 m de portée consiitube de cing éLéments tridimensionnels | héxaedre

& 20 noeuds ) charate Auccessivement par un couple puis par un 2ffort tranchant.
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Déplacement du noeud 6§ u = 21,535 ( horizontal )
v = 105,93 | vintical )
Pour L'élément a & noeuds : u = 20 <o
» v =100 . ,?
7'%™ cas de chargement 44 ok o e e 7 Ars

} 6% TS 2
\f T (pg & M'!-“‘i;,‘sl pisi iOC
Déplacement du noeud 68 uw = 15,70

v=112,15

Déplacement pour £'élément 4 § noeuds : u

14,98
102,28



= 84 =

CONCLUSTON

Notre travail nousd a conjronté dans sa premiére partie | 22aboration du
programne tredZlis | & diflenents Lypes de problémes : EQUILIBRE ,

VALEURS CRITIQUES ef EVOLUTIOM , nécessitant Lo deéveloppement d'algonithmes
divens .Les principales aifficults que L'on a rencontries sont refatives
au probléme de valeuts criidqued pout fequel il etait nécessaire de

faine un réarrangement ue matrices ( opération fastidiease | afin d’obtenin
des résultats .

Quant a fa deuxiéme po/iie , concennant Le dévelfoppement d'élLéments dans
Le programme M E F , nous avons été congrontés a des probfemes Admilaines a
2'exception du problime non stationnaire | duolution ) qui n'est traitl
dans M E F que vour des probfémes de §luide ne nécessitant pas de térmes
de matrice d'amortissement pour fesqueds il awrait fatlu développer des
algonithmes | VEUMARK-UILSON ....) .

En ce qui concerne fa comparaison des deux &léments de poutre , celle-cd

a montrd que 2'éLément vec cisaiflement Transverse Ae napprochait mieux

de fa solution éxactr  solution &lasticixlt | que 2'¢26ment de pouthe

en fléxion { R.D.HM }.

Notons que toute notrne clude 4'est faite en &lasticité Lintaire .

Engin , notre thave i rous a permis d'aporécdien da pulssance de fa

méthode des &Léments {iris et son vaste champ d'application . Par ailleurs ,
Le progranme M E F , < wparl sa structure modulaire , présente des facilites
de développement d'&’fnnts vardds qu'il senait souhaitoble d'éxploiter .

SUGGESTIONS

Nous aimerions formules. des suggestions d deux niveaux :

1- Complements ( ou améfionation ) a apporter aux prograrmes M E F :
_Prdvoin dans Les soui-programmes élémentaires des sous-proghammed
caloulant Le produit matriciel D * 8, c2 quk permettna L' obtention
directe des contrurites & partin des déplacements nodaux . .



-Préuoin Ze cas des cheigenments surfaciques caur Ze procrarme M E F
n'etudie que "es chaigenents. nodaux et vobuniques .

-Séparer Les blocs poicucts des blocs &lémaniniies , cecd peut avoir un intéret
consddérable dans Zfes cus non Linlaire .

C-Liste d'8féments qu'il seralt interessani de développer :
- Poutre en grand dénlacements | non Zindariie I s

- ThedZlis tridimensionnel .

- Plaque .

- Coque mince .
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