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INTRODUCTION

Les €quotions aux dérivées partielles jouent un r8le considérable en physique.
On les rencontre & propos de nambreux problémes de petits mouvements, de
Vibration, de Propagation, de Potentiels :etC....

Elles méritent donc une étude spéciale 1

En général, il n'est pas possible d'intégrer ces éguations, Cependant il exlste
des méthodes qui, dans certains cas simples, permettent d'exprimer 1l'intégrale
la plus générale d'une fagon explicite & 1'eide de fonctions arbitraires.

Mais les équations justifiables de ces méthode sont assez exceptionnelles et
donc ne pe¥mentent pas un intérét pratique.

En outre, m@me lorsqu'on a ¢crit la solution générale d'une équation sux dérivées
partielles du second ordre, le résultat est loin d'8tre obtenu, car il reste
essentiellement & tenir compte des conditions initialecet aux limites, et des
conditions plus campliquées, et la forme de la solution générale ne s'adapte
pas toujours facilement & ces conditions.

Te sorte que la plupart du temps, on cherche plutdt, & utiliser soit des
méthodes numériques, soit des méthodes analogiques. La simubtion analogique
est un des moyens utilisés pour 1'évaluation des syjéimes.

Si un systéme peut se décrire mathématiquement, il existe un systéme de nat e
différente, systéme analogique, et que régissent les mémes équations,

11 revient au méme d'étudier le probléme sur le modéle & 1'échelle, sur le
modele mathénatique ou le modéle analogique électronique.

L'avantage avec le modéle analogique est qu'il permet de substituer su calcul
sur des nombres, une op€ration physique donnent lieu & des mesures sur des
grandeurs (tensions ou courants) et aussi qu'il permet une facilité de mise

en oeuvre, une souplesse d'enploi, une étude approfondie sur 1'influ#ince des
Principaux paremétres du systime, une répétivité et aussi un cofit modéré vis--
a-vis de la richesse des informations obtenues.

On peut dire, en empruntant cette définition aux auteurs de SIMBTA que 3

"LA SIMULATION, C'EST L'ART IE FAIRE IES EXERIENCES SUR UN MOIEIE, IE FACON
A EN TIRER IES CONCIUSIONS SUR LA REATITE",
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1. PROBLEMF S GENERAUX

L'art de 1'Ingénieur s'applique, de fagon pratique & 1'étude des
phénomenes physiques, ou , plus précisement des systémes physiques ,
un systéme physique est ume entite plus ou moins complexe qu'il est possible
de défenir sans ambiguite et dont le comportement peut &tre étudié¢ au moyen de
mesures physiques,
A cette entité, il est possible d'appliquer un certain nombre de pertubations
ou " exgitations " et de recueillir 18s “reponses’ du dit systéme a de telles exci-
tations. Les excitations prennent généralement la forme d'énergie appliquée au
systéme, alors que les réponses representent - : 1l'énergie
apparaissant & 1'intérieur du systéue et & ses limites du fait des excitations
ainsi imposées,
A partir de ces définitions trois types de problémes se posent alors,i savoir :

ag = Intrumentation
b) - L'analyse
c) - Ia synthese

a) - INSTRUMENTATIONS:

- o=

Ce probleme consiste , a partir de la comnaissance du systeme et
de la reponse a déterminer l'excitation, Ce type de probleme est essentielle—
~ment basé supl'expérimentation .,

b L'analyse :

C'est le probleme le plis important. Il consiste, a partir de la connais-

-sance du systéme et de l'excitation 24 déterminer la réponse du systéme & ces
excitations,

¢) - SYNTHESE :

Cette troisiéme catégorie de probléme coreespondant & la détermi-
nation du systéme physique alors que sont connues les excitations et les
réponses .,

Ces queleques considérations sur la nature des problemes
rencontres lors de l'etude d'un systéme mettent en évid@nce la necessité =2
d'®tre en mesure d'analyser - B ' . ;7 le comportement des systémes
physiques.
On effet, pour analyser un systéme quelconque , on devra dans une prémiere
étape, traduire le comportement du dit systéme sous forme mathématique,
n géneral, le comportement des systémes physiques est reprégsenté, soit par
des systémes équations différencielles ordinaires, soit par des equations
aux dérivées partielles,



Les systémes a constantes localisces,de fagon sytématique, sont
representés par des équations ou , des systémes d'equations differentielles du
second ordre, alors que les systémes 4 constantes réparties sont representés,
soit par des equations aux dérivées partielles du type elliptique, soit -
par des equations aux dérivées partielles du type parabolique, soit par des
equations aux dérivées du type hyperbolique ,

Ia seconde étape sera la résolution de ces équations et 1l'interpré-
tation physique des résultats en ne perdant pas de vue que le but de 1' analyse
d'un phenomene quelconque par l'Ingénieur n'est pas d'obtenir une description
nmathématique,mais d'aboutir & un résultat trés localisée (solution spécifique
exprimée sous forme numérique ) avec une précision donnée , et ceci, dans
les meilleuresconditions dé prix et de délais, avec generalement le = *. ==
mininum d'équipement, et avec certaines conditions initiales et des conditions
aux limites .

DEVOIR 3

Le projet de fin d'étude que naus nous proposons d'exposer a pour
théme " SIMULATION ANATOGIQUE D'UN PROCESSUS DU TYPE HYPERBOLIQUE'?, ce
processus étant le probléme de la corde vibrante,

Pour effectmer ce travail , nous avons jugé utile y avant d'aborder 1'étude
pratique de nous pencher sur quelgues parties théoriques necessaires i la
compréhension de notre sujet. Nous aborderons ensuite les differentes méthodes dr
résojutkon: analytiques,numeriques , -. analogiques et la notion fondamentale de
discretisation,

Ensuite, nous appliquerons a notre processus une méthode analogique (qui nous

a éte imposé%) '



2 NOTIONS IE SYSTHMES A CONSTANTES LOCALISES ET SYSTEMES A CONSTANTES
RIP ARTKES.

Au cougsde le formulation mathématique du comportement d'un systeme; le rdle
des différents peramétres intervenant dans le fonctionnement du systéme, la
connaissance de lois aussi générales que les principes de conservation et de
continuité, 1'étude précise des variables dépendantes et des variables
indépendantes, ainsi les conditions initiales et les conditions aux limites
pemettent d'aboutir tres simplement aux équations génébales reégissant le
comportement de celui-ci.

Pour qufun systeéme fournisse une réponse & une €xicitation domnée, il convient
que l'éxcitation soit d'une nature physique décelable par le systéme considéré.
Cette remarque conduit & préciser le fait que toute éxcit&tion doit donc
apparaitre sous une forme énerg€tique capable d'étre détectés par le systReme
physique utilisé, et que celui-ci répondra a cette excitation, soit sous la
néme forme ¢énergetique, soit apreés transformation,
Tout systeme peut &tre défini A partit de ses éléments ou parametres constitutifs
ces derniers étant de 2 natures différentes.

constantes
-S0it du type & =7+’ ; localisées : si leur camportement clest-2-dire ltutilisatidw
ea qu'ilsfont de l'énergie circulant & travers les lisisons qui les connectent
aux autres éléuents du systéme est complitement défini en fonction de la rels*ior
"excitation-réponse' existant entre leurs extréunités,

constantes
-S0it du type & ;7 ': reparties : si les relations "excitation-réponse! doivent
8tre considérées non pas pour l'ensemnble de 1l'élément, mais pour chacun des
constituants unitaires de cet éléuent.

De ce fait, la caractéristique essentielle d'un ggg%:ké o8+es reparties est
que les dimensions spatizle jouent un r8le fondamental dans la formulation et
dens la solutionx du probleéme; Ia representatlon nathénatique comportera donc
plusieurs variebles indépendantes (variables d'espace ei—vapiebies dlespaces
et variable temporelle) et le comportement du systéme physique nece831tera,
pour sa representation, l'introduc$ion de deriveées partielles.

Iu point de vue mathénatique, la localisation des constantes est souhaitable,
du fait que dens ce cas, les équations caractérisant le camportement du
systéme deviennent des équations "différentielles ordinsires' clest-a4—dire des
équations ne camportant qu'une seule variable indépendentes

IEFINITION TES VARIABIES TFPENDANTES ET VARTABIES INIFP ENDANTES s

On appelkvariasbles dépendantes des variables dont 1l'évolution est fonction
d'une ou de plusieurs autres variables.




On sppelWverisbles indépendantes les grandeurs par repport auxquelles évoluent
les variables dépendantes.

Dens le cas des systémes & censtentes reparties, les variables indépendantes
seront de fagon trés géndérale, les trois varisbles d'espace et la variable
temporelle.

Les variables dépendantes gpparaissent sous autant de fomes physiques que le
necessite la nature du systéme d'étudier.

Elles peuvent, néarmoins &tre classés en deux grandes catégobies ;

-LES VARTABIES REFERENCERS OU IE "IIFFERENCE",

Les variables rapportent un certain état physique d'un point du dystéme &
1'¢tat physiqueVWpoint du systéme, ou & un point arbitreide de référence.
Exemples : Le temperature . riférder, soit au zéro absolu, soit au point de
congélation de l‘eau}est la variable référenceedans un systeéme de transfert de
chaleur.

Ia pression pour la mécanique des fluides,

Ia tension électrique ou potentiel pour 1'électrostatique.

-~ Tes varigbles non référencédes 3

De telles variables sont mesurées de fagon absolue et n'tmpliquent pas la
définition d'une référence, c'est-a-dire que leur mesure n'implique pas la
localigation de deux points de mesure ; elles reprédeniylen fait, le mesure
du flux traversant une section élémentaire du champs.
Exemples : Flua themmique en themodynemique.

Débit en Mécanique des fluides

Densité de courant en Electrodyneamigue.

PARAIETRES OU ELIMENTS IE SYSTHAES A CANSTANTES REP ARTIES ¢

Les paramedres ou éléments d'un systéme physique peuvent 8tre caractérisés par
la fagon dont ils utilisent 1'énergie qui leur est appliquée. Il est possible
de les classer en trois catégories A savoir 3

- Dissipateurs d!'énergie :
- Accunulatéums ... -....i . d'énergie potentielle
= Accunulateurs d'énergie cindtique

Exemples de domatnes particuliers de le physique dont 1'!'étude peut 8tre
abodérce en tant que systémes & c6tés reparties 3
Eléments dissipateurs d'énergie

A) En electrodynamique 2

Ia résistance R est 1'élément dissipateur d'énergie

la veriable réferencée de fotentiel est la tension électrique V

La variesble non référencéedeflux f est le courant electrique I



Considérons un conducteur de résistance éléctrique constante R £L par unité
de longueur et soit un élement % x de ce conducteur.

=
e AV VYV EE———
Facd ¥ o7

La chute de potentiel aux bornes de cet él¥ment est de la forme $
" 2 -.J' - iR Sx-

Lorsque la longueur de 1'éldment Sx — O cette équation tend vers la
forme différentielles

2Y . _Ri-gs B

ax w0

Cas d'un conducteur tres-dimensionnel,

On obtient l'expression du courant & travers une surface @

12-112 li grag v.?f d g

£ g
— , = ;
n representant le vecteur unitaire nomrmal & -

B) EN MAGNETISUE

Ia reluetanceﬁest 1'élénent dissipateur, elle relie la veriable référencée
de potentiel’ . magnétique (v) & la variable non-référencée de flux magnétique ¥
au moyen de ls relation

£= "i}{%’rﬁd v.‘g: a o’

C) EN MECANIQUE IES FIUIIES 3

Ia viscosité (¥) est 1'élénent d'énergie dissipateur et relie la varisble
référencée de pression p & la variable non-référencée de débit DJpar la relation

Dy --affze e

o
Dans tout systéme physique: -. : .1} , 1'élément ou paramétre dissipateur
d'énergie. D peut 8tre défini de fagon générale par une relation de la forme
(' { —> ~
Dissipateur X variable non référencée = — ) )‘ grad (variable reférencéel n,de™

g

B T
SoitJ grad‘-f.n. 40 = = Do T
¢




Eléments dccumulateurs d'énergie potentielle

L'énergie potentielle est définie comme 1'énergie que posséde un systéme
physique en vertu de la position ou des caractéristiques statigues de ses éléments

Les Parametres d'un systéme susceptible d'accumuler de 1'énergie potentielle cmt
pour action de s'opposer & toute variation de la variable référencée de potentield
Ils sont definis par ce fait par 1'expression générale:

>

g[gmd S l r.at,
oo p

Eléments accumulateurs d'énergie cinétique

L'énergie cinétique peut 8ftre définie comme 1l'énergie que posséde un sys—
téme physgque en vertu du mouvement ou des caractéristiques dynamiques de ses cons-
tituants.

Les éléments d'un systéme susceptibles d'accumuler de 1'énergie cinétique ont pour

action de chercher a s'opposer 4 toute variation de la variable référencée de flux _

Ils sont définis par la relation : y £

“Ei%d Fnde = < Has
O
3 .PRINCIPES DE BASE ET THEOREMES PONDAMENTAUX APPLICABLES A IA MISE EN EQUATION DES

SYSTEMES A CONSTANTES REPARTIES

I1 est possible de metire en équation tout systéme physique quelque soit
sa nature,en utilisant les deux seuls principes de conservation ét de continuité:

PRINCIPE DE CONSERVATION:

Le principe de conservation exprime que " lorsqu'une quantité physique est
appliquée & un systéme,la valeur totale de cette quantité existant,i partir de cet
instant,d 1'intérieur est égale 4 la somme dex quantité ainsi ajoutée(ou soustrait-
et de la quentité initialement présente &4 l'intérieur du systéme,"

Ce principe de conservation doit &tre complété de la connaissance de la
nature de la grandeur physique 4 laguelle ce principe @west appligué.

PRINCIPE D5 CONTINUITE:

Le principe de continuité complémentaire du précédent,doit &tre appliqué
aux variables non référehcées et s'énonce comme suit:
"Dans tout systéme physique la variable non référencée est continue et doit prove-

nir d'une source d‘énergie(excitation intérieurs ou extérieure au systéme) et re-
tourner & la méme source d'énergie ou & toute source de méme nature.

APPLICATIONS AUX SYSTEMES A CONSTANTES REPARTIES 3

- Les éguations elliptiques seront de }a forme:
div (:lK grad ‘P) :A\P + N
- Les équations paraboliques seront de la forme: ;
. 1 _ A A WL N
div (IK grad q’) = A TH;- + AA ¥

- Les équations hyperboliques seront da la forme :

7
div (;—{grad"P) = A%Jr )\1 ?-i%-— +’\£LP + N
£ ;
Expressions dans lesquelles les A })J 7 X«J )b ne scnt fonction que Ae-

variables d'espace,




4. oMalUrii UuS wQUATIONS AUX DEnfVEBS PARTIBLL ES ¢= EXLMPLES .

Ia nature des Equations aux dérivées partielles (ellipthues,
paraboliques, hyperboliques) ne dépend que de la nature des éléments ou
paranétee intervenant dans le systéme physique étudi8.

a) EQUATIONS DLLIPTIQUES

Le comportement de tout systeme physique constitué d'él'ments
ou parametres d'un seul type est régi par une équation du type élliptique
clest-a-dire que tous les systeémes dont les éléments constitutif sont :

- 50it des dissipateurs d'énergie

- soit des accumulateurs d'énergie potentielle

- s0it des accumulateurs d'énergie cinétique
peuvent 8tre représentés par des équations dérivées partielles du type élliptiqun
cecli traduit le fait que dans de tels systémes, le temps n'est pas une variable
indépendante.

Lorsque les éléments d'un systéme ne sont pas fonctions des variabl -«
indépendantes d'espace,les équations élliptiques correspondantes sont 3

— Soit de la forme de TAPTACE:

AW = O o AW =Ky, auts A z laplacien

Nous sommes conduits & l'étude de cette équation lorsque nous abordons les
problémes posés par les champs électriques et magnétiques, l'état stationnair-
de la chaleur l'hydrodjmamique , la diffusion, etc...

C'est ll'équation du type €élliptique la plus simple.

- Soit de da forme de Boigson :
AW = LY+ Ky

Dans le cas ou les paramétres sont fonctions des variables d'espace, les équ-*ic
s'éeriront
K4

niﬂl!?E %:;j:5§1 l= O D CJIV l — 55rC!CA¥v

—
i

1
SN . )
Aévfggfncﬁﬁ?i: Ka@ + Ky

Rappel des relations fondagentales du calcul vectoriel :
aq;awtwﬁw>:%?+ﬂf~¥?
')\;r-.; ‘bx« .
divld grode) =2 (£ 38)+ 2 (L 2 ) +4 (i
a“L \l"\ °ox Ty LK 37%
b) EQUATIONS PARABOLIQUES :
Les équations par=zboligues sont représentatives du comportement des systemes
physiques contenant deux types de parametres :
- D'une part,des dissipateurs d'énergiec;
- Dlautre partjsoit des accumulsteurs d'énergie potentlelle§
soit des accumulateurs dl'énergie cinétique.
DAns de tels systémes,le temps est la variable indépendante la forme géni:—

d'une telle équation est szlrca“*—‘alp) K;\.ﬁi _.‘,.!/\‘_\() ,<

Dans le cas ol les parametees ne sont pas fonctions des varaables indépenduntes
d'espace, l'expression se simplifie et prend la forme 3

B = vv;),'t—’?_er\/mtg + K3 . 911[,

A ¢tent ba TaPIACTEN, ™ SN e

L'équation du type parabolique la plus simple est 1l'équation s 9 4-3 -
S\ .2 At




Nous sommes conduits & 1l'étude de cette équation ,une foms mis en présence de pro-
blémes posés par les processus de diffusion de la chaleur,de filtration de liquides
ou de gazgdans wun milieu poreu.x(par eX.:la filtration du pétrole et des gaz dans
les greés sous couverture )de certains problémes de la théorie des probabilités.

¢) EQUATIONS HYPERBOLIQUES

la troisicme équation fondamentale repbésentative du comportement de
systémes physiques & constantes réparties(généralement appelée'équation d'onde")
décrit les phénoménes familiers de mouvement des ondes.

Les systémes physiques dont le comprtemeyt est représenté par des équations
hyperboliques sont caractérisés par :

- Ia présence simultanée de deux types d'éléments accumulateurs d'énergie
potentielle et cinétique.

- Le fait que le temps est une variable indépendante .

- Ia réponse & toute excitation se présente gous forme oscillatoire.

- Dans le cas de présence de dissipateur d'énerigge thermique,la réponse
oscillatoire est du type "amorti".

Considérons 1'élément unidimensionnel constitué d'un réservoir de flux,Ef et d'un
réservoir de potentiel Ep schématisé par la figure suivante: St

= P —>|
=0 R :.ra,_; f

e ——

teservoit de rd’eu]‘fe\

Yeservoir de
Slux ,:)37.
Appliquant le principe de conservation spéecifiant que la différence de flux aux
deux extrémités de 1'élément $x est stockée dans le réservoir de potentiel cor-
respondant,la variation de flux en fonction du déplacement est exprimé par 1l'équa-

tion: -~ a;?. 3()0

- =Ep® =3= dans laquelle Ep caractérise le réservoir de poten—
tiel par unité gilongueu%e fagon similaire le gradient de potentiel est régi par
1'équation }.,P 3;8
T TR
Ces deux équations correspondent aux expressions familidres dans la théorie des cir-
cuits électriques:

dv di
1=C—53 » e=Llgr

Considérogles équations :

= Ep a:(g et - a—f = Ef% c'est & dire - --jé é -—&0
%N s 2% ot 2E e
Différencians ces deux édquations par rapport au temps et & x

oLf o R 4

z
- g__f- = Ep .__..'1/ - 7F °
n ¥t it ot dxr
En combinant ces deux équations,nous obtenons 1'équation dérivées partielles:

My ne

———— = Ep, Ef , —— qui correspond & l'équation d'onde #m & une dimen-

3‘)02’ 3‘b L -sion.

LES EQUATIONS HYPERBOLIQUES se rencontrent sous la forme générale sui-

vante: BEK P 'B"-CF 31-?
'}){_b + T;_I;+§——L-=Ka-€i'—

Cette expression correspondant au cas ol le paramétre K est le produit de deux types
de réservoirs d'énergie,cinétique et potentielle,figurant dans le systeéme,et ceci
tout particuliérement dans le cas ol les paramétres correspondants sont linéaires
et uniformes & 1l'intérieur du champ considéré.

v’

=

& % & N i -
L5 N F=, A £ BT T Y L WYLy gt e



Dans le cas ol un paramétre de dissipation d'énergie thermique apparait,il y a
apparition de la dérivée premiére de la variable riféremmietx¥mdépendante par rap-
port au temps t,ainsi que la variable dépendante elle méme:

PP TP DY P 2 Ny _
+ + =Xy —— + &2 —— + K3 ou Ky, Kp,K3 sont des grandeurs
T Yt 2y- 2t ot
fonetion des parametres du champ.,
Lorsque les paramétres du systéme sont fonection des coordonnées d'espace X,y,z,

une équation hyperbolique s'éerit sous la forme 3

div| == ! . grggtfj = Ep ( X4V 92 ) ~“-;- avec Ef et Ep corresponéds
Br(x,y,2) Y
dant au reéservoir de flux et au réservoir de potenkmtiel & 1'intérieur du milieu.

Toutes ces expressions correspondent aux formes analytiques le plws généralement
utilisées pour représenter le comportement de champs physiques dans lesquels in-
tervientient & la fois les dissipateurs d'énergie thermique et les accunulateurs
d'énergie potentielle et d'énergie cinétique.

Parfois il est avantageux de mettre ces équations sous une forme dite "normale"
en les ramenant a des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

Ex: soit 1l'équation %P @

pRlos : p>] e
Cette expression peut &tre écrite sous la forme d'un systéme :
o+ 1%
- T ae 4 ¢tant une deuxidme variable dépendante intro-
é:t: B %‘éjfz g:iﬁzmgzizui?s besoins de la formuwlation
dn. dc

DOMATINES D7 LA PHYSIQUE REGIS PAR DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES.:

Les équations hyperboliques étant définies,nous allons voir les diffé-
rents donaines de la physique régis par ces équations,

Les équations hyperboliques sont associées sux phénoménes de vibration
et aux phénoménes de mouvement ondulatoire.
Mathématiquement,on peut dire que les domaines de la physique régis par des éqie
tions hyperboliques correspondent & des champs dont la divergence est proportihon-—
nelle & la dérivée seconde de la Ronction par rapport au temps.
En effet,sous la forme la plus générale,l'équation hyperbolique peut s'éerire :

1 =2 “?) i
Div Ef grad = Ep r——
LY

En faisant ,d'autre part,intervenir les paramétres du systéme physique & étudier
on peut dire que les équations aux dérivées partielles du type hyperbolique carac-
térise les champs physiques qui sont constitués & la fois d'éléments accumulateus
d'énergie potentielle et d'éléments accumulateurs d'énergie cinétique;la présence
d'éléments dissipateurs d'énergie ne modifiant pas la structure de 1'équation aux
dérivées partielles représentatives du comportement d'un champ.,Dans le cas ol le
paramétre dissipateur d'énergie mxn'existe pas dans le champ,la réponse de teld
systémes est oscillatoire,et les variables dépendantes en chaque point de celui-
ci sont soumises & des variations transitoires harmoniques dfies & 1'échange
d'énergie entre le réservoir de potentiel et le réservoir de flux.Si un paramétre
de dissipation est présent,l'énergie initiale appliquée au champ esr graduellement
dissipée,et les conditions de repos sont approchées de fagon asymptotique lorsque
le temps tend vers 1l'infini,




Les doraines de la physique régis par de telles équations sont principalement les
suivants:

-~ Electrodynamique supersonique

- Mécanique quantique

~ Accoustique,et plus généralement propagation d'ondes dans les milieux
compressifs.

- Propagation des signaux électriques dans les lignes.

~ Propagation des ondes électromagnétiques & travers 1l'espace et dans
les guides d'ondes.

~ Comprtement des membranes élastiques.,

Parmi les problémes régis par des équations hyperboliques,deux grandes
catégories doivent &tre distingudes:
- Les problémes transitoires: dans lesquels doivent &tre déterminés le
potentiel et le flux du systeme,en fonction du temps en certains points donnés du
domaine,

- Les problémes conduidant & 1'aboutissement du régime permanext pério-
digue,dans lesquels il est seulement nécessaire de déterminer certaines caracté-
ristiquesde fréquences

5°) CONDITIONS AUX LIMITES ET CONDITIONS INITIAIES

Les conditions aux limites peuvent &tre de trois types :
- Conditions de DIRICHIET: les valeurs du poteptiel sont connues en
chacun des points du contour.Cette condition s'éerit:

‘PB(X"Y’Z) = g1 (x,y,z,t)

- Conditions de NBUMANN: valeur du gradient du potentiel connue en
chaque point du contour:

(x,5,2)
BkgBirégi-— = g2 (X,5,2,t) » , B représentant la direction normale au

contour.

-Conditions de FOURRIER : Connaissance,en chaque point du contour d'une
relation lincaire entre la veriable dépendante et la dérivée normale de celle-ci .

En ce qui concerne les conditions initiales il conviendra de préciser 1la
valeur du potentiel et de la dérivée de celui-ci par rapport au temps:

"P(x,y,z,ﬁ) =1 (X:}'az )

B\P(x,y,z,O) = fg(x,y,z)
2k
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METHODES AN4LYTIQUES DE RESCLUTICON DusS EQUATIONS
AUX DRIIVE.S PARTTIELBES

1°) Problémes lindéaires

— Sdparation des variables
= Changement de variables
Lxemples

2°) Problémes non lindaires




METHOIES ANALYTIQUES DE RESOLUTION IES EQUATIONS AUX IERIVEES P ARTIELIES

Les equations aux dérivées partielles forment un des plus importants
chapitres des mathématiques. Elles sont le sujet, actuellement, d'études thée-
riques délicates telles que celles de LERAY, SCHWARTZ et de leurs €léves , etCjees

Le but de ce chapitre ect de présenter un exposé des technigues les plus
courantes de resolution analytique des ¢guations aux dérivées partilles.
~ Ppoblémne luneaires :

Pour les équations dérivées pertielles linéaires, la plus part de ces
nethodes ont pour point comnum le souci de séparer les variables imdépendantes.
La méthode de { SEPARATION IES VARIABLES ou méthode de FOURRIER que nous
allons considerer est typique pour la résolution de nombreux problemes de la ¥
Physique mathématique. Cette méthode considée A reiplacer la fonction
inconnue X,y ) par l'expression

¥Y(xy)=£(x) g(y)
Par exemple une fonction & deux variables imdépendante x et Ve
exenple de résolution

Soit trouver la solution de l'equation .
2
31-'-? = a BL‘P
P-% e 2 tF

Satisfeaisant aux conditiong suiventes 3

@ (0,t)= o o o] sulm)
Y (4 £ =6 P2 =v (x)
€ | -0

Nous chercherons une solution de 1l'equation ( ') satisfaisant aux conditions
citées sous forme de produit de deux fonctions f (x ) et g ( t ) dont 1s
premniére ne depend que de x et la seconde que de t 3

Plx,t) =2 (%) £(1)
Effectuant cette substitution dans %‘equation ( ) snous,obtenons :
£'"(x)eg(t) =2a £(x).g"(t)
fﬂ _ E!

|
' a2f g
1
!

!

Le premier mombre de cette ¢galité est une fonction qui me dépend pmm de x, et
le second une fonction qui me dépend ma= de t o Cette ¢galité ne peut avoir
lieu que dens ke cas ol le premier camme le second membre ne dépendent ng de x
ni de t, sutrement dit sont égaux & un nembre constant égal & - A 2

ftl gﬂ ) 2
a2f g -
Nous obtenons de ces égalités deux équations :




@ N, e 0
g||+ )4, ) g 0

Les solutions générales de ces equations sont:

f (x) A cos aAx + B sin alx

g (t) =C Bos At +Dsin At

ou 4,B,C,D sont des constantes arbitraires qui seront choisies de telle
sorte que soient vérifides les conditions initiales et les conditions aux
limites .

En portant les expressions de f(x) et de g(t) dans 1'égalité :

Y(x),t) = £(x). g(t), nous obtenons:
VY (x,t) = (L cos alx + B sin (aMz) ( C cos At + D sin At)

Antre méthode pour résoudre 1'équation d'onde: changement de variables

Soit & résoudre 1l'équation Y _ 1 ’}?\D
Yy c2 Yoo

I1 est facile de ramener cette équation par un changement de varaables
a4 1'étude de 1l'équation suivante: > é{ =0, U et V étant les nou-
W

velles variables.

Cette équotion admet comme solution générale évidente une solution de la

forme: @(U.V) =FUu) +¢c(V)

Posant: { Uiz <o
V= x+c ¢t

P (x,t) devient é (u,v)

de pl
TP ye 38 0w 2% w ¥ yd
W w T W T W Y
29 - %% . W +3¥% .y -c 2% ic2d
et de méme Yo w Ye W k W W
»e ¥ +2 ¥t § + 3P
e W2 W, v WL
3t =2b"§’ 202 328 429
Yt - e W.V WL
L'équation YW - 4 ¥ autrement ait3¥Q -1 Y =
iy ¢i2 E1%2 I (e WY
Devient ainsi * @ b" % -t & I /2 31§ 8(:13!'5 +n23té}=
wd w WV NV e \ WEN W VL
4 ::; éw = 0 ce qui montre que la solu-

tion générale de 1'équation en ¥ est { : P(x,t)= f(z-ct) + g(x+ct)

qui dépend de 2 fonctions arbitraires f(u) et g(v) .




~Problémesnon linéaires

La résolution des problémes aux limites pour les équations
aux dérivées partielles non linéaire a été 1'étude des trés nombreux travaux
les étapes de base dand la résolution de cesproblémes sont :

a) 1'obtention d’estimations a priori (choix de 1l'espace fonctionnel
ou 1'on va essayer de résoudre le probléme)
b)L'utilisation def ces estimations (choix de la méthode d'approxi-

e c)Passage & la limite.

I1 n'y a pour l'instant aucune méthode générale d'obtention d'estimation a prio-
ri.Les estimations & priori les plus simples proviennent de 1l'origine fhysique
des problémes .
Le choix du cadre foncyionnel ou l'on va essayer de résoudre le probléme est
absolument crucial.
Une fois choisi le cadre fonctionnel,on utilise les estimations pour la résolu-
tion du probléme.Il existe plusieurs méthodes:=-
-lMéthode de compacité:Méthode de Galerkine,Méthode FAEDO-Galerkine.
-Méthode de Monotonie
-Méthode de régularisation
-Méthodes itératives d'approximation.
et naturellement,l'utilisation simultanée, dans un probléme,de plusieurs de ces

méthodes.

Ces méthodes indiquées sont susceptibles de fournir 1l'existance de solu-

tions. L'unicité de la solution reléve de Techniques assez spéciales.




-0~ CHAPITRE ITT. =~o=

INTRODUCTION

19 ) Définition de 1l'opérateur de différence

2% ) Reformulation mathématique

30 ) Opérateur de différence dans le systéme cartésien

4° ) Considérations permettant la sélection des formules

d'approximation.




-o-CHAPITRE =-o- III

DISCRETISATION

Introduction:

Dans toutes les méthodes pratiques de résolution d'équ ations aux dérivées
partielles sur calculateur éleetronique,aussi bien qu'arithmétique qu'analogique
intervient la notion de discrétisation,c'est & dire la recherche de la solution
du probléme en un nombre limité de points du domaine régi. par 1l'équation aux
dérivées partielles considérée,..Cegi conduit donc & remplacer les domaines de
variation des variables indépendantes continues f"‘ X,¥,2,t par un ensemble de
valeur discrétes de points appelés noeuds du systéme et correspondant aux noeuds

du maillage Géométrique ainsi obtenu.

19~ Définition de 1'Opérateur de différence:

Le remplacement du domaine de variation par un maillage Géométrique impli-
que donc la nécessité de remplacer les différents opérateurs différentiels par
des opérateurs élémentaires dits "Opérateurs de différence.".

Dans ces opérateurs,laccroissement de variable indépendante de diffémen -
tiation consérve une valeur finie non nuile,au lieu de tendre vers zéro.

En effet la dérivée d'une fonction f(x) par rapport & x est définie comme

suit:

£'(xg) = 4 £(x) = 1im f(x) =f(xo)
d x

X-—»Xo X= Xgo
c'est a dire que la dérivée est la limite si elle existe, du rapport de l'accroi-
ssement de la fonction f(x) & 1'accroissement de la variable x,lorsque celui-g¢i
tend vers zéro.

L'opérateur du défférence est défini comme suit:

flx) = _ f(xqy ) = f(xo ) ou =xi=-x0 = h=valeur finie non nulle
X L X1 - Xo
C'est & dire que 1l'opérateur de différence est le rapport de l'accroissement d=

la fonction f(x) & 1l'accroissement de la variable x,mais ig¢i cet accroissement
ne tend pas vers zéro.
L'interprétation Géométrique de la défférence entre ces deux opérations
est mise en évidenge par la figure /1 C
L'opérateur de dérivation premiére permet d'obtenir la valeur,au point Mo,
de la pente de la courbe représentative de f(x) alors que l'opérateur de difféas

renge permet d'obtenir la valeur de la droite Mo M1 soit:

dfgx ! =tg X & f!x} = t
d x H 5 X = FS




/ 4
1-@‘4) . P
Mo
£z
"I
Xy
Lo
C
fig /

l‘\. P‘ — Oiu /Ocl_,
l‘ (Vi
l / m = E? “ /
d«% %’K



2° Reformulation Mathématigue

La reformulation mathématique nécessaire auf traitement sur calcu-

; lateur éléctronigue des équations aux dérivées partielles va,de ce fait,consis-

ter & faire l'approximation mise en évidenge par les équations

cette approximation étant d'autant meilleure que x1 eét plus voisin de Xo.

Pour faire intervenir de tels opérateurs ,il conviendra denc de remplacer 1'

étude du champs physique en tout point du domaine le concernant par 1'étude de

ce champs en un nombre fini de points,c'est & dire qu'il faudra superposer au

domaine considéré un maillage Géométrique,et calculer la valeur des vazables

déperdantes en chaque noeud de ce naillage.

La figure AO— concrétise le processus ainsi énoncé:

Au domaine (D) & 1'intérieur duquel doit &tre étudié un champs‘p (x,3)
régi par une équation aux dérivées partielles,on superpose un maillage Géomﬁﬁri
que (M) et 1'étude du champs est limitée 2&,la ditermination des valeurs de
aux noeuds MU du maillage,étant bien entendu que plus le maillage sera"serré"
plus la ditermination du champs sera meilleurs.

Le replacement de l'opérateur de différenciation par 1l'opérateur de
différence’ conduit & la fogP le d'approximation donnée par la formule de TAYLOR
Ol AR CES L A PR E )
- e i G
o (AR) e B s FT =i ‘
@\ D (c;% 5 o + (_‘Hv.) s _ﬂ‘k’—_l_ i,(au,)-

o
30 Opérateur de différence dans le systéme Cartésien:

Pour pouvoir résoudre 1'éguation aux dérivées partielles du type hyper-
klique sur calculateur éléctronique,on doit définir les approximations des déri-
vées premiéres et secondes de la fonction par rapport aux différentes variables
indépendantes.

On considére alors deux étapes:

a) La premiére étape consiste & la définition d'un maillage Géométrique
1'obtention des formules d'approximation est plus facilité s' . il est supposé
que les points adjacents dans les directions x t(dans le cas ou la fonction
dépend des deux varibles indépendantes x et tS sont & des distances égales les
unes des autres et séparées par des intervalles S- x et S‘-t(figureAb

b) La Deuxiéme étape consiste & choisir parmi les différentes formules
d'approximation permettant de remplacer les opérateurs aux dérivées partielles
par des opérateurs de différence ’, les formules les plus adaptées & la résolu-
tion du probléme donné.

~Formules d'approximation de la dérivée premiére de LP ( x,% ) par-rap-—
port 4 x, et +t:

—-Considérons la variable dépendante ‘p (x , t) fonction des variables
x et t.L'utilisation de la formule de développement en série de TAYLOR de la

fonction Q (x,t) par rapporti}a veéxiable xxpnous permet d'téfrire \P
d'ou 1'on tire:
2% Gor) - Pt S ) -Plwr) 4
o S
La dérivée Premiére de la fonction %’ (x,t) par-rapport & x peut &tre
donc approximée parﬁk\k.\’) - q,k,"" 4 ‘;‘H.J‘) _,‘p(‘k, ‘:)
™

S

en commettant une erreur EL ,
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ON peut fagilement montrer que la dérivée premiére de la fonction Lf""‘(x,t)
par rapport & x peut 8tre aussi approximée par la formules

LA Al i A1)
2 x

< y

X avec une certaine erreur E:
En faisant la moyenne arithmetique entre les deux expressions de ¥ (x5%)y0n
obtient une nouvelle formule d'approximation plus préeise dans ce cass

P (x,k) = Plx! Sx, ) =P x5, by

DA, £ 5%
Remarquons qu'on #tilise le potentiel en deux points symetriques par rapport
au point considéré,
Remarque:
On obtient de la mfma fagon les formules dlapproximation de la dérivée
premiére de 1la fonction ?(xyt) par rapport & t.

—Formiles d'approximation des dérivées partielles du second oxdres

Soient les formules de developpement en serie de TAYIOR dans les
djrecﬁana plus iat m:l.:is Git—a variatioxife :'c}:%;e 1a f‘amtj.o% "-é#}lxqst}i
+ t’ — \' LA (IR 3
iutbat) = b L%g‘) ™ gy w~)+ +'CC'1'£““);. My
S [ P | - % h 5 _____)
l{\u_s“tﬂ: Yhae) - e Lﬂ)'ﬁ' 3T ?ZT-)+‘ +( ’O T Ut
En effectuant la somme mmnbreﬁs.’membre des deux égalitésyon obtients

\ ; o "”Z'ﬁi
CESn ) + WX =bn k)= 2P(E)+ 522270 . 4 3 2 2 ..
Qlx +6x.t) + 4 ) ) 2.9 T S

} W+8x, ) =Y 0E) + P =5 ) o

dtou 1'on tires
2D
k] _ e
d St
Ia dérivée partielle du second ordre de la fonction ¥ (x,t) par rappert & x
peut donc &tre approximée par l!expressions:
2P Lxrh )~ (k) + Pl -dnk)
e

- ¢ xi avec une certaine erreur &

On peut aussi facilement montrer que 1l'on peut obtenir une approximation
superieure en utilisent,non pas un point de part et dfautre du point considéré,
meis:deux points de part et dlautre de cepoint.Cependant du falt mBme de
1'introduction du potentiel en cing points,cela implique une complication

du calcul. ”

Par contre,dans le cas ol O x est suffisamment faiblejon préfere utiliser

la formule précédentes

On utilise parfois lamoyenne pondérée de la dérivée seconde pour deux valeurs
(_ie t, pour obtenir une approximation de celle—cis

(27 =2 “2Q ot Lais 48
\a"l")‘x b+ Bt %11_1\?3“4-5«_}'4—51' (eu ,t’f-é&-‘ " 5‘-1,171—&1“__, =+ ?‘:: L\Ir’x_w_-,—,\,l; .
avec © constante e): 0L 9\‘;’1:. - LP-yL,i’:' + \?x-gx ;t-} (E’T )

Remarques
On obtient la formule d'approximation de la dérivée seconde de la fonc—
tion @ (x,%) par rapport & la variable lemporelle:



%9 by 2 Fl,E+80) = 2 C) + P, e -5
AN - ¥

4° Considérations permettant la séléction des formules d'approximations

Brr " généralyon utilise la formule d'approximation suivante:

31 _BI; ~ 1.4-8{0 ) g
(%EP:))(: T L(f);l,+5u,t+5’f-' "!LPx_,t +§t’+tl}1"‘)n,t‘f=§tl *S‘E\f\’xﬂu,t‘?q’;‘rﬂ' Qo5 ,'Ej
Le choix de 2 ge fait en tenant compte des trois notions fondamentales
suivantess '
a)Facilité d'emploi
b )Erreurs:
On a deyx types djerreurss
~Erreur dlarrendi :Difference entre la solution fournie par le cal-
culateur en un point et la solution exacte du systéme d'équations aux dif-
férences finies en ce point,.
6Erreurs de troncature:Erreurs intréduites lors de la transformation
de 1'équation aum derivées partiéllée: en un systéme aux différences finies.

Oes deux types d'erreurs combindos et introduites & chaque pas de caleul dfou
certaines ahfficultés pratiques.Il apparait donc le besoin de tenir compte
d'un paramétre de stabilité.
¢ )Stabilité de calculs

Te notion de stabilité peut 8tre définie comme suit:

_Une méthode de calcul est dite instable lorsque llerreur introduite
au cours dlun pas de calcul est appelée & augmenter au cours du pas de calcul
suivant jusqu'd ce que la solution générale devienne incorrectes.

~Une méthode de oaleul est dite stable lorsque l'effet d'ume erreur
introduite lors du caleul du potentiel en un point du maillage lend &
slamortir jusqu'd devenir mille au cours du calcul des potentiels aux
points suivants,
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2) BErreurs: et stabilité
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nunérique: |
= lMethode explicite

= Methode implicite
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Résolution des équations hyperboliques par

la méthode numérique.

Introductions:

Ta résolution sur calculateur numérique d'équathons hyperboliques
ukilise les differences finies et implique donc la définition d'un maillages
Lo solution est alors donnée sous forme numerique en chaque neud du maillage-
On distingue deux méthodes de résolutions:

~les méthodes explicites
~les méthodes implicites

Ces deux méthodes sont caractérisées par les points suivants:
=dans la méthode explicite:

Une équation est écrite en chague point du champ, de Telle sorte que
les variables dépendantes inconmues pour ce point sont explicitées entierement,
en fonotlon des variables précédemment déterminées ou connues.

~dans la méthode implicite:

Ta variable dépendante inconnue est exprimée en fonction de variables
connues et decvariables inconmuesyde sorte qu'un systéme d'équations
gimltanées doit &tre résolu pour chaque pas temporel de calcul.

Y

On est donc amené & étudier une méthode de résolution analytique de ce systeme.

1‘;)Fom:lati.6n metricielle et méthode de résolution analytiques
Soit le systéme d'équations: A SlkVL 7? = Sf_ V\JI (E 4)

ol A-est une matrice carrée particuliéreselle est soit tridiagonale soit
pentadiagonale.
. vecteur colomne %:‘.nconmlg

Ki vecteur colonne{connu

Be probléme est réstlu lorsque la matrice inverse A"J de A est déterminées
En t : : Lot SR
effet,dans ce cas on aura { u‘JL 3 - A '{L K ](

Les composantes du vecteur k‘?i seront alors déterminces.

Exemple:
Dens le cas ou la matrice A est tridiagonsle,le spstéme peut stécrire:
]E'». £q 9O o{ Wi Y
| Az Bz Cz .-ooov O ¥ D
!‘ ™ P‘\ :3 (-- O ; R L{j“] \ - )
) e T3 2 A Lzind S .
booiiii v s O A B | Py | no

Les composantes LF4 et \ﬁ_. sont conmues.Elles sont données par les conditions
aux limites. -




Le -systéme s'ecrit alors s - -

Ai- q)ﬂ e 82 "?2, + C'L"pg = D2
Az + B3¥; +C3¥ =D:

AL Q.4 + B AU ERS (¥ )
AH LP;[; -1 + Bn ‘-’rm +(n \?n"‘i = i)n

Posons 3 \‘p\. = O - b Pl = \_Pi_.-l = (-4 ~bia ‘P..(E.a)

iioquation générale s'éerit dano ¢
ALt = b )+ Bl a Pops = D0
Yo (Bo- Al b ) = Do —Cfisa -AL Q-
. D AL R - Ce (
L,O‘_: - - 4LPL+4 EQ’)

E‘--'AL-b\,-i BL-AI:.'IOL"

Onec Qs = b- = O
Compte tenu des équetions (ES) et(mq\on déduit que :

Do -Ac-a. -4 of b Ce

Qi = — .= T

E.L-At,-bu,-’l EJ(,-—AL« C=1
ot A=A .., n-4

La résolution du systéme s'éffectue alord comme suit @
— on determine tous les facteurs aj, bj, dei=13a i=n-1
- puis on determfine les = inconnues . en utilisant la formule i

en partant de ‘P, _q (if, connu ) Jusqu'd i, .

2) Erreurs et stabilité :

On démontre que 1l'erreurs introduite & un pas donné
devient apres un nombre suffisamment élevé de pas de la forme 3

o

Emx ( . A . q,)
ou & est 1'erreur intraduite a chagque pas de calcul et que cette erreur
produit une erreurr X E au cours du calcul au pas suivant . Cette formule
est prise dans le cas le moins favorable .
Vu 1’importante que prend la notion de stabilité dans la résolution
d'équations aux deériveés partielles , on est amené & classer les méthodes
en trois catégories @
~ Méthode Systématiquement stable .
~ Méthode systématiquement dinstable.
- Méthodes Stables sous reserve de conditions & remplir,

Exemple :
Dans le cas de la résolution de 1'équation hyperbolique suivante :
2 _ A DLW
XL T 3R
En appliquant les formules d'approximaticn, en a:



Q] Wyain otk —2 st +LF1,-81\.,t:+é’C:[ +(4-9) L @x+3%,E -2yt +

L %E:f—%tz \ @ t+3t = AW x +.\Y7L,L--—M:]

Cotte Nothode ost ipconditiomnellement stable si 1< 6g1
Stable pour 0:{-5}\‘?—2— avec la condition Se2 & Sxz _
~— .

8 ’ 2CA(A-9) g

Dans le cas ou = 0 , la méthode est stable pour : %2 <
~ e

Ceri nous permert de constater que ESX ehdmt choisi suffisamment febble
pour minimiser les erreurs de troncature , la valeur de 5t risque d'&tre
choisie beaucoup plus faible que ne l'exige le souci de maintenir les

erreurs de troncature dans la’approximation de la dérivée seconde par rapport
au tempg & l'interieur des limites accéptables , ceci pour remplir les
conditions de stabilité,

De ce fait, le nombre de eycles sera plus elevé et donc le temps de calcul
plus long .

Si 1'on considdre le problime du point de vue temps de calcul, pour minimisée
ce temps , il faudra ogmentér les variables incrémentales 5x et §t mais
cela entraine uneaugmentation des erreurs de tromcature .

Il apparait donc que les deux inpératifs, celui de minimiser le temps de
calcul d'une part , et celui de minimiser les erreurs de troncature d’autre part,
sont contradictoires et donc que le choix d'un compromfs s’impose.

Ce compromis s’'avere difficile & trouver wu que 1'on ne dispose d'aucune
information sur 1’amplitude des derivées intervenant dans la détermination
des erreurs de troncature . Il est donc difficile d’éstimer la qu..f té d'une
solution numérique ,

Ce pendant,dans la _ plupart des probldmes , on cherche a éstimer la
valeur des dérivées he figurant pas dans la formule d'approximation des d&f-
férences finies et de déterminer la valeur de 1'incrément $t en tenant
compte de la nature des problimes Physique{ .

3) Traitement des équations Kgperboliques sur caloulateur numérique:

Exemple :
Soit 1'équation aux dérivées partielles du type hyperbolique :

206 4 pey
P C+ ok

Pour traiter cette équation , en dispose de deux méthodes 3

a) METHODE EXPLICITE :

En réecrivant 1l'équation (]EI} ), avec E§= 0 et en tenant compte des
erreurs de troncature , on a 3

T , ; } : A . . .
3‘;;\“31*-%lt"z%-.t*lh,—xn,f)* =G \Px.tmt-—Z‘?i,t*'L?—a}t:éQ

2 Z Elw =
En posant & = C* ot 1’équation devient ¢ . 4

5 G

; @ / L o A

W b 2 Poaso & 44 Pumbr 4 2A0) Por b =P -5 +(8-2)CS
Calculons les erreurs de troncature : (e

2= (2 - &) @ X7 (s5)




Aveo 1 & %y_"“(ﬂ) & (%ﬁké) e

f{ - ._){'-—:1.‘ 3 é\:) %6,

D'gutre part , - ' _ sachant que 3

dup 4 Mg _ AP _ 4 0% % 4 2%¢
(ot MY Y U Hee Ce €

L'erraur B s'écrit alors

G A 2 : g\ gt 1 St?", 6?‘»14 ag"‘f) it
o (3 wia ) 2e) (8- S5 ) (5w )

R = - o
12 ,‘;Ca '.\ 1 < GO '36'0 €T }t
- £ x2
: 2 : 2 &
Si la valeur St est choisie telle que $ S1c = ——g~ alors l'erreur de
troncature E devient nulle . ¢

La remarque suivante importante pourra alors &tre faite

Pour ét:"' ng 1'erraar de troncature s'annule sans qus- on ait la
- -7 ¢2 . - 2
stabilité de calcul . Cette stabilité est obtenue pour la valeur b-l-,z = é‘_x___

56°

qui entraine une erreur de troncature .

Ceci montre que parfois , il y a incompatibilité entre le fait de ninimisér les
erreurs de troncature et de satisfaire en méne temps la condition de stablilité.
-~

La condition de stabilité s'écrit 6“02 < ox

Diagramme de résolutions :
Bans la formule (Es ) 1la seule inconnue est le potentiel LPx,t +5%

au temps t+ %%.
La formule Lg) peut 8tre écrite sous la forme suivante en ; négligent les
erraurs de troncature :

Qs 344 =AW1ea,3 +2Y¥ra, T + 2(1-A)91,5 —Wr, 54

Ceci pour facilité la programmation .
Notons que pour le premier cycle de calcul , on uthlise la formule suivante

( ceci dw fait que 1la formule ( [IT3 ) implique la connaissance en deux point
du potenciel précedent le point considéré.l))

: Mx o
{Q?,é{‘ - q,.xfa =+ 5‘(‘._..:_?_3:_-

2t
Qui - s'éerit
k_? 5 a\?-‘— - + é’i’ . %‘(‘PI}O
I e >C
A partir de ces . deux équations , le bloec diagramme de résolution du

probléme hyperbolique considere est donné par la figure( g,
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TRAITEMENT DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES ,
SUR CALCULATEUR ELECTRONIQUE ARITHMETIQUE : Methodes expliciles

f9 &,




b) Méthode implicite:

La méthode implicite est inconditionnellement stable.Mais cette
méthode introduit une complication du calcul.

Bn effet,on est amené & résoudre un systéme d'équation & chaque pas
de calcul.

On utilise généralement la formule suivante:

7'1-5- ;—I{Q_[(\Pxﬁx LSt =W b+t +L§51_3ﬁ_t+$‘t‘)+8(@1 ot T
s 57 e - G\ v

2@ +L?*;(_'$m,{‘} + (k?”*gf“at"&' 2y ‘,t—k\s-\[)x-iu,i‘-‘"/j"}‘

s, & P d - z I N : :

:a’l(q))c,\f-f—;)t *l‘fx’:t +¥x, -3¢ 248  $52
Calke ;?c-h»..q-h'. enl S'eciiie ew Pobauf : = Cl <

P g o+ 5 -(ﬁw DRSS L S S e CRE W +2( 8-\
= 0Pyt b Py g b - HEFOW oot =Yoo -y, B8 (¥,)

é s o s P P := 3 = 1 Y iy i
quation qui contient trois inconnue ‘f}? +hw .-t*-“ j L'Px ,t-** &t- ¢ )L..sfn’l + Jt

* pour pouvoir résoudre le systéme obtenu,on utilise la méthode analytique pré-
sentée au début de ce chapitre.

Bn remarquant que 1l'équation (D" ) est semblable & l'équation(mz)
c'est & dire 1'équation:

Co o +BY + AW 4 =Dl avee =4, .. m

avec les relations suivantes:

Ai= .
Bi=-(2+s) , Ci=1 o . ‘ -
Di= -0 Wi rlu,t +2 [8-v)Wx £ -PWn-ln b ’(?-X*S‘:t +(-2+r)l{)1!t'k L(Z” S,

b-&t
Pour la résolution d'un tel systéme,il faut diterminer(en sachant que
a(0)= v(0)=0)

al - OL - Au Q-4 _ D'- ~ Ui-4
BI.-A!.L?L -1 ;i.'f"f-"""‘bl."'t ANYE £ L-_-_*"‘I_'. -'-‘:)h.-“"/‘
o A

b, = I N
T OB - Al b m_q

Pour simplifier la programmation,Di peut gt'écrire sous la forme;

D(I)?r-‘“g ('PI+4,T 1_2{{;_.()1,-\9-7']. - [‘PI AJ ht'p'f*".j“’i "{2?‘-)(()‘:- DA

YT
On déduit alors :
D -Aca, - &y o Do—a;-4 4 s
\‘P{. = ! e NI = —, — * _U?“M
%l_HL \:-.,4 B —A. b -4 AtV 40 -4 -2.*5“?'5-“!\

le potentiel s'écrit alors :
'F—!';T.“

Frsr- BB A qo,
2+v +b(T-1)  2rr+9{T-1)




On commenge évidemment par calculer: k‘?ﬂ-i I 4A vu que \’PN B
est connu par les conditions aux limites.

Notons
que pour le premier cycle on utilise la formule de:

. o¥r, 0

LQ.L “?13" +$v 2‘:
Le bloc dlanramme ermettant de résoudre mmplicitement ce probléme et donné~
par la flgure %
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=0~ CHAPITRE Vv =o=

MiTHODES ANATCGIQUES DE RESCLUTION DES EQUATICNS
AUX DERIV=ES PARTIELLLS DU TYPH HYF RBCLIUUE

TINTRCDUCT ION
1) Calecul analogique parcourants continus
2) Amplificateur operationnel

%) lethode utilisant des opérateurs de différence sur les

variables d'espace et sur les variables temporelles

4) lethode utilisant des opérateurs de différence sur les

variables d'espace et d'opérateurs de différenciation sur la

variable temporelle

5) tchelles



-0o- CHAPITRE V-o-
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RESOLUTION ANATLOGIQUE DES EQUATIONS AUX DEBRIVEES:
PARTIELLES DU TYPE HYPERBOLIQUE:

-INTRODUCTTIO N:

L'étude du traitement des equations Hyperbolique sur calculateur Elec~
tronique Aréthmétique met en évidenge les difficultés pratiques de résolution
de ces équations,et ceg¢i particuliérement lorsque les conditions aux limites
présentent une certaines complexité.

Dans certains cas particuliers,des méthodes analogiques peuvent &tre
utilisées avec profit pour fournir une premiére solution approximative du pro-
bléme. Deux grandes possibilités sont offertes pirdemx telles méthodes,en rai-
son méme des possibilités d'interprétation directe qui résultent de leur appli
cation.Tous particuliérement les possibilités de discution paramétrique sont
un grand avantage de ces méthodes,en dépit de leur relative imprésision.

Les méthodes de résolution analogique des équations aux dérivées
partielles peuvent 8tre classées en deux groupes correspondant successivement
aux:

10 Méthodes comportant l'utilisation d'opérateurs de différence sur les
variables d'espacé et sur la variable temporelle.

20 Méthodes comportant 1'utilisation d'opérateurs de différence sur les
variables d'espace et d'opérateurs de différenciation sur la variable temporelle

Ces deux méthodes faisant parties de la méthode des réseaux Maillés.

la méthode des réseaux maillé est une transposition directe de la téchnique
d'utilisation des opérateurs de différence. ]

Elle consiste,en faite,& remplacer 1l'étude d'un probl&me a constantes-
réparties,dans le comportement est représenté par une équation aux dérivées
partielles,par un systéme % constantes localisées dans le comportement est
représenté par un systéme d'guations ALGEBRIQUE S Linéaires.

Cec¢i revient,en faite,a remplacer 1'46tude d'un champs physique en tous

-,

point du domaine considéré parl'étude de ce champs en un nombre discret:de
points correspondant aux noeuds du maillage Géométrique superposé au domaine
4 &tudier,étant bien entendu que la valeur dépendante étudiée en chacun des
noeuds de ce maillage est remplacer par 1'étude d'une tension éléctrique me-

surée aux bornes d'une résistange constituant un circuit éléctrique 4 constan-
tes locadlisées.

Nous utilisons pour cette méthode le calcul analogique parcourants continus

19~ Caleul Analogique par Courants continus:

Le calcul analogique par courants continus consiste & réaliser un circuit
dans lequel les tensions,prises par-rapport & la masse,®n des points bien choi-
sis,song proportionnelles aux inconnuses du problémaf

Les Simulateurs analogiques on pour rdéle de simuler é1léctriquement des
grandeurs et des variables Physiques qui sont réprésentées sous forme de tensions
variable dans le temps proportionnellement aux grandeurs qu'elles simulent.

, Les amplificateurs continus utilisés dans ces simulateurs permettent
Aleffectuer la plupart des opérations habituelles(Addition,Soustraction,......



Multiplication,Division,intégretion,Dérivation,Btcesces.n.. =)
Pour cette raison,ils sont appelés amplificateurs opérationneli .
L'amplificateur opérationnel est la cellule de base du calcul analogique.
Nous allons donnér un bréf apercgu sur l'amplificateur opérationnel.

29 Amplificateur Opérationnel:

L'amplificateur opérationnel est un amplificateur continu dont les
caractéristiques générales sont les suivantes:

~-Gain trés élevé

~Impédenge d'entrée trés élevée
-Tension de sortie nulle pour une tension d'entrée nulle
~-Lindarité aussi grande que possible,dans le domaine d'utilisation
-Réponse en fréquenge couvrant une bande passante aussi large que possible
-"/~ . . niveau de bruit négligeable.

I1 existe plusieurs montages fondamentaux d'un amplificateur opération-

nel.
navs

Avec des amplificateurs opérationnels bouclés,: . pouvant obtenir le
schéma d'un:

-Amplificateur inverseur {}T}L*C] )
-Amplificateur non inverseur
-Sommateur inversaer { -“T'i} L| b )
-Sommateur non inverseur
~Intégrateur { %“3 L} c ) / SOMMJBM ‘v\«n%fq_uuf %fL\GL
~Dérivateur
-Comparateur
D'autres montages un peu plus complexeg,peuvent 8tre réalisés avec des

amplificateurs opérationnels tels que le multiplicateur,le diviseur,et la
Mémoire Analogique I p 0 L+ e )

\.
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Aprés ces géneralités,nous allons étudier chacune des méthodes analogiques

citées ci-~dessus.

30)- Méthode utilisant des opérateurs de différence sur les variables
d'espace et sur la variable temporelle,
Soit & résoudre 1l’équation d'onde & une dimensions?

¥e 4 o4

.

—_—

Ixr c+ atF
on a.
B?LP (({91434 {C-i-ot-?lf)}f 3 + ‘()7{ $H, t'+5t) +[ (\'/'hﬁ}.n =

N (,34,;)(,::(»
..-ZL-{ ‘*’P -~ t')'{" -L-,Su,{“',f)f ‘-?‘{in,t—&t"f tF“-':‘;“\,-t”y‘i

(2 49) St~ avce O =20

)2'({/ : [(ij_l;.,‘rk“?kp){,k*tpx,t'é{*)
Y 2

En utilisant ces opérateurs de différence finie,on arrive 2 1'équation

a.lgeb rique suivante:

{ LP)U-&:. t*-SL z“fz.x. 4t +Qx S t+d\”‘)-"‘p(@x+‘x—x oo

(A+U‘6xl

20t W =52 6) + (Uaapn, b -0 R e 0 -t S

L \% ot 2% b + W e-st) (T

t’"’\\b..

e v:.n\;%&?()ﬂ#'-’-"— Fa,ff (JL {—,-cyxu W 7L W‘J?:LM_’-:




~ X, b5t Y
| 25 e Ak
XA =3 ' E+A't N R H+sn, EHSE
xX-&x%,t *_,_Lﬁ_?'., T ! A #7(4-5){,.?_-
=%
£, = 3
Sk {({’tt
< k'P)( b4 !
x-5x, E-§fe $x 't,t-}:r / Atdy -
A B |
=X

Comme les potentiels & l'instant —~$t et t sont ,soit des conditions
initiales,soit correspondent & des potentiels prec:edement calculés (au cours

des étapes de calcul preceden’ceu) 16 qun.tlongvcontlen‘s trois valeurs inco-

=nuess

kPx +5x,‘l: S (Px,’c + 'é,t et k? - éx,‘b +&t

En trensforment 1'équation ( ), on obtient:

(4 Fi bt "2y ket P b r s )+ T (Prato £ 7P F
{Q];#SQL‘t )*+‘{ q%&q-&m,kﬁ-?ﬁ "TQLPtht.<éf 4'Lpﬁ,r£m_,t“—é%)‘=:

(4 +B)9ﬁ(%}h% "',?LP*»L,’C +LPX.,*—' -ért)

Ci %tz,
o L me _ (2+9)5% .: - L
Oin. o - A=t ey A equakios Ak
ot 6 b8 (2 42) P st +Px-sn, kbt = =0 Porsn, €
26 -2)Px t -9 Da-sx bbb -% +( 2 +a)x e~

+ ¥, E-5E.




On aboutit donc i une équation du type
B (2*/5) Yy t+4-= — Y shn bt T N e
= O Yyt 0+ (0 APy b -0y S, &

e Eost+ (2 ?‘4)‘/§(, (-3t + Wnﬂ_ﬁf;r,k_

Qg = st bt et

274 R
Q \/0(‘1“..« Xy
+ = ¢ 2 (© -4 e ¢
.,?*-f-" 2 LP ] TN il: + ( ) k'P'l t’ — (J{Z‘_(y‘ ; -
\ 2 4 /( 9 -+ A
X \ W \./c{-\r\.«
-5 + 1)1 t -t + .__.---v L
\/iﬁ 2 +A %{ e - -¥ .
P X, 0(1. \_;;\_3/\.,—

..k?-)tl\:,-gt- L 0{4 X‘Px_-!-.?;f,iﬂ—é’t‘ + Xy L‘Px-ém 5 b+t

+ X Wi, b T XAy -4

+D(8 'LP)( = c %

Dans laguelle 0(1 ﬁxz ........... 0(8 sont des constantes positives ou négatives,

Une équation de ce type est derite en chacun des points du domaine,




En ecrivant en chhcun des ne uds une équation de ce genre et en utilisant
des amplificateurs opérationnels,nous pouvons résovdre simultanément le
systeme trouvé , et d'obtenir ainsi en chacun des points du maillage ,1a
réponse du systéme physique aux perturbations représentées par les conditions
initiales ou les conditions aus limites .

T1 conviendra donc de réaliser en chacun des noeuds un circuit

électronique donné par la figure (‘_"fq).

Si certains cocfficients 0( i de 1'équation (O@) sont négatifs ,on précédera

1*entrée du sommateur de la figure (Ba) par un changeur de signe ( inverseur) .

En étudiant le schéma de la figuee 55.1 ) ynous pouvons dire que deux types de

tension sont appliqués sur ce somateur :

- d'unc part,les tensions correspondants aux inconnues

t
pr +3x,t +6t g \‘Px —-%x s b +§)t
qui sont obtenues & la sortie des opérateurs fonctionnels de sommation

correspondant aux noeuds d'abscisse X +$x et X —éx.

- d'autre part , six tensions qid sont obtenues & la sortie de
mémoires snalogiques permettant leur stockage aprds le calcul efféctué au

cours du pas précédent t et dupas T - ot.

BEn pratique ,la validité de cette méthode analogique reposera
essentiellement sur les caractéristiques des némoires utilisées pour

stocker les résultats correspondants aux deux pad de calcul précédant

le pas considéré,

Pour réaliser un systeme analogique complet, on interconnectera "
comme 1l'indique la figure (58 , plusicurs circuits du type de la rigure §a).

Ceci correspondra & 1o simulation d'un systéme uni dimensionnel,

Dans le schéma de la figure Bb),les tensions de référence VE; sont de la forme:

\-?f =(>(3k'?1+"5sr X ';‘"b(k,ykp‘x_!f *‘%b LP’J{-'%‘(,L‘-' .
Xy Py 4k b5 + 93 Oy k-5 TRy Wb, &5
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et ceci ,en chacun des noeuds du maillage

j Y x:N
.'\‘ . ;‘ 4 l el & - ‘K e ] — )
}c:-, L ¥ w2 N-4 LPN i

On remarque oussi que la sortie de chacun des opérateurs fonctionnels
est appliquée a 1'entrée des opérateurs fonctionnels correspondants aux deux

noeuds directement adjacents.,

De ce fait , les opérations de progrommation par application de la

méthode ainsi décrite sont les suivantes :

10=Deux tensions électriques continues sont proportionnelles au
potentiel aux deux extrémités du champ , et dans ce cas particulier jaux deux

oxtrémités x = O et x = Nysont appliquées & 1'instant t + 5t

22~ les générateurs de temsion permettant d'introduire les
grandeurs l{)fi en chacun des noeuds sont placés aux valeurs determinées,
soit par les conditions initiales , soit par la solution du pas de calcul

précédent,

32~ Les tensions apparaissant a la sortie de chacun des
opérateurs fonctionnels sont mesurées et enrcgistrées,.Elles sont proportionnelles

aux potentiel inconnu en chacun des noeuds & 1l'instant t ‘Et .

40~ les généraseurs de conditions aux limites sont réglés de
fagon & fournir de nouvelles valeurs correspondant aux limites pour le
pas de calcul suivant .

52~ les tensions d‘alimentationi4)fi sont alors remplacées

par les valeurs obtenués en 3,

62~ un nouveau systeme de solutions est recueilli en mesurant
1a tension & la sortie de chacun des opérateurs fonctionnels de sommation

et sont i nouveau enregistrées .

7o~ ce processus est répété jusqu'd ce que la totaligé du

do..aine de variation de la variable temporelle ai été recouveri,

Cette méthode peut-&tre appliquée & des problémes bi-~ ou
tri-dinensionnels,sous réserve de disposer d'un appareillage gufifisant
tant en ce qui concerne le noubre d'opérateurs fonctionnels qu’en ce qui

concerne les organes de mémorisation,



42)- Méthode utiligant des opératours de différences sur les variables

d'espace et d'opérateurs de différentiation sur la variable temporelle .

L'utilisation des opérate.rs de différence sur to.tes les variables
aussi bien gue les variables d'espace que la variable temporelle ycondult
3 une méthode analogigue trés vosine des méthodes mathématiques,qu'elles
soient explicites ou impli cites.

Par conkre,en conservant a 1'une dec variables indépendantes sa forme
continue,clest a dire en utilisant par exemple siur la variable temporelle,
des opf€rateurs de difiérenciation et non des opérateurs de difi érence,on
aboutit & des méthodes d'une str. cture technologiq e plus ¢légante.

De plus ,a cet avantage technologic.e ,on peut adjoindre deix autres

avantages:

_ 1!'¢élimination des erreurs de troncature sur la vaeriable temporelle.

- la possibilité d'obtenir rapidement la solution en chacin des
peimks noeuds du maillage ,cette solution spparails: ant sous la forme d'une

variation ,en fonction du temps,du poteniiel ¢leciriq e recueilli en chacun

des noeuds

Application de cette méthode:

QO

2 qu
soit & résoudre l'¢guation : _%_———;: K e 97
2_2—\9 = Wo abn b =Pt + Wy -5t

- ;

ﬂieﬂur&r 4 ciluuw!‘f

Gy ~Mue THmE 3K
a2 =

-(‘P_)L_t..é-,—*f)t‘ _Z‘(()M,,lf +(P~,t-5m!t>:._§:f_




d'ol le circuit électronique permettent la résolution analogique de ce

probléme domné par la figure (& ).

En considérant 1l'éguation ( )sceci revient & réécrire en chacun des

noeuds d'équation ¢ 9 'aZLp
Y -k <X

-2
sous forme : L‘J
o (k)=

L(Em"'

o o

e
l_q)x-f'g‘&(

9+ 9, o289 aed
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5°)- Echelles

Nous savons gue le calcul anadogigue FBTIROEXAEd) s bstidue
au caslcul sur des nombres ,une opération physigue donnent lieu & des mesures

sur des grande.rs :tensions ou courants.
Ceci entratne donc la necessité¢ de choisir des échelles d'emplitude et de temps.

Pour ce choix dlechelles ,il faut tenir compte de deux impératifs :

- d'une part,il faut que le choix des échelles rende impossible une

surcharge des €léments des circuits .

- d'autre part,il faut satisfaire 34 la condition que le niveau maximum
de tension dans les réseaux analogigues soit le plus prés possible de la tension

adoptée pour base .

a) echelles d'emplitude :

Nous avons & notre disposition deux mcthodes 3

- la premiére méthode e:prime le fait que les sorties des composantr
du circuit sont considérées comme des tensions .

- la deuxitme méthode exprime le fait que lessortiesdes composants

du circuit sont considérées comme des nombreés sans dimensions.

Iens le cas de la premiere méthode ,la variable machine ( tension de sortie:
désamp iificateurs ) varie dans un domaine ( - ,+§n ) tandis gque la
variable analogue du systeme physique varie dans le domaine ( o Hy )

Iére Méthofles
soit B o 1'smplitude maximum en valeur absolue de la variable

machine en sortie .les variables d'entrees sont alors exprimées par rapport
4 cette valeur soit BEy/Fy.les veriables d'entrées varient dans le domaine

1 x L+

On peut alors exprimer l'analogie i 3

>4 e
= — T
x 4
max qM

ou x est la variable du systéme physique
e est la variable du circuit analogigue.

ITleme Méthode:
Ie veriable du systime physique X est reliée & la variable machine

e par la relation e = K.x , K ¢tant le facteur d'echelle.



Généralement, pour déterminer le facteur d'échelle K on utilise,la relation

Vmax = Ko Xngax K= Vpay
Mmax

ol X, . est la valeur maximum de la variable du systeme,
Vpgx €8t la tension maximum & la sortie .

b)- Echelle de temps:
Ta mise & 1'échelle des temps vise 4 étirer ou a asccélerer 1'évolution

du phénoméne €¢tudié de fagon 4 satisfaire les conditions imposées par
1'éguipement utilis¢ et par la facilité de Ta résolution .

On peut appliquer 1l'une des deux méthodes suivantes:

Iére Méthodet
On fait un chengement de variable indépendant.

Soit T le temps machine et t le temps réel :
P =Kt
on en déduit:
Ao - 4. X4 gt B
at a(T/fx) 4T at? am
si o >1,1le phénoméne Bé résolution est ralenti ,par contre si X <1 il est
accélére .

Cette méthode mélange les deux opérations de mise & 1'échelle .On préfere

utiliser la deuxiéme méthode .

IIeme Méthode:

On transforme le circuit de résolution de fagon 4 multiplier toutes les
constantes de temps par un facteur adéqust.

Tens le cas d'un intégrateur,il accomplit l'opération :

e, = ] b t
RC o

or T =Rt

donc e, = = i e;d% 4+ By
RCol Jo

Cette méthode estlb généralement plus utilisée car elle conciste en une
op ération purement mécanigue.
En effet,il suffit de changer les constantes de temps des intégrateurs
en modifisnt la résistance d'entrée,et par suite du gein de l'intégrateur .
Pour changer donc 1'échelle des temps,il suffit de modifier,dans un méme
rapport,les gains de tous les intégrateurs.



et

<

—
1
b}
1

-0~ CHAPIDI

SEMULATION ANATLOGIQUE DE L'iQUATION DES CORDES
VIBRANTES

1) Etablissement de 1l'équation des cordes vibrantes

2) Application de la méthode de simulation analogique
utilisant des opérateurs de différence sur la variable d'espawe

uniquement.



6=—0-— CHAPITRE VI ~——0——

SIMTLATION DE L'GQUATION DES CORDES
VIBRANTES

1 C- Eﬁgﬁ&@gﬁgﬁgﬁj@gngéquation des cordes vibrantes 3
On entend par corde un fil flexible et élastique.
Poue établir 1l'équation, considérons un fil de longueur 1 fixé
% ses extrémités aux points X = Detx =17
Soit le schéma suivant:

A A
f’//j:Lﬁﬁ_“ﬂﬁH\N\\\u//
0 2 Tx

Si 1'on écarte la corde de sa position d¥équilibre et
puison la relache, slors laes points de la corde sont animés d'un
certain mouvement, on dit que la corde vibre.

le probldme consiste alors 3 déterminér la forme de la
corde pour tout instant et & determiner la loi du mouvemnent de cha~
cun de ses points en fonetion dutemps.

on considére que les points de la corde font de petits
écarts par rapport & leur position d'équilibre. on admet donc
que le mouvement des points de la corde gteffectue perpendiculairement
% 1'axe Ox et dans un m&me plan. Le mouvement de la corde est alors
déorit par la fonction s(x,t).

Considérons le schema :

#/.S

Y



Puisqu'on considére de petits écarts, on peut supposer que la longueur
de 1'élément Il M est égale & sa projection sur l'axe Ox soit Ax

On suppose aussi que la tension T -st la m8me pour tous les points

de la corde.

Considérons 1'élément M M' de la corde. Aux exteémités de cet élément
agidsent les forces T suivant la tangente & la corde.Soisnt les

angles L? etk?-kﬂ??angles formés par les tangentes & la corde aux
points M et M' avecl'axe des X.

La projection sur 1l'axe Us des forces agissant sur 1'élément L

sera .
F= T .sin (W+4@) - 1 sinq)

Comme %} est petit, on peut assimuler le sinus de l'angleif’é la
tangente de cet angle.
On a alors :

F=1 . te (@ DY) -1 telf
or la tangente & la corde en un point est la pente c'est a dire la
dérivée de la fonction s (x,t) par rapport & x soit :

Petig (D) -1 n( BOHAXG B-—-—-“‘t))

_ % Q%
SV PRI VLTS DUSEON S oeY
DX X 253LL
Ao | ﬁ
8 b b) = 280D | Ao, 22A0E)
2% 2 Ja*
Eae. 1 92‘/5(7‘»&) A=z
o
D'aute part F=nmh
Avee m =f Dx (p densité linéique de 1'élément M
A x longucur de 1'élément MM
X - d7A
o




AN /\Jo.‘:ow\f-' f/T =

Z
oA _ A 24
B AUC | e T T e
4 9 % o = P i P
L'équation des cordes vibrantes étant établie, nous allons la simuler
en utilisant la deuxieme méthode de résolution analogique (méthode
utilisant des opérations de dafferences uniquemnent sur la variable
d'éspace).

2° = Application de la methode de simulation analogique utilisant

A L LT T S T e L e e L

des. opérateurs de dafference sur la veriable d'éspace uniguement.

Nous avons donc 1l'équation DA (‘x,t') A ;97‘/3(7";1‘3)

—

D2 ﬂcl oE%

en utilisant les opérateurs de différence sur la variable X

nous avouns =

A asw ”Q-A}L,b + Ax -5t . _‘A_ ,BA'"A
g'__k_-?.z C
a?vo

Cz’ =2, t+Ay - b)) = —
Sx* (Aﬂwg% PELE TR ) s

En cherchant la solution de ce probleme en quatre points, nous
obtenons le systéme suivant :

%( Ay b = Ak “""-’Qz %i%

: _ 9
"%(ﬁ?"b - 204,b+ k)= S
Cz(ﬁék-—fé ("-f-/ﬁz /-*—-
mz.,

%4
'3-{:%)




Nous aurons alors :
924

YZ(/J?,- 254 +/0c‘;)'-'- v

R B3- 2.ps +h1)= 92 N

b3~ 280 +40)= 22 e Rz <=
ra

k (Gq. - 2Nz +A.L)-=-— *"—‘"‘iti

Nous obtenons alors le circuit éléctrique qui nous permet de
gsimuler le probléme de la corde vibrante (figure 7 ).



F'.s 7 Simolation de |.'21m tion des cordes

Vibrantes



Précisions sur le schéma de montage

Soit L = 24 cm la longucur de la corde en étudiant la variatio® en
' trois points différants comme 1'indique le schéma suivant.

'S
S n S

: 5 X (o]

-0 _‘r, A\ 18 L4

On aura X = 6 cm

{ Conditions initisles ( °&7 & b‘!)
S (o,t)=0
( extremites de la corde fixés )
S{Lt)=o
—-—-—DS ( Xy 0 ) =9 5
>t ' v Lo
ax+bd six &R
s (x0 )= { : aveca=1_13 ¥ &4
- +b Si 12
ax ix )0 be

En prenant un fil de masse linéique f-:- 5 g/m
et an appliquent une force T de iN .

On determine =7 =41 x103 = 200 m2/82

2 Echelle d'amplitude: ¢ ]
Stax = d X Viiax " Spax = fem
VMax = 10v

d'ou le facteur d*échelle d =0,1 -/v

3 Détermination des resistances et des capacités

Los valeurs des resistances ot des condensateurs sont telles ques

2 e
or k=2C i 2 _ zgx10-4 - 18x10-°

Ry R CC' = 18 x 10-
On prenant ¢ R4 =R C =0

On peut donner les valeurs suiventes:

R{=R=42 kft C=0C"=1MF Rp = Ry = 2,1 k= Rs = 1 koo

2




Le schéma de calcul se compose de plusieurs intégrations .
Nowg utilisens comme emplificateur opgrationnel le tiﬁ 741dont
les caractéristique sont les suivantes

—Gain én boucle ouverte .. cooeeecssccecs 105
;:Impédance d'entrée «..... i, R S 1 M.
=Impédance de SOrtie seeeescaccscoccsnons T S
STension A'alimentation «..ee.eeesesoo.. . tesa toosY

—Aucune compensation en fréguences.

- Sortie protégée contre les court. = circuitse

Nous plagons plusieurs contacts qui permettent d'isoler
chaave étage sommateur intégrateur desautres. Ceci nous permet aussi
de faire la mise en mémoire des tensions affichées et permettre de
faire des mesures. On utilisera pour cela un interupteur qui,
commandera tous les contacts d'un relais.

L'alimentation de ce montage est donnée par la figurels
comme la mode est & 1l'intégration, nous utiliserons une alimentation

intégrée.
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~0- CONCLUSION -o-
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L'étude,que nous venons de faire est,a plus d'un titre,inte®™escante.

Elle nous a permis d'aborder le probléme de * - la similation enalogique
en général et aussi d'avoir un ap-ergu sur les diffcrentes mcéthodes de

résolution des équations sux d¢rivés partielles. La simmletion analogigue

peet se pf%er a4 plusieurs autres d¢tudes .

Pour notre probléme,l'spplication de la méthode comportent 1'utilisation
d'op érateurs de différence sur les varisbles d'espace uniguement se révele

beaucoup plus fructue se que la méthode utilisant des opérateurs de
différence sur les variables d'espace et sur la variahle temporelle. (matériel

nécessaire mis en oeuvre trés important pour ls deuxiéme méthode).

Nous espérons avoir accompli notre t8che bien que la réalisetion pratique
n'a pas pu 8tre faite.iais nous souheitons que d'autres étudiants continuent

ce travail car la résolution des équetions aux dérivées partielles est toujours

4 1l'état de recherches.

—0—-0-0-0-0=0=0-0-0-0-0—-8-
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