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Abstract Statistic approach of vector quantization uses code-books of rounded vectors which allows
quasi-optimal coding for a given rate. Therefore these codebooks have no structure and require big
memory size for their storage and a great deal of time for coding. Regular lattices of points gives the
possibility of generating a great number of points from a short number of vectors. This can permit us to
solve the problems of the statistic approach. However the lattices presents their own problem;
effectively they are only applied for uniform distribution sources. In order to avoid these two kinds of
problems, another approach is envisaged. This study consists of designing a new quantizer; which we
tell hybrid, by combining the two techniques. Using the LBG algorithm performs first few statistic
vectors of the source, then each of them leads to a Grosset lattice. In order to increase the perceptual
quality of the reconstructed image, a subtractive dithering technique is applied to the hybrid quantizer.
Like it could be seen in the presented images, the obtained results are very satisfying.

Résume La quantification vectorielle par !'approche statistique, utilise des dictionnaires de vecteurs
arrondis permettant a4 un débit donné un codage quasi-optimal. Cependant ces dictionnaires ne
présentent aucune structure et nécessitent des espaces mémoires de tailles importantes pour leur
stockage et un temps élevé pour le codage. Les réseaux réguliers de points donnent la possibilité de
génération d’un grand nombre de points 4 partir d’un nombre réduit de vecteurs. Ceci peut nous
permettre de résoudre le probléme de I’approche statistique. Cependant les réseaux de points présentent
leur propre probléme. En effet, ils sont applicables uniquement dans le cas des sources a distribution
uniforme. Pour éviter ces deux types de problémes, une autre approche est envisagée. Cette étude
consiste en le design d’un nouveau quantificateur nommé hybride, par la combinaison des deux
techniques. En premier lieu, on détermine queiques points statistiques par Ualgorithme du LBG,
ensuite chacun de ces points servira d’aiguilleur vers un réseau de Gosset. Pour améliorer la qualité
perceptuelle de I'image reconstruite, on applique au quantificateur hybride la technique de diffusion
d’erreur par soustraction. Comme peuvent le montrer les images présentées, les résultats obtenus sont
trés satisfaisants.
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De nos jours, la compression d’images s’avére étre nécessaire et incontournable au
vu de ses diverses applications, notamment au niveau des transmissions TV, vidéo
conférences, images graphiques, images satellitaires, au niveau des avions de
reconnaissance, etc.

Ceci d’une part, d’autre part la compression d’images trouve son intérét dans 1’élaboration
de codes efficaces pour réduire la capacité mémoire nécessaire aux stockage d’images tout
en maintenant une certaine fidélité, chose nécessaire notamment pour les images
multispectrales et les dessins etc.

Le but fondamental de la compression d’images, est la réduction du débit de transmission
et de la capacité mémoire nécessaire a leurs stockage tout en gardant une fidélité
acceptable ou une qualité appréciable de ces images aprés restitution.

Plusieurs techniques de compression satisfaisante ont alors vu le jour comme la
DPCM, (Diferential Pulse Code Modulation), Codage par Transformée, Codage Hybride ,
et des techniques adaptatives de celles ci [34].

Ces techniques exploitent souvent [’aspect psychovisuel et stochastique
(redondances) de 'image pour réduire le débit. Néanmoins I’un des inconvénients de ces
méthodes conventionnelles, et que le quantificateur utilisé est Scalaire, c¢’est & dire, on
quantific chaque échantillon de la forme d’onde ou chaque pixel de !’image
individuellement [35,38]. Le probléme majeur de toutes ces méthodes, est que les
échantillons utilisés sont toujours plus ou moins corrélés entre eux, de ce fait elles restent
toujours sous-optimales.

Selon la théorie de SHANNON-FANO [38] sur le rapport débit / distorsion on
obtient toujours de meilleures performances en codant des vecteurs 4 la place des scalaires,
résultat valable méme pour le cas de sources sans-mémoire.

Pour faire la conception d’un quantificateur, deux approches sont généralement utilisées :
1. Approche statistique
2. Approche algébrique
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La premiére approche exploite la distribution de la seurce de signaux ou de données a
coder, elle trouve alors sont intérét dans le cas. ou la distribution de cette derniére est
connue.

La seconde approche quant a elle, ignore la nature de la distribution de la source a coder,
d’ou lanon nécessité de la connaissance de cette derniére.

Néanmoins chaque approche présente ses propres.inconvéntents :

Pour le cas de ’approche statistique, souvent la nature de la distribution de la
source & coder est inconnue, elle peut étre donc quelconque. Pour lever cet obstacle on
cherche des vecteurs statistiques en utilisant des séquences. d’apprentissage [3]de la source
a coder. L’inconvénient de cette procédure, est qu’il est nécessaire de stocker en mémoire
tout ces vecteurs dont le nombre doit étre souvent important pour garantir une certaine
qualité du signal a la restitution. Cette facon d’opérer induit en réalité un autre probléme
autre que celui de la capacité mémoire; en effet, ces vecteurs statistiques n’ont aucune
structure ni aucune régularité, une recherche exhaustive s’avére alors obligatoire lors de
I’opération de codage de tout vecteur d’entrée, ce qui entraine un temps de calcul et de
recherche élevé.

Pour le cas de I’approche algébrique {35,36,38], méme si elle ne nécessite pas le
stockage d’un grand nombre de vecteurs (uniquement les vecteurs formant la base
génératrice du réseau algébrique sont stockés). Elle ne s’applique que pour le cas des
sources a distribution uniforme, et ce vu Puniformité et la régularité des points formant
tous réseau algébrique. Comme dans le cas réel, les sources informationnelles ne sont
généralement jamais uniformes, les résultats que peut donner un codeur a base d’un
quantificateur algébrique ne peuvent donc é&tre que de moindre qualité.

Vu ces différents problémes et inconvénients des deux approches sus citées, les
chercheurs dans le domaine des codeurs essayent de trouver une autre approche alternative
aux deux précédentes.

Le travail présenté au niveau de cette thése rentre dans cette optique; en effet,
I’apport de cette thése consiste, en I’élaboration et en la proposition d’une nouvelle
approche de design de quantificateurs vectoriels, en essayant de combiner les approches
statistiques et algébriques en une approche médiane profitant des avantages de chacune
d’entre elles et évitant leurs inconvénients respectifs, cette nouvelle approche porte le nom

d’approche hybride.



Introduction Générale . 5

Cette thése consistera donc en la description d’un nouveau quantificateur vectoriel
destiné a prendre place au niveau d’une chaine de codage pour la compression de données.
ou de signaux informationnels. I.’innovation réside dans la mise en ceuvre d’une technique
hybride Algébrique / Statistique, en utilisant des réseaux algébriques dits de Gosset
comme réseaux réguliers de points dont les centroides sont des points statistiques de la
source a coder déterminés par apprentissage grace a I’algorithme du LBG.

Ce travail se divise en deux grandes parties.

La premiére partie sera consacrée i des généralités et a des définitions sur la théorie de
I’information et de la quantification scalaire et vectorielle.

L.a seconde partie sera consacrée a Pintroduction et a la description de la nouvelle
approche et des outils mathématiques utilisés pour sa mise en ceuvre; les résultats obtenus
sur des images en utilisant plusieurs variantes des codeurs selon le nombre de points
statistique utilisés seront présentés. Une autre technique dite de dithering ou de diffusion
d’erreurs [36] sera également présentée et appliquée 4 un codeur algébrique & base d’un
réseau de Gosset, seront également présentés les résultats obtenus sur des images standards
de personnes. Enfin je terminerais par des conclusions situant les résultats. obtenus et

donnant les perspectives d’amélioration des performances de I’approche hybride.



PARTIE I

Théorie de I’Information et
Quantification
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Chapitre 1

Eléments de la théorie de ’information

1.1. Notion d’entropie

Soit une source & temps discret et ergodique {x (n)},n =0,+1, 12, ...
Le flux de symboles x (n) forme une séquence aléatoire {X (1)}, n = 0, £1, +2,... dont les
réalisations x; appartiennent a I’alphabet de la source Ar={x [k=12,.. K} (1.1)
8i K est fini la source est dite a amplitude discréte, si K est infini la source est dite a
amplitude continue.
La source est sans mémoire si les échantillons successifs sont statistiquement

indépendants.

1.1.1. Entropie d’un dictionnaire

Soit un dictionnaire de longueur L et de taille k, a chaque vecteur représentant est
associé un index i parmi les L index du dictionnaire. Chaque index i se présente comme un
mot de code binaire ¢; de longueur b; bits.

L’entropie de ce dictionnaire est donnée par la relation sujvante :

H(D) =~ > Bi-(~log, ) (12
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Avec :

s P, : Probabilité de sélectionner le vecteur représentant y; du dictionnaire D,

e (- logs P; ): Pappréciation numérique sur lincertitude de sélectionner y; , Punité
d’information étant le bit.

L’entropie du dictionnaire précise la longueur moyenne des. mots du code binaire le plus

économique pour transmettre 1’information. C’est le- débit binaire moyen minimum qui

peut étre approché en construisant un code entropique. On remarquera que ’entropie est

toujours.inférieure a la longueur moyenne des index :
L .
H(D)< ) B-b, (1.3)
i=1

1.2. Fonction débit distorsion

En pratique la source A coder est souvent continue. On souhaite alors que le
systéme codeur-décodeur assure la transmission de I’information avec un débit R (en bits
par échantillon) adapté au canal pour une erreur moyenne de reconstruction D’ minimale.
En faisant varier R on obtient une courbe D’( R ).
La théorie de I’information stipule qu’il existe une fonction débit-distorsion D( R ) qui
fournit une borne aux performances du systéme de codage [38,41]. Cette fonction D( R )

indique la distorsion minimale théorique pour le codeur avec le débit R :

D(R) < D(R) (1.4)
Dans le cas d’une source & amplitude discréte { pour laquelie une transmission sans erreur
est possible ), on préfére utiliser la courbe R’( D ). La encore la théorie fournit la courbe
distorsion-débit R ( D ) qui est ’inverse de la fonction D( R ) et telle que :

R'(D) = R(D) (1.5)

1.3. Source a amplitude discréte
Un codage entropique est réalisable.

Le débit minimale pour transmettre, sans perte, I’information est :

Min{R} = R(0) = H(X) (1.6)



Chapitre 1. Eléments de-la théorie de !'information 9

R’(0) = h(X) est atteint & 1’aide d’un code entropique. Si la source est avec mémoire le
calcul du code est plus simple.

D( R ) est une fonction monotone décroissante avec R [38,41]. La source étant de variance
finte, alors. D(O).= o’ est finie. En effet on peut considérer que, pour R =0 , le codeur

"¢ que des zéros, les erreurs. de reconstruction au décodeur sont alors égales aux

échantillons des vecteurs source et la variance de [Perrcur équivaut a celle de la source.

Distorsion P A

R

>
H(X) Débit [bits / échantillon]

Fig 1.1 : Exemple de la courbe débit-distorsion d’une source a amplitude discréte:

1.4. Source a amplitude continue
1.4.1. Distorsion

Soit { X(n)},n=10, + 1, £+ 2, ... une source stationnaire, & amplitude continue et
sans memoire.
Soit x un vecteur de N échantillons de la source, x est une réalisation du vecteur aléatoire
X, ce demnier est caractérisé par sa fonction de densité de probabilité jointe p,(x). Les y
sont les vecteurs de reproduction qui arrivent au récepteur. y est donc une réalisation du

vecteur aléatoire Y . Nous parlons de modéle a amplitude continue car les échantillons de

ces vecteurs appartiennent a 1a droite réelle.
En général le vecteur de reproduction y, correspondant au vecteur x émis, en est différent:

Y#X

Nous choisissons donc d’apprécier la distorsion moyenne par symbole 2 I’aide d’une

mesure moyenne d’erreur quadratique:
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40 +00

E[dN(X,Y)]= Ij ...TdN(x,y)-p(x,y)dx.dy (1.7)

-G =

avec:

(e = D () -5 .9

Nous avons: p(x,y) = p(y / x) . p(x). La distorsion moyenne, sujette a une contrainte sur le
debit, dépend donc de :

e La statistique de la source p(x),

e Laprobabilité des transitions p(y / x ).

Pour la minimiser il faut choisir une modélisation appropriée entre la source et les vecteurs i

de reconstruction.

1.4.2. Information mutuelle

Le calcul de la courbe D( R ) repose sur le concept d’information mutuelle.
[’ information mutuelle | par symbole ] I ( X, Y ) est la mesure capable de décrire le flux
d’informations entre le codeur et le décodeur [38,41], elle apprécie la quantit¢ moyenne

d’informations qu’implique la “réception” des vecteurs par rapport a ceux émis.

I(X,Y) = lim L (X,Y) (1.9)

Avec:

+00 0 +oo

Rt N L

+30

- %ff jp(x,y)-logz(p(xly)-p(Y))dX'dY

—m —an -0

I(X,Y) dépend donc également de la statistique de la source et de celle des transitions.

L’adjectif mutuel vient de 1’égalité :

IXY)=1(Y.X) (1.11)
L’information mutuelle calcule le débit minimal R nécessaire pour avoir une fidélit¢ de

reconstruction D. En effet, pour une densité p(x) donnée, considérons:

S={py/x): In(X,)Y)<=R } (1.12)
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S est 'ensemble de tous les schémas. de codage ayant une fonction de densité de
probabilité de transition pour laquelte I’information mutuelle par symbole est inférieure &
un débit donné:

Chacun de ces schémas réalise une erreur moyenne E[dn{X,Y)]. Nous recherchons. alors

celui assurant le minimum de distorsion:
D, (R)= p{,ﬁ’iﬁs,E[dN X, Y]] (1.13)

Le codeur réalisant Dy(R) est optimal, il assure la distorsion moyenne minimale sous une
contrainte de débit inférieur 2 R. On remarquera que Dn(R) est une fonction monotone
décroissante avec R. La théorie montre que ce schéma de codage optimal doit étre tel que
Ses vecteurs. source soient statistiquement indépendants. Alors la fonction débit-distorsion

est définie par:

D(R) = lim D (R) (1.14)

La fonction D(R) fournit, pour un débit R donné, une borne minimale 2 la distorsion de
tous codeurs. En pratique aucun schéma de codage ne peut atteindre une telle performance.
Cependant ces équations annoncent que les meilleurs résultats seront obtenus en utilisant
des quantificateurs vectoriels. Déja on remarque que Dn(R) est la distorsion moyenne
minimale lorsque les entrées X et les sorties Y du systéme sont des vecteurs. Il faut
¢galement savoir que dés des tailles appreciables, des vecteurs peuvent étre considérés
quasiment indépendants.

La courbe inverse de D(R) est R(D). Elle correspond au débit minimal nécessaire pour que
le signal reconstruit au récepteur ait une distorsion D.

Dans le cas d’une source a amplitude continue R(0) = + < car, pourD=0:

1 siy=x
* Ply/x)= . (1.15)
0 ailleurs
¢ HX)=H(Y)=IX.Y)=+w (1.16)
Iin’y a donc pas codage. Le cas que I’on étudie est:
e D>0 (1.17)

e IX,Y)<+w (1.18)
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Le codage de 1a source est donc une-opération irréversible causant une distorsion D pour

un débit R.

Distorsion D' 4

o

>
Débit [bits / échantillon]}

Fig 1.2 : Courbe débit-distorsion pour une source a amplitude continue.

1.5. Source 2 amplitude discréte et sans mémoire

Soit P; la probabilité d’occurrence du symbole x . Pr =P, { X (n) =x; }. (1.19)

Une appréciation numérique de I’information regue est donnée par :
Itxy) = -loga P, (enbits) (1.20)

La quantité d’information moyenne recue ou entropie est alors

(en bit / échantillon) :

K
HX) =E(IX))=-Y B, log P, (121)

k=1
On aalors :
0<HX) < loga K (1.22)
® SiH(X) =0 lasource est totalement prédictible,
e Si H(X) = log:K la source est non prédictible, les symboles sont équiprobables.

logs K : mesure la capacité de 1’alphabet.

Les redondances de la source sont appréciées en calculant :

R(X) = logoK - H(X) (1.23)
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1.6. Source & amplitude discréte avec mémoire
Dans ce cas, Il existe des dépendances statistiques ente les échantillons successifs
de la source [41.42].
Soit x =x(n) = ( x(n), x(n+1), ..., x(n-l—]\f-f)):r
Soit I'entropie des vecteurs aléatoires ( en bits./ échantillon ) :

Hy(X)= -i—r-E(—zogz P(X))= —%-ZZ...ZP(U- log, P(x)  (1.24)

avece :

Hy(X)= lim Hy(X) (1.25)

On considére ’entropie conditionnelle d’un symbole a I’instant n étant donnés les ( N-1)

symboles précédents :
HXm) / X(n-1), X(n-2), ..., X(n-N+1))
On pourra démontrer que :

HX() / (X(n-1), X(n-2), .., X(n-N+1)) < Hy(X) (1.26)

etrque:
Liz;m HXm) /(X(n-1), X(n-2), ..., X(n-N+1}) = H{X) (1.27)

Les deux fonctions Hy(X) et H(X(n) /( X(n-1), X(n-2), ... , X(n-N+1)) sont décroissantes
avec N.
On a également pour deux sources ayant le méme alphabet et la méme probabilité pour les

symboles, on pourra prouver que :

( H(X) / source avec mémoire ) < ( H(X) / source sans mémoire ) (1.25)
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1.7. Codage sans perte d’une source 2 amplitude discréte

En théorie un codage sans perte d’informations. avec débit binaire proche de
I"entropie est possible pour une source & amplitude discréte [38,41,42]. Ce codage est dit
entropique ou run lenght coding ( exemple : codage de Huffman).
Au niveau de ce code, les statistiques du signal sont exploitées en affectant les mots code
les plus courts.aux représentants les plus fréquents.
Ce codage est efficace si les symboles. de la source ont des probabilités. pouvant étre

approchées par des puissances négatives de deux .

1.8. Source a amplitude continue et sans mémoire
Soit { X{(n) } une source stationnaire centrée et sans mémoire.

Soient p.(x) sa fonction de densité de probabilité, O 125 =E(X 2 (n)) sa variance et

R, =0 er -O( k ) sa fonction d’autocorrélation.

Un tel signal a une entropie absolue infinie

En effet : Pxpp=0dou H(X )=+

C’est pour cette raison qu’on introduit ’entropie différentielle ( qui peut étre positive,

négative ou nulle en fonction de 1’amplitude de la source) :
h(X)=E(-log, p,{X))=— J. p,(x)-log, p,(x)dx (1.29)

On démontre que Pentropie différentielle est maximale si la source suit la loi Gaussienne
[38,41,42]

f (0,0,%), dans ce cas on aura :

1 —x?
L(x)= ————x, 1.30
p 2 7ol p(z_ci) (1.30)
On aura donc :
h(X )y =1log , 2 m-e-c? (1.31)

On définit aussi la puissance entropique qui traduit la répartition de I’information par unité

de variance du signal :

1 i
0= e 2 (132)

Dans le cas d’une source gaussienne = o5, pour une source non-gaussienne ) < or .
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1.9. Source a amplitude continue avec mémoire
Soit un vecteur x constitué de N échantilions successifs de la source. Ce vecteur est
défini par sa fonction de densité de probabilité px(x) et on définit également I’entropie

différentielle par :

h(X) = lim hy(X) (1.33)
avee |
b () = =+ B(- log, 7, (X)

(1.34)

E(-
% IJ. Jp (x)-log, p(x)dx

D’une maniére générale :

{ h(X) / source avec mémoire ) < ( h(X) / source sans mémoire. ) <= ~21- 1og2(2 - TT- e-ci)‘

. 1 . ,
La borne supérieure ( E-logz(Z-n-e-ci) ) est atteinte dans le cas d’une source

gaussienne [38], pour le cas des entropies inféricures a cette valeur, elles sont dues aux
redondances de la source considérée ( sa densité de probabilité n’est pas gaussiénne et/ou
la source présente une mémoire induisant un spectre de puissance non «plat» ou
« blanc ») .

La puissance entropique-d’une source gaussienne avec mémoire (colorée) est donnée par :

Q=70 (1.36)

X

ou v’ est la mesure de platitude du spectre ( spectre plat = spectre blanc ), avec
0<yi<l
Si y2 =1, on a une source gaussienne sans mémoire,
Si y2 < 1, la source en question présente une mémoire, le signal est plus au moins
prédictible.

On aura alors : ( Q/ source avec mémuoire) < { Q/ source sans mémoire ) <= G
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Chapitre 2

La Quantification

Généralement les formes d’onde des signaux informationnels sont continues en
amplitude et continues dans le temps. Une conversion analogique digitale est alors
nécessaire pour produire une représentation discréte de la forme d’onde afin de permettre
son traitement. Cette opération de conversion commence par un échantillonnage du signal
continu, cependant les échantillons obtenus restent toujours continus en amplitude, une
opération de quantification devient alors nécessaire pour limiter le nombre possible
d’amplitudes a une valeur finie.

La quantification, est la procédure qui transforme ’amplitude d’un signal donné
x(n) a un instant n en une amplitude y(n) donné par un ensemble fini d’amplitudes.
Lorsque la quantification est faite sur un seul échantillon eclle est dite Secalaire (5Q),
lorsqu’elle est faite sur un bloc ou plusieurs échantillons elle est dite Vectorielle (VQ).
Elle peut étre également définie comme étant un processus de transformation qui fait
correspondre a la variable d'entrée x une valeur approchée yj choisie dans un ensemble fini

de N valeurs prédéterminées.

2.1. Quantification scalaire (SQ)
La quantification scalaire consiste a quantifier séparément chaque échantillon du
signal d'entrée [35,38]. Comme l'illustre la figure 2.1, un échantillon x du signal d'entrée

est spécifié par I'indice k s'il se trouve dans l'intervalle suivant :

It {xk<x<xk+1}; k=1,2,.,N 2.1)
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xk et xkg+] sont les niveaux de décision ou seuils.

Iql—"—l
{ @ } & }
Ng - Xg yk Xiot

Fig 2.1 : Quantification scalaire

Tous les échantillons dans l'intervaile I; seront remplacés par une valeur yg
appelée niveau de reconstruction ou représentant. On peut par conséquent utiliser N
niveaux de reconstruction pour représenter les échantillons du signal d'entrée compris entre
les valeurs xJ et xN+7 .

Les niveaux de reconstruction peuvent s'écrire:

y=yk sixelk 2.2)
ou s'exprimer par la fonction suivante:

y=Q(x). (2.3)
L'expression (2.3), qui montre la relation entre x et y, est appelée caractéristique de
quantification. La figure 2.2 illustre y = Q(x), typiquement en marche d'escalier [35] pour

la quantification scalaire.

Il apparait deux sortes d’erreurs ou bruits de quantification :

® le bruit granulaire ou de quantification qui se produit lorsque lIa valeur d’entrée x se
situe dans 1’une des zones { x;, x;+; ], I'erreur résultante qui est la différence entre x et

Q(x) peut étre majorée par un demi pas de quantification.

® le bruit de surcharge ou de dépassement qui se produit lorsque la valeur d’entrée se
situe hors de [xp , x; ]. La valeur de reproduction est alors soit y; soif y; , et 'erreur

résultante supérieure 4 un demi pas de quantification.
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Y
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Bruit de surcharge Bruit de quantification Bruit de surcharge

Fig 2.2: Caractéristique de la quantification scalaire:

2.1.1. Quantificateur scalaire optimal

Le quantificateur scalaire optimal est celui qui minimise, pour une source donnée et
a un débit fixé, 'erreur moyenne de reconstruction due aux bruits de quantification et de
surcharge. Les niveaux de reconstruction sont donc répartis en tenant compte de la densité
de probabilité de la variable & quantifier. On remarquera que la concentration des niveaux
de reconstruction est plus importante dans la zone de ’espace ot la densité de probabilité
des points d’entrée est plus élevée.

La solution a ce probléme d’optimisation (elle est unique), est connue sous le nom de
quantificateur de Lioyd-Max [35,41].

En donnant le gain en distorsion comme étant le rapport, & débit fixe, des
distorsions de deux quantificateurs, le quantificateur de Lloyd-Max offre, du fait de la
répartition non uniforme de ses pas de quantification, un gain en distorsion par rapport aux
autres quantificateurs scalaires. Malheureusement, ce gain n’atteint pas le maximum

donnée par la théorie de I’information.

2.2. Quantification vectorielle (VQ)

La quantification vectorielle consiste a quantifier un jeu d'échantillons (vecteur) au

lieu d'un seul échantillon. C’est une application surjective de l'ensemble des vecteurs

d'entrée x, généralement de l'espace réel euclidien & k dimensions RK, dans un sous-
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ensemble fini C appelé dictionnaire de Rk, [2,3:34] Le dictionnaire C se compose de N

¢éléments distincts que I'on appelle mots de code ou vecteurs de reproduction.
C={y;i;i=12..,N}. (2.4)

Le débit R d'un quantificateur vectoriel utilisant le dictionnaire C est défini par:

R == logoN. 2.5)

v b

Le débit représente le nombre de bits par échantillon & coder. Log2N bits sont nécessaires
pour représenter l'indice d'un vecteur 4 k dimensions. Le débit en quantification vectorielle,
peut étre fractionnaire (R<1). La figure 2.3 illustre le principe de la quantification

vectorielle.
CANAL

. . N
X copack —’%L. DECODAGE |———#=

DICTIONNAIRE DICTIONNAIRE

Fig 2.3: Principe de la quantification vectorielle.

Dans le codeur, on associe au vecteur d'entrée x un mot de code y; du dictionnaire
C selon le critére du plus proche voisin. Seul l'indice i est transmis au décodeur. On a N
indices correspondant aux N mots de code du dictionnaire. Le méme dictionnaire est utilisé
au décodage. Le mot de code y; représentant du vecteur x, est retrouvé a partir de l'indice i
recu. Il est clair que la quantification scalaire est un cas particulier de la quantification
vectorielle, pour une dimension k du vecteur égale a 1.
Dans la quantification vectorielle, on exploite le fait que les composantes du vecteur

d'entrée ont généralement une corrélation et qu'elles se repartissent principalement dans

une région donnée de l'espace RK. On peut atteindre une plus petite valeur de distorsion
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avec le méme nombre de vecteurs de reproduction qu'en quantification scalaire em
construisant convenablement le dictionnaire. Autrement dit, on obtiendra la méme
distorsion avec ces deux types de quantification en utilisant un plus petit nombre de
vecteurs de reproduction. Le signal d'entrée pourra donc étre représenté et transmis & plus
bas débit.

Méme si le signal d'entrée est non corrélé; ou que les composantes du vecteur sont
indépendantes, il y a avantage & utiliser la quantification vectorielle [38]. La figure 2.4
montre la performance en terme d'Erreur Quadratique Moyenne (EQM)  d'un
quantificateur vectoriel & deux dimensions en pourcentage de la performance d'une paire de
quantificateurs scalaires [35]. Les résultats sont donnés pour différentes valeurs de la

corrélation p-et différents débits par dimension.

Caantification scalaire

100%

de

ire
=3
o
2
r

e

p=-0

g% L QOuantification vactnsiola
\

N
a0%

20% . . . L
1 2 3 4 5

bitidimensien:

’E:ou centa
ification so

IQM en
Ja quant

Fig 2.4: Comparaison des performances entre une paire de SQ et un VQ appliqués & un vecteur 4 deux

composantes gaussiennes ayant la corrélation p .

Un quantificateur vectoriel est complétement défini par un ensemble R; de
vecteurs arrondis et une distance d(x,y;) définissant le degré de distorsion qui s'introduit
lorsqu'un vecteur d'entrée x est approximé par un vecteur arrondi y;.

Pour qu’il soit optimal, il doit satisfaire les deux conditions nécessaires suivantes:
e La distorsion entre le vecteur de reproduction y; et tous les vecteurs d'entrée x
représentés par y; doit étre minimale. Un codeur effectue une partition de RK en sous-

espaces.oll tous les vecteurs d'entrée x représentés par y; sont groupeés.
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Cette partition, appelée région de Voronoi ou de Dirichlet (voir figure 2.5), est établie

selon le critére du plus prochie voisin s'exprime de la maniére suivante:

R, > x R :d(x,y;) <d(x, y)), /i } (2.6)

» Pour une partition fixe R;, le vecteur de reproduction optimal du décodeur doit étre le

centroide de la partition

cent (Rj) = mgn! E{d(x, xi){x R/} 2.7

ol le minimum inverse "min 1" dénote un choix de x; minimisant la valeur de
E{d(x,xi)|x <R;}.

Le critére de distorsion le plus utilisé est définie par:

4%y = lx- y:llP=3 (x,-y,)? - 2.8)
1=1

Lorsque l'expression (2.8) est utilisée comme critére de distorsion, les deux conditions

nécessaires précédentes sont représentées simplement par les relations suivantes.:

2
R, D xR =y < Ix-villP s 9
et cent Rj)= —— ¥ xX; (2.10)
Jixje Ry

ou n; estle nombre de vecteurs dans la partition R;.

Vecteur représentant

Voronoi

Fig 2.5 : Exemple d’un Voronoi
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2.2.1. Quantificateur vectoriel optimal (approche intuitive)

L’efficacité d’un quantificateur se mesure & la qualité de restitution du signal
source qui doit étre 1a plus fidale possible (c.&.d avec une erreur de restitution minimale).
La quantification vectorielle se trouve-supérieure par rapport & la quantification: scalaire car
elle permet :

1. Une meilleure utilisation. de la mémoire de la source ( exploitation des

corrélations existantes entre les coordonnées des vecteurs) ;

2. Une facilité pour la répartition dans.1’espace des représentants.

Le quantificateur optimal est celui qui répartit les vecteurs de- reproduction en tenant
compte de-la distribution des vecteurs & coder dans ’espace vectoriel de travail [38](en

tenant compte de leur densité de probabilité multidimensionnelle)..

2.2.2. Quantificateur optimal
Pour une distribution statistique et un débit donnés de la source :
1. le quantificateur globalement optimal est celui dont la distorsion moyenne est
minimale ;
2. un quantificateur localement optimal a un dictionnaire pouvant étre perturber ’
sans que la distorsion moyenne n’augmente.
La théorie qui établit la supériorité de la quantification vectorielle sur la quantification
scalaire n’est pas constructive [38,41], elle ne nous donne pas la fagon de construire le
dictionnaire globalement optimal. Par contre des propriétés suffisantes sont connues qui
nous permettent de construire des dictionnaires localement optimaux.
Un quantificateur se décompose en deux éléments:
1. un codeur
2. un décodeur
Le quantificateur (localement) optimal est celui qui satisfait ces conditions :
B e codeur optimal (pour un dictionnaire fixé), ce dernier respecte la régle du
«plus proche voisin »:  Vj,sid(x,y; )(d(x,y; )= C(x)=y,
cette régle détermine la répartition de I’espace R* en régions. ;
B lc décodeur optimal (pour une répartition de R* donnée), le vecteur y; doit
minimiser la distorsion associée au Voronoi C;, y; sera donc le centroide de
cette région : y; = cent(C,) ;

B la probabilité d’avoir un vecteur 4 coder 4 la méme distance de deux
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représentants soit nulle, sinon ce vecteur est affecté a 'un des deux
représentants, la partition optimale de ’espace considéré n’existera plus, et donc

la condition du.décodeur optimal sera impossible.

2.2.3. Quantification vectorielle appliquée a 1a.compression
La compression de données vise & réduire la quantité des éléments binaires
nécessaires a la représentation de I’information utile contenue dans le signal a transmettre

ou a stocker. Cette réduction peut soit engendrer ou non des pertes d’informations

Principe : '
Soit x,} ’ensembie des échantillons du signal source qu’on veut coder :
e Coder c’est trouver une loi de codage C telle que, C : {X,}<~—p {Va},
o Décoder c’est définir une loi de décodage D telle que, D : {yn}—»{X, }.
Si D" = C, il s’agit d’un code sans perte d’information dit réversible (codage statistique
ou entropique).
Si D! 2 C, il s’agit d’un code avec perte d’information dit irréversible.
Pour réaliser une bonne compression, deux conditions doivent étre satisfaites :
e Laloi de codage C minimisant le nombre d’éléments binaires y, 4 transmettre,
+ La loi de décodage D assurant une bonne reconstruction du signal source {x,}

par les{x_}.

2.2.4. Quantification vectorielle appliquée au codage

La quantification vectorielle permet la combinaison des applications de codage et
de décodage. En effet, considérons 1’ensemble I des L index des vecteurs mots codes du
dictionnaire considéré : I={ 1,2, ... L }.

La loi de codage sera alors définie par :
C : R — 1

X Cx)=i
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Le décodage s’effectuera de la manicre suivante :

D : I p» D

i D)=y

On aura alors obtenu une application: Q=D 0 C.
Un quantificateur vectoriel se décompose alors en deux applications. qui sont :
e Un codeur

¢ Un décodeur

Le codeur

Le codeur consiste a rechercher dans un dictionnaire noté D, pour tout vecteur du
signal d’entrée x, le code-word y; qui lui est le plus proche.
Nous introduisons alors la notion de la métrique L, , ou la norme d’un vecteur x de

dimension k est donnée par :
k A
L= =>x| (2.11)
j=1

ia distance entre deux vecteurs x| et x sera alors :

||x1 - x2“2 = dp (xnxz)

k » (2.12)
= Z|xu - x21|
J=1
La notion de proximité la plus utilisée, est la distance euclidienne :
k
d(x,yJ:Z(xj""yij)z (2.13)
J=1

Cette distance particulicre p=2, mesure la distorsion entre les vecteurs x et y;.

Les régions de Voronoi sont alors données par :
C = e RIO() =y, si dlx,y)<dlxy,). iz} @14

Chaque région contient un ensemble de vecteurs de R* et tous les vecteurs d’entrées x qui

appartiennent a C; sont représentés par le méme mot code y; du dictionnaire D consideére.
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La compression d’informations ce produit & ce niveau car ¢’est uniquement P'index du
code-word y; qui minimise le critére de distorsion qui sera transmis ou stocké au lieu que
se soit un vecteur. Cette application qui perd de Pinfermation, fait que la quantification
vectorielle soit une opération irréversible [22,32,38], le signal d’entrée ou le signal
original ne pourra plus jamais étre restitué tel quel.

La quantité &’information requisc pour représenter le vecteur source est donnée par R le
débit binaire en bits par composante du vecteur, ou par bits par dimension, ou encore

par bits par échantillon :
R= %-logz L (2.15)

Le décodeur

Le décodeur joue le role d’un récepteur dédi¢ A la reconstruction du vecteur source,
pour cette raison il dispose d’un dictionnaire D, identique & celui utilisé par le codeur pour
I’opération de codage, qu’il consulte & chaque fois qu’il regoit un index pour produire le

code-word correspondant; le décodeur réalise I’opération de décompression.

2.2.5. Design d’un quantificateur vectoriel statistique

Cette approche est basée sur un algorithme itératif, l'algorithme de la K-moyenne.s
ou de LBG, du nom de ses auteurs [3]. A l'aide d'une grande quantité de données d'entree,
on fait l'apprentissage a plusieurs reprises afin de prendre compte des caractéristiques
statistiques du signal d'entrée. On utilise donc I'histogramme du signal au lieu de sa
distribution {(que 1'on ne connait pas) pour la conception du quantificateur vectoriel.
L'algorithme de LBG converge vers un optimum satisfaisant les deux conditions

nécessaires précédentes.

Soit X={%;; j=1,2,.., M} une séquence d'apprentissage composée de M vecteurs a
k dimensions, Yo={y;; i=1,2,.., N} undictionnaire initial, et Dg=c0 la distorsion
initiale. La conception d'un gquantificateur vectoriel statistique se décompose en trois

étapes suivantes [3]:

1- Selon le critére de distorsion de l'expression (2.8), on associe a chaque vecteur X; un
vecteur de reproduction y; du dictionnaire Y(. La partition qui minimise la distorsion,

{R;i=1,2,..., N} estdonc déterminée.
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2- La distorsion moyenne globale D- est calculée par I'équation suivante:
"
LS min |- v]
=72 mn | X-¥ 16)
D MZ‘ yev, “ / _ (2.16)

Si la distorsion D ne varie plus, le calcul est terminé et Y={y;; i=1,2,...,N} sont
les vecteurs de reproduction optimaux. Sinon, on continue.

3- On calcule les centroides a l'aide de la relation (2.10). Les mots de code

Y={y;; i=1,2,...,N} sont remplacés par les centroides obtenues.
Notons que si dans la partition R; le nombre de vecteurs #»;=0, on met cent(R; )=yj,
I'ancien mot de code. On répéte les étapes | et 2.

Le quantificateur obtenu dépend fortement des conditions de départ, celles-ci
doivent étre choisies soigneusement. On peut utiliser la méthode dite du "splitting” pour
effectuer la sélection du dictionnaire initialf3,35]. On trouve d'abord un seul mot de code
optimal en calculant le centroide de toute la séquence d'apprentissage. A partir du mot de
code optimal, on produit un dictionnaire de taille 2, en perturbant faiblement ce centroide
dans deux directions opposées. L'application de l'algorithme de LBG & ce dictionnaire,
permet d'obtenir un meilleur dictionnaire 4 deux mots de code optimaux qui sont a leur
tour divisés en deux pour constituer un dictionnaire de taille 4.

Le procédé est poursuivi jusqu'a l'obtention d'un dictionnaire de la taille voulue. La
figure2.6 illustre le design d'un dictionnaire composé de quatre vecteurs de reproduction a

deux dimensions par "splitting".

@ 2]
A
-
o~ ‘\ -
g d

Fig 2.6: Design du dictionnaire initial par "splitting".
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La technique de quantification vectorielle statistique permet de bien rendre compte de la
distribution du signal & coder, mais la taille du dictionnaire et la dimension du vecteur
d'entrée sont sévérement limitées par des contraintes technologiques en maticre de

stockage et de complexité de calcul.

2.2.6. Organigramme du LBG

Cette méthode, consiste & déduire de chaque vecteur représentant y; deux nouveaux
vecteurs y; 1€ et y; - € (g: vecteur de perturbation de faible énergie), avant d’appliquer au
nouveau dictionnaire obtenu les itérations dites de Lloyd, qui consistent a modifier
(a chaque itération) localement le dictionnaire, réduire ou laisser inchangées la distorsion
moyenne. L’algorithme converge en un nombre fini d’itérations vers le minimum local le
plus proche correspondant au dictionnaire initial.
Le dictionnaire ainsi obtenu est alors le centroide de la séquence d’apprentissage, ensuite
I’algorithme génére une suite de dictionnaires ( & chaque boucle le nombre de vecteurs de

reproduction se trouve multiplié par 2).

_ » Dictionnaire initial

'

Séquence d’apprentissage splitting  |--—————

'

p| [tération de Lioyd

l

Calcul distorsion

|

Test de Fin

Fig 2.7 : Schéma de déroulement de 'algorithme de LBG.[38]
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2.2.7. Complexité de construction du dictionnaire

La complexité de 1’algorithme est fonction :

1- des paramétres. du dictionnaire (la dimension de I’espace £, le nombre de vecteurs
représentants L);

2- des paramétres de la séquence d’apprentissage ( le nombre de vecteurs M).

Lors de la construction du dictionnaire, 1a phase des itérations de Lloyd est la plus colteuse

en terme de calcul.

En effet chaque vecteur de la source doit &tre comparé a chacun des L représentants, il y a

autant de calculs de distorsions dans. R* et cela & chaque itération. Ainsi si n itérations sont

exécutées ( en considérant la métrique euclidienne) :

B Le nombre de multiptications effectuéesest N, =k-L-M-n

B e nombre d’additions effectuéesest N, =(2-k—1)-L-M-n

B Ic nombre de comparaisons effectuéesest N, =(L-1)-M-n

11 faut ajouter aussi a cela »

B Le calcul des nouveaux centroides des classes nécessite &-( M — L )-n additions et
k - L -n multiplications ;

Enfin £-( M + L)+ M cases mémoires sont nécessaires pour stocker les vecteurs de la

séquence d’apprentissage, leurs classes ( auquel appartient chaque vecteur) et les vecteurs

du dictionnaire.

2.2.8. Complexité de la recherche au sein du dictionnaire

Le dictionnaire ainsi obtenu ne posséde aucune structure topologique pouvant
faciliter le codage. Ainsi pour trouver le représentant correspondant au- vecteur d’entrée de
la source a coder, il est nécessaire d’effectuer L calculs de distorsion. Une telle procédure
de recherche exhaustive au sein du dictionnaire a comme complexité d’ordre L = 2 R'k,
( R étant le débit binaire).

En résumant :
B .k multiplications,
M (2.%-1}.L additions,

W (L-1) comparaisons,
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Ce bilan a conduit 2 la recherches de nouvelles méthodes de quantification vectorielle
permettant un codage avec des coits de calcul moindres.
Autrement dit, on cherche des méthodes. qui consistent & imposer au dictionnaire des
contraintes structurelles dans un but de simplifier I’opération de codage (rapidité de
déciston). _
Une méthode alternative consiste 4 choisir un dictionnaire dont les vecteurs de

reproduction appartiennent 4 un réscau aigébrique de points.

2.2.9. Design d’un quantificateur vectoriel aigébrique

Un quantificateur vectoriel algébrique, est un quantificateur dont les régions de
décision sont uniforméments répartis et le centroide de chaque région représente un point
d’une constellation ou d’un nuage de points réguliers et structurés [1,33,35,36]. Cette
régularité des points présente un grand intérét, en effet & partir d’une position donnée ou
d’un point donné on peut s’orienter vers n’importe quelle direction ou vers n’importe quel
point de I’espace. La particularité la plus importante des réseaux algébriques réside dans le
fait que tout réseau régulier de point posséde une base génératrice de tous ses points, en
d’autres termes, chaque point du réseau peut étre obtenu a 1’aide d’une combinaison

linéaire d’un ensemble réduit de vecteurs lineairement indépendants.

Cette approche offre des avantages trés importants [35] dont on peut citer :

1. Le dictionnaire n'a pas a étre stocké car les vecteurs y; s'obtiennent par des

combinaisons linéaires des vecteurs formant la base du réseau. Seulement cette base

qui est formée par un nombre réduit de vecteurs est stockée en mémoire.

2. Larecherche du mot de code optimal y; est accélérée car elle s'opére seulement au

niveau des vecteurs de la base.

3. La conséquence des deux points ci-dessus est que l'approche algébrique permet
d'envisager des dictionnaires beaucoup plus grands ou de dimension plus importante

que dans 1'approche statistique.
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2.2.10. Quantification vectorielle sphérique
Pour quantifier un signal échantillonné, nous le découpons en bloc de M
échantillons. Nous considérons ensuite les M échantillons successifs de ces blocs comme

les M composantes de. vecteurs 4 M dimensions, soit X un de ces vecteurs.:

T
X=[Xi,X2,_.,.. ,XM]‘

La quantification vectorielle sphérique consiste a quantifier séparément la norme G ( gain )

et I’orientation x { phase ) du vecteur X [33,35,38,39], soit =

-G =3 % représente la norme, . (217

-x=X/G représente I’orientation ou vecteur normalisé. (2.18)

Soit & quantifier d’abord Porientation x. Cette quantification met en ceuvre un premier

quantificateur Qp auquel est associé un dictionnaire ou table de décodage So définie par :
S, = [yi|i~= 1,2, .,N,- 1]. Ce quantificateur fonctionne a un débit Ry = Joga(No) et

fournit le vecteur y; qui minimise la quantité :

d(xy;) =[x - vl |
=+l -2, @19
=2-2.X"y,

Ii est évident que pour minimiser cette distance il faut maximiser le produit scalaire x'yi,
produit qui n’est rien d’autre que la projection orthogonale de I’orientation x sur le vecteur
yi ( ou vice versa).

Soit P cette projection maximale :

max; {x"y;}= max; {proj(x)/y:}=P. (2.20)
d’une maniére similaire, il est possible de calculer le-produit scalaire directement a partir

du vecteur non normalisé X. Les calculs sont simplement mis & I’échelle par le facteur G.

max;{X"yi}= max; {proj(X)/y;}=PG. (2.21)
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La figure 2.8 illustre une situation typique ot le vecteur normalisé x est approximé par y;.

X

Sphére-unité
En M dimensions

GE;

Origine

Fig 2.8 : illustration typique de la quantiﬁcation'vectoriélle sphérique[35].
La sphére de rayon unité est représentée par un arc de cercle.

Le vecteur y; qui sera retenu, est cetui qui aura la plus grande projection P
En fait, comme: il apparait sur la figure ci dessus, une meilleure approximation de x est
donnée par le vecteur Py; étant donné que I’erreur commise Ey reste toujours inférieure a
Eo’. Il s’en suit alors, qu’une meilleure approximation pour le vecteur initial X est PGy;, st
la quantité PG pouvait étre connu sans distorsion. En réalité, on quantifie également cette
quantité. C’est le rdle qui sera dédié au quantificateur Qg .
Ce quantificateur, opére avec un débit Rg et a pour but d’approximer la quantité PG avec le

minimum d’erreur et de distorsion possible.

Fig 2.9: Diagramme de la quantification vectorietle sphérique
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Les propriétés de la quantification vectorielle sphérique, peuvent étre résumeées comme
suit :

Soit Q fe quantificateur équivalent ( quantificateur global )

Yy = Q(X) = Qu(x) Qa(PG) _ (2.22)

R=Ry+ Rg (2.23)

3.2.11. Avantages de Ia quantification vectorielle sphérique
Ce type de quantification présente plusieurs avantages [35] dont on peut énumérer

quelques uns :

1. Traiter la norme seule réduit de un la dimension du probiéme, on passera donc
d’un volume 3 une surface dans un espace R, et permet denc |’utilisation de
dictionnaires de tailles réduites.

2. Les avantages les plus importants, viennent du fait que la norme présente:
certaines propriétés exploitables. Dans la plupart des cas la norme varie de
fagon lente d’un vecteur a un autre; Il est alors aisée d’exploiter cette forme de
redondance par un codage de type prédictif.

3. Il est plus facile de croire que quantifier vectoriellement un vecteur X en le
considérant comme étant issu d’une source uniforme dans un hypercube de
dimension k soit la meilleure approche. Mais en fait, loin de tendre vers
I’'uniformité, la distribution de la source est concentrée dans une coguille
sphérique centrée a I’origine; phénomeéne appelé « sphere hardening » qui se
produit lorsque les composantes du vecteur ne sont pas de natures. différentes

mais au contraire elles émanent d’une méme source.
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PARTIE 11

Réseaux réguliers de points, Approche
Hybride et Diffusion par Soustraction
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Chapitre 3

Les Réseaux réguliers de points

L’¢tude des réseaux, est étroitement liée au probléme de I’empilement des sphéres
[39] de méme rayon dans R™. Ici, il s’agit de disposer les sphéres de maniére a obtenir
P’empilement le plus dense (rapport du volume des sphéres sur le volume occupé). Par
exemple en dimension 2, la fagon Ia plus dense «d’empiler» des sphéres sur un plan, est
I’arrangement hexagonal. Pour le cas de 3 dimensions (exemple : le cas des boules de
billard), il est possible de les disposer sur un plan de fagon optimale en formant une
premiére couche selon l’arrangement hexagonal. Il est possible ensuite de poser une
deuxieéme couche identique mais décalée de maniére a ce que les boules occupent les
« creux » de la premiere couche; on continue ainsi a placer la troisiéme puis la quatriéme
ainsi de suite. La figure 3.1 montre deux maniére de placer la troisiéme couche [39]. Les
deux empilements ont la méme densité, mais seul empilement b correspond a un réseau

régulier.

Empilement a Empilement b

Fig 3.1 : Deux empilements de sphéres en 3 dimensions obtenus en superposant des couches d’arrangement

hexagonal. La troisiéme couche peut étre en coincidence avec la premiére ou non.
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3.1. Définition d’un réseau
Un réseau régulier de points dans R™ est I’ensemble de points.x qui s’obtiennent
par une combinaison linéaire de M vecteurs de bases indépendants [1,35,38], z1,23,23,...,2m,

avec des coefficients de proportionnalité entiers, k;,ka, ....km :

Lm={x|x= Zkizi } ;. K :entier 3.1
i

On peut facilement remarquer qu’un réseau régulier de points reste invariant lorsqu’on le

translate pour amener son origine a I’'un de ses points.

3.2. Réseaux et codes correcteurs d’erreurs

Plusieurs réseaux de points, ont été établit a partir des codes correcteurs d’erreurs
[35,41]. En effet un code correcteur d’erreurs.-(soit le cas binaire), est un sous-ensemble de
N M_uplets binaires parmi les 2 possibles (sommets de I’hypercube unité dans R™). N est

généralement une puissance de 2.

Exemple : Code & répétition

=2, M=3; (voir figure 3.2 [35])
Lors de la transmission d’un mot code, la valeur binaire peut se trouver inversée (erreur qui
peut €tre da au canal de transmission), sur quelques positions du triplet.
On appelle la distance de Hamming, dy , entre deux triplets le nombre de positions sur
lesquels ceux ci different. Par exemple, la distance de Hamming entre les deux triplets
suivants estdy ([1 01], {01 1)) =2.

On appelle aussi poids d’un mot de code le nombre de « 1 » qu’il contient.

X3 C= {[0,0,0] 3 [111’1]}

Fig 3.2 : Interprétation géométrique du code correcteur 4 répétition C{3,1,3]

-

St .
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Un code peut corriger t erreurs si la plus petite distance de Hamming dy min, entre paire de
M_uplets est supérieure a t/ 2. Enfin, les propriétés globales d’un code se résument par les.
trois entiers : [ M, logaN., dy min]. Ainsi le code de la figure ci dessusest [ 3, |, 3].
Leech et Sloane ont proposé diverses constructions de réseaux & partir d’un code
correcteur d’erreurs, C{ M, logzN , dyg min].

La construction A, consiste 4 prendre tous les points de Zy qui sont congrus, modulo 2 par

composante, a un mot du code C:

L={xix =[x1,x2, ., xm] € Zn €t [X| mod2 ; X2 mod2 » -s XM mod2} €C}.  (3.2)

Interprétation :

Si P’on écrit les composantes entiéres x; en représentation binaire « complément & deux » le
M_uplet formé par le bit de plus faible poids de chaque composante est un mot du code C.
On pourra également remarquer, qu’on peut écrire: x = y + ¢c; ouc € C et ot y est un
vecteur du réseau 4 composantes paires : 2 Zy . Le vecteur y étant obtenu en forgant 4 0 les

bits de plus faible poids des composantes de x.

Ii s’ensuit alors que le réseau L peut s’écrire comme 1’union de copies du réscan 2 Zy,

translatées par un vecteur du code :

L=02Z,+¢c, ; ouc eC (3.3)

On peut également considérer cette relation comme étant I'union des copies du code C
translatées aux sommets du| résecau 4 composantes paires comme [Dillustre la

figure 3.3 [35]:

Fig. 3.3 : Réseau régulier obtenu par la construction A appliquée au code a répétition de la figure 3.2
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Un autre réseaw important est le Dy [35,42]; il contient les points de Zy tels que 1a somme:

de leurs composantes soit paire.

- _ : X
ﬁé 7 4 / /

+———t #/
i I e

Fig.3.4 : Réseau Dy pour 2 et 3 dimensions.

Grace a Dy , on peut obtenir des réseaux (par la construction en B); on considére un code
linéaire C dont le poids des mots est divisible par 4. Cette construction, consiste a prendre
tous les points de Dy qui sont congrus modulo 2 par composante a un mot de C. Ou

encore, on peut former le réseau comme I"union de réseaux 2 Dy translatés par chaque mot

¢; du code C.

L=U2Dy +¢, ; ou c eC (3.4)

Les réseaux les plus connus et les plus intéressants pour la quantification vectoriclle sont :
I. Le réseau de Gosset Eg en 8 dimensions,
2. Leréseau de Barnes-Wall A6 en 16 dimensions,

3. Leréseaude Leach A4 en 24 dimensions.

3.3. Réseaux sphériques
Soit x un point de R\:x= (x1, x2,..., xk)T
Soit une sphére de centre u = (uy, us,..., u)" et de rayon p qui représente 1’ensemble des

points x tel que :

i(xi-ui)2=p2 (3.5)
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Dans ’espace de dimension k, on considére un empilement régulier de sphéres. identiques

de rayon p . Un réseau régulier (lattice ou treillis) A est alors constitué de I’ensembie des

centres de ces sphéres [33,38,39]. Par convention O est considéré comme le centre du

réseau.

Il est alors ais¢ de montrer qu’il existe, en plus de O, K sphéres de centres

vi=(Vil, Vi,..., Vi)' telles que tout point du réseau peut étre déterminé par la somme :

k
€ 'V g, €Z (3.6)

=1

1
Les vecteurs v; forment la base du réseau, ces vecteurs sont linéairement indépendants.
On détermine le parallélogramme fondamental du treillis A [38] comme la région formée

par :

> 0;-v; | 0<0;<1 (3.7)

Fig 3.5 : Réseau bidimensionnel

La matrice genératrice du réseau est donnée par :

\ V1, Vias oo Vin /

/
Viire Vi Vim ) ( 3
A\
Vs Voo, ' Voom )
M - = “
: |
X ] 1
\Vk J/ i
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Il est évidant qu’il est plus facile de d’écrire un réseau k-dimensionnel i 1’aide de vecteurs
de m coordonnées.

Ainsi un vecteur y du réseau est déterminé par :

T
szT -€ avec €= (aE , &5, ,...,sk) | g, el (3.8)
On peut également définir un réseau régulier A comme étant I’ensemble des points y de R*
tel que :
k
A:{yeR" Jee Z* y=MT-s=Zsi-vi} (3.9)
i=1

1

On définit la matrice de Gram du réseau par : A=M.M' ,

Son déterminant est noté (M : matrice carrée) : det A=det A= (detM)"' ,

Le volume d’un voronofi (parallélotope) est donc : detM = (det A)''?,

Deux réseaux, A; et Az, peuvent étre équivalents ou similaires aprés et/ou réflexion et/on
changement d’échelle. Ceci est noté : Ay =A; .

Un réseau Ay admet un dial ou réciprogue A’y qui est donné par :
A*kz{yeR" yT-ueZ, Vue A ) (3.10)

Les réseaux réguliers de points sont, a l’origine, des solutions envisagées aux
problémes suivants [39]: o

1. Empilement des sphéres dans un espace donné

2. Recouvrement de I’espace par des sphéres

3. Recherche du «mombre de contacts » (kissing number)

3.4. Probléeme d’empilement des sphéres dans un espace

On recherche, dans un espace de dimension k donnée, 1’empilement le plus dense
de sphéres (toutes sont équivalentes et ne se recouvrent pas). La solution 2 ce probléme
n’est connue, pour k>=3, que si on considére les centres des sphéres appartenant & un
réseau régulier de points [33,38,39] (la densité maximale peut étre obtenue avec des

réseaux non réguliers).
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Dans ce cas, on veut maximiser la densité du réseau définie par :

A = propertion occupée par les sphéres

Volume d’une sphére

Volume d’une région fondamentale

- V., -p" (3.11)
(d et A )1%
ou :
k . ,
¢ v, = 5 _2f k! ,(k - IJ! est le volume d’une sphére de rayon unité
ks) k! 2

k
. Vk P est le volume de la sphére k-dimensionnelle de rayon p (sa surface est

k. Vi.p™h).

Le rayon p de ces sphéres empilées définit le rayon d’empilement.

Fig 3.6: Un empilement de sphéres dans 1’espace bidimensionnel

mpopr ——y
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3.5. Probléme de recouvrement d’espace par des sphéres

Dans ce cas, on désire obtenir le recouvrement le plus économique de Pespace
euclidien de dimension k avec des sphéres [33,38,39]. Ces derniéres sont toutes identiques
recouvrent R¥, et se recouvrent également entre elles, ce dernier recouvrement doit 8tre
minimal. De la méme maniére que dans le cas précédent la solution n’est connue, pour
k>=3, que- si on considére les centres des sphéres appartenant & un réseau régulier de
points.
Soit r le rayon des ces sphéres; on veut minimiser 0, la densité du recouvrement

(«épaisseur ») définit par :

0 = nombre moyen de sphéres contenues dans 1’espace

Volume d’une sphére

Volume d’une région fondamentale
Vv k 7T k

- (3.12)
(det A )%

r définit le rayon de recouvrement du réseau, il correspond a la borne supérieure
minimale de la distance entre un point x de ’espace R® et le plus proche point du réseau.

Posons y; les points du réseau, et 4 (x,y;) la distance entre les deux points.:

r = sup inf d(xa Yi) (3.13)
xeR" y, €A

Ces points isolés, 4 la distance r de leurs plus proches voisins dans le réseau, représentent

des trous.

Le probléme de recouvrement ainsi posé apparait comme le dual de celui de I’empilement

[38], cependant ils sont différents :

e Pour le premier, il s’agit de minimiser r

» Pour le second, il s’agit de maximiser p
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Ainsi, pour une dimension donnée, les réseaux solution de chacun des. ces. problémes sont

souvent différents.

Fig.3.7: Un regroupement de |’espace bidimensionnel par des sphéres.

3.6. Probléeme du nombre de contacts (« kissing number »)

Dans ce cas, on recherche quel est le nombre maximal T de spheres (toutes
identiques et ne se recouvrant pas) qui peuvent étre arrangées entre elles de fagon a ce que
chacune touche la méme sphére centrale [33,38,39]. Il s’agit donc d’un probléme
d’empilement mais uniquement sur la surface d’une méme sphére, cet aspect local fait que
les réseaux solutions sont en général différents de ceux solutions du probleme
d’empilement de sphéres dans I’espace.

Le nombre T est variable si I’on considére des réseaux non réguliers, il est fixe dans le cas
ou I’on considérerait des réseaux réguliers de points.

< sera donc connu que si on considére des points appartenant a un réseau régulier, d’une
maniére exacte, la solution optimale n’est connue que pour des espaces de dimensions
k=1,2,3,8 et 24. La détermination du nombre de contacts intervient dans la construction
des meilleurs codes sphériques, un tel code est celui associé 4 un sous-ensemble de points
appartenant a la surface d’une sphére, il s’ensuit que la recherche du nombre t permet de
mieux les répartir.

Le calcul de 1 est facilité par un puissant outil de calcul mathématique : se sont les séries

théta [38] qui indiquent le nombre de points sur une surface d’une sphere.

r
e mm ] ———
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3.7. Introduction des séries théta
Soit y un point du réseau A:y= M'.g

La norme euclidienne I, de y est :
2 L 2 T T T T
Ivl"=>yi =y -y=¢ -M-M"-e=¢ A-e=fle) @19

Cette norme donne la forme quadratique associée au réseau.

En théorie des nombres un probléme se pose : on désire connaitre le nombre de fagons

_ 2
d’écrire un entier m comme la somme de k carrés (ex : T = Z ¥Yi)
i=l

Les réseaux présentent du fait de leur forme quadratique, une formulation & ce genre de
probléme :

Considérant un réseau régulier de points A, soit N, le nombre de vecteurs y de A de
norme m (c.a.d: yly = m ), N, représente également le nombre de fois que la forme
quadratique associée a A représente m .

Le calcul de N,, est facilité par les séries théta du réseau A qui sont définics comme suit:

2)=Yq"

yeA

— ZNm _qm 01\1 q — ei-i't-z (3--15)

Les séries théta produisent le nombre de points qu’il y a a chaque distance de lorigine
(le nombre de points sur chaque sphere de rayon ou encore, sur chaque surface
d’énergie m) Les points étant repartls sur des spheres concentnques pour connaitre le
nombre total Nt de points dans la sphére de rayon, il faut faire la somme des points sur

chacune des sphéres de rayon inférieur :

- Z N; (3.16)

i=0
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Fig .3.8: Sphéres concentriques d’un résean bidimensionnel.

La plupart des réseaux s’expriment, lors du développement de leurs séries. théta, comme

des fonctions des séries théta jacobi [38] :

8,(z)= iq(m%y =2.¢% +2.q%4 +2.q7 +...

m=-w

93(Z)= iqmz :1,+2.q+2..q4+2'.q9+.,..

0,(z)= > (-q)" =1-2:q+2:¢* ~2:¢°+--

On remarque qu’elles s’expriment comme un développement en puissance de q donnant le

nombre de vecteurs sur les sphéres successives autour de I’origine.

3.8. Les réseaux réguliers les plus importants
Le tableau ci dessous illustre quelques réseaux solutions des différents problémes

évoques. [38]:
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 12 16 24
Meilleur ‘
empilement A; A; Ds Ds Es E7 Es Kiz Aig Axn
Plus grand
Nombre de Ay || As | Dy Ds Es E; | Es |[Pr2e Ay | Agg
2 6 12 24 40 72 126 240 (840 4320 196560
contacts
1 * * = * * * *

Meilleur A, | As As As A A Ay A Al Au
recouvrement
Meilleur . * * *

s ‘ A2 A 3 D4 D 5 E 6 E 7 ES KIZ A15 A24
quantificateur

Explication du tableau ci dessus :

Les réseaux encadrés offrent la solution optimale globale (parmi les réseaux
réguliers ou non)

Les réseaux & gauches du trait vertical sont optimaux parmi les réseaux
réguliers

Les Z* (k>=1) représentent les réseaux cubiques

Les Ay (k>=1) représentent les réseaux «racines » communément appelés « root

lattices »-

La majorité de ces réseaux appartiennent a la famille des réseaux par «strates »
noté Ay, on notera également qu’il existe de nombreuses équivalences: A = Z
- A[EA*1 =D, ;Az":“Az_:_‘A*g;A3-EA3ED3;

As=Ds=D's; As=Ds; A¢=Eg; A72E;; As=Fs=E's; ...

A, représente le réseau hexagonal

Aj représente le réseau cubique a face centrée

A'; représente le réseau cubique i corps centré

K2 représente le réseau de Coxeter-Todd

Ay représente le réseau de Barnes-Wall

Es représente le réseau de Gosset

Ans représeite le réseau de Leech.

A -
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3.9. Le réseau de Gosset Es.
Le réseau Eg porte de nom de- Gosset [35,39]ou encore de réseay en «diamant », il.

est défini par la relation :

1} ' ] 1 1 1
eoesf[ilon] w [1)(424

On remarque donc que le réseau Eg correspond a I’union du réseau Dy avec le- réseau

décalé (appelé coset [25,26]) {%J +Dg ou encore ;

Es={y=y2s .oy, y= 31797, ey

8 8
ye Zet D.Yi =0 mod(2 e @+%yet 2 Y] =0 mod(2), G.17)

=] i=1
Avec ;

[
detA =1,
T=240

o= Vs
r=p-2=1
O (z)= %-(ez(z)% 65(z) +94(z)8)= 1+240-9% +2160-q* + ..

[_Energie m de la surface de la | Nombre de points sur les sphéres Eq
sphére
0 I
2 240
4 2160
6 6720
8 17520
10 30240
12 60480
14 82560
16 140400
18 181680
20 272160 ]

Tableau 3.1 : Nombre de points de contact des sphéres Eg(m)

e =
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3.9.1. Quantification rapide avec un réseau de Gosset E; :

On a vu que le réseau Eg n’est rien d’autre que "union des réseaux Dy et Dg décalé
de [1/2], ainsi pour quantifier un vecteur x = (xy, xz, ..., xs;)‘T € Rs‘, on procéde comme
suit [38]:

1. Calcul des vecteurs f{x) et g(x), ensuite choix de celui dont la somme des
coordonnées. est paire, soit yp ce vecteur ; (pour le calcul de f(x) et g(x), voir
annexe).

2. Calcul des vecteurs f(x-[1/2]) et g(x-[1/2]), puis sélection de celui dont la
somme des coordonnées est paire, on ajoute ensuite au vecteur choisit [1/2] et
on note ce vecteur y; ;

3. Calcul des normes 4 (yo , X) et d (v, , X), on retient alors le vecteur y; le plus

proche de x.

3.9.2. Complexité de la quantification dans Eg

La complexité de la quantification dans Eg, sera donc la somme des complexités

suivantes :
e Complexité de la quantification dans Dy
o Complexité de la quantification dans Dg décalé

e Recherche du minimum des deux normes,

3.9.3. Quantification sphérique avec le réseau de Gosset Eg

On notera par Eg(m) I’ensemble des points d’une sphére et par Ng(m), le nombre de

points de cet ensemble :

E;m)={ylyeE,NS, } (3.18)

ou S, représente la sphére de rayon, Eg =U Eg (m)
m

Si on utilise Eg(m) comme quantificateur, il v a tout un choix de débits par dimension
sutvant la sphére m utilisée. Le tableau 3.2 [35] donne pour chaque sphére m entre 1 et 15

le nombre Ng(m) et le débit correspondant en bit/dimension.
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m P Ns(m) Débit/dim
1 8 240 0.988
2 15 2160 1.385
3 24 6720 - 1.589
4 42 17520 1.762
5 54 30240 1.861
6 57 604380 1.986
7 103 82560 2.042
8 119 140400 2.137
9 124 181680 2.184
10 162 272160 2.257
11 220 319680 2.286
12 208 490560 2.363
13 279 527520 2.376
14 305 743040 2.438
15 343 846720 2.461

Tableau 3.2 : Tableau donnant le nombre de leaders, le nombre de points de contacts et le débit par

dimension pour chaque sphére d’énergie m.

Ayant choisi une sphére m, nous pouvons ordonner les points entre 0 et Ng(m)-1, ce qui

représente les vecteurs y; du quantificateur.

Pour exploiter convenablement ce quantificateur, deux problémes restent posés :

e Trouver le vecteur le plus proche voisin y du vecteur x & quantifier

¢ Déterminer I’'indice i de ce voisin.

48
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3.9.4. Algorithme de quantification avec une sphére de Eg
Les réseaux de Gosset Eg(m) possédent une propriété trés. intéressante, rendant la

recherche des vecteurs du réseau trés simple & élaborer et & implémenter.

En effet, toute permutation des coordonnées ¢’un vecteur de cet ensemble est encore un

vecteur de cet ensemble [33,35,38].

Cette propriété nous. permet de- définir une relation d’équivalence entre vecteurs que 'on
notera ~.

On dira alors que les vecteurs y et z de Eg(m) sont équivalents, y = z, s’ils se déduisent

I’'un de ’autre par permutation des composantes.

Exemple :
[ 2,0,0,-2,0,0,0,0] ~[0,0,-2,0,0,2,0,0].
Cette relation d’équivalence induit une partition de ensemble Eg(m) en P, classes. Ce

nombre P, est tabulé dans le tableau 3.3 suivant :

] K@) H() Leaders (m=1)

I 28 0 220 00000
2 56 28 2 00 00O0O0-2
3 1 84 1 11 11111
4 28 85 I 1 1 111-1-1
5 70 113 r 1 1 1-t-1--1
6 28 183 1 1 -1 -ft-1-1-1-1
7 28 211 0 00 00 0-2 -2
8 1 239 -1 -1 -1 -1-1-1-1-1

Tableau 3.3 : Liste des leaders (directeurs) des 8 classes d’équivalence de la sphére m=1, avec le nombre

d’éléments K(j) de chaque classe ainsi que le cumul H(j} des classes précédentes.

Dans chacune des classes on fait des permutations des composantes des vecteurs
selon I’ordre lexicographique, et 1’on considére le plus grand d’entre eux comme «leader
de la classe » (toujours par rapport a I'ordre lexicographique).

Les P, leaders sont alors eux méme ordonnés dans ’ordre lexicographique par Pindice
j=12,...,Pn . Le tableaﬁ 3.3 donne pour la sphére m=1 la liste des P,=8 directeurs dans

’ordre lexicographique.

g

g Ty e e =
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Soit q le nombre de valeurs distinctes que prennent les composantes du leader: On

considére alors, w°, le nombre de répétitions de la plus grande composante ag, W, le
P

nombre de répétitions de la deuxiéme composante de plus grande valeur a, et ainsi de suite:

jusqu’a w, Ie nombre de répétitions de la plus petite valeur ag..
La cardinalité d’une classe est donnée par la relation suivante dénombrant les permutations

avec répétitions.:

8!
K@) = (3.19)

W Iwlw . wiiy

Pour indexer les K(j) permutations de la classe, il est nécessaire de généraliser les nombres
w" en leur affectant un index k de la facon suivante.

Un vecteur quelconque de la classe j compte toujours q valeurs distinctes dans ses
composantes qui peuvent étre dans le désordre.

Considérant un indice quelconque de composante, d, on définit alors w'x comme le nombre
des répétitions de la valeur a4 qui reste dans les positions k a 8.

Dans ’exemple suivant, on illustrera le calcul des valeurs wy , dans le cas d’un vecteur y
de la sphére m = 9, soit le leader suivant, [4,4,4,4,2,2,0,0]" la fenétre a considérer dans le
cas de I'indice k=6, est montrée par un rectangle en pointillé comme le montre I’exemple

ci dessous :

Positionk =1 2

X=[ 4, 2,
ag | Wi—pb 1 2 3 4 5 6 7 8
4 0 4 3 3 2 2 p) 1 0
2 1 2 2 1 1 1 L1 o1 1
0 2 2 2 2 2 1 0 0 0

Exemple 3.1 : Calcul des valeurs w'y , dans le cas d’un vecteur y de la sphére m = 9

A oew oy

s

E e i
b

¢ xmmt
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Pour retrouver I’index lexicographique ¢ d’un vecteur parmi les K(j) membres de sa classe
a pértir de ses nombres w*, on utilise 1a formule du rang de Schalkwijk ; ce-rang est

donné par la relation suivante ot d(k) représente I’indice d de la k-iéme composante : ag(k).

. f d(i)-.l (M _q_k[) | (3.20)
k=1 d=0 (w ﬁ._l)n (W'k!)‘

Al

0
d

NB:O0!=1, (-)!=w etM=8;

3.9.4.1. Algorithme de codage avec une sphére de E;
Soitx =[xy, 2,..., xg ]T un vecteur a huit composantes réelles & quantifier par
Eg(m). On peut décomposer I’algorithme en quatre étapes :

1. Réordonner les composantes du vecteur par ordre décroissant des valeurs {c.a.d,
la plus grande composante en premiére position), ensuite on appellera X ce
nouveau vecteur.

2. Trouver le leader " le plus proche en cherchant parmi tous les leaders celui qui

conduit au plus grand produit scalaire :
Pty s mex (TR i 1,2, N,G@m) D G2

3. Déterminer le rang ¢ du vecteur a Iintérieur de la classe j* par la formule du rang

de Schatkwijk.

T

4. Determiner I’indice i du vecteur quantifié y; par la relation suivante :

_ % i=t+H({)=0,1,...,Ng(m)—1 (3.22)

PR
3.9.4.2. Algorithme de décodage
L’algorithme de décodage se décompose en trois étapes :
1. Retrouver la classe a4 laquelle appartient le vecteur 7 j* tel que:
H(j* <i<H(j*+1)
2. Retrouver le rang f dans la classe j* vérifiant : t = i— H(j*)

3. Faire subir au leader de la classe j* la permutation inverse qui le fera passer du

rahg K() -1 aurang t.
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Chapitre 4

Approche Hybride et technique de Diffusion

4.1. Approche hybride de quantification (Statistique./ Algébrique)

Cette nouvelle technique que nous proposons, est une approche intermédiaire entre:
les approches statistique et algébrique. En effet, elle a pour but d’éviter les inconvénients
de I’approche statistique qui se résument par, les contraintes de stockage, de complexité de
calcul et de recherche au sein du dictionnaire ; et par ceux de [’approche algébrique qui
sont essentiellement dus au fait qu’elle ne s’applique que pour des sources a distributions
uniformes, cas rare voir inexistant dans le cas des sources de signaux informationnels. Ceci
d’une part, d’autre part elle vise a exploiter les avantages des deux techniques sus citées,
qui sont : utilisation dans le cas de sources a distributions inconnues (non-uniformes), des
dictionnaires générés algébriquement donc non stockés en mémoire, tout en tenant compte
des statistiques de-la source.

Pour réaliser un tel quantificateur, on s’est posé les deux hypothéses suivantes :
* On considére que la source a coder est globalement non-uniforme
(distribution quelconque),

e On considére que cette source est localement uniforme.

Pour exploiter ces deux hypotheses, on se doit d’abord de déterminer des zones
d’uniformité de la source considérée, on procéde alors de la maniére suivante :

En utilisant I’algorithme du LBG, on détermine quelques points statistiques (4,8,16, ...) de
la source représentant les zones de I’espace ou les nuages de points sont les plus concentrés
ou encore, les zones ou larprobabilité d’avoir un point de la source est la plus grande ; on

considére alors que tout autour de ces points la source présente une certaine uniformité.
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Ce dictionnaire statistique ainsi établi posséde un nombre réduit de code-words, ce qui
évite le ﬁrobl'éme de contraintes de stockage, de complexité de-calcul et de recherche au
sein de ce demnier.

Une fois ce dictionnaire établi, chaque point de ce dernier sera considéré comme le centre
d’un réseau algébrique de points, dans notre cas on a considéré le réseau de Gosset Eg(1)
possédant 240 points de contacts; de cette maniére, chaque point statistique servira
d’aiguilleur vers 240 points de ’espace; points qui seront générés algébriquement.

De cette maniére, si par exemple on ne prend que quatre points statistiques de-1a source, on
pourra générer 960 points d’une maniére algébrique, c’est a dire suffisamment de points.
pour couvrir une grande partie de P’espace de travail considéré, ainsi on aura également pu
éviter le probléme des. réseaux algébriques qui ne s’appliquent que pour des. sources a
distributions uniformes, vu que les points centres des réseaux considérés, sont des points

qui suivent les statistiques de la source considérée.

Réseaux de Gosset

Points statistiques déterminés par I’algorithme du LBG

Figd.1 : Structure du quantificateur hybride proposé.
4.1.1 Algorithme de codage avec le quantificateur hybride
La premiére étape consiste a chercher un dictionnaire statistique, on opére alors.
comme suit : .
» Fixer lalongueur N (N réduit) du dictionnaire,
s Appliquer I’algorithme du LBG,

o Stocker les points statistiques obtenus dans un fichier.



Chapitre 4. Approche Hybride et technique de Diffusion . 54

Aprés avoir établi ce- dictionnaire, on procéde & ’étape suivante, qui se resume de la
maniére suivante ©
Soient x un vecteur d’entrée de dimension 8, et y; i = 1,2,...,N les code-words du

dictionnaire statistique;

8
e Calculer les distance euclidiennes d; (x ,y;) =Z(x i yij)z ,
J=1

e Choisir I’indice { du code-word pour lequel la distance euclidienne est minimale
dx,yi)<di(x,yj)vi=12,. N etiz},

e Translater le vecteur d’entrée X vers i

X=(x—yih{x2 —yizh---bxn—yind),

e Calculer les distances euclidiennes entre ~ et les vecteurs du réseau de Gosset
centré en v,

¢ Choisir ’indice j du code-word pour lequel la distance euclidienne est minimale

e Lecouple({,J) ainsi obtenu sera le code du vecteur d’entrée x.

4.12. Algorithme de décodage avec le quantificateur hybride

Soit (i,) le code regu d’un vecteur a décoder, on procéde alors comme suit : -

® Génération du vecteur du résean de Gosset a partir de I'indice j, soit g; ce
vecteur,

o Recherche du vecteur statistique dans le dictionnaire a partir de 1’indice i, soit y;
ce vecteur,

e Calcul du vecteur a restituer , soit ~=g; + yi.

4.1.2. Résultats expérimentaux

La figure 4.2 représente les résultats obtenus avec la technique hybride pour
différents nombres de points statistique, on remarque que plus on augmente ce nombre
(tout en le gardant trés inférieur a celui requit par ’approche statistique), I'image restituée

devient de qualité perceptuelle de plus en plus intéressante.
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a : Image originale codée sur 8 bits/pixel

¢ : Image codée avec un résean de Gosset
E8(1) + 4 points statistiques, 1.625 bit/p,
taux de compression : 79.69%

b : Image codée par un réseau de Gosset
E8(1) seul, 1.5 bits/pixel, taux de
compression 81.25%

d : Image codée avec un réseau de Gosset
EB(1) + 8 points statistiques, 1.75 bit/p,
taux de compression : 78.125%

55
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e : Image codée avec un réseau de Gosset f: Image codée avec un réseau de Gosset
E8(1) + 16 points statistiques, 1.875 bit/p, E&(1) + 32 points statistiques, 2 bits/pixel,
taux de compression : 76.56% taux de compression : 75%

Fig 4.2 : « a » représente I’image originale, « b » I'image codée par Eg(1) seul, « ¢ » I'image codée par Eg(})+
4 points statistiques, « d » I'image codée par Eg(1)+ Bpoints statistiques, « € » I'image codée par Eg(1)y+16
points statistiques, « f » I"image codée par Ez(1)+32 points statistiques.

4.2. Quantification vectorielle avec dithering (diffusion d’erreurs)

Les quantificateurs a réseaux algébriques, attirent de plus en plus ’attention, vu
leur facilité d’implémentation, et vu que dans la plupart des cas ils permettent d’éviter le
probléme de complexité comme le cas de I’algorithme statistique du L.B.G.

La régularité géométrique des réseaux permet la mise au point d’algorithmes de
quantifications trés rapides et trés efficaces.

La technique du dithring ou de diffusion d’erreur a été appliquée pour la premiére fois par
Roberts [36] pour le codage d’images. En effet, il a été remarqué que le fait d’ajouter une
séquence de variables aléatoires indépendantes dite « dither» avant [’opération de
quantification, et ensuite la soustraire aprés quantification, avait un effet appréciable sur la
qualit¢ perceptuelle et visuelle de 1’image. De cette idée, plusieurs travaux de recherche
ont été abordés pour mieux maitrisé cette technique.

Dans notre travail nous avons appliqué cette méthode de diffusion d’erreur sur le
réseau de Gosset Eg. Soit V la matrice génératrice du réseau algébrique considéré, et soit

PO le Voronoi autour de l’origine O du réseau considéré. On note par Q(PO,V) le
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quantificateur algébrique défini par le Voronof central ( autour de I’origine du réseau) PO et
par la matrice génératrice V [36].

On définit le vecteur d’erreur d’un tel quantificateur par:

e =x — Q(X); ce vecteur d’erreur appartient nécessairement a P0. Chaque vecteur d’erreur e
est produit par une infinité de vecteur d’entrées de la forme e + Vn, n appartenant a z
(voir figure 4.1), et I’on peut noter également que ces vecteurs d’erreurs peuvent étre eux
méme des vecteurs d’entrées [36]. La fonction densité de probabilité du vecteur d’erreur

est donnée par :

ailleurs

£ (o) = {OZ f (e+Vn), e € PO @1

Le développement de cette fonction en série de Fourier donnera I’expression suivante :

~ 1 i, T
f - - . . e U,
E (e ) | det V ! Z q) X (Un ) e (4.2)

avec ¢x(Un), les coefficients du développement en série de Founer.

(@ (b)

figd.1 ; Erreur de quantification par réseau algébrique.
(a) représente un vecteur d’erreur e produit par le vecteur d’entrée x.

(b).représente un vecteur d’entrée différent produisant le méme vecteur d’erreur .
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Theéoréme 1
L’erreur de quantification d’un réseau Q(PO0,V), est uniforme sur PO, et a une fonction de

densité de probabilité définie par :

;, ecPO

fele)={|detV
0 ailleurs

(4.3)

Si et seulement si Le vecteur d’entrée x est Nyquist-V, c’est a dire tous les coefficients du
développement en série de Fourrier de la fonction densité de probabilité des vecteurs

d’erreur sont égaux a une impulsion de Dirac.

Théoréme 2:
Des vecteurs aléatoires x sont Nyquist-V et ont par conséquent une distribution d’erreur de
quantification uniforme dans un réseau régulier de points défini par Q(PO,V) :

1. x est uniforme dans tous Voronoi P du réseau

2. x est uniforme dans toute union arbitraire de Voronoi du réseau, ¢’est a dire :

iy P
fo(x)=4 7 ST 4.4)
0 ailleurs
1

avec les ¢; positifs et tel que : Zci = (4.5)

i |det V|
3. x est la somme de vecteurs aléatoires indépendants, ol un parmi eux est

Nyquist-V .
Démonstration :

1. Soit Q(P0O,V) un quantificateur algébrique avec le Voronoi PO = P. Alors,
Q(x)=0, et e = x, c’est a dire ’erreur e est uniforme dans P0O. D’aprés le
théoréme 1, si x est Nyquist-V, alors |’erreur de quantification dans PO est
uniforme méme si la quantification est faite par un réseau régulier Q(P0,V) avec

PO=P.

4 e asaap
B
N .
» .
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2. Ona:
§(Un )= [, (x)e UM ax
=y jc;eijU“ dx
I p,
det V|3 ¢;8(n)
_s@)

3. Soitx =v+Z, ol v et z soni indépendant, alors on pourra écrire :

o, (Q)= ¢,(Q)- ¢.(Q) on aura donc :
$,(Un)=¢,(Un)-¢,(Un)=8(n) si:0,(Un)=8(n) ou ¢,(Un)=28(n)

d’ici on pourra tirer que si v ou z est Nyquist-V alors la somme est également Nyquist-V, il
est alors aisé de faire I’extrapolation pour le cas de la somme d’un nombre arbitraire de

vecteurs aléatoires.

4.2.1. Dithering par soustraction

Soit v un vecteur aléatoire, statistiquement indépendant du vecteur d’entrée x. On
ajoute le vecteur v au vecteur d’entrée x avant [’opération de quantification, puis on le
soustrait une fois cette derniére effectuée [36], comme le montre la figure 4.2. Cette fagon
d’opérer porte le nom de quantification algébrique avec dithring ou avec diffusion d’erreur.
Le vecteur d’erreur est donné par: e = x — (Q(x + v) — v) = x + v — Q(x + v), on peut
remarquer que cette erreur est la méme que celle donnée par le quantificateur
conventionnel pour un vecteur d’entrée x + v.

La fonction caractéristique de la somme x + v est { (P2} ot $(2) et (L)
représentent respectivement les fonctions caractéristiques de x et de v. 1l est alors évident
que si I’on se refert aux théorémes 1 et 2, pour avoir une distribution d’erreur de
quantification uniforme pour une entrée de la forme x + v, il suffit d’avoir v ou x
Nyquist-V, puisque les vecteurs x sont générés par la source a coder et qui peut avoir une
distribution quelconque, en d’autres termes on ne peut pas contrdler les vecteurs générés
par la source. On ne peut que contrdler alors que les vecteurs de dither v, qu’on choisira

alors Nyquist-V.
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Q(P0O,V) "=Qx+v)-v

ANV

Figd.2: Quantificateur par réseau régulier avec dithering

2.2, Résultats expérimentaux

La figure 4.3 montre ’amélioration de I’effet psychovisuel et de la qualité
erceptuelle de ’image en utilisant comme quantificateur un réseau régulier de points
dans notre cas on a utilisé un réseau de Gosset ) avec dithering ou diffusion d’erreur.
a figure (4.3.2) représente I'image originale codée sur 8 bits/pixel, la figure {4.3.b)
présente 1"image a la sortie du quantificateur algébrique sans dithering , elle est codée sur
5 bits/pixel ; 1a figure (4.3.c) représente 1’image a la sortie du quantificateur algébrique
vec dithering, elle est toujours codée sur 1.5 bits/pixel ; néanmoins cette derniére image
résente une qualité perceptuelle meilleure que celle sans dithering.
es figures (4.3.d) et (4.3.e) représentent les images d’erreurs respectivement dues a la
nantification algébrique sans dithering et avec dithering, on remarque qu’au niveau de
tte demiére ’erreur est uniformément distribuée sur toute 1’image ce qui améliore I’effet

sychovisuel de I’image.

hbah

b : Image codée par un réseau de Gosset
E8(1) seul, 1.5 bits/pixel, taux de
compression 81.25%

a : Image originale codée sur 8 biis/pixel
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¢ : Image codée par un réseau de Gosset

E8(!) + dithering, 1.5 bits/pixel, taux de
¢ : Image d’erreur causée par le codage
avec un réseau de Gosset + dithering
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons proposé deux stratégies pour le. codage des signaux
informationnels :

» Une approche hybride de quantification vectorielle,

s Une technique de diffusion d’erreurs ou de dithering appliguée 4 un quantificateur

algébrique.

La premiére stratégie utilisée pour le codage de sources de signaux informationnels, est

une nouvelle approche destinée a éviter les problémes de codage rencontrés avec les approches
de quantification ou de codage classique, qui sont les approches statistique et algébrique. Cette
nouvelle technique, en fait n’est qu’un compromis ou une technique intermédiaire entre les
deux, elle permet donc de tirer leurs avantages et d’éviter leurs inconvénients respectifs. En
effet, les résultats obtenus sur des images type le prouve, la qualité visuelle des images
obtenues est trés proche de celle donnée par les quantificateurs statistiques, malgré le nombre
négligeable de vecteurs statistiques utilisés, d’ou gain considérable en espace mémoire
nécessaire au stockage du dictionnaire, et par conséquent réduction du nombre d’opérations
lors de la recherche au sein du dictionnaire, induisant une réduction considérable du temps de
calcul et de complexité.
La qualité des images obtenues avec le réseau de Gosset seul est déja meilleure que celle que
pouvait donné un autre quantificateur non sphérique, chose qui est di au « sphére hardening »,
en d’autres termes des vecteurs dont les composantes sont issus d’une méme source, sont
uniformément distribués sur le contour d’une sphére, d’ou 'utilisation des réseaux de Gosset
comme quantificateur algébrique. La qualité des images devient de plus en plus appréciable
quant on augmente le nombre de points statistiques, tout en restant négligeable par rapport au
nombre minimum requit par 1’approche statistique. Néanmoins, on peut reprocher a cette
nouvelle technique le fait qu’elle nécessite un débit binaire dépassant ceux offerts par les
méthodes statistiques.

La seconde technique utilisée, vise & améliorer I’effet psychovisuel des images codées
par uniquement des réseaux algébriques de points. Cette méthode consiste 4 diffuser I’erreur
sur toute l'image, c’est & dire, elle oblige 1’erreur de quantification a étre uniformément

distribuée sur toute ’image. Pour cela la technique du dithering par soustraction & été appliqué
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a un quantificateur algébrique a base du réseau de Gosset ; avant d’injecter le signal & coder a
I’entrée du codeur algébrique, un signal aléatoire Nyquist-V Iui est ajouté, ce dernier est ensuite:
soustraie & la sortie du décodeur. Le résultat obtenu offre une meilleure qualité perceptuelle et

visuelle a P'image.

Perspectives.

Comme il a été précisé le quantificateur hybride offre une alternative au méthodes
classiques, cependant au détriment d’un débit binaire plus élevé. Comme perspective, il serait
important d’essayer de trouver un moyen permettant de réduire ce débit tout en gardant toutes

les performances d’un tel quantificateur. Parmi les possibilités envisageables, on peut citer :

= Application de la méthode hybride dans le domaine transformé (DCT, FFT, etc....),
* Utilisation de réseaux toujours solutions du probléme d’empilement des sphéres,

mais de dimensions plus grandes tel que le réseau de Leech.
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Annexe

Introduction des fonctions f et g , utilisées pour ’opération de quantification avec le réseau de
Gosset : _

Soit X =( X1, X2, ...,xx )| un vecteur appartenant a RX, soit f1a fonction qui appliquée au réel x;
nous donne Pentier le plus proche. Dans le cas ol x; est équidistant de deux entiers, f nous
fournie 1’entier ayant la valeur absolue la plus petite ( c.adsixi =1+ 05 | | € Z, alors,
£(x)=1).

Soit 8( x;) = x; - f(x;) Verreur de quantification faite par la fonction f avec |8 (xij < %

Soit w la fonction, qui appliquée a x; , donne le second entier le plus proche qu’on appel

communément « wWrong way » :

s1 z=<0

w(x,) - S{x,)+ sign(3 (x,)) avec sign(z) = {_i si z20

Ainsi, étant donné un vecteur x, soit 'entiern (1< n <k )telque:

o« Plx)zlp(x) ., V Isi<k

e si |8 (x"} = |5~(x,.}:> n<i

x, représente done la composante pour laquelle I’erreur de quantification est la plus grande.

Soit g la fonction définit par :

g(x)=(r(x).f(x), ol ) L))

Comparativement a f(x), on a remplacé f(x,) par w(x,). Les deux vecteurs f{(x) et g(x) diff¢rent
par une scule composante, et la somme de leurs composantes différe d’une unité. Le point
appartenant a Dy sera alors celui dont la somme des composantes est paire.

Pour trouver le points y de Dy le plus proche de x, il faut suivre la procédure suivante :
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1. Calcul de f(x), si la somme de ses composantes. est paire alors on choisi y ={(x),
2. Sinon, on calcul g(x) et on posera y = g(x)-
Dans le cas ot I’on trouve vy = f{x), il faut effectuer 2.k opérations :

» k arrondis (les f(x;) ),
k .

* k-1 sommes ( Z_f(xi) ),
i=1

= ] test de parite.
Dans le cas ol I’on trouve y = g(x), il faut effectuer en tout: 3.k + 2 opérations : il faut

calculer en plus k différences ( les 8(x;) ), une recherche de maximum, un arrondi ( w(x;) ).

Exemples (avec le réseau Dy ) :

O
Xx=(06,-1.1,1.7,0.1)
f(x)=(1,-1,2,0)"
3(x)=(-04,-0.1,-0.3,0.1)
gx)=(0,-1,2,0)"

La somme des composantes de f(x) est paire, par contre celle des composantes de g(x) est

impaire, donc y = f(x) est le point de D4 le plus proche de x.

(2)
x=(0.5,0.5,0.5,0.5)"
f(x)=(0,0, 0,0)"
g(x)=(1,0,0,0)"

Dans ce cas, on voit directement que y = g(x) est le point de D; le plus proche de x.
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Abstract Statistic approach of vector quantization uses code-books of rounded vectors which allows
quasi-optimal coding for a given rate. Therefore these codebooks have no structure and require big
memory size for their storage and a great deal of time for coding. Regular lattices of points gives the
possibility of generating a great number of points from a short number of vectors. This can permit us (o
solve the problems of the statstic approach. However the lattices presents their own problem;
effectively they are oniv applied for uniform distribution sources. In order to avoid these two kinds of
problems, another approach is envisaged. This study consists of designing a new quantizer, which we
tell hvbrid. by combining the two techniques. Using the LBG algorithm performs first few statistic
vectors of the source, then each of them leads to a Grosset lattice. In order to increase the perceptual
quality of the reconstructed fmage, a subtractive dithering technique is applied to the hybrid quantizer.
Like it could be seen in the presented images, the obtained results are very satistying.

Résume La quantification vectorielle par Iapproche statistique, utilise des dictionnaires de vecteurs
arrondis permettant a un débit donné un codage quasi-optimal. Cependant ces dictionnaires ne
présentent aucune structure et nécessitent des espaces mémoires de tailles importantes pour leur
stockage et un temps €élevé pour ie codage. Les réseaux réguliers de points donnent la possibilité de
génération d'un grand nombre de points a partir d'un nombre réduit de vecteurs:Ceci peut nous
permetire de résoudre le probleme de 'approche statistique. Cependant les réseaux de points présentent
teur propre probleme. En effet, ils sont applicables uniquement dans le cas des sources 4 distribution
uniforme. Pour éviter ces deux tvpes de problémes, une autre approche est envisagée. Cette étude
consiste en le design d’un nouveau quantificateur nommé hybride, par la combinaison des deux
techniques. En premier lieu. on détermine quelques points statistiques par l'algorithme du LBG,
ensuite chacun de ces points servira d’aiguilleur vers un réseau de Gosset. Pour améliorer la qualité
perceptuelle de I'image reconstruite, on applique au quantificateur hybride la technique de diffusion
d’erreur par soustraction. Comme peuvent le montrer les images présentées, les résultats obtenus sont
wés satisfaisants,



