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Les méthodes numériques constituent un ensemble de
technlques d "analyse commune & plusieurs disciplines de sciences
appliquées telles que le genle civil, génie méoanique,
constructions aéronautiques et navales. La méthode des éléments
finis et de différences finies ont atteint un haut nivesu de
développement et de popularité grace sux développements -
mathématiques théoriques extraordinaires, 'les conditions
d'appliéatioh et de convergence. Il existe une autre approche
qui peut offrir une simplicité, c est la méthode des intégrales

de frontiére.

L'utilisation des transformations intégrales est 1 une des
méthodes les plus efficaces pour la résolution des équations
différentielles. Son application permet d abaisser d’'une unité
leur ‘dimension et de ramener dirdctement les  éguations
intégrales & des équations algébriques. Les divers types de
transformation s'obtienneht par un changement de wvariable dont
le choix est dicté par 1la structure de 1"équation et 1=

géométrie du domaine.

Les composantes de déplacement et de tension s obtiennent &

partir des opérations sur une fonction de déplacement =asppelée

 potentiel. Dans certains problémes il y a des fonctions qui

permettent d- obtenlr par simples dérivations les composantes de
tension gui permettent de satlsfalre les équations d- equ111bre,
de telles fonctions sont appelées potentiels de tension ( SOLOMON
[30]),. Les potentiels de déplacement présentent des avantages
surtout dans le cas des corps isotropes et homogénes, alors que
les potentiels de tension généralisent 1 application notamment

. ' . <
aux corps anlisotropes rion homogénes.

Cette méthode a bénéficié de nombreux développements  en

bidimensionnel. Elle = été étendue aux problémes
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&

tridimensionnels par WATSON et LACHAT, WILLES et ALL
(18]1,[19],[33] qui ont développé des algorithmes numériques.

"La méthode des discontinuités de déplacemént est 1'une des
néthodes indirectes des intégrales de frontiére trés adaptés aux
structures élastiques surtout dans 'les milieux fissurés, au
comportement des fissures et a la description du chemin de

- Fissuration.

Le développement en coordonnées cartésiennes s été fait par
CROUCH [103,{11] en wutilisant les ' potentiels de NEUBER
PAPKOVITCH. Son inconvénient est que le contour soit découpé en
€lénents rectilignes et ceci nécessite une expérience dans la
discrétisation des contours & courbure trés variasble. CROUCH
dans son travail original =a supposé l1la discontinuité de
déplacement constante., CRAWFORD et AL [9]-0nt pu développer des
¢léments d ordre supérieur mais les formules obtenues ont sbouti

& des intégrales difficiles & déterminer.

Lors de la formulation de l1a méthode en champ complexe une
voie trés intéressante s est dégagée et ce gféce aunx travasux de
PANASYUK et AL [23], MUSKHELISHVILI et PARTON ({221,[241.--Un
effort trés important a été c&nsacré su développement de 1la
méthode par BOUHADANE [4] et BELKACEMI ({3].

Le premier chapitre est une présentation de 1 écriture de la
méthode des intégrales de frontiére en champ complexe ainsi que
la méthode des discontinuités et 1les différents types de

solution.

Dans le deuxiéme chapitre nous développerons la formulation
du cas de 1la méthode de discontinuité de déplacement. Les
potentiels complexes seront déterminés pour les différents cas

de discontinuité; constante, linéaire et quadratique.

Nous aborderons dans le chapitre trois les solﬁtions

fondamentales d un contour circulaire’en c¢oordonnées polaires.
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On développera par la suite la méthode de discontinuité avec des

éléments circulaires & un noeud.

Le chapitre quatre sera consacré & la procédure numérique de
la méthode en champ complexe avec les différents éléments en
utilisant les conditions de symétrie, et enfin nous présenterons

guelques exemples & titre de comparsison

En application de la méthode, on présentera un chapitre on
l'on étudiera la description du chemin de propagation droite des
fissures, et 1'on développers un algorithme de couplage des
¢léments drodits et circulaires. On étendra le cas pour une

propagation curviligne..
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Chapitre 1 Probléme élastique plan en champ complexe

10 INTRODUCTION - | : :

Le développement de la thécrie d’'élasticité sera basé dans
ce chapitre sur 1la représentation 'complexe de 1'élasticité
plane, celle de KQOLOSS0V (MILE THOMPSOR [21]) s'est trouvée
utile pour les solutions des problémes aux valeurs frontiéres.
La représentation complexe peut.étre généralisée et avec succes
pour les corps anisctropes, de bons résultats sont obtenus par
S.GLEKHNITZKY,5G.MIKHLIN et DI.SHERMAN (MUSKHELISHVILI {22]).

'
.

Le passage en champ complexe nous permet donc d ' utiliser les
relations de KOLOSSOV MUSKHELISHVILI et 1les propriétés des
intégrales de CAUCHY.

11 PASSAGE EN CHAMP COMPLEXE

Lorsque les forces +volumiques ‘sont nulles, 1la fonction
d"AIRY vérifie 1 équation biharmonique AA A = 0

4 4 "
A(AAY = + 2 +

a8 (1.1)
ax Cax dy | ay

A
4

La fonction d AIRY A est donnée par GOURSAT (HENRY[131) par

A(x,vy)

1

Re [ z ¢(z)+h(z)] (1.2)

ol z = x+1y ,¢(z) et h(z) sont des potentiels a déterminer

Cette soclution de base a été développée et appliquée & de
nombreux problémes plans par RKOLOSSOV et surtout MUSKHELISHVILI.
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12 TENSEUR DE CONTRAINTE ET CHAMP DE DEPLACEMENT EN CHAMP
COMPLEXE

En utilisant les relations

@ _ mm(_“f_ _; @ )
9z -~ 7 Yax ' Tay
(1.3)
-—f = —l ( 9 + i-————a )
az 2 ax ay

On pourra déterminer les dérivées de la fonction d AIRY.

Aingi les composantes des contraintes sont:

o = (2 (2 5 247(2)- & F(E) - 5 h(2)- 5 KD
o = (i ETEI+ L 2ot (zye —L (2 +—1h (z)+ = h(2)
vy 2 2 2 La)
Tpy = 1 [— zd" (2 )+ —1— {23~ -—2-h (z)+-—— F(z) ]
o (1.4)
aveg ¢ = A, ; ¢ = A, et o =z -4,
XX Yy ¥y XX Xy Xy

Les composantes des déplacements sont déterminées par les

relations contraintes déformations.

Les relations. de EOLCSSOV MUSKHELISHVILYI qui s écrivent sous
la forme ' '

axx +ayy =7 [¢'(Z)+¢'(Z)]=4 Re[¢'(2)]

Tox " oyy - Ziogy = - [ z¢”(z)+h"(z)]

(1.5)

2#[ Ux + iUy ] = K @(z)-z¢ (z)-w(z)



Chapitre 1 Probléme élastique plan en champ complexe

avec: H est le coefficient de Lamé

w(z)=h'(z2)

K = 3-4v» - en déformation plane

R = —S - % trainte pl )
= BT en contrainte plane

oli. v représente le coefficient_de Poisson -

1.3 CONDITIONS AUX LIMITES SUR UN SEGMENT PLACE SUR L"AXE REEL

Lorsgu il s agit d 'une discontinuité constante comme le
montre la figure ci-dessous, un_changement de fonction pour des
problémes de domaines infinis proposé par MILNE.THOMSON [21] est
utilisé. '

Y

-~

nge
-l » x
“pe
FIG(i.l) Discontinuité de déplacement centrée sur l'axe des X
Q(z) = -z (2 - W(Z) '
- (1.8)

11

-(z) - z ¢ (2)

d'od  w(2)
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L expression des déplacements se ramene a

20 D(z,2) = K #(2)- (z-2) & (z)+ Q(z)  (1.7)

Le probléme consiste & rechercher une fonction vérifiant les
conditions aux limites en contraintes sur les lévres inférieures
et supérieuresd’une fissures

Les contraintes qui sont appliquées sur les deux lévres sont

AY

FIG(1.2) Les composanties des contrainies appliquées

sur une fissure de longueur Za

- -
(0,,,9,,,0) et (-0, ,-¢ .,0)

Pour déterminer le vecteur contrainte, on doit calculer le

‘nombre complexe ayy —_ioxy & partir des relations de ROLLOSSOV
MUSKHELISHVILI. ' )
o =“io = @' (z) + ¢’ (z2) +ap"(z) - ¥y (z2) )

vy Xy
(1.8)

@ (z) + (z-2) " (2) - Q' (2)
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Ainsi les conditions sux limites devront satisfaire

Pour la lévre supérieure.

g
- jer
i xy)

G D

= @7 (x) - Q°(x)

o
(YY

Pour la lévre inférieure.

D

o - i )
§ %% m‘l xy}

D

= @7 (%)

a
- Q7(x)

[+ 23

™~

(1.10)

(1.11)

En effectuant la somme et la différence nous aboutissons aux

formules de PLEMELJ du probléme posé en contrainte.

o a D a D
.(¢ (x) = Q) + (P(x). - QX)) = (o, - o, )+ (o - 1o )
[s] D G D
i . _ . a- - i s L -
(@7 (x) + Q (X)) - (7 (x) + (x)) (ny 10xy) (Uyy 10xy)
(1.12)
En tenant compte du changément de fonction &{z) le vecteur
déplacement s écrira sous la forme:
2 uD =K ¢(z)- (z-2) ¢'(;)+ Q(z) (1.13)
Le long de O0X, les conditions imposées en .déplacement
devront satisfaire & '
2u (@ -D")=(CKe-0) - (kp-0) :
' (1.14)

2 1 (D% + D%

( K¢ - 2 Y% + ( Ko

- a))®
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Les discontinuités de contrainte et de déplacement sont

données par les expressions sulivantes

o D
a . D - - 7 —_ =1 |
(T7 = T0) ()= (o~ 1o, ) = (o =~ io, (1.15)

=3
I

=
1]

(®° - D) (x)

14 METHODE DES DISCONTINUITES ET DIFFERENTS TYPES DE
SOLUTION

Les potentiels complexes qu’on doit déterminer  doivent

correspondre aux conditions aux limites. Ces discontinuités
sont, soit une discontinuité de déplacement D = (DGHDD)(X), so;t
une discontinuité de contrainte T = (To-m ™ Y(xD. )

IL est pessible de construire cing solutions

1) Probléme mixte avec discontinuité  de déplacenment et

continuité de contrainte
D(x) % O ;7 T (x) =0 avec x € J-a , a [

25 P;obléme mixte avec discontinuité de contrainte et

continuité de déplacement

~

D (xY =0 ;- T (x) 3 0
3) Probléme en déplacement avec discontinuite de déplacement
D (x) + 0 ; il reste & faire une hypothése sur

(DG + DD)(x); celle qui prend moins du temps possible

est (D2 + D®Yy(x)=D
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4) Probléme en contrainte avec discontinuité de contrainte
T ()40 5 (1% V) =0
5) Probléme mixte avéc discontinuité de déplacement et
discontinuité de contrainte
T(x)40 ; D(x)3%0
16 CONC_LUSIéN
LLa premiére solution; la méthode de discontinuité de

déplacement, consiste A4 imposer sur un segment en milieu infini
un champ de déplacement disconfinu et un champ de contrainte
: continu..Les équations .de FPLEMELJ permettent d'exprimer les
potentiels O et ¢ solutions de base du probléme, et a partir de
cette formulation on peut déterminer 1l état de contrainte et ée

déformation en tout point du domaine étudie.

L intérét de cette méthode qgqui consiste &8 discrétiser
uniquement le contour et non pas le domalne tout entler -donne

des solutions rapidement convergentes (CROQUCH [10]).



CHAPITRE 2
SOLUTION FONDAMENTALE
~ POUR UN ELEMENT DROIT




Chapitre 2 Solution fondamentale pour un élément droit 14

2.0 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent nous avons présenté le passade en
champ complexe de ls fonction @'Airy et les ééuations de PLEMELJ

exprimant des potentiels & déterminer.

Dans' ce chapitre nous déterminerons ces potentiels en
fonction des discontinuités choisies ainsi que les expressions
des tensions,des contraintes et des . déplacements.  Nous
développerons les cas d 'un élément & un noeud, & deux noeuds et
4 trois noeuds. Nous examinerons la Simplicité du passage en
champ complexe par rapport au développrement en coordonnées

cartésiennes.

2.1 SOLUTION ELEMENTAIRE

Soit un domaine infini contenant une fissure représentée par
N segments, on impose pour chagque segment un champ de contrainte

T continu et un champ de déplacement D discontinu.

Les conditions sux limites .sont exprimées par les éguations
de PLEMELJ définies sur x = [-a ,8 ] par

0+ 2% (x5 - o+ 2P (x) 20 _
: (Z2.1>

Ro-a>F x) - ao-a2> (x)=2ubD G

Avec D(x) 1la discontinuité de déplacement qui est définie par:

D%(x)-D°(x) ' g < x < a

D(x) = pour (2.2)

La solution généralé'du probléme dépend de la nature de 1la

discontinuité D(x).
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2.1 DISCONTINUITE D'ORDRE ZERO

Les équations a résoudre sont

@+ 0% -+ a)’ =0
: (2.3

-
-~

2 u D

N

(ke -a)f - (k¢-a)dl

On suppose que les contraintes et les rotations sont nulles

a 1" infini, la solution du probléme est donnée par
de CAUCHY. '

1 intégrale

(@'+ 07)

1t
o)

+a : (2.4)
) .
(k& - Q) J 2 p DCE) gy

I

2 n i t - =
-8

N

Pour une discontinuité constante la relation ¢2.4> devient.:

+3
_ H dt
(K ¢ -2 ) = — D0 J . (2.5)
, . t - = )
-8
D on
1: ' zZ - =8 :
¢ (z) = Log¢ > ( Dx +1i Dy ) '
i m (K+1) zZ + a : (2.6)
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La discontinuité de déplacement Do est 1a différence entre:

les deux déplacements des deux lévres de la fissure, elle est

définie par:

Di = Ui ¢ x , 0g ) - Ui ( x, Op) (2.7
Y
Dy
Dx
_—
| ] :
e — X

FIG(2.1) Les composantes de la discontinuité constante

Les contraintes et les déplacements sont donnés par la forme

des expressions sulvantes:

2 Re {¢'(2)1 + Re [#'(2) + (z-2)¢"(z) + Q'(2)]

o =
XX
Cxy = 7 Im [¢'(2) + (z-2)¢"(2) +‘5'(z)]. (28
oyy-= 2 Re [#7(2)] - Re [¢7(2) + (z-2)9"(2) + £2°(2)]
et
Uy = g Re [k #7(2) +(z-2)¢7() + 2(z)] |
(2.9)
- : 1

v 5 In [k ¢7(2) +(z-2)¢"(2z) + Q(z)]

[ R}
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11 est facile de vérifier que les déplacements (2.9) sont
continus dans tout le corps sauf pour x| a et y = 0 ot ils

sont discontinus par'définition-(Z.Z).
W

Sur la lévre ( + ) les déplacements sont donnés par

21 (U + U, ) =K oF + 0 =K o - P (2.10)

avec ' - -

¢ (z) = _._._,_L_____ 1lim Log(—z——_———%-) 60
: i 7 (R+1) - 7

y — O z + a
(2.11)
'Y r
b4
. pz Pi
‘ ({ 61
- N ,

FIG(2.2) Passage & la limite sur un segment droit

D’aprés la figure (2.2), on peut déterminer les 1limites de
1l expression Logarithmique. Ainsi ' '

-, = 1)
z-a P, o16%

(2.12)

i6z
z+a = Pz e

1313 P, est le module du nombre complexe
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En champ complexe le Logarithme peut é&tre écrit sous la forme:

Log(z)=Log|z| + i Arg(z)

. +
Pour z € lévre

z2 = g et 62 = 0_

- (2.

13)

En remplagant ces varilables dans le Logarithme népérien on

cbtient: :
+ o
Log( —2—2_ ) = Log(——)+ i (.8-6_) = in (2
zZ+8 pz o1 2 ' o L
Pour z € lévre
Py - %, =" (2
pz = 62 = U
Ainsi
z-8 - | _ _ .
Log(—;? )y = im (2.
W

L expression de déplacement devient alors :

2u (Ux +ily) = —%— Dq (2.
d’on -
bx = L Re (D )
2 o)
(2.
Uy = — Im (D_)
Z o

Les déplacements Ux et Uy sont donc continus pour|x| >
y=0, mais 1ls ont une. discontinuité constante Dx et

pour |x| = a

14)

15)

18)

175

18)

a8 sur
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D 'une fagon similaire on peut évaluer les contraintes.

. 5 H b (L1 _ ‘1 )
@' (z) = —z—= © z-a z+a
7 i n(R+1) (2.19)
) . .+ -
= - Q' (z) =@ (z2) = ¢ (z)
d’ ot
. + L+ e
( oy, -io,, ) = ¢ (2) - 2 (2 .
o u . . : . (2.20)
=TI (Reiy Ox+iDY) (oo - e )
et
‘ +
( o > =-Re [2 @' (2)] |
yy (2.21)
+
(‘ny > o= Im.[2 P (z)]
A partir de ces 'deux._expressions on remarque que les
et discontinues pour x = hd a, par

contraintes’ sont singuliéres
contre elles sont finies et continues le long de y=0

2.2 DISCONTINUITE D' ORDRE SUPERIEUR \
Dans le paragrsphe précédent une discontinuité constante. a
été utilisé pour déterminer 1le champ des contraintes et
de déplacements, dans celui-eci nous allons = décrire une
formulation d ordre supérieur,_linéaire et quadratique.
deux

Le modéle numérigue d une discontinuité linédaire exige
discrétisation et +trois noeuds

noeuds dans chaque élément de
localisés a4 1 intérieur de 1 élément

pour 1 élément quadratigue,
pour éviter le risque d 'avoir des singularités sux extrémitsds.

est déterminé par

L optimum de localisation de ces nbeuds
les points zéro du polyndme de GAUSS-TCHEBYCHEV (CRAWFORD [81).
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2.2.1 MODELE LINEAIRE :
_La_discbntinuité de déplacement ést donnée sous‘la fqrme
D(x)= al x % bl - (2.22)
avec al et bl des coefficiénts de linéarisation et x € {~-a ,+al
D'autre part, la discontinuité D(x) est LIPSHITZIENNE

d ordre un sur {-a ,a 1,donc ls= deuxiémé égquation de {(2.3) nous

permet d écrire:

+a
Kep-ay- 21ﬁ : J z Z 2(t> dt ©(2.23)
“ —&a

¢ (z) 5_-—_2———;— 2 a,a +(a .z + b Yog ( 22
. i (R+1) 1 1 1 Z + 8

(2.24)
Il reste maintenant a .définir les coefficients de

linéarisation pour chaque segment comme le montre la figure
suivante: '
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v, o

—

v

‘ x
-an ‘ _ o

FIG(2.3) biscontinuité de déplacement Linsaire

Soient -an et +an les positions des noeuds de 1 élément

linéaire, pour le Niéme élément la discontinuité s écrit

de 1=
fagon suivante o
D(x) = ax+ b x € [-an , an ] ‘ C(2.25)
La discontinuité de déplacement & exprime par:
~ . G . D _ ~ -~
D(x) == D7 (x> - D (x) = Dx(x} + Dy(x) (2.28)

~

avec Dx et Dy les discontinuités normales et tangentielles.

31 on exprime les discontinuités aux

points nodaux, comme
sult:

D(-an)= D -a &an + b :
i | (2.27)

D(+an)= D+

H

s an + b



¥
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on obtient:

- p - bp”_ bpx" - Dx” Dy' - Dy~
a = i
2 an 2 an an
(2.28)
+ - + - + -
. b +D _ Dx + Dx Dy + Dy
b = 5 = —5 + i 5

Ainsi les contraintes et les déplacements seront exprimés en

fonction de quatre discontinuités Dx , Dx+ , Dy et Dy+.

2.2.2 MODELE QUADRATIQUE

Par le méme raisonnement que celui d un élément linéaire, le

potentiel ¢{z) sera égal &

¢ (z) :m [(A22+BZ+C) Laogy( H Y + ZaArz + ZaB ]

(2.29)

avec A,B et C sont des constantes gui peuvent-étre exprimées en

fonction des discontinunités des trois noeuds.

Soient D°, DYet D™ respectivement les discontinuités des
noeuds centre, droit et gauche. Les constantes A , B et C

seront:

. (2.30)

Donc les contraintes et les déplacements seront exprimées en

fonction de six discontinuités px® , px_, bx* , Dy .,Dy et Dy’
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+

D aprés les égquations de PLEMELJ (MUSKHELISHVILI (22]), lés
potentiels ¢ et {0 dépendent de la forme de la discontinuité de
déplacement pouvant étre de degré quelconque.

Avec la représentation‘sous forme d intégrale de CAUCHY on

peut déterminer la solution d 'un ordre guelcenque.

2.3 CONCLUSION :

‘L’approximation par 1la méthode de discontinuité de
déplacement sera moins bonne si la discontinuité n’est pas nulle
aux extrémités de la fissure. Pour éviter ce probléme il faut
choisir un élément linéaire qui doit vérifier les conditions
D{(-a)=0 et D{(+a)=0, mais on se heurte & une discrétisation assez
fine qui.provoque une sugmentation de la taille de "1ls matrice

pour que 1l élément linéaire suit la forme de la fissure {6].

W ‘ ‘
~Un élément parabolique a été choisi par BOUHADANE [4] sous
la forme

D(x)= » ¥V a - x
Avec ¥ un pargmétre de linéarisation.

avec leguel on peut prendre une discrétisation large en bout de

fissure.
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30 1 NTRODUCTION'

Quand il s'agit des courbures ‘qui varient tres rapidement,
la solution avec les &) éments droits nécessite une
discrétisation assez fine, et par conséquent une augmentation
. tres forte de fg taille de la matrice des coefficients
d’influence.

FPour éviter c¢e probléme on utilise des &éléments d’ordre
supérieur, mais 'a cause de 1'é&loignement des points des
conditions aux limites du contour exact. la soclution n’est pas
pour autant prééise. On est donc heurté a4 un probléme double., la

forme de la discrétisation el le nombre des noesuds.

Le recours a la sclution avec des éléments circulaires ne
présente pas de complications majeures. Elle nécessite seulement
une réécriture des relations de KOLOZSSOV-MUSKHELISHVILI en

coordonnées polaires.

3.1 EQUATIONS DE PLEMELJ

Four un contour circulaire, on recherchera les solutions
éléementaires qui correspondent & une discontinuité en arc

d’ouverture 2a et de rayon a selon la figure ci-dessous:

e

v

FIGU3.12 Arc circulaire d-ouveriure 2ol
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La coupure est placée symétriquement par rapport a 1’'axe des

Y d’une part pour retrouver la solution dével oppée pour un arc

rectiligne CBOUHADANE)Y lorsque o tend vers zéro et d'autre part

pour éviter les problémes créés ﬁar la fonction multiforme,

l.e changement de repére en champ complexe s'obtient de 1la

manieére suivante (MUSKHELISHVILI (221
orr+ %6 = 2 [ @ CzI)+gp’ Czd ]

0T T “Bio g = - 2 218 [“z_¢>"Cz> + oz ]

—i8 [K Kzd -z $Cz) - g Cz)]

Les conditions aux limites s’écrivent pour:

—une discontinuité de déplacement

Co +io_ g 3% - ;&rr v io o d% = 2p DCLd
'—une continuité de contrainte
Co . + ldﬂre 29 4 Cop + io g 5® = o
En Qtilisant lg relation eﬂi6 =~§—

les conditions aux limites s'exprimént panr:

2

Lorr + ie g ) =g Cz)‘+ @’Czd - z¢”C?D - zyC=zd

: _ oz e = _
BgCUr+1U83 = 5 [ K ¢lzd -z @’ Czd ylz)l ]

€32.1D

3.2

3.3

€3. 4D
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La discontinuité de déplacement, est. définie comme suit :

a D
— + - -
DELy= (U iUS) u +iU8) = D +iD; 3.5

ol Dr x;eprésente la discontinuité radiale

DB la discontinuité tangentielle
wt; ‘

L’expression de la résultante sur l'arc al aZ est:

az

x + iy = —i[ PCzd -~z @’(zd> + w’(z)] (3.6

atl

x |

[ X)

FIG(3.2) pPassage & la limite sur un segment circulaire

-
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Les fonctions Q et ¢ sont analytiques dans tout le plan sauf

sur la discontinuité.

Onlremarqﬁe bien que si un point =z (z € * G " 3 tend vers
un point de la frontiére tzaei8 » le point z ne tend pas vers
celui~ci gue se soit de cété " G " ou bien " D ', contrairement
au point atrz puisque =z z =a® . Un prolongement analytique a

travers la frontiére circulaire est nécessalre.

Pour ce faire, on Suppose‘ que dans 1’é&quation de la

résultante C3.6) les fonctions ¢’et y’ définies pour z et nous
. 2
substituocns z par

dans celle-ci.
Z ,

-

On introduit une fonction Q définie par BOUHADANE [ 4]

>

aa l aa :
QC - > = - [ - @ Czd + 'z C3.7D

Les deux fonctions Q et & &tant connues, la fonction ' sera

exXprimee par

p'Czd = - [ 2 FCEH + W ]
C3. 8
W,

D’ou les expresslions des contraintes et des déplacements:

: 2z 2z 2 2
- — gy e —— _ A ol — 2y 2 Tl
o Ho g = ¢ I HI- 2 )z 1 D-2 2o
_ z oz : z = z
z R a? a’
2y +iup = -2 [K Kz Czd (z- 2 D- (¢ 2> ]
' Zz . z

(3.9
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2.
- i - a
Dans le cas ou z tend vers t = ae“a e, z € "G" (

W ' Sz

= "Du ) .

les expressions des conditions aux limites deviennent:

P g _ ,,6_ D
C orr+1 g DT = ¢ Q-
b _ .,p_ _a
C arr+1 .5 >0 = ¢ Q
N 1
. a _ —-ie = Do €3.102
apCUr+1U93 = @ CKgp™ — (3 O

&l cxg® - o° >

. D
+
2uCU_+iU)>
Ainsi les équations de PLEMELJ C(MUSKHELISHVILI (22>) dans

le cadre de la discontinuité de déplacement sont:
C ¢>+0'2°% g +ad® = o

€3.112

k¢ - D% - Kp - ®® = 2p x> O

avec
DCEd= CU +1U 2% - cu +iuHP®
r a r e

La détermination de 1la forme général e des potentiels
complexes suppose gque les contraintes, les déplacements et lés

résultantes sont nulles a 1’infini.

L'intégration de 1’'eéguation homogene C1ére relation de

C3.112 2 nous donne

o+ ar o= A ¢3.12>

Pouq aveoir des déplacements nuls A& 1'infini on prend la

constante d’intégration nulle.
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De la méme fagon l’intégration de. la deuxiéme relation nous

conduit a écrire l’expression suivante:

ac
y el pers
z) - )= + —_— ‘
Kgczo—Xz3= Bz + = I Ty €313
al
A partir de ces deux intégrations, les potentiels complexes

Pz et XzD sont donnés par

gLzd= i+1 CA+BD =z +ICzD

Qz2d= Az — @Czd

' C3.14>
} ac ie -
' ) t e DCLD
. dt
avec IC=z>=
. Lt -z
i
al

Avec. l’hypothése des contraintes nulles a 17infini, ¢’'Cz2D

tend vers zéro quand z tend vers 1’infini, ce gui impose gue

W, . .
A+ B ;.o' (3.1
Donc: ‘
KzI=TIC=z> d’og
@ COd)= o = m_l;_ I(COD
K+1 : C3.18)
En considérant la méme hypothése, °C2) a la forme:
Sz = {30 +% + OC 12 > , . (217D

=z . -

et . - (3.18
Q'CZI= A - ¢ C2D ' -18
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@'Czd) &tant holomorphe a'l’origine,,nous avons donc

$°Czd> = o + o1z + 0Cz™D - ¢3.19>
et :

°Czl= A C3. 202

De l;équatiqn €2.18> nous avons

1

¢’ C02g.= a0 = ] I1°COD ' (3.212
et
A = ——3—-I’CO) : C3. 225
k+1 : -

Enfin, les potentiels auront la fofme suivante:

@Czd> = —ﬁ— IC2D

1 C3. 23D

Xzd = - W [ I'COD> =z + ICZ)]

3.2 SOLUTION DU PROBLEME

Pour un milieu affaibli par une fissure circulaire de rayon
a et d'’ouverture 2a et d’extrémité al,a2 comme le montre la
figu}eca.lb les fonctions potentielleé ¢Cz) et (Kzd dépendent de
.la nature de la discontinuité de déplacement; celle-ci a le

dével oppement suivant.:

n n
DXL =50 + E: &n sinlane> -+ 2: Ain cosC2ngd ’
i — (3. 24D
i=1 - n=1

ou é&n et fBn sont des coefficients de linéarisation.
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~

3.3 DISCONTINUITE D"ORDRE ZERO

La discontinuite pour un tel type d'élément est choisie, d

la maniére suivante:
DLty = 60 = constante- (3. 25>

IL'expression (32.14) devient alors

i 1 So 1 _ : zZ—az2 -
glzd= T 2 K1 [Caz as2 + z LogC STar f)] 3. ‘26)‘

Pour déterminer la fonction potentielle (X zD on utilise la

deuxiéme expression de (3.14), d4d’ou

vrone M SO z—az 1 1
17¢z> in a [LogC Z—a1 >+ o=C z-az Z~ai 7 (3.272
et .
o So
, = Az -
I'COo= ‘ [LogC ™ )] _ 3. 28
irr a
La fonction Xz s'écrit donc:
oy M SO —— az .| u Sa 1 _ z—az
QCzD RT3 [ LogC v 3] Y P Caz ai)f z LogC ?FEET)
C3.29>
60 etant un complexe qui s’écrit sous la forme 60 = Dr+ i D9
Avec ces deux potentiels, on peut calculer le champ des

contraintes et des déplacements.
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3.4 CONCLUSION

Le calcul des contraintes et des déplacements au voisinage
de la téte de fissure est obtenu avec une bonne précision, si

les déplacements sont continus en celles-ci.

BELKACEMI (3] a proposé les 2l éments suivants

DXtd=do ¥ az-t en - o

2

at

R oom
D LD =50 t—-as - en =

+ o

¥

avec 60 et 60 des paramétres de lingarisation

Il sera facile maintenant de déterminer les potentiels
complexes avec ces deux formes de discontinuités et ce en suivant

la m&éme procédure des- éléments circulaires a deux noeuds.
! . d‘l';
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4.0 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous "allons aborder la . procédure numérique
de la méthode des discontinuités de déplace_ment, pour les
éléments droits ou circulaires d’_ordre zéro, linéaire et
quadrat-.ique et nous verrons comment le passage en champ complexe
facilite le chéngement de repere 'c_e-t. la  transformation des

coordonnées.

41 TRANSFORMATION DES COORDONNEES

Le probléme est rapporté au repére lecal W X Y >obtenu par

une translation et une rotation dans le repeére global (OXY)D.

Déterminons la relation entre z’.r = ¢ x » ;r 2 et z = Oq,y).

|
X

FIGC4.1) bpiscontinuité de déplacement dun

segment arbilraire

-
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Soit Cz = (Cx,Cy) fig(4.1), les coordonnées x et y  sont:
x= (x-Cx)>COSpB+(y-~-Cy ) SINGSG
. _ 4.1y
vy=-(x-Cx )YSINB+ (y -Cy ) COSPp
Si 2 = x + iy
Alors z* = ( z - Cz > eﬁB'
Les contraintes dues aux composantes DX et Dy sont exprimés
par: ' '
: X — X —
0;{;{2 e[CM[“-l CIAZ + (z - z )CIA4] ] Dx +
r T x — x -
Re [CH CPI [2 CIAZ + (z - z ) CIA4 ] ] Dy
o= = Re-CM[ 2 (2%~ 2 %) c1aa ] ]
vy 3
] ‘ ~ .. (4.2) o
Re |CM CPI[Z CIAZ - (z - zZ } CIAd ]_] Dy
- =- ImrbM[4 CIA2 + (zT- 2z %) cIA4'] ] Dx +
Xy |
% — % -
—Im[bﬁ CPI[Z CIAZ + (z - =z ) CIA4 ] ] Dy
Avec:
CCPI = i
M = u
=5
' _ 1 1
CIlAa2 = Pl
C1a4 = —L— L_
(z+a) (z-a)
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De méme les déplacements sont:
1 J X - — % . -
U=~ 5 —Re CM[K CIAL + (z7- z ) CIA3 - CIAS] ] DX +
1 F" ' * — ¥ —
5-—Re|CH CPI [K CIAL - (27— z ¥) CIA3 - CIA5] ] Dy
U- 1 IerM[K CIAl + (z'- z ¥) CIA3 - CIAS] ] DX +
4 21 |
g - , _
zi Im|CM CPI [K CIAL - (2%~ z *y c1A3 - CIA5] ] Dy
L R
(4.3)
Avec:
. zZ-a
CIAL = dLog 232
CIA3 = —— - —%
a2—a Z+ 8,
CIA5 = Log 22

Z+ &

38

Les relafions de KOLLOSSOV—HUSKHELISHYILI expfimées dans 1le

repére global OX?,s’écriventl'aprés changement de

maniére trés simple par:

o o
xx
o o
vy
Ux + 1 Uy

e

= - 4 -
XX v
+2 1 o = ed
. Xy
i3

repére

o-= + 2 1 o==
. Xy

( Ux + i Uy )

(4.4)

d une




-
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4.2 PROCEDURE NUMERIQUE

La courbe curviligne (Fig(4.2a)) est divisée en N segments
(Fig(4.2b)), la position et 1°orientation sont spécifiées par
rapport aﬁ repére global 0XY. Les composantes dés_discontinuités
de déplacement pour le Jémesegment de 1la fissure dans 1a

direction s et N sont définies par

m @ b

FIG(4.2) Représeniation dune fissure par N

discontinuité de déplacement

D = uf - y°
g 1= s
) (4.5)
o
J _ 3,0 iy P
DN - UN UN

UN et UB sont les composantes des déplacements normal
et tangentiel de 1°élément j. o

G et D représentent respectivement . 1a surface positive
et négative dans le repére local S N.
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L influence d'un élément de discontinuité de déplacement sur
les contraintes é% les déplacements d un point quelconque est
déterminée 5 partir des résultats (4.3) et (4.4). Donc les
contralntes normale et tandgentielle d'un élément i en fonction

des termes des composantes de discontinuités de déplacement du
| . éme

J élément peuvent s exprimer par:
o= el ol o)
omomd il 0l g
On A;;, Aij ,AAL~i et Atj sont les coefficients

SN NS NN

'Y

d influence des contraintes.

Pour N éléments, (4.8) s écrira sous la forme:

N N
b E: Li i E N
o = +
s ASS DS AS’N DS

i=1 i=1
(4.7)
N N :
i ti g viogd
9 7 ZANS Ds +ZANND
izt =1
Les équations (4.7) forment un systéme linéaire de 2N
. i i o :
inconnus Ds et DN pour i« = 1 , N.

i
] N
déterminer 1les contraintes et les  déplacements d’'un point

N . . ) ) . . i
Aprés avoir trouvé les discontinuités DS et D , -on peut

gquelconque du corps en utilisant le principe de superposition.
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_ En particulier les déplacements le 1long de la fissure
s "écrivent comme suit:
N N
i _ 1 B v 3
Us _ZB S+ZBSN Ds
J=1 =1
N (4.7)
i - L] 3 N TR
UN = E: B D + E: BNN D
. i) ] L T .-
oq ' BSS ,BSN . BNS et BNN sont les coefflclents

. d influence frontiéres des déplacements.

o

Ce développement concerne une discontinuité

d‘ordre 2zéro.Si 1'on veut passer &

une

discontinuité

de

supérieur on ne change que les expressions (4.7).

Dans le cas d’'une discontinuité linéaire,

les déplacements sont exprimés par:

[ ij ij i
o's = ASS1 D (1) + Asn: D3 (1) + Assz
i ij ij i
o'n - ANS!. D (1) + ANN1 D (1) + ANSZ
S ij i i i
U - Bss1 D (1) + BSN1 Ds(l) + Bssz
i v ij i ' L
Un BNS! D (1) + BNN1 DS(I) + Bst

J
D(2)

 d
plc2)

J
pl(2)

DL(2)

Ces équations forment un systéme linéaire

et DN

les contraintes

o
o
o,
ol

de 4N inconnus

déblacement

P
DL(2)
P(2)

i
DL(2)

Dy(2)

(4.8)

d ordre

et

oe
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De méme les expressions pour une discontinuité gquadratique

auront la forme:

i
SNt

L_,t] ]
as_Ass1 Ds(1)+A

L i i) i 1) i
SN2 D,(Z2)+A DN(3)+A D (3)

SS53 BNI N

i Ak j
DS(1)+ASsz DN(2)+A

V_ab) N v 3 vl ] Ll J vl ] Al l
ON-A DS(1)+A DS(1)+A DN(2)+A DN(2)+A DN(3)+A D _(3)

NSt NN1 NS2 NN2 NS3 NN3 N

L
ss2

U SNZ F=3 SBN3 N

LS 3 s L] h ] L | J 1) 3 L

s"Bss1 DS(1)+BSN1 DS(1)+B DN(2)+B DN(2}+B DN(3)+B D (3)
o : . | j

vk 3 k] : i ] L] 3 v J L

U =B DS(1)+B DS(1)+B DN(2)+BNNZ DN(2)+B DN(3)+B D (3)

N~ ONS1

i

NN1 NS2 NS3 NNZ N

(4.9)
C’est un systéme linéaire de BN incohnus‘D; et D;
4.3 APPLICATIONS®
4.3.1 Fissure dans un milieu infini
Cet exemple FIG(4.5) eét brés;nté pour illustrer

1 amélioration de la précision des résultats obtenus par les
éléments linéaires et quadratiques comparés a ceux des élépents
droits (discontinuité constante).
' P

ARRRRRRNEE

2a

LLLLLLLLL

P

FIG(4.3) Fissure horizontale dans un milien infini
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Les caractéristiques du matériau étant:

P

v = 041 et =10-® Crouch [10].

La s=solution exacte de la distribution de la discontinuité de
déplacement. 'le long de la fissure est donnée par Crouch [10] :
-2¢1-) : x2
Dy(x> = Uydx,0-) = Uydx,0o+d) = ———  p a 1 - —)D

.a 2
a

-

beux approximat.iohs numériques a cette solution sont données
par les figures 4.4.a et 4.4b . On remarque gqu’on obtient une

‘bonne approximation en utilisant les éléments d’ordre supérieur.

Solution analytique
swves Solution Aumerique :12 elernents o 3 noeuds
4sasas Solution numerique :12 elements o 2 noeuds

E w»wwww Solution numerique :12 eslements a 1 .noeud

0.004 :" : we T w-a W
E ]
R ]
&5 0.002 7
0.000

0.00 0.20 0. o (c (; 0.80 1.00
" FIG(4.4.0) Dfscontlnwte de deplocement normale en fonpction
de la demi- Iongueur de lo fissure
- .
Solution onalytnque ' *
. ssaea Solution numerique :6 elements a 2 noeuds ‘
se2ss Solution numerique :4 elements o 3 nosuds
] wesas Solution numerique :12 elements o 1 noeud
0.004
T ]
8 . .
b
& 0.002 7
ODOW-‘!I':Ill'I' 'lllll]l'l TVTIrrorryY llIlllll! Irll!ll[
0.00  0.20 40 0.0 8 1.

o (cm)

FiG{4.4.b) Discontinuite de deplacement normale en fonction
de la demi-longueur da la fissurae.
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4.3.2 Trou clirculaire dans une plaque infinie

Fl
o

Dans cet exemple FIG(4.5.a), on considére le probléme d un
trou ecirculaire dans une plagque 1infinie sous une tension
unisxisle & 1°infini. Les ‘conditions de symétrie ( .double
symétrie ) sont utilisées pour traiter.ée prdblémé et le contour

est divisé en six segment FIG(4.5.b)...

On remarque dans cet Qxémple que les éléments de
discrétisation présentent des perturbations prés du -contour
{Tsbleau 1 et 2).

Y

(X

(0.2568, 0,
0,10 - 0:9659)
l?) (0.5000 . 0.8660)
w7071, 0.7071)
y 3\ (0.6660,05000)

(09659 , 0.2588)

——

x (10,0

FIG{(4.5) Trou circulaire dans un corps infini soumis & unetension
uniaxiale (a) spécification du probléme (b} modéle de

1l'élément frontiére . -

]



HOMBRE DE SEGMENTS SUR LA FRONTIERE-A DISCRITISER: O

NGMBRE DE SEGMENT DANS LB DOMAINE OU ON CHERCHB DES VALEURS: 2

0.0000 0.0000

COEFFICIENT DE POISSON= 0.20

MODULE DE YOUNG=0.700000E+05

CONTRAINTE INITIALE SUIVANT X= 0.1000B+03

CONTRAINTE INITIALE SUIVANT Y=

CONTRAINTE DE CISAILLEMENT XY=

+

DONNEBS CARACTERISANT L BLEMENT

BL

X(CENTRE)
1 1 0.1294
2 1 0.3794
3 1 0.6036
4 1 0.7866
5 1 0.9160
& 1 0.9830
EMENT DS

i 0.000721 0
2 0.001969 0
3 0.002689 0
4 0.002689 0
5 0.001969 0
& 0.000721 ¢
Point X-cord i

1 1.1000

2 1.2000

3 1.3000

[ 1.4000

5 1.5000

& 2.0000

-7 2.5000

8 3.0000

9 3.5000

iQ 4.0000

11 Q0.0000

12 0.0000

13 0.0000

14 0.0000

15 0.0000

15 0.0000

17 0.0000

18 0.0Q000

19 0.0000

.20 0.0000

Q.0000E+00
0.0000E+00
DE FRONTIERE:

Y¥{CENTRE)
0.9830
0.9160
0.7866
0.6036
0.3794
0.1294
Us(-) Us(+)
.000486 . -0.000235
.001328 -0.000641
.001814 -0.000875
.001814 -0.000875"
.001328 -0.000641
.000486 -0.000235%
Y-cord DPL-UX
0.0000 0.002627
0.0000 ~ 0.002458
0.0000 0.002373
0.060090 0.002254
0.0000 0.002142
0.0000 0.001691
0.0G00 0.001384
"0.0000 0.001167
0.0000 0.001008
0.0000 0.000886
1.1000 0.000000
1.2000 0.0600000
1.3000 0.000000
1.4000 0.000000
1.5000 0.0000060
2.0000 0,000000
2.5000 0.000000
3.0000 0.000000
3.5000 0.000000
4.0000 0.000000

LONGUEUR

L2611
L2611
L2611
. 2611
L2611
L2611
DN

E-X-X-X-X-X=

-0.001107
-0.000425
.000756
.002120
.003302
.003984

(s =R

DPL-UY

.000000
.000000
.000000
.000000
.0000C0
. 000000
.000000
.000000
.000000
. 000000

OO0 OoOROOG D

1
o

.001024
.001009
.000895
.000974
.000947
.000794
.300687
.000570
.000496
.000438

[ L L R !
COO0OQOOoOCOO

ANGLE

-7.50
-22.50

-37
~52
-67
-82

.50
.80
.50
.50

-0.000829
~0.000360
.000451
.001388
.002200
.002659

(=R =R =Nl

51G-XX

-13

.088

-1.287

5.
12,

19

47.
63.
74.
80.
85.

239,
206.
183.
166.
153,
122,
112,
107.

439
280
.168
158
997
173
660
012

093
156
321
014
173
553
249
682

105.279

103

.860

UN(-)

US OU SIGMA_S

,00008%00

0 : 0.,0000E+00
0.0000E+00 0.0000E+00
0.0000E+00 0.0000B+00
0.0000E+00 0.0000E+00
0.0000E+00 0.0000E+00
0.0000E+00 0.0000E+00
UN(+) SIGHMA-S
0.000278 0.000000
0.000065 0.000000
-0.000305 £.000000
-0.000732 0.000000
-0.001102 0.000000
-0.001315 0.000000
'SIG-YY SIG-XY
-58.483 0.000
-36.229 0.000
-22.087 0.000
-12.806 0.000
-6.731 0.000
3.588 0.000
4.481 0.000
3.936 0.000
3.257 0.000
2.675 0.000
56.109 0.000
34.025 0.000
33.713 0.000
34.576 0.000
34.402 0.000
26.700 0.000
19.273 0.000
14.208 0.000
10.804 0.000
1 8.453 0.000

UN OU SIGMA_N

SIGMA-N

o000 O

.000000
.Q00000
.000000
. 000000
.Qeooco
.000000

Spoya9W e op SnblIgwnu aJdnpeoodd P aI3rdeun

‘S!'



DONNEES CARACTERISANT L ELEMENT

fo PN N ]

NOMBRE DE SEGMENTS SUR LA FRONTIERE A DISCRITISER: 0

NOMERE DE SEGMENT DANS LE DOMAINE OU ON CHERCHE DES VALEURS: 2

0.0000

0.06000

COEFFICIENT DE POISSON=

0.20

MODULE DE YOUNG=0.700000E+05

CONTRAINTE INITIALE SUIVANT X=
CONTRAINTE INITIALE SUIVANT Y=

CONTRAINTE DE CISAILLEMENT XY=

Hw
[ER N

KO

[RySye

LT DSl
Ds2

.000750
.001870

-

.002414
.002826

(=N =) [+ R}

001458
001162

o0

0
0.
0.8856

X{CENTRE)

0.2500
0.6830
0.9330

E X1{NOEUD-1)

.0732

5536

usi{-)

us2(-)

.000183
.001229

.001679
.000913

.00c462
.00080¢0

-0.
-0.

-0.
-0.

-0,
-0.

0.10Q0E+03
0.0000E+00

0.0000E+0C0C

DE FRONTIERE:

¥ (CENTRE) - LONGUEUR ANGLE
0.9330 0.5176 -15.00
0.6830 0.5176 -45.00

* 0.2500 0.5176 ) ~75.00

Y1(NOEUD-1) X2(NOUED-2)  Y2(NOEUD-2)
0.9804 0.4268 . 0.8856
0.8124 0.8124 0:5536
0.4268 0.9804 10.0732

US1{+) pN1 UN1(-)  UN1(+}

L UsS2(+) DN2 UN2(-)  UN2(+) °
000933 -0.001129 0.000272 0.001401 -0.
000641 -0.000650 -0.000535 0.000115 0.
000735 0.000853 0,000508 -0.000345 0.
003739 0.001810 —0.000658 -0.002469 ~0.
661921 0.003314 -0.001119 -0.004432 -0.
000362 0,003792 0.002517 -0.001275 0.

Uxi{-)

ux2{-}

000107
001049

001548
001111

001200
002639

US QU SIGMA_S

0.0C0CGE+G0

0.0000E+00

0.GO0OE+Q0

-Q.
.000180

Uyi({-)
urz(-)

.Q00310
-0.

Qoo083s
000828

.000157
-0.

000121

-0.
-0.

-0.
-0.

-0.
-0.

UN OU SIGMA_N

0.0000E+Q0

0.0000E+00

0.0000E+00
UXi(+) UyYi{+)
UX2{+} UY2({+)
000539 0.001594
00058% 0.000277
000764 0.000276
004390 G(.000898
004778 (.000708
001325 0.000019

1o (=2

SIGMALl-S
SIGMAZ-3

LT772E-15
.1776E-14

.253%E-14
.3672E-16

.2887E-14
.11558-13

SIGMAL-N
SIGMA2-N

0.2470E-14
-.3775E-14

.5773B-14
.1310E-13

.4233E-14
.T7T12E-15

oo (=R

apoyqow el 9p 2nbidswnu Sanpapodd P aaqrdeyd
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DEPLACEMENTS ET CONTRAINfES DANS LE DOMAINE:

POIN

QUL WN

T x-cord

.1000
.2000
.3000
. 4000
.5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000

Pom

QCOO0OOOO0OOOCO0 dWWNNE S

.0000
.0000
. 0000
. 0000
.0000
.0000
.0000
.0000
. 0000
.0000 .

W WWRNNRE e COO0OO0OO0O0OO0O0O00O0

Y-CORD

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.1000
.2000
.3000
. 4000
. 5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000

CO0OO0OC0COO00O00 OO0 O0OOoOO0OO0O0QO0O

DPL-UX

.002523
.002385
.002258
.002139
.002029
.001596
.001305
.001100
.000949
.000834

.000000
.0000090
. 000000
.000000
.000000 :
.000000
.000000

.000000
.000000
.000000

OO0 0O

DPL-UY.

.000000
.000000
.000000
.000000-
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

.001044
.001023
.000996
.000966
.000934
.000774
.000647
.000551
.000479
.000423

SIG-XX

-17.
-3.
5.
14
21.
49.
65.
73.
81.
85

238.
197.
174.
158.
147.
120.

‘111.

107.
104.
103.

8800
9030
8065

.1906 -

7508
7077
8818
5734
7285

.8490

1751
1922
3682
8383
5673

4286

1423
0041
8203
5287

-52.
-30.
-18.
=10.

-5,

N W W W

48.

39.
37.
36.
26.
18.
13.
10.

SIG-YY

7830
4270
0421
2297
1276
.5563
. 2135
.6617
.0158
.4709

9843
.5940
4494
8342
0835
3160
7610
7609
4354
L1514

cooooOooooO

OO0 O0O0O0OCO

SIG-XY

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0C00
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.000¢0

spoyqow e[ op anblIswnu sanpadodd # 2adideyn
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Chapitre 4 Procédure numérique de la méthode

4.3.3 Fissure circulaire en milieu infini

Dans le * but d’illustrer les résultats des élément.s

circulaires, on a consideré deux exemples des fissures

circulaires dans un milleu infini, et en absence des solutions

analytiques, les ¥résultats . des éléments circulaires seront.

comparées avec ceux des é&éléments droits.
4.3.8.1 Fissure sous traction uniaxiale
Ce premier exemplé concerne une fissure soumise A une

traction uniaxiale; FIG(4.7> de rayon R = 100mm, d’ouverture
2o = '30° et Py = 100 Mpa. !

*, P

/
\&/

O

-
X

FIG(4.6) Discrétisation d’une fissure circulaire

ZYyYY

[ X}

0 X

K21

FIG(4.7> Fissure circulaire socumise a une traction uniaxiale
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0.460
] w
. 0.345
Lol
vE
~0.230
- 100 ¢lerments circulaires
E eaees 6 clements circuloires
00D 6 elements droits
4
0115
0.000 T T T T T T T T T T T
—-26.0 -17.3 8.7 -0.0 B.6 17.3 26.0
X {mm)

FIO(4. 10. a) Discontinuité normale DN &n fonction

de L‘abscisse x

007 o
a . )
- —— == 100 slements citeultices
o Se8®® . slements citculniten
0.05 - ~. (MXXA  elements droila .
— D.02 4
<2 -0.00 4
A
L\ :
~-0.02 ~ f
. /
~0.05 A \\”___ ,/
)
[
007 N
- T T T Y T T ————
-26.0 ~-17.3 -ﬂl.T -30 H}S '.'?l,,‘,k NN
X (mm)

FIG(4. 10.b) Discontinuité tangentielle DS en fonction

W

&

de l'abscizsse x
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4.3.3.2 Fissure sous traction biaxiale

7 Dans ce deuxiéme exemple, les caractéristiques de la fissure
sont similaires 4 la précédente mais elle est soumise a un

chargement biaxial Px = Py = 100 Mpa FIG(4.9>.

TYYYYYS

y i

ay 2
15° | -15°

REREE:
(22228

><1(

0

TEREL)

F1G(4.9> Fissure circulaire soumise a une‘ tract.ion biaxiale
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0.460

0.345

0.230

DN (em)

~——— 100 elements circulaires .
QO000 6 elements draits
20008 6 eloments circulaires

0.115 o
0.000 X T T T T 1 T T T Y T
' —260  -113 87 -0.0 8.6 17.3 26.0
X (cm)
FIG(4.8.0) Discontinuite normale DN en fonction de Fabscisse X
0.07
— 100 elements circuloires
o098 § elements circulaires
0.05 00000 6 elements droits
0.02 -
Py
£
L -0.00 -
(%]
[ ]
-0.02 1
=0.05
~0,07 T ?. T T T T T T T T ¥
-26.0 - -17.3 -8.7 -0 8.6 17.3 26.0
X (cm)

FIG(4.8.b) Discontinuite tangentislle Ds en fonction de I'abscisse X
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D aprés ces deux exemples, on remarque que les discontinuités

normales sont presque les mémes alors gue les  éléments
circulaires améliorent les résultats des discontinuités
tangentielles. ‘ '

\

o,
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APPLLICATION A LA
PROPAGATION DES FISSURES
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50 INTRODUCTION

La waleur théorique des forces de cohésion d’un cristal
parfait est de 1’ordee de la contrainte théorique, celle-ci est
égale au dixiéme du modﬁle de YOUNG , mais expérimentalement

les wvaleurs mesurées sont trés basses, l’explication réside

dans le fait que la résistance théorigque a &té calculée pour un

matériau parfait exempt de défauts (BARTHELLEMY .[23)‘

Les matériaux?* contiennent généralement des défauts
Cmicrofissures), l'initialisation ainsi que la propagation des
fissures se font a partif.de ces défauts qui interviennenﬁ
pour des seuils de contraintes plus bazs que le .seuil

théorique.

9.1 FISSURES DE GRIFFITH:

-_GRIFFITH a abordé le probléme de la rupture des corps
fissurés d'un point de vue énergéiLigque. Cette approche repose
sur le fait que l’instabilité d'une fissure aura lieu lorsque
l’énergie potentielle libérée lors de son extension est
supérieure A 1'énergie absorbée pendant céll@;ci. Cette
énergie potentielle diminue au fur et A mesure que'la fissure

se propage [21,[16].

La condition nécessaire pour 1a rupture s'écrit donc

CBARTHELLEMY [(213:

6wel— éwext> zZ Sa Yo | : C5.12
2 &a ¥ : énergie dissipée dans la séparation
éwel :variation‘d'énergie de déformation élastique.
6wext ttravail des forces exté}ieures.

Pour déterminer We on considére 1’'accroissement de

et W
e

1 xt

la fissure dans deux cas extrémes, a4 contrainte constante ou

alors a déformation constante.
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Soit C W - W 2 o+ 2y < 0 (5.3
xto '

et G = - S CW_. — W__ D €5, 40

Le critere de propagation se Lraduit par:
G > 2y : (5.5

bonc dés que le Laux de restitution d'énergie G est
supérieur a deux fois 1'énergie de Surfa&e 2y, une partie de
l1*énergie disponible sert & rompre les liaisons, c’est
1’énergie de séparation.AL‘excés d’énergie (6 -~ Zp) ds est
transférmé en énergie cinétique qui pourrait se dissiper dahé
la séparation de surfaces nouvelles, ce processus peut mener a

la propagation instable.

Zi au contrairesﬁés $ollicitations exiérieures sont telles
que a tout moment le taux de restitution d’é¢nergie critique Ge
est égale a deux fois l’éﬁergie de surface 2y vil n 'y aura
pas d’'accroissement d’énergie cinétique et la rupgure est dite
contrélée c’est & dire une croissance stable de la fissure

CBARTHELLEMY [21D2 ..

52 MODES DE LA RUPTURE

* 11 est d’usage de considérer trois modes fondamentaux de
sollicitations et tout autre s'en deduit par des combinaisons

lingaires.
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MODE | MODE 1 _ MODE il

FIG(S.1D> Modes fondamentaux de ruptures’

le mode I correspond a une traction perpendiculaire au

prlan de la fissure.

Le mode 11 et I1I correspondent a des propagations par
gl issement. droit et vis. Le mode IT est un mode
perpendiculaire au fond de la fissure, alors que le mode III

est un cisaillement mais paralleélement au fond de la fissure.

5.3 ANALYSE D'IRWIN

L*anal yse de GRIFFITH permet de développer a partir de
considérations thermodynamiques les conditions nécessaires pour
la propagalion des fissures. I1 reste A montrer les
contraintes localisées au volsinage de la fiésure.

G. R IRWIN_(BAILON {115 considére une région en front de

fissure comme suffisamment petite par Trapport au solide

a

54

LR
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ronsidéré mais suffisamment grande vis a vis des dimensions

atomigues.

Le calcul en thécrie élastigue donne _des valeurs de
contrainte et de déplacement en tout point au voisinage de la

ffissure.

Pour un élément dxdy .a une distance r de la fissure et un
angle @8 avec le plan de fissure, 1l ezt soumis a des
contraintes normales ox¥,o;y et un cisaillement o comme

‘ xy
1’indique la figure:

Yy

v

H

FIGLS. 22 Les contraintes au voisinage de la fissure

Les expfessions des déplacements et des contraintes s’écrivent:

~

1 1
N e | r .z & KII r z . =)
B g— [ - —_— =] — =
U}c =y = cosC = 2CK—<cos(8) + = Can 27 sinC = I{K4co §83+8)
1 . 1
KT r .2 . & ; KII - r .2 a
= —_" — — - e —
Uy = Can 7 sinC = 2K ~cas(8ID P Can 27 cosC = ICK+cosCel +22
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KI KIT

KX = CoOSsS g Cl*sin—g sin 32 - 1/zsin-g}ca+ cosg— coségé%
C2nr)1/2 _ canrd :
Yy = < coée C1+sin9 sSin 36 D+ i sin o cose cosgg—
= ~ i _ = = e
CEnr)i 2 = o 2 Lanrbi/z _ e 2
KI1 e - . 3B K1 8 . B 36
« = 1/zcos = Cl“Slﬁ—é sin = D - 1/2COS—ETSln__ cos—é—
Y ceard «  C2uard -
(562
K = 3 - 4w ’ en déformation plane.

en contrainte plane

KI et KII réprésentent les facteurs d’intensité de
contrainte qui caractérisent la Singulafité des contraintes a

la pointe de la fissure.

.

Les  discontinuités des composantes U2 et U1 sont

respecti vement

s 12
CK+1DC

U=UCr,m - UCr,-nm =5 LN
2 2 2 =
| - s CE. 7
U= UCr.m -~ UcCr,-m =521 cxine D >
1 1 1 20
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[
-

D’une maniére générale on peut écrire les contraintes et

les déplacements pour r = 0O et r <{ a comme suit:
K.
o, = —— £ (oD
- enr s
5. 82
K. r
_ L -
U, 2 E 2T g;; &P

Le facteur d'intensité de contrainte K., est déterminé par
T

les conditions aux limites, il dépend de la contrainte

57

appliquée et de la géométrie de la fissure. La connaissance de

ce facteur permet donc de connaitre le champ de contrainte en

fond de fissure, et la fissure commence a se propager lorsque
le facteur d’intensitée de contrainte atteint une wvaleur
critique Kc. Il est noté KIc pour le model, KIlc pour le

model]l et KiIllc en modelIIl.

La ruptufe aura lieu pour une distribution critique des

contraintes a fond de fissure.

54 CRITERE DU TAUX DE RESTITUTION D’ENERGIE

1l est considére dans ce critére gue la direction de
propagation de la fissure a chaque instant rend maximal le
taux d’énergie libérée G [20]. On réalise une série de calecul
sur des fissures branchées d’un angle . la branche ayant une
longusur da suffisamment petite et dans chaque cas G(8Y est

eval ug numéri quement par:

1
G{(B8 2= —/—— TI[ UCAa,8 - U 0,00 1 (5,90
. 2 Aa
l.a direction de bifurcation est celle qui rend GCe

maxi mum.

L)
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R
N
—— e ————
>
[

FIGLS. 33 Fissure branchée

Ce critere est satisfaisant sur le plan physique mais il
donne des résultats peu différenits de ceux du critere de la

contrainte maximale CLEMAITRE [2012.

55 APPLICATION

Dans ce paragraphe, a travers une série d’exemple, on a
proposé de faire le calcul de taux de restitution d’énergie
dang le cas d'une propagation droite et circulaire. on évaluera
l'erreur en fonction du nombre de noeuds.

Le matériau a été pris avec les caractéfitiques sulvantes:
E=210" MPa ; v = 0.3 et P = 1000 MPa

' - W,
551 PROPGATICN DROITE

5.5.1.1 Plaque infinie en traction

On  considére un milieu &lastique plan, infini, gqui
contient une fissure de longueur 2a, soumis a une traction

'igCs. 4D,

58
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o

[TTTTTTT

L

o

Fig<(5.4> Fissure horizontale dans une pléque infinie

en traction

L’expression‘ du coefficient d’intensité de contrainte est

Ki =¢o V¥ a

La fissure a eété discrétisée avec 25,50,75 et 100 éléments

et on a obtenu les résultats sulvants:

0.6

nt»

asaaa )5 npoeuds
ezeen 50 noeuds
4444+ 75 noeuds
ooooo 100 poeuds
solution analytique

e
(1)

o
»

e
w

o
(3

Toux de restitution d'energie
.o .

-0.0 ULELELELAS SLELELEL A UL ER D IR L L e U B [ o |

1.0 1.5 20 25 30 35 40
Longueur de la fissure ( cm

FIG(5.5) Toux de restitution d'energie pour une fissure
horizonfole dons une ploque infinle en traction

5¢
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weexe 25 Noeuds
sneoe 50 Noeuds
+9494 75 Noeuds
xxuwx 100 Noeuds'
Solution analytique

53

g

2

@
o

Facteur d'intensite de contraint
- )
8 8

50|lll'|‘rrrl'lllr|ll|'l|l|1l TY{fITfr[rTrrry}

00 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40
Longueur de la fissure ( cm

G(5.6 Courbe du facteur d'intensite de contrainte pour
FIG(5.6) une fissure horizontale dans une plaque infinie

YA

N
(=] Q
ITEEN TN SN FETNE T |

Erreur relative
o

bt
(=]

L] L] L] l2;5l L) L] ISIOI T'.'7'5] T r 71601 T Li I135
Nombre des noeuds

o

FIG(5.7)  Erreur relative en fonction du nombre
des noeuds de F . | . C d'une fissure
horizontale dans une ploque infinie

D aprés ces courbes, on remarque le bon sccord entre les

résultats anslytiques et numériques. 1’'erreur relative peut &tre
diminuée en augmentant le nombre de noeuds. La figure(5.7) nous

montre gque 1 erreur relative dépend seulement de 1s
discrétisation (courbes des érreurs confondues),

forme de -
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5.5.1.2 Plaque finie en traction

Le cas de fissure dans des plaques de taille finie est

d'un grand intérét pratique, mais le probleéme de

la

détermination du champ de contrainte est rendu complexe par

les conditions aux limites.

10 cm

2W
[\
1]
£
I

Fig(5.8) Fissure horizontale dans une plaque finie en traction

)

Les valeurs empiriques de cette plaque £ig(S.8) "' sont

données par [2]: . 1.

: z
Ki = ¢ ¥ n a [ hud tg T2
. T a W

Les résultats numériques et les erreurs relatives sont

représentés dans les figures suivantes:

A t

1.2

1037
.% oY .
6 31 ene-- 25 noewds
= sssss 50 noeuds
o008 00000 75 noeuds *
© seass 100 noeuds ]
3 solution analytique
=04
>
=
k3
Boas
¢
R e
0.2
=

e
o

05 10 1 20 25 30 -
Longueur de lo fissure { cm )

5.9 nmxﬁ-uwMMMdmmmﬂ r une fissurs
Po{s.9) horfzontole donz uné ploque o0 troction -
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500

‘Facteur d'intensite de contrainte

sassaa 25 Noeuds
ssvxs 50 Noeuds
nunwn 75  Noauds
eseer 100 Noeuds
— Solution anaolytique

5

[ ]
o
(=]

g

8

0 . -
00 05 10 15 20 25 30 35 40
Longueur de la fissure { cm )

FIG(5.10) Courbe du facteur d'intansite de cantrainie pour une
fissure horizontale dans une plaque finie en traction
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Erreur relotive ¥/,

FIG(5.11) Erreur relative en fonction du nombre
des noeuds de F . | . C d'une figsure
horizontale dans une plaque finie
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5.5.1.3 Plaque finie en traction (double fissure débouchante)

o LTTITT

[

Fig(5.12> Plagque finie avec double fissure débouchante

*

Pour cet exemple, l’expression -du facteur d’intensité de

contrainte est donnée par BUI [6]

Ki =y o vna

‘ : 2 3
avec y = 1.99 * 0.76 - - 8.48 €= +27.38 ¢ =

i

Les résultats numériques comparés A ceux de 1 *analytique

sont représentés par les courbes suivantes:

i '

12
® 10 ;
-a H
% } saaaas 25 noeuds
5 suase 50 nosuds
008 xxunx 75  posuds
e Ak 100 nosuda
c solution analytique )
- 06
g ‘
»
Eoa
)
o
§o.z
—

s

00 oF 1% 1k 26 25 30 T3k
Longueur de la fissure { cm )

FIG(5.13)  Toux de restitution d'energie double fissurs
dsbauchante dang une plaqua f?&".ﬁ"‘mm i
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wexxsx 25 Noeuds
seeen 50 Noeuds
649475 Noeuds
xxxxx 100 Noeuds
Solution analytique

5

8

g

100

Facteur 'd'intensite .de cbntrointe

.

TIT T T T T Ty r [ r vy Frrr T rrrrrrrrmr .

0 .
00 05 10 15 20 25 30 35
. Longueur de la fissure ( cm )

FiG{5.14) Céurba du focteur d'intensite ds controinte pour une
double fissure debouchante dans une plaque finie

20

Erreur relative 7,

-t
[~}

0-0 L] L] L) L} ¥ L] L] L) - L L] L) T T L] L] L] L L L L}
0 25 50 75 160 125
Nombre des noeuds

FIG(5.15) Erreur relative en fonction du nombre
des noeuds de F . | . C d'une double
fissure debouchante dans une plaque finie

Les résultats obtenus pour le ' )

analytique au fur et & mesure Que la taille des

Qge 1'érreur dépent du nombre de discrétisation

. : et de la tai
défauts & cause de l'intéraction entre les éléme #olle des

n .
et de la fissure. ts de la frontiére



Chapitre S Application a la propagation des fissures B5

5.5.1. 4 Eprouvetté de flexion trois points (S.E.N.B)

-

1

P

=5 ¢cm

|a=2cm
A A
L=20 cm

& Iy
< >

FIQ(S. 16y Eprcouvette de flexion 3 poinis entaillde
L

L'expression du facteur d’'intensitée de contrainte est

donnée par BUI [B]:

3PL ; co
K1 = > o Ta y .
b7l '

A 2 : a : 4
a a a a
Pour cet exemple la discrétisation de 1'éprouvette au
niveau de la fissure joue un réle trés important a cause de la
forte concentration_de contrainte,

on a maillé 1’éprouvette avec 98 &léments et on a obtenu

les résultats sulvants:

Nombre des
&l éments de 5 10 iz 15 20 25
{la fissure '

G en MJ.m® 0.4125]0.4113|0.4109 }0.4105| 0.4101| ©O. 4098

Le taux de restitution d'énergie analytique étant &gal. & 0.4094

2
MJm

[ R
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55.2 PROPAGATION CIRCULAIRE

La simulation de la p;ropagat.ion circulaire nécessite un'
couplage entre les éléments droits et circulaires. On a fait
des applications sur des fissures orientées arbitrairement
avec un angle 3 par rapport. 4 la direction de chargement comme
le montre la figure 5.17). Les deux exemples ont été pris avec
ﬁﬂsooeft, ﬁiéoeét. on a obtenu les résultats suivants avec des

différents angles de =sortie.

A 4 4

. liv

FIGB.17) 'Fisjs:ure en traction uniaxiale avec élément
de¢ propagation circulaire en milleu infini
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FIG(5.17) La toux de restitution d'enargia {G) en fonction
du rayon de l'slement circulaire . (rp) :
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FIG(5.18) Le rayon de P'slement circulaire {rpc) correspondant
o chaque angle de sortlo (al2)
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0.14

0.12

110 112

FiG(5.19) Le rayon de I'element circulaire (rpc) en fonction de
linclinaison defavorable de chaque angle de sortie(al2)
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FIG(5.20) Le taux de restit%ti(on L'enefgia (G) en fonction
du rayon de I'slement circulaire (rp)
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.FIG(5.21) Le rayon de l'element circulaire (rpc) corréspondont
a chaque angle de sortie (al2)
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FIG(5.29) Le rayon de Ielement circulaire (rpc) en fonction de
linclinaison defavorable de chague ongle de sortie {al2)
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Les valeurs des rayons sont obtenues a partir d’une
expression déterminée en fonction des parametres indiqués sur
7 la figure(S.17). Ces rayons varient. en fonction de
VPinclinaison de I'élément circulaire fig(5.18,8.21> et pour
chague angle- de =ortie on a trouvée un optimum du taux de
restitution d4’énergie qui s’augmente au fur et a mesure que
Pangle de sortie augmente, et de méme pour les rayons’ qgtimatxx
fig(5.17,5.20>. Les figures (5.19,5.22> représentant le rayon
de 1’'élément circulaire en fonction de ' Pinclnaison
défavorable de chaque angle de sortie montre la non-linéarité

entre ces deux paramétres

v

5.6 CONCLUSION

D’apres les résultats obtenus on a remarqué le boh accord
entre les résultats analytiques et numériques, Perreur
relative peut étre diminuée considérablement en augmentant. le
nombre des noeuds. Elle ne dépend pas de la tallle des
f issdfes dans le cas des plaques infinies, contrairement aux
piaques de dimension=s finles qui ' nécessitent une
déscritisation assez fine au fur et A mesure dque lss

dimensions des fissures auginent,ent._

En ce ‘qui concerne la propagat.ion ,circﬁla’ire,' les
résultats des taux de restitution d’¢nergie ont .montré le

méme ordre de grandeur avec ceux de 1’4lément. droit.

W
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Dans ce présent travail, nous avons déveloﬁpé et
programmeé la méthode des discontinuités de déplacement, on. a
montré la nécessité Jd’exprimer cette méthode plutét en champ
complexe qu’en coordonnées cartésiennes. Une application aux
milieux fissurés a été examince.

Cette méthode s’adapte bien aux problémes d’élast.iclt.é.
et ce en réduisant la taille du systéme d’équations. L’évantage
est. que les problémes sont <&tudiés avec une modélisation dans
les domaines méme non bornés. Néanmoins, on obtient toujours

des matrices non-symétrigques et pleines a résoudre.

‘ Comparativement a la méthode des équations intégrales,
la méthode des éléments finis présente un inconvéniént. qui est
la description des champs des déplacements et des contraintes
au voisinage de la fissure. L;évalﬁation des F.I.C consistent a
déterminer ces champs o0 plusieurs auteurs utilisent des
é&léments spéciaux isoparamétriques pour lesquels le noeud du.
centre est décalé d’'un quart vers la pointe de fissure [251
Sans ceux-la une déscritisation assez fine pour connaltre les
champs est nécessaire d’ou une difficulté, telle que la taillle
de la matrice(temps de calculd.

Afin de vallder notre programme, nous avons effectué
des tests numériques sur de=s problémes bidimensionnels
comportant. des fissure=s, les résultats obtenus ont montré un
bon accord. Nous avons étendu les cas pour une étude paramétrée
en fonction des longueurs des fissures afin &’atteindre 1la

précision voulue en fonction du nombre de noeuds.

En ce- qul concerne la propagation curviligne, on a
fait un couplage entre les éléments’ droits et les éléments
circulaires pour simuler ia pro;:agat.ioﬁ des fissures
curvilignes. Par conséquent on a pu déterminer angle de
branchement. et la direction de la propagation lointaine des
fissures. Au niveau de calcul des taux de restitution Jd’énergie
on a obtennu le méme ordre de grandeur que ceux de ’élément
droit.
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En ayant ce code de calcul, la  méthode des
discontinuités de déplacement est recommandée pour étrelétendue
aux milieux élastiques stratifiés, aux problémes de contact,
4 l1'étude de 1la propagation avec des ¢léments d ordre supérieur

et du traitement des problémes en milieux semi-infinis.
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