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صملخّ  
                                                                                                             

مثيليها ثم دراسة تتطرقنا إلى تعريف هذه الأنظمة وإعطاء مختلف طرق . إلى دراسة الأنظمة الهجينةهذا العمل يهدف 
النوع من الأنظمة وتم تطبيق الراصد ذو  صة بهذاوبعدها دراسة الرواصد الخا. خاصية الإستقرار بعرض أهم النتائج 

تم عرض تطبيقين الأول مكون من  نقاط وأخيراوقد إعتمدنا على الأمثلة لتوضيح آل هذه ال. مثال نموذج الإنزلاق على
بالنسبة . توتر الخروج ير مخفّض بغرض التحكم فحوضين والهدف هو التحكم في منسوب الماء في الحوض والثاني مطبّ

. خاصة نظمة تتم بوسائل لمحاآاة هذه الأ  
 

 آلمات المفتاح: .الراصد,التحكم,نظام هجين
 
Résumé 
 
              Ce projet de fin d’études dont le but est l’études des systèmes dynamiques hybrides a 
débuté par des généralités et des définitions de ces systèmes ,en donnant les différents moyens 
de modélisation et de représentation ,  suivi d’une étude de  la stabilité ou a été résumé les 
principaux  résultats obtenus dans ce domaine , puis des observateurs à modes glissants ont été 
adapté au problème des systèmes hybrides , enfin une approche accès sur la commande 
optimale avec et sans contraintes a été présenté ,afin d’illustrer ces différents points et de 
montrer l’efficacité de la modélisation hybride ,deux applications ,l’une hydraulique sur la 
régulation du niveau d’eau de deux réservoirs et l’autre électrique sur la régulation de tension 
d’un convertisseur abaisseur DC-DC , ont été donnés sans oublier les différents exemples qui 
ont été illustrés tout au long des chapitres . La simulation des différents exposés nécessitant des 
moyens autres que la programmation Matlab a été effectuée en utilisant stateflow et la boite à 
outils multi paramétrique spécifique aux systèmes hybrides récemment mise au point .  
 
Mots clés : Système hybride, commande, observateur. 
 
Abstract 
 
              This project of end of studies of which the goal is the studies of the hybrid dynamic 
systems begin with general information and definitions from these systems,en giving the 
various means from modeling and representation, follow-up of a study of stability or was 
summarized the principal results obtained in this field, then observers with sliding modes were 
adapted to the problem of the hybrid systems, finally an approach access on the optimal control 
with and without constraints was presented, in order to illustrate these various points and to 
show the effectiveness of hybrid modeling, two applications, one hydraulic on the regulation of 
the water level of two tanks and the other electric on the regulation of tension of a Buck 
converter DC-DC, were given ,without forgetting the various examples which were illustrated 
throughout the chapters. The simulation of the various systems requiring of the means other 
than Matlab was carried out by using the stateflow and with multi parametric toolbox specific 
to the hybrid systems recently developed.   
 
Key words : Hybrid system ,control ,observer . 
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Introduction Générale : 
 
 L’appellation « systèmes dynamiques hybrides » désigne des catégories de systèmes faisant 
intervenir explicitement et simultanément des phénomènes ou des modèles de type dynamique continu 
et de type dynamique événementiel. Ces systèmes sont classiquement constitués de processus continus 
interagissant avec ou supervisés par des processus discrets [1]. Ils résultent également de 
l’organisation hiérarchique de systèmes de contrôle/commande complexes ou de l’interaction entre des 
algorithmes discrets de planification et des algorithmes continus de commande. 
 
 Une théorie générale et unifiée pour modéliser, analyser, concevoir des commandes pour de 
tels systèmes n’est pas disponible actuellement [2].Cependant, beaucoup de chercheurs travaillent sur 
des sous-classes de systèmes hybrides pour lesquelles de telles approches pourraient être développées. 
Différents formalismes sont proposés pour modéliser les systèmes hybrides. Les plus connus sont les 
automates hybrides [3], réseaux de Pétri hybrides [4], la structure modulaire [5], les systèmes affines 
par morceaux (PWA)[6] et les systèmes mixtes dynamiques et logiques  (MLD)[7]. 
 
 La nature  même des systèmes hybrides rend leur étude, aussi bien théorique que pratique, plus 
délicate que celle des systèmes continus. Le caractère hybride des systèmes génère  également des 
difficultés dans la résolution de problèmes.  

Les approches de modélisation en automatique sont basés sur : 

• des modèles d’équations différentielles et aux différences (états continu, à temps continu ou 
discret), modèles fréquentiels pour les systèmes continus [8], 

• des modèles états-transitions et modèles markoviens [9] pour les systèmes événementiels. 

Les méthodes d’analyse « classiques » prennent en compte un seul aspect à la fois, l’aspect continu ou 
l’aspect événementiel. 

 La plupart des systèmes réels sont composés de sous-processus continus (moteurs, procédés 
chimiques, systèmes de freinage) qui sont démarrés, reconfigurés et arrêtés par une commande 
logique, à état discrets (ordinateur, automate programmable).L’évolution d’un système réel est à la 
fois continue et événementielle. Pour garantir le bon fonctionnement d’un ensemble automatisé réel il 
est nécessaire de prendre en compte simultanément les aspects continus et événementiels de sa 
dynamique[10]. Les systèmes dynamiques hybrides (SDH) ont été introduits pour répondre à cette 
demande. 

         De nombreux problèmes mal traités par les approches homogènes sont résolus par l’approche 
hybride: 

• variation de structure liée aux différents modes de marche [11], 

• variation de paramètre lors de régimes de fonctionnement en grandes transitions [12], 

• commande discontinue (par exemple par relais ou impulsions) [13], 

• modélisation de phénomènes transitoires rapides par des commutations de modèles[14] . 
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La dernière décennie a vu croître l’intérêt porté à la recherche concernant les systèmes hybrides 
car ils couvrent plusieurs domaines d’application. Les progrès rapides de l’informatique et de la 
technologie des ordinateurs encouragent les analyses des systèmes hybrides car les ordinateurs sont 
capables de résoudre des problèmes de calcul de plus en plus complexes [15].  

 Ainsi, on utilise le formalisme des Réseaux de Petri  hybrides ou de la structure modulaire en 
utilisant les réseaux de Petri pour la partie discrète pour la modélisation  et la simulation des procédés 
de traitements par lots appelés également systèmes batch [16] . Ces procédés, dans lesquels la matière 
est de nature continue et les traitements que subissent les lots de matière sont de type continu, 
présentent des aspects continus et discrets étroitement liés. Ils sont couramment rencontrés dans les 
industries de transformation de la matière.  
 
 Dans le domaine de la robotique, on considère un SDH constitué d’un contrôleur discret et 
d’un système de mouvements sous contraintes représentant la partie continue, ce système peut être un 
bras articulé ou d’autres types de robot. Ces deux parties communiquent par l’intermédiaire d’une 
interface et on utilise la structure modulaire pour représenter ce type de SDH [17] . 
  
 On utilise le formalisme des automates hybrides pour des études sur la régulation du trafic 
aérien ainsi que sur la commande de véhicules sur des autoroutes automatisées. Dans [Tom98], les 
auteurs présentent une méthode pour résoudre les problèmes de conflits entre avions sur les lignes 
aériennes. Cette méthode passe par la modélisation des avions et de leurs différentes manoeuvres 
comme des systèmes de contrôle hybride. De même, la sécurité sur des autoroutes automatisées a fait 
l’objet de plusieurs études. Le système composé des différents véhicules et de l’autoroute est modélisé 
à l’aide de modules appelés plateaux regroupant plusieurs véhicules allant à  la même vitesse et dans la 
même direction. Des ordres discrets donnés par le système de contrôle permettent aux véhicules de 
changer de plateau et d’avoir ainsi un mode de fonctionnement continu différent. 
  
 Dans le domaine de l’électronique de puissance, on s’intéresse à des systèmes dans lesquels 
l’ouverture ou la fermeture contrôlée ou autonome d’interrupteurs à semi-conducteurs provoque des 
modifications dans la structure du système [18] . On considère ces systèmes comme des SDH avec 
plusieurs modes de fonctionnement continu contrôlés par un SED qui commande les interrupteurs. On 
peut représenter ainsi ces systèmes à l’aide de la structure modulaire .On utilise également les réseaux 
de Petri pour modéliser la structure de commande. Un des problèmes de commande, qui peut être 
associé à ces systèmes, est le calcul des meilleurs instants de fermeture ou d’ouverture des 
interrupteurs pour permettre au système d’avoir un comportement désiré. On peut également chercher 
à déterminer quel est  l’enchaînement optimum des différents modes de fonctionnement du système. 
 
 Après une introduction générale, notre travail a été répartit en trois chapitres fondamentaux, le 
premier porte sur des généralités et définitions permettant de se familiariser avec les systèmes 
hybrides, puis le second regroupent les trois points sur lesquels s’est portée notre étude, la stabilité, les 
observateurs et la commande, étude qui s’est le plus souvent accès sur une classe spécifique des 
systèmes hybrides, les systèmes à commutation de modèle. Afin d’illustrer les différentes approches 
exposées dans le chapitre deux, deux applications représentant toute deux des systèmes à commutation 
de modèle ont été données dans le chapitre trois, la première à caractère hydraulique est une régulation 
de niveau dans deux réservoirs, quand à la deuxième qui elle est à caractère électrique concerne la 
commande optimale avec contraintes du convertisseur abaisseur DC-DC. Dans le but de faciliter la 
compréhension de cette nouvelle notion d’hybridité, plusieurs exemples ont été donnés tout au long 
des chapitres. Pour enfin aboutir à une conclusion finale.          
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Introduction : 
 
              Nous donnons dans ce chapitre une définition et une classification des systèmes dynamiques 
hybrides. Nous présentons ensuite les différents moyens de représentation de ces systèmes. Puis, nous 
introduisons les outils de simulation des SDH. Enfin nous donnons des exemples qui illustrent les 
principales caractéristiques des SDH. 
 
1.1 Définition des systèmes dynamiques hybrides : 

 
Avant de donner une définition formelle des SDH, il convient de mieux situer ces systèmes par 

rapport aux systèmes purement discrets et purement continus. En effet, pour de nombreux systèmes 
appelés hybrides, l’aspect continu ou discret est tellement dominant que l’étude sous une approche 
hybride n’apporte rien de significatif. C’est pourquoi il nous semble nécessaire de déterminer les SDH 
pour lesquels cette étude sous une approche hybride est intéressante.  
 
Une première définition des systèmes dynamiques hybrides est basée sur la notion de variable d’état : 
 
Définition 1.1 : 
 
              Un système est dit hybride s’il possède deux types de variables d’état : des variables d’état 
continues et des variables d’état discrètes [19]. 
 
 On peut dire, d’après la définition 1.1, que les systèmes échantillonnés et les systèmes discrets 
(voir annexe A) sont des systèmes dynamiques hybrides. Cependant, ces systèmes ne possèdent qu’une 
seule dynamique, continue ou discrète. Il est donc possible pour les étudier de les rendre purement 
discrets ou purement continus et d’appliquer les méthodes connues d’analyse des systèmes continus et 
discrets. 
 
 Les systèmes dynamiques hybrides que nous étudierons dans la suite de ce travail sont des 
systèmes composés de deux sous-systèmes : un système  continu (SC) interagissant avec un système à 
événements discrets (SED). La communication entre les deux composantes s’effectue par 
l’intermédiaire d’interfaces. 
 
1.1.1 Interactions entre les systèmes : phénomènes hybrides : 

 
               Nous allons maintenant étudier comment se produisent les interactions entre les deux sous 
systèmes (discret et continu) qui forment le SDH. Pour cela, nous allons d’abord présenter les actions 
discrètes qui peuvent intervenir lors de l’évolution d’un système continu décrit par un système 
différentiel de la forme : 
                                                         )()( ttx ξ=&    , 0≥t                    
 
Où  x(t) ∈  Rn est le vecteur d’état du système. On note τ l’instant où intervient une action discrète dont 
nous verrons ultérieurement comment elle peut être déclenchée. L’ensemble, action et déclenchement, 
est appelé  phénomène hybride [20]. 
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Actions des phénomènes hybrides : 

 
 Les phénomènes hybrides agissent sur la dynamique du système continu, modifiant ainsi cette 

dynamique. Le système hybride se situe alors pour t ≥ τ dans un autre mode de fonctionnement. 
On appelle ce phénomène commutation/changement de modèle/dynamique et τ instant de 
commutation. Le choix du nouveau modèle est déterminé par le SED. Un exemple simple de 
modèle formel avec deux modes de fonctionnement est le suivant : 

 
                                                        )()( 1 ttx ξ=&           ,          τ<t     
                                                        )()( 2 ttx ξ=&           ,          τ≥t  
 

 Les phénomènes hybrides agissent également sur le vecteur d’état du système, le faisant évoluer 
de manière différente pour t = τ. Une discontinuité apparaît  alors sur le vecteur d’état. On appelle 
ce phénomène saut de l’état. Un exemple de modèle formel est représenté par les équations 
suivantes : 

                                                   
                                                    )()( ttx ξ=&   ,     0≥t     et  τ≠t  
 
                                                    )(.,)( ττ gx =&                         
 
 Les deux actions peuvent être couplées ; en effet on peut considérer qu’à l’instant τ , on a une 

commutation de modèle et un saut du vecteur d’état. Un exemple de modèle formel est le 
suivant  

                                                       
                                                     )()( 1 ttx ξ=&       ,           τ≤t  
 
                                                     )(.,)( ττ gx =&  
                                                      
                                                     )()( 2 ttx ξ=&       ,          τ>t  
 

 La fonction  g  provoque une discontinuité de l’état à l’instant τ , puis intervient la deuxième  
dynamique continue 2ξ . 
 
Déclenchements des phénomènes hybrides : 
 

 Les phénomènes hybrides peuvent  être déclenchés lorsque le vecteur d’état continu atteint 
certaines valeurs. L’événement ainsi créé fait évoluer le SED, celui-ci passe dans un nouvel état 
et suivant cet état une des actions décrites ci-dessus est générée sur le système continu. On dit 
alors que ce phénomène est autonome. 

 
 Les phénomènes hybrides peuvent également être déclenchés par une commande discrète 

extérieure agissant sur le SED. On dit alors que ce phénomène est contrôlé. 
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1.1.2 Définition formelle des SDH et classification des phénomènes hybrides : 
 
Définition formelle des SDH : 
                Nous proposons la définition formelle des systèmes dynamiques hybrides suivante : 
 
Définition 1.2 [21]: 
 

Soit x(t) ∈  X ⊂  Rn  , q(t) ∈   Q Ν⊂ m, u(t) ∈  U ⊂   Rc,  υ(t) ∈  Ωc ⊂  Nd et t∈  R+ où  n, m, c, d 
sont donnés. 

 
L’ensemble X représente l’ensemble des états continus et l’ensemble Q représente l’ensemble 

des états discrets. L’ensemble U représente l’ensemble des commandes continues et l’ensemble Ωc 
représente l’ensemble des commandes discrètes. La variable t représente le temps. 
 
Soit  S = X × Q et soit P un sous-ensemble fermé de Rn × Q. On définit l’état hybride s(t) ∈  S du 
système à l’instant t par la donnée du couple [x(t) , q(t)] et on appelle SDH un système dynamique 
décrit par les équations suivantes pour t ∈  [t0, tf ] : 
 

                                    ))(),(),(()( tutqtxFtx =&               PCSts ∩∈∀ )(                              

                                     ))(),(),(()](),([ ttqtxGtqtx υ=++      
⎩
⎨
⎧

∈
∂∈

ervienttsi
Ptssi

c int)(
)(

Ωυ
            

                                    00)( xtx =                                                                                          
                                     00 )( qtq =                                                                                          
 

La fonction F représente la dynamique continue du système hybride et G représente la 
dynamique hybride du système correspondant aux phénomènes hybrides décrits précédemment. 
L’ensemble P est celui des zones de déclenchement des phénomènes hybrides et ∂ P est la frontière de 
P. La commande discrète υ(t) détermine les instants où la fonction G intervient (instants de 
commutation/saut). Elle détermine également le nouveau modèle ou l’amplitude du saut de l’état 
suivant l’action du phénomène hybride. Les fonctions F et G sont supposées suffisamment régulières 
pour que le système défini par les équations (1.2-1.5) admette une solution unique. 
 
Classification des phénomènes hybrides [21] : 
 
  Dans cette partie, nous proposons une classification des phénomènes hybrides intervenant dans 
les SDH, sachant qu’un SDH peut posséder plusieurs types de phénomènes. Ces phénomènes étant 
décrits par la fonction G, on définit les différents phénomènes hybrides suivant les propriétés de cette 
fonction G et notamment suivant son ensemble de départ, noté D et son ensemble d’arrivée, noté A.              

Le tableau 1.1 montre, suivant l’ensemble de départ de la fonction G, le type de déclenchement 
correspondant. 

D=X×Q D=ΩC 
Déclenchement 

Autonome 
Déclenchement 

Contrôlé 
 

Tableau 1.1 : Déclenchements des phénomènes hybrides. 
 
        
  
 
 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 
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Le tableau 1.2 montre suivant l’ensemble d’arrivée de la fonction G, le type d’action correspondant. 
  

A=Q A=X 

Commutation de 
Modèle 

Saut de  
L’état 

 
Tableau 1.2 : Actions des phénomènes hybrides. 

 
               Selon leur action et la manière dont ils sont déclenchés, on distingue quatre types de 
phénomènes hybrides [Bra95] : 
 

 Les Commutations de modèle Autonomes, notées GCA. 
 Les Commutations de modèle contrôlées, notées GCC. 
 Les  Sauts de l’états Autonomes, notés GSA. 
 Les  Sauts de l’états Contrôlés, notés GSC. 

 
Ces quatre phénomènes sont représentés graphiquement sur la figure 1.1. 
 
 

 
                                                         

 
 
 

 
Où  Sq0 = (X,q0) ⊂  S , Sq1 = (X,q1) ⊂  S  et  Sq2 = (X,q2) ⊂  S  avec Q={q0, q1, q2 }. 

 
 
 
 
Ainsi, en partant de l’état initial s(t0) = [x0; q0] ∈  Sq0 , le système évolue suivant la 

dynamique F jusqu’à ce que s atteigne l’ensemble P. A cet instant noté τ1, la dynamique hybride 
intervient et modifie la valeur de q qui devient égale alors à q1. Ce phénomène est donc une 
commutation autonome (GCA). 

 
 

GSA 

GCA 

 
[x0,q0] 

P 

P

P Sq0 

GSC 

υ(t) 

F

F

F

F

F

Sq2 

GCC 

Sq1 

Figure 1.1 : Phénomènes hybrides 

υ(t) 
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Ensuite, le système poursuit son évolution avec une nouvelle dynamique définie par F (qui a 

été modifié). À l’instant τ2, s atteint à nouveau l’ensemble P, mais cette fois la dynamique hybride 
modifie x. Ce phénomène est donc un saut autonome (GSA). 
           Enfin, ces deux phénomènes se reproduisent mais sur l’intervention d’une commande 
discrète 
υ(t) qui détermine dans un cas le nouveau modèle (GCC) et dans l’autre cas la nouvelle valeur du 
vecteur d’état (GSC). 
 
1.2  Représentations des systèmes dynamiques hybrides : 
 
               Les moyens de représentation des SED couramment utilisés sont les réseaux de Pétri 
(RdP) et les automates. Des travaux ont déjà été réalisés pour étendre les réseaux de Pétri et les 
automates aux SDH, qui sont utilisés pour modéliser les SDH sous un seul formalisme, 
principalement dans le but de simuler et d’analyser ces systèmes complexes. 

 
Il existe aussi une modélisation dite modulaire dans laquelle les deux dynamiques continue et 

discrète sont séparées, la communication entre ces deux parties s’effectue par l’intermédiaire d’une 
interface. Enfin nous présentons le formalisme MLD et PWA.  
 
1.2.1 Modèle mixte dynamique et logique « Mixed Logical Dynamical » (MLD) : 
 
          La forme MLD représente le système hybride par des équations linéaires, avec des inégalités 
linéaires portant sur les variables continues et binaires. L’ensemble des inégalités de la forme MLD 
rassemble donc d’une part les contraintes du système, d’autre part les inégalités issues des propositions 
logiques et des variables auxiliaires. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
                                                  
          Des variables auxiliaires permettent de modéliser les relations existantes entre les parties 
continue et discrète. Ainsi, le passage de la partie continue à la partie discrète nécessite l’ajout de 
variables logiques[7].  
 
 
 
 
 
 
 
 

A/N N/A 

Système dynamique continu 

    Discret  / Numérique 
δδ  

z x 

0sin
1,

=
=≤

δ
δ

on
baxSi

 22

11

sin

1

bxazon
bxaz

Si

+=
+=

=δ
 

   Figure 1.4 : Structure d’un modèle MLD. 



Chapitre 1                                                                    Généralités sur les systèmes dynamiques hybrides 

 
8

 
 

Les systèmes sous formalisme MLD résultant de l’association continu/discret sont dès lors 
décrits par les relations linéaires suivantes : 

 
)()()()()1( 321 kzBkBkuBkAxkx +++=+ δ      

)()()()()( 321 kzDkDkuDkCxky +++= δ          

54132 )()()()( EkxEkuEkzEkE ++≤+δ             
 

Cette relation fait intervenir les grandeurs suivantes, mixtes continues/binaires, ou binaires, ou 
continues : 
 

L’état :     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

l

c

x
x

x , cn
c Rx ∈ , { } ln

lx 1,0∈ et  lc nnn +=  

La sortie : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

l

c

y
y

y , cp
c Ry ∈ , { } lp

ly 1,0∈ et  lc ppp +=   

L’entrée : ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

l

c

u
u

u , cm
c Ru ∈ , { } lm

lu 1,0∈ et  lc mmm +=  

Les variables binaires auxiliaires : { } lr1,0∈δ  
 

Les variables continues auxiliaires : crRz ∈  
Un problème est dit « bien posé » si la solution en δ et z est unique pour une paire donnée (u, x) et par 
conséquent x (k+1) est défini de façon unique, ce qui permet de trouver la trajectoire unique des états x 
. 
 
1.2.2  Modèle affine par morceaux (Piecewise Affine System PWA) : 

 
L’évolution d’un système peut être gouvernée par différents modèles affines selon les valeurs 

courantes des états et des entrées. Dès lors, l’espace global est divisé en plusieurs régions, chaque 
région étant définie par des inégalités sur les états et les entrées. La dynamique de chaque région est 
caractérisée par une dynamique affine  particulière.  
Un modèle affine par morceaux est défini de la façon suivante : 
 
 

             iii

iii
i

ku
kx

pour
gkxCky

fkuBkxAkx
S χ∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

++=+
)(
)(

,
)()(

)()()1(
:  

 

Où { }s
ii 1=χ  représente la partition polyédrale de l’espace d’état et de commande (s est le nombre 

d’éléments de cette partition). 
 Chaque iχ est donné par : 

                                              
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ii

i q
ku
kx

Q
ku
kx

)(
)(

)(
)(

χ                                                        

 
 
 
 

(1.9) 
(1.10) 
(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 
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Où x(k),u(k),y(k) sont respectivement les vecteurs d’état, de commande et de sortie à l’instant k . 
Chaque sous-système  S i défini par le 7-uplet  { }siqQgfCBA iiiiiii ,,2,1),,,,,,,( K∈  est un 
composant du modèle PWA. iiimnpinpimninni qgfQCBA i ,,,,,, )( +××× ℜ∈ℜ∈ℜ∈ℜ∈  sont des 
vecteurs constants de dimensions appropriées, où  n , m , p sont respectivement les dimensions de 
l’état, de l’entrée, de la sortie, et  pi  est le nombre d’hyperplans définissant le i ème

  polyèdre. Dans ce 
formalisme, une entrée de commande logique est prise en compte en développant un modèle affine 
pour chaque valeur 1 et 0 de cette grandeur, et en définissant des contraintes linéaires de type inégalité 
liant le modèle avec la valeur correspondante de cette entrée. 
 
 Il a été montré dans [22], que les modèles MLD et les modèles PWA sont équivalents, ce qui 
permet le passage d’un modèle à l’autre. 
     
 La figure ci-dessous illustre une répartition  polyèdrale dans le plan :                               
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          
                   

 
1.3 Outils de simulation : 

 
Les simulations des modèles hybrides  posent des problèmes spécifiques liés à l’interaction  

entre les états discrets et les états continus. Seuls quelques systèmes hybrides admettent des solutions 
analytiques. Les systèmes hybrides linéaires ou affines peuvent être résolus analytiquement, mais les 
efforts pour trouver les solutions augmentent avec l’ordre de l’espace continu, le nombre de variables 
discrètes et la complexité des frontières de commutations. Une multitude d’algorithmes utilisant ces 
méthodes numériques sont disponibles. Ils permettent de représenter n’importe quel système hybride et 
de le simuler. Les plus connus sont Simulink combiné avec Stateflow (Annexe ?); Scicos (l’équivalent 
en logiciel libre) [23][24] ; Omola [25] ;Dymola [26] ; Modelica [27] et HyBrSym [28], et une 
nouvelle boite à outil de multiparamétrique de Matlab (Annexe E).  

 
Dans notre cas  nous avons utilisé Simulink combiné avec Stateflow et la boite à outil multi 

paramétrique de Matlab, le premier  est un outil de conception de systèmes événementiels. Basé sur la 
théorie des machines à états finis, il permet de concevoir graphiquement des systèmes à événements 
discrets et de simuler  leur fonctionnement. Entièrement intégré à Simulink, il complète parfaitement 
cet environnement de simulation, quand à la deuxièmes récemment mise au point dans un laboratoire 
suisse, elle permet de modéliser d’analyser de commander et de représenter les systèmes hybrides avec 
toutes leurs dynamiques et caractéristiques comme aucun logiciel auparavant. 

 
 
 
 

   Figure 1.5 : Exemple d’une répartition  polyèdrale dans le plan 
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Peu importe la modélisation choisie pour décrire le comportement dynamique de la partie 

continue ou celle utilisée pour décrire la partie discrète, les taches inhérentes à la simulation d’un SDH 
seront toujours les mêmes : 
 

• simuler le fonctionnement de la partie discrète ; 
• en déduire le ou les modèles actifs (modes) pour la partie continue ; 
• résoudre les équations différentielles ou aux différences constituant cette partie continue.  

 
1.4. Exemples de systèmes hybrides: 
 
1.4.1 La balle rebondissante : 

 
 La balle rebondissante est un système basée sur le phénomène de  saut d’état qui décrit 
l'évolution d'une variable continue x(t) régie par une équation différentielle sous contraintes. Lorsque 
x(t) vérifie certaines conditions, il est alors possible de lui donner une impulsion, c'est à dire de lui 
affecter une nouvelle valeur. 
 
 On considère une balle de masse m soumise à l'action de la gravité. On la laisse tomber d'une 
altitude z0 avec une vitesse initiale nulle. L'altitude z(t) de la balle suit donc l’équation différentielle 
issue de la mécanique classique : 

                                                              mgtzm −=)(
..

         
 
 Quand z(t) = 0, la balle touche le sol et rebondit en perdant une fraction de son énergie :  

                                                             )()(
....

−+ −= tzctz   , avec c ≤ 1.  
 
Où  c est le coefficient de restitution. 

En posant   x1(t) = z(t), x2 (t) = 
..
z (t)   et en utilisant le formalisme des automates hybrides, le modèle 

hybride de la balle bondissante est donné par : 
 

1. { }qQ =  
2. { }),( qqeE ==  

3. RRDq →+:  

4. ),(),( 221 gxxxf q −=  
5. { }01 == xGe  
6. { }),(),( 2121 cxxxxe −=ℜ   
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L’automate hybride de la balle rebondissante est représenté ci-dessous :  

 
  
                             
 
 
 
 
 

 
 
 
La balle rebondissante est un exemple des systèmes Zénon c'est-à-dire le système exécute en un temps 
fini un  nombre infini de commutations. 
  

Pour mieux voir ce type de système hybride, système hybride avec sauts d’états (Resets), des 
simulations sont effectuées sur le modèle de la balle rebondissante pour des conditions initiales x1=5 
m, x2=0 m/sec et un coefficient de restitution c=0.3, les deux variables d’états sont visualisées ainsi 
que l’événement  x1 négative, qui détermine l’instant du saut.     

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

221 :,0 cxxx −==  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥
−=

=

0
:

1

2

.
21

.

x
gx

xx

q  

Figure1.6 : Automate hybride de la balle rebondissante  

Figure1.7 : Simulation  de comportement  de la balle rebondissante 
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1.4.2  Thermostat : 

 
         Exemple simple et classique de SDH. En effet, de nombreuses approches proposées pour la description et 
l’analyse des SDH sont souvent illustrées à  l’aide d’un système dont la fonction est de maintenir constante la 
température d’un local (la variable x). Le régulateur de température utilisé est le thermostat à action tout ou rien 
modélisé par le système d’état suivant : 
 

                                
⎩
⎨
⎧

≥−
≤+−

=
offxx
onxx

x
m

M

θ
θ4

&   

 
Tels que Mθ et mθ  sont les seuils de température, fixés comme limite inférieure et supérieure de la température 
de la pièce. 
 
 
On obtient ainsi l’automate hybride H représenté sur la figure : 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
La variable discrète q prend ses valeurs en fonction des deux seuils de température. Les variations de la  
température de la pièce   et de la variable q sont représentées sur  la figure1.12. Pour les simulations on a choisi  

Mθ =20 °C et mθ =18°C et une condition initiale de 19°C. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

       On  
 4+−= xx&  
    Mx θ≤  
        q=1 

      Off  
    xx −=&  
    mx θ≥  
      q=2 

 Figure 1.8 : L’automate hybride du thermostat

Figure 1.9.a : L’évolution de  la température d’un local 
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Figure 1.9 : Comportement  de la boucle de régulation de température  
 
  
1.4.3 Le Convertisseur Boost : 
 

        Une classe particulièrement importante en terme d’applications est formée par les convertisseurs 
de puissance, couramment embarqués sur les ordinateurs, les moteurs électriques, les téléphones 
portables et plus généralement sur tous les dispositifs comportant une alimentation .Les convertisseurs 
DC-DC présentent par leurs nature un comportement hybride .L’aspect hybride est décrit par la 
présence des variables discrètes (états  des interrupteurs) et des variables continues ( courants et 
tensions ).On se contentera ici de présenter le comportement en boucle ouverte d’un  élévateur de 
tension  (Boost), le montage ci-dessous permet de fournir  une tension de sortie v0  supérieure à la 
tension d’entrée vs .  
 
  
 
      
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         
+ 
vs 
- 

          
        R            vo 
 

 
   il 
 
   L   

          
 
C         vc          

 S 

Figure 1.9.b : L’évolution de la variable discrète q 



Chapitre 1                                                                    Généralités sur les systèmes dynamiques hybrides 

 
14

 
Quand l’interrupteur est fermé, la diode est polarisée en inverse la charge est donc isolée de la source, 
on obtient les équations : 

 

)(1)(

)(1)(

tv
RCdt

tdv

tv
Ldt

tdi

c
c

s
l

−=

=
 

 
Quand l’interrupteur est ouvert, la  diode  conduit  la charge donc reçoit de l’énergie  de la source, on 
obtient ainsi les équations : 

 

)(11)(

)(1)(1)(

tv
RC

i
Cdt

tdv

tv
L

tv
Ldt

tdi

cl
c

sc
l

−=

+−=
 

 
Ces deux modes de fonctionnement représentent  respectivement les états discrets 1=Son et 2= Soff  de 
l’interrupteur. Un troisième mode 3=Snc peut être ajoutée pour obtenir un modèle hybride plus précis, 
c’est le mode de non conduction c'est-à-dire dans le cas où l’interrupteur est ouvert , avec  il positif  , la 
tension aux  bornes de la capacité augmente et le courant il  diminue ,et si le temps toff  est suffisant ,au 
moment où il  s’annule la capacité  tente à  se décharger  à travers la diode ce qui est impossible donc le 
courant est nulle . Dans ce cas, avec il=0, le montage se réduit à une seule maille qui  comporte R et C, 
ce circuit est décrit par les équations : 

)(1)(

0
)(

tv
RCdt

tdv
dt

tdi

c
c

l

−=

=
 

 
 Le modèle comporte ainsi trois états discrets, assortis de trois équations différentielles.  
 
Le modèle sous forme d’état est donné par : 
 
                                            )()()( tButAxtx +=&  
Les matrices A et B sont données dans le tableau suivant : 
 

   A      B 
Son   A2   B1 
Soff   A1   B1 
Snc   A2   B2 

 

Tels que :              ;
0

1
1,11

10
1

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

= LB

RCC

LA  

 

                              ;
0
0

2,10
00

2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= B
RC

A  
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La simulation a été faite sous Stateflow /Simulink , le diagramme (Flowchart) de boost est donné par  : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Tel que ton  est  le temps où l’interrupteur est fermé et Ts est la  période  de découpage.  
Le schéma global  de simulation du convertisseur est donné ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              
                        
 
 
Les simulations sont exécutées  pour les valeurs : Ts=5 e-4 sec, ton =1.2e-4 sec, vs=20 volt. 
                                                                                R=4 ohm , L=250e-6 H ,C=100e-6 F . 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.10 : Flowchart de Boost 

Figure1.11 : Schéma complet de simulation du convertisseur Boost 
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         En fin si on change la valeur de la  résistance  R=10 ohm le mode discontinue apparaît (c'est-à-
dire le mode de non conduction). 
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Figure1.12 : Résultats de simulation de convertisseur Boost en mode de 
fonctionnement continue 

Figure1.13 : Résultats de simulation de convertisseur Boost en mode de fonctionnement 
discontinu 
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Conclusion : 
  
 Ce chapitre nous a permis de mieux situer les SDH par rapport aux systèmes continus et aux  systèmes à  
événements discrets grâce notamment à une analyse des phénomènes hybrides. Une définition formelle a été 
donnée et différents moyens de représentation des SDH ont été présentés. Nous avons proposé également 
une classification des SDH. Ensuite les outils de simulation des   SDH  ont  été exposés  .Enfin des 
exemples pris dans des domaines variés ont illustrer les caractéristiques des SDH. 
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Introduction : 
         Ayant susciter l’intérêt de plusieurs chercheurs par leurs caractéristiques intrinsèques cette 
dernière décennie, les travaux sur les systèmes hybrides ont été nombreux, on a choisit de présenter 
dans ce chapitre les principaux d’entre eux dans trois domaines fondamentaux la stabilité, 
l’observation et la commande.   
         
1. La stabilité : 
         La théorie classique de la stabilité de Lyapunov a été la base de la stabilité des systèmes au siècle 
dernier, ou la déduction de la stabilité dépend de l’existence et /ou la construction d’une fonction 
continue dérivable de Lyapunov appropriée .Qui peut ne pas exister ou être difficile à construire quand 
elle existe .Pour les systèmes hybrides la démonstration de l’existence ou la construction d’une 
fonction de Lyapunov devient encore plus difficile 
 
Les deux exemples suivants donnent une idée des défis ou difficultés posés par les caractéristiques 
inattendus et intrinsèques des S.D.H.  
 
Exemple 1 : 
           On considère les dynamiques d’état autonomes suivantes : 

)()( txAtx p=&    Ou   2
21 ][ Rxxx T ∈=  et { }2,1∈p   et : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

=
1100

101
;

110
1001

21 AA  

 
, ou les deux matrices A1 et A2 dont les valeurs propres sont : 100012,1 j±−=λ , sont stables. On 
définit la séquence de commutation P comme suit : 

⎩
⎨
⎧

==

−==
=+

)(*)(1)(;2
)(*)/1()(2)(

2
1

)(
12

12
txktxettPif

txktxettP
iftP

                      

          Pour des valeurs initiales quelconques, cette fonction détermine les conditions de commutation 
de la dynamique du système entre A1 et A2 en se basant sur une mémoire de l’état précédent. Pour   
k=-0.2 et 0)0( ≠∀x  ;la trajectoire d’état diverge vers l’infini (figure 1.b) .Ce qui démontre que la 
commutation entre deux systèmes A.stables, dont les diagrammes de phase sont donnés dans la figure 
1.a  ne donne pas forcément un système stable. 
 

                         (a)                                                   (b)                                                     (c) 
                         
 Figure 2.1.a et 2.1.c: Diagramme de phase stable de A1 et A2 

Figure 2.1.b : Diagramme de phase  instable 

(2.1) 
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Cet exemple nous amène à poser deux questions fondamentales : 

1. Quelle classe de systèmes stables admet une trajectoire d’état stable pour toutes les séquences 
de commutation ? 

2. Quelles sont les séquences de commutation qui induisent toujours des trajectoires d’états 
stables ? 

         Un autre phénomène encore plus complexe, dual à celui présenté dans l’exemple2 est la 
commutation entre deux systèmes instables afin de produire une trajectoire finale stable. 
 
Exemple 2: [32], [33]  
        Considérons les deux dynamiques autonomes : 

)()( )( txAtx tp=&    ou { }2,1)( ∈tp  et : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

5.02
25.1

;
00

100
21 AA                 

Et la séquence de commutation : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

−==
=

−

−

)(5.0)(1)(;2

)(25.0)(2)(;1
)(

12

12

txtxettpsi

txtxettpsi
tp                    

Comme on peut le voir sur la figure 2.a , les deux systèmes sont instables tel que les valeurs propres de 
A1 sont nulles et celles de A2 35.0 j±  . 
 

  
                        (a)                                                 (b)                                               (c)  
 
 
 
 
 
Les deux trajectoires de phase instables peuvent être rassemblées pour produire une trajectoire de 
phase stable représentée à la figure 1.b. Une étude détaillée est consacrée à ce type de système plus 
loin dans ce chapitre. 
 
 
 1.1. Résultats généraux sur la stabilité des S.D.H. : 
        
           La nature intrinsèque discontinue des S.D.H. a amené les chercheurs à penser à assembler les 
fonctions de Lyapunov Like des sous systèmes constituant le S.D.H afin d’aboutir à une fonction de 
Lyapunov  non orthodoxe continue, quadratique par morceaux satisfaisant les conditions de stabilité 
[34] ;[35] ; [36], [37], [37], [38]. 

Figure 2.2.a et 2.2.c : Diagramme de phase instable de A1 et A2 
Figure 2.2.b : Diagramme de phase stable 

(2.2.a) 

(2.2.b) 
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Dans la plupart des travaux sur la stabilité des S.D.H n’a été considéré que le cas ou le système est à 
commutation de modèle sous la forme : 

 
)(xfx i=&  

, en ajoutant les deux conditions suivantes [39] : 
1. Chaque fi est continue selon Liptchiz. 
2. la séquence de commutation est choisie tel qu’il y ait un nombre fini de commutations en un 

temps fini. 
 
Théorème 2 : (MLF)  [40], [41] : 
           Soit le système non linéaire à M commutations (2.3) .On suppose qu’à chaque champ de 
vecteur if  est associée une fonction de Lyapunov Like )(xVi dans le domaine iΩ ; dont le point 

d’équilibre est 0=x et on suppose que  U
i

n
i R=Ω  .Soit P(t) une séquence de commutation 

donnée tel que : P(t) peut prendre la valeur i seulement si itx Ω∈)(  et : 
))(())(( 1,, −≤ kiikii txVtxV  

Alors le système (2.3) est Lyapunov stable. 
 

 

 
 
        
 
           La figure 2.3 décrit explicitement le sens de l’expression (2.4), et un résultat plus général 
exposé par Ye et al.([42],[43],[44]).Les résultats généraux présentés ci dessus fournissent des 
conditions suffisantes pour la stabilité des systèmes hybrides ;qui conduisent souvent à des règles de 
conception efficaces . 
 
1.2. Stabilité et stabilisation des systèmes hybride linéaires à commutation de modèle : 
         Cette partie étudie quelques résultats importants appliqués au M-switched system .c à d qui 
vérifient : 

))(),(()(

)()( )(

tptxtp

txAtx tp

ϕ=

=

+

&
 

tel que : { }.,,.........2,1)( Mtp ∈ . Pour cette classe spécifique de systèmes hybrides il existe des 
résultats plus efficaces que ceux décrit précédemment permis par Des choix particuliers de la fonction 
de commutation (2.5.b). 
 

t5 t4 t3 t2 t t6 t1 0 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5.a) 

(2.5.b) 

Figure 2.3 : Diagramme d’Energie d’un   
               système hybride 
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a) Commutation entre des matrices Ai stables : 
            Supposons que les .,....,1; MiAi = soient stables ç à d que toutes leurs valeurs propres sont 
dans la parties gauche du plan complexe.  
Si tous les iA   ont la même fonction de Lyapunov  PxxxV T=)(   tel que : 

0,)( >−= QQxxxV T&  
            Alors le système est exponentiellement stable pour n’importe qu’elle séquence de 
commutation.  Les conditions ci-dessus sur )(xV  sont équivalentes à QPAPA i

T
i −≤+  pour tout i. 

Se référer à [47],[48] pour plus de détails.  
 
b) Commutation entre des matrices Ai quelconques : 
        Si au moins une  matrice { }Mi AAAA ,.......,1=∈  possède des valeurs propres dans la partie 
droite du plan complexe, alors il existe une séquence de commutation )(tp  capable de déstabiliser le 
système (2.3). C’est pourquoi l’existence et la construction d’une séquence de commutation 
stabilisante deviennent extrêmement importantes . 
          Quand, M=2, c à d, { }21 , AAA = , alors les corollaires de [32],[49] et [50] donnent : 
Théorème 4:  
Il existe une séquence de commutation )(tp  assurant la stabilité quadratique du système s’il existe 

]1,0[∈α  tel que : 

21 )1( AAAeq αα −+= , 
soit une matrice stable, ç à d que ses valeurs propres soient strictement dans la parie gauche du plan 
complexe. 
 
         Les conditions pour trouver eqA   sont données dans [46], [51],[52] satisfaisant : 
Théorème 6 : 
         Soit { }MAAA ,.....1= .Une condition suffisante pour l’existence d’une séquence de 
commutation )(tp  produisant un état x(t) stable vérifiant l’équation du système (2.3) est l’existence 
d’une combinaison convexe stable des matrices iA  c à d qu’il existe 0>iα ,∑ =i i 1α : 

∑
=

=
=

Mi

i
iieq AA

1
α                    

Soit une matrice stable. 
          La question des conditions de structuration générales des matrices Ai garantissant la stabilité 
reste toujours posé. Des travaux effectués dans ce sens peuvent être trouvés dans [38] et [43]-[45]. Le 
résultats le plus important est l’existence d’une solution aux équations de Lyapunov tel qu’il est 
démontré dans [53]. 
  
2.1.3. Les conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle linéaire : 
   
         Le principal défi dans les applications pratiques des systèmes hybrides est de trouver une 
fonction de Lyapunov vérifiant les conditions de stabilité. Malheureusement, il n’existe pas de 
méthodes systématiques .Toute fois pour les systèmes linéaires à commutation de modèle tel que ceux 
étudié dans la partie précédente, il existe un « LMI problem formulation» pour la construction d’un 
ensemble de fonction  de Lyapunov like quadratique [54],[56] ,[57].  
 
 

(2.6) 

(2.7) 
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L’existence d’une solution pour le « LMI problem » est une condition suffisante à la stabilité d’un 
système hybride. Le grand avantage de cette approche est que « LMI problem » possède des  solutions 
numériques efficaces et sures obtenues par des techniques standard [56] ,[57]. 
         Dans le cas ou on désire garantir la stabilité de  toutes les séquences de commutations pour des 
matrices Ai  asymptotiquement stable, alors le « LMI problem » est de trouver la matrice P tel 
que : 0>= TPP  et ,0<+ PAPA i

T
i ([55],[58]) 

En suivant les étapes décrites dans [ ref]la stabilité exponentielle des systèmes hybrides avec des 
champs de vecteur linéaire peut être vérifié par le « LMI problem » suivant : 
 
LMI problem : 
        Soit I  la matrice identité .S’il existe une solution à βmin tel que : 

1. { }kqqqq ,....,1,0,0,0,0 ∈≥≥≥> ζυµα . 

2. υβµα −≤≤+ IPQI qqq  

3. 1),(, DiqIQAPPA qqiqq
T
i ∈−≤++ ζ  

4. 2,, ),(, DrqPQP qrqrqr ∈≤+ η  
, ou k représente le nombre de fonction de Lyapunov like locale utilisées Alors : 
 
         Le point d’équilibre zéro est exponentiellement stable dans le sens de Lyapunov. 
 
L’inégalité gauche de la deuxième condition, exige la définitude et la positivité des fonctions de 
Lyapunov like. L’inégalité droite est introduite afin de trouver une borne supérieure des fonctions de 
Lyapunov like et de déterminer ainsi une borne supérieure à la vitesse de convergence. S’il on désire 
effectuer une étude sur la stabilité uniquement cette inégalité peut être négligée.  
La troisième condition représente la contrainte de décroissance de l’énergie  sur toutes les régions qΩ . 

Où D1 est l’ensemble des pairs caractérisants les champs de vecteur admissible dans qΩ .La 
décroissance de l’énergie doit être inférieur à la valeur négative de la matrice identité afin de conclure 
à la stabilité exponentielle .On a une stabilité simple si le terme de droite s’annule. Quand à la 
quatrième condition ,elle représente la contrainte d’une énergie décroissante lors du passage vers une 
nouvelle région ,ou D2 représente l’ensemble des régions adjacentes vers lesquelles x(t) peut transiter 
de rq vers ΩΩ . 
 
         La stabilité exponentielle est vérifiée s’il existe une solution au LMI problem ci-dessus .les 
variables qqq Pmatriceslesetet ζµα ,, sont des inconnues ,contrairement aux différentes 
matrices Q ,correspondants aux différentes régions générées par l’utilisateur,ou les conditions doivent 
être vérifiés. 
 
Exemple 3 : 
 
       La méthode LMI est illustrée pour le système de l’exemple 3.Afin de démonter la stabilité 
exponentielle, l’espace d’état doit être partitionné en deux régions différentes :  

 La première région représente les états ou le premier champ de vecteur est actif c à d V1 
correspond à A1. 

 La seconde région représente les états ou le second champ de vecteurs est actif, c à d V2 
correspond à A2. 
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Les deux formes quadratiques 00 21 ≥≥ xQxetxQx TT restreignant les deux fonctions de 
Lyapunov like à leurs région correspondantes sont données par : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
=

225.0
25.025.0

,
225.0

25.025.0
21 QQ  

 obtenues en utilisant les hyperplans adéquats. 
 
Les trajectoires traversent les frontières des régions dans le sens horaire, impliquant la condition de 
stabilité : 12 PP ≤  sur le plan 12 5.0 xx = et 21 PP ≤ sur le plan 12 25.0 xx −= .Qui est formulé 
dans la troisième condition du LMI problem en formulant ces plans sous formes de formes 
quadratiques et en utilisant la S-Procdure. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

8833.68292.3
8292.33792.4

,
1167.414500.0
4500.01000.0

21 PP  

Avec 1167.41=β .Alors le système est globalement exponentiellement stable.  
Exemple 5 : 
La simplification optimale de la dynamique longitudinale d’un avion peut s’écrire sous la forme : 

.
1.0
1

11
101

),,( )(tpu
q

puxfx
q

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
===⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
αα

&
&

&
            

 
Où limαα ≤  est la contrainte sur l’angle d’attaque ,et q la pente de la vitesse .L’équation de la sortie 
est sous la forme : 

)(30
0

3000
10

tp
z

u
q

n ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α

α
 

Où { }2,1)( ∈tp , nz est l’accélération normale et la variable de commande up(t) est l’angle d’élévation 
mesuré verticalement à partir de l’horizontale à l’avion. 
 
On a pour ce système un double objectif de commande : 

 Suivre la référence pilote de la normale d’accélération. 
 Maintenir la condition de sécurité limαα ≤ . 

 
          Afin de vérifier ces deux objectifs de commande simultanément on se propose la loi du « max 
control » : 

)(maxarg))(),(),(()( i
i

utptutxtp ==+ ϕ  

Où                 
)(22

lim11
trkGxu

kFxu
+−=
+−= α

 

Ici , u1 est la sortie d’un régulateur destiné à stabiliser l’avion autours de limα  .Et u2 est un régulateur 
destiné à assurer la poursuite de r(t) par nz . 
 
           D’une manière générale la loi de la « commande maximale » fonctionne tel qu’il y ait poursuite 
de la fréquence grâce à l’élévateur sauf quand il y a dépassement de l’angle d’attaque. Donc la loi de 
commande est : 

)).(,max( 2lim1 trkGxkFxu +−+−= α  
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Etudions la stabilité de la boucle fermée pour 0)( ≡tr . [53], [61], l’équation du système en boucle 
fermée devient : 

).0,)max(()(
),max(

lim1

lim1
α

α
kxFGBxBGAx

GxkFxBAxx
+−+−=

−+−+=
&

&
 

L’étude qui va suivre, suppose que les matrices F et G vérifient : (A-BF) et (A-BG) stables, ce qui 
est réalisable car la contrôlabilité de (A,B) équivaut à une stabilisation des valeurs propres de A par un 
retour d’état.  
En définissant lim1αγ k= , et en effectuant un changement de variables, on obtient la forme 
canonique suivante [53],[61] : 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)0,max( 24132211

2

2

1
γαααα zzzz

z
z
z
&

&
 

 
où 423121 ,,, αααααα −− et sont supérieures à zéro. De plus on suppose que 0≤γ , afin que 
le seul point d’équilibre du système soit l’origine.  
 
La stabilité asymptotique globale est vérifiée si une fonction de Lyapunov appropriée V(z) vérifie les 
conditions données dans [62]. 
 
Jusqu’ici, on a prouvé la stabilité des systèmes en utilisant des fonctions de Lyapunov quadratique. 
Posons maintenant la fonction : 

                              

∫

∫

+≡

+−+=

x

z

dcxV

dzV

0

2
3

0
31

2
13

)(
2
1

)]0,max([
2
1 1

ξξα

ξγξαξαα

&

&

 

Comme une fonction de Lyapunov candidate pour le système (2.5), étant donné que V est définie 
positive car 0)0( =c  puisque 0≤γ , et 0)( 11 >zcz pour 01 ≠z . Car : 

0
0

,0

,0

)0,max()(

13

13

1
2
13

2
11

2
11

11
2

11

>+
≤+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

>
=

+−=

γα
γα

γαα

α

γα

z
z

zzz

z

fzzxzcz

 

, d’où pour le premier cas la condition est vérifiée pour 01 >α ,et pour le second cas on étudie les 
deux cas 00 11 <> zetz  séparément qui vérifient eux aussi la condition de positivité.  
Afin de vérifier que 0≤V& ,considérons : 

).0,max()0,max(

)0,max(])0,max([
)(

13114131
2
12

113111141312111

1111

γαγααα

γααγαααα

+−+++−=

+−++++−−=
+=

zzzzzz

zzzzzzzzz
zzczzV

&&&&

&&&&&

&&&&&

 

Cette dernière inégalité requiert l’étude de 4 cas : 
1. si .000 2

12131413 ≤−=≤+≤++ zValorszetzz &&& αγαγαα  
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2. si .0)(00 2
142131413 ≤−−=>+>++ zValorszetzz &&& ααγαγαα  

 
 
 

3. )(00 131
2
12131413 γααγαγαα +−−=>+≤++ zzzValorszetzz &&&& est 

inférieur ou égale à zéro si 01 ≥z& et strictement inférieur à zéro si 01 <z& du moment que 
0)( 42 >− αα  

4. )(00 14131
2
12131413 γαααγαγαα +++−=≤+>++ zzzzValorszetzz &&&&& est 

inférieur ou égale à zéro si 01 ≤z& et strictement inférieur à zéro si 01 >z& . 
 
 2. Observateurs pour les systèmes dynamiques hybrides : 
 
 Le problème de synthèse des observateurs pour les SDH  est un sujet qui a commencé très 
tardivement a attiré l'attention des chercheurs. En effet, la littérature n'est pas très riche sur ce sujet. 
D'autre part, dans les domaines discrets et continus classiques, la problème de synthèse d'observateur a 
été largement traitée .Beaucoup de problèmes de base ont été résolus en utilisant différentes approches. 
La question qui reste souvent posée est comment combiner des techniques déjà établies pour les 
systèmes discrets et continus pour développer un schéma d'observateur pour les systèmes hybrides ?  
    
 On s’est restreint dans ce paragraphe à la synthèse des observateurs  pour les systèmes à 
commutations (SAC) qui sont une classe particulière des SDH, ils ont ouvert des perspectives 
intéressantes de travaux dans le domaine de la théorie des systèmes de commande .En effet, une large 
classe de systèmes dynamiques est modélisé par une famille de sous systèmes continus et une règle 
logique qui gère  les commutations entre ces sous systèmes. Plus précisément les SAC consistent en 
plusieurs sous systèmes qui commutent entre eux selon une loi logique ou d’appartenance; ils peuvent  
être largement rencontrés en industrie, convertisseurs de puissance, systèmes de contrôle de processus, 
système de contrôle de température, etc... Pour ces systèmes, il semble raisonnable de concevoir un 
observateur commuté en synthétisant un ensemble d’observateurs pour chaque mode du SAC .Si le 
mode actif du SAC est connu, il doit activer seulement le mode correspondant de l’observateur, 
cependant, il n'y a aucune garantie que l'erreur d'observation converge en utilisant cette approche, 
même si l'erreur d'observation converge pour chaque mode pris séparément. 
   
2.1 Position du Problème : 
 
 Considérons un SDH ayant pour entrée u, sortie y, de composante discrète q et de composante 
continue x. Soit { }Nqq ,.....,1  les ensembles discrets ou location et soit l'évolution de l'état continu x, 
donnée à travers son équation dynamique dont les paramètres dépendent de  l'état discret courant q. La 
dynamiques du systèmes à commutation peut être donnée par : 
 

                                               { }Nq qqquxfx ,......,),( 1

.
∈=           

 
 L'objectif de l'observateur hybride est de fournir une estimation de l'état hybride (q,x) à partir 
de la connaissance de l'évolution de l'entrée u du SDH et de la sortie y. L'observateur considéré est un 
système hybride avec le même nombre d'états discrets que le système original. Dans chaque location, 
l’observateur continu doit être synthétisé en utilisant des techniques classiques des observateurs.  
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La structure de l'observateur hybride illustrée dans la figure 3.1 est composée de deux blocs: 
 

• un observateur d'endroit (temps discret), qui fournit l'estimée iq̂  de la location discrète iq  du 
système hybride. 

• un observateur continu qui fournit l'estimée x̂  de l'état continue x du SDH. 
 

 
La tâche de l'observateur de localisation est de sélectionner la dynamique continue du système 

dans un ensemble de dynamiques connues. Pour synthétiser un algorithme hybride qui mène à ce 
résultat, il est nécessaire d'exploiter aussi bien des techniques discrètes que continues.  
 
 Le rôle de l'observateur de localisation est d'identifier la dynamique discrète du SDH, en 
détectant un défaut lorsque le système commute d'un endroit à un autre. Cette tâche peut être suivie 
d'une logique d'identification pour indiquer l'endroit discret. L'observateur continu à pour rôle 
d'estimer l'état continu de la dynamique concernée. En fait, à chaque localisation discrète du système 
hybride correspond une dynamique continue. 
       
 
                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.2. L’interaction entre l'observateur continu et discret : 
 
 Nous notons que, en raison du couplage entre l'observateur de l’état discret et l'observateur 
continu, nous obtenons habituellement l'information discrète seulement après un certain retard en ce 
qui concerne les instants de commutations [63]. Cependant, nous pouvons réduire ce retard en 
employant une réinitialisation de l'observateur à chaque signal de commutation par un procédé 
spécifique. Différentes situations peuvent être considérées. En effet, le couplage entre  l'observateur 
discret et l'observateur continu peut être considéré de deux manières : 
 
• Il est nécessaire de connaître l'état discret q  pour considérer l'état continu x̂ . 
• L'état discret q n'a pas besoin de connaître les estimations des états continus x. 

u

iq
^

 

^
x  

  Observateur d’état  
           discret  

   
Observateur d’état 
         continu  

y 
  
Système dynamique 
        Hybride  
         (x,qi)  

Figure 2.4 :    Structure d’un observateur hybride 

Observateur Hybride  
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 Dans notre cas, le système original est donné sous forme canonique de Fliess, par conséquent, 
nous sommes dans la deuxième situation. En fait, quand un changement de situation (commutation) se 
produit, la dynamique continue soudainement change et peut être suivie d'un saut des conditions 
initiaux de l'observateur (et/ou du système lui même dans d'autres cas). L'identification de ce saut est 
une des tâches de l'observateur hybride. Dans notre cas, nous ne considérons pas le problème avec saut 
des conditions initiales quand les commutations se produisent. Malgré cela, le problème de la 
réinitialisation reste ouvert . 
 
 

En effet, quand la commutation des dynamiques continus se produisent soudainement, même si 
l'observateur suit le système parfaitement, à l'instant du saut ou de la commutation soudaine et en 
raison de sa dynamique, l'observateur continue dans sa direction avant de réaliser le changement de la 
direction du vrai système. Il essaye alors, aussi rapidement que possible, de dépister encore la vraie 
trajectoire. 
 
2.3. Observateur par modes glissants : 

 
 Un observateur par modes glissants est un observateur dont le terme correcteur est une fonction 
discontinue. Une des approches utilisées repose sur la théorie des systèmes à structure variable 
conduisant à la synthèse d’observateurs appelés observateurs par modes glissants. 
       
2.3.1 Observateur par mode glissant d’ordre 1 : 
 
 L’idée de l’observateur étape par étape par modes glissants consiste à utiliser le concept du 
vecteur équivalent ([64] et [65]) de manière itérative. 
 Considérons le système autonome et non linéaire suivant mis sous forme canonique d’observabilité de 
Fliess: 

 
 
                      
Où  y = x1.et comme le système considéré  est donné sous forme canonique d’observabilité, chaque 
sous système est observable et si on connaît  lequel  des sous systèmes est  actif, on peut alors conclure 
sur l’observabilité globale, cette  classe de systèmes  est supposée à état borné en temps fini sans saut 
et exclut les systèmes Zénon . 
  
REMARQUE 1 : L’hypothèse de la forme canonique du système est quelque peu restrictive. En effet 
le difféomrophisme associé au système i = 1 n’est généralement pas le même que celui associé au 
système i = 2. Ainsi, à chaque commutation, l’état du système mis sous forme canonique 
d’observabilité de Fliess [64] subit un saut même s’il n’y a pas de saut dans l’état du système 
d’origine. Néanmoins, pour la majorité des systèmes Lagrangien, cette hypothèse est respectée. 
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À partir des travaux dans [65], [66] l’observateur à modes glissants suivant a été proposé: 
 
 
 
 
       
 
 
 
 
 
 

 
Il a été montré que l’erreur d’observation disparaît en temps fini et que les variétés de  glissement sont 
atteintes une à une. Ainsi, une  dynamique de dimension 1 est obtenue. Plus précisément Ei = 0 s’il 
existe { }1,1 −∈ ij  tel que 0ˆ~ ≠− jj xx  ( par définition 11

~ xx = ), sinon Ei = 1 [67].  
 
Dans (2.9) le terme sign eq correspond à l’information d’injection équivalente (par analogie avec le 
concept bien connu du vecteur équivalent; en d’autre terme la valeur de commande nécessaire pour 
maintenir un glissement idéal). 
 
REMARQUE 2: L’hypothèse de bornitude de l’état doit concerner tout le système. En effet, les sous 
systèmes peuvent être parfaitement stable alors que le système global est instable à cause des 
phénomènes de commutations. 
   
Exemple   : Soit le système triangulaire suivant: 
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La fonction de commutation :    123 )(
100

7)( xxxx −+−=σ  avec y = 1x   

L’observateur associé (2.9) prend la forme suivante : 
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Avec :  )ˆ~(ˆ~)ˆ(ˆ~

222233111122 xxsignExxetxxsignExx −+=−+= λλ .          
   
   Nous allons maintenant appliquer à ce système l’observateur basé sur la technique des modes 
glissants : modes  glissants classique (MG). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.6 : Les fonctions de commutations 

Figure 2.5 : L’application  de l’observateur MG sur l’exemple 
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La figure 2.5 illustre la convergence  en temps fini de l’état du système et les indicateurs de 
commutations S, et So. ( S calculé sur la base de x1, x2, et x3 et So calculé sur la base des  états 
observés x1,  2

~x  et 3
~x ). De plus, quand )~(xσ  est proche de -1 autour de t = 4s, il  y a le phénomène de 

broutement et par conséquent les décisions sont intempestives .La figure 2.6 montre les fonctions de 
commutations )(xσ  et )~(xσ  . 
 
3. Commande optimale des systèmes hybrides :  
 
 Contrairement au cas des systèmes continus ou des systèmes à événements discrets pour 
lesquels la notion de commande et les problèmes de synthèse associés sont bien identifiés et 
clairement définis, la commande des systèmes hybrides est une notion beaucoup plus large et le 
domaine de recherche correspondant n'en est qu'à ses débuts. En effet, le fait que ces systèmes font 
intervenir deux types de dynamiques, une dynamique continue et une autre discrète, favorise la 
diversité des formulations du problème de commande hybride rencontrées dans la littérature. Dans 
cette partie on s’est restreint au problème de commande optimale  
 
3.1. Formulation du problème de commande optimale : 
     
 Posons [t0 = a, t1, ..., ti, ..., tm = b] et [q0, q1, ..., qi, ..., qm](b peut être infini ainsi que m dans ce 
cas) les suites respectivement des instants de commutation et des modes associés à la commande       
(u, d)(.) tel que u représente la commande continue et d la commande discrète sur l’intervalle [a, b].       
On peut alors définir un critère hybride par : 
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Une commande optimale (u, d)(.) est alors une commande qui minimise J sur l’intervalle [a, b]. 
 
 La formulation du critère que nous venons de donner n’est pas la plus générale mais l’est 
suffisamment pour pouvoir illustrer les difficultés liées à la résolution d’un problème de commande 
optimale hybride. Nous aurions pu entre autre ajouter au critère des coûts associés aux transitions 
d’état discret et des coûts initial et terminal. 
 
Les apports pratiques actuels se limitent pour l’essentiel aux  systèmes  commutés. 
 
3.2. La commande optimale sans contraintes des systèmes commutés : 
 
          La résolution d’un problème de commande optimale dans le cadre d’un système commuté sans 
contrainte spatiale ou temporelle, revient à déterminer à la fois une suite optimale comportant les 
instants de commutation et les modes empruntés et une commande optimale continue associée au 
mode actif. Ce problème bien que restreint peut être qualifié de difficile. 
 
           
 

(2.10.a) 

(2.10.b) 
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 Pour cette problématique, une approche a  également  été développé dans ([68], [69], [70]) à 
l’aide du PM. Nous y faisons l’observation suivante : la dynamique d’un système commuté sans 
contrainte spatiale ou temporelle peut être décrite  par un système continu unique : 
                             

                             n
Q

q
qq ttutxfttx ℜ∈= ∑

=1
)),(),(()()( α&                                                               (2.11)  

 
 

Avec  { }1,0)( ∈tqα    et   tt
Q

q
q ∀=∑

=
,1)(

1
α .En effet, dans cette situation comme la fonction de 

transition discrète se réduit  à  q(t+) ≡  d(t) avec un ensemble de commandes discrètes  égal  à 

−−
= QD on peut parfaitement se ramener  à  la forme (2.11). A chaque instant, le sous-système  actif est 

donc sélectionné via la commande  qα   .      
L’application du PM montre alors que la stratégie de commutation doit satisfaire la condition : 
   
A chaque instant t, le quadruplet ))(,,,( ***

0
* tqxpp  vérifie la condition de maximum :                 

        

               ),,,,(supmax),,,,( **
0

****
0

*
*

*

* tuxppHtuxppH
q

UuQqq
q

∈∈
−

=                                              (2.12) 

 
Cette relation signifie que le sous système actif à chaque instant est celui qui possède le plus grand 
Hamiltonien.     

La recherche des instants de commutation est alors déterminée par l’étude des différences  
))(,,,( ***

0
* tqxppH q - ))(,,,( ***

0
* tqxppH q′  pour la donnée de l’état  ( ** ,qx ) et de la commande 

optimale u* à un instant t. 
On retrouve alors pleinement les difficultés liées à la  résolution  des problèmes optimaux 

discrets et continus mais ces difficultés sont décuplées par l’imbrication des deux problèmes. Une 
approche intéressante consiste à discrétiser le problème des le départ en utilisant la technique de 
commande prédictive à base de modèle. 

 
3.3. Commande optimale avec contrainte : 
     
          Les premiers résultats théoriques et pratiques liés à la commande prédictive ont été obtenus à la 
fin des années 1970, notamment par les travaux effectués par Richalet et Al .Dans les années 1980, 
plusieurs méthodes basées sur les mêmes concepts prédictifs ont été développées. Parmi celles-ci, 
citons la Commande Prédictive Généralisée (GPC), développée par David Clarke et son équipe.Ces 
types de commandes sont aujourd’hui groupés sous la dénomination model predictive 
control«MPC » . Dans cette partie, on va introduire brièvement la commande prédictive à base de 
model (MPC) pour les systèmes hybrides linéaires à temps discrets en  donnant  les principaux traits 
de cette technique :  
 

 L’entrée de commande courante, pour la MPC est obtenue en résolvant, à chaque instant 
d’échantillonnage un problème de commande optimale avec contraintes, en se basant sur 
les prédictions fournies par un modèle interne du processus commandé.   
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 Cette procédure d’optimisation donne une séquence de commande optimale qui minimise 
une fonction coût donnée ou un critère donné. 

   
 la MPC combine une commande optimale avec contraintes en boucle ouverte et la 

technique de receding horizon pour avoir un retour. 
 

 Les principaux avantages de la technique MPC,  incluant sa capacité à gérer 
systématiquement les contraintes physiques sur les variables à manipuler, états et sorties, 
ainsi que l’adressage facile de systèmes à plusieurs entrées, plusieurs sorties, ont permis un 
succès immédiat et une utilisation répandue de la méthode dans le domaine industrielle ces 
deux dernières décennies. 

 
  L’un des points les plus importants est que la MPC peut être directement applicable pour 

les systèmes hybrides sous le formalisme MLD, en prenant ces derniers comme modèle de 
prédiction [71, 72]. 

 
Dans les deux sections suivantes, on va donner une idée générale sur la détermination classique 

en temps réel de l’entrée de commande  et une nouvelle approche de détermination off-line de loi de 
commande du retour d’état, et cela sans rentrer dans les détails. 
 
3.4. Détermination en temps réel de l’entrée de commande : 
            
Considérons le critère ou la fonction coût suivante :  
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, qui contraint par l’effet des matrices Qi  l’évolution prédictive des états, des entrées de commande et 
des sorties respectivement sur le domaine de prédiction N, en utilisant une norme linéaire (norme 1 ou 
norme ∞). On suppose que Q1,Q2 et Q3 sont des matrices lignes colonnes pleines. 
 
           Le modèle MLD est réinitialisé à chaque pas dans le domaine de prédiction,ce qui permet de 
construire un vecteur d’optimisation qui contient les séquences des états, entrées, sorties et des 
variables binaires et réelles auxiliaires, d’où il contient la séquence des entrées de commande 

TTT NkukukU ]))1((,...,))([()( −+= [73]. 
 
         Le but étant de trouver la commande adéquate minimisant le critère revient à la résolution d’un  
problème de commande optimale avec contrainte en temps fini (CFTOC) : 

 

.1,...,mod

))(),((minarg)(
)(

*

−+=

=

NkkletelMLDsous

kUkxJkU
kU                             

   
        
 
 

(2.12) 

(2.13) 
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 L’entrée de commande à l’instant k est obtenue en résolvant le CFTOC (2.13), c'est-à-dire en 
minimisant le critère (2.12) sous la contrainte imposé par le modèle MLD  et les inégalités linéaires 
mixtes réelles, de plus à la présence d’autres contraintes inégalités sur les variables binaires. Ce qui 
aboutit à la séquence de commande optimale TTT NkukukU ]))1((,...,))([()( *** −+= .  
Etant donné qu’on utilise des normes linéaires sur tout le critère alors la résolution du CFTOC revient 
à une résolution d’un programme mixte linéaire entier (MILP), pour lequel des résultats efficaces ont 
déjà été prouvés. 
 
3.5. Détermination off  line de loi de commande du retour d’état : 
 

En général, le temps nécessaire à la résolution d’un problème de commande optimale en temps 
réel est supérieur à l’intervalle d’échantillonnage, et le régulateur obtenu non utilisable directement, 
afin de dépasser ces obstacles, la détermination de loi de commande du retour d’état en « off line » 
pour tout l’espace d’état est possible en utilisant les outils de programmation multi paramétrique, ou le 
vecteur d’état est traité comme un paramètre. La loi de commande résultante est une fonction PWA 
définie par un ensemble de polyèdres répartit sur tout l’espace d’état. Ce type de procédure basée sur 
une modélisation PWA du système commandé a été récemment introduit pour les systèmes hybrides. 
 
Pour plus de détails sur la programmation multi paramétrique se référer à [74] et annexe E.   
 
Comme il a été proposé dans [75,76], une approche de résolution est la construction de la loi de 
commande du retour d’état, en combinant mp-LP avec DP (voir Annexe E), Pour cette procédure, le 
CFTOC doit être reformulé en remplaçant le modèle MLD par son équivalent PWA, ce qui nous 
donne : 
 

.1,...,)9.2(mod

))(),((minarg)(
)(

*

−+=

=

NkkletelPWAsous

kUkxJkU
kU                 

 
  Une comparaison des deux approches peut être trouvée dans [77] 
 
 3.6. Receding Horizon Control : 
 
          Le problème CFTOC présenté précédemment donne à l’instant k une séquence d’entrée de 
commande optimale )(* kU  en boucle ouverte. Afin d’établir un retour, uniquement la première valeur 

de la séquence  )(* ku  est utilisée. A l’intervalle d’échantillonnage suivant, k passe à k+1, un nouveau 
vecteur d’état est obtenu par la mesure ou l’estimation, et le problème de CFTOC est résolu une 
nouvelle fois sur  l’intervalle décalé. Cette technique connue par Receding Horizon Control, est 
devenue une technique standard dans les récents problèmes de commande. Pour plus de détail se 
référer à [78].     
 
Conclusion :  
  
        Dans ce chapitre on a effectuée une étude générale sur les systèmes hybrides comprenant la 
stabilité, les observateurs et la commande en présentant les principaux résultats obtenus dans chaque 
domaine, sans entrer dans les détails. Il nous a permis d’avoir une idée sur les difficultés posées par les 
systèmes hybrides et les différentes approches utilisées pour les dépassées tout au long de cette étude.   
     

(2.14) 
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Introduction : 
 
 Le système considéré dans cette partie est un banc d’essai incluant deux 
réservoirs, ce banc d’essai représenté Figure 3.1 est en fait un banc d’essais standard pour 
des problèmes de commande et de détection de pannes de systèmes hybrides. Le système 
a été développé au sein du programme de recherche "Control of Complex Systems" 
(COSY). 
 
3.1. Le système étudié :  
 
 Le système hydraulique représenté ci-après  se compose de deux réservoirs 1 et 2 
.Le premier réservoir est alimenté par une pompe de débit  Q1. Cette pompe est 
manœuvrée de manière continue de 0 jusqu’à 1. Deux vannes V1, V2 commandent les 
débits entre les réservoirs. La première vanne 1 est  toujours  entièrement ouverte, le 
liquide traverse cette vanne si h1>hv. La vanne 2  peut être aussi entièrement ouverte 
(V2=1), ou entièrement fermé (V2=0).En outre, il y a une fuite permanente du réservoir 2. 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le système a deux entrées de commande :  

 Le débit  Q1 qui peut changer continuellement.  
  La position de la vanne 2 qui peut être entièrement ouverte (V2=1), ou entièrement 
fermée (V2=0).Elle ne permet aucune autre position (vanne TOR).  

 
 Le système est soumis à des contraintes sur le débit Q1 et les  niveaux  de liquides 
dans les deux réservoirs. Le système de deux-réservoirs montre des caractéristiques 
claires des systèmes hybrides. D’abord, la dynamique change selon des conditions de 
fonctionnement courantes (par exemple il y a un écoulement direct de réservoir 1 au 
réservoir 2 à travers la vanne 1 si le niveau dans le premier réservoir est au-dessus de 
certain niveau), et deuxièmement, quelques entrées de système sont  commutées entre 
deux états marche-arrêt, tel que la vanne 2.  

Figure 3.1 : Système de deux réservoirs d’eau 
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3.2. Modélisation : 
 
 Pour élaborer le modèle hybride  de ce système, on doit étudier toutes les  
combinaisons possibles de la vanne 2 et le niveau d’eau dans le premier réservoir.  
L'équation différentielle décrivant l'évolution du volume dans un réservoir est donné par : 
                              
                       ∑ ∑−== outin QQhSV &&  
 
∑ inQ   : somme des débits rentrants 

∑ outQ : somme des débits sortants 
 
S   : la section de  réservoir  (dans ce cas les deux réservoirs ont la même section). 
Sous certaines hypothèses (écoulement laminaire, non compressibilité du liquide, …) les 
équations permettent de décrire le comportement dynamique du système (évolution des 
variables continues) Le débit Q12 circulant dans un conduit situé entre les deux réservoirs 
1 et 2 (au travers d'une vanne ouverte) est donné par la loi de Toricelli [72]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        212)(12 2121 QhhghhsignAQ −=−−=  
 
Avec    A :est la section de la conduite 
             g : la constante de gravité : g = 9.81 m/s2 
             h1 et h2 : hauteur d'eau dans les réservoirs 1 et 2 
La loi de Toricelli [72] reste valable dans la configuration suivante : 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

h1 h2 
Q12 

1 2 

h1 

Q0 
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Dans ce cas on prend h2=0.Ce qui donne :  
    
    10 2 hgAQ =  
 
En utilisant les résultats précédents, le modèle de notre système est donné par : 
 
Cas 1 : 121 =≥ Vethvh  
La conservation de la masse dans les réservoirs fournit les équations différentielles : 
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Cas 2 : 121 =< Vethvh  
Dans ce cas le modèle  est le suivant : 
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Cas 3 : 021 =≥ Vethvh  
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Cas 4 : 021 =< Vethvh  
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On aura ainsi le modèle hybride du système avec quatre modes de fonctionnement indexé 
par 1, 2,3 et 4 respectivement. 
   
 Le but est de concevoir un contrôleur qui peut stabiliser le niveau de  liquide dans 
le deuxième réservoir au point de référence h2ref = 0.2 m. Le contrôleur peut manoeuvrer 
le débit Q1 continuellement dans l’intervalle [0,1] et la position de la vanne 2, qui peut 
seulement prendre les valeurs booléennes 0 ou 1. Le contrôleur doit faire face aux 
différentes contraintes et avoir les performances désirées. 
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 Pour pouvoir modéliser le système sous la forme MLD, il convient d’approximer 
les termes non linéaires donnant les débits par les équations linéarisées  suivantes : 
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Tel que hmax est le niveau d’eau maximal dans le premier réservoir et vh est la hauteur de 
la première vanne. Ces expressions avec l’approximation d’Euler de premier ordre 

(
sT

khkhh )()1( −+
→& ) permettent alors l’élaboration d’un modèle MLD.   

Un modèle MLD peut être obtenu par les techniques classiques exposées par Bemporad 
et al en introduisant les variables auxiliaires continues et binaires requises par la 
traduction des interfaces.On fera intervenir les vecteurs suivants : 
 
                                            Thhx ][ 21=  
                                            TVQu ][ 21=  
  
Les paramètres  du modèle sont donnés dans le tableau ci-dessous : 
  

PARAMETRE  VALEUR 
A 10-6 m2 

hv 0.3 m 
S 0.0143 m2

hmax 0.65 m 
La période d’échantillonnage  sTs 10=

                                        
Tableau 3.1 : Les paramètres du modèle 

 
  
 La stratégie de commande développée lors du paragraphe précédent est appliquée 
pour la régulation de niveau. Les pondérations de la fonction coût son données par :  

 

                           200
100

010
,

10
01

35

5

21 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

−

QetQQ  

 
pour un horizon de prédiction N=3. 
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 Une fois le modèle et le problème sont posés, le contrôleur peut être obtenu par un 
outil  de résolution .L’outil le plus complexe et probablement le plus performant est la 
bibliothèque MPT, développé à ETH Zurich. Il intègre des modules performants 
d’optimisation (YALMIP) permettant la construction des solutions explicites.  
 
Le comportement du système en boucle ouverte est représenté ci-dessous :   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’après le théorème, le régulateur obtenu est une partition de polyèdres  comme illustre 
la figue 3.3 .   
 
 
 

Figure 3.2 : Le comportement du système en boucle ouverte 
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Figure 3.3 :   La loi MPC pour la régulation de niveau d’eau  

 

 
Figure 3.4 : La commande optimale en fonction des niveaux d’eau  
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Figure 3.5 : La valeur de la fonction optimale 

 
 
La simulation en boucle fermée est donnée par la figure ci-dessous à partir des conditions 
initiales h1=0.5m et h2=0 m.  

 
      Figure 3.6 : Simulation de comportement du système bouclé avec la loi MPC 
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Les résultats de simulation illustrent les performances de la loi MPC, le niveau d’eau 
dans le réservoir 2 se stabilise à la valeur de référence au bout de 3sec avec un 
dépassement acceptable. 
 
 Le contrôleur peut être encore simplifié au nombre réduit de régions .La 
simplification est basée sur le fusionnement des régions qui ont la même loi de 
commande, qui garantit que le contrôleur simplifié maintiendra les mêmes performances 
que le contrôleur original .Le contrôleur simplifié se compose de 51 régions représenté 
par la figure suivante. 

 

 
Figure 3.7 : Le régulateur MPC de niveau simplifié  

 
 
 
Conclusion : 
 
 Dans cette partie on a abordé le problème de régulation du niveau d’eau d’un 
réservoir en se basant sur la technique de commande prédictive à base de modèle. Apres 
avoir établit le modèle du système et posé les paramètres du critère à optimiser, le 
régulateur est synthétisé par la bibliothèque MPT, ce contrôleur répond aux performances 
demandées.   
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Introduction : 
 
           Le convertisseur à commutation de modèle DC-DC est un montage  de l’électronique de 
puissance, utilisé grâce à son faible poids, sa taille réduite, son efficacité et sa grande précision dans une 
large variété d’applications .Il constitue la technologie de base dans les différentes alimentations, dans 
les ordinateurs, les chargeurs, dans des applications médicales et aérospatiales délicates ou précises, 
ainsi que dans la commande des moteurs à courant continu et vitesse variable [79]. C’est pourquoi leurs 
analyses, études et modélisations, en boucle ouverte ou fermée ont attiré un large spectre de chercheurs, 
et d’industrielles en quête à des techniques de commandes révolutionnaires et efficaces. 
           
          Etant donné une tension en entrée continue non commandable, telle que la sortie d’un filtrage 
redressement d’une tension alternative, et une tension de sortie  nécessitant d’importantes variations 
dans le temps constituant ainsi une charge variable; il fallait introduire une commande permettant une 
régulation de la tension de sortie, en présence des perturbations causées par la tension d’entrée et la 
charge variable. 
           
          Les difficultés rencontrées lors de la commande du convertisseur DC-DC, reviennent à l’aspect 
intrinsèque hybride de ce dernier; D’une manière générale, ce convertisseur est constitué de trois modes 
de fonctionnement différents,ou à chacun est associée une dynamique linéaire continue dans le temps, à 
cette difficultés s’ajoute la présence de contraintes résultantes de la topologie de ce hacheur 
,particulièrement la délimitation physique de la variable de commande représentée par le rapport 
cyclique entre zéro et un et la contrainte de positivité de la première variable d’état, le courant 
d’induction, durant le mode discontinu; aux quelles s’ajoutent d’autres contraintes résultantes des 
conditions de sécurité ,tel que le courant limite ou un démarrage adouci qui agissent directement sur les 
valeurs du courant. Le problème de commande est encore plus compliqué par d’importantes variations 
du point de fonctionnement, dues aux perturbations cités précédemment.  
               
           Le convertisseur DC-DC est un circuit à commutation qui transfère une tension d’une source 
continue, vers une charge ,à l’aide d’un interrupteur à semi-conducteur qui est périodiquement mis sur 
on ou off et d’un étage d’un filtre passe bas, avec une capacité et une inductance, ce qui donne une 
tension de sortie continue à faible ondulation; L’interrupteur est commandé par une séquence 
d’impulsion périodique avec une fréquence constante appelée fréquence de commutation fs (période de 
commutation Ts), caractérisant le fonctionnement du convertisseur. La composante à courant continue 
de la tension de sortie est régulée à l’aide du rapport cyclique  Ttd on /= , ou ton représente 
l’intervalle de conduction du convertisseur.  
 
             L’approche de modélisation  la plus utilisée pour ce convertisseur  est celle basée sur la 
moyenne de  l’espace d’état ou « state-space averaging »[80,81] ;dans le but de dépasser les difficultés 
dues à l’aspect hybride du système ,un modèle moyen ou approximatif à temps continu prenant le 
rapport cyclique comme entrée, et décrivant les dynamiques lentes du système est mis au point .Ce 
dernier reste néanmoins non linéaire à cause de la présence de multiplication entre la variable de 
commande et les variables d’état. Quand à la conception du régulateur elle est obtenue en utilisant les 
techniques de commande linéaire sur un modèle linéarisé autours d’un point de fonctionnement. L’un 
des aspects de l’insuffisance de cette technique d’approximation est l’omission des dynamiques rapides 
du système lors de la modélisation, ainsi que des oscillations sous harmoniques.  
              
Une approche plus rigoureuse est la description du système à l’aide de modèles discrets dans le temps, 
qui dressent un plan ou décrivent les variable d’état, du début à la fin de la période de 
commutation[82,83]. 
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Cette méthode décrit avec succès plusieurs aspects complexe de la dynamique du convertisseur DC-DC 
et elle est très utile pour l’étude de phénomènes telles que les oscillations sous harmoniques et aléatoires 
observées lors du fonctionnement en boucle fermée [84].Néanmoins pour des fins de modélisation ou de 
commande, le problème de la non linéarité reste posé .Par conséquent il n’existe toujours pas d’approche 
systématique pour la conception du régulateur adéquat. 
 
            Le principal objectif de commande du convertisseur DC-DC est la commutation de l’interrupteur 
à semi-conducteur avec un rapport cyclique permettant de confondre la composante continue de sa 
tension de sortie, avec sa référence, et cela malgré les variations de la tension d’entrée et de la charge. 
Le concept de base utilisé actuellement pour la commande des convertisseurs DC-DC,  est la modulation 
de la largeur d’impulsion « MLI », ou l’interrupteur est mis à un au début de chaque période de 
commutation, puis mis à zéro par le régulateur lors de la vérification de certaines conditions .Un verrou 
maintient l’interrupteur à zéro jusqu’au début de la période suivante. Avec cette configuration le 
problème de commande est de déterminer l’instant de mise à zéro de l’interrupteur. 
                      
           Dans la littérature, un grand nombre de stratégies ont été introduite pour la conception d’un 
régulateur adéquat. Ces dernières varient de la logique flou [85] à la régulation linéaire quadratique 
« LQR »[86,87,88] ;des méthodes de commande non linéaire [89,90,91] à la régulation feed forward 
[92,93]. Le point commun à ces différentes approches est l’utilisation de modèles simplifiés pour la 
modélisation du convertisseur. Il est clair que l’utilisation de ce type de modèles localement ou 
moyennement linéarisable, ne permet pas de capturer toutes les caractéristique de la dynamique 
complexe dues à l’aspect hybride du hacheur DC-DC .et limite forcement l’espace atteignable ,donnant 
ainsi des résultats limités ou conditionnés .Particulièrement pour la commande LQR dans [94,95] ou des 
modèles à temps discrets linéarisés autours d’un point de fonctionnement sont utilisés, et pour la 
commande non linéaire dans [96,97,98] ou l’aspect hybride est surmonté par une modélisation moyenne 
lors de la conception du régulateur .De plus aucune des modélisations précédentes ne prend en compte 
les contraintes. 
              
             Des travaux récents sur la nature hybride des convertisseurs DC-DC tendent à utiliser cette 
caractéristique pour la conception d’un régulateur robuste [99,100]. 
             
              Motivées par de telles difficultés,on présente dans ce chapitre une nouvelle approche de 
modélisation et de conception de régulateurs pour les convertisseurs DC-DC établie par Manfred 
Morarri et ses collaborateurs en 2003. 
              Le système sur lequel l’étude a été effectuée est un convertisseur DC-DC abaisseur. Il a été 
modélisé comme un système dynamique hybride sous le formalisme MLD, en introduisant la notion de 
v-step model, ce qui a donné un modèle valide sur tous les modes de fonctionnement, et décrivant 
l’évolution des variables d’état sur une période entière .En se basant sue le modèle MLD, on formule et 
résout un problème de commande optimale en temps fini. Le résultat est un régulateur vérifiant tout les 
objectifs de commande pour un point de fonctionnement quelconque. 
 
3.1. Modélisation du convertisseur : 
 
           On débute par une modélisation du convertisseur dans le domaine des  temps continus, afin de 
tirer les équations correspondantes à chaque mode de fonctionnement. Ce modèle prend en compte les 
perturbations, plus particulièrement, la résistance interne de la self et la résistance série équivalente de la 
capacité (RSE). 
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 3.1.1. Le modèle à temps continu : 
 
           La topologie du circuit du convertisseur DC-DC est donnée à la figure 1.Les quantités utilisés 
étant toutes normalisées, représentent: 
           sυ  La tension d’entrée, lr  la résistance interne de l’inductance, lx  la self, cr  la RSE de la 
capacité, cx  la capacité, oo etr υ la résistance de charge et la tension de sortie respectivement . 
 

 Pour chaque période k, un rapport cyclique d(k) compris entre zéro et un est déterminer par le 
régulateur . 

 Durant l’intervalle ss TkdktkT ))(( +≤ , l’interrupteur S1 conduit, et la tension est transférée 
directement de la source vers la charge. Durant la conduction de S1, S2 est ouvert .A la fin de cet 
intervalle S1 est ouvert et maintenue ainsi jusqu’au début de la prochaine période. 

 L’interrupteur S2 qui fonctionne en opposition avec S1 est lui fermé pour 
ss TktTkdk )1())(( +≤≤+ , moment durant lequel S2 fournit un passage au courant 

d’induction il ,indifféremment de son signe . 
 
b. Modèle du circuit : 
 
            On pose [ ]Tcl ttitx )()()( υ= , comme le vecteur d’état, ou )(lil  est le courant d’induction et 

)(lcυ  la tension au borne de la capacité, et soit )(kd le rapport cyclique au cours de la k me période .Le 
système est décrit par l’ensemble des équations d’états affines et continues suivantes : 
S1 conduit : 

sss TkdktkTflFxlx ))((,)()( +≤≤+= υ&  
S1 ouvert : 
Le système évolue en autonomie c à d : 

ss TktTkdktFxtx )1())((,)()( +≤≤+=&  
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.8 : Topologie du convertisseur abaisseur DC-DC 

(3.1) 

(3.2) 
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Où les matrices F et f sont données par : 
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La tension de sortie au borne de la charge est exprimée comme une fonction d’état tel que : 

)()( txgt T
o =υ  

Avec : 
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=  

La variable qui nous intéresse le plus d’un point de vue commande est l’erreur sur la tension de sortie 
,qui est obtenue par l’intégration de la différence entre la tension de sortie et sa référence le long d’une 
période de commutation k : 

∫
+

−=
s

s

Tk

kT
refooerro dttk

)1(

,, ))(()( υυυ  

où refo,υ  dénote la référence de le tension de sortie. 
         
          En résumé le convertisseur se caractérise par deux modes de fonctionnement, avec deux 
dynamiques différentes. Ces deux modes dont la fonction de sortie est identique, se différencient 
seulement dans les expressions de leurs équations d’états affines. 
 
          Au début de chaque période, le mode 1 généré par (3.1) est actif, puis le rapport cyclique d(k) 
détermine le moment de commutation du premier au second mode qui évolue suivant (3.2). 
 
           Il est important de noter qu’en pratique, le courant d’induction )(til et la tension de sortie 

)(toυ sont directement mesurables, ainsi que les variations de la tension d’entrée )(tsυ  d’après les 
travaux effectuées dans [101], ce qui permet de tirer aisément la tension aux bornes de la capacité 

)(tcυ . Comme il est possible en considérant la RSE de la capacité très petite (négligeable) de supposer 
que )()( tt oc υυ =  aux instants d’échantillonnage k, ce qui introduit une très faible erreur sans grand 
effet. 
 
Les contraintes présentent dans notre modèle proviennent de deux sources différentes : 
 

 Par définition, le rapport cyclique d(k) est contraint à être compris entre zéro et un . 
 Le fait que les composants à semi-conducteurs ainsi que les charges ne peuvent supporter 

réellement qu’une certaines valeurs maximale de courant implique une contrainte sur le courant 
d’induction qui est borné par une valeur de courant maximale variant suivant l’application tel 
que : )()( max, titi ll ≤ . 

 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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 Les paramètres du convertisseurs DC-DC sont généralement variables dans le temps ,néanmoins 
cette variation peut être répartie en deux catégories ,la première inclue les paramètres de l’étage du filtre 
passe bas lc xetx qui ne sont sujet qu’à des détériorations très lentes par  l’effet de la chaleur ou de 
la température de même que la RSE cr de la capacité et la résistance interne de la bobine lr ,qui sont 
considéré dans notre cas comme des quantités invariantes dans le temps. Par contre dans la seconde 
catégorie on a la tension d’entrée et la résistance de charge qui elles peuvent varier d’une manière très 
importante. De plus aux courant limite et à la tension de référence qui n’ont pas été restreint à être 
constants par le cahier de charge.  
      
 a. Le modèle de prédiction :  
       
           Dans cette partie on va reformuler le modèle ci-dessus, afin de pouvoir appliquer la  commande 
optimale. 
 
           Premièrement, d’un point de vue programmation, il est préférable que toutes les variables d’état 
soient mesurables directement, c’est pourquoi on remplace dans le vecteur d’état, la tension aux bornes 
de la capacité, par la tension de sortie. Ce qui conduit au nouveau vecteur d’état 

[ ])()()( ttitx ol υ= ,et les matrices F,f et g deviennent : 
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          Deuxièmement, il faut que la tension d’entrée sυ  soit un paramètre de la loi de commande finale, 
afin de pouvoir agir directement sur les variations de cette dernière. C’est pourquoi elle  a été éliminé du 
modèle obtenu précédemment en normalisant toutes les quantités physiques par rapport à elle, et en 

introduisant un vecteur d’état normalisé 
s

txtx
υ

)()( =′   les équations (3.1),(3.2),(3.4) et (3.6) 

deviennent : 

⎩
⎨
⎧

+≤≤+′
+≤≤+′

=
′

ss

ss
TktTkdktxF

TkdktkTftxF
dt

txd
)1())((,)(

.))((,)()(  

 
),()( txgt T

o ′=′υ  

Ou F et f sont données dan (3.7) et 
s

o
o υ

υ
υ =′ est la tension de sortie normalisée. 

 
 
 
 
 

(3.7) 

(3.8.a) 
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La formule de l’erreur sur la tension de sortie devient : 

∫
+

′−′=′
s

s

Tk

kT
refooerro dttk

)1(

,, ))(()( υυυ  

avec la référence sur la sortie normalisée : 
s

refo
refo υ

υ
υ ,

, =′ ,et l’erreur normalisée 
s

erro
erro υ

υ
υ ,

, =′ . 

 
De même le courant pour le courant limite : 

s

l
l

i
i

υ
max,

max, =′   

 
Comme précédemment, les matrices F et f sont supposées invariantes dans le temps .On ajoute 
l’hypothèse que la résistance de charge est constante .Grâce à la mise à l’échelle, les équations du 
modèle sont devenues indépendantes de la variable sυ , et les seuls paramètres variables dans le temps 
du modèle  sont la tension mise à l’échelle de référence refo,υ ′  et le courant max mis à l’échelle max,li ′ . 
 
         En résumé le modèle donné par les équations (3.7)-(3.10) contient deux variables d’état 
normalisées et deux paramètres. Ce modèle sera utilisé par la suite pour le problème de commande 
optimale avec contraintes.  

 
 
 
 
 
3.1.2.Le modèle hybride discrétisé «  v-step model » :  
Le but de cette section est de tiré un modèle adéquat au problème de commande optimale, en se basant 
sur le modèle de prédiction posé précédemment, ce modèle doit vérifier les propriétés suivante : 

1. Il est claire que le régulateur et le modèle doivent être exprimé dans le domaine des temps 
discrets, étant donné une variable de commande représentée par le rapport cyclique d(k) ne 
variant qu’aux instants d’échantillonnage kTs. 

2. Il est préférable de décrire l’évolution des états sur toute la période et non seulement aux instants 
d’échantillonnage, ce qui permet de garder les pics de variation du courant d’induction )(til en 
dessous de la valeur limite à tout moment. 

3. Le modèle doit fournir une approximation de l’erreur sur la tension de sortie donnée par 
l’intégrale (3.9). 

kTs 

Figure 3.9 : Partition d’une période de commutation 
suivant le v-step model 

(k+1)Ts 

1 

0 

1 1 1 1 1 1 3 2 2 12 

(3.9) 

(3.10) 
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          Le plus important est de pouvoir maintenir ou respecter la nature hybride intrinsèque du 
convertisseur en gardant les deux modes de fonctionnement. 
 
          Basée sur de telles considérations, la notion du v-step model a été introduite, elle vérifie tout les 

points cités ci-dessus en divisant la période de longueur Ts en  v sous périodes de longueur 
v

Ts
s =τ  

,avec 2≥∈ Nv .Comme le décrit la figure 2.On note les états d’une sous période d’échantillonnage 
sτ  par )(nε ,ou n renvoie aux instants discrets d’une sous période d’échantillonnage { }1,...,1 −= vn  

 
On a par définition : 

⎩
⎨
⎧

+′=−

′=
)1()1(

).()0(
kxv

kx
ε
ε

 

 
Notez, que ε  renvoie au vecteur normalisé x′ . 
Introduisant maintenant v variables binaires tel que : 

1,...,0;)( −=≥⇔= vn
v
nkdvrainσ  

Qui représentent les  positions échantillonnées de l’interrupteur S1 aux instant snτ .Sans oublier que S2 
est en opposition avec S1. 
 
          On introduit pour chaque sous période, les deux modes de fonctionnement présentés 
précédemment, plus un troisième mode auxiliaire qui représente la transition du mode 1 vers le mode 2 : 

 Mode 1 : l’interrupteur S1 est fermé pendant toute une sous période. 
 Mode 2 : l’interrupteur S1 est ouvert pendant toute une sous période. 
 Mode 3 : l’interrupteur S1 s’ouvre durant une sous période. 

 
D’où pour la néme sous périodes on a les équations : 
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, ou ΨΦ et  sont les représentations discrétisées de F et f données par (3.7), avec le temps 
d’échantillonnage sτ . 
 
         Le mode auxiliaire 3 est un mode de transition ou S1 s’ouvre avant la fin d’une  sous période, 
notons que si l’on est dans ce mode alors la condition 1+∧ nn σσ  est vérifiée, impliquant que 

nkvd −)(  est compris entre zéro et un .D’ou le troisième mode constitue une moyenne des deux autres. 
 
          L’erreur introduite par cette moyenne peut être minimisée en prenant v grand . 
 
         On ajoute une contrainte à l’évolution des états )(nε  ,en imposant une limite de sécurité au 
courant d’induction. 

[ ] .1,...,1,0,)(01 max,max, −=′≤≤′− vnini ll ε  
 
 
 
 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 
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La notion de v-step model ne permet pas uniquement une bornitude du courant aux instants kTs mais 

aussi aux instants d’échantillonnage intermédiaires avec une résolution de 
v

Ts . 

En se basant sur la tension de sortie échantillonnée : 
)()( ngn T

o ευ =  
,on estime l’intégrale de l’erreur sur la tension de sortie par : 
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         En conclusion, l’approche du v-step model permet une description de l’évolution des variables 
d’état le long d’une période. Tout particulièrement la variable discrète )(nε , qui est une représentation 
échantillonnée précise de l’évolution continu de )(tx′   pour [ ]ss TkkTt )1(, +∈ .La seule 
approximation qui a été faite apparaît dans l’introduction du mode auxiliaire lors de l’ouverture de S1. 
 
          Le paramètre v est un paramètre de conception qui est choisit suivant la précision recherchée. Pour 
l’ensemble des paramètres du convertisseurs donnés dans le tableau 1 ,et qui seront utilisés lors des 
simulations on a tracé la norme 2 de l’erreur ,pour plusieurs valeurs de v suivant le rapport cyclique d(k). 
Etant donné que l’erreur est indépendante du vecteur d’état, alors c’est résultats sont valables sur tout 
l’espace d’état .Le choix de v=1 donne le modèle de moyenne standard ,et qui était le plus utilisé pour la 
modélisation des convertisseurs DC-DC. Comme on peut le voir sur la figure ce modèle est parfait pour 
d(k)=0 et d(k)=1 ,et très mauvais pour d(k)=0.5 ,alors qu’on observe une nette amélioration pour 
seulement v=2,ou l’erreur diminue consécutivement et s’annule deux fois plus. Pour un modèle encore 
plus précis valable pour n’importe quel point de fonctionnement, on a pris v=3. 
 
 
 
 

Le rapport cyclique d(k) 

Norme 2 de 
l’erreur 

Figure 3.10 : Précision du v-step model 

(3.14) 

(3.15) 
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Avant de commencer la programmation ,on définit des contraintes sur les états ,les paramètres et l’entrée 
.Pour les états il faut que ],[],[)( ooll iiXkx υυ ′′−×′′−=′∈′ ,et pour les paramètres 

, [ ] ],[],[, max,max,,,max,, llreforefolrefo iiVi ′×′′=′∈′′ υυυ ,ou ses bornes dépendent de l’application 

,quand à l’entrée elle est physiquement contrainte à être comprise entre zéro et un. 
 
a. Le v-step modèle sous le formalisme MLD : 
 
           Les trois modes de fonctionnement du v-step modèle, permettent une modélisation adéquate du 
système en se basant sur l’aspect intrinsèque hybride de notre convertisseur. Afin de modéliser ces 
modes ,on a utilisé un nouveau langage évolué spécifique au systèmes hybrides ,le HYSDEL (Langage 
de Description des Systèmes Hybrides ) ,le compilateur du HYSDEL tire automatiquement du 
programme les matrices correspondantes aux formalisme MLD donnée en (8.2) .Pour notre v-step model 
on obtient un modèle MLD à deux variables d’états ,deux paramètres ,(7n) z-variables ,(2(n-1)+1) δ-
variables et (24n+8) contraintes sous forme d’inégalités mixed-integr linéaires. 
 
b. Le v-step sous le formalisme PWA :  
 
          Afin d’implémenter la loi de commande du retour d’état explicite dans la MPT toolbox, le v-step 
model doit être sous forme d’un  système hybride affine par morceaux ou (PWA) Piece Wise Affine, Un 
algorithme spécifique à la MPT toolbox permet une transformation efficace du MLD vers le PWA .Plus 
de détails sur le passage du formalisme MLD au formalisme PWA . 
Le modèle PWA est défini comme un ensemble de dynamiques affines réparties dans un polyèdre d’un 
espace de dimension cinq Γ= X’×V’×U généré par 2 états ,2 paramètres et une entrée. Alors que les 
variables binaires 1,.....,0, −= vnnσ définissent  dans (3.11)  les différents modes le long du 
rapport cyclique .On suppose que l’espace Γ est partitionné en v  polyèdres suivant l’axe du rapport 
cyclique. 
 
Exemple1 : 
 
          Afin de visualiser le PWA model du convertisseur ,considérons l’ensembles des paramètres du 
tableau 1 .De plus ,on pose Γ= X’=[-4,4]×[-0.1,1]p.u. ,V’=[0.2,1]×[0.6,3]p.u.,U=[0,1]. Pour observer la 
partition en 3 polyèdres, on rajoute une intersection avec les axes : 

..667.1..556.0 max,, upietup lrefo =′=′υ   ,ce qui élimine les deux dimensions correspondant à 
l’espace des paramètres V’ .La figure 8.4 permet de voir la partition polyèdrale de l’espace X’×U  ,ou on 
a rajouté la contrainte ],[ maxmax lilili ′′−∈′ .On peut noter qu’une faible tension au borne de la capacité 
et un rapport cyclique important ,induisent un courant d’induction élevé ,et vice versa . 
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La figure 3.11 permet de voir clairement l’aspect hybride du convertisseur ,on peut remarquer que les 
dynamiques sont linéaires par rapport aux variables d’état ,car il n’y a pas de division au niveau de 
l’espace d’état .Alors qu’elles sont non linéaires par rapport au rapport cyclique .On a approximé cette 
non linéarité en introduisant le v-step model ,ou le rapport cyclique est divisé en trois segments ,tel que 
le la transition du mode 1 vers  le mode 2 est modélisée par un troisième mode auxiliaire comme il a été 
dit plus haut .On constate aussi que ce modèle hybride est continu lors du passage d’un mode au mode 
voisin .Ce qui se déduit de l’équations d’état (3.12) et confirmée par la figure (3.3). 
 
3.2. Commande optimale sous contrainte :   
 
          Dans cette partie, on définit les objectives de commande sous forme d’une fonction ou d’un critère 
qui associé au modèle MLD du convertisseur implémenté sous HYSDEL permettent de poser un 
problème de commande optimale avec contrainte en temps fini  (CFTOC) exposé dans le chapitre 
précédent, implémenté sous la multi parametrics toolbox (MPT) de Matlab, qui peut être exécuté en 
temps réel ou en off line afin de tire dans ce dernier cas la loi de commande qui lui est associée. 
   
Par la suite, on suppose que : 
 

 La tension d’entrée et de sortie os et υυ  respectivement, et le courant d’induction li  sont 
mesurables. 

  La tension de référence refo,υ et le courant limite max,li sont donnés par le cahier de charge. 

Ce qui permet de tirer directement les entrées de notre problème max,, ,, llrefoo ieti ′′′′ υυ . 
 
 
 

Figure 3.11 : Partition en polyèdres du modèle PWA du convertisseur pour 
les paramètres du tableau 1,et 

..667.1..556.0 max,, upietup lrefo =′=′υ   
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3.2.1. Le critère à optimiser : 
 
          D’une manière générale, l’objectif de commande pour notre système, est la régulation de la valeur 
moyenne de la tension de sortie, vers sa référence, chose qui revient à : 

 la minimisation de l’erreur sur la tension de sotie par à port à sa référence )(, kerroυ ,en 
conciliant vitesse et dépassement (i), 

 malgré les variations de la tension d’entrée sυ  ou celles de la résistance de charge r0 (ii), 
 tout en respectant les contraintes sur le courant d’induction (iii). 

 
Pour l’instant on suppose que la résistance de sortie est connue. 
 
Afin d’appliquer une commande stable sous un rapport cyclique constant non nul, on introduit : 
 

)1()()( −−=∆ kdkdkd  
 
, la différence entre deux rapports cycliques consécutifs. 
 
        Soit la matrice de contrainte sur la sortie Q=diag (q1, q2) avec q1, q2 +∈ R ,et le vecteur de sortie 

[ ]Terro kdkky )()()( , ∆′= υ ,avec erro,υ ′ définie par l’expression (8.15), considérons le critère 
d’optimisation suivant : 

∑
−

=
+=′′−′

1

0
1max,, ,)())(,),(),1(),((

N

l
lrefo klkQykDikkdkxJ υ  

qui contraint l’évolution prédictive )( klky + à l’instant k ,le long du domaine de fini N en utilisant la 
norme 1.Il est claire que le critère ne dépend pas seulement de la séquence des entrées de commande 

[ ]TNkdkdkD )1(,..,)()( −+=  et de l’état courrant (mesuré) )(kx′ ,mais aussi de la 
dernière entrée de commande d(k-1), de la tension de référence refo,υ ′  et du courant limite max,li ′ ,qui 

peuvent être variants dans le temps ,estimant ainsi les variations de sυ . 
 
Un bilan des objectifs fixés permet de voir que le premier objectif (i) est compris dans le modèle de 
prédiction ,et le second (ii) est atteint grâce à la normalisation du modèle de prédiction par sυ ,ce qui 
amène à alimenter le circuit par refo,υ ′ ,qui représente l’inverse de la tension sυ , quand à la résistance 
de sortie ,elle est considérée constante ,alors que le troisième objectif (iii) est exprimé comme une 
contraintes physique dans le modèle de prédiction sous sa forme MLD.  
 
3.2.2. La détermination en temps réel de l’entrée de commande : 
 
           L’entrée de commande à l’instant k est obtenue en minimisant le critère (17) , le long de la 
séquence de commande D(k) ,sous les contraintes linéaires d’inégalités mixed-integer du modèle MLD 
décrit par (8.2) , les contraintes matérielles (physiques) imposées aux séquences du rapport cyclique : 
 
   1,..,,1)(0 −+=≤≤ Nkklld                                                                                            (3.18) 
 
 
 

(3.16) 

(3.17) 
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et l’expression (3.16) .Ce qui donne le CFTOC : 

))(),(),(),1(),((minarg)( max,,)(
* kDkikkdkxJkD lrefokD ′′−′= υ                                     (3.19.a) 

)16.3(),18.3(,mod MLDèlelesous                                                                                   (3.19.b) 
 
, induisant une séquence de rapport cyclique optimale D*(k), de laquelle uniquement le premier élément 

)(* kd est appliqué au convertisseur. Au prochain intervalle d’échantillonnage, k passe à k+1, un 
nouveau vecteur de mesure est récupéré, et le CFTOC est résolu une nouvelle fois suivant les règles de 
la technique du receeding horizon présentée dans le chapitre précédent. Etant donné qu’on a utilisé la 
norme 1 ,pour tout les cas ,le problème reviens à résoudre un MILP (Mixed Integer Linear Program) 
pour lequel des solutions efficaces ont été trouvées .[ILO02] . 
 
3.2.3 Détermination off-line de la loi de commande : 
     
           Afin de permettre une implémentation du régulateur proposé, malgré la grande fréquence de 
commutation, la solution du CFTOC doit être calculée en off line. Pour cela, on remplace le modèle 
MLD  par son équivalent PWA .Pour le modèle PWA, on suppose que la résistance de sortie r0 est 
nominale, invariante dans le temps d’une valeur de 1p.u. On détermine grâce aux méthodes de 
programmations multiparamétrique et dynamique offerts par la MPT ,la loi de commande du retour 
d’état de notre convertisseur ,ou le vecteur d’état )(tx′ ,la dernière entrée de commande )1( −kd ,la 
tension de sotie de référence refo,υ ′  et le courant limite max,li ′  ,sont traités comme des paramètres . 

Les paramètres sont rassemblés dans le vecteur [ ]Tlrefo
T kikkdkxkp )()()1())(()( max,, ′′−′=′ υ  

,avec VUXkp ′××′=Π∈′ )( .La loi de commande résultante est une fonction affine par morceaux 
ou PWA de )(kp′  ,définie par une partition polyèdrale de dimension cinq de l’espace Π . 
 

(a) (b) 
 

 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.12 : répartition en polyèdres de loi de commande dans : 
a) l’espace X’×U 

b) l’espace X’ 
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Exemple 2 : 
 
Pour le modèle PWA de l’exemple 8.1, et en utilisant les paramètres du tableau 1, on détermine la loi de 
commande du retour d’état qui est PWA, défini sur 633 polyèdres dans l’espace de dimension cinq 
∏ .En utilisant des algorithme d’optimisation de complexité, on obtient un régulateur simplifié à 121 
régions ou polyèdres seulement. 
Afin de visualiser la loi de commande du retour d’état ,on pose ..556.0, uprefo =′υ   et 

..667.1max, upil =′ ,ce qui nous donne une loi de commande dans les conditions de fonctionnement 
nominal ,définie sur l’espace à trois dimensions X’×U .Comme on peut le voir à la figure 8.5 qui 
représente la division en polyèdre ,et à la figure 8.6 qui représente l’entrée de commande d(k) en 
fonction du vecteur d’état )(kx′ ,ou on a ajouté la condition d(k-1)=0.6 ,ce qui nous ramène à un espace 
de deux dimension . 
 
 

(a) (b) 
 
 
 
 
 
 
3.3. Résultats de simulation : 
 
         Cette partie permet de voir l’efficacité de la méthode de commande proposée dans ce chapitre. 
Notre intérêt s’est surtout porté sur le comportement et l’étude de l’évolution du système lors du 
démarrage qui est un point important qui a posé bien des problèmes lors d’une utilisation pratique du 
convertisseur, les simulations sont basées sur une considération du  modèle non linéaire du convertisseur 
comme modèle réel du système, quand à la boucle fermée elle est faite à base du retour d’état prenant en 
compte le modèle PWA du convertisseur. Le courant d’induction l’entrée et les tensions d’entrée et de 
sortie sont considérées mesurables directement. Les variables représentées dans les figures suivantes 
sont toutes exprimées en per unit  et une unité de l’axe des temps correspond à une période de 
commutation.  
 
 

Figure 3.13 : loi de commande du retour d’état dans : 
a) l’espace X’×U 

b) l’espace X’ 
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Les paramètres du modèle non linéaire ont été choisis de telle sorte qu’il représente un convertisseur 
abaisseur réel de 24 V à 12 V, avec une puissance de 150 W, pour cela on prend les valeurs données 
dans le tableau 1, pour une tension d’entrée de sυ = 1.8 V, une résistance de charge or =de 1 p.u. et une 
tension de sortie de référence refo,υ =1 p.u Quand au modèle de prédiction il utilise les mêmes 
paramètres que ceux du modèle non linéaire, sauf qu’ils sont normalisés par rapport  à la tension 
d’entrée sυ . 
 

PARAMETRES DU CONVERTISSEURS
cx  =70 p.u lx  =3 p.u max,li =3 p.u
PARAMETRES DU REGULATEUR
N= 3 
v=3 

q1=4 q2=4

                                                 
                                              
 
 

 
                                                                     
    

 

 
 
 
 

Le courant d’induction )(til  La tension de sortie )(toυ  

Figure 3.14 : simulation de la boucle fermée dans les conditions de   
travail nominales pendant le démarrage. 

Le rapport cyclique )(kd  

Tableau 1. Les paramètres de Simulation 
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Cette figure représente la réponse indicielle du convertisseur aux conditions de travails nominales avec 
l’état initiale 0)1(]00[)0( =−= detx T ,la tension de sortie se stabilise après 10 périodes de 
commutations, avec un dépassement inférieur à cinq pour cent, on peut voir aussi que la contrainte sur le 
courant est généralement respectée, l’erreur sur ce dernier dépendant totalement du choix du nombre de 
sous périodes imposé par le v-step model peut être réduit en augmentant ce dernier.          
 
 
Conclusion : 
 
          On a présenté dans ce chapitre une nouvelle méthode de modélisation et de commande d’un type 
de systèmes hybrides en prenant comme exemple le buck DC-DC, ou l’approche révolutionnaire du v-
step model, a permis une modélisation adéquate du système prenant en compte toutes les dynamiques et 
les caractéristiques intrinsèques du convertisseur contrairement à la modélisation moyenne utilisée 
précédemment, quand à la commande, un problème de commande optimale avec contraintes en temps 
fini a été formulé on line et off line afin de réaliser les objectifs de commande, en prenant en compte les 
contraintes physiques sur le système. Un retour d’état sous forme d’une partition de polyèdre a été 
obtenu grâce à la commande optimale off line, ce dernier a permis une implémentation simple sous la 
multi paramétrique toolbox de Matlab, ou ont été pris comme paramètres non seulement les variables 
d’état )()( ketki ol υ ′′ et le rapport cyclique )(kd  mis à l’échelle  par rapport à la tension d’entrée, 
mais aussi la tension de sortie de référence )(, krefoυ ′  et le courant limite )(max, kil′ , cette mise à 
l’échelle permet de rejeter facilement les perturbations sur la tension d’entrée. Comme on a pu le voir 
sur les résultats de simulation notre régulateur permet une dynamique stable du système.           
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Conclusion Générale : 
            
            Ce travail permet une initiation à un domaine qui connaît un grand essor ces dernières 
années, ne cessant d’évoluer afin d’améliorer la compréhension et la maîtrise des systèmes et 
processus qui nous entoure et qui sont en général tous de nature hybride ,premièrement la 
partie généralité nous a permis de situer cette nouvelle notion de systèmes hybrides par 
rapport à nos acquis sur les systèmes classiques en donnant les différentes représentations 
possibles dont les plus récentes la représentation mixte linéaire entier et la représentation 
affine par morceaux qui permettent une prise en compte total des caractéristiques intrinsèques 
des systèmes hybrides ensuite le chapitre deux, ou est regroupée un étude sur la stabilité, 
l’observateur et la commande des S.D.H. Pour le premier point on a résumé les principaux 
travaux effectués sur la stabilité de ces systèmes ,et plus particulièrement la classe des 
systèmes à commutation de modèles qui a connu un intérêt tout particulier, puisqu’elle est la 
plus répandue et la plus simple  à étudier ,cette étude nous a permis de constater qu’il n’est 
pas toujours simple de conclure à la stabilité pour ces systèmes, et comme on a pu le voir dans 
le point suivant cet intérêt pour les systèmes commutés ne se restreint pas à la stabilité, car 
des observateurs particuliers ont été conçu pour ce type de systèmes, dans notre cas on s’est 
basé sur une adaptation des observateurs à mode glissant aux systèmes hybrides, évidement il 
était indispensable afin d’avoir une étude générale de toucher au point de la commande qui est 
celui qui suscite le plus d’intérêt et de difficultés, là aussi différentes classes de commandes 
ont été utilisées, mais on s’est restreint à celle qui nous a paru la plus efficace jusqu’à 
maintenant, la commande optimale, ou on a résumé les principaux travaux effectués sur ce 
sujet et exposé une approche particulière implémentée par la suite à laide de la 
programmation multiparamétrique, et dans le but d’éclaircir et de consolider ces nouvelles 
notions acquises tout au long de ce travail, on a conclue par deux applications, la première 
hydraulique, représente une régulation de niveau d’un banc d’essai de deux réservoirs, puis la 
deuxième sur le convertisseur DC-DC, qui est un exemple type de systèmes hybrides à 
commutation de modèle,ou on a d’abord modélisé le système dans le domaine continue ,puis 
on a introduit la notion du v-step model qui répond totalement aux objectifs posés, ensuite ce 
modèle est exprimé sous le formalisme de la représentation MLD pour l’étude de l’aspect 
hybride puis sous le formalisme de la représentation PWA pour la commande, l’étude a été 
faite en se basant sur les principes de la programmation multiparamétrique de la MPT toolbox 
de Matlab et du langage pour systèmes hybrides le Hysdel.      
 
Perspectives : 
  
          Etant donné que ce travail représente le premier effectué sur les systèmes hybrides au 
sein de l’école, on espère le compléter dans des travaux futurs par :  
 

1. Elargissement de la classe des systèmes hybrides considérés (incertains, avec 
retard, zénon…). 

2. Etude d’autres techniques de commande que la commande optimale. 
    

3. Application d’un observateur à modes glissants d’ordre supérieur (super 
twisting) afin d’éliminer le phénomène de broutement. 

 
4. Pour l’application du convertisseur effectuer une étude de robustesse de la 

commande utilisée pour des variations de la tension d’entrée, et de la résistance 
de charge. 



Annexe A 
 

Dans cette partie, nous rappelons les principales caractéristiques [Cas93] des systèmes que 
nous allons étudier. Nous allons voir qu’à partir de ces caractéristiques et notamment à partir 
de la notion de variable d’état, on peut classer ces systèmes en différents types. Ainsi, avec 
cette classification, et d’après la définition 1.1, nous allons mieux identifier les systèmes qui 
nous intéressent dans ces travaux. 
 
Caractéristiques des systèmes : 
  

 Systèmes dynamiques et systèmes statiques :Les systèmes statiques ont une sortie qui 
est toujours indépendante des valeurs passées de son entrée. Les systèmes dynamiques 
ont une sortie qui dépend des valeurs passées de son entrée. Les équations différentielles 
ou aux différences sont requises pour décrire le comportement des systèmes 
dynamiques. 

 
 Systèmes stationnaires et systèmes non stationnaires : Le comportement des systèmes 

stationnaires ne change pas avec le temps. Cela implique qu’à une entrée spécifique 
appliquée au système correspondra toujours la même sortie. 

 
 Systèmes linéaires et systèmes non linéaires :Un système linéaire satisfait la condition 

suivante   :   
                                            f(¸λx+μy) = λf(x)+μf(y), 

      Où  x et y sont des vecteurs d’entrée, ¸ et λ et μ des scalaires et f(.) la sortie du système. 
 

 Systèmes avec des variables d’état continues et systèmes avec des variables d’état 
discrètes : Les variables continues prennent leurs valeurs sur l’ensemble des réels R, 
alors que les variables discrètes prennent leurs valeurs dans un ensemble fini de valeurs 
distinctes, par exemple un sous-ensemble des entiers naturels N.  

 
Le temps est une variable particulière qui peut également être soit continue, soit discrète. 
De plus, dans le temps discret, on distingue deux autres cas : les systèmes échantillonnés et 
les systèmes à événements discrets. 
 

 Systèmes à temps continu, systèmes échantillonnés, systèmes `a événements Discrets : 
Les systèmes à temps continu changent d’état continûment lorsque le temps change. Les 
systèmes à temps discret ne changent d’état qu’à des instants précis. Lorsque ces 
instants sont synchrones, réglés par une horloge, on dit que ces systèmes sont 
échantillonnés. Lorsque ces instants sont asynchrones, on les appelle des événements. 
On définit alors les systèmes à événements discrets comme étant des systèmes à états 
discrets pilotés par des événements. 

 
La figure ci-dessous représente une classification des systèmes d’après les caractéristiques 
décrites ci-dessus. Dans cette classification, on identifie cinq types de systèmes : 
 
- Les systèmes linéaires continus notés SLC. Ces systèmes peuvent être  modélisés par des 
équations différentielles. 
 



- Les systèmes échantillonnés à états continus sont notés SE continus et ceux à états discrets 
sont notés SE discrets. Ces systèmes peuvent être modélisés par des équations aux 
différences. 
 
- Les systèmes discrets notés SD. L’évolution des variables d’état peut se faire par exemple à 
partir de fonctions booléennes paramétrées dans le temps. 
 
- Les systèmes non linéaires continus notés SNLC. 
 
- Les systèmes à événements discrets notés SED. Ces systèmes peuvent être modélisés par des 
automates, des réseaux de Pétri ou l’algèbre (max,+). 
 

 



                                                        Annexe B 
 
 
Une représentation implicite pour un polyèdre p donné par des contraintes s’exprime 
de la façon suivante : 
 

                              { }ppppppp dxCbxAxp ≥== ,  
 
où pp CA ,  , sont des matrices et ppp xetdb ,  , sont des vecteurs. 
 
Le polyèdre p admet alors une représentation paramétrique équivalente duale : 
 
 

                         { }pppppppp VRLxxp υμλ ++==  
 
 
exprimée comme une combinaison linéaire d’arêtes (matrice pL ), une combinaison 
convexe de sommets (matrice pV  ), et une combinaison de rayons extrêmes (matrice pR  ). 
 
 
 
 



                                                                  Annexe C 
 
Généralités : 
 
 Stateflow est destiné à la représentation des systèmes à événements discrets et à la 
simulation de leur fonctionnement .Il communique parfaitement avec Simulink dont il 
renforce la capacité de prise en compte des séquences logiques .D’ailleurs, le bloc Stateflow 
n’est autre qu’un bloc Simulink masqué. Stateflow s’utilise de manière  analogue à Simulink 
.On construit tout d’abord le schéma en plaçant, grace à un éditeur, les différents éléments du 
diagramme (chart) à construire et qui sont essentiellement : 
 

• Les états (states), 
• leurs liaisons (transitions) 
• ainsi que les libellés attribués aux événements (events) et aux actions. 

 
 Comme pour les schémas Simulink, cette représentation graphique recouvre en fait la 
construction d’une S-function. Le schéma  Sateflow  étant inclut dans un modèle Simulink, il 
faut lier donc les deux programmes sous-jacents. Cette opération est réalisée automatiquement 
par la commande start du menu simulation. Cette commande lance la construction préalable 
du programme globale (langage C ) associé au modèle ,sa compilation et enfin son exécution . 
Ce programme peut être téléchargé sur une cible temps réel et ainsi faire fonctionner un 
automate au toolbox Real Time Workshop.  
 
La terminologie utilisée : 
 
• Une conception hiérarchisée : 
Un schéma stateflow doit être conçu de manière hiérarchisée .Les objets graphiques et non 
graphiques vont s’emboîter selon la hiérarchie parent-enfant . 
 

1. Le plus haut niveau de la hiérarchie Stateflow est appelé « Machine », il correspond au 
niveau « Modèle »  dans Simulink. Ce vocable est issu de concept Machine à états finis qui 
à été développé pour rendre compte du fonctionnement des systèmes à événements discrets. 
La machine peut réunir plusieurs diagrammes Stateflow dont elle est le parent. 
 
2. Le diagramme (chart) : c’est le deuxième niveau qui correspond  au sous système 
Simulink   , décrit une partie de la machine. Il rassemble des états reliés par des transitions 
.Le diagramme décrit le fonctionnement logique d’un sous ensemble particulier de la 
machine. 
 
3. L’état (state) : ce niveau correspond à l’état qu’on décrit par un vecteur d’état dans 
Simulink .Il représente l’état dans lequel se trouve la machine, en quelque sorte l’état actuel 
de son fonctionnement, par exemple l’état On dans l’exemple du thermostat .Un état peut 
contenir des sous-états , il devient alors super-état . Par exemple l’état marche d’une 
machine peut contenir deux sous-états, avant et arrière .L’état avant peut lui aussi avoir des 
enfants : rapide, lent, attente .Il n’y a pas de restrictions au nombre total de générations dans 
la descendance d’un parent. 
  
4. L’événement (event) : cet objet stateflow est un objet non graphique (il n’apparaît sur 
le diagramme que grâce à son libellé). L’événement joue un rôle majeur dans Stateflow. 
C’est lui qui active un diagramme qui «s’est endormi »en l’absence d’événements. C’est lui 
qui va déclencher le franchissement d’une transition particulière d’un état vers l’état suivant 
et assurer l’exécution des actions.  



• Des objets spécifiques : 
 
 Les objets Stateflow se rangent en deux catégories : des objets graphiques, représentés 
par un dessin symbolique normalisé et des objets non graphiques accessibles par leur label. 
Les informations qui concernent tous ces objets sont recueillies dans un dictionnaire appelé 
data dictionnary .Les objets dont nous avons besoin pour construire un diagramme sont : 
 

- l’état, représenté par  un rectangle aux coins arrondis ; 
- la transition, représenté par un lien orienté entre deux états .La transition défaut est 

particulière, elle indique l’état qui devra être actif à l’initialisation du diagramme ; 
- des objets non graphiques  qui sont les libellés donnés aux états, aux transitions, aux 

actions, aux événements…,ces noms sont associés à des variables manipulées par le 
programme  (S-function) sous-jacent et ne sont donc pas de simples etiquettes de 
reconnaissance . 

 
• Les données : 
   
 Les datas sont des objets non graphiques intervenant dans un diagramme en tant que 
données (obligatoirement numériques). A la différence des événements dont le rôle est de 
déclencher l’évolution du diagramme, les datas  peuvent être : 
 
        -le résultat de cette évolution quand ils sont fabriqués par des actions ; 
        -la cause de cette évolution quand ils interviennent dans les conditions.  
 
 Un bloc Stateflow communique bien avec les blocs Simulink par l’intermédiaire des 
objets datas. Il reçoit de Simulink des données et il fournit à Simulink un résultat. 
 
 Tout  comme pour un événement, une donnée doit être déclarée dans le dictionnaire. 
Si data est déclarée local elle ne sera visible que dans le diagramme ou l’état ou le sous-état 
dans le quel elle a été déclarée. 
En pratique, on communique avec Simulink en déclarant des datas Input from ou Output to 
Simulink .Dans ce cas le bloc Stateflow est automatiquement pourvu d’un port (entrant ou 
sortant)qui sera relié au bloc Simulink approprié . 
Si data est déclarée Constant, elle prend et garde la valeur indiquée dans Initial Value. Si elle 
est déclarée Workspace on doit l’affecter depuis Command window avant de lancer la 
simulation. 

 
 
 

 
 
  
 
 
  
 
 



Annexe D 
 
LANGAGE HYSDEL 
 
But – Principe 
 

La transformation de la description initiale d’un système hybride en une forme 
MLD exige  l’application d’un ensemble de règles données par le calcul propositionnel. Il 
est maintenant nécessaire d’adopter un outil qui permette d’obtenir cette forme MLD de 
façon systématique, évitant ainsi des calculs fastidieux. Pour cela, un compilateur est 
développé, fournissant après calcul les matrices  E1,E2, E3, E4, E5, D1, D2,D3, C, 
B1,B2,B3 et A des équations (1.9)-(1.11). Le langage spécifiant le problème au 
compilateur se nomme HYSDEL (Hybrid System DEscription Language) (Torrisi et al., 
2000).L’appel au compilateur se fait sous Matlab, par l’intermédiaire d’un fichier source 
« *.hys ». Il résulte de la compilation un fichier « *.m » dans lequel se trouve la forme 
MLD complète du système. Ce fichier regroupe donc sous la formalisation d’un « Objet 
Matlab »toutes les matrices de la forme MLD .Le fichier final inclut également un certain 
nombre de variables caractérisant les dimensions des matrices. 
 
Présentation du langage HYSDEL 
 

HYSDEL est un langage permettant de traiter un système hybride selon la 
structure MLD à partir d’une description textuelle de ce système. Chaque fichier est en 
réalité composé de deux parties. La première partie, appelée  « INTERFACE » a pour but 
de déclarer toutes les variables : les états, les entrées, les sorties, ainsi que toutes les 
constantes. La deuxième partie, dite « MISE EN OEUVRE », est composée de six 
sections spécialisées décrivant les relations existant entre les variables, de la façon 
suivante : 

 
1. Section « AD » : elle définit les variables auxiliaires logiques issues de  
l’interprétation de relations continues. 
On trouvera ainsi dans cette section des relations :  bxaxasi ≤+= 22111δ . 
 
2. Section « DA » : elle définit les variables auxiliaires continues, issues de la valeur 
prise par des variables booléennes. 
On trouvera alors des relations : 2211 ,sin1 bxazonbxazalorssi +=+==δ  
3. Section « LOGIC » : elle définit les fonctions impliquant des variables booléennes. 

Ainsi on pourra y inclure des relations du type : { })(& 321 δδδδ =  
 
4. Section « CONTINUOUS » : elle décrit la dynamique linéaire, sous la forme 
d’équations aux différence. 

Notons par exemple :  )()1()( 21 QQ
A
T

khkh s −+−=  

 
5. Section « AUTOMATA » : cette section spécifie les équations caractérisant les 
transitions des états de l’automate. 
Ainsi on y trouvera des relations :   )&()&( 21 bxaxV = . 



 
6. Section « MUST » : cette section spécifie les contraintes sur les variables continues 
et binaires (contraintes linéaires et formules booléennes). 
Par exemple :  { })&()&(, 2121maxmin uuuuxxx ≤≤  . 
 

Enfin le modèle MLD obtenu n’est pas unique, dépendant de la façon d’introduire 
les variables auxiliaires. Il existe en effet de multiples formes MLD pour un même 
système, il est alors préférable de rechercher celui qui procure le nombre de variables 
logiques le plus faible. Malgré tout, cet outil fournissant automatiquement des modèles 
MLD s’avère très utile pour la définition de la forme d’état associée. 
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Annexe E 
         
         La commande optimale des systèmes linéaires par morceaux (PWA) ou avec contraintes 
suscite par sa facilité de formulation et de résolution de problèmes complexes, un grand intérêt 
auprès de la communauté de chercheurs en automatisme. Le rôle de la Multi Parametric Toolbox 
(MPT) est de fournir des moyens d’estimation efficaces, permettant d’obtenir sous Matlab des 
régulateurs en boucle fermée appropriés à ce type de problèmes de commandes optimales avec 
contraintes. Un problème linéaire ou quadratique d’optimisation est résolu off line grâce à la 
programmation multi paramétrique, dont la solution est sous forme d’une loi de commande d’un 
retour d’état PWA, c'est-à-dire que l’espace d’état est partitionner en ensemble de polyèdres, ou pour 
chaque ensemble la loi de commande optimale sous forme d’une fonction piece wise affine  des 
états. L’une des raisons qui ont fait la popularité de cette boite à outil est que dans l’implémentation 
on line de tels régulateurs, l’estimation des valeurs du régulateur se réduit à un test d’adhésion à un 
ensemble prédéfini. 
 
La Multi-Parametric Toolbox (MPT) est une nouvelle boite à outil de matlab pour la modélisation, 
l’analyse et la réalisation de régulateurs optimales pour les systèmes linéaires, non linéaires et 
hybrides avec contraintes, afin de garantir l’efficacité de cette boite à outil, une bibliothéque étendue 
d’algorithmes sur la géométrie d’estimation et l’optimisation multi paramétrique sont disponibles.    
 
La boite à outils offre un large spectre d’algorithmes compilés dans un format simple et facilement 
accessible : démarrant par la réalisation de différents objectifs de performances (linéaire, quadratique 
et temps minimum) jusqu’à la manipulation de systèmes avec des incertitudes sous forme de 
polytopes. 
 
1. La Modélisation des systèmes dans la MPT : 
 
Il est possible de modéliser directement les dynamiques de deux types de systèmes : 

 
1. Les systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI) : 

Ces systèmes sont de la forme : 

)()()(
)()()1(

kDukCxky
kBukAxkx

+=
+=+

 

, ils sont stockés en utilisant : 
             sysStruct.A = A 
             sysStruct.B = B 
             sysStruct.C = C 
             sysStruct.D = D 

2. Les systèmes linéaires par morceaux (Piece Wise Affine) : 
Ces systèmes sont de la forme : 
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Où l’équation (4) définit une partition D en polyèdres de l’espace des états et des entrées, délimitant 
les zones ou les différentes dynamiques sont actives. Les segments de cette partition sont définis en 
utilisant les guard lines c'est-à-dire des contraintes sur les entrées et les états, définis sous la forme 
suivante : 

c
i

u
i

x
i GkuGkxG ≤+ )()(  

 

(3) 

(1) 

(4) 

(5) 



 
La dynamique i est active si la contrainte (5) est réalisée. Ce système est défini sous la MPT en 
utilisant : 
                  sysStruct.A = {A1, A2, …..,  An} 
                  sysStruct.B = {B1, B2, ……….,  Bn} 
                  sysStruct.f  = {f1, f2, …….... ,fn}         
                  sysStruct.C = {C1, C2, ……, Cn} 
                  sysStruct.D = {D1 ,D2 ,…. ., Dn}  
                  sysStruct.g  = {g1 ,g2 ,…. ., gn}    
                  sysStruct.A = {A1, A2, …..,  An} 
                  sysStruct.guardX = {Gx1, Gx2, ...., Gxn} 
                  sysStruct.guardU = {Gu1, Gu2, ...., Gun} 
                  sysStruct.guardC = {Gc1, Gc2, ...., Gcn} 
 
Comme il est possible d’importer des modèles de différentes sources, la MPT permet de modéliser 
les lois de commande des systèmes linéaires discrets, des systèmes à commutations et des systèmes 
hybrides. Les systèmes hybrides peuvent être décrits sous le formalisme PWA ou le formalisme 
MLD, en sachant qu’il existe des algorithmes efficaces permettant de passer d’une représentation à 
l’autre, les sources de modèles peuvent être : 

 Une structure MLD générée par mpt pwa2mld. 
 Des modèles non linéaires définis par mpt nonlinfcn. 
 Des fonctions d’état et des fonctions de transfert. 
 Des objets de la boite à outil MPC. 
 Des objets de la boit à outil identification des systèmes.   

 
Afin d’importer ces types de systèmes on utilise : 

model = mpt_sys (objets , Ts ) 
 
L’un des langages les plus associé à la MPT est le hysdel, ou est utilisée la fonction suivante pour 
utiliser les systèmes définis sous ce langage : 

sysStruct = mpt_sys (‘hysdelfile.hys’, TS) 
le systèmes est directement convertit sous le formalisme PWA, afin de la garder sous le formalisme 
MLD on utilise : 

sysStruct = mpt_sys (‘hysdelfile.hys’ ,TS, ‘mld’) 
 
La MPT permet aussi de définir différents types de contraintes : 

 Les contraintes sur le Min/Max des sorties. 
 Les contraintes sur le Min/Max des variables à manipuler. 
 Les contraintes sur le Min/Max des vitesses variables des variables à manipuler. 
 Les contraintes sous forme de polyèdres sur les états. 

 
D’où on définit une sysStruct qui est la forme sous laquelle est stocké un système afin d’être 
commandé pour un système PWA par : 
sysStruct.A = {A1, ..., An} 
sysStruct.B = {B1, ..., Bn} 
sysStruct.C = {C1, ..., Cn} 
sysStruct.D = {D1, ..., Dn} 
sysStruct.f = {f1, ..., fn} 
sysStruct.g = {g1, ..., gn} 
sysStruct.guardX = {guardX1, ..., guardXn} 
sysStruct.guardU = {guardU1, ..., guardUn} 
sysStruct.guardC = {guardC1, ..., guardCn} 
sysStruct.ymax = ymax; 



sysStruct.ymin = ymax; 
sysStruct.umax = umax; 
sysStruct.umin = umin; 
sysStruct.dumax = dumax; 
sysStruct.dumin = dumin; 
 
2.La commande dans la MPT: 
  
Pour les systèmes linéaires et hybrides sous contraintes, la MPT permet de construire des lois de 
commande optimales ou sous optimales, soit on line ou est résolu un problème d’optimisation à 
chaque instant bouclé à l’aide de la technique de Receding Horizon Control (RHC), soit en utilisant 
off line la programmation multi paramétrique qui permet d’avoir une représentation explicite de la 
loi de commande, dont la syntaxe est : 

 
ctrl = mpt_control (sysStruct, probStruct) 

 
Quand à la commande on line, elle peut etre générée en utilisant : 
 

ctrl = mpt_control (sysStruct, probStruct, ‘online’) 
  

ou sysStrruct et probStruct sont définis en détails dans le manuel de la MPT. La fonction principale 
appel automatiquement l’une des fonctions du tableau 1. avant de calculer la solution optimale d’un 
problème de commande la fonction mpt_control vérifie d’abord si toutes les données de sysStruct et 
probStruct ont été déclarées, sinon la procédure est arrêtée et un message d’erreur est affichée. Une 
fois la loi de commande calculée, elle est retournée sous forme d’un objet mptctrl.   
 

Système N Sous 
optimalité 

Problème Fonction 

LTI 
LTI 
LTI 
LTI 

Fixé 
Inf 
Inf 
Inf 

0 
0 
1 
2 

CFTOC 
CITOC 

CMTOC 
Low Comp 

mpt_optControl 
mpt_optInfControl 

mpt_iterative 
mpt_oneStepCtrl 

PWA 
PWA 
PWA 
PWA 

Fixé 
Inf 
Inf 
Inf 

0 
0 
1 
2 

CFTOC 
CITOC 

CMTOC 
Low Comp 

mpt_optControlPWA 
mpt_optInfControlPWA

mpt_iterativePWA 
mpt_iterativePWA 

 
 
 
 
 
La MPT fournit une variétés de sous programmes appelés à partir de la fonction mpt_control. L’un 
des problèmes de commande est alors résolu pour des conditions spécifiques sur le système et le 
problème d’optimisation : 

1. Commande Optimale avec Contraintes en Temps Fini (CFTOC). 
2. Commande Optimale avec Contraintes en Temps Infini (CITOC). 
3. Commande Optimale en Temps Minimal avec Contraintes (CMTOC). 
4. Complexité réduite.  

 
 
 
 
 

Tableau 1 : Liste des différentes stratégies 
appliquées pour différents problèmes 



Pour un critère à optimiser : 
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on définit les élément d’une probStruct : 
 L’horizon de prédiction : 

probStryct.N = { N |  Inf } 
 Type de la norme à utiliser : 

probStruct.norm = {1  |  Inf  |  2 } 
 Signaux de références : 

probStruct.{ xref | uref | yref | dref | zref } 
 Les matrices de contraintes : 

probStruct.{Q | R | Qy | Qd | Qz | Rdu } 
pour plus de détails se référer au manuel. 
 
3. L’analyse des systèmes dans la MPT : 
 
La MPT possède plusieurs fonctions pour l’analyse des systèmes hybrides et l’étude de la 
réalisabilité et la stabilité des lois de commande obtenues par les différentes commandes. La 
fonction de Lyapunov d’un régulateur peut être obtenue par : 

ctrl = mpt_lyapunov(ctrl, type) 
tel que type renvoi à : 

 Quadratique 
 Somme de carrés  
 Piecewise Affine 
 Piecewise Quadratic 
 Piecewise Polynomial 

 
Quand à l’espace atteignable il est obtenu par : 

mpt_reachSets 
 
D’autres fonctions plus détaillées sont disponibles dans le manuel. 
 
 4.Visualisation dans la MPT : 
 
Il es possible de visualiser la partition en polyèdres du régulateur off line en utilisant : 

mpt_plot(ctrl) 
 

, comme il est possible de visualiser uniquement la commande en utilisant : 
mpt_plotU(ctrl) 

 
, ainsi que les valeurs du critère par : 

mpt_plotJ(ctrl) 
 

La fonction : 
simplot(ctrl) 

, permet de visualiser la boucle fermée pour la valeur initiales zéro, pour une valeurs initiales 
différentes on utilise : 

simplot(ctrl  ,  x0) 
 
 
 
 



5.L’interface de la MPT : 
 
Une interface simple et efficace a été conçue afin de faciliter l’utilisation de la mpt sans passer par 
l’appel des différentes fonctions. Pour accéder à cette interface il suffit de taper après l’installation et 
l’initialisation : 

mpt_studio 
 
Elle permet de déclarer directement les paramètres d’un système ou de les importer d’une source 
prédéfinie, de définir les contraintes et les limites sur les différents paramètres ou variables, pour 
concevoir un régulateur on line ou off line avec toutes les possibilités décrites dans la partie 
commande, puis de visualiser la partition en polyèdres de la solution optimale, la boucle ouverte ou 
fermée, la commande, le critère, elle permet aussi de construire une fonction de lyapunov pour le 
régulateur et une réduction de la complexité de la solution obtenue.         
 
6. La programmation multi paramétrique :  
 
            Considérons le problème d’optimisation basique : 
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fi nif ,...,1,0)( =≤ζ soient vérifiées ou la fonction RRf d
i ⎯⎯⎯ →⎯: est appelée fonction 
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Reconsidérons maintenant le problème (6) en ajoutant un paramètre apparaissant au niveau des  

fonctions coût et contraintes qui deviennent RRRf rnd
o ⎯⎯⎯ →⎯×:  et 

RRRf rnd
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La détermination de l’optimum )(* xζ  comme une fonction du paramètre x est appelée 

Programmation multi paramétrique, la fonction à valeur réelle )(* xJ , qui exprime la valeur 
minimale de la fonction coût ou du critère en fonction de x ,est appelée La fonction optimale. 
      
          Définissons maintenant deux classes de programmation multi paramétrique utilisées dans 
notre application. 
 
Définition (mp-LP): 
           Si (.,.)(.,.) io fetf  sont linéaires , )0( =∈ b

d davecR rζ et rnRx ∈ le problème (6) 
est appelé Programme Linéaire  multi paramétrique (mp-LP). 
 

(6) 

(7) 



Définition (mp-MILP) : 
           Si (.,.)(.,.) io fetf sont linéaires , { } br ddR 1,0×∈ζ et rnRx ∈ ,le problème (7) est 
appelé Programme Mixte Linéaire Entier multi paramétrique (mp-MILP) . 
 
 Algorithmes : 
 
          Comme on le verra par l’a vu que le problème de commande optimale peut être reformulé en 
un programme multi paramétrique, ou ζ  est la séquence d’entrée à optimiser et le paramètre x  est 
l’état courant du système. Il existe deux approches  pour la résolution d’un mp-MILP : 

 mp-LP avec MILP,  
  mp-LP avec la programmation dynamique (DP). 

 
Le mp-LP avec le MILP  traite directement le problème sous le formalisme MLD, en décomposant 
le mp-MILP en un deux sous programme mp et MILP et itérant entre les deux.Dans un premier 
temps une solution au problème MILP est obtenue ,en traitant le vecteur d’état comme un paramètre 
libre, ce qui donne un vecteur d’entier réalisable qui est fixé par le mp-MILP,  le réduisant à un mp-
LP. Puis pour le vecteur d’entier constant, un problème mp-LP est résolu, et la fonction PWA 
résultante et répartie en polyèdres  correspondants chacun à une région appelée région critique. Pour 
chaque région un nouveau sous problème MILP est résolu donnant un vecteur d’entier, en prenant la 
valeur courante de la fonction PWA comme une borne supérieure. Les solutions paramétriques, 
correspondant à deux solutions entières différentes sont comparées afin de supprimer les parties 
minimales. Si le sous problème MILP est faisable, alors l’algorithme se fini dans une des régions 
critiques, ce qui implique que la borne supérieur du courant est la solution optimale du problème.  
 
Exécution : 
  
             Une telle commande par retour d’état peut être implémentée en temps réel, du moment que 
l’implémentation de l’entrée de commande est faite en deux étapes : 
 

1. Le polyèdre doit être déterminé d’après les mesures de l’état x, une méthode rudimentaire est 
de passer par tout les ensembles de polyèdres afin de trouver celui correspondant aux 
inégalités des polyèdres visés, ou bien il est possible de construire un arbre de recherche 
binaire qui réduit le temps d’exécution on line, mais qui augmente la mémoire nécessaire. 

    
2. lorsque le polyèdre adéquat a été trouvé, il ne reste plus qu’à identifier et évaluer la loi de 

commande affine correspondante.  
 
 
               Dans la plupart des cas, les polyèdres de loi de commande identiques forment un ensemble 
convexe, et peuvent être dans ce cas fusionnés et remplacés par leur union. Ce qui conduit à une loi 
de commande PWA avec moins de polyèdres et une complexité réduite. Une telle représentation est 
préférable car elle nécessite moins d’espace mémoire et un temps d’exécution réduit.  
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