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L’objectif de notre travail est d’étudier Ja lubrification ¢lastohydrodynamique des
engrenages spiro-coniques et de concevoir un modéle mathématique basé sur une simulation
d’usinage et de proposer une méthode de résolution du systéme obtenu.

Le modéle est congu a partir de I’équation générale de Reynolds et I’équation de
Pénergie ; sa résolution est exécutde par la méthode des différences finics qui s’adapte le

micux 3 ce type d’engrenage.

Mots clés
Engrenage spiro-conique, lubrification clastohydrodynamique, contact Hertzien,
différences finies, équation de Reynolds, équation de 1’énergie .

Abstract :

The aim of our work is the study of the elastohydrodynamic lubrication of spiral
comical gears and conceive a mathmatical model based on tooling simulation and te propose
a method to solve the obtained system. .
The model is built from general Reynolds and energy equations ; The solution is performed
with finite differences which is suited for this gear model. :

Key words

Spiral conical gear, elastohydrodynamic lubrication, Hertzian contact, finite
differences, Reynolds equation, energy equation
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Nomenclature

Masse volumique du fluide a 20° ;

Viscosité cinématique ;

Viscosité dynamique du fluide a 50°c ;

Angle du socle ;

Angle du porte fraise ;

Angle de pied ;

Vitesse angulaire de la fraise ;

Vitesse angulaire du pignon ;

Angle d’engrénement ;

Angle du berceau ;

Taux de dilatation cubique ;

Angle de I’excentrique ;

Tenseur des taux de déformation ;

Tenseur des contraintes ;

Pente de la fraise (i=1,2);

Tenseur des taux de déformations ;

Coefficient de piezoviscosite du fluide ;
Coefficient de piezoviscosite du fluide ;
Coeflicient de dilatation thermique du fluide ;
Taux d’expansion des divisions suivant I’axe ox ;
Division unitaire suivant I’axe ox ;

Taux d’expansion des divisions suivant I’axe oy ;
Division unitaire suivant 1’axe oy ;

Décalage vertical (pignon) ;

Décalage vertical (roue) ;

Chaleur massique a pression constante du fluide |
Base coulissante ;

Déformation élastique au point « i,j » ;

Module d’¢€lasticité du métal ;

Elément de division du plan tangent de position « i,j » ;
Excentricité de la fraise (pignon) ;

Recul machine (pignon) ;

Angle de pied ;

Recul machine (roue) ;

Excentricité de la fraise (roue) ;
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fi : Forces massiques extérieures ;

h;  Hauteur de I’élément de division ;

k.:  Conductibilité thermique du fluide ;

ks :  Conductibilité thermique du métal de la denture ;
N; : Fréquence de rotation du pignon ;

P: Pression du fluide ;

i © Rayonde lafraise (i=1,2);

t: Variable de temps ;

T: Température du fluide ;
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Les engrenages spiro-coniques ont un large champ d'application et sont trés utilisés dans
les mécanismes avec renvoi d'angle nécessitant une transmission de grandes puissances tels que
les ponts arriéres des engins et véhicules lourds, les boites de transmissions d'hélicoptéres,
etc...[1]

Ils sont caractérisés par leur grande capacité de charge, avec un transfert progressif de
celle-ci d'une dent a l'autre. Ces caractéristiques font qu'ils sont de plus en plus utilisés dans les
transmissions a trés hautes performances et qu'ils rentrent dans les catégories des mécanismes ou

la formation du film d'huile et sa stabilité constituent une priorité fondamentale.

Les exigences essentielles dans l'application des engrenages spiro-coniques étant :
- La résistance aux trés hautes charges ;
- L'amélioration de la durée de vic des mécanismes ;
- La diminution des vibrations ;
- L'augmentation du rendement grace a la diminution des frottements ;
- La réduction des bruits.

Si ces exigences sont satisfaites en partie par l'utilisation de matériaux a haute perfor-
mance, par la géométrie propre des engrenages spiro-coniques, ainsi que dans les soins apportés
dans leur taillage, la lubrification et la formation du film d'huile entre les dentures joue un role
cssentiel dans la réalisation des quatre derniéres exigences.

En effet, le role du graissage dans les mécanismes de transmission de trés grandes puissan-
ces devient de plus en plus prépondérant et primordial dans la plupart des cas. La réduction des
frottements permettant I'augmentation du rendement et la diminution de l'usure sont les premié-
res fonctions dévolues au graissage, principalement dans les mécanismes de transmission de
grandes puissances ; Le graissage joue également un réle important dans la protection contre la
corrosion et I'amortissement des bruits et des vibrations [2, 3].

La géométrie trés complexe des engrenages spiro-coniques rend leur analyse plus difficile
que pour les autres types d'engrenages, car il n'existe pas de méthode analytique permettant la
description de leur profil afin d'¢tudier facilement leur lubrification.

L'étude de la lubrification des engrenages spiro-coniques ainsi que leur géométrie d'ailleurs
doivent donc passer impérativement par une simulation numérique basée sur le procédé de

taillage de la denture.
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Il existe plusieurs types de profils de dentures d'engrenages spiro-coniques en fonction de
la spirale (spirale logarithmique, "spiral circular cut", spiral en développante...), de la hauteur et

de la largeur de la denture (hauteur et largeur constantes, hauteur et largeur variables) [1, 4,5].

L'analyse de la lubrification du type d'engrenage spiro-conique retenu permet la prédiction
de la formation du film d'huile et sa nature dans les différentes conditions d'utilisation de I'engre-
nage. L'¢tude des efforts permet la prédétermination du champ des contraintes dans la denture,
le champ de température sur celle-ci et dans le film d'huile contribuant ainsi a définir la limite de
sa stabilité.

L'objectif de notre travail est de développer un logiciel qui, basé sur une simulation de
taillage, permet en fonction de différents paramétres, de prévoir :

- Le champ de pression dans le film d'huile ;
- Le champ thermique sur la denture et a travers le film d'huile ;
- La formation du film d'huile et son épaisseur ;

- Le champ des taux de contraintes dans la denture.

Pour cela, nous donnerons les équations qui régissent le phénomeéne global de lubrification
de deux surfaces de formes quelconques que nous adapterons ensuite aux spécificités du profil
des engrenages spiro-coniques. Nous présenterons une méthode de résolution des équations non

linéaires puis un organigramme de traitement du probléme global.

Pour I'écoulement du fluide visqueux (huile) entre les dentures, nous utiliserons 1'équation
généralisée de Reynolds [6, 7] que nous adopterons a la spécificité du profil de la denture spiro-
conique en nous basant sur la simulation de son taillage.

Pour traiter les déformations élastiques des dents et les contraintes dans leurs structures
nous utiliserons ['€quation d'¢lasticité générale [8, 9] appliquée a la surface des denfures spiro-
coniques.

Nous déterminerons 1'épaisseur du film d'huile en sommant les déformations élastiques, la
séparation géométrique et la hauteur hydrodynamique[10,11,12].

La tempcrature a travers 1'cpaisseur du fluide et a la surface des dents sera traitée a partir

de I'équation générale de I'énergie et 1'équation de Laplace.
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Notre travail se compose donc de six chapitres.

Dans le chapitre 1, nous déterminerons les ¢quations qui régissent le phénoméne de la lu-
brification ¢lastohydrodynamique (EHD) entre deux surfaces quelconques ainsi que I’expression
de la hauteur du film d’huile.

Le chapitre 2 traitera de la géométrie des engrenages spiro-coniques et de leur spécificité.
Nous donnerons une description sommaire des machines speciales servant a la fabrication des

engrenages spiro-coniques et dont la cinématique sert de base a la simulation numérique.

Le chapitre 3 sera consacré a I'élaboration du modéle mathématique. Nous y présenterons la
procédure de taillage ainsi que sa simulation numeérique 4 l'aide de coordonnées homogénes et
les matrices de passage d'une étape 3 la suivante. Nous y donnerons les équations paramétrées

des surfaces des dentures qui serons résolues au chapitre 5.

Le chapitre 4 sera consacré au calcul de la hauteur du film d'huile servant a la résolution
de I'équation généralisée de Reynolds et I'équation générale de I'énergic. Pour cela, nous déter-

minerons le repére local lié au point de contact et dans lequel I'épaisseur du film est calculée.

Au chapitre 5, on traitera I'aspect thermique de la lubrification : ¢changes thermiques,

température du fluide et distribution de température sur la surface des dentures.

Dans la premiére partie du chapitre 6, nous présenterons la procédure retenue pour la ré-
solution des équations obtenues dans les chapitres précédents ainsi que son application aux en-
grenages spiro-coniques.

La seconde partie sera consacrée a la résolution des équations numériques ainsi obtenues,
a la présentation des différentes méthodes retenues pour leur résolution ainsi qu'a I'élaboration

d'un organigramme global de résolution.
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Chapitre I. LubrificationElastohydrodynamque

1.1. INTRODUCTION

La lubrification des engrenages joue un réle extrémement important sur les performances
des machines et I'existence du film d’huile entre les surfaces de dentures devient capitale dans

la transmission des grandes puissances [13].

En effet, la réduction des frottements pour un rendement mécanique maximum et la
minimisation de l'usure sont les premiéres fonctions dévolues au graissage des machinges,
principalement pour les couples a grandes puissances [2, 3]. Le Graissage assure également la
protection contre la corrosion et l'amortissement simultané du bruit et des vibrations. La
lubrification a toujours €t¢ une préoccupation majeure des concepteurs de systémes mécaniques

depuis la naissance de l'industrie a ce jour.

Compte tenu de leur utilisation dans la transmission de trés grandes puissances a des
vitesses trés €levées, les engrenages spiro-coniques entrent dans les catégories des mécanismes

ou la formation du film d’huile et sa stabilité constituent une priorité fondamentale.

Dans ce chapitre, nous présenterons les équations qui régissent les phénoménes de la
lubrification avec écoulement visqueux entre deux surfaces de forme quelconque en mouvement
relatif 'une par rapport 4 l'autre. Nous donnerons par la suite une méthode pour leur adaptation
aux specificités des surfaces de la denture spiro-conique. La résolution des équations ainsi

obtenues sera traitée au chapitre six.

1.2. EQUATION GENERALISEE DE LA MECANIQUE DES FILMS MINCES
VISQUEUX

Les équations générales de la mécanique des films minces visqueux permettent (compte
tenu des conditions géométriques et cinématiques) de déterminer les caractéristiques d'un
¢coulement en film mince, en particulier sa portance [2, 14, 15]. Ces équations qui définissent le
phénomene sont déduites des quatre lois fondamentales de la mécanique des milicux continus

appliquées a un fluide Newtonien.
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Figure 1.1. Systéme d'axes et de notations

Dans le un repeére cartésien de la figure (1.1), ces équations s'écrivent sous la forme

suivante :

e [oi de conservation de la masse :

g_p_+ a(pui) 0
ot Ox;

1

(1.1)

e loi fondamentale de la dynamique :
p{__uru _J pf; + i (1.2)
0%
* loi de comportement rhéologique qui pour un fluide newtonien s'écrit sous la forme :
6; =(=p+A0,)3; +2us, - (1.3)

e loi pour la conservation de l'énergie pour un ﬂm’de newfonien :
TR o UL % %Jr J (1.4)
Dt Dt axi ox; Ox;

dans lesquelles x; représentent les variables d'espace (aveci = 1, 2, 3), t la variable de
temps, u; les composantes de la vitesse du fluide suivant les axes d’étude, et p la masse

volumique du fluide; f; désigne les forces massiques extérieures, o;; le tenseur des contraintes,

ke le coefficient de conductibilité thermique du fluide.
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T et P désignent respectivement la température et la pression du fluide ; g;; est le tenseur des

taux de déformations, ©. estle taux de dilatation cubique, 8; est le symbole de Kronecker et (A
: . : ; : 1{ 0
. ) sont les coefficients de Navier. C, : chaleur massique a pression constante ; o = ——[—é?]
P P
est le coefficient de dilatation calorimétrique a pression constante.
Notre étude est faite lorsque le régime d’équilibre est atteint.

En reportant I'équation (1.3) ci-dessus dans l'équation (1.2), en négligeant les forces massiques

extérieures, et aprés quelques transformations, on obtient I'équation [3] :

, 2 2
ou, ,auiwz_ op % 0 L u[azlli 0 Y }_l_ 6u.i Ok +[%+ %J% (1.5)

+ + o
ot ox; )  ox;  &xox; | ox] &xou; | Ox;0x; |Ox; Ox; |Ox,

J 1 J

1.2.1. HYPOTHESES

Dans notre ¢tude, nous considérons que :

le régime d'équilibre est atteint [% = 0] :

le milieu est continu ;

le fluide est newtonien ;
- 1'écoulement est laminaire ;

- les forces massiques extéricures sont négligeables ;

il n'y a pas de glissement entre le fluide et les parois en contact la courbure du contact est
négligeable ;
- 1'épaisseur du film d'huile est toujours négligeable devant les autres dimensions ;

- les forces massiques extéricures sont négligeables.
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On obtient alors I'équation de la mécanique des films minces généralisée [6, 15] :

o op 15, %, o ., oH
ax—[gl-é';l"]-" ox, [gl' 2 ]: ox, [UZI(RH _f1)+ Un-fl]‘PzUn axlz *PlUuax—:

5} 8H oH R oH
+ &;[UIZ(RH _f1)+ Uu-f1]‘ P2Us E};‘f‘* P1U12 8;::: + &H P2 6(:2 +paUp —p1Uss (1.6)

avec |

Ry :Ea(xl,xz,t)dx3 (1.7)

2
f= i. R—de3 (1.8)
Ju h, M

*R k
, B I
1

11=E ~dx, (1.10)
.
i

k, =£ S dx, (1.11)
i

ou Uj étant la composante de la vitesse de la surface "i" suivant l'axe "x;" , p; et p, étant les

masses volumiques du fluide sur les parois 1 et 2 ( fluide identique sur les deux parois :

P1=P2=p).
1.2.2. EQUATION DE REYNOLDS GENERALISEE

Treés souvent, on admet que la masse volumique et la viscosité ne varient pas selon
I'épaisseur du film [15, 16] et on place l'origine du systéme d'axes sur l'une des parois du contact
(figure 1.2).
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Lorsque la vitesse d'une paroi du contact est tangente en tout point de cette paroi (cas
fréquent en lubrification) I'équation de la mécanique des films minces visqueux se simplifie, car

en plagant l'origine du systéme d'axe sur cette paroi, on peut poser :

Hi =0 e H, = h (1.12)

Si par ailleurs, on utilise les coordonnées cartésiennes Xyz, les conditions aux limites

des vitesses s'écrivent :

Surlapareil: pour z =0 u = U v=V;, w=W,

Surlaparei2: pour z =h u = U, v= V, w =W,

X3 W surface2 z

A surface2
______ ,/%7
H, 2
. surfacel h
X, H; Y

77y
f(‘///; s

surfacel

Figure 1.2. Systéme d'axes utilisés

Pour un écoulement permanent, lorsque I'équilibre est atteint, on obtient I’équation
généralisée simplifiée de Reynolds pour les fluide visqueux [6,18]. Le repére étant celui

représentc par la fig.1.2, sur la surface de la denture, son expression est :

%(f;.%]+ %[f,%}ﬂ%(vz -0, )}r gy—[pﬁ(\f; -V )}pw(w2 -W,) (1.13)

2

-10 -
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davec
b1
g, =j0 ;L—-dz (1.14)
hz
k, :J’O o dz (1.15)
k
f,=p[ 2|z-=2 {4z (1.16)
0 n 8]
avec

U, ,Vi , W, : composantes de la vitesse du pignon
U, ,V, , W, : composantes de la vitesse de la roue
h : épaisseur du film d’huile
Leurs expressions calculées sont données au chapitre III, égalité (3.33).

1.3. CONDITIONS AUX LIMITES

Dans ce paragraphe, pour éviter la
représentation de l'ensemble de la géométrie
de la denture de I'engrenage, on se propose de
traiter I'équation de Reynolds sur les surfaces
actives représentées par les deux flancs actifs
des dents en engrénement. En dehors de ce
domaine la pression est supposée constant et
est €gale po = 0 (valeur ambiante donnée).

Le débit d'huile Q est constant et assez
abondant pour ne pas provoquer de rupture :

avec V= (U, g W)

u fi
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1.3.1. PREMIERE CONDITION

Cette condition spécifie qu'en dehors de la zone d’action, la pression absolue est nulle

(po = 0),s0it (fig. 1.3):

12 olZas Y ) = 0
2° p(Xmax ,y) =0
3° p(X, Ymim ) =0 (1.17)
4° p(X, Ymax ) =0

1.3.2. DEUXIEME CONDITION

Cette condition connue sous le nom de «condition de Reynolds » spécifie que la

ression de contact ne saurait étre négative, soit :
I

p=0 si op/ox = oploy = 0 (1.18)

Le cas de I'éventualité ou la pression est négative s¢ produit entre autres s'il y a rupture
dans l'alimentation en huile. La définition de ces conditions et leur prise en compte dans les
modeles de calculs est toujours un sujet de recherche ;

La résoslution de I’équation (1.13), dont les coefficients sont non linéaires, peut &tre
réalisée par différentes méthodes d’approximations, entre autres par la méthodes des éléments
finis [4, 10, 17] cette méthode a été appliquée par B.E. EIDERBERG et J.F. BOOKER [4] pour
I'étude de la lubrification des surfaces poreuse et B.J HAMROCK [10] dans le cas d'un contact
ponctuel

La méthode que nous avons retenue, est la méthode des différences finies qui s’appréte le
micux aux cas des engrenages spiro-coniques, méthode qui n’exige pas la définition analytique
de la géométrie de la denture ni de la définition de I’ensemble de sa configuration. Les points
des flancs actifs des dentures sont seuls nécessaires.

Ceux-ci seront facilement déterminés par une simulation de taillage. Dans le paragraphe suivant,
nous présenterons la manicre dont nous nous proposons d'adapter 1'équation de REYNOLDS a la

denture spiro-conique.
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1.4. DESCRIPTION DE LA METHODE

Cette méthode est basée sur le principe de taillage de la denture spiro-conique. C'est une
méthode couramment utilisée pour le traitement de systémes complexes. Elle est traitée en détail
par Dr; HERMANN dans I'étude du contact ponctuel entre deux sphéres [1] et V. SIMON pour
I’étude de la lubrification des engrenages hypoides [18].

Le film d’huile est étudié dans un repére orthogonal dont Porigine coincide avec le point
de contact des surfaces des dents en engrénement (fig.1.3) ; Le plan XOY est confondu avec le
plan tangent commun a ces deux surfaces ; celui-ci est partagé en pavés £, (fig.1.4) de
manicére telle que 1'incrémentation soit uniforme ou progressive (non uniforme, avec coefficient
constant).

Nous avons adopté l'incrémentation progressive a coefficient constant pour l'avantage
qu'elle a a donner une meilleure définition au voisinage du point de contact et de simplifier les
calculs Ia ou la précision n'est pas indispensable. La méthode a incrémentation constante, qui
donne une précision égale sur I'ensemble du domaine d'étude ne rend pas compte de fagon

correcte des valeurs au voisinage du point de contact.

1.4.1. DOMAINE D'ETUDE
Le plan d’étude est partagé de fagon que (fig. 1.4) les dimensions
des mailles soient en augmentation progressive et constante.

Si Ax est la longueur de la maille située

entre le nceud d'abscisse x;, et x;, la 1Y
longueur de la maille suivante (située i
entre le nceud d'abscisse x; et Xjip) est ;_*Eij_ ;E
3
alors £,AX , s, étant une constante choisie ./ ¥V
; T oo A /) T
en fonction de la précision désirée. +
Soit donc : % ‘
S g
Xi = Xq = Ax >
Xit1= Xi = EAX | l
De méme pour les ordonnées des nceuds < X i . it
Vi =Yia = Ay
Yinn = ¥i T &.Ay figure 1.4. Division du plan tangent

&y constante choisie

=13
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De cette fagon, le plan d'étude sera partagé en
pavés parallélépédiques £,, de hauteur constante h; :
auxquels sera appliquée individuellement ['équation de
REYNOLDS, (figl.15).

La précision des calculs sera dautant plus

grande que la base de ces élément est plus petite.

Dans ces conditions 1’équation (1.13) appliquée
al’élément F; ;du plan d’étude (fig.1.5), on obtient :

figure 1.5. Pavé du plan tangent

ﬁ(f ..@},f’_[fi,j, @}:_‘i[phj?(Uz-ul)}r%[p,.j%(vzn\g)J—g'j(wz_“q) (1.20)

a\"a) 3\ "g) &

De méme, les expressions (1.14) a (1.16) appliquées a 1’élément E, j deviennent :

ij

2
kij= Ehu (1.21)
1 34
W,
foon 1.23
L] pls.l 12}1[’-‘ ( )
k..
gi; Z§

1.4.2. APPROXIMATION DE L'EQUATION DE REYNOLDS

En utilisant les approximations par les différences finies des dérivées premiéres et sccondes
appliquées a la méthode que nous avons retenue (voir Annexe I), les différents termes de

I'équation (1.3) deviennent :

of,

Ox

8 t11] ( )f +f+l_| xp11_| (2 )plj+p[+l]
g (8, +1)Ax ' g, (g, +1)Ax

g (1.25)

sifd



Chapitre I. LubrificationElastohydrodynamque

£, 20 g FxPiag (B t Dby Ry 120
i, 7 It 1 2 l
ox 8, (8, +1)Ax
2 2 2 2
afi‘j _-33 " = Sy'fi,j—l + (sy _I}i,j + fi,j+l = Eypi.j—l + (Ey _lh)i-j + pi,j+1 1 17)
/Oy sy(sy - I)Ay s:y(s),,rl )Ay
2 €u.Piiy —le,+1b. . +p. .
£.90_op SyPin (& + Db + Py (1.28)

R R

En portant les égalités (1.25) a (1.28) dans I'équation (1.20) et en arrangeant les

termes, on obtient ’équation fondamentale suivante :

Ay . Hy s, (1.29)

Dans cette équation, Py; (inconnue a déterminer) représente la pression au point « i,j »

et Apet B, sont définies par les expressions suivantes :

Ay = Ay + Ay Bp,=Bx + By + B, (1.30)
ou
Ax = Anfiogj + Agx fij+ Ase £y Ay = Apfija + Agfi; + Agyfijn (1.31)
e, —1 (e, -1y -2¢ g, — 1
O R G = X X Anp = 2 1.32
S e i T ® O A tee

=15 -
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g, -1 (6, -1F -2¢ =

Ay =—7—— Ay=-7 L Ay = (1.33)
y y 33
! (gy .;.1),433:2 Ay’ ef,(ay+1)Ay2

et
Bx == B]xﬁ-lj"' Bfoi.j"' B3xfi+1‘j+ B4x By: Blyfi,j-l+ B2)(fi,j + BByfiJ‘f-l * B4y (1'34)
Avec

82 EX e 3
B,=——=% __ B, = (1.35

® T (e, +1) AR " (e, +1)Ax3 )
2 2
1 —8x Ay j +(sx DA+

B3 = By =pij- = ) - 2 (U, -U,)  (136)

g, (g5 +1)Ax

By =~ 3 B,, = 1— 1.37
7 (ey+l)2Ay2 oid (sy+liAy2 h.2n)

1 y y P
B = ————— B4 =P (V2_Vl) (138)
¥ (8; + 1)z Ay? % : 8y (gy G I)Aﬁ’
By = -pij (W2-W;) (1.39)
Avec : Mig=— (1.40)
gi;

1.5. HAUTEUR DU FILM D’HUILE

La résolution de I’équation (1.20) nécessite la connaissance de la hauteur du film
d'huile h;; pour chaque élément E; j. Cette hauteur est composée par la somme d'une hauteur

hydrodynamique ho, d'une hauteur géométrique 1;; et de la déformation élastique d; j- (fig. 1.6) :

hij = hy + L + djj (1.41)

= 6=
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1.5.1. HAUTEUR HYDRODYNAMIQUE

hy est la hauteur du film profil avant déformation

d’huile au niveau du centre de contact
avant la déformation du profil. Sa
valeur basée sur [’expérience est
donnée par différentes formules selon

les auteurs.

Pour notre part, nous choisissons de
calculer la hauteur minimale nécessaire
pour la formation du film d’huile sous
des effets hydrodynamiques
déterminés, selon les résultats de

I’étude menée par D.DOWSON [19].

Selon cette étude, la hauteur minimale Figure 1.6. Hauteurs du film d’huile

nécessaire pour la formation d’un film

entre deux surfaces quelconques se mouvant a des vitesses v; et v, et, due uniquement aux effets

hydrodynamiques, est donnée par I'expression générale :

_ 2.65.00% (v.V, )M po®

y (I —
0 0.3
E Wi

ou:
o, = coefficient de piezoviscosité du fluide ;

E : module d’¢lasticité du matériau ;
1
Vo = E (vp +V, ),

avec

V :viscosité cinématique ;

pr: rayon de courbure équivalent au point de contact.

=17=

(1.42)

(1.43)

(1.44)
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1
avec i: L +— (1.45)
Pr P1 P2

wi;: charge sur la denture correspondant a la pression 8’exergant au point i,j.

L'expression de la charge supportée par la dent est :

X max pymax
I p.dy .dx (1.46)

w : - .
X mn Y min

ou p est la pression appliquée sur la surface active de la dent .

L'équation (1.46) sera résolue numériquement par son expression numeérique €quivalente donnée

au chapitre 4, paragraphe 6.
1.5.2. HAUTEUR GEOMETRIQUE

La hauteur géométrique lij est la longueur entre un point de la surface active de la
dent du pignon et le point correspondant de la surface active de la dent de la roue d’un point
quelconque M( x;, y; ) avant la déformation de la surface active de la denture. Cette hauteur
est due uniquement a la configuration géométrique de cette surface. Sa détermination nécessite
la connaissance topographique de la surface du flanc de la denture considérée. Son expression

finale est donnée au paragraphe 4.4 par I’expression (4.25).
1.5.3. DEFORMATION ELASTIQUE

C’est la différence entre la hauteur de deux points correspondants avant et aprés la
déformation élastique des surfaces actives (fig. 1.6). Son expression finale est donnée au

paragraphe 4.5 par I’expression (4.26).
1.5.4. CONCLUSION

Pour la résolution de I’équation fondamentale que nous avons obtenue, connaissant la
hauteur hydrodynamique, il nous faut calculer la valeur de chacune des deux autres hauteurs :
hauteur géométrique et hauteur élastique pour chacun des pavés. Le sujet du chapitre suivant sera

donc 1'¢tude de la géométrie de la denture spiro-conique basée sur le modele retenu.

=18=
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2.1. INTRODUCTION

La représentation géométrique de la denture spiro-conique est un probléme extrémement
complexe et qu’il n’existe pas de solutions analytiques pour la décrire. Sa description se fera par
I'intermédiaire d'une simulation d'usinage basée sur la méthode de taillage retenue pour sa fabri-
cation ; Les coordonnées des différents points sur la surface seront déterminées par unc simula-
tion numérique de la méthode.

Il existe deux méthodes pour la fabrication des engrenages spiro-coniques [1, 5]. Le pré-
sent chapitre sera consacré a I'étude de la fabrication des engrenages spiro-coniques ; nous y dé-

crirons leur géométrie, les machines-outils et méthodes utilisées pour leur fabrication.
2.2. METHODE D’OBTENTION DES DENTURES

Les surfaces des dentures du pignon et de la roue d’un engrenage spiro-conique peuvent

¢ire obtenues par deux méthodes :

1°- _méthode des enveloppes :

Dans cette méthode, une surface S, liée au céne primitif C, d'axe de rotation ITyde la

roue d’un couple
d’engrenage, enveloppe
une surface S, lide 4 un
autre cone primitif C;
d'axe de rotation I, , tan-

gent le long de leur géné-

ratrice commune, au cdne :
C,. (fig. 2.1a) (@) (b)
Dans cette méthode,

a- Méthode des enveloppes b- Méthode des roulettes
la surface de la denture

Figure 2.1. Taillage des engrenages spiro-coniques
de la roue est taillée sans
génération (surface obtenue par un procédé analogue au brochage), tandis que celle de la denture
du pignon est engendrée par un ensemble générateur (cone primitif de la roue et 1a surface de la
denture de la roue). Cette méthode (méthode formate et Helix Form) est trés peu utilisée pour la

génération d'un engrenage concourant [1].

=90 =
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2% Méthode des roulettes :

Une surface conique A de somimct O roule sans glisser sur deux cones primitifs C, et
C, tangents le long de leur génératrice commune OL Pendant le roulement de la surface Ay
une surface A, lice & A, enveloppe deux surfaces S; et S, (fig. 2.2-b ) Sy et S, représentent les
dentures du pignon et de la roue ; Les dentures conjuguées du pignon et de laroue sont ob-
tenues par génération a partir du méme ensemble générateur matérialisé par la surface

primitive A, et la surface génératrice A,

2.3. TYPES DE PROFILS

Deux types de profils sont actuellement utilisés pour les dentures des engrenages spiro-
coniques et hypoides :
- denture a profil conique ;

- denture a profil constant.

2.3.1. DENTURE A PROFIL CONIQUE

Gleason Work [20] a adopté, pour la denture spiro-conique une denture conique variable [1,23]
dont les dimensions vont en diminuant du gros bout au petit bout (figure 2.2).

conicité de hauteur

Conicité de Fentre dert

conicité de hanteur

a— Conicité de la roue b — Conicités des éléments
dentée de la denture
Figure 2.2. Denture a profil conigue

% (o
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Ces engrenages possedent quatre paramétres de conicité :

® conicité de hauteur : diminution de la hauteur mesurée perpendiculairement au plan primitif
le long de la dent.

® conicité d'épaissenr : diminution de I'épaisseur de la dent mesurée dans le plan primitif.

® conicité de l'entre dent : diminution de la largeur de l'entre dent le long de la dent mesurée
dans le plan primitif.

® conicité de la largeur entre pointes (fond de dent) : diminution de la largeur de l'entre
pointes de la dent mesurée dans le plan de pied.

En plus des quatre conicités, Gleason définit deux autres types de conicités, qui sont :

1- Conicité normale :

Les dimensions de hauteur et d’épaisseur de la dent sont proportionnelles a la distance d’une
section donnée au sommet du coéne primitif. Par conséquent, les sommets du cbéne primitif et du

cone de pied coincideront et les cotés de la dent convergeront au sommet du cone primitif
[1,21].

2-_Conicité duplex :

Elle est caractérisée par une conicité de largeur entre pointes nulle sur toute la largeur de
denture sur les deux membres (pignon et roue). Cette conicité est obtenue par inclinaison de la
ligne de pied autour de n’importe quel point du pied le long de la dent. Le sommet du cone de
pied ne coincide pas avec le sommet du céne primitif.

Afin de produire une denture conique, I’axe de la fraise frontale doit étre normal a la gé-

nératrice du cone de pied [22].

2.3.2. DENTURE A PROFIL CONSTANT

Dans ce type de profil I'ensemble des éléments (hauteur et épaisseur de la dent, largeur
de ’entre dent ) sont constants. (figure 2.3)
Ce type de denture est plus rigide que les précédents, mais nécessite un usinage trés soigné

pour ¢liminer les vibrations dues aux interférences qui naissent en fonctionnement.

=D
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77,

(a)

a — Roue dentée

(b)

!

hauteur

F—-{

/

b — Denture a parameétres constants

Figure 2.3. Denture a profil constant

2.3.3. TYPES DE SPIRALES

11 existe plusieurs types de spirales. Les plus fréquents sont :

o Spirale logarithmique : c’est 1a forme théorique de ce type d’engrenage ; elle a I’avantage

d’assurer un angle constant entre la ligne médiane et la ligne radiale de la denture, mais

I’inconvénient réside dans la difficulté de sa fabrication (figure 2.4.a).

® Spirale circular-cut : la spirale théorique est remplacée par un cercle dont les paramétres
(rayon, position, mouvements, ... ) permettent de rapprocher le plus possible de la spirale. Cette
méthode utilise un outil circulaire de rayon rr et dont la position est définie par deux parameétres
b et f par rapport a l'origine (figure 2.4.b).

® Spirales en développante : lc taillage de ce type de denture utilise une fraise mére basée sur

la méthode des développantes. (figure 2.4.¢ )

Y Y,

ligne médiane
de la dent

_ ligne raciale
de la dent
¥,

‘Y

ligne transversale
de la dent

X,

e

T

ligne médiane

de la dent

ligne radiale
% de la dent

a — Spirale logarithmique. b — Spirale circular cut .

figure 2.4. Types de spirales

- 2%

ligne transversale
de la de:

¢ — Spirale en développante.
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2.3.4. TYPES D’ENGRENAGES CONIQUES A DENTURE SPIRALE.

Ces types d’engrenages ont surtout ét€¢ développés par la firme GLEASON. On en dis-
tingue trois types :
® FEngrenage Zerol :@ dans ce type d’engrenage, les axes du pignon et de la roue sont concou-

rants ; I’angle de la spirale moyen "o pour la denture est nul (fig. 2.4.a.).

® Engrenage spiro-conique : les axes du pignon et de la roue sont également concourants

mais I’angle moyen de la spirale n’est plus nul. ( fig. 2.4. b)

® [Engrenages hypoides : pour ce type d’engrenage, les axes ne sont plus concourants et

I’angle moyen de la spirale n’est pas nul.

, #0
550 B0 p
( 2 2 - ands
N
U % Y
N
= =
a - Engrenage Zerol b - Engrenage spiro-conique ¢ - Engrenage hypoide

Figure 2.5. Types d’engrenages a dentures spirales

2.4. PARAMETRES D'UNE ROUE GENERATRICE.

Pour 'usinage des engrenages spiro-coniques, on utilise le principe de taillage par roue gé-
nératrice a la différence des engrenages cylindriques ou hélicoidales dont le taillage passe par le
concept de la crémaillére génératrice [5].

Les dents de 1a roue génératrice dépendent de la forme du type de denture & usine (conique
droit, hélicoidale ou spirale). La roue génératrice est caractérisée par :
® son plan primitif : le cone primitif est réduit a un plan tournant sur lui-méme autour de l'axe

OX (fig. 2.6).0u O est le sommet du cone et L)1, la largeur de la denture.

s ¥ 0%
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®  Sa surface génératrice : elle est définie par son intersection M;M, , out M;M,; est un arc de
cercle de rayon R; de centre O, , telle que la tangente T qui lui est menée par le point moyen M

fasse un angle B( angle de la spirale) avec la génératrice OM, (fig. 2.6).
La surface A, est une surface d'égale pente, engendrée par des droites s'appuyant sur

M;M; et inclinée d'un angle constant sur le plan primitif.

2.5. TYPES DE FRAISES

L'outil de coupe utilisé pour le
taillage engrenages spiro-coniques avec
des machines GLEASON se présente sous
forme de tourteau avec des lames tran-
chantes inclinées droites ou parfois sphé-
rique [1, 21].

Il existe trois principaux types d'ou-

tils utilisés sur les machines Gleason :

1°) outil a aréte tranchante extérieure pour

figure 2.6. Roue plate génératrice
le taillage du flan concave de la denture (figure 2.7-a).

2°) outil a aréte tranchante intéricure pour le taillage du flan convexe de la denture (figure 2.7-b)
3°) outil a tranchants alternés intérieur et extérieur pour le taillage mixte (figure 2.7-¢)
Les caractéristiques de chaque outil sont :
- sonrayon It ;
- lalargeur entre pointes e, ;
- l'angle d'inclinaison des tranchants ;

- les rayons de raccordement des tranchants o ;
Ip It
It € € €2 1. el2

SRR S

(2) (b) (c)

3V

a - Fraise a tranchant b - Fraise a tranchant ¢ - Fraise a tranchants
extérieur. intérieur. alternés.

Sigure 2.7 .Types de fraises
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Chapitre II. Géométrie de la denture

2.6. MACHINES DE TAILLAGE

L'usinage des engrenages spiro-coniques se fait a l'aide de machines de taillage spécifi-
ques congues pour permetire l'utilisation d'une large gamme de roues génératrices.
Ces machines permettent un certain nombre de réglages spécifiques i chaque couple d'en-

grenages appelés "réglages machines”. Ces machines sont composées de trois partics (figure 2.8)

a- base coulissante ;
b- chariot ;
c- bati ;

La base coulissante (1) peut se déplacer parallélement a l'axe du berceau, permettant son
positionnement axial. Celui-ci est animé d'un mouvement de rotation autour de son axe horizon-
tal. Sur le berceau est monté un excentrique (3) d'axe horizontal et pouvant se décaler de celui du
berceau d'une excentricité "e". Le socle d'axe horizontal passant par l'axe de la fraise est réglable
en position horizontale (3).

Le porte fraise, s'appuyant sur le socle est réglable en position angulaire par rapport a I'axe
du socle (4). L'outil de taillage s'appuic sur la face verticale du porte fraise pendant 'opération de
taillage.

Ce meécanisme permet d'obtenir l'inclinaison et I'excentricité de la fraise entre zéro et une

valeur supérieure donnée.

1- Base coulissante
2- Berceau

e 3- Excentrique
4- socle
5- porte fraise
6- piéce & usiner
7- broche
8- poupee
9- chariot
10- bati

Sigure 2.8. Machine de taillage universelle Gleason

S



Chapitre [1. Géométrie de Ia denture

Le chariot (9) est réglable en position angulaire et porte la poupée qui est réglable en posi-
tion axiale suivant l'axe de la picce a tailler, permettant le positionnement du sommet de son
cone primitif. La piéce est portée par la broche (7) réglable en hauteur.

La piece est animée d'un mouvement de rotation uniforme pour un taillage avec génération,
elle est immobile pour un taillage sans génération.

Le bati (10) porte la base coulissante, le chariot et 'ensemble des éléments du mécanisme
de la machine.

2.7. REGLAGES MACHINES

L'opération de taillage de la piéce nécessite un certain nombre de réglages de positionne-
ment et de mouvement de la piece vis a vis de la fraise. Ces réglages concernent :
- Le positionnement de la fraise ;
- le positionnement de la piéce ;

- les mouvements de la picce et de la fraise.

2.7.1. POSITIONNEMENT DE LA FRAISE

Lors du taillage de la picce, celle-ci doit étre positionnée dans le plan de référence (plan
machine) et son axe doit étre orienté par rapport a celui du berceau. Cela s'obtient a l'aide des ré-
glages suivants :

a- Angle du berceau ¥, : c'est le réglage angulaire, du berceau par rapport a son axe[12, 58], il
permet de positionner I'axe de I'excentrique par rapport a I'axe de la machine

b- Angle de l'excenirigue ¥, : c'est le réglage angulaire qui permet d'ajuster la distance radiale
entre I'axe de la fraise et celui de la machine (figure 2.9)

c- angle du socle ff: c'est le réglage angulaire du socle qui permet d'ajuster l'orientation et la di-
rection de l'inclinaison de l'axe de la fraise (figure 3.3).

d- angle du porte fraise 8 : c'est le réglage angulaire du porte fraise qui permet d'ajuster I'angle

entre I'axe de la fraise et celui du berceau. (figure 3.3).

.



Chapitre I[I. Géométrie de la denture

A
Y 2 A

Centre du berceau
. (
G > ¥
?ﬁw Fraise
w‘

T\Cen‘r_re de l'excentrique

(a) (b)

Centre de l'excentrique

X

Centre du berceau

a- Génératrice a spirale droite b- Génératrice a spirale gauche

figure 2.9. Positionnement de la fraise

2.7.2. POSITIONNEMENT DE LA PIECE

Le positionnement de la picce est obtenu par le réglage des paramétres suivants :

a- Angle de pied o : il définit 'angle entre 1'axe de la piéce a tailler et le plan machine. Il est
obtenu grace a l'orientation de l'axe de la poupée par rapport a l'axe du berceau.

b- Recul machine f: c'est le positionnement du cone primitif par rapport au plan machine; il est
obtenu par un déplacement longitudinal de la poupée suivant I'axe de la piece a tailler.

c- Décalage vertical b : c'est le réglage vertical de la broche ; Il permet de positionner 'axe de
la picce a tailler par rapport au centre machine.

d- Base coulissante d : c'est I'ajustement longitudinal de la base coulissante dans la direction

paralléle a I'axe du berceau . Il positionne le point d'intersection de l'axe de la piéce avec

I'axe du berceau (fig. 2.10).
2.8. METHODE DE TAILLAGE DES DENTS
1l existe deux méthodes pour le taillage des engrenages spiro-coniques :

- Taillage avec génération ( fig. 2.11-a)
- taillage sans génération ( fig. 2.11-b)
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| vue de dessus |

Y fraise
base coulissante | centre machirie X
[y
\ centre de la fraise
: </ W angle de pied machine
recul machine : : "
piéce

vue de face v

.....

o LY axedelapiéce
L 17 Position angulaire de la fraise

Décalage vertical L

S K

“ . centre de la fraise
{ TN fe—T

décalage radial

Figure 2.10. Positionnement de la piéce

2.8.1. TAILLAGE AVEC GENERATION

Dans le procédé de taillage par génération, la
denture est obtenue par une roue génératrice imagi-
naire par la méthode des roulette. pendant, 1'opération
d'usinage, le berceau, qui représente la roue généra-

trice exécute un mouvement de rotation oscillatoire

autour de son axe matérialisant 1'axe de rotation de
la roue génératrice fictive, tandis que la fraise ef- figure 2.11 .Taillage des dents
fectue un mouvement de rotation uniforme autour de

Son axe.
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Chapitre [1. Géométrie de la denture

La piéce a tailler est animée d'un mouvement de rotation uniforme autour de son axe [20].
Pendant le taillage d'un entre-dent, la roue génératrice engréne avec la piéce a tailler et la
denture de la roue génératrice enveloppe la surface de denture de la picce a tailler. A chaque
instant, ces deux surfaces sont en contact lin€aire suivant une courbe spatiale dont la forme et
I'emplacement sur les surfaces en contact changent pendant le processus d'engrénement [20, 22,

23].

2.8.2. TAILLAGE SANS GENERATION

Le taillage sans génération est I'usinage des dentures par la méthode des enveloppes. Elle
n'est applicable que pour le taillage des roues dont I'angle primitif est plus grand que 70° [5].

La roue est taillée sans mouvement relatif entre le berceau et 1a picce par un procéde ana-
logue au brochage . L'usinage du flanc concave et convexe de la dent se fait en méme temps en
une seule passe avec un outil de forme.

Les surface des roues ne sont pas générées, par contre, les surfaces des dentures des pi-

enons doivent etre générées [24].

2.8.3. CONCLUSION

Les différents types de dentures spiro-coniques, les méthodes de taillage ainsi que les ré-
glages machines associés ont été présentés dans ce chapitre.

Cette présentation est nécessaire €tant donné que la denture des engrenages spiro-coniques
est obtenue par simulation du procédé d'usinage en tenant compte des différents paramétres de

l'usinage.
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Chapitre III. Modéle Mathématique

3.1. INTRODUCTION

Comme la représentation de la denture spiro-conique ne posséde pas de description
analytique, la détermination des points de sa surface se fait a l'aide d’une simulation de taillage
basée sur les réglages machines pendant 'usinage des engrenages (réglage de 1’outil de coupe et
de la piece a usiner) et les mouvements relatifs de la piéce et I’outil, en tenant compte que cha-
que point de la surface de la dent appartient a ’aréte tranchante de ’outil.

Pour cette représentation, nous utiliserons les coordonnées homogeénes.

3.2. COORDONNEES HOMOGENES

Soit un point M, de coordonnées ( x,,y1,z;) dans le repere cartésien quelconque
Ol-i-j-il et M, son image dans un autre repére cartésien Oz-fz-l-ﬁz par une transformation

linéaire. La relation entre leurs coordonnées est donc :

X; = an Xy + apy: + apgz; + b
Y2 T anXy + apyr + anz; + by

2, = a;x; + apyr + anz; + b

Soit, en utilisant une notation matricielle :

X, a; a;, ay by ||x
Ya| |8y 3y a3 by ||y,
Z, az ag az by lz

1 IR ¢ R | VR o L S |

La représentation de la relation linéaire par la relation matricielle est un artifice qui
permet de remplacer les transformations linéaires (translations, rotation, ... ) par une opération
sur des matrices.

Dans cette représentation :

les a;jreprésentent les cosinus directeurs des vecteurs iy, j,,k, dans le repére O,.i,.j k,

les b; représentent les coordonnées de I'origine O, dans le repére O,.1,.5.k,

Cette représentation est dite représentation en coordonnées homogénes.
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3.3. HYPOTHESES DE TAILLAGE

Pendant I'opération de taillage, un point qui appartient a la surface de la dent, appartient en
méme temps a l'aréie tranchante de l'outil qui I'a généré.

Le modele de simulation sera donc basé sur la transformation de chaque point du flanc ac-
tif de la dent en un point de la fraise en utilisant les différents réglages machine du processus.

Le procédé de taillage des engrenages spiro-coniques pris en considération pour la simu-
lation numérique est I'usinage des dentures a profil constant par la méthode des enveloppes
(taillage sans génération pour la roue est avec génération pour le pignon).

Les corrections nécessaires pour 1’élimination des interférences ont été prises en con-
sidération dans les paramétres de réglage, [24, 25] il en résulte ainsi un contact ponctuel a la
place du contact linéaire théorique.

Le pignon est la roue motrice dont le flanc actif est la surface concave de la dent.
Le flanc actif de la roue menée est la surface convexe de la dent, ( figure 1.3).
La position d’engrénement, le plan tangent ainsi que le repére local sont indiqués sur la figure

3.1. L'origine du repére étant située sur le point de contact, h désigne 1'épaisseur du film d'huile.

Figure 3.1. Repere local

3.4. TAILLAGE DU PIGNON

La simulation numérique du taillage du pignon sera basée sur le procédé d'usinage par la
méthode avec génération.

La roue sera taillée par la méthode sans génération.
Pour les autres types d'engrenages, il suffit de déterminer les matrices de passage pour chaque
cas comme il sera expliqué plus loin pour le cas présent, et d'intégrer ensuite celles-ci dans le lo-

giciel de calcul pour avoir 1'étude compléte du cas désiré.
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3.4.1. REGLAGE DE 1I’OUTIL

3.4.1.1. Représentation de I’aréte tranchante

Dans le repére OrX1Y1Zt li€ a la fraise, les points de I’aréte tranchante de I’outil sont re-

présentés par les parametres (ry; ,T; ,0 ,1g; étant le rayon de 'outil ) tels que définis dans la

fig. 3.2.

La position du point M appartenant a l'aréte de I'outil est alors définie par le vecteur :

O.M=F
avec
—x,
(11 + T,.tgo; ) cos ©
(1o, + 7,.tgo, ).sin O
1

T

o, étant ’angle de I’outil.

3.4.1.2. Orientation de la fraise

Le repére R (0.XoYeZo) étant lié au bati
de la machine, (repere fixe), l'orientation de la
fraise (inclinaison de sa face ) est définie par le
réglage de l'angle du socle (angle /) et ce lui
du porte fraise (Angled). Cette position est dé-
finie par le repére R; (O1X,Y:Z;) obtenu par
une rotation du plan Xy O Y, autour de I'axe OZ,
d'un angle f et d'une inclinaison du plan Y, Og Zg

d'un angle & autour de I'axe OpXj .

(3.1)

(3.2)

o

L

Y

L YIER

//////////’/?

fr

1)

o |

b
el
I

figure 3.2.. Repérage d’un point de
aréte tranchante

La position du point M de la fraise dans le repére R, est donnée par le vecteur :

i:1:[A1]Er

3.3)

ou [ A;] est 1a matrice de passage du repére Ry au repére R; (voir Annexe II) dont I'expression

est :

cos B —sin B

sin B.sin8 cosPB.sind cosd O

0 0

-3

0
sin B.cosd cosP.cosd —sind 01
[A]

(3.4)

!
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3.4.1.3. position du centre de la fraise

la position du centre de la fraise Ot est déterminée par I'angle ¥; ( obtenu par la com-
binaison des réglages de l'angle du berceau ¥y, et I'angle de l'excentrique V. ) et 'excentricité e,

de la fraise (fig. 2.9) ; cette position est définie par repére R, dont l'origine est le centre de

la fraise O('Y'y, ¢,) et les axes parall¢les a ceux de R;. (fig. 3.3)

La position du point M de l'outil dans le repére R, est alors donnée par le vecteur :
é = [Az]ii 3.3)

ou [ A; ] est la matrice de passage du repére R; au repére R, ( fixe ); son expression est

1 0 0 0
0 cos sin €, Ccos
[a]=], S LS (3.4)
—siny, cosy, —e,siny,
[0 0 0 1

3.4.2. POSITIONNEMENT DE LA PIECE

La position de la pi¢ce est définie par le réglage du décalage vertical b, de la base coulis-
sante d, du recul machine f et de l'angle de pied o.(fig. 2.10). Cette position est définie par le re-
pere R; obtenu par (fig. 3.3) :

- une translation de valeur - b du plan X; O,Y, dans la direction de l'axe 0,7,
- une translation de valeur d du plan Y, O,Z; dans la direction de I'axe O,X,
- une rotation d'angle oo du plan Y; O,Z; autour de I'axe O,X,

- une¢ translation de valeur f du plan X, O,Z, dans la direction de 1'axe O,Y,

La position du pont M dans le repére Rj est alors donnée par le vecteur :

i = [Ad.§ (3.5)

ou [A3] estla matrice de passage du premier repére au second ; son expression est donc :

cosot —sinae 0 —d.cosa
sinot cosa 0 —f-—dsina
[A3]=
0 0 1 b
0 0 0 1

(3.6)
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3.4.3. MOUVEMENTS RELATIFS PIECE/OUTIL

Le pignon étant généré, durant le processus de taillage, il effectue un mouvement de rota-

tion autour de son axe avec une fréquence angulaire ®, dans le repére Ry dont l'axe Oy Z, est
confondu avec l'axe de rotation de la piece de rotation (fig. 3.4).

Le plan O4 X, Y4 durepére Ry fait un angle g par rapport au plan machine, li¢ au repére
fixe, appelé angle de roulement de la picce. La valeur de cet angle est li€ a 'angle de roulement

du berceau , par la relation :

®
L= ¥ _ S (3.7)
Y @

ou g est 1a vitesse angulaire de la fraise.

Les coordonnées du point M exprimées dans le repére R4, sont données par la relation :
i, =[Ad g (3.8)

ol [ Ay ] est la matrice de passage de R; a Ry

Son expression est :

[cosy, O siny, O

0 1 0 0
[a=|_ (3.9)

-smy, 0 cosy, O

0 0 0 1

3.4.4. POSITION D'ENGRENEMENT DU TRAIN D'ENGRENAGE

La position d’engrénement du pignon et de la roue est représentée, R fixe est lié au bati
de la machine, par la figure 3.5. Pour compenser les erreurs géométriques relatives a la géome-
trie spirale des corrections axiales doivent étre apportées a la denture pour la suppression des in-
terférences et conduisant a un contact ponctuel a la place d’un contact linéaire théorique selon les
travaux réalisés par V. Simon [24].

Le plan OgXoZ, du repere R, fait un angle ¢ (@ angle d'engrénement du pignon avec la
roue) avec le plan OyXy4Z, .

les coordonnées du point M exprimées dans le repére Ry , sont données par 'expression :

% = [As] T (3.10)
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avec :
cosp, 0 -—sing; O
0 1 0 0
[As)=] (3.11)
smp, 0 cosp, O
0 o0 0 1

@; ¢tant I’angle d’engrénement (figure 3.4)
Un point quelconque de 1a surface active du pignon en engrénement avec la roue est
donng¢, dans le repere fixe Ry, li€ au bati, par I’expression : ( T = 1)

a = 4 J 1 .
ou t est donné par I'expression :

Ty = [As]. [As]. [As]. [A2]. [Ad]. Ty (3.12)
Z XTI
AZyp X, | Vue de gauche|
Outil 0, 8 v,
e N Z: . Y;
Oy f./‘ f J .,__Y'D
b / \“’"\L"pl :Y

Y
—

%y

I Vue de dessus

Figure 3.3. Positions pignon/outil pendant I'usinage
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3.6. TAILLAGE DE LA ROUE

La simulation numérique du ;
taillage de la roue sera basée sur : TEes / L . > \,
l'usinage par la méthode sans géné- X:}(\ % / 9 )] h
ration. Les réglages machines et %% k ¥ Z

les mouvements picce /outil en dé- s
coulent. (chapitre 2 § 8) ==

figure 3.4. Position d'engrénement

3.6.1. REPRESENTATION DE L'ARETE TRANCHANTE DE L'OUTIL

Un point M appartenant a I’aréte tranchante de 'outil (fig. 3.5) est défini par
- L’angle ©, que fait le rayon Op,M avec 'axe OpY1o,

- Ladistance 1, dupoint M al’axe O, Yy dans les de axe OnXrs .

- Le rayon de la fraise 1,

La position du point M sur l'aréte tranchante est définie par la relation :

Op M=, (3.12)

ou le vecteur position ., a pour expression :

+T,.tg0, Jcos O
i, = (raz 218 z) ] 2 (3.13)
(rnz + 1,180, )Smez
1

o, ¢tant I’angle de pente de la fraise et g, son rayon.

3.6.2. POSITION DE TAILLAGE

La position de la fraise est déterminée par une excentricité de valeur m (fig. 3.5). Cette
position est obtenue par le déplacement du socle dans la direction de l'axe O,Y; du repére lié

au bati. Cette position est définie par le repére Ry, li€ a la fraise.
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La position de la fraise qui

A Z z
est immobile durant le processus ! {05 J
de taillage est obtenue par le ré- &
glage de l'angle de pied & etle o, ;
recul machine g et le décalage c: 3
vertical c. 0,

Cette position est définie /<
par le repere Rg lié 4 la piéce a 7 :
usiner ( roue). On

Un point M de l'aréte tran- & \j
chante de I'outil, exprimé dans le § /%, %

repére Rg , est défini par la rela-

i Figure 3.5. Positions roue/outil pendant l'usinage

i =[As]. i, (3.14)

[ Ag] est la matrice de passage du repére Ry, lié a 'outil au repére Rg li€ a la picce ;
son expression est :
sinf -cos¢ 0 -mcos&+g

cos{ sm§ O m.sin &
[As]z
0 0 1 -c
0 0 0 1

(3.15)

3.6.3. POSITION D'ENGRENEMENT

La position du train d'engrénement du train d'engrenage est définie par la figure 3.4.
Le passage du repere Rg li€ a la roue au repere fixe est défini par le vecteur :

[As] représente la matrice de passage du repere Rg au repére Ry son expression est :

1 0 0
0 cosy, siny,
[A7]: 0 .
—-siny, cosy,
0 0 0

(3.17)

P O Sy O
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Un point quelconque de la surface active de la roue (confondu avec le point homologue de

l'aréte de la fraise qui I'a engendré) est donné dans le repére fixe d'engrénement par I'expression :
%, =[As) [Ad). Ty (3.18)

En associant cette expression avec la simulation de taillage a partir du processus d'usinage,

on obtient I'ensemble des points de la surface active de la dent de la roue.

3.7. SURFACES ACTIVES DES DENTURES

Pour I’étude de la lubrification de I’engrenage, (calcul de la pression du lubrifiant, de
I'épaisseur du film d'huile, de la température du fluide et des surfaces en contact ainsi que leur
déformation), il n'est pas nécessaire de connaitre la géométrie globale de la dent, mais unique-
ment celle des surfaces en contact.

Ces surfaces seront obtenues point par point par l'intermédiaire du plan tangent commun
en utilisant les ¢quations de contact entre les roues dentées et le tranchant de la fraise d'un coté et
en calculant le point de contact entre le pignon et la roue en engrénement de l'autre.

Pour chaque point arbitrairement choisi sur le plan tangent déterminé, on calculera les

points homologues sur les surfaces actives des roues dentées.

3.7.1. SURFACE ACTIVE DU PIGNON

Sont désignées comme surfaces actives les deux surfaces en contact des roues dentées :
- Pour le pignon, il s'agit de la surface concave de la dent qui est la surface menante du train.
- Pour la roue, c'est la surface convexe de la dent qui est la surface menée (fig. 3.1).
L'ensemble des points de la surface active du pignon est défini par I'équation de contact
entre le tranchant de la fraise et celle du pignon.
L'équation de contact entre la surface du pignon et le tranchant de la fraise a pour expres-

sion dans le repére final fixe R, :

Vo gy =0 (3.19)
Dans cette expression, \‘?(T n) Teprésente la vitesse relative de la surface coupante de 'outil T
par rapport a celle du pignon 1 dans le repére Ry et fi(ry, estun vecteur unitaire orthogonal a la

surface de 'outil T dans le repére R,
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3.8. VITESSE RELATIVE FRAISE/PIGNON

La vitesse relative \7(1. /1) entre le tranchant de la fraise et la surface du pignon en géné-

ration est définie par :
Ve =0ay-n G - B A - F,) (3.20)

Dans l'expression (3.20), o) représente la vitesse angulaire de la fraise dans le repere Ry (lié a
l'outil).
Son expression est :

By =| 0 (3:21)
0

ou ot est la composante suivant I'axe OrXt (fig. 3.3). () est la vitesse de rotation du pignon

dans le repére Ry, son expression est :

—®,.sin o
By =|—®;.co80 (3.22)
0

Le vecteur T, a pour expression :

=10 (3.23)

Le signe " A " dans I'expression 3.20 représente le produit vectoriel entre vecteurs.

En mettant les expressions (3.21) a (3.23) dans (3.20) et en effectuant les opérations, on

obtient I'expression de la vitesse relative :

®,{z, +b)cosa
?{Tn)o — Or.Z, —031.(22 +blsin o (3.24)

— @y, +[v,.sina—(x, -d)cosa]
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3.9. VECTEUR NORMAL A LA SURFACE DU PIGNON

Un vecteur unitaire iy normal a la surface de 1'outil dans le repére Ry est défini par

I'expression

>

fipyr =

>

3P| 3R

___~ (3.25)

SRR

En dérivant 1} a partir de son expression (3.2) par rapport 3 T, puis par a rapport 2 6, on

obtient :
= -1 3r 0
IT _ | tgo,.cos0| et ?5.%1; =|-1,.tg0,.5in O (3.26)
' | tgo,.sin6 T,.1gc,.cos 6

finalement, l'expression du vecteur unitaire n (r)r normal a la surface de l'outil dans le repére Ry
est :
(rg, + 7,120, Jigo,

(rp; + T,.t20, )cos B
(g + 7,120, )sin ©

figgyr = 3.27)
i \/(rm +1,.tg0, / ltg %o, + cos® 6+ sin> 6)

et en utilisant les relations trigonométriques, on peut écrire :

tgo, tgo,

cos© cosB
- sin © sin ©
Rap = SR

J (Ig 2o+ 1) 1
cos® o,
Finalement, I'expression du vecteur normal a la surface de l'outil dans le repére Ry est :

sin o,

fi(pyr =|C0sC,.cos 0 (3.28)
c0s G, .sin O
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L’expression finale du vecteur normal a la surface du pignon a pour expression :
sin o,
fi(ry = [B, ][B, ] coso,.cos6 (3.29)

cos G,.sin ©

[ B ] sont les matrices égales aux matrices [ A; ] auxquelles on supprime la derniére colonne et
la derniére ligne.

La surface du pignon dans le repére d'engrénement est définie par le systéme d'équation :

Ve iy diry =0 (3.30)
G =[As][As][As][A)[A]E (3.31)

L'équation (3.30) définit les points de la surface active générée par l'outil et I'équation

(3.31) les donne dans le repére d'engrénement.
3.10. EQUATION DE LA SURFACE DU PIGNON

L'équation développée de la surface du pignon est obtenue en portant l'expression de la vi-
tesse {’(T /1y a partir de I'égalité (3.24) et celle de fi(y), a partir de (3.29) dans I'équation (3.30).
Soit :

cos a.kos(wi ~5)(B,.cos 8, + d.B; )+ sin8,.sin(y, — 5 ).(B,.cos f+d)+ Bz.(b— e,.siny,; )J+

+ 1 .[sinﬂl.(Bl.sinﬁ+ep.smﬁ)—ep.Bs.cosé']-kb.sina[—B3.sir(w1 —8)+siné,.cody; —3)]=0
I,.Sing
(3.32)
avee |
B, = 15,180, + — B, =tgo,.cos 3 —sin B.cos 0 B; =tgo,.sin B+ cos .cos 6
Cos ™ O,

3.11. COMPOSANTES DES VITESSES DU FLUIDE

En supposant qu'il n'y a pas de glissement entre les surfaces des dents et le fluide lubrifiant,

et en se basant sur la figure (3.4), les composantes de la vitesse du fluide ont pour expression :

1 -Q,.z, G, 0 1
Vi = [BL ][B:r Tl-[BsTI- 0 et |V, |= [BL ][B7 ]_1' Q,.zg | (3.33)
W, 0, x, W, %
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(2 et QQ, étant respectivement la fréquence de rotation du pignon et de roue en engrénement.
[BL] représente la matrice de passage du repére d'engrénement au repére local lié au plan tangent

commun et dont I'expression sera calculée ultéricurement.

3.12. RAYONS DE COURBURES

Le calcul de 1a hauteur hydrodynamique qui est de la forme :
hO = f(.[jl ;ﬂ}i ;ﬁ?’i 99])

nécessite la connaissance des composantes (fIi - {fi . Wi données par les expressions 3.33) de la

vitesse de la surface de la roue étudiée et des rayons de courbures p; de chacune des deux surfa-
ces actives. Le rayon de courbure d'une surface quelconque en un point M est donné par la

premicre relation de FRENET :

ou ds représente un €lément de la courbe en question et T le vecteur tangent au point M.

Le rayon de courbure a la surface active du pignon et a la surface de la roue ont pour ex-

pression respectivement :
d_.' 'l
i =S et i = i’ﬁ (3.34)
py ds p, ds,

Dans les expressions ci-dessus, i, et IL?..‘: représentent les vecteurs tangents au point de con-
tact. Leur expression est donnée par la relation 4.11 dans laquelle, (X,, y», 2 ) représentent les
cordonnées du point de contact sur la surface du pignon respectivement sur la surface de la roue.

ds; et ds, ont pour expressions :

ds, = \Jdx2 +dy3 +dzl et ds, = Jdx2 +dy? +dz} (3.35)

X11, Y11, Zi1 €t Xor , Va1, Zz1 sont les coordonnées du point de contact dans le repére local.
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3.13. FLANC ACTIF DE LA ROUE

L’ensemble des points de la surface active de la roue (surface concave) est défini par

I’équation de taillage suivante :
ir("1“2!2)0 Tipp g =0 (3.36)

Ou V(r,,,y représente la vitesse relative entre la surface active de I'outil T, et celle de la roue

durant le processus de taillage dans le repére R, .
fir,,, représente le vecteur normal i la surface de I'outil T, dans Ry ; son expression est :
sin o,
fipy/p = [B7][B6] cosag, cos B, (3.37)
cos o, sin 6,

3.14. CONCLUSION

Les différents points de la surface active de la dent de la roue sont obtenus par l'intermé-
diaire de I'équation de taillage 3.36 et la relation de position 3.31 dont la résolution est donnée
au chapitre 6 paragraphe 5.

Ces résultats permettent le calcul de la hauteur géométrique et hydrodynamique.

Pour le calcul de I'épaisseur du film d'huile, il reste a déterminer la déformation élastique

au point de contact.
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4.1. GENERALITES

La résolution de I'équation fondamentale des films minces (1.20 page 14) nécessite le cal-
cul préalable de la hauteur du film d’huile pour chaque point de I’espace considéré.

Pour la mise en application de la méthode des différences finies retenue pour la simulation
numerique, le plan tangent commun aux deux surfaces en contact, sera partagé en pavés pour
lesquels la hauteur du film d'huile correspondante sera calculée.

Ce chapitre sera consacré a la détermination du plan tangent commun au point de contact
et au calcul de la hauteur géométrique qui dépend uniquement de la topographie de la dent en
dehors de toute contrainte, au niveau de chaque nceud du maillage de ce plan puis de la déforma-
tion ¢lastique. L'épaisseur du film d'huile sera alors totalement déterminée. Elle est égale i la
somme des trois hauteurs :

- hauteur hydrodynamique ;
- hauteur géométrique ;

- déformation élastique ;
4.2. DETERMINATION DU REPERE LOCAL

La définition du plan local dans lequel est calculée 1I’épaisseur du film d’huile (figure 4.1),
sera déterminé par le calcul de chacun de ses éléments :
- Origine du repére
- Vecteurs unitaires de chacun des ses axes.
- Matrice de passage du repére fixe final au repére lié au plan local.

La disposition de ce repére dans la position d'engrénement est indiquée sur la figure (3.1) :

L'axe Oz a pour direction la normale A2

a la surface de contact du pignon du- Repére local

rant I'engrénement. 2 Plan tangent

4.2.1. ORIGINE DU REPERE \ )
o ’\\\R/ / Y,

AR
Le plan XOY du plan local est /&\;@\5\\\ £

3 \\
confondu avec le plan tangent com- /73 2 Y,
mun aux deux surfaces actives des ' X Pignon i
. xl' \—-—
dents en engrénement. /
L’origine de ce repére sera lo- /XJ
calisée sur le point de contact entre Figure 4.1 Repére local

S
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ces deux surfaces dans leur position de fonctionnement, représentée par la figure (3.4). La locali-
sation de T'origine du repére se réduit au calcul du point de contact par rapport au repére fixe

d'engrénement.

Ce point commun aux deux surfaces est défini par le systéme d'équations suivantes :

Lo = Ty

v(m)-ﬁuo =0 4.1)
ﬁno = ﬁzm

La premicre relation exprime 'unicité du point de contact 1o et 1y, étant définis dans

le repére fixe Ry, avec :

fijo = [As]. [Ad]. [As]. [Az]. [A4]. Fr, (4.2)

et

T0 = [As]. [A7]. [Ag]. T, (4.3)

La deuxi¢me relation exprime que ce point appartient au plan tangent ;

V12 S8t la vitesse relative entre 1a surface du pignon et celle de la roue.

Son expression est :

i..Zy0
Vay = 0. ~Zy0 (4.4)

1, X907 ¥2s0

i. désigne le rapport de réduction entre la fréquence de rotation du pignon et celle de la roue.

Son expression est :
i =—L1 (4.5)

fi, , est le vecteur unitaire normal a la surface du pignon dans le repére R .

Il est égal a :
f,,0 = [Bs]. [B4]. [Bs]. [B2]. [By]. O 7yr (4.6)
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soit, en remplagant 1), par sa valeur tirée de I’expression (3.28) :

g0,
n,,0 = [Bs] [Ba] [Bs]. [Bz]. [B1].cos Gl[cose 4.7
sin ©
1,,,, vecteur unitaire normal a la surface de la roue dans le repére d'engrénement, est obtenu par

une application linéaire associée aux changements de repére ; son expression est :

1go,
n,,,= [Bs].[Bs). coso,|cosH, (4.8)
sin 6,

Au point de contact, les vecteurs unitaires fi,,, et fi,,, orthogonaux respectivement a la

surface du pignon et a celle de la roue sont confondus, d’ou la troisiéme relation du systéme
(4.1).
En portant les expressions (4.4) et (4.8) dans I’équation (4.1), on obtient I’ équation du point de

contact suivante :

a,.sin Y, +acosy,+az — i.a. .ag = 0 (4.9)
avec :

a = i.(a5.co86; —g.as +m.tg0;)

a =i [(sin6;.(g — a.sing -m.cos& )] + c.aq

a3 = sinB;.(m.sin&; —ag.cos & ) +c. as (4.10)

a =tgoy.sin&; — cos&; . cosH,

as =1g0y.co8&; + siné;.cos 0,

g — l'zfg.tg o; +
cos” o,

4.2.2. VECTEURS UNITAIRES DU REPERE LOCAL

Le repére local sera complétement défini avec la définition des vecteurs unitaires de
chaque axe.

a- Vecteur unitaire suivant 'axe O X;

Un vecteur fL de I'axe Op Xy dans le plan tangent, est défini par la relation :

Vaz

R

(4.11)
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V,2) est la vitesse relative entre le pignon et la roue ; elle est donnée par I’expression (4.4).

L’expression dei; est donc :

7 o 1
1--Z3/0

Vo
" %0
[Vl
X370+ ¥2/0
Vo]

e
]

avec

3

F’u‘ . \/irz(zz;n+az)z+2§m+(irxzm+Yzm)

Les valeurs de X5/, Yoo €t zyo sont données par la relation (4.3).

b- Vecteur unitaire suivant I’axe 017,

Le vecteur unitaire EL de I'axe OpZy , orthogonal au plan tangent, est donné par :

—-

k, =0 (4.12)
Inuol

fi, , est le vecteur normal 4 la surface du pignon (ainsi qu'a la surface de la roue), donc normal au

plan tangent. Sa valeur est donnée par ’expression (4.7).
La représentation de son expression analytique bien que fastidieuse, ne présente aucune difficulté

particulicre. Sa valeur sera calculée numériquement a partir des expressions (4.7) et (4.12).

c- Vecteur suivant Paxe 0. Y,

Le vecteur I_ suivant ’axe Op Y}, est donné par le produit vectoriel des deux précédents :

— —

i =k A (4.13)
4.3. MATRICE DE PASSAGE AU REPERE R;,

Le calcul de I'épaisseur du film d'huile est exécuté dans le repére local 1ié au plan tangent
commun aux deux surfaces de la dent. Le passage du repére d'engrénement a celui-ci, se fait a
I'aide d'une isométrie directe représentée par une matrice [A;] définissant cette application.
Cette matrice déterminée, un point appartenant a la surface du pignon sera donc représenté par

le vecteur :

i =[AL) T/ (4.14)

ou [Ar] estla matrice de passage au repére local dont il faut déterminer les éléments.
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4.3.1. ELEMENTS DE LA MATRICE DE PASSAGE

Les €léments de la matrice de passage au repére local sont définis a partir des paramétres
du repére local. Ces éléments seront calculés numériquement a partir des expressions (4.10) a
(4.13).
Ses €léments sont obtenus a partir des coordonnées du centre du repere local et des coor-
données de ses vecteurs unitaires.
Les coordonnées de Iorigine Op de Ry, dans R sont données par I'expression (4.1), soit :
b,
T, =| b, (4.15)
b3

ou by, by et b; représentent la solution de I'équation (4.9)
les expressions (4.11) a (4.13) donnent ceux des vecteurs unitaires i et k, dans le

repere fixe Ry, soit :

iy Ji ki
iy =iy o =|Jun k =lky (4.16)
i JaL ks

Les égalités de I'expression (4.16) donnent les éléments de la matrice de passage du repére
local au repére fixe Ro. Le passage du repére d'engrénement au repere local s'exécute par l'appli-
cation inverse.

Un point du plan tangent est exprimé dans le repére fixe par la relation :

%0 =[D]3, 4.17)

soit en développant :

Xi/0 iy o kn by |[Xp
YUD — ’:‘ZL -}:ZL kZL b?.L 1 YL (418)
Zyg I, Jun kg by || Zp
1 0 0 0 1 1
Le passage du repére R,/ au repére local se fait a I’aide de la relation inverse
i=[AL)i (4.19)

o
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La matrice de passage [A : ] au repere local Ry est donc définie par :

[A.]=[D]" (4.20)
Ou [D] représente la matrice de passage du repere local au repére fixe dont l'expression est :

ilL le le bl.L

[D]: i'ZL j.ZL Ky, by (4.21)
i Jr ks by

g O 9 1

4.4. HAUTEUR GEOMETRIQUE

La hauteur géométrique (séparation géométrique entre la surface du pignon et celle de la
roue en engrénement en dehors de toute contrainte) au niveau d’un point M( X;, y; ,z = 0 ) ar-
bitrairement choisi sur le plan tangent (fig. 1.6 et 3.1) est définie par l'intersection de la normale
au plan tangent commun passant par ce point et les surfaces respectives de la roue et du pignon.

L’intersection d’une droite, de vecteur directeur i, passant par un point arbitraire du

plan tangent de coordonnées (X, yj, z), avec la surface de la dent du pignon est définie par
I’équation :

=% Mt tn 22y (4.22)

Npy N, N,

Dans cette expression , Xjr,Y11,Z;1 représentent les coordonnées du point sur la surface du pi-

gnon.
Son intersection avec la surface de la roue est donnée par 1’équation :

xi_XZL :yj_YZL - Zk—ZZL (423)

Npy n'l‘y nTz

Dans cette expression Xor,Yo1,Zo1, sont les coordonnées du point sur la surface de la roue cor-

respondantes au pomt du plan tangent de coordonnées (x;, yj, %, .
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nry , Nty ¢t ny, représentent les composantes du vecteur normal au plan tangent ﬁT dont l'ex-

pression est :

=[Bi]- 0,4 (4.24)

ou [Bp] est égale a la matrice [Ap] a laquelle on supprime la derniére ligne et la derniére co-
lonne.

La hauteur géométrique 1i; est alors donnée par :

li,j(xiiyj): \/(XIL -Xa )2 T (Yu, ~Xa1 )2 +: (Zu_, ~ L )2 (4.25)

4.5. DEFORMATION ELASTIQUE

La déformation élastique d( x , y ) en un point M( x, v ) d'un espace régulier donné
[09, 11, 14], causée par une pression de répartition continue p( X, Y ) est donnée par l'expres-

sion générale

d(x,y) = 2. i—)l — 4 | s L""T“ PG L) AX.dY (4.26)
7.E #xmin Jy min \/(X e X)Z s (y =5 Y)z

Dans cette expression, L représente le coefficient de poisson et E le module d’élasticité du

matériau.
Conditions d’utilisation

La validité de cette expression est conditionnée par les hypotheses suivantes :

- la mati¢re utilisée est homogéne ;

- le matériau utilisé est isotrope ;

- les contraintes restent inféricures aux limites élastiques du matériau utilisé ;

- les dimensions de la zone de contact restent faibles devant les rayons de courbures des surfa-

ces en contact.
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Toutes de ces conditions sont remplies dans le cas des engrenages en général et en particulier
des engrenages spiro-coniques.

D'une fagon générale l'intégration analytique de I’expression (4.26), ne peut étre réalisée
que pour les surfaces classiques possédant une équation analytique les définissant. Dans les cas
des engrenages spiro-coniques, son intégration se fera numériquement.

L'évaluation numérique de cette intégrale est donnée par I'expression [10, 27] :

e

4.6. CHARGE SUR LA DENT

la capacité de charge sur la dent est donnée par I'expression :

Xmax ey max did
W = dy.dx
o Y (4.28)

X min

Dont I'évaluation numérique est

Wi /= Zgl,m (4.29)

=1 m=1

ou :
8m = pl,m‘P xa‘Log(Yb +yxi+ye )+ xh-LOS(Yb +XE+YE )
= y,.Loge(b +4/x¢ +y2a )+ y,,.Log,(xb +4/XE +Vi J_I (4.30)

N représente le nombre de division selon I’axe des X

Ny représente le nombre de division selon ’axe des Y

B4 .



Chapitre IV, Epaisseur du film d’huile

et
Xa: I“XI_I+XI
2
- ! __ym~1+ym
Ya YJ 2

4.7. CONCLUSION

X, = X, —i‘iz’i“—l 4.31)

m +ym+i

Vo =¥— 2 : (4.32)

L'épaisseur film d'huile au niveau d'un point du plan tangent a donc pour expression finale :

hij = hg + L + dij (4.33)

ho, 1;j et d; sont données respectivement par les expressions (1.42) , (4.25) et (4.27).

Le balayage de I'ensemble des nczuds du plan tangent donnera la configuration tridimen-

sionnelle du film d'huile entre les surfaces des dentures en engrénement.
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5.1. INTRODUCTION

La transmission de puissance par denture entraine un échauffement du fluide lubrifiant et des
surfaces en contact, di au transfert énergétique entre ces éléments. 1’élévation excessive de la
température peut entrainer la décomposition de 'huile de lubrification et par suite I’annulation de
ses effets. C’est pourquoi il est trés important de connaitre la forme et la valeur de celle-ci.

Pour déterminer ces parametres, il est nécessaire de connaitre les échanges énergétiques et
thermiques entre les parois et le fluide lubrifiant.

Ce chapitre sera consacré au calcul des températures du film d'huile ainsi que le champ

thermique sur la surface de la denture.

5.2. ECHANGE ENERGETIQUE

L'échange énergétique entre deux parois et un fluide lubrifiant a la température initiale T, se
mouvant entre celles-ci 3 une vitesse V  de composantes (1,V,w) suivant les directions
respectives OX, OY, et OZ, sous une pression P est régi par I'équation générale de I'énergie [15].

Dans notre étude, nous nous proposons d’appliquer celle-ci aux spécificités des dentures spiro-
coniques afin de déterminer I’expression de la température du fluide ainsi que le champ thermique
sur les surfaces de la denture.

Cetie ¢quation a pour expression[18, 30, 31] :

T  aT oT o*T 62'1“ o*T
PLyd B—+V.—+ W =k, btk
ox oy oz ox: oy oz’

= OLT.T[U.@+V.@J+ v[[ggjz +[@JT (5.1)
ox oy 0z oz

Dans cette équation, u, v et w sont données par les expressions suivantes :

u="0U, +6p .dz+1 .[Ul-U ~k, 6p) —.dz
ox “op g2 O p

v=V, +—I —.dz +—[V1—Vz—k2.@1rl.dz
oW 14 Oy Popu

et [l 2ol

e
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avec :
® p: masse volumique du fluide ;
® ¢, : chaleur spécifique de fluide ;

® o : expansivité thermale du lubrifiant.

k. : conductibilités thermiques du fluide

® | : viscosité¢ dynamique du lubrifiant ;

Ui, Vi, W,, composantes de la vitesse de la surface du pignon ;
e U, V,, W, composantes de la vitesse de la surface de la roue ;

® o, ct k, sont données par les expressions (1.14) et (1.15);

5.2.1. CONDITIONS AUX LIMITES

La température hors de la zone d'action est supposée constante et est égale T, Celles du
fluide a la frontiére (entrée et sortie de la zone d'action) restent également contantes et sont égales a

la température ambiante Ty. Ces hypothéses se traduisent par les conditions aux limites suivantes :

a)_entrée du fluide :

A la fronticre de la z6ne d'action, l'huile entre avec une température constante ; cela se traduit

par les ¢galités :

a. 1. suivant Uaxe Ox : NrwesV:2)=T, por  (u). ... >0

et (5.2)
aT
e ~-0 T e Y
[ax ]K:x - pom (u)x—x min

a-2. suivant I'axe Oy : T(X, Y min ,Z)= Ty  pour (v)yzymi,1 =0

et (5.3)
)
— =0 pour (V) i <O
[ay y=y min

b) sorfie du fluide :

De méme la lubrification étant abondante, la température a la sortie est constante est égale a
To.
¥R
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Cela se traduit par les égalités suivantes :

b-1 suivant I'axe Ox : T(X DRk y,2)= T, pour {u)_ <0
(5.4)
[?}:] =0 pour (u)x:xmnx> 0
ax X=X max
: ar
b-2 suivant I'axe Oy : [—J =0 pour (V)F,m >0
O Jy-y max
et (5.5)

T(X, Yma:l( ° Z): TU pour (V)yzy max <0

¢) confinuité dans le transfert :

L'¢change thermique entre les surfaces du pignon et de la roue et le fluide de lubrification est

continu cela se traduit par les égalités :

kc_(@} L[@]
0z z=0 azz 2=z, max

(Z) (B
OF )i 0z, ). o

ou: T représente la température du lubrifiant, T, , celle du pignon et T,, celle de la roue ; k. et k,

(5.6)

représentent respectivement les conductibilités thermiques du fluide et du matériau des engrenages.

Les conditions (5.2) a (5.5) expriment qu’a I’extérieur de la zone de contact la température est
constante (¢gale a T, a la frontiére), de méme qu’il n'y a pas d’échange énergétique en dehors de la
zone d’action.

Les conditions (5.6) exprime la continuité dans le transfert de chaleur entre le fluide et les parois des
roucs.

Pour la résolution de I'équation (5.1), nous adopterons la méme méthode que nous avons

utilisée pour la résolution de I’équation généralisée de Reynolds (1.13)
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De la méme fagon, le plan d’étude de la température sera le plan tangent aux deux surfaces

partagé en pavés progressifs tel que décrit au paragraphe 1.6.

5.3. RESOLUTION DE L'EQUATION GENERALE DE L'ENERGIE

I'équation (5.1) sera remplacée par son approximation par les différences finies puis appliquée
a chacun des pavés du plan tangent commun aux deux surfaces en contact. En utilisant les
approximations par les différences finies des dérivées premiéres (Annexe I, expression AL19 et

AL20) :

2 2
Uin,j T (ﬁx i l)uij —Ex M

85 =u_ = ; (5.7)
ox e, (1+¢, Jh
2 2
. = Sim +(8y _1)“i.j_8y Bij (5.8)
o CH (1+ s )h :
L'équation (5.1) devient :
Ar.Tyx = Br (5.9)
Avec
Br = w [(Mu)2+(Mv}2] = p'cp'(Al'Ti—l,j,k+A2'Ti+1,j,k+A3‘Tl,j-1,k) &
B Tig ik + Tin ik
F AT AT L AT ot e[ i
4 ,_[+].,k 3 ,J,k 1 6 71,5,k+1 [ gx(l.}.gx )A.xz
7= BT |y 1
g =Nl RELE AR S e Pre || (5.10)
sy(l+sy ).A.yz AZ? ( BETLT ThE 1)
ou :

—62p.yi+l82 ~1lp.  +piy;
Mu = UZ +"}"— -(Ul _UZ) -+ 1‘ h — ._.lE_ i X pl'_]-’.l ( X )pi,_j p:+l.J
ve L g e, (e, +1)AX

2 2
MG = Vyb (Vi) & [ [} Zor B +(8Y _l)p” +pi’j“]
v.g v g Ey .(ay + I)A.y |
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et
1=5 . : -
Ar = p.c .ZA + 2k + +opf U—+V— | +
T P -Cp 4 1 D[SKAXZ syAsz T{ ox ay]
1 1 1
+ 2k 5.11
‘{exm’ : ff:y.f_\.y2 - Azz] e
Avec :
1
A, :m.(m jul) A (1w +Jul) (5.12)
Ay = —— v+ Ag=—2(v+p) (5.13)
2.Ay 2.8,.Ay
A :—1—-.(w+|w[) A :L.(—wﬂw‘) (5.14)
LR °" 2.4z

5.4. TRANSFERT DE CHALEUR

Le transfert de chaleur entre le fluide et les parois des dentures conduit & un champ thermique
réparti sur les surfaces des dentures régi par I'équation de Laplace :

pour le pignon .
o*T, 8*T. &°T
21 e 21 i 21 -0 (5.15)
oxy Oy; 0z
pour la roue :
2 2 2
aTZ+aTZ+aT2___0 (416)

5.5. CONDITIONS AUX LIMITES

A Textéricur du champ d'action, la température est supposée constante. Le fluide est supposé
assez abondant. Aux frontiéres, I'échange thermique se fait uniquement entre le fluide et les

surfaces des engrenages.
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On suppose qu'il n'y a pas de perte par rayonnement. Dans ces conditions, les conditions aux
ppose q yap perte p A4

limites sont :
T,
ks-[g‘J =K [T, (X pins Y1521 )- T, ] (5.17)
1 /x;=xmin
TR e s Y10 24 ):Tp (5.18)
T, (Xamins¥2022)=T, (5.19)
oT.
_ks(_ZJ =kc'[T2(xmax!YZ’zz )— Ta] (520)
axz X=X max
ks'["a;[i} = kc'[Tl(xl’ynﬁnﬂzl)_Ta] (521)
1 /g,=ymin
_ks[@} :kc‘[Tl(xl'-’ym’zl)_Ts] (522)
1 ¥ =y max
(oT,
_ksta_l = kc'[Tl(xl?yDZmax )_ Ta] (523)
. z;=zmax
oT
k[az—zj =k JT, (%595, %0 ) T.] (5.24)
2 Z;=zmin
avec :

Ta: température ambiante, Ty, : température du corps du pignon, T, : température du corps de la
roue, k. : coefficient de transmission thermique du lubrifiant et kg : conductivité thermique du

métal de la denture.
5.6. RESOLUTION DES EQUATIONS DE TRANSFERT DE CHALEUR

En appliquant aux équations (5.15) et (5.16) les relations des différences finies suivantes :

o°T iy T + 85 Tiy = (146, )T, 5
ox*® g, (1+ e, )Ax?

- 62



Chapitre V. Température du fluide

T 5 2.Ti.j+1 +8,.T ~(1+ By )Ti_j (5.25)
t':?y2 gy (1+ &y )Ayz
FT_, Tign+8, Ty ~l+e, )T,
oz* 6, {1 +8, )Azz
On obtient I'équation générale suivante :
Are. (Te)i,j,k e BTe (526)
Ou:
B. -2 ex (T, )i—l. ikt (T, )m, i Ey (T, )i,j—l,k (T, )i,j+1,k
Te = < 2 2
Bx'(1+8x ).AX SY (l+ BY )ﬁ}’
1
+ E'[(T° b O] (5.27)
et
1 1 1
A0 + + 5.28
s {sx Ax® g Ay AZ? ] i)

avec : e = 1 pour la température du pignon et e = 2 pour la température de la roue.

5.8. CONCLUSION
L'équation générale de I'énergie adaptée a la surface de l'engrenage spiro-conique associée a

I'équation de Laplace donne pour chaque point du plan tangent représentant les surfaces en contact,

la température du fluide ainsi que celle des surfaces des dentures.
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Chapitre VI. Procédure et schéma de résolution

6.1. INTRODUCTION

Pour résoudre I'équation (1.29) qui remplace 1’équation (1.13), il faut d'abord calculer la
valeur de la hauteur du film d'huile (expression 1.41) en chacun des points de la surface étudice.
D'un autre coté, la détermination de cette hauteur nécessite la connaissance préalable de la pres-
sion en chaque point de cette surface pour le calcul de la déformation ¢€lastique (expression
4.26). Cette interdépendance de ces deux grandeurs (pression, épaisseur du film d'huile) impose
la résolution de cette équation par une méthode d'itération directe par approximations successi-
ves de la forme :

Py = f(Pa.1) (6.1)

Il en est de méme pour la résolution de I'équations du champ thermique dans le fluide

(5.9), et I'équation de la répartition de la température a la surface de la denture (5.26). Cette mé-

thode nécessite trois principales étapes :

® premiére étape

La premicre étape consiste a calculer la pression approximative dans le fluide par la ré-

solution de I’équation (1.29), en commengant I’itération par des données initiales arbitraires :

di; = 0, pour la déformation €lastique dans le calcul de la hauteur du film d’huile ;
pij = 0, pourla pression ;

T = Ty, pour latempérature du film d’huile ;

T, = T, , pourlatempérature du pignon ;

T, = T,, pourlatempérature de la roue .

Dans cette premiére étape, la hauteur du film d'huile "h" se résume a la somme de la hau-
teur géométrique "he" et la hauteur hydrodynamique "I;". A partir de ceite valeur et Py = 0, on
calcule a T'aide de I'équation (6.1) la pression pour chaque point du plan tangent commun.

La pression du film d'huile connue, la hauteur du film d’huile pour chaque pavé du plan
tangent, la température du fluide et le champ thermique sur la surface de la denture seront ainsi
déterminées.

e deuxiéme étape

Avec ces valeurs, I'ensemble des parameétres nécessaires a la résolution de 1'équation (1.29)
est connu. Cette résolution donne une nouvelle valeur de la pression au niveau de chaque pavé
du plan qui permet de calculer la déformation élastique puis la hauteur (épaisseur) du film d'huile

entre les dentures et enfin les températures.
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® [froisiéme étape

Avec la nouvelle valeur de la pression, on recalculera la déformation élastique, la hauteur du

film d’huile, et les températures puis on recommence 1’itération.

6.2. SCHEMA DE RESOLUTION

Le calcul de la hauteur du film d’huile nécessite celui de la hauteur géométrique entre les

deux surfaces en contact qui se fait en trois étapes :

1°_ Pour un point de contact arbitraire, ( pour 6 = Bget T, = 1y données) on doit déterminer
le point d’engrénement et en déduire le repére local.

Pour chaque point du plan X;O.Y, de ce repere, divisé selon la méthode retenue au chapitre 1,
on calculera les points correspondants sur les profils de la denture, puis la hauteur géométrique

qui sépare la denture.

2°_ Pour chaque point de contact, on calculera la hauteur hydrodynamique qui additionnée i la

hauteur précédente (déformation initiale nulle) permet de recalculer la pression de contact.

3°_ La nouvelle pression permet alors de calculer une déformation élastique au point de contact
a l'aide des expressions (4.27) qu'on ajoutera a la hauteur géométrique et hydrodynamique pour
obtenir 1a hauteur totale du film d'huile entre les dentures "h; A

4°_ La hauteur totale du film d’huile obtenue permet alors la résolution de I'équation de Rey-
nolds (1.29), et le calcul des températures puis l'itération est recommencée jusqu'a la précision

désirée et définie par I'expression :

Bkl (62)

&c estle critére de précision retenu.

6.3. EQUATION DU POINT DE CONTACT

La méthode que nous avons présentée contient plusicurs équations qui peuvent étre réso-
lues par différentes méthodes.
Nous présenterons dans ce paragraphe les méthodes et procédures que nous avons retenues

La connaissance du point de contact nécessite la résolution du systeme d’équation (4.1).
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soit :
fj0 = Th0 ()
\7(1_2) Ay, =0 (b) (6.3)
fly o =My ©

soit en se référant aux expressions (3.2), (3.13), (4.2) et (4.3) I'équation (a) devient :

-
1

=% =y ,
[A; 1[A4][A3]-[A21[A1] (tgy + 7,-1g0; Jcos O _[ASI[AT][AG]' (1, + 7,.1g0, JcosH, ‘ =0 (6.4)
(1y, + 7,120, )sin © (tgs + 7,120, )sin 0, |

et en se référant aux expressions (4.4) , et (4.8), ’équation (b) devient :

1,259 sin o,
1,.X5/0 *¥Y2/0 €08 C,.sin O,

En remplagant n,,, et 1,,, par leurs valeurs tirées des expressions (4.7) et (4.8), I’équation (c)

devient :
sin O sin 6,
[Bs}[B4][B;}[B.][B.}} | cos 5.cos 6 | |- [B;}[B4 ] cos o,.c0s 6, | = 0 (6.6)
cos o,.sin O cos 0,.s1n 6,

Le systéeme d’équations (6.3) peut étre résolu par différentes méthodes numériques. Pour
notre cas, nous avons retenu la méthode de NEWTON-RAPHSON qui s’adapte le mieux
au choix que nous avons retenu initialement pour la résolution de 1’équation (1.29). En effet,

cette méthode utilise :

1°  une méthode de résolution matricielle qui s’adapte parfaitement a la méthode des différen-
ces finies qui a été retenue.

2° nécessite la connaissance de la dérivée premiere qui se calcule aisément dans notre cas car
cela se réduit a déterminer la dérivée d’un seul terme du produit des matrices.

3°_ utilise la méthode itérative directe que nous avons adoptée pour la résolution de I’équation
pour la détermination de la répartition de la pression

4° converge de fagon quadratique et offre la possibilité de vérifier les calculs en cours de trai-

tement.
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6.4. APPLICATION DE LA METHODE DE NEWTON-RAPHSON

Les paramétres de réglages machines choisis, ils restent sept paramétres inconnus (1,
O1, Wo, Y1, 1, Y2, &, ) qui dépendent de la position d’engrénement et qu’il faut déterminer.
La méthode de Newton-Raphson appliquée au systéme formé par les équations (6.3), on obtient

le systéme d’équations (6.7) suivant :

@ @ @ @ ) @

LS I s WY O L oR" A0 + B a0 OB OB g FO
EN ) ay, o, oy, oy,

(i) i) i) i) i) (i)
ok, i MO 6132 T2 A9 4 OF; i S R oF} Ao + T2 OF; Ay T2 o} Ay® + X" AE® — FO)
oty Oy, 0P, Y, oy, %

@ i) @ @

i Ar® 4 oF; 209 + OF; 5 Ap0 4 &cp(” oF; Ay T oF;" Ay® 4 oy AE® =
atl m anU a(P]. al‘J.'l. alpz aE—'

i) i) (i) i) (i)
QE;!__MIG) oF, i po® 4 OF, B h oF,” Py Ko+ oF LN R oF, Fa' py® s ok, AED R
oty ) 2y, o, EA ay, o

@ @ 0} @) i) @

OFy %5 A 4 OF %5 Ao® B Ay® +5F Ap® + OF; Es” ay® + OFy 5 ag® + OFg” s A® — O
o, S oy, o, E oy, -3

() (i) {1 (i)
3F_6_mlﬁ) Fs %s_ po® + oFg" T py0 + T oF Ae® + OF;" T Ayl + Fg T Ay® + OF; %o Ar® =0
o % ay, o, oy, oy, ot

@) i @ @

" A O, oF;" % pe® 4 OF; T~ AP + oK, T~ po® + oK, ET ay® + oF;" B Ay® + oF;" AE® = EO
EN ) Ay, o9, oy, oy, E3
ou

A, Ae®, Ay, ﬁw(‘) Ay®, Ae® et AE® sont les solution du systéme ci-dessus.
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Tfi) M) WO @ o®

Avec une approximations initiales de : 85”, Wo's Wi’ Wa's Pp syt 2‘;(” choisies,

on approchera la valeur exacte par I'itération :

1.’{_'i+1) P 1:?) oy ﬁ‘cii)
85”” ~ Bgi) & AB&”
\pgm = wg) 4 Awg)
‘Pim] e ng) 4 Aw{i)
ng = W{zi) g Awff’
(p§i+1) = cp;i) P Aq){i}
g = p® 4 Ap®

oFD o D D O G FD
Les expressions —1—, —3 L 2 - LE ot

or, = 00, Oy, Oy, oy, oOp, ot

désignent respectivement
les expressions gj(}(“)), %(X“)), %(X{i)),%&m)’ %(X(i))’ %E(Xm)’ ot

% (x0),

o
[X] étant le vecteur dont les composantes sont (T3, 61, Wo, W1, W2, P1, &, ) et [AX] le vecteur de

composantes (Aty, A8y, Ayg, Ay, Ay, Ay, AE, ) soit :
i @ L i i D)) e
XO1 = [T, 6, wid wi, wi, of, 89
[ax9] = [Ar, A8, Ay, AuP, Ayl Aef, AEP)
6.5. CALCUL DES ELEMENTS DU SYSTEME

Dans le systeme (6.7), les F; représentent les expressions suivantes :

K -7 -,
E, (ro; + T,.tg0; ) cos B; (o2 + T,-tg0; ) cos B8,
=[(A A, A )AL A -lA]lA-][A . (6.9)
o= Il laaslia | oS, la ) T EO
1 1 1
ou :

F; , F; et F; représentent respectivement la premicre, 1a seconde et troisiéme composante du

produit ci-dessus.
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De méme :

F, sin o, sin o,

L [B5 1B, ][le[BZ][BI] c0sc,.c0s0, |- [B, }[B,] cos ©,.c080, (6.10)
K C0s0,.sin 6, €08 0,.8in 6,

F4 et Fsreprésentent respectivement ’expression de la premiére et la seconde composante du

produit matriciel ci-dessus.

Fg représente I'équation de la surface de la roue en engrénement. Elle est donnée par la

deuxiéme équation du systéme (6.3), qui, développée, donne :

F¢ = ajsin Wy, + acos gy +as — ir. a, . a4 (6.11)

avec :
a; = i .(ag.cos0; — g.as +m.1go,)
a = i.[(sinB;.(g—as.8inE —m.cos& )]+c.ay

a3= snO,.(m.siné;—ag.cos&)+c. as
a4 = tgoy.siné& — cos& .cos 6,
as = 1tgo,.cos& + sin&. cos 6,
T2
ds — T .tg Oy + W
cos” G,

Le systéme (6.3) contient sept inconnues (13, 0, Wo, Wi, Wa, @y, & ), mais ne fournit
que six équations scalaires ; en effet I'équation vectorielle (6.3.c) ne fournit que deux équations
scalaires, car elle concerne une transformation de vecteurs unitaires : la deuxiéme et la troisiéme
composante sont identiques.

Comme le point de contact doit appartenir a la surface active du pignon, on se servira de

I’équation (3.32, page 43) pour la septiéme équation scalaire : soit :

F7 = cosotfeofy;, —8)(B,.cosd, +dB, )+sin€, sify, ~8)(B,.cosp+d)+B, [b—e,.sinys || +

4

r .sma‘[smel'(Bl sinB + e, sin8 )~ e, B;.cosd|+ bsina B, sinfyy —8) + sin6y.cody; )] (6.12)
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avec |

B, =1y 1g0; +—
cos’ o,

B, =tgoc,.cos B —sin P.cos 6,

B, =tgo,.sin B+ cos B.cos 6,

6.6. VALEURS DES ELEMENTS DU SYSTEME D’EQUATIONS.

A partir des F; on peut calculer les valeurs des OFi/0x; qui forment les éléments du

systéeme ci-dessus :

En se référant aux expressions ci-dessus, aux valeurs des [A;] et des [B;] au chapitre 3, on ob-

tient :

OF,_s xl gf‘g = _qF_g o OF¢_4 8 oF, = OF 2 OFs_, OF_, 0
oy oy ® o, Oy, Oy & oy,
-1
OF|_3 tgo,.cos O,
= [As] . [A4] . [As] . [A2] . [A4) _
o, [As] . [Ad] . [As] . [A2] . [A4] S
1

% = 1 .{cosafcosO,. cos(y-8) + cosP.sind(w-0)] + (’—1~- sino).sinP.sind, §
gty cosT o, I,

15 = [As]. [A4] - [A3]. [A2] - [A4]- % = [As]. [Ad4] . [As] . [A] .

1 1
0
[A] T (rm + 1,180, ),si.tl 0,
T (rp, + 14120, Lcos 6,
0
OF, s 5 3

2, [Bs] [Ba4] [Bs3] [B:] [B1] | — cos o, .sin 6,
€08 0,.c080,
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-2%7 = cosa.[cos(:}l.sin(q,ll —8)(B,.cosp+d.)—sin6, costy, —8)(B, +d.cosp)+sin6,.sinf.(b - ¢,.sin Wz)] +

+( L sino).[cosO; (B, sinP + e, .sin8) + e,cosP.cosd.sind,; + b.sina].[cosP.sind; sin(y; - 8)
1y
8

+ cosBeos(y, -8)]

—sing, 0 —cosq, O
oF_, OlA 0 0 0
i (0 8 18 8 P NI 1790 1 1% 79
0 0 0
& . 4Bl —sing, 0 —cosgp, tes, |
A BRI 0 0 0 [BBIBIBIoo]co
i cosp, 0 —sing sin6,
0 0 0 0
oF,_, A, ] 0 -siny, cosy, 0
=——7lA =— :
o, oy, [ 5 lfn 0 —cosy, -siny, O [A6 ber
0 0 0 0
teo, 0 —siny, cosy, tgo,
Fys =—B[B’].[B6]coscs2 cos6, |=—0 —cosy, -siny, |[B;]cosc,|cosb,
o N, sin®, 0 0 0 sinB,

oF, .
— = al.COS Lpz ‘—az‘sln '\Pz
2

-1 sint,y; 0 r1,cos Ly, 0
OF,_, 0 0 0 0
=< (A A lA, JIA
a,q]l [ 51 —l'SSGOSrsllil 0 —rgSiIll'sllll 0 3]'[ 2][ 1] +
0 0 0 0
0 0 0 0 -1,
+ AL, 0 —siny, cosly; -~y sin y, [A,] (ry + tl.tgcl).c?s 0,
0 —cosy, -—siny, e, cosy, (ry, +7,.tgo, )sin 6,
0 0 0 0 1
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—rsinry; 0 rcosry,

oF,_
8::1 2 = {[a] 0 0 0 [A, ][Az 1[A1] +
: —1scosty; 0 —rsinry,
0 0 0 -1
+ [A]lA, 1[A3 0 —siny, cosy, [A!] | (1 + 7,120, Jc0s 6,
0 —cosy, -siny, (rp; + 7,120, Jsin ©,
5] - ;
> — = coso.[sinO;.cos(y-8).(B;.cosP + d) —sin(y, -8).(B1.cosO; + d.B3 ) — Ba.g, cosy,] -
L3
- b.sina.[B;. cos(y;-8) + sind;. sin(y, -8)]
cosE sinf 0 g+msing -1,
oF; _ A ~sin& cost 0 m.cost ||(r, +T,.1g0, jcosO,
¢ 1T o0 0 0 0 1 (15 + 7,180, )sin 8,
0 0 0 0 1
oF cosf sin& O sin G,
1‘5 = —[B,]-sing cos¢ 0| |cosc,.cos6,
= 0 0 0] |[cos0,.sin0,
—-siny, 0 cosy, O -
% 0 0 0 (1, + T,.120, Jcos ©
ow B [Asl . -[As ][Az 1[A1] b
0 -cosy, O -—-smy, O (rDl + 1,180, )sin 6,
0 0 0 0 1
—siny, 0 cosy, sin G,
6@1*‘4_5 - [Bs]J|=cosy, 0 —siny, |[B;][B, ].[B]]. cos ©;.cos 0,
Vo 0 0 0 cos ©;.sin O,
E, | -siny, 0 cosy, sin O,
He'l= [Bs] —cosy, 0 —siny, -[B3 ][Bz ][B1] €08 G;.¢0s 6,
K 0 0 0 cos O,.sin O,
: e OF)_3 G - OF, an OF,
Dans ces expressions, 1’écriture P représentent les expressions Fag o et g
1 1 1 1
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6.7. FORME RECURRENTE ITERATIVE

Pour la résolution des €quations nous avons retenu la méthode itérative directe que nous

exposons ici. Posons :

XM= X=01 X = YW's X =4 X9 =Yg X =1 Xg = E

[X] est un vecteur de dimension sept ayant pour composantes les sept éléments ci-dessus ; soit :
[X] = (Xl,Xz,X3,X4,X5,X6,X7)

de méme :

[AX] = (AXy, A%y, AX3, AXy, AXs, AXg , AX7)
[F] est une fonction de dimension sept ayant pour composantes ( Fy, F,, F3, Fy, Fs, Fg, F7) ; soit :
[F] = (F1, F, Fs, Fy, Fs, Fe, F7)

Dans ce cas, si on considére 1a matrice carrée

! OF.
[D(x)]= i (X)| dont I'élément en position ij est —(X) ,
OX 0x |
le systéme (6.5) s’écrit alors sous forme condensée :
DXY]. aXY] + FEP)] = 0 (6.13)

dont la solution, lorsque son Jacobien n’est pas nul, s’exprime par :
[Ax®] = - [DEY?. [FX9)) (6.14)
d’ou la formule itérative récurrente de résolution :

[X{i+1)] = [X“)] = [D(X‘")] A [F(Xm N (6.15)

6.8. CRITERE D’ARRET

Le processus itératif sera arrété sur un critére d’erreur absolue tolérée &, choisie au pré-

=7

: 112
E b(,‘-”—xz [ <ea (6.16)
=1

La valeur choisie de g4 pour la résolution numérique est de g,; = 0.001

alable.
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6.9. HAUTEUR GEOMETRIQUE

Nous utiliserons la méme méthode (itération directe) pour la résolution du systéme
d’équations formé par les égalités (4.22) a (4.25).

Une fois le point de contact déterminé, il faut faire correspondre a chaque point du
maillage du plan tangent un point de la surface du pignon et un autre de la surface de la roue.

Pour déterminer les points appartenant aux surfaces des dentures correspondant a un
point arbitraire M( x;,y;) du plan tangent, cing inconnues - soit (11, T2, 6, 8, W) - sont a déter-
miner.

En utilisant la méme notation que précédemment :

[X] = [x1, X2, X3, X4, X5,] = [T1, T2, O1, 62, W1 ]

et

[AX] = [Ax1, AXa, AX3, AX4, AXs,) = [Atq, Atz, AB1,AB2, Ay ]

De méme, posons

1= (Xi - XL )n (}’J YL )“T,

Gy =(x;- X )'BT? = (Yj - Yy )RT, (6.17)
Gy= (Yj a Y:u,)n'rz +ng Loy,
Gs =m1.(z.2 + b).cosa,.[shl G, + 1.2, —0) (22 +b)sin a]coscl.cos 8, —

~{ory, + [yzL.si.ri o—(x, —d)cos a]}cos C,.sin O,

Ces ¢égalités sont tirées du systéme d’équations définissant 1’existence des points corres-
pondants au point M(x;,y;) du plan tangent.
Pour leur mise sous forme itérative, nous utiliserons les notations indiquées dans le paragraphe

suivant.
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6.9.1. NOTATIONS :

Nous poserons :

?9_4(2 ﬁ(xcn)

or, Oty

o o
oGP 6./ .
] i (i)
iy .
3‘52 81:2 ( ) (6.18)
(€))
%) _ % (ko)
oy oy
(i)
=5 - ﬁ(x (i))
892 mZ

oG oG.
Notons la matrice carrée [M(X)]= |:—5X——'} dont I’élément en position 1ij est -éx-i(X)
J J
En appliquant la méthode de NEWTON-RAPHSON pour la résolution du systéme d’équation
(4.22) a (4.25), on obtient :
M) (ax?) + [y = o (6.19)
comme

(x*) = x®+ ax®
on a la forme itérative :
X" =x0 _ M x?.6IxT (6.20)

Dans la cinquiéme équation du systéme (6.17), Xa1, Y21 et Z;p représentent les coordonnées du

point correspondant sur le pignon dans le repére fixe, soit :

Xop
o |=[A, HA, Jrr, (6.21)

ZyL

e [
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6.9.2. CRITERE D’ARRET ET PRECISION DES RESULTATS
6.9.2.1. Critére d’arrét
Pour arréter le processus itératif avec une précision acceptable deux possibilités s’offrent a

nous :

1°- soit un arrét sur un critére d’erreur absolue tolérée s, choisie au préalable

=7
$ b -x0] e

=1

2°- soit un arrét sur un test d’arrét optimal par la méthode des permutations - perturbations [26]

basée sur la valeur du résidu numérique dont la valeur doit étre satisfaisante.
Le résidu p; est défini par :
F = (A . Xa+tAp . Xp+ ... +An.Xp - B

ou Aj et By représentent les valeurs machines des coefficients a; et by du systeme
d’équation.

Le test sera donc exécuté sur le résidu normé et qui le quotient du résidu vrai par le résidu théo-
rique ( N €tant le nombre de chiffres significatifs acceptables):

- dans le cas de troncature :

N
P = Sl 2 (6.23)
ny(Ay Xy P+t (A X, F + B
Dans le cas d’arrondi :
N
5 27l (6.24)

P = = .
\/nl(Aﬂ.Xu )b +k (Ain'Xin )2 + B?'

T
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6.9.2. 2. Tests de validation

Pour la validation de la solution, trois cas se présentent a nous :

1° - cas
Les 5,- (1=1,2,..., n) sont voisins ou inférieurs a un, la solution est acceptable numé-

riquement
2°- cas

L’un au mois des résidus normés p, est nettement supérieur a I'unité, mais nettement infé-
rieur a 2"

I < P <2

alors, la solution ne satisfait pas numériquement le systéme , et doit étre améliorée par un calcul
en simple précision.
3°- cas

L’un au moins des résidus normés a une grandeur comparable a 2, alors la solution est
mauvaise .

Ce test sera exécuté par un sous-programme appelé « test optimal ».

6.10. EQUATION DE PRESSION ET DE TEMPERATURE

L’¢quation de pression (1.29),I’équation d 'échange énergétique (5.9) et 1’équation
d’échange thermique (5.26) seront résolues par la méthode itérative directe de sous-relaxation ,
car dans notre cas particulier, le systéme se simplifie considérablement et les matrices utilisées (
dimensions trois ou quatre ) ne nécessite pas une grande place mémoire dans le calculateur nu-
mérique.

Ces trois équations forment le systéme d’équations suivant

Ap . Py = By
Ar.Tijx = Br (6.25)
Are. (Te)ijx =  Bre
Posons
Ap 0 0 Bp G
[A]=| 0 A 0|, [b]=|Br| et [XI=| T
L0- 0 A B, G )i,j,k_l

-78 -
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Le systéme (6.25) s’écrit alors :

[A] . [X] = [b] (6.26)

La méthode de relaxation successive consiste 4 décomposer la matrice [A] en trois matrices
[D], [ E] et [F] de la fagon suivante :

Al =ID] = {5 = [¥] (6.27)
ou
[D] =[dij] est une matrice diagonale telle que di; = aj; et dij=0 sii#j
[E] = [ei;] est une matrice triangulaire strictement inférieure telle que
€ij = Opour 1<) et e; = -a; pour 1> j
[F] = [fi;j] est une matrice triangulaire strictement supérieure elle que
fij =0Opour i2j et fi; =-a;; pour i< j
et a prendre
[A] = M] - )

davee

M) = (- =)

N = (22 )]+ 1

R

ol w est le paramétre de relaxation.

Le systéme (6.26) devient alors, écrit sous forme itérative :

Xl = ([D1- wfE) " [(1-w).[D1 + wlF1] « Xl + @l[D] - w{E]) .[b] (6.28)

qui, en simplifiant devient :

Xlnsy =1 -@) « [Xlwy + @DI" [b] (6.29)
dVEC .
—l~ 0 0
Ap :
-l = O =t
[D] E 0
0 0 -
e ATe_

L’égalité (6.29) est la forme de relaxation successive définitive de résolution du systéme
(6.26) dont I’algorithme est évident.
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0.10.1. Critére d’arrét

Le processus itératif sera arrété sur une erreur absolue préalablement tolérée s, choisie

i=7
i i-1 2
Sy xF <o
§=1
6.10.2. ORGANIGRAMME (SCHEMA) DE RESOLUTION

Le schéma global de résolution pour chaque point de contact est le suivant :

Entrée des données

v

Calcul du point de contact

!

Calcul de la déformation élastique
Calcul de la hauteur du film d’huile

v

Calcul de la pression du fluide
Calcul de la température du fluide
Calcul du champ thermique sur les dents

non test de pré-

cision

Impression de la pression et des tempé-
ratures définitives

Figure 6.1. Schéma global de résolution

<90~
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6.11. DONNEES NUMERIQUES ET RESULTATS

Le schéma global de la procédure que nous avons retenue pour la résolution du systéme
est indiqué par la figure 6.1.

Avec les données initiales de réglages machines et des paramétres initiaux donnés au ta-
bleau 1 [18] ci-dessous, on détermine le point de contact sur la denture pour lequel on calcule la
hauteur géomeétrique avec une déformation initiale nulle (dy = 0 et une hauteur hydrodynamique

initiale nulle (Ip = 0) qui permet de calculer en premiére approximation, la pression du fluide sur

le plan tangent ainsi que les températures.

chaleur massique a pression constante

G =1.8IKg 'K

Coefficient de dilatation thermique du fluide

ar =6.48.107* K

Masse volumique du fluide a 20°C

p =875Kg. m™

Coefficient de transmission thermique

h.=30 W.m™

Conductibilité thermique du fluide

ko=0.114 W .m 1K

Conductibilité thermique du métal de la denture

k=52 W.m K

Viscosité cinématique a 50°C

v =200, 300, 600 cSt

v1s0051te dynamique du fluide a 50°C

p=0.14Pa.s; 0.17; 0.26;0.62

(,oeﬁicwnt de viscosité de pression

,=1.45.10° Pa ! I
!

§ Taux d’expansion des divisions suivant I’axe Ox s=1:12:;1.5
Division unitaire suivant I’axe Ox AX=1mm
Taux d’expansion des divisions suivant I’axe Oy e.=1:;12:1.5
Division unitaire suivant I’axe Oy Ay= 1 mm
Vitesse de rotation du pignon  (@; =n.D;.Ny) N;= 1000, 1250,1500, 2000,3000 tr/mn
Température ambiante du fluide Te=60 °C
Température initiale du fluide To= 60 °C
Température du corps du pignon T, =60 °C
Température du corps de laroue T,=60 °C
¥ Angle de I'hélice B= 22,25, 30 et 40 degrés
hauteur de la dent hy =29 mm
diamétre primitif du pignon 76.6 mm
diameétre primitif de la roue 181.0 mm
diamétre de téte du pignon 81.5
diamétre de téte de la roue 185.9
nombre de dents du pignon 20 dents

nombre de dents de la roue

40 dents

Tableau 1. Données numérigues [18]

La valeur de cette pression permet alors de calculer la déformation élastique, la hauteur
hydrodynamique qui sert a la détermination de la hauteur totale h du film d'huile. Cette nouvelle
valeur de h permet de recalculer une nouvelle valeur de la pression, plus précise que la précé-

dente et par suite des temperatures plus précises qu'au premier stade.

w8 -



Chapitre VI. Procédure et schéma de résolution

Avec les nouvelles valeurs, on recommence l'itération jusqu'a la précision désirée.
L'équation de contact est résolue par la méthode de NEWTON-RAPHSON alors que 1'équation
de Reynolds et celle de I'énergie sont résolues par la méthode de relaxations successives par ité-

ration directe.
6.11.1. RESULTATS

Les valeurs numériques ayant servies de base de donnée pour les calculs sont données dans

le tableau L.
Les résultats de la distribution de la pression du film d'huile sur le plan tangent commun et
du champ thermique du fluide (figures 6.3 a 6.6.) ont été présentés pour deux points du chemin
de contact "S¢" correspondant au voisinage du milieu du chemin de contact ( S, = 0.45) et 4 la

fin de celui-ci (Sx = 0.90) .Pour un point de contact M(X; , V), Sx est défini par la relation :

i=1-1
Fm-1

Z[(xi _xi+1)2 +(Yj _yj+l)2]%

j=0

i[(xi ~Xin )2 +(f"j _ym)z]%

X

ou N et M représentent les divisions du plan tangent selon respectivement les axes Ox et Oy.
Cette notation a I'avantage de donner les résultats en fonction de la position relative sur la dent.

Les figures (6.7) et (6.8) montrent la variation de la pression et température maximums sur
le chemin de contact en fonction de différentes vitesses utilisées pour une charge constante de
250 daN.

Les figures 6.9 et 6.10 indiquent la configuration de la température, de la déformation
clastique et les isobares de la pression sur la surface du flanc actif de la dent (pignon) pour les
deux points de contact considérés.

Les figures 6.11 et 6.12 montrent les isobares et isothermes obtenues sur le plan tangent.
La figure 6.13 montre I'épaisseur du film d'huile en fonction de I'angle d'hélice de la dent sous
différentes charge a vitesse constante (N; = 1000 tr/mn) pour une huile de 200 c.st.

Sur la figure 6.14, I'épaisseur du film d'huile est donnée en fonction du type d'huile utilisée
( changement de la viscosité cinématique) sous différentes vitesses & charge constante. La figure
6.15 montre la variation de 1'épaisseur du film dhuile en fonction de la vitesse sous différentes

charges pour une viscosité de 0.16 Pa.s. La figure 6.16 montre 1a variation simultanée de la
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pression maximum et la température maximum en fonction de la vitesse. Sur la figure 6.17 nous

présentons ces mémes grandeurs sur le chemin de contact avec une vitesse constante.

6.11.2. INTERPRETATION

La figure 6.3 qui représente la distribution de la pression sur la surface de la dent et repré-
sentée sur le plan tangent, montre qu'au voisinage du milieu du chemin de contact, on observe
deux pics de pression (le maximum correspondant au point de contact) séparés par une détente
entre les deux.

Par contre vers I'extrémité de la dent (fig. 6.5), la pression est concentrée au voisinage du
point de contact et tend rapidement vers zéro dés que l'on s'en €loigne. Le second pic apres la
détente est trés atténué. L'allure de courbes ainsi l'ordre de grandeur correspondent aux valeurs
trouvées par B. J. Hamrock et D. Dowson [10] dans leur étude d'un contact EHD ponctuel

d'une fagon générale dans des conditions et des données similaires aux nétres.

Pour les différentes charges appliquées sur la dent, la pression maximum, augmente rapi-
dement sur le chemin de contact et tend vers un extremum situé entre 0.6 et 0.7 de celui-ci puis
diminue dés que I'on se rapproche de l'extrémité de la dent pour atteindre une valeur sensible-
ment égale a la valeur d'entrée (fig. 6.7).

Le début de la prise et la sortie de l'engrénement se font pratiquement a pression constante.
Par ailleurs, on remarque que la variation de la pression maximum est trés accentuée pour les
grandes vitesses que pour les faibles vitesses. A trés faibles vitesses cette variation est quasiment
inexistante et la pression maximum tend a garder la méme valeur sur I'ensemble du chemin de
contact.

En outre, clle est étroitement liée a la vitesse de rotation des engrenages et augmente avec

I'augmentation de celle-ci.

La variation de la température (fig. 6.4. et 6.6) différe de celle de la pression : le maximum
ne correspondant pas au point de contact ; il est situé sur l'extrémité de la dent au c6té apposé de
l'alimentation en huile. L'allure de la courbe est sensiblement identique pour les deux points.
Vers l'extrémité, la température diminue brusquement de la valeur maximale a la valeur mini-
male : ceci est en parfaite concordance avec nos hypothéses initiales. On peut remarquer égale-
ment que le maximum de la température épouse sensiblement la courbe de contact entre les
dents mais la diminution de celle-ci est, a l'inverse I'allure de la courbe de distribution de la pres-
sion, beaucoup plus atténuée. En effet une fois le régime d'équilibre atteint selon notre hypo-

thése d'étude, la température maximum reste sensiblement constante aux points de contact.

-83-



Chapitre VI. Procédure et schéma de résolution

On remarque (fig. 6.8) que la température maximum est lice a la pression maximum : son
extremum se situe au voisinage de celui de la pression sur le chemin de contact.

Comme la pression, la température maximum est liée a la vitesse de rotation des roues : La
température augmente avec 'augmentation de la vitesse de rotations des roues dentées.

Les figures (6.9) et (6.10) montrent les champs des trois paramétres (pression, température

et déformation) sur la surface de la dent pour les deux points choisis.

La figure (6.11) montre I'allure du champ de pression sur le plan tangent correspondant a la
surface de la dent. Cette figure montre clairement la concentration de la pression au voisinage du
point de contact a la différence de la température (fig. 6.12) dont les isothermes se répartissent
sur pratiquement l'ensemble de la dent.

La figure (6.13) montre l'influence de I'angle de I'hélice sur I'épaisseur du film d'huile sous
différentes charges.

On remarque donc que, pour une viscosité donnée (choix de l'huile utilisée), I'épaisseur
minimale du film d'huile :

- augmente sensiblement avec 'augmentation de la vitesse
- diminue avec la charge appliquée sur la dent
- est optimum pour un angle d'hélice dont la valeur se situe au voisinage de 30°.

La valeur de I'épaisseur minimale du film d'huile augmente proportionnellement avec

l'augmentation de la viscosité : on obtient une meilleure stabilité de celle-ci avec les huiles a
haute viscosit¢.
Comme on s'y attend, sous une charge donnée (fig. 6.14), I'épaisseur du film d'huile augmente
avec la vitesse de rotation. Cette augmentation est trés faible a petites vitesses ; Elle devient im-
portante dés que l'on dépasse les 900 tr/mn. En outre, plus la charge sur la dent est importante,
plus I'épaisseur est faible.

S1 on superpose la courbe de la pression maximum au niveau d'un point de la surface de la
dent et la courbe de la température correspondante (fig. 6.15)., on remarque que la variation des
deux grandeurs sont similaires : la température de contact augmente avec l'augmentation de la
pression de contact.

Par contre sur Ie chemin de contact, les variations des deux grandeurs ne sont pas similai-
res : en effet si pour la pression il y a une variation assez brusque ( augmentation accentuée vers
un maximum puis diminution rapide vers la valeur initiale) la température maximum reste prati-
quement stable sur l'ensemble du chemin ( avec une légére augmentation entre S, = 0.5 et

S, =0.6, fig. 6.8).

= R



Chapitre VI. Procédure ef schéma de résolution

Pour un point donné (figure 6.16), la température et la pression augmentent proportion-

nellement avec l'augmentation de la vitesse de rotation.

On déduit de cette analyse que :

-1° les engrenages spiro-coniques s'adaptent parfaitement aux grandes vitesses qui favorisent
donc la formation d'un film d'huile minimum assez important.

-2° l'angle optimum de I'hélice pour les engrenages spiro-coniques se situe au voisinage de 30
degrés.

-3° ce sont les huiles a haute viscosité qui favorisent le mieux la formation du film d'huile.

6.12. COMPARAISONS DES RESULTATS

Le tableau 2 ci-dessous indique les valeurs de 1’épaisseur du film d’huile comparées a cel-
les de B.J. Hamrock et D. Dowson [10] ainsi que les valeurs de la pression et de la température

comparées a celles de Simon [18]. Le tableau 3 montre la comparaison des déformations calcu-

Iées avec les valeurs de M. Bey et H. Belhanneche [21].

Charge | Viscosité | Vitesse Epaisseur [um] | Pression max [N/mm‘] | Température max [°C]
[daN] Pas [m/s] |Calculée |Hamrock |Calculée |Simon Calculée | Simon
66.7 0.16 1 1.06 1.10| 1.51.10°] 1.47.10° 63.54 61.33
66.7 0.24 1 0.98 1.02] 159.10°] 1.53.10° 64.05 63.14
66.7 0.16 10 1.48 1.57| 1.60.10°| 1.59.10° 80.24 78.26
66.7 0.24 10 1.37 1.50| 1.65.10°] 1.61.10° 82.45 82.12
111.2 0.16 1 0.78 083] 1.70.10°] 1.60.10° 70.18 69.47
111.2 024 1 0.93 1.02| 1.75.10°] 1.67.10° 75.01 71.02
1112 0.16 10 0.98 1.02] 17410 1.69.10° 83.73 78.01
1112 0.24 10 1.17 126 184.10°| 1.79.10° 85.57 81.20

Tableau 2. Comparaison des résultats

Charge Déplt calculés | Bey et Belhaneche
[daN] (um] [28]

20 0.04125 0.04531

100 0.0905 0.0952

Tableau3 . Comparaison des déplacements
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6.13. CONCLUSION

L’¢tude par les différences finies associce a la simulation de taillage des engrenages spiro-
conique permet une analyse assez précise des paramétres de la lubrification.

Les valeurs que nous avons obtenues sont en bonne corrélation avec celles obtenues par
[10,18 ,21] dont la comparaison est donnée dans les tableaux 2 et 3.

Le programme obtenu est assez souple pour son utilisation a d’autres types d'engrenages
de méme famille: il suffirait de déterminer les matrices de passage définissant la simulation de

taillage est d'y introduire les données.
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VI.14. RESULTATS
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Fig. 6.12. Champ thermique a la surface de la denture ( isothermes en degré Celsius)
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Chapitre V1. Procédure et schéma de résolution
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Chapitre VI. Procédure et schéma de résolution
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

L'analyse des paramétres de la lubrification (pression, épaisseur, charge et température)
des engrenages spiro-coniques ne peut se faire que numériquement du fait de la complexité de

leurs surfaces et de I'inexistence des méthodes analytiques pour les décrire.

A cet effet, un programme utilisant les approximations par les différences finies a été dé-

veloppé. Ce programme est basé sur :

® e type d'engrenage spiro-conique ;

e le procédé de taillage des dentures ;

®  les paramétres de montages sur les machines d'usinage ;

® les parameires de fonctionnement dans le réducteur .

La méthode de taillage et les paramétres de montage sur les machines d'usinage permettent
d'obtenir par simulation numérique la configuration des surfaces des dentures. La position de
fonctionnement dans le réducteur permet d'obtenir le chemin de contact entre ces dentures.

Le programme développé est d'une trés grande souplesse du fait qu'il peut s'adapter aisé-
ment a n'importe quel type d'engrenage. En effet, celui-ci utilise les coordonnées homogénes et
l'analyse d'un autre type d'engrenage consiste a introduire des paramétres de taillage dans les
matrices de passage.

Le programme développé est d'une grande simplicité car il utilise des sous programmes
classiques (opérations sur les matrices, méthodes d'itération directes classiques, programmes
graphiques classiques).

Ce qui a permis d'obtenir des résultats fiables et conformes aux résultats obtenus par d'au-
tres auteurs [1,10,18 ,21, 29] dans des études similaires concernant les engrenages spiro-
coniques et hypoides .

Un post-logicel permet de visualiser les contraintes et les déformations dans la denture et

de prévoir les sections dangereuses en fonction des paramétres d'entrée.
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Conclusion générale

Le logiciel que nous avons développé permet de déterminer en fonction des paramétres
d'entrée :
e La pression de contact entre les dentures de I'engrenage ;
e 'épaisseur du film lubrifiant ;
e la température du fluide et des surfaces des dentures ;
® les contraintes dans la denture ;

e la charge appliquée sur la denture.

Les résultats du logiciel permettent le choix des paramétres d'utilisation (choix des maté-

raux, du type d'huile et de la température de fonctionnement).

Pour la continuité de ce travail, nous recommandons une étude qui :

- intégrera les défauts de surface et d'alignement des axes ;
- tiendra compte de la turbulence du fluide de lubrification ;

- tiendra compte de la raréfaction du lubrifiant en différents endroits de la surface.
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Annexe I Différences Finies

DIFFERENCES FINIES

AL1l. INTRODUCTION

Nous donnons dans cette Annexe les expressions qui nous avons utilisées pour

l'approximation des équations généralisée de Reynolds, de I'équation générale de l'énergie et

celle de I'échange thermique et nous expliciterons la maniére dont elle a été adaptée au maillage

du plan d'étude en division progressive.

Les différences finies est une méthode d'approximations de fonctions basée sur la formule

de Taylor dont les termes qui contiennent des dérivées supérieures a l'ordre deux sont négligés.

AL2. FORMULE DE TAYLOR

L’application de la formule de Taylor pour une fonction u(x, y) continiment dérivable

donne :

u(x+hy+k)=ux,y)+h

ox oy ox*
1 0 0
#— (h—4k—) tuls+;y)+ R
a e c’?y) u(x+y)+R,
X 1 0 A
ou Rn —-—;!(ha'i'kég) U(X'i‘éh,}'"}'(:,k)
avec Ee J0.1] et Ee ]0,1]
Al.3. DERIVEE PREMIERE
En posant
Ui :ufxo"'ih,}"ﬂ"‘jk)
0 : :
Uy =5;(XO +1h9Y0+Jk)
32
u,, =-é;2—~(x0+1h,y0+3k)
xy :ﬁxay (xo+ih,y, + jK)
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Annexe I Différences Finies

a ! .

u, = 6_y(x0 +ih,y, + jk) (AL6)
8* . .

Uyy =gg(x0+1h,yo+_|k) (AL7)

Pour appliquer ces expressions & la division progressive du plan d'étude (chapitre I),

posons :

X1 -% = h

Xit] - Xj = €x.h (ALS8)
et

Yei+ % = k

Yi+#1=y) = g&yk (AL9)

On obtient alors a partir de I’équation (AI .1) :

Uiy =y + Xis1 — X .llir(Xi"lvxi)z.u,m +..+ Ry (AL10)
1! 2!
X: . —X: i s
wy =y + e "l.u,p»(”"*“I "‘)z.u,m Ry (AL11)
1 2!
soit :
1
Ui = U5 + sphue + -i.axz.hz.un + ... + R (AL12)
1
Waj = Wy - hue + Shlug 4.+ R (AL13)
On en deduit alors :
u, = Wirnj ~ Wi _ Ui~ Uiy _ Bin ~ Biaj (AL14)
g.h h (1+s,)h
car
Xietj “Xietg = (Xpay- X5) + (% - X5 ) = &b + h
d’ou
Uirj = Ujj + & .U - &x Ui, (AL15)

De la premiére égalité I’expression (AL 14), on obtient :

n; (“m,j _ui,jll+sx ) 2 B i o NI S I

E s, hll+s,) g, (1+g,}h

(AL16)

u
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En utilisant I’expression (AIL15) :

2 2

=" L +(5x-ui,_i +E, U —exui_l’&i)—s.xui,j

g g, {1+, )h

soit :
2 iz

o umlj-t-(sx —1).ui,j—sx.ui’j

L=

g, {l+¢, Jh

On déduit I’expression finale de la dérivée premiére :

2 2
Uit +(8x —l)ui,j —~gs A
:ux —
g, (1+&, )h

_l:j

2 R|®

e SR T B (8:*2 5 1)“i,j — 8y Wiy
o 7 g, (1+¢, )k
Al.4. DERIVEE SECONDE

En multipliant I’expression (A.13) par €, on obtient :

h2
ExUi-1j = ExUij - Exhug + ax.g.un * s o BBl

En additionnant membre @ membre les expressions (A.12) et (A.21) on obtient :

h? h?
u‘i+l‘j o+ Sx.ui_ld = ul.j +BX‘uiJ + Ei.;.uu L Ex.‘;.u“
On en déduit donc ;
1°) Dérivée seconde par rapport a x
o*u — uiﬂ,j+8x.ui“1,j—(1+ €, )ui_j
ox & €4 (1 + 8y Jh?

2% Dérivée seconde par rapport a y
O'u _ ., Bign tEyUij - (1+5, Ju,
ay* 7 sy(1+ sy).k2
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Annexe II. Matrices de passage

MATRICES DE PASSAGE

AllL 1. INTRODUCTION

Dans cette annexe, nous expliciterons de fagon trés simplifiée, la méthode de calcul des
matrices de passage d'un repére a un autre représentant les réglages basés sur simulation de
taillage. Pour cela nous donnerons les coordonnées dans le repére initial, et en fonction des
transformations apportées a ces coordonnées ( rotations, translations, etc..) dus aux réglages
imposés, soit par la position des engrenages dans la machine soit par les mouvements d'usinage,

nous donnerons leurs nouvelles coordonnées dans le repére cible.

AllL2. PASSAGE DERy ARy

Notations :

iy jp koo vecteurs unitaires dans le repére Ro(Xr, Y1, Z1).
IT. jT. ET, : vecteurs unitaires dans le repére Rr(X, Yr,Z1)
?1 i f{l : vecteurs unitaires dans le repére Ri(X,,Y1,Z;)

fp = (X, Y1, Zr ) : coordonnées du point M dans Ry

fr, = (X, Yr, 21 ) : coordonnées du point M dan Ry

f, = (X1, ¥1, 21) : coordonnées du point m dans le repére R;

Transformations :

Ry se déduit de Ry par une rotation d’angle B autour de OZ, (fig. A2.1)

On alors dans Ry :

i, =cosP. iy, +sin. j,

Jp=-sinp. i, +cosp. i,

kp =k,

Le repére R, se déduit de Ry par une rotation d’angle 8 autour de I’axe OX (fig. A 2.2)
On a alors dans R, :

,q-"'vl

;r = ¢osd ]1 +  sind. fcl

kp = -sind. j + cosd.k,
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Figure A2.1

Les coordonnées du point M dans le repére R; en fonction ses coordonnées dans le repére Ry

sont alors :
X +yjtzk, = Xriptyrjpterky
= x7.( cosp 1’:r'+ sinf 31.,) + yr(-sinf §r,+cosf3 jr,) T ZTET,
= xqfcosp. i + sinp.( cos. j +sind Ex)] + yr [-sinf i + cosp.( cosd j +
+  sindk))] + z(-sind j +cosSk, )
soit :
Xii,+y1 jt21k, = (X1cosp - yrsinB)i + (xsinp.cosd+ yr cosp.coss - zysind )3+

+ Xr( sinP.sind + yrcosp. sind + zr cosESiE1 )

qu’on peut écrire sous forme matricielle en utilisant les cordonnées homogenes :

R (AIL1)
soit
X, cosf —sin B 0 Xy
y; |=|sinB.cos8 cosP.cosd —sind ||y, (AIL2)
z, sinB.sind cosP.sind  cosd || z;
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Le repére Ry n’ayant pas subit de translation (coordonnées du sommet O, restant inchangées);

cette relation peut 8’écrire :

[x, cosf —sin B 0 elx:

Yi|_ sin B.cos8 cosP.cos8 -sind 0 . Y1 (AIL3)
zZ, sinB.sind cosPsind cosd 0| z;

1 [ 0 0 0 1Y

La dernicre colonne représente la valeur du vecteur de translation (origine du nouveau repére).
AIL2. PASSAGE DE R; A R,

Dans Rz?
L = h
31 = cosqu2 - simpﬁ2
121 = s.impj2 5 cosq;fgz
et

f, = Xity: j,+zak, (AIL4)

Le repere R, se déduit de R; par une rotation d’angle y et d’une translation de e, (fig. A2.2a)

(a) (b)
Figure A2.2
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on a alors :

B = ejt
BT ek txitn tak
£ = epil coswj2 - simpEZ) +x1f2 +yi( cc'sw:i2 - simpﬁz)+ zi( sim;;-jz +cosw§2)

soit sous forme matricielle :

X, 1 0 0 |[x 0
Y, |=[0 cosy siny [y, [+| e,cosy
Z, 0 —siny cosy ||z, — €, §in Y

qu’on peur écrire également sous la forme :

= [Ad§ (AIL6)
qui, sous forme développée, s'écrit :
X, 1 0 0 0 X,
Ya|_ 0 co.s Yy, siny; e, co's ¥ || Y (AIL7)
z, 0 -smy, cosy, -—e, siny, ||z
1 0 0 0 1 1
avec
1 0 0 0
0 cos sin €  Ccos
[A.]=] R s i (AILS)

—siny, cosy, —e, siny,
0 0 0 1

AIL3. PASSAGEDER; AR;

Le repére R; se déduit de R, par une translation de longueur b dans le sens OZ, , une

autre translation de longueur d dans le sens de 1’axe OX; ( soit -d.i + b.k; ) puis , une rotation

d’angle o. autour de I’axe OZ, et enfin une translation de longueur f dans le sens de 'axe OY,

ainsi obtenu.

- 105 -



Annexe II. Matrices de passage

Cela se traduit par :

Dans Rj:
ou
i = COSCL13 + sIno k
AR S 5
% sinct i, + coso i,
kZ w k3
soit dong :
5 = -dcosaj + (-f -dsina)j + bk, + i
, = -dcosai+(-f - dsino)j, +btxi, + y2,+2k,
f, = -dcosaj+(-- dsinot)j + bk, + Xa.(coso i+ sina ) +yz.( - sinoj, +

cosofj3 ) + 22123

st
1l

qu’on peut écrire sous forme matricielle :

) cosaa —sinoe 0 —dcosa || x,
y3;| |sina cosa O -f-dsinally,
zZ e 0 1 b z,
1 0 0 0 1 1

(AIL9)

(- d.cosa.+Xg.cosa -yp.sina) i, + (-f - dsina + X, sina +y; cosa )}, +  (b+z)k,

(AIL.10)

On calculera de la méme fagon les matrices de passage pour le reste des systémes.

Les expressions des matrices de passage sont données au paragraphe correspondant a chaque

changement de repére.
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