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PREAMBULE

Notre étude porte sur "le probléme du voyageur de commerce".

Dans le cadre d’une approche statistique de la distribution
des différents circuits possibles, nous avons été amenés a
retrouver des résultats de certaines recherches de Mr
OUABDESSELAM. Dans le méme esprit, nous avons construit un
intervalle de confiance dans lequel peut se trouver, avec un
certain risque, la solution du probléme [6, 7, 8].

‘Par ailleurs, nous avons repris certains travaux de Mr SARI

et nous avons pu ainsi comparer les résultats obtenus par ces
différentes méthodes.
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INTRODUCTION

La classe des problzmes qui d&finit le champ de l'optimisat-
ijon combinatoire semble triviale & premi2re vue. Un codt (ou un
poids) ayant &tz affects i chaque &l&ment d'un ensemble fini, 1l
s'agit de choisir un "meilleur" #lément de codt minimum (ou de

poids maximum!}.

L®importance pratique de ce type de question a ndcessite la
cr#ation d'outils mathématiques et algorithmiques, au cours d'une
piriode récente, comme un corpus de connaissances ayant 2 la fois
une grande richesse thZorique et une forte application pratique.
Ils se sont deéveloppes dans le cadre d'un rapport dialectique,

"théorie-pratique”™ intense.

Le not combinatoire &voque, outre le caractsre fini de
1'ensemble objet de 1'2tude, le cardinal tr¥s grand de cet
ensemble ; ou plutst l'existence d'une structure qui, & partir
d'un nombre limitz d'2l¢ments, permet d'engendrer une quantité
astronomique de situations & comparer. Ainsi, pour le tr&s
c&labre et classique problzme du voyageur de commerce, (TSP en
anglais) le nombre de tournfes (circuits Hamiltoniens dans sa
définition en théorie des graphes) 4 ccnparer, quand il y a plus
de 100 villes, dépasse le nombre estime d'atomes dans 1l'univers.
Ce noabre est 2gal & n! lorsqu'on est en présence d'un graphe A
{n+l) sommets. A titre indicatif, 10!= 3628800, et pour une
augmentation d'une unit2, seulement, dans le nombre de sommets,

le nombre de circuits 4 comparer devient 11!=39916800.

I1 est alors clair que la procedure triviale de recherche

d'une solution par 4numé&ration de l'ensemble des cas, s1 elle est
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théoriquement possible, conduit & des procédures d'une efficacits
désastreuse, ce qui est évidemment inacceptable, compte tenu de
1'origine concrate des probleémes é<tudigs et de 1'objectif
optrationnel des méthodes &laborzes.

Pour cette raison, la plupart des chercheurs dans ce domaine
se sont orient#s, par la force des choses, vers des me thodes

dites heuristiques ou approximatives.

Une fois ces mtthodes mises en oeuvre, un auktre probl2ne,
non moins important, apparait. Il s'agit de l'analyse de ces
heuristiques et des solutions gqu'elles -donnent. Plusieurs
procédés sont alors propos#s lannexe 31]. Parmi ceux-ci, l'analyse
empirique des heuristiques, qui renferme, entre autres,

l'estimation statistique de la solution optimale du TSP.

Notre travail rentre dans le cadre de cette derniere classe.
il est structurd de la manire suivante:

-Introduction.

-Présentation du problime i 2tudier.

-Apercu sur les travaux de recherche.

-Approche statistique du probleéme du voyageur de commerce.

~Migse en oeuvre des procsdures.

-Conclusion.
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I/PRESENTATION DU PROBLEME A ETUDIER :

I.1. INTRODUCTION:

Avant d’aborder la complexité algorithmique du probléme du
voyageur du commerce, ces différentes modélisations et méthodes
de résolution, nous allons donner un apergu historique de ce
probléme.

I.2.APPARITION DU PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE (P.V.C ou
T.S.P):

lLa premiére utilisation du terme TSP (Traveling Salesman

Problem) dans les cercles mathématiques pourrait étre en 1931-32.

L’histoire semble ne pas avoir retenu le nom de la personne
qui a, la premiére, introduit 1l’appellation de TSP dans les
cercles mathématiques, mais il n’y a pas de doute que Merrill
FLOOD ait le plus important rdéle dans l’introduction du TSP au
sein de cette communauté et celle de la recherche opérationnelle.
John Williams incita Flood en 1948 a populariser le TSP chez RAND
& CO.

Une autre raison de la popularité du TSP était ses intimes
connexions avec les éminents sujets dans les probleémes
combinatoires tels gque les problémes d‘affectation, et les

problémes de transport en général.

Etudié ensuite par Dantzig, Fulkerson et Johnson, cité dans
f12] en 1954, le TSP n’a cessé, jusgu‘a nos Jjours, d’étre un
sujet de réflexion de plusieurs chercheurs.
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réflexion de plusieurs chercheurs.

1.3. ENONCE DU PROBLEME:

Le TSP est 1'un des probl2mes les plus £tudifs dans le
domaine de 1'optimisation combinatoire. Le problZme peut é&tre
¢noncd comme suit :

Soient n villes et une matrice de distances C =(Cij) od Cij
est la distance de la ville i A& Jj. Le problédme consiste a
censtruire le circuit Hamiltonien de longueur minimale.

Le TSP peut #tre vu comme un probl2me de la th&orie des
graphes en considérant les villes comme é&tant les sommets du
graphe et les "liaisons™ entre les villes comme &tant les arcs du
méme graphe. Les poids correspondants aux distances inter-villes
sont assigngds & chaque arc. Mis sous cette forme, 1la résolution
du TSP est &#quivalente a4 trouver un circuit hamiltonien de poids
minimum dans ce graphe.

On distingue deux cas qui sont basés sur les proprizt2s de

la matrice des distances {codts) C.

* Si c¢ij=cji pour toute paire {1,3) appartenant a
N={1l,...,n}{, alors 1le TSP est symétrique; si non, il est
asym&trique,

* 51 cij<{cik+ckj pour tout i, j et k appartenant &4 N, alors
le TSP satisfait a l1'infgalité triangulaire. Finalement, un TSP
est euclidien s1 chaque noeud 1 de N correspondant & un point
(xi,yi) dans le plan et dij est la distance euclidienne entre les
deux points i et j. Les TSP's euclidiens sont par cons®quent

symetriques et satisfont a4 1'ineégalit®é triangulaire.

I.4.DEFINITION DE L'OPTIMISATION COMBINATOQIRE:(20]

L'optimisation combinatoire est la branche qui &tudie les

problémes d4finis comme suit:
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Un probléme d'optimisation combinatoire est défini a partir
-d'un ensemble fini S.

-d*une application F:S R.

Il s'agit de d#terminer s de S tel que:
F(s)=0ptlF(x)1, avec x appartenant a S.

I.S.CLASSIFICATION DU PROBLEME (au sens théorie de la

complexité}:

C'est durant la derni*re décennie que la theorie de "la
complexitz des algorithmes” a #té& développfe 4 partir des travaux
de Cook et Karp [21]1. Elle s'interesse entre autres, a 1'2tude

des performances des algorithmes.

I.5.1.Théorie de la complexité:

Cette théorie est basfée sur des methodes rigoureuses pour
#2valuer les algorithmes et classifier les problédmes en deux

classes: difficiles et faciles.

I.5.2.Algorithmes et complexité:

1?7Algorithmes : un algorithme est une procédure pas i pas

pour la r#solution d'un probl2me. Un problame peut &#tre 7u comme
#tant un domaine contenant des données (instances) du problzme et
un questionnaire sur les instances.

Par exemple, Les donne¢s du TSP sont:

-Le nombre de villes (n).

-Une matrice des distances C=(Cij) {(nr*n),
Et la gquestion est

Quel est le plus court circuit gqui passe par toutes les

villes une fols et une seule?
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2°sEvaluation des algorithmes :[annexe 31.

Définition 1 :# Etant donné deux fonctions

fr 8 :N— N, on dit que f est 0(g> s'il existe une
constante ¢ telle que : (1) {/fCn)j=c. |g(n)]|
pour tout n = N.

#* Une fonction f est dite "polyndmiale™ si elle est 0{g) et
si £ est un polyn®me en n, ou encore 3'il existe deux constantes
c et R telles que : (2) f(n)ﬁc.nk pour tout n = N.

[

* Une fonction polyndmiale f est dite en "n' s1 o est £gal

au plus petit scalaire & pour lequel (2) est satisfait.

D&finition 2 : Un algorithme est dit “polynémial™ si le

nombre d'opérations é&lémentaires n#cessaire pour r#soudre un
probléme de taille n est une fonction polyn®miale en n. On
algorithme est considéré comme "efficace”™ si, et seulement si, il

eat polyndmial.

La notion d'efficacite est liéé i 1'effort de calcul (temps
de calcul) nécessité par 1'algorithme de résolution, lequel
effort depend de la taille du probl2me. Dans ce cas, le temps
d'exécution sera exprim® en fonction de la taille du problame.
Cependant, 11 existe certains algorithmes dont le temps
d'ex#cution variera de fagon significative, sans qu'il y ait

variation de la taille du problame traits.

3°~/Classification des problemes:

Il existe plusieurs classes de problames
(P,NP,NP-complet,NP-hard) dont la th¢orie de la complexité fait
sa vocation.

En raison des nombreux d2£tails qui découleraient fatalement

du développement de ces diffsrentes classes et qui nous
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ameneraient & des considérations dépassant le stricte cadre de la
présente étude, nous laisserons, au lecteur intéressé, le soin de
consulter les ouvrages [13] et [20].

En ce qui concerne le TSP, Karp et Papadimitriou, cités dans
[1], ont montré qufil appartient a la classe NP-complet. Il est
consideré comme étant un probléme difficile conformément a 1la
classification suivante:

* Tes problémes faciles, pour 1lesquels il existe des
algorithmes de résolution efficaces.

* Les problémes difficiles, dont la résolution ne semble pas
admettre d’algorithmes efficaces. La résolution exacte de ce type
de probléme, lorsqu’elle est possible, s’effectue en un temps de
calcul irraisonnable.

* TLes problemes "indécidables", au sens ol il ne peut
exister d’algorithmes pour les résoudre, qui sont évidemment
difficiles.
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II-APERCO SUR LES TRAVAUX DE RECHERCEE :

A cause de sa difficulte de résolution optimale (le TSP . est
NP-complet [11) i1l a fallu attendre 1554 pour gque Dantzig,
Fulkerson et Johnson [12] proposent la preﬁiére formulation du
probléme (cas symétrique). Ces chercheurs ont alors é&labord un
m&canisme de résolution, dont le principe a servi de base a de
nombreux autres chercheurs par la suite: celui de la résolution
d'un programme linZaire en nombres entiers par relaxation de

contraintes.

II.1.LES DIFFERENTES FORMULATIONS DU TSP:

Comme signalé auparavant, Dantzig et al. ont £t parmi les
premiers A proposer une formulation du TSP sous forme d'un
probléme d'affectation (1-4}) avec contraintes d'intégrité (5) et
contraintes d'¢limination de sous-tours c'est i dire, les

circuits qui ne passent pas par tous les sommets (6).

MIN Z = ? ? Cij xij (1)
Sujet a:
T X.. =1 j=1,...,n (2)
; 13
1
X.. = 1 i=1,...,n (3)
£ X,y
0 =Xij=l pour tout i et j (4)
Xi j entier pour tout 1 et j {5)
T L XijS1Qi—l pour tout Q = {1,...,n} {(6)
bel=a et 25]0]%n-1
& Les coef{ficients Cij représentent le codt (ou distance) du

&3
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du voyage du noeud i vers le noeud j; nous considérons que cii=0

pour tout i.

1 s’il y a une route entre i et j

* 1 ] R
les variables le o sinon

* Tes contraintes (2) et {(3) forment 1les contraintes
d’affectation et assurent que chaque noeud est visité une fois et
une seule. '

-Dantzig et al. utilisent 0(n2) variables binaires et o0(2")

contraintes avec les contraintes d’élimination de sous-tours (86).

~Miller, Tucker et Zemlin présentent une autre formulation basée
sur le modele d’affectation mais utilisant un nombre polyndmial
de contraintes d’élimination de sous-tours en introduisant O(nz)

variables supplémentaires continues, qui sont:

Ui—Uj+nXi.sn-1 pour tout j=1

j -t (7).

i#3
-Gravish et Graves proposent une formulation utilisant O(nz)
variables binaires xij' O(nz) variables continues Zij et n’+3n

contraintes. Les Zij décrivent le flux (lorsqu‘on a a faire a un
seul type d‘article) provenant des différents noeuds vers le

noeud j. La contrainte d’élimination des sous-tours est:

ZJ 254" Z Z4;=1 i=2,...,n (8)
Zijs(n—l)xij 1=2,...,n ; J=1,...,n (9)
Zijzo pour tout i,j ({10)

2
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*Formulation avec plusieurs types d’articles (produits,objeits):

-Wang présente une formulationrpour le TSP utilisant le
flux de 2(n-1) articles Yk=(Y;j) x=2,...,n et Zk=(Z;j) k=2,...,N
Min Z ; Ciy-X45
1 si1=1
X k I - -
) [Yij—in] = 1 s1 1=« k=2,...,n (11)
0 si 1zx et 121
-1 si i=1
! ko ok _ sos _
| ¥ [Zij Zji] 1 si 1=k k=2,...,n (12)
. 0 si i»1 et k
x k <
Yijsxij , Zijsxij pour tout i,j,k {13)
ke k P
Yijzo ’ Zijzo pour tout 1,3,k (14)

Les contraintes (11) et (12) assurent gqu’une unité
d’articles du type Y est transférée du noeud 1 {source de
lfarticle Yk) vers le noeud K lorsgue une unité dfarticle de 7"
est transférée du noeud k vers le noeud 1. Cette formulation
utilise 0(n2) variables binaires, 0(n3) variables continues et

2 (n3+n2+n) contraintes.

*Formulation avec un flux de deux types d’articles

fFinke, Claus et Gunn proposent cette formulation pour le

TSP: le voyageur de commerce quitte le noeud 1 en portant (n-1)
unités d’articles de type Y et zéro article du type 2. Il
distribue une unité de ¥ et ramasse une unité de Z a chaque noeud

gy | 10)
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de sorte que le voyageur de commerce voyage toujours avec un

total de {n-1) unit2s. Le mod3le est donr comme suit:

MINT T C..{Y..+Z..)/{n-1) (17)
e S RS R 7
n-1 pour i=1
E(Yi.—Y.i}= (18)
] 1] 1 sinon
E(z .-z, )= (PTH) pour 1=1] (19)
i 3] 1 pour i#lJ
? (Zij+Yij)=n—1 pour tout 1 (20)
‘ Y..+Z.. = {0,n-1} pour tout 1,7 (21)
1] 1]
} Yijzo, ZL =0 pour tout 1i,] (22)

Les contraintes (18) et (19) garantissent la conservation de
flux pour chaque type d'article. Les contraintes (20) et (21)
assurent l'existance d'un seul arc gui supporte un flux composé
de {n-1) unitts de 2 types. La structure de 1'offre et de la
demande montre qu'il existe un chemin du noeud 1 vers le noeud
et un autre de jJ & 1. La relaxation du probléne linfaire formul2
?récédemment est obtenue en remplacant (21) par Yi.+Zij£n—l pour
tout i, j. Ces contralintes sont redondantes & cause de (20) et
peuvent 2tre ainsi 2limin2es. Le probldme lineaire correspondant
%oté FCG (Finke, Claus et Gunn) contient 3n cogtraintes alors que
la formulation en nombres entliers countient 0{n”) contraintes en
plus. Voici brigvement les plus importantes formulations du TSP.
Nous entamerons, par la suite, les diff2rentes approches de

régolution. Le r&sum® de ces formulations se trouve en annexe 1.

11 .
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i

TI.2. APPROCHES DE RESOLUTION:

I1 existe deux approches de résolution, 1'une exacte et
1'autre heuristique et & cause de la difficulte de résolution
.optimale du TSP, les premiéres ont une portée pratique
insuffisante. Pour cela, nous nous concentrerons beaucoup plus

sur les approches heuristiques.

If.2.1.Approches exactes

e

Elles concernent:

-La m&thode des plans s@cants (cutting planes), celle de la
séparation et &valuation (branch and bound) et leur combinalson
qui donne des constructions algorithmigues impressionnantes.

Cette combinaison a £t# utilisée par Grétgchel(1972a) pour un

|probléme 1 120 villes, ensuite am®liorf£e par Crowder et
‘Padberg(l979b} pour atteindre une taille de 318 villes .

‘ ~Les techniques de programmation dynamique, qui s'attaquent
a des problémes de petites tailles, la methode fut utilisge
‘notamment par BelLman(1962) et Held & Karp(1962) .

| -Relaxation lagrangienne, etc... Ces méthodes consistent &
trouver des bornes inf2rieures utilis2es ensuite dans un

algorithme de branch & Bound.

II.2.2.Approches heuristiques :

Elles se r@partissent en trois classes principales:

_proc2dures de construction de tournses (four construction
Coraosduras ).
—_Procsdures d'affinages de tourn®es {Tour improvemant

- orocaduras) et
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r

—-Procedures mixtes (Composite procedures).

1°*/Procédures de construction de tournées: Tour

construction procedures)

Les plus connues de ces procedures sont:

a/Nearest naighbor algorithms: (Rosenkrantz, Stearns &
Lewis, 1977).

Etape 1: Commencer la tournge & partir 4d’un noeud quelconque ;

Etape 2: Trouver le sommet le plus proche du dernier sommel de la

tournée et l'ajouter a celle-ci ;

Etape 3: Repeter le pas 2 Jjusqu'ia épuisement des sommets,

puis joindre le sommet initial au sommet final.

b/Clareck and Wright savings:
Basée sur le principe de l'#conomie, cette procadure agit

comme suit:

Etape l: Retenir un sommet quelconque. nots 1

r

Etape 2: Calculer les £conomies S, .=C.,+C, .-C.. pour i.j=2...n
ij "1l 13

1]
et les classer par ordre décrolssant ;

Etape 3: Relier les sommets selon l'ordre ainsi stabli.

c/lInsertilon grocedures:

Une procédure d'insertion considére une tournfe [ormee dé R
sommets, a la hémeitération, et diternine le prochaln sommet 3
ins2rer (2tape de s&lection) puis 1'endroit d'insertion {2tape

d'insertion). Il existe plusieurs types d'insertion:

-Nacrest inzertion:

1.Initialiser la tournce avec le sommet i

2.Trouver le sommet = tel que Cik soit minimal et former la

tournSee L ——k —i

13
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d’heuristiques incluant nearest neighbor, nearest insertion,
farthest insertion et nearest addition pour 12 problémes non
euclidiens, dont seulement deux satisfont a 1’inégalité
triangulaire. Les auteurs ont conclu que l’approche farthest

insertion method est supérieure (meilleure) aux trois autres
méthodes testées.

2 /Procdures d’affinage: Tour improvment procedures
Les meilleures heuristiques pour le TSP sont probablement

y celles qui consistent & échanger(permuter) les arcs dans une
tournée.

Lin introduisit dfabord les procédures 2-opt et 3-opt

‘puis définit en collaboration avec Kernighan, 1la procédure

lgénérale r-opt rz3i. Ces procédures agissent comme suit:

|

;Etape 1: trouver une tournée initiale (généralement de maniére

| aléatoire). -

iEtape 2: améliorer la solution (tournée) en substituant a un

} ensemble de r arcs, un autre ensemble de méme nombre
d’arcs.

}Etape 3: repeéter 1l’étape 2 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de

| changement.

La solution est, alors, dite r-optimale.

| *Procédure or-optimale:

Developpée par OR, cette procédure est similaire en

principe a r-opt mais considére a la fois toutes les opérations
.d'échange portant sur deux arcs ou jonctions et celles qui
conduisent a insérer une chaine d’au plus trois sommets adjacents
‘entre deux autres sommets du graphe. Elle est plus rapide que 1la
premiére.

|

3 /Procdures mixtes :composite procedures




CHAPITRE 2., ' APERCL SUR LES TRAVAUX DE RECHERCHE

Le principe de base est le suivant:

i

|

Eﬂape 1: Obtenir une tournée initiale, en utilisant 1l'une des
' procédures constructives.

Eﬂape 2: Lui appliquer 2-opt.

Etape 3: Lui appliquer 3-opt.

IL existe d'autres variantes qui consistent 3 ne pas passer
par 1'une des &tapes (2) ou (3), ou 2 réitérer ces m2mes é&tapes
un certain nombre de fois.

Parmi elles, nous avons:

CéAO—Convex hull, Cheapest Lnsertion, Angle salectisn &
Or-optimale procsdursa.

CcC—Lonuwax hull Cheapest insertion procedures.

GA-Greatest Angle procedure.

CCA-Convex hull Cheapest insartion dngle salection procedurs.

Pour illustrer ces méthodes, qui s'appliquent pour des TSP

euclidiens, nous allons développer la procédure CCAO.

ALGORITHME CCAOQ:

Etape 1: Former la coque convexe (Convsx'hﬁlij de l'ensemble
des villes. Ceci donnera une sous-tournse initiale.

Etape 2: {(inssrtion) pour toute cité ¥ non encore 1incluse
dans la sous-tourn2e initiale, identifier les deux villes
((sommets) adjacentes i# et jk faisant partie de la sous—-Lournge
telles que:

Cikk + ijk - Cikjk soit minimale.

o . * . S
Etape 3: (selection2 cholslr la ville Kk gui minlmlse

l'angle entre les deux arétes I(ikJ<) et {k,jk)} dans la

sous-tournte et 1'insérer entre ikw et jk*.
Etape 4:r2p2ter les pas 2 et 3 Jjusqu'a ce que le cycle

hamiltonien soit obtenu.

16
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o

Etape 5:appliquer la procédure OR-opt 3 la tounée générée

d&ns les #tapes 1 & 4. Quand il n'y a plus d'amelioration, STOP.

Exemple: CCAO [131]

i
sbus-tounte initiale constituze des villes (1,7,8,9,10).

En premier, la cogue convexe est générde en produisant une

1 2+ 8 ¥ g
\ — 5 T —— 6
i\ \>3 64 - 13 5 2 x p 5 &)
Pl TN
'i%:f"’*\'““ﬂ-\ 7 ¥ _ ’
4' 4014 49 4 40
fig. a fig. b fig. <

A l'étape 2,chaque ville interne (2,3,4,5,6) est lige & une
p%ire de villes lifes a la sous-tournge d2ja génarfe (fig.a).

A l'stape 3,les lignes en pointillés gqui donnent le plus

grand angle identifient la ville & insérer{dans ce cas la ville
6).

i La fig.b indique la solution interm¢diaire aprés les deux
éremiéres ingsertions (villes 6 et 4 dans cet ordre).Notez que les
4illes 2.3 et 5 sont toutes associfes i deux nouvelles paires de
Jilles.

La fig.c montre ia tourn=e finale apr€s la premiere
4tape, formee des pas 1 a 4 aprés insertion des villes 2,9 et 3
espectivement, on applique OR-opt ensulte.

Dans l'exemple pr2cédant, la proc2dure OR-opt ne donne pas

r
!
|
d'améiioration puisque la solution est optimale dans ce cas.

IT.2.3. Auktres méthodes:

Nous citerons deux de ces methodes.

N

*sMéthode de recherche avec tabous: (G.Laporte, 1989, Montr=al

17
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|
éniversity).

On examine successivement les sgolutions voisines d'une
Lolution donnée et on permet la détérioration de 1'objectif pour
éviter que le processus ne se bloque dans un optimun local. Afin
d empscher le processus de cycler, on interdit les solutions d2ja
?xamlnees que l'on place dans une liste tabous constamment mise 2
jour.

|

%“fMéthode de "recuit simulé ":(B.L.Golden et S.Skiscim,1986).

Cette mithode est due i des spacialistes de physique
étatistique qui ont transpos® i la réesolution des problémes
g'optimisation combinatoire les techniques de "recult”.
Schématiquement, le principe est le suivant: pour amener un
%atériau 1 un &tat solide d'énergie minimun, on le chauffe
éuffisamment jusqu’i ce que les particules soient distribuses
alzatoirement dans l'&tat liquide.

Puisg, afin d'éviter des minima locaux,on en abaisse
graduellement la tempsrature par pallier jusqu'a ce que le
systéme atteigne son 2tat d'4quilibre & 1'int2rieur d'un pallier

donn .

- A haute tempsrature, on peut atteindre tous les #tats mails,

% mesure que le systéne refroidit le nombre de possibilites

diminue et le processus finit par converger vers un £tat stable.

1 En optimisation combinatoire, on cherchera & passer d'une
solution initiale donn&e 2 une solution de cott minimun, en
ffectuant des modifications graduelles.L'efficacite de la

?éthode est due au fait que chaque calcul &l2mentatire est
Felativement simple . On sait que si1 la décroissance de la
temperature est bien contrslze, on obtient des rasultats
spectaculaires . Alnsi Kirk Patick & Alii ont resolu par ce type

i'approche un TSP avec 3200 villes!
|
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II.3.RAPPELS SUR LA THEORIE DES GRAPHES:

a{ggfinition d'un graphe et champ dtapplication:

+ Un graphe G=[X,0]1 est déterminé par la donne:

-D'un ensemble X dont les &léments sont appelés des sommets
ou des noeuds.Si N=|X| est le nombre de sommets, on dit que le
graphe D est d'ordre N.Les sommets sont numerotss de 1 4 N.

-D'un ensemble U dont les &léments u = U sont des couples

ordonnzs de sommets appelés arcs . 8i U=(i,]j) est umn arc de G, 1

est l'extrémité initiale et j 1'extrémite terminale de U . On

‘notera souvent | U] =M.

% Le langage des graphes permet de representer simplement la
istructure d'un grand nombre de situations:
J ~L'exenmple le plus classique est la représentation d'un
réseau de communications: r@seaux de routes, repr&ésentés par une
{carte routiére, r&seaux de chemin de fer, de t&l&sphone, de relais
de TV, reseaux £lectriques, régeaux des 1informations dans une
}organisation, etCc...
‘ -La famille d'exemples ia plus généréle est la
{représentation d'une relation binaire :algébrique, m&canique,
' chimique, sociologique, etc...comme les reégles de certains
flux(dames ou 2checs), la supériorite des participants & un
tournoi, 1'ordonnancement des opsrations de montage ou de
dé¢montage d'un ensemble technologique, etc...

-un cas particulier important est la représentation d'une
evolution, comme le passage d'un certain &tat a un autre, les
chai nes de Markov, ou encore l'svolution d'une population dans un

phénomane de@mographique.
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b{géfinition des chemins et circuits hamiltoniens:

£ On circuit hamiltonien {(resp. cycle hamiltonien) est un
circuit (resp. un cycle) qui passe une fois, et une fois seulement,

par chacun des sommets d'un graphe GIX,U0].

- + L'étude des problémes hamiltoniens (recherche de cicuits

ou cycles hamiltoniens) remonte aux origines de la théorie des

graphes,
|
i L'intérét porté aujourd'hui i ces problémes s'explique par
leurs applications nombrcuses: tournées de distribution (TSP et
ses extengsions), trace automatique sur ordinateur, problémes

d'ordonnancemnet d'ateliers, etc...

= Bien que ces problémes apparaissent trés semblables par

eur formulation, ils se révélent fort diff2rents du point de vue

*

« Pour n+l sommets, 11 y a n-

i
J
1
?e leur résolution.
. . . .
| circuits hamiltoniens
|

possibles, donc n! coits de circuits i calculer, il Tsuffit”

Llors de retenir le minimum de ces codts et le probléme est ainsli
Lésolu. Mais, au dela d'une certaine valeur de n, {n=20 par
;xemple) les ordinateurs les plus puissants sont incapables de
traiter ces problémes en un temps raisonnable. Nous donnons un
exemple qui fera sentir 1'incapacite de le ré&soudre avec
1'algorithme d&ja cité, en le comparant i un algorithme trivial
pour r#soudre le probléme de la recherche du plus petit nombre
%tocké dans un fichier de N nombres. Cet algorithme consiste 2

1 . Dy o
comparer le premier et le second =lément, comparer le minlnoum
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obtenu au troisiSme et ainsi de suite ; on effectue ainsi (N-1)
comparaisons (on montre que cet algorithme est le meilleur au
sens o il n'en existe pas d'autre qui permette de r#soudre le

probléme en moins d'opérations). La différence de performances

apparait trés clairement [tableau 11 (l'ordinateur utilis® est

‘suppos® pouvoir effectuer un milliard d'opérations par seconde).

n=nombre de villes 10 20 30 40 50 60

n® =nombre de données 100 | 400 | 900 1600 | 2500 |3600

Durée d'exécution de

l'algorithme permettant
d'extraire le min de 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5 3.6

N=nznombres(en us)

Durée d'exécution de
l'algorithme permettant
d'extraire le min de 10 10 10 10 10 10

N=(n-1)! nombres

(en années}.

tableau 1: Tableau comparatif des deux algorithmes iﬁltj

Notons que cette diff2rence de comportement peut =2tre
‘rattach#e au fait que le TSP a une structure combinatoire qui

falit gqu'en sp2cifiant les n°-n distances intervilles, on engendre

| (de maniére implicite, =videmment, un nombre sans commune mesure

de solutions possibles.
If. 4. CONCLUSION

MWeme si les methodes heuristiques constituent un palliatif
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{
] - .
¢fficace pour la taille importante du probléme, elles v2hiculent,

&ependant, des difficultés qui se résument ainsi:-On demande en
général a wune heuristique de conduire "rapidement” {c-a-d
efficacement) 3 une “"bonne solution™. Ce dernier terme nous
attire la premiére difficult#, en effet, comment dire des choses
précises sur des £tres par nature approximatifs?.

~-Les meéthodes approximatives sont trés souvent specifiques i
des problémes (cas particulier du TSP) qu'elles se proposent de
régoudre.
-L'avaluation des performances de ces heuristiques (qualité
He la sclution gqui pourrait en sortir, temps de calcul...).

Dans le but de surmonter la dernigre difficults, les

chercheurs ont &normemment travailléd sur ce point moyennant
plusieurs outils. Parmi ces derniers, on trouve ce qu'ils nomment
1'optimisation statistique [15].

Il est i signaler en dernier lieu, qu'il n'existe pas, a
notre connaissance, d'algorithme exact et efficace pour la

résolution du TSP.
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[ -

III~/L® APPROCHE STATISTIQUE DU PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE.

\
QII.i.INTRODUCTION:

L'un des mystéres, entourant le TSP, est la remarquable
gerformance des heuristiques simples. Les propri¢tés de ces
éerniéres sont usuellement #tablies par des rmethodes empiriques,
qui consistent i trier les heuristiques et observer  la qualite
des r&sultats fournis par celles-ci.
| Parmi les méthodes emplriques utilis®#es dans ce domaine,
nous allons focaliser notre attention sur les differentes
hethodes statistiques, particulizrement, celles qui consistent &
estimer un intervalle de confiance de la solution optimale. Un
apercu sur différentes tentatives de construction de 1l'intervalle
sera donn®; puis une mthode utilisant les moments sera

|
@éveloppée.

I1T.2. HISTORIQUE:

Le nombre d'articles publiss dans le domaine de 1'analyse‘
empirigue des heuristiques est Znorme. Les auteurs ont utiliss

différents tests (test de Wilcoxon,test de Friedman) pour

comparer la performance des heuristiques, sans arriver & un

}ésultat concluant. Ils se sont pench®és sur d'autres me thodes
kelles que:Approche de 1'utilite =sper2e (expected utility
épproach) [13]. Tls ont aussi travaills sur l'estimation
statistique de la solution optimale d'un assez grand nombre de

problames rentrant dans le domaine de l1'optimisation
]

~ombinatoire. Pour asseoir leurs m2thodes la plupart d'entre eux,

bnt eu recours au classique probléme du voyageur de commerce.
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En ce qui concerne 1l'approche de 1'utilité espérde, les

heuristiques utilisées sont de trois types: Tour consiruction

orocedure, tour mproument procedurs, composite procedurel.

GOLDEN et al. ont abouti aux conclusions suivantes:

1-Plusieurs procedures de construction de tourngées peuvent
itrouver une solution avec 5 % a4 7% de 1'optimalite. Ces
procédures sont utilisées gquand une solution effective est
désirge.

2-Les procadures d'affinage, en particulier 2-opt et 3-opt

avec des solutions initiales al#atoires, oprent avec
Lpproximativement la m&me efficacité et efficience que la

meilleure des procédures de construction.

3J-La procédure mixte peut trouver une solution du TSP avec

2% & 3% de 1l'optimalité avec une grande régularité. Cependant,
Lette procadure de calcul demande un temps de calcul sensiblement
2leved, comparé aux procédures d'affinage et de construction.
" 4-Pour trouver efficacement une solution du TSP avec 1% a 2% de
1'optimalits, 11 faut repeter 1'application de “three steps”

vProcédure mixte).

Parmi les difffrentes procédures d'estimation de
I*intervalle de confiance on trouve: [8]

. -Procfdure donnde par Claugh. Il a appliqus la th2orie des
valeurs extri#mes au problime d'estimation de 1'intervalle de
Lonfiance de 1'optimum global d'une fonction a plusieurs
Tariables assujettie 4 certaines contraintes, en 'utilisant la

methode de Monte Carlo. L'intervalle est donng par la Ffornule

suivanbte:




1
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SET RN AN} TR PR

S:taille de 1'échantillon
! H:reel quelconque

5 a:solution optimale

Xi:solutions donnZes par la 1l'heuristigque 2-Opt

-Une procsdure, donnge par Mann et al, utilise
i'approximation par la loi de Béta. L'intervalle de confiance

construit dépend de 1'approximation.

|

E -Une procédure donnée par Robson et whitlock. Elle procade
%omme suit: Soit £ la iéme plus petite wvaleur. On pose V:Xt.
L'intervalle de confiance i un niveau de 100(1-a)% est obtenu par
une troncature de la valeur inférieure d'une distribution
uniforme. Ils ont montr® que cette formule donne des 1intervalles

he confiance approximatifs pour d'autres lois de probabilite. Cet

intervalle est donné par:

w
e R e

s:risque de se tromper

Ces procédures pr2sentent des inconvenients et paralssent

inefficaces. Le lecteur int&regsé egt 1nvit: A consulter

1'ouvrage [81.

i Une procédure d'estimation d'un intervalle de confiance

'semble efficace. Elle fait appel 3 un thfordme suivant:
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"o distribution du minimuwn S un dchantillon de taille m tend
bers la loil de Weibull lorsgue la tatlle de 'échantillon tend

vers L'infini™ [5].

Cette procedure sera développte dans ce qui suit et utilisfe pour
comparer les résultats qu'elle donne avec ceux obtenus par la

m2thode des moments.

ITITI.3. ESTIMATION DE LA SOLUTION OPTIMALE DU TSP PAR INTERVALLE DE

CONFIANCE:

1°/Enonc2 du problame:

Habituellement, toutes les procddures utilisent des
approches approximatives pour résoudre le TSP. Nous allons nous
intéresser 34 un domaine nommé l'optimisation statistique [15].
C'est une approche quli consiste, non pas & trouver une
solution approchée des problémes combinatoires, mals i estimer la
valeur optimale en utilisant une loi de probabilita.

Dans notre travail, nous nous intéresserons au TSP moyennant

1'utilisation de la loi de Weibull et la "m&thode des momenkts”.

2'{9éfinition d/e la loi de Weibull:
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* Définition: une v.a X est distribude selon une loi de
| . ] ]
Weibull de parametres :az0 ; b>3 ; ¢c= 0 si et seulement s1 :

-Elle est continue.

-Elle prend des valeurs dans l'intervalle [a,x].

- Sa densité de probabilité est donnée par :

gy S [X2 T ax —{ x-a ]c
b b ] exXp b

avec : a :paramdtre de position
b :paramdtre d'échelle
'| c :param2tre de forme

iCaractéristiques:

-Moyenne=E[X]= a +_E_ r(——3) =a+b Flar—)
[ C c
_varlX]1=E{(X-M:)7 1= b° i‘(1+icu) - b ””‘::"’ 12

1

[

+1) +3ba T +1) kxC(1)

|
LB el (S s 1) #3Tar (2

[ [

Tix) = [ exp(-u) ot du

/ (o

2° /proctdure d'estimation:

. En parcourant les travaux de recherche r2aliseés durant ces
Iquarante dernidres annfes, on constate que presque tocus les
domaines susceptibles d'apporter une solution au probl2me du TSP
ont £t2 explorés de maniére syst&matique. Parmi ces demaines, o0

‘trouve ce gque l'on nomme "l1'appr2ciation statistique des

| v |
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heuristiques™ ou "analyse empirique des heuristiques” (empiiical

analysis of the heuristics) dont 1'un d'eux est 1l'estimation

sFatistique de la longueur optimale d'un circuit.

L'estimation statistique de la longueur optimale d’'un

circuit:

Lo, . . ; . . .
Initialement 2tudife par KLEIN(1975), 1l'estimation statistique

de la longueur optimale des circuits a ensuite £t& traitée par de

nombreux auteurs tel  que:GOLDEN(1977b), DANNENBRING(1977),
GOLDEN(1978), GOLDEN & ALT(1979), ARIYAWANSA(1980), LOS &
LARDINOIS{1982), DERIGS(1983) [13]. Ces differents chercheurs ont
fait appel 2 un résaltat, trouvé par FISHER & TIPETT(1928),
fondamental dans le cadre de 1la théorie de distribution
étatistique des valeurs extr2mes, afin de déterminer plus
exactement une valeur estimée de l'optimum [Mac ROBERTS(19793),
GCOLDEN(1977b, 1978)1. Le r#sultat fondamental trouvé par FISHER &
TIPETT est:

Supposons que l1'on dispose de S #chantillons ind@pendants
Qtirés de facon indépendante), tous de m=me taille m, Lssus d'une
,population continue et bornde inférieurement par a.

E Si Xi est la plus petite valeur d'un achantillon aiors
doit: v=MIN ! X/ 1<i=S }.

Lorsque m devient grand, la distibution de Xt est proche de
la distribution de Weibull avec a: parametre de position. La

fonction de répartition est:

Fx(xo):P[xﬁxa]=l—exp[—- x;a ] ]

| 283
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xO2a>a : b0 c=0.

b:parametre d'echelle.

c:parametre de forme.

i La population mére est composée de n! circuits avec un coit
ﬁotal non inférieur 2 a, gqui est la longueur optimale du circuit
La distribution -est discr2te, mais on peut approximer son
histogramme par une distribution continue lorsque le nombre de

tourntes (circuits) est grand [151].

Ces chercheurs ont ensuite v2rifig 1'hypoth2se que Xt est
listribuge selon une loi de Weibull, avec un risque de «=0.05, en

ﬁtilisant la statistique de KOLMOGOROV-SMIRNOV [GOLDEN{1978)]

%ous 1'hypothe@se d'indépendance.

sL'estimation ponctuelle des paramétres de la loi de

Weibull:

A
|

| L'estimtion ponctuelle des paramtres d'une lo1i de

probabilité peut se faire de deux manisres:

a/Méthode des moments.

b/Méthode de maximum de vraisemblance.

~Les moments de la loi de Weibull sont donnés par des formules
trés compliguées. C'est Pour cela que la méthode de maximum de

vralsemblence est préférée.
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o3

~La fonction de maximum de vraisemblance est donnée par:

n
L(xl,xz,...xn ;a,b,c) ;Elf{xi)

1

|

|

I

! ;
! - _ _ AN _ _
Logh= nLogce + ncLogbh + {¢c-1) / Lcag(:‘:.1 a) z [
i=1 1=1

En dérivant LogL par rapport a o, 5 et <, et en égalisant a zéro,

| - . . .
on obtient les équations du maximum de vraisemblance:
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n n :
3Logl [ 1 ] c ‘ c-t
AVEM - L (e-1) + {X.-a) =0 (1)
a LZ; X;j-a b° i.Zx t
2 c
dLoglL Nc Cc _ -n .
s s LZL [xi a] =0 “ (2)

n n

|

1 X.—a ~e X.-a

dLogL n 1 i

PHH - — -nLogb+ Log(X.—-a)~- Ew——— ] Log[~“————]=0 (3)
ac c LZ1 i in b b

De 1'équation (2) on obtient:

X.—a L C
b= ( 2 : ] (*)

En substituant (*) dans (1) et {3) on obtient:

/% [Xi—a] -0 (4)

5%55 Log[x ] Z[ a]c Log[x.—-a]/ 2[ ] -0 (5)

1 - = L=t

Une approche consiste 3 resoudre les deux #quations (4) et (3)
par des m&thodes numé&riques, ainsl on aura des estimations de «
Lt - puis en remplazant = et < par leurs valeurs dans (*) on aura

une estimation de &

Une seconde approche consiste 2 maximiser LogL sous les

contraintes b>0 et c¢>0, pour cela, differentes mthodes peuvent

atre utilisfes:
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|
|
|

[ -M2thode des Dbarriéres.

{ -Méthode utilisant les pénalites.

! Une troisi2me methode consiste 3 utiliser la mEthode des
molindres carras {less Combsrsoms third litne of attitack bosed on

the least! sguares concapll,

[3

Lafonction de r&partition de la 1loi de Weibull donne la

premigdre &quation:

O
£
o
Qa
—
S
o
1
et
e
!
1]
c
o
[in}
=2
i
oy
o
Qa
|
[yl
0
e}
~—
e
|
m
P
o
reerre s
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L'squation (6) est linfaire avec Log(Xo~a) comme variable exogane
{dépendante) .

[ et Log[“Log(l-F(xol)] comme variable endog@ne

{ On pose:

r a=¢, A=cLogb, K=Log[Xi—a], Y:Log[—Log[l—F(XD)}]

{ {6) devienk: Y=aXl+? (7)

peuvent 2Stre

{MCO) .

Si on fixe le paramzbtre =, les pararmtres « et 2
estimés par la m¢thode des moindres carrgs ordinaires

La droite (7) peut 2tre amélior$e en cherchant 1'ensemble des

valeurs de = qui permettent d'avoir le plus grand coefficient de

corr2lation linfaire.
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Cet ensemble est borné puisque a= min | Xi/ 1S3i<N }

F(XD) est ‘estim® A4 partir des donnges,
Si le plus grand coefficient de corrélation est loin de 1 en
valeur absolue, on doit v&rifier si 1'hypothe&se qui dit que les
solutions donnges par les heuristigques sont distribufes selon la

loi de Weibull.

Remarque:

-L'approche du MCO donne des estimations des paramtres qui
vérifient toutes les &quations du maximum de vraisemblance avec
une bonne pr&cision.

-Le cefficient de <correlation est tr2s proche de 1'unité.
-Les param=tres 2tant estimés, le test de KOLMOGOROV-SMIRNOV peut
étre utilis® pour tester l'hypoth&se nulle.

Une estimation par intervalle de confiance de a, solution
du TSP, est r=alisze.

La procedure de construction de 1'intervalle de confiance
est donnze, en s'appuyant sur la fonction de distribution de

Weibull qui nous permettra d'&crire:

Privsasbl=1-Privd>a+b]
=1-{1—Fx1(a+b)l il—sz(a+b)}...{l—E:(a+b)E
=l-expf(-g)
ou

Priv-b=asvl=l-expl(-s)

la procédure est:
-Etape 0:Trouver les solutions erz,...,xs donrfes  par
1'heuristique.

-Etape l:R2arranger les solutions par ordre croissant pour
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obtenir v=X1,X2,...,XS.

-Etape 2:Diéterminer une bonne estimation initiale des
param&tres a, b et c. '

—Etape 3:Ré#soudre les €quations du maximum de vraisemblance
pour obtenir les parametres ;, B et ;.

~Etape 4:L'intervalle de confiance est doané par:

[v-b,vl.

Dans cette procadure, les tournzes initiales sont gZn&rees
alédatoirement par la procédure ranper [(NIJENHUIS & WILF, 19751,
l1'heuristique d'affinage utilisée est Z-oot orocadura.

Pour l'ensemble des problémes ainsi généers:s, la solution
"optimale”, donnfe par l'heuristique, se trouve toujours dans
1'intervalle de confiance [v—g,v]. Des résultats sont donnés en
annexe Y.

Comme il existe peu de TSP dont la solution optimale est
connue pour une taille de probléne dépassant n=100, certains
auteurs proposent une formule qui donne la longueur asymptotique
d'un circuit ninimal lorsque les villes sont distribu2es
uniformément sur une aire rectangulaire décomposée en R unités.
Cette formule est donnse par:

L(n,R)=K/nR
avec

K:constante.
n:nombre de villes (sommets).

R:nombre d'unités de d=coupage.

Des bornes empiriques de la constante K sont donn&es par

[sTEIN, 19771.

4

n

Afin de s'assurer de l'efficacité de cette mathode, d'autres

0.7655K20.765+

expériences de r2solutions (grand nombre de solutions:on pourrait
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augmenter la taille de 1l’échantillon S ont éteé effectuées.

Remarque:

-Un grand nombre d’applications numériques sur des problémes
composés du TSP et du QAP (Quadratic Assignment Problem) sont
décrits par DERIGS, 1983. Ce travail confirme aussi la validite
de la procédure de l’intervalle de confiance.

-L’intervalle de confiance permet de comparer la qualité de
la solution des différentes heuristiques. Le rapport b/v,
représentant la largeur relative de l’intervalle, nous donne une
idée sur l’efficacité de l’heuristique utilisée. En effet, plus

b/v est petit plus l‘heuristique utilisée est puissante.
LOS & LARDINOIS, 1982 cités dans {13)], ont proposé une

procédure d’amélioration de l’intervalle de confiance donné par
la loi de Weibull en posant:

{v—b/T;v] au lieu de [v~b;v] avec ’I‘=|:—S/Lc)gcx:|1/c

-a:risque de premiére éspéce(de se tromper).
-S:taille de l’echantillon.

~-c:paramétre de forme de la loi de Weibull.

Ces mémes auteurs ont testé l’efficacité de cette meéthode.

DISTRIBUTION DE LA POPULATION:

L’une des méthodes théoriques, servant a deéterminer la
loi de distribution d’un phénoméne, consiste a déterminer, a

partir d’observations, les moments de cette loi.
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-

nous avonsiessayé d'appliquer cette m&thode au TSP.Il
apparaitra, dans ce gqui suit, gque cette approche n'est pas
zvidente eu #gard a2 la complexité des formules trouvees pour les
moments d'ordre 1 (moyenne) et 2 (variance) seulement.

Nous commencerons notre travail en déterminant, les
moments d'abord, ensuite nous donnerons les résultats, concernant

la borne inférieure.

a/Calcul des moments:

-Moment d'ordre 1 {moyenne):

Notre systame est repriésent: par le graphe suivant: G(X,U0,T)

Fig.l:graphe d'un circuit Hamiltonien quelcongque.

Ce graphe peut &tre, i son tour, représenté par la matrice des

cotts T=(tij) ij=0,....n
0 Tt 1 ‘e n
{ 0 .o to1 et tOh} 0
T= g tia . 0 . ti.r.Il %
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Pour avoir un circuit hamiltonien quelcongue, en commensant
par le sommet 0, il suffit de choisir un ordre quelconque de pas-

sage par les sommets une fois et une seule.

Etant donné la configuration: {0 —1 —-s2- ... —n-—0} pour
obtenir tous les autres circuits, il suffit d'envisager toutes

les permutations possibles.

Une m&éthode pour la defermination d'un circuit hamiltonien
est:

1-Prendre un #=l&ment quelconque sur la ligne '0' de la
matrice 'T'.

2-Barrer la ligne et la colonne de cet &l#ment et retenir le
coat toj de l1'arc (0 ——3j).

3-Choisir un #l&ment tjk non barr® de la ligne j, et retenir
son codt tik, barrer la ligne j et la colonne k.

4-Affecter la valeur de k & j.

5-Refaire les =tapes 3 et 4 jusqu'i ce que toutes les lignes

et les colonnes soient barr2es.
Le calcul de la moyenne se fera ccmme suit:

~-A chaque circuit hamiltonien X est associZ wune valeur §§i)Q(

telle que:
XEQV - somme de toutes les valeurs associzes aux arcs du circuit k.

La valeur moyenne de tous les circuits hamiltoniens est:

n
somme des valeurs de tous les circuits { z
Troy= =

nombre de circuits hamiltoniens - L K

37




]
X
=
tay
]
-
™
Al
s
s
1
tr
0
[
i
£
P)

. e 3 et e e —~
{ L STATISTIOUD DU TEF

{

% Quel est le nombre de circuwits hamiltoniens contenant
J'arc (.i)? ceci revient = chercher combien de fois le sommet 3
vient Jjuste aprés i. Puisgu'entre 1 et j aucun sommet n'apparait,

donc on peul représenter la séquence i ) par un seul sommet k

el {a) devient:

-{—u—>]—ﬁ?—;...——sk—s...mﬁ(n—])-—_;nﬁ-m;()f

11 vy a (n-1) sommets.

Le nombre des permutations possibles sgs'#£léve alors & {(p-1}!
permutations, chaque permutation donnant lieu & wun circuit
hamiltonien. Ainsi, le nonbre de circuits hamiltoniens est
(n-1)!, et par conséquent 1'arc (i.;} apparait (n-1)! sur
1'ensenble de tous les circuits hamiltoniens. Ce ralsonnement est

valable pour tous les arcs.

= Maintenant,calculons la somme T Xk,on trouve le codt de
tous les arcs du graphe, gqui sont répetés (n-1)! fois. Dans
chague circuit hamiltonien de la population mére formte par les
n! circuits hamiltoniens, un arc quelcongque (i,j}) a un codt ¢&gal
= tij, son codt sur l'ensemble des circuits hamiltoniens est, par

ceonséquent, égal 2 (n—l)!*tij. En sommant sur tous les circuits

3¢&3
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% Pour calculer Tioy (c-a-d la moyenne), on procéde de 1a

maniére suivante:

= On calcule la somme des valeurs de tous les circuits:

% Un circuit hamiltonien (ch) dans un graphe est d#{fini par
la donnge de 1'ordre de passage par tous les sommets du mEme
graphe. Pour avoir tous les «circulits, il suffit de changer

l1'ordre de passage par les sommels.

Exemple:graphe & 7 sommets
Soit le circuit hamiltonien suivant 1

{0 —1 3 2 » 3 s 4 5 : 6 » 0}

Le sommet 0 £tant le point de départ du circuit 1,
les autres circuits sont:

i0 » 2 > 1 + 3 3 4 + 5

»01 2

(=]

{0 b6 35

i=1
+
[#9]
*
[

»1 »0} :720° circuit (6!}).

«Sur l'ensemble de tous les circuits hamiltoniens combien de
fois apparalt un arc quelconque {(i..j})? 1 et j &tant des sommets
du graphe. Un arc (i,j) apparait une et une seule fois dans un
circuit hamiltonien,donc il suffit de connaitre le nombre total
de cvircuits hamiltoniens gqui comprennent l'arc (i.).

Soit GI(X,U,T) un graphe oi:

-iXi=n+l scmmets, numérotés de 0 & n.

-U:1'ensemble de tous les arcs.

-T:matrice des cotts.

Puisqu'un circuit hamiltonien passe par tous les sommets,prenons

0 comme point de départ. Soit le circuit suivant:

{0-—%1—_42 Fee . :i—~#+j———¢...———+(n~l)u—nan———+0} (a)
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hamiltoniens nous obtencns:

(n-1)!t + (n-1)!t te. ot {n-1)!t
o1 3 1

2

Ou encore,

= — ]
Xk (n-1)1!

1 i

i

g o

ll[\_,.:] =

tij iFd

* Comme le nombre total de circuits hamiltoniens est €gal 2 n!,

3 i

1]

la nmoyenne est:

Somme des valeurs(cefits) de tous les circuits hamiltoniens

Treey = Nombre total de circuits hamiltoniens dans le graphe

)"!

2 %k

=1 {(*)

) n!
n! h!
{n-1)!% t..
Xk z 1) " n

- 1:=a kat 1

T’fr‘u'.w_v —T— 1 n! alp T—- “'f]" Z Z tlj

,,.al
il
ISR

1j

3%»4 o
o+

e

c‘_l

Donc la valeur moyenne de l'ensemble des n! circuits est égale
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CHAPITRE 3 ' APPROCHE STATISTIQUE DU TSP

Donc la valeur moyenne de l’ensemble des n! circuits est égale

a4 la moyenne des colts (poids) de l’ensemble des arcs.

Cette formule réduit énormément le temps de calcul de la moyenne.
Elle ne fait intervenir que les colts des arcs, alors que (*)

fait intervenir n! circuits chacun comptant (n+l) arcs.

-Calcul du moment d’ordre 2(variance):

Posons Xk le colt total du circuit hamiltonien k.
La variance eéchantillonnée est donnée par la formule suivante:

n!

2_ 1 _ml2 ’ .
S Tq|Tg RZI[Xk T] qu’on peut écrire

n
2.....___1_ _—— 2= =2 - R
5 == Zl[xk T] m,-T° m_  étant le moment d’ordre 2 par
) rapport a l’origine.

Calculens m_, pour ce faire,prennons un exemple
Soit un graphe G[X,U,T}:;iX|=6 ; X={ 0,1,2,3,4,5 }'
5

Le nombre de circuits hamiltoniens est égal a :
Ces circuits sont:

A
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0123450
O123540
B124350
0124530
0125340
03125430
D132450
D13Z2540
0334250
0134520
0135240

0135420

0142350
0142530
C143250
0143520
0145230
0145320
04152340
0152430
0153240
0153420
O154230
0154320

D21345B0
0Z21i3540
$214350
ODZ1I4530
0215340
0215430
0231450
0Z31540
DZ34150
GZ34510
DZ351440
QZ35410

DZL41350
O0Z41530
0243150
0243510
0245130
0OZ45310
0251340
0ZS51430
0253140
0z53410
02544130
O254310

0312450
0312040
0314250
G314520
0515240
03153420
O03Z1450
D321540
03241530
O3Z24510
D3Z25140
0323430

D341250
054152

N342150
0542510
0345120
C245210
0351240
0351420
0352140
0352410
0354120
0354210

0412350
0412530
24313250
3413520
U415230
DII5I20
ND421350
0421530
DLZ3150

D4Z5510
425130
425310

431250
0433520
CO432150
B432510
0435120
DiL435210
04541230
0451320
0452130
0452310
0453120
0453240

2 I STATISTIQUE DU TSP
DGLEZ320
B51Z430
0513240
0515420
0514230
0514320
OBzZi1340
O%zZ1430
O%Z25140
OB25410
0524130
DSZ4310
D531Z40
0531420

0534210
05441230
05431320
ON42430
D5423410
O543120
05435240

1 2 1 z z
m = X = (XX 4., 4 )
2 ! 1 n! 1. .2 ot
k=1

Pour 1'exemple, on a:

n

] z z 2 2

P O S RS SR AL s - 7 § S = +
2z 5! we 5 o 12 23 34 % 50 01 122+ ©O41 23 O1 34

= 1

+t t +t  t t + + t  +t £+
01 45 04 SO 42 23 42 34 12 4% 12 SO 23 34

+t _t +t_ _t_ +t_t +t_t

+ t
23 4% 23 5O 34 45 34 50 45 SO

Le développement de cette somme est tr2s long, par conséquent,

nous donnerons la formule générale de m:

Nous avons constaté que, pour un graphe a (n+l) sommets, le terme
. _

t
i

apparait dans la somme (n-1)! fois et le terme t t
iih

apparait 2(n-2})! 1 -

fois

. 42
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Cette formule nous permet d'¢liminer les conditions sur les

indices i, 3, h et 1, mais reste trés coldteuse en temps de calcul.

Une seconde alternative est alors considérge. Elle consiste a
prendre une scus-population formée de solutions genérées par une
heuristique; un é€chantillon de taille n est ensuite tiré de cette
population. Cette alternative permet d'éliminer les mauvaises

solutions.

b/Dtmarche pour la détermination des bornes par la -méthode des

monents:

L'approche peut se résumer ainsi:
On a un graphe 2 (n+l) sommets (représentation graphique du TSP),
le nombre total de circuits hamiltoniens possibles est n!, on
connait la moyenne et la variance de la population constitufe par
le nombre total de circuits. Ensuite, nous tirons un é&échantillon
de taille m suffisamment grande, sa moyenne est distribuée selon
la loi normale de moyenne T et d‘écart;type s/¥m (théorénme

central limite) dans les cas pratiques m>30.

Pour pouvoir verifier le bien fondé¢ de cette approche nous avons

refailt les travaux de GOLDEN et al 15, 6, 71.
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Pour mettre en oeuvre la procédure de construction de
J'intervalle de confiance décrite ci-dessus .Nous avons eu
recours au procédg sulvant:

-Constitution de 1'eéchantillon de solutions en utilisant Ja
procédure de génération aléatoire de circuits, puis en appliguant
la procédure d'affinage 2-opt aux circuits obtenus.

-ptilisation dia logiciel UNIFIT {Annexe 4], version 2.11 /PC

Oct.1985 pour 1'estimation des paramétres de la loi de Weibull.

IV/DESCRIPTION ET MISE EN OEUVRE DES PROCEDURES.

Nous donnerons dans cette partie les différentes procedures

et la facon dont elles sont utilisfes.

Iv.1. PROCEDURE GENERALE:

Elle peut se résumer de la manig¢re sulvante:
1*)cas:la population est constituée de tous les circuits

hamiltoniens c'est-i-dire elle ne subit aucune modification.

Début

Ensemble de solutions du
TSP
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DESCRIPTION ET MISE EN OFUWVERE DES PROCEDURES

Population mére constituée
de tous les circuits
calculer sa moyenne et

sa variance {m,:)

Echantillon aléatoire

de taille n=30

k=3

1>

Calculer les bornes inférieures
32 m-ko et 1'intervalle de Weibull
(appeler la procédure 1)

Est-ce qu'elles sont loin de la

borne supérieure donnée par 1l'intervalle

de Weibull?

k

k+1

ouil

non

Fin

Fig.2:Procédure générale cas 1.
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2°)cas:la population est modifiée de maniere 32 n'étre
constitu¢e que de solutions données par la procédure d'affinage

2-opt population "réduite”.

Début

|

Ensemble de solutions du

TSP

Construction de la population "réduite”
—-Faire exécuter la procédure 2-opt m
fois (m=50").

-Calculer la moyenne et la variance de

la population ainsi construite.

Tirer un échantillon de taille

n=301de maniére aléatoire.

I l

Refaire la procédure

ci-dessus Calculer la valeur du coefficient
a partir de (1D, k pour 10 problemes de différentes
»*

tailles. Etudier sa variation

1 ]

Fin

Fig.3:Procédure g&énfrale cas 2.

£:Vu les capacités matérielles disponibles nous nous Sonmes
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contenté, dans un premier temps, de populations de taille 50 avec
10 problémes seulement.

1/:Le logiciel UNIFIT donne de "bons” ajustements guand la
taille de 1'é¢chantillon est égale & 30.

+* :k=(min-m)/o.

Les résultats de cette procédure générale gqui fait appel &
d'autres procédures seront donnés aprés avolir passé en revue ces

dernieres [IV.4].

1V.2. CHOIX ET DESCRIPTION DE L'HEURISTIQUE:

i. Description de la procédure r-opt:

Cette procédure rentre dans le cadre des heuristigues
de recherche locale "iLocal Search Heuristic™, qui sont les plus
efficaces pour l'obtention d'une solution pour le TSP [13,22].
Elle se résume ainsi:

1-Commencer avec une tournée initiale (circuit hamiltonien) H.

J-Enlever r arcs de H ,ce qui donne des chenins discontinus
(certains peuvent &tre des sommets isolés ).

3-Reconnecter les chemins de maniére 2 obtenir un autre circuit
hamiltonien H'.

4-Calculer w{(H'),la longueur totale de H'.
Si w(B")<w(H) ,remplacer H par H', et répéter le processus.
Sinon, prendre un autre ensemble de r arcs de B dans le
processus d'échange.

5-Répeter les opérations jusqu's ce gu'il n'y ait plus

d'amélioratién.

Cette procédure d'affinage (r-opt} peut étre utilisée pour
tout TSP qu'il soit sym®trique ou asymétrique.
Les procédures 2-opt et 3-opt sont obtenues en échangeant

respectivement 2 arcs ou 3 arcs .plus le nombre d'arcs a éechanger
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augmente, plus le temps de traitement de la procédure augmente;
il s'agit alors de faire un compromis entre ]'exactitude de la

solution et le temps de calcul.

2. Choix de 1'heuristique:

Des problemes ont été générés aléatoirement puis résolus par:
-Construction de tour g£ant .
-Raffinage de la solution 1nitiale en utilisant 2-opt et 3-opt .
Les résultals obtenus par 2-opt sont meilleurs que ceux
donnés par 3-opt lannexe 5]. Ceci confirme ce qui est dit dans
l'ouvrage [13]. En raison de cela, nous avons utilisé¢ 2-opt pour

générer des solutions.

Remarque:

Le choix de la tournée initiale est trés important,car il
influence considérablement la solution finale obtenue en
appliguant 2-opt. Toutefois, cette influence n'est pas toujours
"perceptible”, dans la mesure od, on peut construire des cas ou
de "bonnes” solutions initiales ne donnent pas de "bonnes"
solutions finales.Mais,il est &tabli, dans le cas gén&éral,par
ADRABINSKI & SYSLO (1980) et GOLDEN et al.(1980), qu'une “bonne"
solution initiale conduit souvent 4 une "bonne™ soclution finale
122].

Nous avons choilsil de gé€nérer la scolution initiale de facon
aléatoire, au lieu de le faire avec une procédure de construction
de tournée (Farthest insertion par exemple). Ce choix a &té
motivé par le travail déjs effectu® dans le domaine de 1'analyse

statistique.

-Procédure 2-opt:

Soient:
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L
]
a1
[0

FREOCEDUREES

H= {X1,X2,...,Xn}:Le circuit hamiltonien initial.

¥=1{(xi,xi}} :ensemble d'arcs de H substitud par
Y={(yp,ya)} s'1]l y a am&lioration de la solution
initiale.

H'=(B-XJ Y:la nouvelle tournge raffinge.

Il v a n(?—l) -n= nin-3) tournédes H' pour un H donné.
2 2

Pour chacune de celles-ci.

Soit &£:1'am:licoration realisze.

S=w{H)-w(B") w(H) :longueur du circuit H.
On cherche parmi les circuits H',celui gul maximise &.
Si &max<0, nous avons la solution finale donneée par 2-opt.
Si &max>0,nous utilisons la solution correspondante comnme

solution initiale, et nous répitons la procédure 2-opt jusqu's ce

gue &max solt non positif.

L'Algorithme général:

Begin

Soit H={x1,%x2,...,xn} solution initiale.
repeat
Emax —— 0;
For 1 «— 1 to (n-2) do
For j «— (1+2
) to n or (n-1) do
{Le dernier cas est seulement pour i=1}
If (wix)+wi(x)-wly)-wly)) > &wax then
Begin &max «——— (wixi)+wlxjj-wlyg)-wlye));
sauvegarder i et j End;
1f Swax>0 then
H «—— H-ixi,%jilUlyp,yql :
Bntil &mex=0;
End.
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IV.3.CHOIX DE L'ECHANTILLON:

Le choix de 1'échantillon de solutions a une grande
importance car les résultats en dépendent fortement (des
solutions loin de 1'optimum peuvent donner des intervalles qui ne
contiennent pas ]'optimum dans la majorite des cas et plus les
solutions sont proches de 1'optimum plus 1'intervalle obtenu a
une grande chance de contenir la solution optimale).

Le choix de 1'¢chantillon peut se faire de deux facons:

1°*/Echantillon tire aléatoirement.

2° fEchantillon est construit 4 partir d'un ensemble de
solutions qui font partie dW pire des cas, d'antres gqui font
partie d¥ meilleur des cas et d'autres parmi les plus probables.

Cette dernidre présente, cependant, des difficultés gui sont
dues aux fait qu'il n'y a pas de régles objectives applicables
qui permettent de bien choisir le nombre de solutions de chague
catégorie. C'est pourgquoi un tirage aleatoire semble plus

approprie,

IV.d. IMPLEMENTATION:

La procédure générale, codé en TURBO PASCAL version 6.0, a
¢té implément£e sur un micro-ordinateur de type IBM P.S/2, a
1'Ecole Polytechnique d'Alger. Toutes ces procédures ont porté
sur des problémes générés de manidre aléatoire.
Une fois que les échantillons sont obtenus, ils sont traités
par le logiciel UNIFIT pour deux raisons:
~tester 1'hypothése:ie minimum de 1'échantillon est
distribu¢ selon la loi de Weibull,
-obtenir une estimation, par la mcthode du maximum de
vraisemblance, des paramétres de la loi.

Les intervalles de confiance pour le minimum sont alors
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obtenus, ainsi que d'autres résultats relatifs i la procédure

des moments [IV.4) .
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VI.S5. RESULTATS ET INTERPRETATIONS:

1)RESULTATS:
Avant de donner les différents résultats, nous allons

passer en revue toutes les procédures gue nous avons ntilisdas.

a)M&éthode utilisant la loi de distribution de Weibull:

DéEut[

Exécuter la procédure 2-Opt

m fois (m=30)

l

Trier 1'échantillon de solutions

par ordre croissant

Utilisation d'UNIFIT pour 1'estimation
des parametres de la loi de Weibull
a, b, c

Détermination des bornes de 1'intervalle

de confiance [v-b,v]

Fain

Fig.4:Procédure de construction de l'intervalle de confiance

de Weibull.
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biMéthode de détermination des bornes inférieures a 3

et 40 en utilisant Jes moments de la population:

[Debut]

Calculer la moyenne et la variance
de la population formés de tous les

circuits hamiltoniens

Prendre un échantillon de taille

n=30 de la population mére

Calculer les bornes inférieures
B_inf=m-3~
B_inf=m-4o

Voir ou se trouve la solution
minimale donnée par 2-Opt par

rapport aux bornes déterminées

Fin

Fig.5:Détermination des bornes inférieures.
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c)MEthode de comparaison entre la procédure 1} et 2):

[Dé ut

Exécuter les procédures 1} et 2)

en méme temps

Obtention d'un intervalle de confiance

pour Weibull et des bornes inférieures

Comparaison des résultats obtenus

Fin
Fig.6:Comparaison entre les procédures 1) et 2)

Une autre approche pour déterminer les bornes inférieures
moyennant 1'utilisation des moments consiste 2 changer les
individus de la population m&re.

Ceci peut étre realisé de la maniére suivante:

Nous savons gue la population mdre est constituée dans
sa grande majorité de "mauvais”™ circuits Hamiltoniens. Cette
situation est 1'un des paramétres gui provogue un £€loignement des
bornes supfrieures données par 1'appreche de Golden et al. Par
conséguent, s1 nous arrivons & prendre une autre population ou la
majorité de ces individus sont de "bons" c¢ircuits Hamiltoniens,
nous pourrons peut étre réduire cet €loignement.

La m&¢thode utilisf¢e consiste & prendre une population

composée unigquement de solutions obtenues par la procédure 2-Opt.

d)M&thode utilisant la population "réduite”:
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[DéEut]

Exécuter la procédure 2-Opt n fois (n=50)

Calculer la moyenne et la variance de

cette population

|

Trier les solutions obtenues par

ordre croissant

]

Prendre un échantillon de 30 solutions

l

Calculer les bornes inférieures en utilisant

les moments et trouver l'intervalle de

Weibull

l

Voir oll se trouve la solution minimale et

voir si 1l'écart diminue

Fig.7:procédure utilisant la population "réduite™.

les résultats sont donnés pour toutes les procédures ci-dessus.
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Procédure 1:Détermination de l1'intervalle de confiance en

utilisant la lei de Weibull

Tableaut:Résultats da caleul, rniveoau de conflance H-expl-SMNO0OH

=90 (¥ .

[

Taille Minimnum Estimation des param:tres Borne Borne
donné de la loi de Weibull inférieure sup
par 2-opt b c v-b v
20 31937.70 319%05.30 1099.56 1.13 f30838.14, 31937.701
30 37283.80 37283.30 1737.80 0.95 {35543.00, 37283.80]1
40 42840.20 42833.80 2618.96 1.19 140221.24, 42840.20]
50 54906.30 54828.00 3062.65 1.26 [51843.64, 54906.30]
60 76194.33 76193.50 4750.25 1.32 [71444.08, 76194.33)
70 83943.36 83917.80 489%6.00 1.70 179047.36, 83943.361
80 83864.82 80753.00 6514.40 1.19 [72350.42, 83864.82]
90 91297.36 91236.70 4175.40 1.48 [87121.86, 91297.361
100 99239.18 99218.60 4271.13 1.45 194968.05, 99239.18]

I

.

(*) Pour S8=30, l-exp(-S) est pratiquement égal a 1.

Fig.8:Résultats de la procédure 1.

Proctdure 2:DEtermination des bornes inférieures en utilisant la
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moyenne et la variance de la population:

( 3
TableauZ:Bornes inféricures lorogue la taille das
Schantillans oot doale & SO
Taille Longueur FEcart- Borne Borne

moyenne type inferieure inferieure

moy-3¢/Y50 moy-40/Y50

30 72107.50 7913.50 68750.09 67630.95

40 102109.70 9977.73 97875.87 96464.8B1

50 116751.23 9533.64 112706.45 111358.19
( |

Fig.Q:Résultats de la procédure 2.
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Procédureld:Comparaison entre les résultats de la procédurel

et ceux de la procddure2

Tableau Srdsultats covparatife de la procédure 4 ot 2

Taille du probléme

Moyenne de la population (m)

Ecart-type de la population (o)

Minimum donné par 2-opt (v)

bl=m-3c
Bornes b2=m-4o
inférieures b3=m-3/c¥50
b4=m-4/o¥50
Ecart entre v-bl
la borne inféri- v-b2
eure et v v~b3
v-bd
ki={m-v}/o
k2={m-v} /o750

30

72107.50

07913.50

14499.840

48367.00

40453.50

68750.09

67630.95

33867.20

25653.70

54250.28

53131.15

07.28

51.47

40

102109.07

009977.73

015622.20

072175.87

062198.15

097875.87

096464.81

56553.68

46575.95

82253.67

80842.61

08.66

61.29

50

116751.23

009533.64

016286.90

088150.31

078616.67

112706.45

111358.19

71863.41

62329.77

96419.55

95071.29

10.53

74.51

L

Fig.10:Résultats de la procedure 3.

Procédured:Determination des bornes inférieures en untilisant
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moments de la population "r&duite” .

Tableaud4:Esasultals oxpdrimentiaax .

Intervalle de confiance

de Weibull

Bornes inférieures

N k v-b v Borne inf. Borne inf.
3o 4o
30 2.92 {14396.60, 14638.001 114059.11 113766.25
40 2.48 [16029.41, 16653.60) [16055.28 {15663.04
50 2.30 [17438.72, 18509.20) [18249.20 117875.84
60 1.58 {19135.68, 20044.30] 119333.47 [18833.43
70 1.89 [23032.38, 24096.20) 125019.60 [24528.17
80 2.97 121731.07, 23821.701 123804.51 123227.91
90 2.22 [24031.60, 25537.001 125064.90 [24454.81
300 1.53 {26421.07, 27536.60] [128554.00 [27885.77

{

*#:k est la valeur de l'expression {m-ko), dans ce cas, 1l re-

présente la valeur & prendre pour avoir la solution minimale

donm¢e par 2-Opt.

Fig.11l: résultats de la procedure 4.
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2)INTERPRETATIONS:

Procédure 1l:construction de 1'intervalle de confiance en
utilisant la loi de Weibull.

En analysant les résultats du tableau 1, nous pouvons dire
ce qul suit:

La solution optimale du TSP, qui est dans le pire des cas
¢gale au minimum donné par 2-Opt, se trouvera nécessairement dans
deux cas possibles:

1-Cette solution optimale appartient & 1'intervalle de
confiance

2-Elle est inférieure & v-~b (borne inférieure de

1'intervalle de confiance).
J Mais comme Jla probabilitée que la solution cptimale
appartienne a2 l'intervalle de confiance est &gale a l-exp(-5)
($=30), on peut étre pratiquement sOr que c'est le cas 1 gqui se
présentera dans la majorité des problédmes gque nous aurons a
traiter.

Le rapport b/v, qui mesure la performance de 1'heuristique
utilist¢e (2-Opt dans notre cas) représente la largeur relative de
1'intervalle de confiance et varie entre 4% et 6%.

11 représente aussi "l'erreur relative" commise en prenant
la borne supérieure (v) comme la longueur minimale du TSP, a

défaut de la solution optimale.

Nous avons aussi vérifié ]'hypothese nulle suivante,

moyennant l'utilisation du logiciel DNIFIT:

le minimum d'un échantillon de taille m tiré d'une population,

guand m augmente, est distribu® selon une loi de Weibull.
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CHAPITRE 4§ ‘ OESCRIFPTION ET MISE EN OEUWRE DES PROCEDURES

Le risque de se tromper ayant ete fixe & 0.05 pour tous les
problémes que nous avons traite .Toutes les bhypothdses ont é&te
acceptées.

En pratique, 1'utilisateur de cette démarche se trouvera
dans deux situations:

a-Pour reésoudre son TSP, 11 pourra prendre la borne
supérieure comme £tant sa solution ou simplement 1la solution
donnée par 2-Opt (sans construction de 1'intervalle dans ce
dernier cas).

b-Prendre une valeur appartenant a 1'intervalle de
confiance.

L'utilisation du cas b- luil donnera une meilleure solution
gue le cas ou il prendra la solution donrée par 2-Opt.

Cette alternative est intéressante mais demandera un temps
de calcul sensiblement éleve. 11 s'agira alors de faire wun
conpromis entre 1'exactitude de la solution et le temps calcul
nécessaire pour son obtention. Tout dépendra alors de 1'cobjectif

de 1'utilisateur.

Procédure 2:d&termination des bornes inférieures en utilisant les

moments de la population.

Tenant compte du temps de calcul requis pour la procédure 2,
nous n'avons généré que trois problZmes de tailles 30, 40 et 50.
Les résultats obtenus pour k=3 et 4 sont assez loins du minimum
de 1'&chantillon formé par les solutions données par 2-Opt.

Le coefficient k=(min-m)/z nous donne la valeur gqu'il
faudrait prendre, et pour lagquelle la borne inférieure coincide

avec le minimum de 1'échantillon. Ce coefficient augmente de
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fagzon al€atoire en fonction de la taille du probleéeme.

Procédure 3:comparaison entre 1'intervalle de confiance de
P

Weibull et les bornes inférieures de la méthode des moments

Les bornes supérieures de 1'intervalle de Weibull sont

inférieures aux bornes donn¢es par la méthode des moments.
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1 I I [ >
0 borne borne borne

inf. sup. inf.

i ]
écart

! l

I |

intervalle intervalle

de Weibull de la m&thode

des moments
Fig 12:représentation schématique de la comparaison.

L'€cart entre ces deux bornes augmente en fonction de la

taille du probléme pour wune valeur du coefficient k fixe 2
l'avance.

Proctédure 4:d4termination des bornes inférieures en utilisant les

moments de la population "réduite”

Le coefficient k ¢<tant fixé (3 et 4), cette procédure

ameiiore les bornes infeérieures (réduit 1'€cart citée ci-dessus).
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CONCLUSION

L'objectif assigne® 2 ce modeste travail n'était pas de
trouver une solution optimale au probléme du voyageur de commerce
(TSP}, mais plutdét trouver, par une msthode statistique,

1'intervalle de confiance o& cette solution pourrait se trouver.

Pour le faire, nous avons pensé 3 la nature de la population
form¢e par les circuits Hamiltoniens (ensemble de solutions
possibles du TSP). Une idée classique de la théorie statistique
nous vient alors & 1'esprit: c'était le calcul de la moyenne et

de la variance de cette population.

Une folis ce travail réalisé, nous avons construit
1'intervalle ci-dessus cité. Nous avons, par la suite, essay¢ de
valider cette approche utilisant les moments. Cette £tape a &t
realist¢e en s'aidant d'une autre approche dans le domaine de
l'optimisation statistigue. Cette derniére a &t utilisée par

plusieurs auteurs parmi lesquels GOLDEN apparalit en relief.

Golden et al. ont g&nEreé  leurs solutions initiales,
am¢liorédes ensuite par la procédure 2-Opt, en utilisant le
logiciel RANPER. Ce dernier n'est pas disponible a2 notre niveau.
Chose qui nous a obligé & refaire tout le travail pour pouvolir
comparer les résultats obtenus par ces deux approches (la notre
et celle de Golden et al.).

Notre méthode consiste & considérer deux populations, 1'une
compos¢e de toutes les solutions du TSP et 1'autre composge
uniquement de solutions obtenues en dé¢roulant la procgdure 2-Opt
50 fois. A partir de ces deux populations, nous tirons des

échantillens de maniére al€atoire.
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CONCLUSION

Nous avons appliquée les différentes procédures précédemment
décrites sur les deux types de populations en fixant la valeur du
coefficient k 2 3 et 4 écart-types pour 1'approche des moments.
Les résultats obtenus pour le deuxieme type de population sont
meilleurs comparés 2 ceux obtenus pour le premier type de

population.

Nous avons mils en oeuvre une procédure de détermination du
coefficient k. Ceci a été realisé¢ pour deux cas de figures:
-pour une méme taille de probléme, nous avons généré
alé¢atoirement 10 problZmes différents.
-pour une mEme taille, nous avons considéré uniquement
1 probléme géneéré aléatoirement.
Pour ces deux cas, la valeur du coefficient k fluctue de
fagon aleatoire [annexe 4].
1} est, par conséquent difficile, de se prononcer sur la

valeur que ce coefficient prendra pour avoir le minimum.

Ces m¢thodes d'estimation sont limitfées en pratique car
elles sont gourmandes en temps de calcul comparg£es aux
heuristigues d¢ja existantes. Neanmoins, elles restent un outil
pour l'évaluation de la performance des heuristiques et des

solutions gui en ressortent.

Il serait souhaitable de continuer 1'étude pour essayer de
déterminer la loi de distribution, non pas de 1'échantillon, mais
de la population mere.

Une autre alternative serait d'¢tudier 1la variation du
coefficient k, mais ceci supposerait la disponibilité de moyens

de prospection (informatiques surtout) suffisamment puissants.
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CONCLUSION

Ce travail représente une contribution théorigque dans le
domaine de 1'optimisation combinatoire, domaine gui ne cesse de

connal tre un développenent...combinatoire!

Les recherches sur le TSP sont loin d'étre closes. La
résolution optimale de ce probléme supposera un développenent,
plus que jamais, nécessailre de 1'algorithmique et de
l'informatique. Mais sa résolution ouvrira d'intéressantes
perspectives pour tous les problémes dont 11 constitue une
composante principale. Et il cessera peut étre alors de hanter un

bon nombre de chercheurs.

Nous espérons, enfin, gue cette démarche sera appliquée 3

d'autres problémes d'optimisation combinatoire.
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ANNEXES

Annexe 1:

Classification des relaxations du TSP.

Wong(1980) | <=>|{Claus(1984)

{=>

Dantzig et a21.{1956) Langevin{1988)

oc=" 2

1 8%
war. Q2 2 cont.

Loulou(1988)

Ofnaj Uar‘O(nBJ cornit.

1
i
]
|
i
1
1
N

Commm e

Gavish et Graves(1978) (=== Finke et al.(1984) Lucena(1986)
2 2
Ofn™ 2 var. 0Cn" 2 cont. acn®> var.0Cn> cont.
Légende:
. 1
Miller et al.(1960) A——B 1V, (A vlp(nx Q%)
2 2
OCn 2 war.0(n 2 cont A--->B B &8st une aggrédgation tascemblage)
do A et (*) ost vérifido.
Ac==3>B :'UL ‘A)._-vlp‘B)'
Assignment(Affectation? 1.V, (A tvalour optimale du preblime
P
Ufan var. {n) cont. lindaire roelaxs dao ta

foermulation A.




ANNEXEZ

Annexe 2:

Resultats donnés par GOLDEN & ALT(1979) pour un intervalle de confiance
*
a4 100 [l-exp(-s)1%

L |
Pb.N® v 4 b c (v-b,v] valeur de la X0
sol.opt. (X0} [v-b,
24 21518.99 21454.77 926.36 1.76 [20592.63,21518.99] 21282 Oui
25 22816.55 22754.95 856.92 1.92 121959.63,22816.55] 22141 Ouil
26 20971.54 20763.87 1260.75 2.31 [19710.79,20971.541 20749 dui
27 21807.23 21779.19 837.82 1.51 [20969.42,21807.23] 21294 Oui
28 22382.39 22190.20 1415.64 2.62 [20966.75,22383.39) 22068 Oui
318 41415.00 41363.38 609.58 1.96 140805.42,41415.00] 41345 Oui
* _Pour ces probleémes,s=30 et exp(—50)=192874.10~22.Ceci inplique que
1-exp(-s) est pratiquement 1.
[ |
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Annexe 3:

Mesure de 1'efficacite des algorithmes (deux m&thodes):

La thé¢orie de la compléxité des algorithmes est née vers la
fin des années 60,de la nécessité de disposer d'une mEsure
comparative cbjective universelle de 1'efficacité des

algorithmes.I] existe deux méthodes essentielles:

1)Mésure expérimentale de la complexité:

La premiére idée qui vient & 1'ésprit,pour déterminer la
complexité d'un algorithme,consiste 2 recourir 4 la m¢thode
expérimentale:obtenir les temps de calcul obtenus sur des séries
de problémes tests de taille suffisament importante pour
trouver{par exemple par une méthode des moindres carrés) une
fonction f permettant de rendre compte,au mieux,des observations
effectudes.Cependant,une telle méthode ne permet généralement pas
la d¢termination Erécise de la complexité,car elle souffre de
deux défauts majeurs:

-On ne peut jamais &tre sior d'avoir atteint des tailles de
probleémes suffisament grandes pour se trouver dans une zone ou le
comportenment de la fonction ta{la croissance asympotique du temps
de calecul! en fonction de la taille du problémelest suffisament
pfoche de son comportement asymptotique;

-la complexité des algorithmes est une notion relative au pire
des cas, c'est-i-dire est censZe rendre compte du comportement de
l'algorithme pour les problémes qui seront les plus difficile a
traiter.En fait,il n'existe gque peu de couples (probléme,
algorithme) pour lesguels on sait effectivement définir pour
chaque taille de probléme, les cas les plus difficiles &4 résoudre -
{c'est-2-dire ceux gui nécessitent le temps de calcul le plus
¢leveé). De plus, la mise en évidence d'un pire cas est

généralement un probléme beaucoup plus difficile que celui de la

3




ANNEXES

dé¢termination directe de la complexite (par la méthode gui sera
exposée au 2°paragraphe ci-dessous).

Remarquons gue, par opposition & la notion de complexitée
apparaissant dans le chapitre I paragraphe 1I.5.1., laquelle se
référe implicitement au pire des cas, la méthode expErimentale,
qul consiste 4 procéder & des observations du temps de calcul sur
un echantillonnage de problémes, condult plutdt & m@surer ce que
l1'on pourrait appeler la "complexité er moyenne”™ ou encore "au
cens du cas moven”. {on peut donner une signification rigoureuse
2 cette notion de "cas moven™ & condition de préciser la notion
de tirage au hasard d'un probléme particulier dans un ensemble de
problénes, autrement dit, de d&finir une distribution de
probabilit#¢ sur 1'espace des données d'un probléme).

Lfutilisation d'une m¢sure expérimentale de la Tcomplexité
en movenne® peut se Justifier, dans un certain nombre de
situations, par exenple, 1la determination de la complexité
théorique est impossible ou, surtout, lorsgue le comportement de
1'algorithme dans le "cas moyen" est extrémement différent de
celui pour le pire des cas. Dans cette derniére situation, 1la
mesure "en meoyenne” représente souvent beaucoup mieux le

comportement réel de 1'algorithme.

2)Determination de la complexité par décompte du nombre

d'opérations élémentaires:

Pour montrer comment la détermination de la complexité peut
se faire autrement, et de facon plus rigoureuse,que par la
m~thode expérimentale, nous commencerons par £tudier un exemple:

soit une matrice A=(au) d'ordre N et & coefficients 0 ou 1.
Soit A' la matrice d2duite de A en ajoutant N termes diagonaux
égaux a l.Elevant la matrice A' & la puissance N-1 dans l'algébre
obtenue:

-en remplagant 1'addition ordinaire par l1'opération @&
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d¢finie par asb=Maxi{a,bl, a, b=i{0,1} ;

-en remplagant la multiplication ordinaire par 1'opération
définie par ab=Minia,bl, a,b={0,1};

On sait gue le calcul de AN peut se faire en au plus
2[1092(N-1)I maltiplications de deux matrices (N,N) (ce résultat
est aisZment obtenu en décomposant N-1 suivant la base 2}. Pour
effectuer le produit de deux matrices quelconques A et B,on doit

calculer:
Cij= T aikeblj Yo, (1}

ou le signe ¥ désigne la sommation au sens de 1'opération @
définie plus haut.

La complexité d'un tel algorithme pour le produit de deux
matrices (N,N) est facile & €valuer. En effet,pour chaque terme
(i.j},la formule (1) mécessite N opfrations & et optrations .
Convenons alors d'appeler opération Elémentaire 1’ensemble
constitud par une opération € sur deux opérandes pris dans {0,111,
suivie par une opération & sur deux opérandes pris dans {0,1}. On
notera que, quel que scit le calculateur utilisé,le temps mis
pour l'exécution de cette opération est une constante qui ne
dépend pas de la taille du probléme traité. Comme elle ne dépend
que de la machine m utilisé¢e, nous la noterons c(m}.

L'algorithme de multiplication matricielle nécessite N
oprations &lémentaires pour le calcul de chaque terme de la
matrice produit, donc en tout N operations &lémentaires. Comme
le nombre maximal de produits de matrices &2 effectuer est, dans
le pire des cas, 2{1092(N—1)} on en d&éduit que cette algorithme
nécessite (dans le pire des cas) 2c(m)N3[logz{N-1)} unites de
temps. D'aprés la d4finition de la complexité, cette derniére est
alors obtenue en "oubliant” le terme constant 2c(m) qui ne dépend
gque de la machine considérée et 1'on deduit:

La complexité de cette algorithme est de 1'ordre
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0(Nlog, (N-1)).

En toute rigueur,pour une cohérence parfaite avec la
définition sur la complexité, 1] faudrait exprimer cette derniére
en fonction de la taille n du probléme gqui est dans ce cas
n=N". La complexité de cette algorithme est Otngleogzn).

L'exemple ci-dessus constitue une illustration simple,mais
caractéristigue, de la fagon dont la complexité peut &tre obtenue
en procedant 4 une analyse fine de l'algorithme et au & compte
detaille du nombre d'opsrations nécessalires pour son
fonctionnement, en oubliant jamais de se placer systématiquement
dans le pire des cas gul puisse se présenter. Il est de pratique
courante de considérer chacune des operations arithmétigques comme
des opérations élémentaires.

I] existe neanmoins des situations ot elle ne se Justifie
gue parce gqu'on admet implicitement que l'on se restreint a une
sous-classe de problémes: ceux pour lesguels les valeurs
numé riques que l1'on manipule sont représentables & 1'aide d’un
nombre maximal fixe d'éléments binaires ; ou encore, c¢eux pour
lesquels la perte de précision résultant du fait de restreindre
la représentation des valeurs numériques & un nombre fixe donné
d'¢léments binaires n'affecte pas significativement le résultat,

du point de vue de l'utilisation qul en est faite.

| , |
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-

Annexe 4:

Déscription d'UNIFIT

-UNIFIT est un logiciel en mode interactif qui permet
d'adapter un €chantillon de données gu'on a collecte
experimentalement, % une distribution de probabilité th&éorique.

-Son avantage est qu'il permet de trouver la meilleure
représentation qui s'adapte & un cas,et ceci en peu de
temps. Chose gui est souvent negligée a cause du tenps requis.

-UNIFIT est capable d'adapter un ¢chantillon & 1'une des 13
distributions continues ou des 5 distributions discretes
‘suivantes:

*Lois continues non négatives: Exponontielle,Gamma,Inverse
gaussian, Lognormale, Weibull, Pearson type 5, Pearson type 6.

*Lois continues {univers non born&): Extrem value type A ;
extrem value type B, Logistic, Normale.

*#Lois continues (univers borné): Uniform, Beta.

*Lois discrétes: Binomiale, Géom2trique, Binomiale

négative, Poisson, Uniforme.

-Les fonctions de UNIFIT sont regroupées en sept rubrigues.
1°®* /Operational characteristics.
2*/Sanple maintenance.
3°* /Description sample summaries.

-Histogram.

~Quantil summary and box plot.

-Independance plot.
4° /Model specification.

-Non negative continuous models

-Unbounded continuous models.

~Bounded continuous models

-List specified models.

783



ANNEXES

-Parameters confidance intervals.
5¢/Heuristics for the model choice.
-Frequency comparison.
~Density/histogram overplot.
-Cumulative freguency comparison.
-0-0 plot.
-pP-P plot.
-Relative discrepencies of probability plots.
-Model moment comparison.
6°/Testing hypothesis.
-Chi square goodness of fit test.
-KOLMOGOROV--SMIRNOV goodness of fit test
-ANDERSON-DAKLING goodness of fit test.
-Model test comparison.

7°*/Characteristecs of fitted distributions.
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Annexe S:

Longueur Longueur Longueur
"N -T.aléatoire - 2-Opt 3-0Opt 3-Dpt-2-0pt
1, 20, 3845.38, 1269.71, 2755.82, 1486.11
1, 20, 3607.79, 1204 .59, 2030.38, 825.890
1, 20, 3556.20, 1204.59, 1881.34, 676.77
1, 26, 3849.89, 1204 .59, 2539.05, 1334.46
1, 20, 3113.96, 1197.31, 2014.63, 817.32
2, 20, 3526.77, 1314.06, 2252.56, 938.50
a, a0, @298%7.82, 1242.73, . 2070.74, 828.03
2, 80, 3168.40, 1271.53, 1883.49, b12.16
2, 20, 4385.81, 1341.84, 1979.11, &37.27
a2, 20, 3335.34, 1282.50, 1533.26, 243.76
3, 20, 3599.28, 1190.15, 1498.17, 508.02
3, 20, 3445.06, 1272.465, 2225.30, 952,465
3, 20, 3934.14, 1272.65, 20746.00, B0O3.34
3, 20, 3833.23, 1198.43, 2098.07, 899 .44
3, 20, 3534.00, 1255.964, 1918.29, 662.33
4, 20, 2913.89, 1180,27, 1803.38, 623.11
4y 20, 3493.07, 1180.27, 1927.77, 647.50
4, 20, 3611.32, 1264 .77, 2445 .24, 1200.48
4s 20, 3159.50, 1253.35, 1978.23, 724 .88
4y, 20, 4026.77, 1271.23, 1846.17, 574.94
5, 20, 3327.82, 1307.20, 2335.88, 1028.468
S, 20,  4027.50, 1304.59, 2495.61, 1191.02
9: 20, 3320.39, 14246 .22, 2193.04, T 7646.82
5, 20, 3780.69, 1301.38, 2336.33, 1034.95
5, 20, 381%.74, 12746.77, 2599 .54, i322.77
65 20, 4055.285, 1245.82, 2775.16, 1529.34
by 20, 3187.10, 12460.16, 2081.03, 820.88
&6, 20,  4044.54, 1211.09, 2618.12, 1407.03
chacun.
bs 20, 4037.73, 1211.09, 2500.48, 1289.59
&s 20, 3512.36, 1210.76, 1815.13, 504 .38
75 20, 3269.36, 1141 .23, 1855.73, 714 .49
7s 20, 31467.563, 1225.37, 1812.24, 584 .89
75 20, 3747.23, 1141 .23, 1728. 64, 597.40
7y 20, 28352.17, 1234,23, 1844 .23, 630.00
75 20, 3357.05, 1214.87, 1797 .65, 580.79
8, 20, 3125.95, 1377.80, 2147.62, 76% .91
8, 20, S265. 44, 1285.00, 2g973.88, 1588.87
8; 20, 4143.93, 1344 .44, 1961.93, &517.54
8: 20, 4935.63, 1285.00, 3429.00, 2143.99
8, 20, 446£468.58, 1293.11, 2648.66, 1355.55
9, 20, 3551.18, 1258. 46, 2577.92, 1319.246
9, 20, 3267.20, 1195.42, 1859.02, 563,460
?s 20, 3788.00, 1187.46, 2307.31, 1119.85
95 20, 3266.17, 1226.59, 2201.99, 975.40
?, 20, 3150.55, 1214.95, 2a35.14, 1020,22
10, 20, 4804,17, 1322.44, 2063.90, 741 .45
10, 20, 4062.22, 1349.93, 1881.45, 531.51
10, 20, 3749 .64, 1318.92, 1994.51, &75.5%
10, 20, 4262.42, 1384 .95, 2516.45, 1129.50
10, 20, 3221 .94, 1388.54, 2336.22, 47 .63
€30

Resultats comparatifs
entre les procédures
2-0Opt et 3-0pt pour

3 problémes de taille 20
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6453.87,
7351.%1,
6607 .94,
67477 .20,
&736.18,

5356.88,
&208. 11y
S44B.6&F,
S5661.E3,
6444 ,55,

7331.52,
6870.%4,
&7EB.27,
&998.43,
LEB7 .36,

O934.38,
S5375.46,
6127 .69,
6480.16,
S660.03,

7617 . Ghy
7448,72,
6594.98,
&629 .54,
&526.97

S722.40,
72B3.29,
&777.31,
&448.53,
7199.34,

7458.30,
7438.44,
708B5.85,
7472.83,
7069.3%,

6225.19,
7447 .71,
7044 .47,
7039.96,
6151 .65,

7984.43,
B147.43,
7462.05,
8443.23,
7575.240,

&£375,98,
6489 .74,
&683.146,
7133.00,
7eb4.38,

1711.33,
1562.26,
14645, 64,
1511.36,
18746.76,

1629.63,
1663.04,
1725.14,
1594 .47,
1613.1%,

1788.50,
1606.56,
1755.06,
1726.52,
1687.82,

1684 .06,
1931.95,
1825.81,
1747.56,
1657.79,

1867.71,
14638.89,
1661.43,
1665.62,
1652.08,

1583.55,
15346.41,
1592.00,
1515.,75,
1599.09,

1718.87,
1642 .44,
1612.77,
1630.95,
168B.71,

1581.77,
1680.06,
1705.08,
1576 .66,
1637.93,

1547.72,
1693.16,
1592. 16,
1599.0%,
1707.951,

1432.71,
1438.25,
1469.11,
1437.19,
14546.82,

3196.59
3349.55,
4158.12,
3344 . bby
3288.12,

3370.83,
£958.64G,
3234.15,
3406.38,
3675.07,

3015.41,
34B2.90,
3219.45,
4583.94,
31B2.46,

2916.82,
2847 .46,
36284.1%,
2815.57,
3673.03,

478 .41,
3912.85,
3772.07,
3325.79,
3S5B3.3b6,

3147.91,
39364,
3124.55,
£633.47,
3779.62,

4657.37,
3483.45,
3606.5%9,
3%00.36,
3°98.25,

coB24 .99,
3B04.96,
2785.26,

- 3728.38,

3219.2%,

4233.50,
4837.27,
5099.468,
3877.87,
3376.77s

4216.02,
30546.32,
3683.84,
3274 .38,
3721 .89,

1485.24
1787.29
24691.48
1833.08
1711.36

1741.20
1295.60
1508.99
iBl1i1.71
2061.88

1e26.71
1874.34
14464.3%
2857.43
1494 .64

1232.76

?15.51
1798.37
1068.01
2015.24

e921.70
ea273.%6
2110.65
1660.17
1931.28

1564.35
1757.23
1532.54
1117.72
2180.53

£2938.50
1841.01
1993.82
2269.41
2369.54

1243.22

2124.90

1280.19
2151.72
1581.36

2&83.78
3144.11
3507.52
£2280.78
18&6%9.26

2783.31
1618.07
e214.73
1837.1%E
2465.07

£31
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Annexe 7
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Annexe 5:

Ewolution du coefficient k en fonction de lo takle
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