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INTRODUCTION

Une définition qui a ¢té donnée d'un plan est la suivante:
C'est un projet , c'est-a-dire un ensemble d'objectifs & atteindre
et la fixation des moyens & mettre em oeuvre pour y parvenir. Dans
le domaine industriel par exmple,les objecgifs du second plan gqua-
driennal(1974-1977) consistent,entre autres,a porter certaines pro=
ductions & des niveaux plus élevés,en prévision de besoins plus
grands dus au développement géndéral prévu de 1l'économie.

Les techniques de réalisation d'un plan nécessitent la mise
en place de structures appfoprides au développement prévu des dif=-
férentes activités ¢économiques ainsi que les moyens matériels et
humains que ce développement exigera.

La planification implique donc une économie dont on maitrise
les développements et les orientations.

Dans une économie ol 1l'étatisation des secteurs productifs est
assezpoussée, ainsi que leur interdépendance dans le cas d'une forte
intégration (qui un est um des objectifs principaux dans la straté—~

gie globale du développement de notre pays), la réalisation d'un



plan se raméne au niveau de l'entreprise; d'une part parce que

ctest la cellule économique de base o, par définition de ltentre=

prise, se déroule l'getivité proprement dite de production de biens

et services et d'autre part par ce que 1'on sera naturecllemenmt

objectiBfs globaux déterminés, & les assigner,

amené, une foils les

dans une proportion en rapport avec leurs dimensions, aux organes

d'exécution et, par suite, & l'entreprise.

Organisme central chargé de
e 2 e e, 28 =
1'élaboration du Plan |
\
Objectifs -
o
L Branche d'activité 3
7 AF %
v/ NN 8
Groupenent A

d'entreprises

/N !

Entreprise ] S ——— WS E RS L Lt

Pour la contribution de 1'entreprise a la réalisation du Plan,
nous utilisons un moddle & la fois prospectif (on l'utilise pour

les prévisions) et explicatif (des structures productives): le

modeéle input-output ou entrées sorties de Léontief.



PRESENTATION

Le systime des relations interindustrielles de Léontief a été

principalement congu pour expliquer les structures productives de

1'économie Américaine. (cf."Structure de 1l'économie Lméricaine

1919-1939" de Léontief).

Par la suite, une autre application non moins importante du

moddle s'avéra 8tre trés efficace dans l'analyse praspective des

activités €conomiques.

Le tableau d'échanges intcr-industriels, algébriquement iter-

prété est en effet un important outil de prévision pour la plani-

ficatione.

Nous nous proposons de montrer que le modéle,généralement uti-

1isé en macro-échnomie,peut &tre transposé & 1l'échelle de llentre-

prise productive,ol le processus technologique de fabrication des

outputs produits est un ensemble d'unités de production,utilisatri-

ces d'inputs provenant du méme ensemble.

I1 s'agit alors de prévoir les productions nécessaires de

chaque unité afin de satisfaire les cosommations intermédiaires

des autres unités et la demande finale,



PREMIERE  PLRTIR

PRESENTATION GENERLALE

m

MODELE DE LEONTIEF



GENERALITES

Un moddle économique est congu A& partir d'hypothdses de base
et de définitions de variables qu'il utilise.

Les variables utilisées sont de deux types:
_Les variables exogénes: elles représentent directement ou indi-
rectement les causes du phénoméne é¢itudié,et pomr lesquelles des
informations statistiques sont disponibles.

exemples Dans 1le modile linégire représentatif de la conso-
nmation C en fonection du revenu R,celui~¢i rcprésente la variable
exogéne. (KC= aR + c')
ces variables sont aussi appelées variables"explicatives".

_Les variables endogénes : elles représentent des phénomdnes
pour lesquels a cune information n'est disponible quant aux causes
soit qu'elles soient elles-mémes inconnues,soit qulon ne puisse
en déterminer les valeurs numériques. Ce sont les variables & ex-—
pliquer. La prévision de leurs valeurs peut se faire & partir de
celles de séries passdées,

Le modéle de Léontief n'est pas & proprement parler un modéle
nathématique,g'est & dire un moddle ol les variables utilisées
sont liées entre elles par des relations de structurece
I1 consiste plutot & expliciter les relations fonctionnelles entre
les différentes variables,et selon les différentes variantes dans

lequel on l'utilise.




Exemple ¢ Soit Xi la production d'un bien i 0 Xij ses utilisa-
—~tions dans les autres seccteurs et Yi la demande finale du bien i .
Le modéle utilise donc des variables exogénes ( demarde finale ) ou
endogénes ( production ) mais reuvant elles--mémeg faire l'objet
d'estimations préalables & léaide de modéles explicatifs ou par

l'analyse de géries chronologiques passées ( cas de 1a demande finale)-

1el Définitions =

* Consonmation intermédiaire de produits g

Au cours de l'activité productive de l'entreprisec sdes produits
disparaissent soit rar incorporation dans des produits plus élabords,
soit par destruction dans le procéssus de production : Ils constituent
la consommation intermédiaire de l'entreprise . L'usure ou la déprdé -
ciation de 1l'équipcment durable ne fait pas partie de la conssmmation
intermédiaires Mais on classe dans celle-ci les biens durables de
faibles valeurs ( petit outillage ) et les dépenses d'entretion gui
sont nécessaires pour assurer au natériel sa durée n--nmAle d' utilisa-

-tion .

% Consommation finale

La consommation finale d'un bien est la quantité de ce bien gui.
par usure ou destruction , permet de satisa’ro directement les bes-
~oins des agents économiques intérieurs sans concourir & ldaccroissen

-nent de la production .

* Branche :
Clest 1l'ensenblc des unités de production qui ont la caractémis.
~tique commune de produire la n8ne catégorie de biens ou de services.

Cette définition générale est celle donnde par la comptabilité



frangaise.Pour la comptabilité nationale,le critére qui détermine
la composition des branches est la nature du produit qui les constitue

Pour cela ,on utilise 12 nomenclature des produits qui donnent
égahement 1les correspondances entre les codifications du tarif douo-
~nier algérien et de la nomenclature douaniere de BruxelleEN.D.B.),
ceci afin de classifier les importations.La derniere nomenclature de
produits utiliscée par le secrétariat du plan o été faite en 1969.

Done pour la CNA,la branche est l'activité qui élabore,i partir
des autres produits de 1la nomenclature,un prcduit de cette nomencla-
~tureyet un seul,tout produit ¢tant pbtenu & partir d'une seule bran-
che,Cette distinetion des produit étant sera tres utile lorsqu'il

sltagira d'établir 1'équilibre ressource~emploi.

*Secteur:

C'est l'ensemble des ehtreprise dort l'activité principale est
la mbmesles entreprises d'un méme secteur peuvent avoir des activitds
gsecondaires ou accessoires varidées et differentes les unes des autres.

Exemple:les v8tements et les fils sont tous deux produits par 1le
sectour "Industries textiles",mais le premier appartient & la branche
Habillement(18,6)tandis que le second appartient & la branche "Fils

et Fillg",

Le regroupement des entreprises en secteurs est surtout intéres—
sant pour les études ol importe que soit préservée 1'unité de déoision

st de gestiom,constitude par ll'entité élémentaire "entreprise”.

1.2 Hypothd®ses simplificatrices du modéles

a) Ltactivitd économigque nationale est répartie en branches homogd~
~nes caractérisdes par des produits spécifiques et des unités de pro-

~ductions de taille & peu prds conpgrables?



car
Cette hypothése est necessaire dans le modéle de Léontief, le

tableau d'échanges inter~industiiels est cens¢ décrire toute l'acti-
vité dconomique d'un pays et aboutit & un équilibre ressources—enplois
des produits.

b)Dans chaque branche on suppose qu'il existe une solution sinm-
-ple entre la production totale des outputs produits par la branche
et les achats de biens onu facteurs(inputs)necessités rar cette pro-
—~duction.

Ceci est 1l'hypothése fondamentale du modéle input-output.la re-
~latiom a la forme d'une fonction linéaire et homogene:

*13 = Spgeby

aveet: -xjs! achat de biens i par la-beanche 3
—Xj ¢ production totale de la branche J
-a;.: coéfficient censtant de production ou rapport de trang

1J
~formation du produit intermédiaire i en bien Js

ag ¢tant supposé constant,le modéle est donec statique.

Les processus de fabrication fixés,la constance des codéfficients
de production implique que la technique demeure neutre du point de -
vue des allocations de ressources et des facteurs,autrement dit que
la production n'est fonection que des inputs.En fait la capacité de
production est étroitement lide au volume et au niveau technologique
des équipements dont on dispoée.

Cette hypothdse de constance des coéfficients techniques peut
8re illustrie au moyen d'isoquantes d'un type particulier.

Supposons par exemple que pour produlre une unité de produit
X ydeux unités de bien Xy sont necessaires,.(nous faisons abstraction

a
des facteurs primaires et du travail,)

- . e h—.'



Portons,dans un repére,en abcisses les quantités de bien Xy ot
en ordonnées les quantités de bien Xy pour produire 1,2,3,...,n uni-
~tés de bien Lo

Ces quantitds produites se situent sur un segment OR issu de
l'origine et dont la pente mesure le rappokt fixe b/c selon lequel

les deux facteurs sont combinés.
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Les isoquants sont formés par le segment en pointillés se coupant

4 ongles droits aux points correspondant aux differentes valeurs de X,

Cette illustration met en relef le fait que si l'un des biens
intermédiaires s'accroit,la quantité de l'autre restant inchangde
aucune production supplémentaire ne peut 8tre obtenuejiutrement~dit
le produit marginal de ce facteur est nul.

Dans la réalité on utilise souvemt 1la relation

Xij = Xij + aij.Xj
Le paramétre 235 est alors appelé coéfficient d'input marginalj;
X.. est une constante qui ne varie pas avec le niveau de production.

ij
La connaissance de l'ensemble des coéffichents a,  , permet de
1]

préciser les structures technico-économiques de la production et les

interd¢épendances fonctionnelles entre les branches d'activité .




¢) Les fonctions de production décrites par le moddle sont &
base de relation de complémentaritd,. Dans la réalité,les facteurs de
production sont toujours plus ou moins concurrents et la variation
des prix peut provoquer des substitutions dans les utlisations de
produits intermédiaires.

x La fonetion de production dans le moddle:

La forme de la fonction de production Xj = f(xlj:ij!""Knj)
exige,pour la production d'un output donné,la fourniture d'un minimum
de ohague input

X5 2ige¥; (1 = 1,n)

L*'absence de substitution entre inputs peut &tre expliqude de

deux manidres :

- Létat de la technologie est telle qulaucune substi-
~tution n'est possible.

~ Les prix changent et il n'est pas possible de chan-
~ger les proportions d'inputs sans tenir compte de la forme de la
fonection de production.

X. = a:ae 5 o . "

Si l'on diminme la quantité de 1l'input ! d'une unité,la produc-
~tion de l'output j va dinminuer de aj1nPour la ramener & son niveau
antérieur il faut,par exemple,augnenter l'utilisation du facteur (2)
de aji./ a2 unités,

‘La meilleure combinaison possible des facéteurs de production
conduit & la résolution d'un programme linéaire,ques nous verrons plus
loin JLéontief a choisi la premidre alternative pomr justifier la

non substitution dans son modile.



d) L'utilisation du moddle & des fins prévisionnelles suppose une évalua—
tion assepg valable de la demande finale,

I.3 Le tableau d'échanges interindustriels:

La principale fonction du T.E.I est de décrire le flux des biens et services
d'une branche 4 une autre, Il est aussi appelé matrice de transactions, .

I1 englobe tous les biens et services produits dans une économie. Chague
branche y apparait deux fois: Comme productéur dlounbput et comme utilisateur dt

inputs

C.I de la branche pétrolei

Inputs utilisés par la

branche pétrole

Cel du prod. b e : z |
[pétrole De?tln“tlonu du produit petrol? - — n

W GAmAr AN WS el Y wiws UL waem e

.Pour les chiffres(cf, T.E.I année 1969)

3,1) Exemple de T,E,I

I1 s'agit du tableau des échanges interindustriels de léconomie Algérienne

de 1ltanndée 1969,
L'activité & été agrigée en 15 branches, correspondant 4 14 produits. Ia
branche commerce étant conventionnellement supposée ne pas produire de biens et

services.

Il a été établi avec les prix d'utilisation de 1l'annde 1969,



TABLEAU DES ECHANGES
ur
@ 2
g 3 w MARGES COMMERCIALES CONSOMMATIONS
[#] + d w
) + =] v @ 0 -
+ G M - . - 0 . o *
FRODUITS 8 w & | L B g k- 3 . o S8 1 B8 o o &
- + B = B [ | L= [ &] + -~ O o © = + g — O
(=] = o Qa 7/} [ [ T | 0 o] H © [=11] = w (3] ] ] o o oA
= ] o g =] @ g d /M =] + N 7] e 3 B M £ Mo
A £ 38|38 82| w I - 0B |2 | e 252
- [ jal O oA o a 8 < H a p.h‘ O o
A-riculture 464 ,1 36,6 3311,5 153,4 1,2 310,4 - 47,31 522,3| 4334,5 255, 1917,9 - -
Industries aliment| 351,3 64,8 | 3565,4 99,5 18,3 834,0] - 175,7, 1127,5| 5109, 45,0  477,1 - -
P’trole 60,2 21,4 | 3502,5 352,5 72,4 302,71 = 21,0 748,5| 4332,6 60, 18,1 242,1 53,0
Auto,équnip.énergie - - 1176,2 - - - - - - 1176, 3 - - - -
Eisergie autre que o :
pétrole 17,0 2,0 369,2| - - - - - - 358, 3 34,5 15,1 12,8 . 3:6
Mines 15,7 3,1 184,5 5,8 - 1,8 - 4,0 11,6 214,9 - - 26,9 -
Matériaux de const] 72,4 33,2| 310,0 43,6 045 17508 - - 64,1 476,7 3,4 10,4 1,7 55,0
' Mic. élec.auto 2481,9 | 483,3| 1256,3 | 169,4 9,5 120,0| 343,6 6,8| 649,3| 4870,8 17,0 28;7 61,1 195,3
| Produits chimiques 594,1 149,0| 493,3 110,8 11,4 190,0 - 4,3| 316,5| 1552,9 149,7 11,9 19,1 17,1
| Textiles cuirs 605,6 313,6 | 1443,4 84,7 14,3] 357,0] = 7,6 | 463,6 | 2826,2 4,5 5, -~ -
| Industries divers | 318,8 102,4| 498,3 70,4 8,4 141,4 - 4,3 | 224,5| 1144,0 18,0 35,7 5,1 15,0
'BTP - - 2043,0 - - - - - - 2043,0 544 6,0 20,8/ 40,0
{ Transports - - 1079,7 - - - - - - %#079,7| 19,0 18,9 71,2 142,7
. Autres services 90,0 - 2848,7 - - - - - - 2938,7| 144,3| 24,0 132,1| 222,4
TOTAL 5071,1 | 1209,4122082,0 | 1090,2f 145,8 | 2274,3 | 343,6| 271,0 | 4124,9 32487,4 756,5 | 2568,9 591,7| T44,1
Valeurs ajoutéés 2555,0( 996,5 2910,8 432,1




INTERINDUSTRIELS 1969
Unité : million de D.A.
C MAT IO,
INTERMEDIAIRES ON&EﬂmTEO S FBCF <
" FINALES I g .
3 $|lwo w Em w wn © _3 S 1 w | .2 % b 3 s
. . + -+ w e
Goal & (P53 058 (S 088 ™ |45 |2 8] 2 o 5| 5| @ Sl 8| sE|EE| )R
ool o | d + |34 |Houw n oo 50 o A @ Q- g q & A a it s o H E"rg
5 MLl o cu|ldo|gH (Pu |3 a E- 2y o b £ ¢ 0 R @ = S a 2
55| £ (£8(S8(34 |kd |82 S |5E| 8 RFCE 5|8 | F| | ER|fae] B
O @ Ry T s olEw [ o H o E««j m Ed 31 E", 8 = ] <2 :é’ = =5} £
- - 2l = |Is 49,2 39,3 - 0,4 | 31,9 - |[2294,5 | 55,4] 1679,6| - = = 100,8| 204,2|4334,5
- - - = 34,4 17,9 2,8 - 3,0 | 142,2 - 722,2 | 105,0| 3727,2 - - - 202,2] 756,8/5109,0
14,6/ 6,8 12,0 19,6/ 3,0 8,2 3,4 77,4 | 78,6 | 39,1| 53,8 | 690,2 | 94,0 365,0| - - ” 64,4] 3119,0[4332,6
=~ - ol -] - ol = o = - - ~ - ~ |176,2| - - |1176,2
ac,i| 7,71 13| 8,3 4,3 4,4 5,1 5,6/ 8,0| 12,6( 11,4| 186,2| 84,0 18,0 - | - - - e
- - - - 13,5 = 011 v = = ol 39:6 092 10:3 = - . 24’5 139'91 214'9
. 0,4 76:0 4;5{ 1;6] -] 3,4 197,71 = 2,3| 3,9/ 358,8| 2,7 91,0 - s = 23,4 1,0 476,7
28,8 19,2 15,7,572)112,8/ 22,3/ 13,3 262,71 68,4 1446 | 10,6 [1466,4 | 90,3 361,0| 88,4| - |2687,4 78,4 9esl4870,8
[
- | 13,7 08, 2440799 47,0| 28,3 23,6| 20,2 (43,9 |28,7 |607,7 | 95,4 |729,9 = - - 94,1 | 25,8 [1552,9
- = | = | 1,5 0,5{677,03,6| 14,0 5,2| 6,6| 7,0| 726,3| 91,31842,6 w |- = 118,§ 47,7 2826,2
2,6 | 4,3] 8,2 14,q 2,7 10,7 142,4 41,8| 13,4| 42,6 | 59,3 435.4 | 56,7 | 555,9 = | = = 50,3| 45,7 1144,0
12,1 1,0/ 1,8 10,4 4.4| 7,9 | 2,4| 20,1 4,6 | 38,0 16,5 | 191,0 | 209,8/ 30,0 | 973,11120,0| 519,1 - -~ | 2043,0
[
|
2,2 [34,0)17,5/53,01 9,5 | 18,9/14,0| 89,7 | 45,0 |16,6 |168,0|720,0 | 34,6 | 272,5 | - | - = - | 52,6 [1079,7
2,6 | 7,9 15,3 132,2) 7,5 [20,7 [1C,5 | 154,1 ] 95,4 | 104,2 [ 118,5 | 1100,5 | 115,5|1541,7 60,0 | - 21,0 < - | 2938,7
100,0/ 95,01 159,p 74040292,5 888, 275 [£86,7 | 342,4 | 624,6 477,7 | 9538,8 11034,9)11324,711121,5(120,0[ 4503,7 | 352,8[4491,0 [32487,4
:
269,2| 89,5 [151,0| 516, 3 200,% 558, 223,3 1156,3 737,3 2224,1 3647,2 166681




La destination de la production de chagque produit est détaillée en lignes.
La production totale de la branche pétrole évaluée en MDA se répartit comme suit
suit:(Importations 60,2 3 droits et taxes afférents & 1l'importation: 21,4 ;

production brute:3502,5 ; etCe..)

Le total des ressources (Importation + Droits et Taxes & 1'importation +

Production brute « Total marge) est égal au total des emplois (Cosom,.interm,.+

Consomm, finale + FBCF + Variation de stocks + Exportations).

En ligne sont dé¢taillées les consommations intermédiaires de chague

lors du processus de production,

En bas du tableau (T.E.I) sont données les valeurs ajoutées de chague bran-
che.

V A d'une branche: Valeurs des outputs -~ Valeurs des inputs consommés,

342) Lutre disposition du T.E.I @

En vue d'une anzlyse plus fine de 1l'activité économigue globale, on peut

donner au T.E.I la disposition suivante: (voir page suivante).



Secteurs utilisateurs

Consommation Interméd. Demande Finale <
@
+>
o o
4% 13 T
S eurs - O 8 g o g 2 o
£ = @ B o o N o =
g v + - g + o o
59 |2 2 5 2. | 8| F %
1’ s o j e o 1 1] E ﬁ g ﬁ — ':5 O -ﬁ g
g A @ 0 - ) Qo 0 o 3
se |& § & & e § | & =
k| — o M £ R o L &
11X Ko w K : I C E 4 Y Z M X
Secleurs . .11 17 n d1 1 1 i 1 1 1 1
Producteurs % X.. . X W, |1 . B ¥ Y, Z. | M X,
i1 ij in I i i i & i i i
. ®
ntX . i o K e | I C E BX Y Z M X
ni nj nn n n n n n n n n
Total : %
Inputs produitq U1 Uj Jn
+ - > 2 T T T
Inputs primairg 11 Vj \n VI VC \E VEX v
Production " -
X I C i) EX Y Z g
Totald L 5 X - 22
Quadrant Iy
I1 contient la demande finale des biens et services, répartie

selon les principaux types de cornsommateurs,

Quadrgnt IT:

ek

constitue la principale partie du T.E.I . Chague élément

Xi' indique le montant(en prix constant) la quantité de bien i utilisée par le

secteur j. La consommation intermédiaire de chaque bien est donnée par Wi =

j L. 5f o=

achats d'un secteur i aux autres secteprs par U. = ) S

J 3 1d



Quadrant IIIs

Il domne les mtilisetione wQUr eheawe soCiour doe inpuwis
primaires, c!est-&-dire non produits & 1l'intérieur du systéme. Le total de la
consommation d'inputs primaires par un secteurf, constitue la veleur ajoutée

Vi de ce secteur. VA = Outputs produits — outputs utilisés.

Quadrant IV:

I1 montre dans gquelles proportions suivant les différentes
catégories de consommatsurs les facteurs primeires interviennent dans la demande

finale.

Matrice des coéfficients techniquess

Consormations intermédiaires

Les coéff techniques sont des ratios
Production

Ils sont caractéristiques du processus de fabrication et gardent une certaine
stabilité dans le temps, quelle quc soit la quantité produite et 3 technique
de production inchangée(hypothése b)

a., = ok
XJ Xj

3.4)MModele ouvert, modéle ferhds

Modéle ouvert: Dens un tel moddle, chaque bien, fabriqué par une branche,
est produit & 1'aide d'un ou plusieurs facteurs primaires, le travail et les
biens intermédiaires provenant d'autres branches; le traveil n'est pas produit
& partir d'autres biens,

Le modéle ouvert suppose gue la catégorie d'agents économiques & laguelle

est destinde la consommation finale, ne consomme pas de travail.



Le TeE.I prend alors la forme d'un tableau & double entrées.

n 1

. Ci ¢ Dem,finale de bien 1
L ] . 'té - »
t. ¢ Q-— de travail néces—
T 2 e & s o X & s 20X C. J . 5 .
1 nj nn n saire & la production
Travail t1 . . . . tJ . e - tl'l O glooale du blen Je

Modele fermés: Dans lec modéle fermé, les ménages forment un secteur indus-
triel dont 1l'activé serait de fournir du travail aux autres secteurs de 1l'éco=-
nomie et dont les besoins consisteraient en consommations de biens vrovenant
dlautres secteurs. Les inputs de ce nouveau sccteur sont représentés par la
coloime des consommations finales et les outputs par la ligne "facteurs pri-

—moiresy Ll'intégration d'unc nouvelle ligne et d'une nouvelle colomme au TEI

(3!
|_r
©
)]
=
B
I

signifie que la fourniture de travail est assurée pa ges puxquels
sont fournis des biens de consommatiion: Ces biens de consommation deviemnent
des facteurs primaires intemmédiaires et on ne distinguera ni facteurs primai-
res ni demande finale dans le nouveau systéme qui fonetiomnera alors de fagon

close.

3.5 Modele dynamique de Léontiefs

La dynomisation du systéme de Léontief coneiste a prendre en compte

les stocks de biens constitués par les divers secteurs en méme temps que



les quanmtités ce biens transmises dtun seeteur & un gutre.
On appellera @
xj(t) = quantité de bien j phoduite par le secteur j au temps t
xij(t)= quantité de bien i transmise au secteuwr J au temps 1t
sij(t)= quantité de bien i stockée par le secteur j au temps t
Li'hypothése fondamentale du modéle dynamique est toujours llexistence de
coéfficients de proportionnalité aij et bij tels ques

s S
1J

]

a.. o Xt
ass e %y(1)

Il

8 5 bij . xj(t)

Les coefficients aij sont ceux définis dans le modéle statique, les bij
concernent les stockss

aij = Tombre dMmitds du i°=c produit entramt dans le secteur J par unité

[ %
de sortie de ce secteur.

b.. = Hombre d'unités dm 1°2° produit stockées par le secteur j par unité
ij P

de enrtio de ce secteur.

En supposant qu'il ¥ & n secteurs d'activité et une demonde finale formée

par le vecteur Y(t) = (yj(t}, yz(t), . »s yn(t)), les conditions d!équilibre

en quantités st!déerivents

xi(t) = yi(t)-+%§; xij(t) + : (sij(t) - sij(t - 1)

J:.'

In utilisant les coefficients aij et bij on ag
n

xi(t) = yi(t) + .n By e xj(t) + Ez%biékxj(t) - xj(t -1))

= =



Sous forme matricielle, nous avons & résoudre le systémes

x(t) = y(t) + fx(t) + Bx(t) = Bx(t = 1)

ou encore': x(t) (I =(4L+BI) +x(t~ 1)(]3) = y(t) .



" DEUXTEME PaARTIE

APPLICATION

DU MODELE A I ' ENTREPRISE



I — DEFINITION —

Avant d'aborder 1'utilisation du modéle 1ans 1'entreprisc
il cst nécessaire dc¢ reprendre les pringipales hypcthéses simpli-
ficatrices du medéle macro-Ziconomique.

Nous consilércrons dans tout ce qui suit 1l'Entreprise

=

Aéfirie corme un cnscmble A'unités de proluction assurant 1a
production dc¢ bicns destincs & 1la demande finslc et/ou & la con-
sommation intcrmé?iaire 7 'unités Au méme ensemble.

Unc quantité 4dec bicn Jdestindée & la consommation intermédiaire
d'unc unitd n'appartenant pas % 1l'entreprisc telle qu'elle vicnt
A'Ctre définic cst évilemment ineluc dans la demsnde finale.

De par cctte définition ,on nc s'intéressera donc qu'a
un ccrtain type “'entreorises: celles ony 1'input ("matidres pre-
miércs") n'est pas néccssaircment unc ressourco naturelle, et
1'output ndecssairement un produit fini.

ILes inputs suivent plusicurs étapes 4de transfeormation
Gt,éprés chacune @'ecllcs sont susceptibles A'€tre soit directe-
ment destinées & la consommation finale, scit & la consommation
internédiaire des autrcs unités.
En général tcus les grends complexcs industricls répondent &
cette définition.
Excnple ¢

Le cemplexe sidérurgique A'Cl-Hadjar avee 7 pricipales
unités(atcliers) illustre parfaitcmont le type 1'entreprises
auxque 1. ! lc modeéle input-cutput apperte des réponscs globales
aux cdcmandes ¢ consomnations intcrmédiaires ot de matisres
prcrnidrcs Aes diffdrentes unitds.

Ia prévision dcs productions nécessaircs par le moddle
Entrécs-Sortics pernet en méne terps celle des éventuels recours
a l'impcrtaticn,ians 1'attente d'unc intégration totale.

Le shérma suivant montre les principnles relations existant

entre les différentes unités,
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IT HYPCTH"SES

' .

Hvpotheésc gty

1l'hvpothesc (2) dans lc meddle macro—-éconeonique était que
toute 1l'activité du pays scit répartie con en branchcs homogénes

caractérisécs par dcs produits spéeifiques.Nans l'cntreprisec,la

répartition fc 1'activite profuctive cst relativement plus faeile,

puisgue nctus n'utilisens nas le me”dle comme le fait la Compta-

-bilité Mationslc,mais cn vue A'obtenir un équilibre physique

ressources-cmplois des preduits.Dens 1'ontreprisc,la branche cor-

rospen?ra simplement avee .1'unité ¢ producticn p
r;iiité i } ' Prod.
e, | 1|2 e [ | 0T | e,
My - N SN T S N TN, N - TR
i
- 3
1 C1 T 01 2 ® oo @ o 8 o = 1 n ‘-:__ C1 J {-‘1 PT
PR S SR T 15 Dees’ RN
- v’_|
2 . H p = 5
S I ey Seas—— S S TR S M N LI
I | S - — :
r 3 s o 0 @ * o 8 © 2 o & o & v b
i Cn * ] . c | tom ﬁ-cngi A Py
e
tOt. 71 " e o 0 a & o * o 8 o P T: C'I to-’ :s. d' ’//’,//
utilipg = I— 1i ]
o vy AN, |
TJQ.A.I -—;. - * ¢ 0 o ® o o o Vn ,'/‘,,-’ ::/-—2 '%‘_Vl H'?.LPl .

Eypothése b':

L'hvpothésc sclon laquclle il cxiste unc relation simple
cntre output ¢t inputs (Xij = aij.Xj)cst plus vrailscnblable pour
lc produit Jans l'cntreprisc que pour la branche cn macro-déconomic
-mic:la quantite fc 1l'output produit cst dircetcrnent "cxplicative™

1e la quantité des différcnts inputs utilisés.

Hypothésc c¢':

Pour cc qui cstdc le substituabilité Acs produits intermédi-

aircs,neous conscrvons l'hypethése e Ldontief:1'état de 1la



technolcgie est tel que 1la substituticn n'est pas pessible.



13T PRETISICE DES PRODUCTICES NECESSAIRES.

Pour fermaliscr lc problinme ,ccnsilérons unc ¢ntrcprisc compor-
tant n unités (c'cst-3-"irc n produits,chaquc unité étant supposée
fabriquer un scul produit)préscntant cntros—clles unc ccrtainc
interdépendance du point e vuc de la fourniturc Ao "matidros
prcmiérces® .,

23

En faisant Abstraction Acs faectcurs prnaircs 4c production
) (3]

8
(travail,capital,... systermce peut €tre déerit corme suit:

3
v
= X + X F o doemn F Hywe F wsres ¥ X + ¥
X, 11 12 11 m T Y
— 7
X2 = Xy F x?ﬁ F seawa F Xns EEI Xopy F 12
(1) ¢
% = X. + x. F e e w + P S + . 4+ Y.
Xl 11 12 X11 Xln 11
) = x + X * ieess T Xoi P oames X F
1{n ni n?2 nil nn Yn

S € désignc la prcduction Au bicn i.

it 1%
His =

i3 conscmmation intermédiaire Ae bicn i rcequisc
v

peur la prcdueticn Zu bicn je

Y g : . g § . .
1 A¢elfne 1la “oemanfe finale ¢ bians i(objectif)

31 1'en a’met (hyprthésce b dc Léentict) quil cxiste unc recla-
—-ticn de proportionnalitd lindairc ct hemezene entre les entrées
¢ bicns interméfiaires ct le nivenu do production ¢ 1l'unité
utilisatrice (Xij = ”ij'Xj)lc systémc(I)s'éerit:

i 5l



X1 = ﬂ-.] TXT +a1 ?X? +on--o+n1an+Y1

Xy = 2,,X, +a Xy o oot

5 1 s X ¥y,

P‘
’n

(IT)

- o.
o o ...--r--a..ro..i-.-lnor.qrgy.-o-

i Ta. +a. + e ea. +a. +Y.
Xl “1!X1 q12X9 qlan Yl
- A +¢ ‘; + o e o e + =k

Xn niXT ﬁn2f? qnﬁxn Yn

Ce systenc reproduit 1'équilibre Emploi=Resscurces pour

les différcents biens produits par 1l'entreprisce.

apres arrangericnt, on aura
-~

(1—&11)X1- %6 b —ﬂ1iXi~ iy wnw ~a1nX = Y

A0y in“n i

Sous forme natriciclle, lc systére s'éerit

b))

Ies méthodes de résolution duy systéne sont exposées
dans la seconde partie,

cvelens



Iecs méthodes de résolution du systime sont exposées
dans la dernidre partic.
I1 cxiste unc autre méthodc pour déterminer le vecteur-

colonne ¥X: 1la méthode de 1l'itdration.

ooyt 2 3 \ 2
On v utilise le résultat suivant: TI-A = L + A+ A7 % saa
3 A% % gy
B
Aloh X = TV 4 AY + ATV + APV + . . ..+ AT 4 L.
Avee:

IV = production directe pour satisfrirc la demande finale.

’

AY = consomnation intermédiaire nécessaire pour porter la procuc
tion directc IY aunivcecAu rcecquis par la demande finale.
A%Y = production indirccte pour les consommations indirectes
¢ci-dessocus requises.
sw s E TR wpwew - pwwew

Géndérnlement ,a partir de A7,1cchoc en rctour vers 1la
production indirectecment nécessairc devient inférieur & la marge
A'crrcur ou d'approximation que 1l'on se fixe ordinanirement(%%).

Interprétation:

On fait appel,pour interprdéter cette formulation de X,
3 un concept géneral de l'analyse macro-économique:le multipli-
cateur simple.

R.=cR

1 0

entrainc .‘RQ_:cR1

]

—
Rt c Rt—1

R_=cR
n =1
Le revenu Ry engendre 1l'année suivante un revenu R1,

lequel engendre A4 son tour R, au cours de l'année 2,et ainsi de

a la limite, n tendant vers 1'infini, le revenu : 4N aurait engen-
A

dré un revenu total

- n n
Ito’t'ﬁl— IO+CIO + c IO + .u0u+c IO + 8 0
= o i)
0 ooy
= o_-T == __I@_-
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On volt quc Ai est 1o somme Aes premi&res composantes

2 n
Ags vecteurs IV , AY , A°Y , ¢ « o AY

) f o o

I“-T__ PRETISTOFYS DES UTILISATIONS DB FACTEURS PRIMAIRES :

Jusqu'h présent nous n'avons censiddéré dens le systéeme
d'interddépeniance que les bicns recuis par les unites utilisa-
trices,laissant les facteurs de production en dehors du damier
d'échanges.

Nous pouvons faire figurcr ccs derniers cn dessocus de la
matrice C des consommations intermé?inires totales au moyen
A'une secondc natrice Z, l'ensemble des relations étarnt décrit

2 oo

par le shéma suivant:

i (¢) (¥) (%)
- | !
I

ILes quantités sont évaluées nux prix d'utilisation.
Y est le vecteur-colonne decs objectifs (de production) de
1'entreprise ¢t Z la matrice des utilisations de facteurs

primaires,



Cc shéma permet de définir deux sortes de relations:
— Horizontalemcnt, lcs sortics X; J¢ 1l'unitc 1 sont donndes par
les rclations en ligne:

="x.. + Y.
""_]’"XlJ -1

_ Verticalement, les cntrdées X5 dans 1'unité j sont données par

t

lecs relations cn colonnc:

q:-—. Ag—-
[ 2T, X s h £ Z = X
ralie R ol B

Entréecs dcs produits + Entrdées des factcurs = Total Entrdes

A partir dec (C) on c=lcule (A), matrice des coefficients
tcehniques ay et & partir de (Z) on construit(F) , matricec des
7
facteurs primaires niccssaires par unité dc produit: fi' = kel
J X,
J
Connaissant (A) ct (F), il cst alors possible de calculer(z'),
vectecur-colonne dos factcurs primnires nécessairces pour porter
1a production au nivcnu rcquis par lcs objectifs du plan de 1l'cen-

trcprisc. On obtient la rclation dec prévision suivante:

z' =FX=F [1-3 7' v

Pour un cnscnblc A(Y) d'accroisscments donnds des objec-
tifs(du & unc éventuellc révision du Plan) ,on aura la projection
correspondantc dcs accroissements de facteurs productifs:

a(z') =r _I—A}“‘ a(y)

Pour 1l'entrcprisc,unc répartition »n catégorics dcs fac-
teurs productifs pcut &tre la suivante:
— Le facteur travail (L) appréc¢ié par la valeur des sa-

laires distribués,.



_Les équipcments,évalués per les anortisscrments relatifs
& 1la pdriode du plan considdéré.
_Ies natiéres premidrcs (N)
_L'éncrgic
_Les transports

_Autrcs scrvices

Ics utilisntions de chaque facteur sont alors:

=57 1. X,

-La ddtermination des factcurs tcls que les matidres prenidres,
1'éncrgic,cte ...cst rclativerent facilc avee 1'utilisation d'unc
variantc du modtle. I1 suffit I'cn déterminer 1los cocfficicnts
d'utilisation dc la mérc fagon quc pour lecs cocffieicnts techniques
B i
1J

Pcur cc qui cst dc 1a main A'ocuvre 1'évaluation pcut &trec
faitc & 1'aidc des salsnires distribués,nais unc analysc plus finc
cst niecssnirc car un équilibre "par unité" pcut masquer des Aéfi-
cits ¢n travaillcurs d'unc 4'unc qualifiention déterminde.

On utilisc pour ccla Acs matriccs a'orplol.
en suppese quc pour atteidrc un certnin niveau de production
dans unc unité j,il faut dcs entrées de travailleurs do diffé-
rentes qualifications.

Si lcs cocfficicnts tij sont constants,on pcut définir 1le
total des entrécs dc travailleurs T. Jans une catégoric profession-

nclles i en fonetion dc 1a production dc toutcs les unités par



1a rclation: Ly :‘;ﬁ“tij Xj
- “-\u‘nitb S ‘L B
quaif, = | 3 - | i o
3

o e s q1 -t‘}-’)- t1q t1g._—’-

a, Yon ‘2B "2
N t { 1

a5 ! 34 B 2

Ccttc méthodc ,évidermment trés simpliste,a l'avantage
d'approcher appréciablcment la réalite parec qu'clle suppose
implicitement que les Acmandcs Ae nain 4'ocuvre seront satis-
faitce @'unc fagon ccrtainc.

Dans unc perspective A'alleocation optimale les "rcssou-
rces humnines" centre les différentcs unités,en tenant compte
dcs ifférentcs qualifications ct “c¢s disponibilités, 1l pro-
bltmc se ramgnerait 3 1n résolution d'un programme linéairc
(cn cntiers),avce 1'optimisation d'unc fonction objcetif qui
pourrait €tre,par cxcmplc,la partic "snlaires" Au budget de
'fonctionnement' Ae¢ l'entreprisc.

Dans cc lomainc donec, 1l'cfficacité du modile cst

limitdéc,parce ou'il suppese que les ressources sont illimitdes.

_Disposition possible d'un Tableau A'Echanges Intrr-unités

avee des dvaluations cn quantités physiques, pour 1'établissement

de 1'équilibre Ressources-Enplois par produit:

#i wf waie



Disprsiti'n prssible 'un talbleau ?'échanges

interunités (cn quantités physiqucs )
| | [ T lernserTiel s Voo a
: Prciuits ! 1 j...,i....l n intern.| OPJCC¥s %sz'
| 1 A Zc %, |
IS TN SO T G L s T8 W WO e
B | Css I : H ' . =
I - ' - -
s s B e e o h -
: | [ H - - -
SUSHENS OVUIDAS NP S : : .
n | T TEeL T Tl R
| i ; b ) i n
inputs { ’ e |
prciyits izibi1 — % igbié }
Bl e ] Lo |
Mat.pren. | |
b ; | N
Susnigis | | .
Encrgic | !
— |
Travail | = |
| |
! T l ! i
® o ® & a o @ i L3
! !

Dans le cas ~u unce unité prcluit n ~utputs,elle figurera
n fois "ans l¢ tableau,avec “c¢s in'ices ccrrespcnlant.aux "iffé-
rcntes proucticns.Leorsque les prévisicins aurcnt été faites &
1'aile 1'une variante u noitle,par prciuit,un sinple recoupenent

suffira pour établir celles “es unités.



-V _ AJUSTEMEINT DE LA WATRICE DES CCEFFICIENTS Ai,j

V1 Méthodes d'ajustement dans lc nodélce macro-4&conomique

L'inconvénient majeur “u nodtle dc¢ Liontief est 1a con-
stancc des coéfficicnts techniques , qui signifie la stabilité
des cen?itions technoleosiques . Elle signifie aussi que 1la possi-
bilité de cembiner “ifféromment les factcurs de production en
fenetion de 1la variation Au prix et de 1'¢velution des techniques

n'a pas été envisngée , 1la fonction de production étant de 1o

f(‘I‘T'lC: XJ' = f(X-Ij b }xz'j b ] ® & o 0 0o an) -
AR NS T B P g » e ol b
vel gl b~ 2gy 0Tl m o ntddfe ¢ Lo

Elle consiste Ascumettre le moidle A& unc sorte de¢ " Pré-

~vision & rebours":1cs productions totales des années 1919 ot 192Y

gont regalgulics & partir des compesantces connues Jdc¢ la Aenandc
finale “urant ccs Jdeux années,nais & 1'aile de coéfficients tech-
-nigues du systeéme Jes prix ¢ 1'annédes 1929-11 comparc c¢nsuite
lcs productions calculéecs aux productions offcctives et tire les
conclusicns sur la validité des coéfficients suivant les éSearts
7¢ prédictions cnregistriss,

Y:1:2 Ln méthode: de 1'enregistrement périoligue du systime
1cs relationc inter-industriclles (ﬁatuszcwski,Pitts et Sawyer)
rcpose sur des hypothéscs simples de variation preoporticnnelles
des coéfficients ﬂij°L? validité de la méthode est téstée au noy-

—cn da procéde .le la prévision & rebours "¢ Léontiéf.



Ies prdvisions dc production pourla péricde(t,t+n) sontcon-
—-frontées avee les productions cffectives des branchcs ¢t donncnt
licu & des cnleuls d'errcur éveluds en % dc la preduction réalisée.

Les ajustements des.coéfficicnts somtde trois types dAiffércnts
~ %}H’ct a.

a) L'ajustcnent de typcs T :cn suppesc que tous les &léments

M'une ligne “onnée Ac 1a matrice I - A ont subi 1la m&fc variation

rclative au cours de la période (twt,)),t1 étant 1'annéc dec base

de la matricc des coscmmations interméiiaires ot t, 1'annéc de ré-
[ a8

~visicn de 1a matrice.

Cette hypeothése signific que 1'utilisation d'un bien a changé
selon unc méme proportion dans tous les sccteurs utilisateurs(y
ccrnpris le scetour preductcur lui-méhe peurlcsc autoconsonmations)
Les autcurs constatent que cc type d'ajustement réduitsensiblement
les erreurs dc prévisi-n par rappert sux-Projecticns & codfficicnts

-
constants .On pﬂscl?—ﬂ| = r l;—AW
. o X - - . , N
Ou II—AQ ¢st 1n ncuvelle nmatricc ﬂJUStcC,I—AJ
i )

T ¢st la matrice Aingonale dont led &léments r. sont

Aonnés par les p relaticns :

tp
Yi - -
ri - ,_.._{.2_ ________ ‘tQ (l -f_‘+ J = 1,2nn.,p)
Xi - -j EiJ--XJ'

La matrice r 1€términde,on utilisc pour 1a prcjcction au ‘leld

1e 1'annéc t, 1a relaticn prévisionnclilc:

X = &—g 3 TF]_1 <X

b) L'ajustemecnt “c type ad:

On supposc que tous les éléments 1'unc ligne donnde de 1la



matricc A ont subi la ménme varinticn relative au cours de la

périolc (tl’tq)'
Cctte hypothisc sisnific que 1'utilisation A'un bieh achangé

selen une méme properticon dans teous les scetcurs utilisatcurs a

A

1'exception 7u secteur produicteura

Cn posc: 5

T-1] = JIF.{A
T - S e
olre I-A} cst la ncuvelle natrice ajustée ies I-A et T une
matrice ﬂiagnnale Aont lcs éléments {i soent donnés par les p relat-
-ons: ot

ﬂ — _....l_—-:——.— (i Ct j - 1;2guac,p)

La connaissance dAc 1 permet l7application au dela de 1°annde
t,,7c la rclation prévisionnelle :
2 < el
¥ = 1Tl .

¢) 1l'ajustement “c type T

Dans cct ajustcment on passc dc la relation lindaire et homo-

-gtnc x = aij”Xj & la rclation simplerient linéaire:

iJ
oz = 8s s .,X. + b ..
1J 13 4 1J
Les coéfficcnts nicyens sont autorisds A varier nmais lcs codéf-

-ficicnts marginaux Icmcurcht censtents ¢t deivent Stre proportion-
ncls,pour chaque preduction aux codfficients moyens cbsecrvés 1'an-

née t1.CLttC dcuble contrainte conduit 3 la relation suivante:

X-Y = u.AX + B
ol U ¢st une matricc lingenale ,B un vectcur colonne et A la
matricc decs coéfficicnts rnoyens . ILes ¢lcéments de u et le B se dé-
terminent en résclvant simultandment les @ dqutations natricielles

suivantes,contenant chacunc P relations:



4 o _ u1
u.AX +B

R
Il

e S

t
(IT):X 2-¥ 2 = T.AX 2+B

Les ¢1léments Aiagonnux de U s'obticnnent cn retranchant
(I) 1c (IT) et les p comprsantes lc B en soustrayant (IT) e (T)

L'équation 4c prévision cst :

=1
X = I"'u o .t’ni. ° Y+B

1l'application ¢ la méthole Acs ajustements périoliques
a fait apparaitrc des crrecurs Je prévisicn qui varient,lans 1l'en-
scmble,cntre 3% ¢t 8% ¢t permet le prolonger l'utilisation 1'un
TEI Jjusqu'A® cu 9 ans.

Scs auteurs prégiscnt qu'clle ne Tonne pas ¢ bons résule
tats ¢n préscnce Ac variaticns consilérableoe ¢ guclques coeffi-
cients(changement total Au niveau Ac 1a “emandc finale,molifi-
cation ralicale 1c la tcchnologic dans un ou plusicurs scctecurs
productifs,...)

Velo3. Lescvariations e prix:

Ies relatieons interiniustriclles sont &tablics = & 1'aide
du systéme Aes prix cn wigucur 1'annéc Ae construction de 1a ma-
trice A. Ieur projcction donne des estimations en volume,¢fest
A4 dire cn quantitdés physiques aux prix dc l'année d¢ basc.

On montre que la nouvellc matrice A(t) des cocfficicnts techniques
e 1'année t se Aéduit le 1la matrice A(0) de 1'année de base
par la rclation A(tY = p A(n)ﬁ—1 (A(t)ij = _EE
P
avee Pp=matricc diagonale formée par lecs indiccs des prix

Se s
1J

ﬁ_q = nmatrice diagonale dcs inverses des indieccs prégédents.
Cet aspeect de 1'évoluticon des ecoefficicnts techniques ne nous
intéresse pas dans le contexte 4'unc ¢conomic intégrée ct pla-

nifide et olt les échanges se font entre sectcurs d'état.



V. 2. Ajusternent dans le cas de 1l'entreprise:

L'¢laboration dcs TEI & 1'hcure actuclle dans notre pays
se fait A 70% & partir A'informations rceucuillics apras des

enquétecs intustriclles annuellcs(faites par les services du Plan
aupreés des entrepriscs)ct Ae celles fournies par les statistiques
douanitres(cns 7es importations) et 1a Fisenlité.

Le pcurcentage “e réponses faitcs aux cnquétes industri-
¢lles ces Jernitres anndes cst jugé satisfaisant(75%)
Cegi Aonne unc idde de 1'approximaticn faite lors e 1'étabhlisse-
ment “¢ la matrice Aij'

Dans l'cntreprisc,oll le plan dAe production pcut &tre annu-
el ou scmestricl,la saisic 1es informations statistiques est direccte.
Tl est done plus aisé e suivre ,3 1'aide dc néthodes Ac prévision
& court terme, 1'évoluticn decs cocfficients tcchniques.

Avant d'abordcr 1l'ajustement de la matrice A,nous présen-
tons un factcur important A'évelution des ﬂij a4 1'échelle macro-
¢cononique ct qui peut se retrcuver dsans 1'cntreprise: 1'introduc-—

ticn de nouvellcs industrics(ou Ac ncuvelles unitdés) .

V.2.1.I4introduction dec ncuvelles unitcs:

c—-—-._—-——-—_——._.—..—..-———..._._m_—_._

a

L~ matricc "¢ bag: () rnsse au fornat {(n+1,n+1) selon

.y - 1 i I
r“ﬂ Ygewen By 0O 81 2By o

a21 agg,... ﬂgn 0 azT 322...a2n 0

o o o a - -] ] L] a L] - nu - L] 2 L] - - a o e

an1 anz,,.. B @) a1 an2"‘nnn 0

0 Cu s & =0 0 0 . Q 1




a premnidre reprdésentation sizgnifie que 1la nouvelle unité
étalt inexistante & 1'éprque e base; 1la seconde qu'elle n'entre-
tenait aucune relaticn A'échanges avec les anciennes unités.
La matrice A(c)peut &tre présentée sous l'aspect 1'un bloc

e natrices:

A(e) 2 0O
Alo) = -.___.__E_____
C e 1

L'aﬁparitioﬂﬁet le ?4veloppement le la nouvelle unité
se tratuisent par 7ves acquisiticns(vecteur—cnlonne“ ) et des four-
nitures(vecteur—ligna?{) aux autres unités:
pour 1'année t,nous avens,sans tenir compte “des auto-cosommations

e la nouvelle unité:

A(t) = “t_ __j_é_
4 3 : 0

g

On passe le A(o0) A& A(t) par 1l'interméiiaire 1'une matri-

ce F,telle que: A(t) = 4(c) . F

v ,,ﬁ ’_-_ = i
att) f ate) yolfw Fg-l
L A § Y )
¥ ol o ilie o
Y e o TP By
-1, =T
.F.'Lo -.h..t A.CL
F: _— C - -

X

!
!
i

1
I
|

On veit que 1a nolification de A est fonction:
_de la structure initiale 4(o)
_le 1'évolution que les socefficients auraient subi,méne en
1'absence de nouvelle unité

. Afit °

- les acquisitions et les fournitures aux autres secteurs:e‘g



Ve2.2, AJustement de la matrire Aij .

#%¥ Rappels sur l'estimation par intervalle le confiance:

— — —_— — — — — — — — — -— S — — — [—

¥ Estimation 7e la moyenne A'une listribution nornale:
Etant donné n observations sur une variable aléatoire suivant unes
loi normale,?e moyenne n(qu'on veut estimer) et a'écart-type'l in-

connu,alors:

y =X = "vp est distribude selon 1a loi Ae

s
Stulent & (n-1)degsrés le 1liberté.
n
avec X = = = X; ,7oyenne Je 1'échantillon
4 i:,]

n &
o 1 -~ B e ey
85 50 == (xi Xx) ,estinateur sans biais le la variance
1=1
¥ Estimation ie¢ la wariance 1'une listribution normale:

W= :3; s” st listribude selon la loi du)(z A
N
(n-1)degzrés e lihertéd.
1'ou la ‘1étermination dAe 1'intervalle “e confiance pour un
seuil donné,.
®%¥ AJjusterent:
On suppose que 1l'ajustermcnt se fait tous les six rois,avec.corme
données,les relevés hebdonadaires les consommat-ous spécifiques
¢t “c la prodaction “e chaque unité.
On suppoese 1'autre part que lc coefficient aij suit une loi nor-
rmale ‘e moyenne a, et ﬂ'écart—typo“",ces 2 paranetres étant préa-
lablerment fixés soit aprés estination,soit par expdérience.
Soit xij(k) = consommation spécifique Au bien i par 1'unité J
5 1la ;iémg— senaine du sernestre ¢oould.
Xy = production de 1'unité j A 1la ki§39 ccmaine.



Test 1'hypothesc

On calcule

- T i g
n' 3= x (1) Ny K

a suit la loi norﬁdlc de moyennc 2, et dA'éeart typegiﬂﬁi
d'aprés le théordrme central limite:
Un caractére X Aistribué selon unc loi quelronque de moyennc
m ot A'écart tych? la moyenne 4'un ¢chantillon ie¢ taille n
(pourvu que n soit suffisarment grand)suit 1la loi:H(ﬂ,qZVﬁ).
a suit donc 1a loi N(a_, / n);Sous forne réduite (3:?9___ n)
suitc la 10i ¥(0,1)

Au scuil de confiancc?§~= 0,95(par execnple),on a @
n—i

o
proh.(-to,g5 <;;Jﬁf to 95) t0,95 est donné par la

tablc 1¢ la loil dc Gawuss.

CATR T -
prob,.(a - — K a & & "n‘o) = 0,95
o = NEe
gi la valcur obsérvéc a,pour un screstre,sc trouve dans 1'in-
e Tt
~tervalle T, = (ao— — g, ),on rcjette 1l'hypothése que la
‘ n vin

rnoyenne du ccdéfficient cst ac,ct on adrmet quc la valeur a est plus
représcntative pour le scmestre éeoulé;On 1'adepte pour le scriestre
suivant.Ic nouvcel écart type retenu ¢st cclui du Jernier éehantil-
~lon prélevé.

Cotte méthodec a 1l'avantage de suivre la tenlance & long terne
Ae 1'évolution dAcs ccedéfficicnts:il peut exister par exenple des
¢quipcnents pour lesgucls 1'input introduit est fonction de leur
usure.La néthode les neindres earrés a 1l'avantage dec réduire les

lors
¢carts d'unc sstination ,inis ne fait pas resscrtir la tendanee.



VI. Utilisation du modéle cn Pregrormation Lindaire

— e — - — — — o S— S e —

— — e R G M .

La ferrnulation général d'un pregrarmmce linéaire est 1la suivan

-tc: ' eptirmn(c ,.x)
!
EX

o X cst lc veetcur des ressources, A.x

A $£}3

b) un systéne A%iné-
—quaticns reprédscntant les contraintcs sur les ressources,(x 0)
les contraintes leogiques dc non niégativité Aes variables.Il
s#zit @'optiniscr (naxirmiser ou nininiscr)la fonction obJjectivc.

VI.1 Problérec Prinal:

Le modéle d¢ Léonticf peut &tre préscnté corme un programme
linéairc.Soit un systérc & n veetours ct ol tcus les factcurs
prinaircs dc¢ preduetion sont ramcends A un scul,la valeur ajou-
~téc fi neccssaires par unité e preoduit i.les coéfficionts
techniques sont représcntés par 1a mntriec aiﬁ ct lcs eoéf-
ficicnts 1'utlisntion du factcur primairc par le vectcur ligne
F.Etant denné un objcetif & attcindre (vcctcgr colonnc Y) et
unc quantité Aisponible Z de facteurs profuctife,le systéme

pcut €tre interprété par lc programc lindaire suivant:

a5 X X Y
/

V minZ

30




(

(1-a11) X1 -01p¥e- ""'-ﬂiiXTi"'-a1an2>Tﬁ
-— o (- -, { -5, \
(‘913{1 (1 ‘122)?&2 cesoae ‘-21X_Ln--= 2an// Yz
<I [ ] L] a0 ¢ o o8 ® o e e \ B
-ﬂ1 iX1 e 0a e e 8 6 38 0 —i—fll-"Jq-ii)XiT"‘-“ianl // Yi
-a .¥%X, - a..% 5 A +(1-2a )>Y
nl™1 “n2tp cece niticee nn’// n
fontion ( )
rin(f, X, + X Fosnnbfs e Fomeow + £ %
objcetif 11 5 2 A Y
contraintcs ~
X 0 X 6 T—— & 0
logigques 17 = é;} ’ e

La résolution du programne linéairc tel qu'il cst expriné
consistc A Adtecrmincr les quantitds X13¥X55 0000y X yn0n négatives
qui satisfont 1la dermande finalc,ocn ninnisant les emplois de fact
—curs productifs.C'ecst 1lc prebléme lircet ou prinal.

VI.?. Probléme Dunl:

Dans lc prcbléme “ual,les prix des produits cu le edut Aes
factcurs de profuctien n'intrvenaicnt pas.Mois il 23t pessible
Atintroduire ics prix ct Acs ecouts Ac réflirence,qui nc sent pas
cffeetifs.L'introiuction de ces prix implique mwne situaticn telle
qu'a leng terme les peix tendent A s'égaliscr awx ecuts unitairces
autermcnt 3it,ct e'cst cc guec représcntent les eontraintes,un pro-
-duit dont 1lc prix serait supdricur au ecut Je producticn ne scra
pas prciuit:

(2) Pi} B14P1 * Bp4Pp *eeen A3 D3 T ey Dy HEyS

prix de référence du bicn 1.

M
<
Q
(@]

]

'_I-

I



fi = cocfficicnt de factecurs primaires néccssaires pour
1'élaboration 1'une unité “c bien i
s = cout Ju facteur primaire

L'inéralité (a)peut s'éerire:
e
—-qfip] - a °p - .--l+(1_a-') p' = Bl-.—a 'p \\\ f‘s

21° 2 1 al ni-n 3

Ellc représente unc contrainte du prebléme dual qui se fornule:

—:1+)p1 = 05 P = eeee=@34D; eeeem0 4D {gjfjs

LI e o e . o o o a e c o ® L e o c o e e a o

con- H
tI‘ail’l‘tC’S _a1ip1 = 82]‘_1:)3 o-u.tca-+( s ll)pico nl n\\\ f S

LI - e @ e o e o s e e o o e ? 0 @ 0o e e o

a1np1 -a2np2--n.-..-n¢."ainpi -o--+(1_ann)p:n.\G‘nS

foncticn nax(p Yo+ Do¥ + oot DY+ Lot B X

objectif

contraintes S

D'aprts lc théoreme de dualité,"si lc probléme prinmal
a un scns ¢t unc solutien,lc probléme funl A un sens ¢t une solu-
-tien et les optimums; Acsdcux foneticnsdéecncniaques coingident:

f s¥,+ f?on+ ..,+fnan = p1¥ + p2Y2+",., + Y

1 8l |

CQouTsS VAIEURS

¥ Prix c réfdérence:

Les prix “e référcnec sont ¢raux aux couts marginaux
Aes biens dont ils expriment lea valcur:’ la linitc,lc cout 1'un

bicn est égal au revenu qu'il procure.Ces prix sont appelés aussi

- : — o ey ey ' sk B . . =



prix fietifs ou, "shalcws prices",prix comptable,prix sociaux,
évaluaticrs chbjectdévernent 1¢tcrnindes,

Icur utilisaticn cst fréquonte lans 1les travaux de planifica-
-tion,notanment ilans lcs pays c¢n veoic le Aéveleppement ot ils
rcrnédient A 1l'abscnce ¢ prix,cn raison de 1%importance de 1l'auto-
—consommation ot ¢ 1'autpfeourniturc.lour 74tcrmination sc fait
4 partir Ac s,cout ‘e l'unit¥ 4ec 1'input primeire,ct de¢ f£,co0éffi-
-cicnt slcobal . A'utilisation,

VI.3. Comornison avce lc systémec ¢ Léonticf:

On pcut noter treis graniles d1iffercnces cntrc le sysiéme de
Léontief [IﬁA} X = Y ct sa fermulation ¢n programation linéaire:
1) Dans lc prograrre lindaire,unc fonction dcs niveaux de
production Xj (j = 1,n) pernct Ac préférer unc solutdon,parmi les
solutions réalisables si ¢lles cxistent,d une nutrc:i:c'est la fon-
-ction cbjectif.Ellc consiste -t généralement A maximiser 1la pro-

-Aucticn,
2) Ta prfﬂuctibn_"un output “cnné,lans lc syvstdéme Ae Léon-
~-tief,s¢ fait par unc cimbhinaison vniguc 3cs cutputs ncccessaires:

X5 = auX) 05X, to.. tog X+ Y

Dnns un prosranne linéairc,un niveau dc production pcut €tre
atteint par Fiffdérontes combinnisons “dcs inputs,pourvu que l'on
reste n~ns lc lomaince “es solutions possibles.La solution possible
c'cst-A-1irc qui satisfait sux eontraintcs,ct qui optimisc (max
ou min)la fonetion objcetif est la solution optimnle qui sera rete-

-nue .



3) A 1n 7ifférence du systinc e Léonticf,lecs factcurs pri
-naires intervicnnent. "nns le pregsramme lindnire nu m@re titre
que lecs inputs(internd linircs)puisque 1la sclution eptimnle “cit
satisfaire A 1a fois 1n 'eman’e finnlc ¢t les lispenibilités cn

rcssourc:os,



71T, EXBIPIE D'APPLICATION

VIT.1.Prévisicn 7¢s prcluctions nceessaires:

I1 s'agit

cntreprisc & 7 unités ¢ prcluction:

t. Centrale therniquc.

2. Ccntrale ¢léctrique.

%« Station A'ecau in‘ustriclle.

4. Unitc p¥sluctrice

5e
6.
7

Ics

sont 1la

Aonncées pour lc

matrice A et le

A

aci‘e sulfurique.
e phospherique.
Ac superphosphatces.

¢ tripoclyphesphate le soiiunm.

cnlcul “cs pro’ucticns nececssaires

vecteur colrnne Y suivants:

Censormnations intermdéiiairces Y-
— ol
2 | 5 T+ [ s¥e T 7.
0,005) 0 | © 0O [0,4]2 | ©
ke e ; Foee o e
f
0 0,45 |35 40 | 167]130 0
| . SR
05| 0 | o |30 5 211' 750 0
coegl O 0 0 1,9 2,7! 0 {2000
o] oo | of olos50.000
ol o] o o | o io,uts—! 500
- PO ._._-ﬁr,,_,_,._ ; l ———
i
ol ojo | ojoO I 0 | 8.000
1 : i 4 :




Ies liniscns le la scetion 1 (par exenple)pcuvent 8tre repré-

-sentdées par lc shéma " 'interlépcniancc suivnnt:

1

&L By By '
J‘. % _‘;____-_i' | Y
- e Yoty
(5 ) a0 |
‘//4//‘ a17
= 16 . l
! ( 6 ) (7 )¢

Lo sclution "u systéme X = A.X + ¥ 2 ¢été faite par la métheoie

le 1'inversion.

-1
X le _'.Lr‘:.] ° Y

on obtient lcs résultats suivants:

X, =
Xy =
Xy =
X, =
X, =
x. =



7IT.2. Autre:utilisaticn "u no?lélc lans 1l'cntreprise:

En nacro-decncmic,on utilisc 1a trinngulation pour hidrarchiscer
les industrics cn vue 7 '~nalyscr leur interiépendance.

Etant 3cnné n branches !'activitéscen présenccej;on Adterninenpour
chacunc 4'clles 1lc nembre ‘e ccs relaticms “'achat avee les (n-1)
bronches rcstantcs.

Exenmple:

é?%fif A n | ¢ D E jfxijj I, | % o
A = 12| 6 0 o | 1o 112 | 1%0 )
B o | - 8 0 o| = 92 . 1o0|
c o | o = 0 o] o 50 | 50] ?
D > | s 8 . 5 | 20 60 80|
g | 14|l 6 |10 o | - 13| 40| 0] [
S , ~
- e - )

Par scs achats 4 'emine (D ot E)

B " (in,D-etil)
B (1‘.,8,]3 2t B)
B " (D)

D ne 'omine aucune Lranche.

L'orire initial(s B ¢ D E) est levenu (¢ BAE D):

fjafkff ¢ | B N =R E3 b
c !l -1l o i oo | oo |50 {50

51 o ! - | o] o1 ofs |9 [0
. e li2 | -] o | ofsln2 |50

| 2 | 10 L6 J1al - | oz | 70 | 70

R 5 > 5 | - l20i 66 | 20




L'ebtienticn 'unc matrice trinnguleire n'est pas tcujours
possible:On rhtient ~l~rs un or’rc particl.

% L~ hidrarchic cst étnhblic par rappcert oux achets;cllc peut
1'&trc nar ranprrt nux ventes.Si en combine lcs 'eux classcnentsg,
~n trcuve qu'unc ou plusicurs branches cccupent une pesiticn mé-
-?ianc.Ces branches scnt avee un nére volne,les frurnisscurs ct
lcs clicnts “os autrcs branches.A partir "'ellces sc propayent
les effets "'approvisicnnenents ("backwarl linkage offect")et e
agrcuchésiforwar® linkasc cffect).

Cette netion a inepiré unc stratégic 'u Téveleppement éeononi-
quc peur ‘cs pays on voic le Téveleppementiportier un effert pri-
—critaire ?'investissenent sur ces branches.
¥ Pour 1'cntrcprisc'1n trian:ulaticn pcut lonner,pour chaguc
scetour,sclon une sublivisicn par activitd spéecifiqueg,une ana-
-lysc plus finc le sa structurc ct susciter,ccrne con nacrc-écc-

—ncmic, 'es nrlitiques ''investisscrient apprcprides.



TROIXTEME PARTTE

METHODES D RESOLUTION D ' UN SYSTEME

LINEATRE DI N EQUATIONS L N INCONNUES



GENERATITES

Nous savons que de trés nombreux problimes théoriques ou pratiques
conduisent & la rdsoluticn de systémes d'équations linéaires, Lo résolution
effective théoriguement simple, devient rapidement trés péniple dés que le

nombre des équations augmente ou que les coefficients sont des nombres de

plusieurs chiffres,

Les machines modernes sont heureusement capables de résoudre de tels
systémes, mais, pour de multiples raisons, l'ingénicur et.le physicien auront
encore & résoudre, si on peut dire " & la main " des systdmes de quelques dqua-

tions & quelques inconnues,



DEFINITIONS

Un systéme de n équations & n inconnues s'écrira sous la forme générale @

ag%y ek, o mm s t oy T h1
b'e i el T el M e e s e el e e e e 8 =

a21X1 + 8,55, + + aszN b2

aXy F gty YT — T R T + ek = by

Les aij coeffitions des inconnues, ou indeterminées, sont des scalaires (

en génfral des nombres rdels ou complexes); les seconds membres ou termes tous
connus sont de la méme nature que les Xi ( on doit donc pouvoir multiplier les
Xi par un nombre, ce qui est le cas lorsque les Xi sont, par exemple, des nom-

bres ou des vecteurs ) .

Un systéme qui n'admet pas de solution est impossible. On dit encore que
ses équations sont incompatibles ( une équation peut &tre impossible par exem-
“ple OX= 5 )jun systéme qui admet une infinité de solutions est indéterminé .,
On sait d'ailleurs que , dés qu'il en admet plus d'une, il en admet une

infinité, (UHs équotion peut &tre indéberminée 0X = 0 ).

A) - SYSTEME DE CRAMER :

Cl'est un systéme qui admet une solution et une seule.

La condition pour qu'un systéme de Cramer ( N -équations, B inconnues)
admette ume solution est que la matrice A forméd par les coeffitions des in-
connues soit de rang N , c'est-&-dire que le determinant D  a, .| soit non

nul D (A) £ 0 ( il est appelé determinaht principal).

D
Y

La solution( générale) d'un tel systime est alors : X, =——
D

olt DP désigne le déterminant |A! dans laquelle on remplace le vecteur



Colonne des termes tous connus ,
Si le vecteur ( b, , b, , . . . .
1% 2
triviale est 2 X1 = X2 £ e e ow e
#0)
Exemplg_i
2X - Y + 32 = =3
(4) 8X + 2Y + 52 = T
X - I - 32 = 2
Les inconnues sont: X , Y et Z 3 Dét.

’

En remplacant le vecteur de la premiere

termes tous connus on trouve

t-3 -1 34
17 2 5 =D,
2 =1 =3

D'ou X=

t:ll__.tj

Pour déterminer Y , on remplace le vect

coloBne des termes tous connus .
] 2 -3 Bf
"1 2 =3
D
D e )
De la méme maniére on trouve : Z = — i

bH ) est nul , la solution

=y

0 . ( toujours avec Dét

= - 61

colonne par le vecteur-colonne des

= - 61

eur-colonrc (2) par le vecteur-

= -122



B) - VETHODE Di GAUSS :

Opératyirs matriciels

Pour les diverses transformations de la matrice A s en vue de la triangu-

lariser’, on utilise les opérateurs matriciels Ei(C) et Eij(c)

a) Pour multiplier une ligne de la matrice par une constante on utilise

1' opérateur Ei(C) 5

Si(:}.ﬁ B LR T A B T cies A oot o Liiolide sar 1o saliing €
. o o {1 0o of
! | i
1(0) = 0 i 0 v I o= 1 T1 0! Lawcicn cuita
0 0 1 o) {3
i
0 0 a a Dy a, Ca.. OCa
e : 1 13 131 it 2 Y13
i " | ;
atou 3.(C A = j Y a & oo=m i a. a, :
aton 3,(C)e « - Oé el Tap Moy 27 22 Tay |
. i i
0 0 1 ta ) Fosesc o B, 2 e
o1 32 33 31 32 33
1 0
5, = ‘Y O O 10 17 1i-ne ot 12 277 gout Durancdon
o 6 1
b) ?ij(ﬂ) 3 i $ dradion connicte vjouter & 1o ligio i 26 A 4

e B 2%
thnt B, ds la, o My o 4,5(c)=: o 1 o |
31 M3 %34 R
T g, cay, ﬂ3+C%3i
ok dyylele fm %22 %23 |
31 *ip %33 |



Trianmulariszation s

S0it 1o systdme X = B, on considire 1z matrice (4,B) , pour cele on in-

=trocuit le vecteur b dons 1o natrice A : bg:fa.

' 1,n+f *
l‘: . |
"1 %2 %3 ¥y
: |
(A,B) = ;a21 322 a23 a24
a 2 2 Q
=531 32 33 34 !
On procide por ivdration, La 128 k = 1y consiste & annuler les %termes a

i1
. 3re ; . . ; < .
de la 1= colonne de 4 pour i k%, On apliquera successivement & A les opérateurs

§ . s er 1 o i - s
matriciels cui annulent le 1— terme de chaque ligne i (foujours avec i k) .

{ '-——"!
[ 2117 %2 %3 3y |
Banlslc A 1 agd -; 2 : |
k=12 Lo matrice (1,3) devient .; o %2 P23 %y i
I 0 a a a
32 733 T34
=5
8.’1 = 0 ==c=== ET(——z—t
2 2 m11
o
W -
i1
-
22 22 a.11 i2

Ce qui nous donne powr la deuxidme ligne 3

(x=1)

sl

! & (=1) 2, (k=)
T2 T Ty T TR g

| 2

|




L. = idme ... .
Le terme général 3 la k'—" itération csis

(1e=1) = (k=1)
(k) (k=1) 2 (k—1)l * a : terme aij 3 1'$tération(k=1)
%35 Ty T TED M
¥ a : pivot de la transformation
Yxk Kk

Temps de calcul:

; i varie de k+1 &a N
k variant de 1 & N=l~
j varie de k+1 a N+1

Pour i et j inférieurs a k on sait que les termes aij seront nuls,les cal-

culs seront inutils,

Nombre de divisions:

k=1 i=2,N ===== N - 1 divisins,

k=2 i=3,N =====?-N--2 n

k = N-1 i = N ====g31 "
N=1

Soit un totel des N\ (Ne1) =z LE
< 2
k=1

Nombre de multiplicgtionss:

(i=2, N === (N = 1 ) multiplications

= A / (N=-1)N
(J=3,+1=== N "
e ™ I _ i

k=2 ( (N =8)(N - 1)

lj=3,8+1==2(N=1) n

.'1 - N === 1 n
k=N=1 | 2 multiplica—
J=N,N+1 == 2 e ~tions

Soit un total de




Le nombre de soustractions est égal au nombre de multiplications,
Le nombre total diopérations est de 1l'&rdre do =

Organigramme (triangularisation)s

© i b
non
- -
==
+
—

v
|
.<,_=

: o el o W, { - \ N
LS 4 N P TR Résolution



RES0LUTIONS

St s o 2

Lorsque la matrice i est triangularisée,le systéme s'écrira
a X + a X + 4« o &« e« « + & X + a2 & ea X=a
in"n 1,n+1

322}(2 + ® s 00 s e + aszp + asee aznxn: a21n+1

LA L B A L I I I I I R I T T R IR T TR T I T I I S T NN

8 & eew @K =g
PP P pn'n T p,n+i

® 2 8 8 8 4 # 8 PSS e P 8 s e e s

X = a
fnn'n n,n+1

Les solutions du systéme sont données par:

S

k variant de N & 1.

i

ORG“NIGRLMME DP RESOLUTION (volr page SUqunte)



ORGANIGRAMME (de résolution)

—— ———— i —— —

A

-

p €— p-1

Triangularisation a _ﬁ
o Il,]‘-'ﬁ
X, &= g
nn
(1 e ot |
=
\
( Xy %n,n+1
‘\;
G
M
W
LX. &Lee X =~ a, X ’
vl a ip p ’
7
£ i ey
i e i1 l , B=39 X ) Ton
T cui
y
N |
X,
y A N
i a, .
ii
' %
1 :
non - oui
&< ‘i_ 1\
& (4=

N

WRITE

X(1)
I=t, n




PIVOT MAXIMUM3:

—— — — —— . — —

On prendra

comme piveot & chaque itération k 1!'élément a,

ik

de la colonne k gui est le plus grand en valeur absolue,afin de ne

dépasser la capacité du mot mémoire.Pour cela on intervertit la li-

gne k et la ligne 1i.

ORGANIGRAMIE

'L
max

-~ k|

/]

\%

P —

(recherche du pivot maximun)

W

1l e«=-11+1

M

Sortie

1'%



c) NETHODE DE JORDAN

C'est une méthode de diagonalisation.

N

Soit le systéme: AX-= B , 1la méthode consiste d'gller de LX = B a

& A'X = B! , avec A' diagonale.

Théoréme de base:

- ———— ————— g —

Etant donné une matrice carrée A non singuliére, il existe des
natrices également non singulidres telles gue EA = D ot D est une

matrice diagonale d'ordre n, le probldme est de trouver les E.

a) Position du probléme: AX = B, On considdre la matrice (A,B)
ctest-a-dire on inclut le vecteur colonne b dans la matrice carrée A

qui deviendra de dimension (n,n+1)

ﬁ11 ® & & 2 e e & @ a1’n+1
a ¢ o e o ¢ & e e A
(A,B) _ 21 2,n+1
L ] L] . [ ] L] L ] . L L - L] L] L ]
anT . . a
L] L] L] L] L] n’n+1
1§£g_iiézgfig§£§fll: I1 s'agit de faire a;q4 = 0 sauf pour i = k,
le catrice (4,B) —————n (A B)(19

(1) (1) (1) _

311 0322 s ® & e @ 31’n+1

pp ® * om0 s 8 nad

(A,B)© =

ap,n+1_

l— n2 - L] L] L] . an’n+1



é ’
Ni—EE itération(k=n) : Toujours avec i ¢ k.

P ————— —— —— —— T S " —

= e E Q a1,n+1
. (n) (n)
a22 0 0 a2,n+1
() (n) (n)
(yB) =y 0 2 - B 85 a1

(n) (n)

Diou 8 A X = B

Ei(A,B) ——B Permet la transformation

1

E,(E, (4,B8))

B (E,(E, (4,3)))

E_ oo o .(EB(EZ(E1(A,B)))-

Les opératcurs matriciels E1,E2,E3, SR En permettont d'aller de la

matrice initiale (4,B) & la matrice, finale (A,B)n . Le transformation ne chan-

ge en rien le déterminant de lo matrice,



Nombre dlopérations:

i verie a6 1 & W (evee i # k)

k variant de 1 & I

j varie de k+1 & N4

a) Nombre de multiplications:

11 faut faire intervenir les indices i et J.
Quand k est fixé, on surms
i=1,K{H£k) = N-=1
3 o= et M = =k + 1

Ce qui nous dorme: (10 = 1)(1 =k + 1)

b) Nombre d'additionss

On touve: (n = 1)(I = k + 1)

c) nombre de divisionss

Dans ce cas j reste constent et i varie de 1 &4 N (L £k) == (11 = 1)

Pour k =1, N

i
, 2
2 H(E = 1
Wombre de multiplications. § (0= 1)(T =% +1) = —(—J-J
L
k=1

Nombre d'additions = iibre de multiplications.

2

Nombre de divisions = N(l = 1) + N =X

Remarques:

5 5 iéme ;.. .. .
2) Le terme général & la k =" itération est donné par la formule de Gaues

b) Pour le systime d'ordre élevé n 20, lc nombre d'additions et de multi-
plications est de 1l'ordre de n3/2 alors qu'il n'est que de n3/3 pour la méthode

‘

de Gauss, Mais la méthode de Jordan est intdéressante notamment lotsque l'on est



3 la limite de possibilité de mémoire de l'ordinateur, En effet un program-
me écrit selon l'algorithme de Jordan est beaucoup plus court qu'un autre éerit
selon ltalgorithme de Gouss,

- . " 2
Le nombre de mémoire nécessaire est de l'ordre n“ + n.



C) METHODZ DE LYINVERSION

Remarques

I1 n'est pas possible de parler de division de deux matrices., On préfere
définir comme il va @tre fait ci-apres, ll'inverse d'une matrice carrde.

Par contre on ne peut définir l'inverse d'une motrice rectangulaire,

La condition nécessaire et suffisante pour g'one matrice carrée cit un ine
verse est que sont déterminant ne soit pas nul, autrement dit qu;elle soit régu—
lidre (aét. 4 # 0),

Si une matrice carrdée A régulidre peut &tre réduite & une matrice identité

I par la prémultiplication de A en une séquence de matrices E , alors la prémulg

tiplication de I par la m@me séquence de matrices fournira la matrice inverse A-T.

Fkl. . . ° tE.iA =3

Br o o o o ETJ.A“ =IA

1l
B

—E‘K: [ ] L] - [ ] L] E.; I

11 12 ™3

Seit le matrice A = a21 a22 a23
a31 a32 a}

as— P

Un peut arriver a une matrice inverse,

. une
2) La 1°=° 1tération (en vue de transformer la matrice A en¥matrice wnité I)

consiste & foire a,, =1 et o, =0 ¥1i £1 .

11

- — ~
1) (1 G (2) T3
By Mo G4z 1 %10 43
E, . s a o
1 ;.21 0.22 :...23 % 0 6.22 ‘.,23
_?éj a32 aB_ 0 a32 a33h




nécessite 1l'application 3 A de E‘l(

1) 2, =1 n‘i Yeles &léments de la 1°%°
y RO ORNC . "
igne sont @ a,;j=u1 2 1 d=Tsmn
_ . =~ - eme f
2) iy 0 ===== E21 (_‘“21)' Les éléments de la 2 ligne deviennents
@ 1 @
F25 T %23 T Pyt P
(2) (1) (1)
EL_llj:c._]j O‘H = s
Ce qui nous donne pour la 1°°1° opération (k=1 )[
(2) (M @ (1) 4,
%13 %435 T 315° P ,1941
b) La 2°¢ opération (k = 2) nous donne: 2™ colomne = O souf =1 (ife).
(3)
1 0 313
i ) 2
Soeit 1 0 1 ey = 0,,=1 =3I, (1/5,( ))
0 0 4
33
(3)_ (2 (2)
23‘ a23 o, J=2,n
(5)__ (2)_ (3) (2
i & 23 i2-
) Lo k™€ itération nous dormes
(k1) (1) (k)
akj = E“kj C"kl: J=kK ;0
1) () () () 4 4,
ELij = r...‘ij — Jl{j. l]-" j -



Tl suffit donc d'cppliquer l'ensemble des opérateurs Ek sur la matrice

unité. les opéroteurs Ek sont une combinaison de deux opérateurs élémentairess

(x) - ()
B (1/ 0y ) et By (=oy )

Protiquement on applique E aux 2 matrices accolées ' et I .
. ; . -1
Lorsque la matrice A se sera transformée en une matrice I, I le sera en A

(1) (2) (3) (n)

On&:.{i ;A. %A }J’L ....-tn.e.poﬁ-

(1)

L e A
o (1)
Dol L =0/ 2,00« &
(1) (2)
L ey A

Lo (2) (1)
A

Dlolis A =0/ a22).

* L L] . - L L] L] L L] L -

(n) 1 (n"'1)
A = e, A
a
mm
(Ii) : )
.{L =:l"'":—-i"—T.¢!o-|o¢:'1"—.I\-
" nel,n- “11

m
A =g.,,]1l.\‘-v22.a33‘.lo~o-.oD&m_l("'1) ]

m étant le nombre de permutations,



CONCLUSION

OO O Qe QOO O

‘

Par 1llavantage qu'il a de donner une vision globale du volume
des différentes activités économiques, ainsi que de leurs inter-liaisons,
le modéle de Léontief reste trés utilisé par les organismes nationaux de
planification, Son dpplioation aux grands ensembles industriels intégrés
conduit & une gestion plus rationnelle des moyens de production,

Quant & notre travail, peu approfondi parce qu'il n'est pas une
étude de cas réel, nous espérons qu'il contribuera,au moins de fagon in=-
dicative, dans des études plus détaillées pour les grands complexes indus—

triels en Algérie.






