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  :ملخص 
تتمثل مساهمة هذه الأطروحة في إظهار أن مشكلة التحكم الأمثل للأنظمة الروبوتية يمكن حلها من خلال نهج الهندسة        

  .بفضل هندسة مساحة التكوين PMPهذا يؤدي إلى تبسيط وإثراء . الريمانية
لقد أظهرنا أن  ,Sacoon et al .S ,Berkane et al .S,  Chao Liu et alبعض الأعمال الحديثة  استغلال        

 و Bullo .F لـ منظم التتبع المنظمين الأمثل لمعيار هندسي لها هيكل منظم نسبي مشتق ، كما نعطي جانبًا لالتحكم الأمثل
urrayM .R.  

  ، البرمجة الديناميكية ، PMPالتحكم الأمثل ، التحكم الهندسي ،  الروبوتات ، الهندسة الريمانية ، :الكلمات المفتاحية
 .PDمنظم  

 

Abstract : 

       The contribution of this thesis is to show that the problem of optimal 
control of robotic systems can be solved by the Riemannian geometry 
approach. This leads to the simplification and enrichment of the PMP by the 
geometry of the configuration space. 

        Exploiting some recent work, notably that of A. Sacoon et al, S. Berkane et 
al, Chao Liu et al, we show that the optimal regulators for a geometric criterion 
have a structure of Riemannian proportional derivative (PD) regulator, we also 
give an optimization aspect of the tracking regulator of F. Bullo and RM Murray. 

Keywords: Robotics, Riemannian Geometry, Optimal Control, Geometric 
Control, PMP, Dynamic programming, PD regulator. 

 

Résumé: 

       La contribution de ce mémoire consiste à montrer que le problème de 
commande optimale des systèmes robotiques peut être résolu par l’approche 
de la géométrie riemannienne. On aboutit à la simplification et enrichissement 
du PMP grâce a la géométrie de l’espace de configurations. 

        Exploitant quelques travaux récents, notamment ceux d’A. Sacoon et al, S. 
Berkane et al, Chao Liu et al, on montre que les régulateurs optimaux pour un 
critère géométrique ont une structure de régulateur proportionnel dérivé 
riemannien,  on donne également un aspect d’optimisation du régulateur de 
poursuite de F. Bullo et R.M. Murray. 

Mots Clés : Robotique, Géométrie Riemannienne, Commande Optimale, 
Contrôle Géométrique, PMP, Programmation Dynamique, Régulateur PD.   
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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Introduction générale

LaRobotique est une discipline qui a révolutionnée l’industrie et la médecine, l’agricul-
ture et d’autres domaines. Les robots permettent de remplacer les ouvriers ou le chirurgien
et permet de gagner en temps, en précision en vitesse, en énergie et en argent.

La difficulté causée par les systèmes robotiques est que les dynamiques mis en jeux sont
non linéaires. L’approche classique consiste à modéliser l’espace des configurations du
robot par un espace euclidien, et d’appliquer le principe du moindre action de Hamilton
pour dériver les équations du mouvement (équations d’Euler-Lagrange) et d’appliquer
ensuite les techniques classiques de stabilisation qui découle des travaux de Lyapunov et
LaSalle. Cependant, cette approche si élégante et riche en informations, ne se comporte
pas bien vis à vis des problèmes d’optimisations et de régulation sous contrainte.

Les travaux avec M.C. Belhadjoudja sous la direction de M. Tadjine dans le cadre
d’un séminaire de l’ENP consistait à montrer que la géométrie riemannienne est le
bon outil pour réguler sous contrainte. Le but de ce travail sera de montrer que ce même
outil est compatible avec la commande optimale des robots.

10
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1.2 Contributions du mémoire

Les contributions de ce mémoire sont une suite logique de celles du séminaire de l’École
Nationale Polytechnique en 2020, qui consistait à mettre en relation l’absence des singu-
larités de la fonction de l’outil à la validité du régulateur de l’outil libre ou sous contrainte
géométrique.

1) On reformule le principe du maximum de Pontryaguine pour les systemes ro-
botiques en mettant en évidence des quantités géométriques (dérivée covariante, courbure,
gradient covariant...), et on montre que ceci permet de retrouver des résultats très récents
publiés en Janvier 2021 [53].

2) On établit la théorie LQR en robotique en bénéficiant de la structure de variété
riemannienne de l’espace des phases, ainsi que la formulation géométrique de la théorie
d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

3) On donne également un aspect d’optimisation du régulateur de poursuite [30].

Les resultats nouveaux sont encadrés et colorés en gris, ceux qu’on redécouvre via
les nouveaux résultats ou en donnant une preuve alternative sont encadrés uniquement.
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Généralités
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2.1 La robotique classique

L’espace de configuration d’un robot est modélisé par Rn où n est nombre de degrés de
libertés du robot. Le principe de moindre action de Hamilton sur le lagrangien donne les
équations de mouvement

G(q)q′′ +
1

2
G(q)′ + S(q, q′)q′ + g(q) = τ. (2.1)

Ceci permet de résoudre le problème de régulation vers une configuration q∗ ∈ Rn [11]
[14] [57] par le couple

τ(q, q′) = g(q)−Kp.(q − q∗)−Kv.q
′. (2.2)

L’approche classique, avec tous ses succès, ne se couple pas facilement avec les problèmes
de régulation sous contrainte de l’outil et des problèmes d’optimisation.
Pour le problème d’optimisation, la formule générale qui donne la vitesse angulaire Ω∗

optimisant un critère euclidien J (LQR) en fonction de l’orientation (R) d’un corps rigide
pour la cinématique R′ = RΩ est [45] [44]

Ω∗(R) = − RT
dR−RTRd√
1 + tr(RT

dR)
, (2.3)

J(Ω) =

∫ ∞
0

[tr(I −RT
dR) +

1

2
||Ω||2]dt. (2.4)

Ce régulateur qui stabilise l’orientation vers Rd n’est pas un retour proportionnel de l’orien-
tation, ceci empêche à priori une théorie LQR en robotique.
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Figure 2.1 – Bras manipulateur [21]

Pour le problème de régulation sous la contrainte (rester sur la surface S), les confi-
gurations possibles appartiennent au sous-ensemble N = x−1(S) de Rn pour une certaine
fonction x. Cet ensemble n’est pas nécessairement un sous espace vectoriel de Rn. La
contrainte "outil doit rester dans S" est équivalente à " configuration doit rester dans N".

On aboutit a un formalisme naturellement adapté pour attaquer le problème de régu-
lation sous contrainte de façon géométrique [8] [18] [1].

La sensibilité par rapport aux conditions initiales reste l’un des plus grands obstacles
pour aboutir à des observateurs performants.

Par exemple, si on essaie d’observer la vitesse d’un bras manipulateur par l’observateur
de Luenberger

[θ̂i]′ = ω̂i − k1(θ̂i − θi), (2.5)

[ω̂i]′ = −
2∑

j,k=1

(Γij,k(θ̂)ω̂
j[θ̂k]′)− 3.(θi − θid)− k2(θ̂i − θi). (2.6)

On trouve les résultats suivants.
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Figure 2.2 – Insuffisance de l’observateur de Luenberger - bras manipulateur

Dans la figure 2.2, les deux courbes en vert et rouge sont les vitesses observées, celles en
bleue et jaune sont les vitesses réelles, l’axe des abscisses correspond au temps en secondes,
et l’axe des ordonnées aux vitesses angulaires deux bras en rad/s.
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Figure 2.3 – Corps rigide [8]

De même, Pour l’orientation d’un corps rigide dont la dynamique est

R′ = RΩ, (2.7)

Ω′ = I−1.(IΩ× Ω)− 2I−1[skew(R)]×, (2.8)

Avec Skew(R) = R−RT
2

.
I = [2, 2, 8], R(0) = exp([0.82, 0.21, 0.73]×), R̂ = exp([0.7, 0, 0.8]×).
L’observateur de Luenberger est

R̂′ = R̂(Ω̂− 2[I−1[skew(RT .R̂)]×]×), (2.9)

Ω̂′ = I−1.(I.Ω̂× Ω̂)− 2I−1[skew(R)]× − 2I−1[skew(RT .R̂)]×. (2.10)

avec Ω(0) = [0.8,−0.5, 0.6], Ω̂(0) = [0, 0, 0].

Remarque : La nomination Luenberger est due au fait que Skew apparaît lorsqu’on
calcule le gradient de 1

2
tr(I −R) qui est un potentiel Euclidien.
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Figure 2.4 – Insuffisance de l’observateur de Luenberger - corps rigide

Les courbes dans la figure 2.4 en rouge et bleu et orange sont les vitesses de rotation
instantanées réelles, et celles en vert et mauve et bleu ciel sont les vitesses observées.

Figure 2.5 – Erreur de l’observateur de Luenberger - corps rigide

Les graphes dans la figure 2.5 représentent les erreurs d’observation de Luenberger,
on voit que l’observateur n’est pas performant pour des raisons qu’on ignore a priori. On
verra que la géométrie permet d’expliquer l’origine de cette insuffisance via la notion de
courbure.
Dans cet humble travail, on utilise une approche géométrique, celle des variétés rieman-
niennes, pour compléter les travaux dans [1] [31], et ce en montrant que l’approche géomé-
trique permet d’alléger le PMP et d’établir une théorie LQR en robotique.
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2.2 Variétés différentielles

D’un point de vue informel, les variétés différentielles sont la généralisation naturelle
des courbes et des surfaces, sauf qu’elles peuvent être de dimension supérieure [5] [6] [58].
Par exemple, l’espace des configurations d’un corps rigide ayant trois points non alignés,
est le produit direct de l’espace des orientations par l’espace des positions SO(3) × R3

qu’on regarde comme une variété de dimension 6 [8] [21].

Plus précisément, une variété différentielle peut être décrite de plusieurs manières. Par
exemple, la sphère de rayon 1 peut être décrite par :
i) immersion : latitude et longitude.

Figure 2.6 – Coordonnées sphériques [59]

ii) submersion : en utilisant f(x, y, z) = x2 + y2 + z2− 1, la sphère devient S = f−1(0).

2.2.1 Sous-variété de Rn

Un robot est constitué de s corps rigides, reliés a leurs extrémités par des articulations
rotoïde ou prismatiques. Ces liaisons sont appelées contraintes holonomes qui empêchent
les corps rigides de se déplacer comme bon leurs semblent.
L’espace de configuration M est alors une sous-variété de (R3 × SO(3))s, les coordonnées
locales sont reliés aux contraintes holonomes par le résultat suivant [8] [21].
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Figure 2.7 – Espace des configurations du bras manipulateur [31]

Théorème 2.2.1. Soit un sous-ensemble M ⊂ (R3 × SO3(R))s, alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes.
1) Pour tout x ∈M , il existe un voisinage Vx de x dans (R3×SO3(R))s et une submersion
f : Vx → R6s−n telle que f−1({0}) = M ∩ Vx.
2) Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage Vx de x dans (R3 × SO3(R))s, un voisinage U
de 0 dans Rn et une immersion r : U →M ∩ Vx.
On appelle n la dimension de M , c’est aussi le nombre degrés de liberté du robot.

2.2.2 Espace tangent

L’espace tangent en x ∈ M , est l’espace TxM des vecteurs de vitesses v = γ′(0), de
toutes les trajectoires γ(t) de M passant par x à l’instant 0. C’est un espace vectoriel de
dimension n.

Figure 2.8 – Espace tangent [60]

Par exemple, si f : Vx → R6s−n est une contrainte holonome alors TxM = Ker(dfx).
Pour une immersion r l’espace tangent est TxM = Im(dr0).



20 Chapitre 2. Généralités

L’ensemble de tous les espaces tangents est aussi une variété notée TM de dimension deux
fois celle de M .

Figure 2.9 – Fibré tangent [4]

Par exemple, pour M = Rn on a TM = Rn × Rn.
La différentielle d’une fonction lisse φ : M → N , entre variétés différentielles, est alors
l’application linéaire dφx : TxM → Tf(x)N définie par

dφx(v) = (φ ◦ γ)′(0).
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Figure 2.10 – Différentielle [60]

Cette définition ne dépend ni de la courbe γ ni de sa paramétrisation. On parlera de
fonction lisse pour parler de fonctions de classe C∞.

2.2.3 Crochet de Lie

Un champ de vecteurs est une application V : M → TM telle que V (x) ∈ TxM .
Le flot φV du champ de vecteurs V est juste le flot (réduit) de l’équation différentielle
γ′ = V (γ).

Le crochet de Lie mesure le défaut de commutativité du flot de deux champs de vecteurs

[X, Y ] =
d

dt
|t=0dφ

X
−t[Y (φXt )]. (2.11)

Par exemple, un champ de vecteurs sur Rn est juste une application lisse X : Rn → R× Rn

de la forme
X(p) = (p, F (p))

où F est une fonction lisse. Si F (p) = V est constante, son flot vaut

φXt (p) = p+ t.V.

Un autre exemple intéressant est le champ de vecteurs X(p) = (p,A.p), où A ∈ Mn(Rn)

est une matrice. Son flot est
φXt (p) = exp(tA)p.
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Les champs de vecteurs sont aussi pratiques juste pour calculer la différentielle des fonc-
tions, par la formule suivante.

dfp(X(p)) = X.f(p) =
d

dt
|t=0f(φXt (p)). (2.12)

2.3 Variétés riemanniennes

Le produit scalaire euclidien est l’outil de base de la géométrie euclidienne. Il permet
de calculer les longueurs et les angles. On parlera ainsi d’espace euclidien pour signifier
qu’un espace vectoriel est munit d’un produit scalaire.
L’idée derrière les variétés riemanniennes, est de considérer des produits scalaires qui sont
aussi fonction de la position. Ceci a l’avantage de simplifier le formalisme avec un petit
coût, celui du calcul différentiel covariant, et qu’on va introduire dans la prochaine section.
Dans la pratique, l’énergie cinétique d’une bille contrainte à rester dans une surface S ⊂ R3,
est une fonction positive quadratique en vitesse. Elle ne dépend pas de la position pour la
simple raison qu’elle est immergée dans R3 qui possède une paramétrisation globale.
Une structure riemannienne sur une variété M est la donnée d’un produit scalaire <,>p

sur TpM en chaque point p ∈M , et dont la variation est lisse.

Le point de vue innovant d’Arnold [8] est de voir l’espace de configuration d’un corps
rigide fixé en un point comme le variété SO(3), qui est le groupe des rotations de R3.
Le mouvement du corps rigide est alors décrit par une courbe g(t) dans SO(3). L’énergie
cinétique est alors déterminée par la vitesse angulaire et ne dépend pas de la position du
corps dans l’espace. L’énergie cinétique est alors une métrique riemannienne invariante par
les rotations

T (t) =
1

2
< g′(t), g′(t) >g(t) . (2.13)

Ce point de vue a été généralisé pour décrire le mouvement d’un robot dans l’espace de
configuration, en prenant pour métrique riemannienne l’énergie cinétique.
Ceci permettra d’interpréter les problèmes de la robotique comme des problèmes de géomé-
trie, ce qui revient à mesurer des distances, des angles et des volumes, qui tiennent compte
de l’inertie du robot.
On parlera ainsi des géodésiques comme des analogues des droites dans l’espace euclidien.
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2.3.1 Dérivée covariante

Figure 2.11 – Transport parallèle [7]

Le transport parallèle d’un vecteur tangent à une surface le long d’une courbe γ :

[0, 1]→M est défini comme suit : le point a l’origine du vecteur suit la courbe et le vecteur
lui même évolue continûment en préservant l’angle que fait le vecteur avec la courbe ainsi
que sa longueur.
Par ce biais, à chaque vecteur tangent du point initial γ(0), on associe un vecteur tangent
au point final γ(1), qu’on note par P (γ(1), γ(0)) : Tγ(0)M → Tγ(1)M . Cette application
étant linéaire et préservant la longueur et les angles.
On associe à une structure riemannienne un calcul différentiel adapté, où le transport
parallèle joue le rôle du flot. Plus précisément, soient deux champs de vecteurs X, Y , alors
la dérivée covariante du champ Y dans la direction X au point p ∈ M , se calcule comme
suit

∇XY (p) =
d

dt
|t=0P (γ(0), γ(t))(Y (γ(t))) (2.14)

où γ est une courbe telle que γ(0) = p et γ′(0) = X(p). Ceci ne dépend ni de la courbe ni
de sa paramétrisation.
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Une géodésique est alors une courbe γ : I →M qui est auto-parallèle. En terme d’équation
ça donne

∇γ′γ
′ = 0. (2.15)

Qui est une EDO homogène d’ordre 2. On préférera dans la suite la notation suivante

Dγ′

Dt
= 0, (2.16)

qui est plus adaptée pour le calcul des variations.
De même que pour la dérivée de Lie, on exprime la différentielle covariante d’une fonction
U ∈ C∞(M) comme étant le champ de vecteurs ∇U défini par

dUq(v) =< ∇U(q), v > . (2.17)

De même, on peut dériver tout type de tenseur covariant ou contravariant. Ainsi on montre
l’existence d’une unique connexion dite de Levi-Civita, pour laquelle la métrique est pa-
rallèle

∇ <,>= 0. (2.18)

2.3.2 Courbure

Sur une surface S, on fixe une mini région D et on la transporte parallèlement comme
pour les vecteurs, on obtient une nouvelle région D′ dont l’aire peut être différente. Le
facteur K de différence Aire(D′) = K.Aire(D) est la courbure (moyenne). Quand on passe
a l’infinitésimal (Aire(D)→ 0) on obtient la courbure en un point.
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Figure 2.12 – K < 0, K = 0, K > 0 [4]

L’outil adapté pour calculer cette variation est l’application de Gauss N : S → S2,
définie par N(p) est le vecteur normal sortant de la surface au point p. Elle mesure la
variation de l’aire par la normale.

Figure 2.13 – Application de Gauss [4]

La courbure de Gauss est alors

KGauss(p) = det(dNp). (2.19)

Une sphère est courbée positivement car lorsqu’on fait varier la normale, l’aire balayée par
la normale est plus grande que l’aire sur la surface.
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Sur un plan, les deux aires sont identiques, pour une hyperbole, l’aire balayée par la nor-
male est plus petite que l’aire sur l’hyperbole.

Figure 2.14 – Modèles de la géométrie riemannienne [60]

On montre que la courbure est intrinsèque [4], c’est a dire qu’elle est invariante par des
applications qui préservent les distances et les angles.
Dans la suite, on utilisera plutôt la courbure scalaire Kscal = 2KGauss.

En dimension supérieure, le tenseur de courbure R défini par

R(X, Y ).Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z, (2.20)

encode la variation de l’aire, il est lié à la courbure de scalaire par

K(X, Y ) =
< R(X, Y )Y,X >

|X|2||Y |2− < X, Y >
. (2.21)

Plus précisément, le tenseur R est lié à la sensibilité par rapport aux conditions initiales
de l’équation des géodésiques par l’équation de Jacobi

D2J

Dt2
+R(J, γ′)γ′ = 0, (2.22)

où J : I → TM est un mouvement virtuel qui représente une variation locale de la géodé-
sique γ.
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Figure 2.15 – Variation de géodésique [4]

La déviation géodésique est liée au signe de la courbure.

Figure 2.16 – Stabilité et instabilité du flot géodésique [8]

Lorsque la courbure est négative (figure 2.17), il apparaît que l’instabilité géodésique
est exponentielle, ce qui explique le fait que l’observateur de Luenberger diverge.

Figure 2.17 – Instabilité exponentielle [7]
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2.3.3 Application exponentielle

L’application exponentielle associe a un vecteur tangent l’image par la géodésique après
un temps unitaire, on la note expx : Vx ⊂ TxM →M .

Figure 2.18 – Application exponentielle [7]

Lorsque l’exponentielle est définie sur TxM on dit que la variété est complète.

Ceci est équivalent au fait que les géodésiques soient définies sur R, lorsque la variété
M est compacte, elle est complète, on se placera dorénavant dans cette hypothèse.

L’exponentielle est un difféomorphisme local, on appelle rayon d’injectivité en x le plus
grand rayon r > 0 tel que B(0, r) ⊂ TxM dans lequel l’exponentielle reste un difféomor-
phisme. Lorsque x, y ∈ M vérifient dg(x, y) < injxM , il existe une unique géodésique
minimisante (minimise la distance) les reliant, l’application P (x, y) : TyM → TxM est le
transport parallèle le long de cette géodésique.

2.4 Distance géodésique

La distance géodésique est une distance naturelle sur la variété riemannienne, elle me-
sure l’éloignement entre deux points en tenant compte de la métrique <,>

dg(q0, q1) = inf
q∈Ω(q0,q1)

∫ 1

0

√
< q′(t), q′(t) >dt, (2.23)

où Ω(q0, q1) est l’ensemble des courbes reliant q0 à q1 dans M en un temps unitaire.
En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut montrer [1] [4] que la quantité 1

2
d2
g(q0, q1)



2.4. Distance géodésique 29

correspond à l’énergie cinétique minimale permettant de transférer le robot de q0 à q1.

1

2
d2
g(q0, q1) = inf

q∈Ω(q0,q1)

1

2

∫ 1

0

< q′(t), q′(t) > dt (2.24)

Cette discussion donne un sens aux critères mis en jeux dans la partie commande optimale.

Figure 2.19 – Distance géodésique [4]

Soit q ∈ M , on a dg(q, expq(v)) = |v|g pour v ∈ Vq, la fonction U = 1
2
d2
g(q, .) est diffé-

rentiable sur Vq, le gradient covariant vaut ∇U(p) = − exp−1
q (p) pour p ∈ Vq.

Comme le calcul de l’application exponentielle est souvent difficile, on fera deux approxi-
mations

1) exp−1
q (p) ≈ p− q dans une variété quelconque.

2) exp−1
R (P ) ≈ R log(RT .P ) dans SO(3).
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2.5 Groupes de Lie

Les groupes de Lie sont une généralisation naturelle du groupe SO(3), c’est à dire un
groupe qui soit une variété différentielle pour laquelle le produit et l’inverse soient des
fonctions lisses, on appelle translation a gauche par g la multiplication à gauche par g.
La considération de cette structure permet de trivialiser le fibré tangent TG = G × g,
avec g est l’espace tangent au neutre. On peut identifier g avec l’ensemble des champs de
vecteurs invariants à gauche, comme le crochet de Lie commute avec le pullback, on peut
le restreindre à g.
La considération d’une métrique riemannienne pour laquelle les translations à gauche sont
des isométries permet de restreindre l’étude à un produit scalaire sur g qu’on note I,
et ceci simplifie l’implémentation de l’observateur riemannien ainsi que du régulateur de
poursuite, et ce en simplifiant le calcul du tenseur de courbure, et en approximant le
transport parallèle par des translations à droite.
On montre [32] [33] que lorsque la métrique est invariante à gauche, la connexion de Levi-
Civita est invariante à gauche, de même pour le tenseur de courbure. Ceci permet de
restreindre ces opérateurs à l’algèbre de Lie g.
L’équation des géodésiques devient l’équation d’Euler-Poincaré

v′ = I#ad∗v(I
[v), (2.25)

avec v est la vitesse ramenée à g

v = [d(Lg)e]
−1(g′). (2.26)

Lorsque G = SO(3) v est la vitesse de rotation instantanée dans la base liée au solide.
On fixe une base (e) de g, et on calcule les coefficients Ck

i,j tels que

[ei, ej] =
n∑
k=1

Ck
i,jek, (2.27)

on définit les Γki,j par

Dg
ei
ej =

n∑
k=1

Γki,jek, (2.28)

un calcul permet d’avoir

Γki,j =
1

2
(Ck

i,j −
n∑

r,s=1

Ik,s(Ii,rC
r
j,s + Ij,rC

r
i,s)), (2.29)

avec Ii,j =< ei, ej >, et on a

R(ei, ej)ek =
n∑
l=1

(
n∑
r=1

[Γrj,kΓ
l
i,r − Γri,kΓ

l
j,r − Cr

i,jΓ
l
r,k])el, (2.30)
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ainsi

Rl
i,j,k =

n∑
r=1

[Γrj,kΓ
l
i,r − Γri,kΓ

l
j,r − Cr

i,jΓ
l
r,k]. (2.31)

Ainsi on voit qu’il est très simple de calculer la dérivée covariante, le crochet de Lie et
même le tenseur de courbure de champ de vecteurs invariants a gauche, les formules pour
des champs de vecteurs quelconques s’en déduit facilement a partir de là.
Pour X ∈ Γ(TG) on écrit X = Xi.ei,L, avec ei,L est le champ de vecteur invariant a gauche
qui prolonge ei, on a

[X, Y ] = (dXk(Y )− dYk(X) +
n∑

i,j=1

[XiYjC
k
i,j])ek,L, (2.32)

DXY = [dYk(X) + (
n∑

i,j=1

Γki,jXiYj)]ek,L, (2.33)

R(X, Y )Z = [
n∑

i,j,l=1

Rk
i,j,lXiYjZl]ek,L. (2.34)

Lorsque la métrique est invariante à gauche et à droite, deux choses intéressantes se pro-
duisent, la première c’est que l’exponentielle matricielle est la même que l’exponentielle de
la métrique [21], la seconde c’est que la courbure est positive [33].

Lorsque la courbure est positive (figure 2.20), le flot géodésique est stable [7], ainsi on peut
croire que l’observateur de Luenberger converge. C’est vrai pour l’orientation d’une boule
de masse volumique uniforme. Celle ci introduit une métrique bi-invariante sur SO(3),
la courbure est donc positive, les simulations montrent que dans ce cas l’observateur de
Luenberger converge.

Figure 2.20 – Stabilité du flot géodésique lorsque la courbure est positive [7]
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On appuie cette discussion par les simulations suivantes sur une boule (Tenseur d’inertie
= 2I3), dont la dynamique est la suivante

R′ = RΩ,

Ω′ = −2.I−1[skew(R)]×. (2.35)

L’observateur de Luenberger est

R̂′ = R̂(Ω̂− 2[I−1[skew(RT .R̂)]×]×),

Ω̂′ = −2I−1[skew(R)]× − 2I−1[skew(RT .R̂)]×. (2.36)

Figure 2.21 – Observateur de Luenberger pour un corps rigide (boule)

Les courbes dans la figure 2.21 en rouge et bleu et orange sont les vitesses de rotation
instantanées réelles, et celles en vert et mauve et bleu ciel sont les vitesses observées. On
voit bien qu’il y’a bonne performance, ceci est du à la positivité de la courbure.
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Figure 2.22 – Erreur d’observation de Luenberger (boule)

Les erreurs d’observation dans la figure 2.22 montrent que l’observateur de Luenberger
est performant quand la courbure est positive.
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Modélisation géométrique des robots
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En ce qui va suivre, on présente l’approche géométrique, qui modélise l’espace des
configurations par une variété riemannienne. On établit les équations du mouvement ainsi
que le théorème de l’énergie cinétique.

3.1 Équations du mouvements

Figure 3.1 – Mouvement d’un robot [58]

Soit (M, g) un système robotique, et W ∈ C∞(M) une énergie potentielle. On suppose
que la trajectoire minimise le Lagrangien L(q, v) = 1

2
|v|2 −W (q), en faisant le calcul des

variations on aboutit à l’équation suivante

Dq′

Dt
= −∇W (q). (3.1)

En théorie du contrôle, on dispose d’une loi de commande pour pouvoir asservir le robot.
L’équation est donc :

Dynamique Robotique

Dq′

Dt
(t) = −∇W (q(t)) + g#

q(t)(u(t)), (3.2)

pour u ∈ Γ1
loc(I, T

∗M).

Une version du théorème de Cauchy-Lipschitz [39] [48] énonce qu’il existe une unique so-
lution localement AD de l’équation précédente.
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On retrouve ainsi l’équation de Newton. Le terme de gauche quantifie un défaut de paral-
lélisme, et le terme de droite est une force extérieure.

Il s’agit du célèbre énoncé "la trajectoire d’un objet reste parallèle le long d’elle même
tant qu’il n’y a pas de forces extérieurs qui s’y appliquent".

3.2 Théorème de l’énergie cinétique

Les fonctions de Lyapunov qu’on utilisera ont la forme d’une énergie mécanique, et
donc exprimer la variation de cette énergie au moyen de la commande permettrait d’avoir
les bonnes inégalités mis en jeux dans les théorèmes de stabilité [10] [11].
On a le résultat suivant pour toute trajectoire de la dynamique robotique [1] [21].

d

dt
[
1

2
|v(t)|2 +W (q(t))] = u(t)(v(t)), (3.3)

presque partout dans le temps.

3.3 Fonction de l’outil

Figure 3.2 – Industrie automobile

En industrie, le problème de régulation de l’organe terminale est abordé. Dans ce qui
suit, on expose des définitions et des hypothèses utiles pour la suite.
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Figure 3.3 – Organe terminal [18]

La fonction de l’outil associe à chaque configuration la position de l’organe terminale
du robot dans R3.

Une configuration est dite singulière si, lorsqu’on fait varier localement la configuration,
l’outil ne peut pas se déplacer dans toute les directions, plus précisément si q ∈ M pour
laquelle dxq n’est pas surjective.
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Figure 3.4 – Configuration singulière

L’espace de travail est l’ensemble de toutes les positions que peut atteindre l’outil,
ET = x(M).

Figure 3.5 – Fonction d’outil

L’hypothèse d’absence de singularités permet de constater [1] [31] que pour tout xd ∈
ET , x−1(xd) est une sous variété de dimension n− 3 de M .

On dit que S ⊂ ET est une surface fortement orientable lorsqu’il existe Φ : R3 → R
lisse submersive sur ET telle que Φ−1(0) = S.
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Si S est fortement orientable et la fonction d’outil ne possède pas de point singulier,
N = x−1(S) est une hypersurface de M .

La principale contribution apportée dans [31], était de relier la notion de singularité au
bon fonctionnement du régulateur de l’outil proposée dans [18] [19] [20].

Également, sous l’hypothèse d’absence de singularité, on montre dans [31] qu’il est pos-
sible de maintenir l’outil dans une surface fortement orientable avec une unique composante
orthogonale de la loi de commande.
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Régulation des robots
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Dans cette partie, on réénonce les résultats dans [1], dans le but d’appuyer la partie de
commande optimale ou on montrera que les régulateurs proposées ici sont optimaux pour
des critères naturels.

4.1 Régulation de la configuration

Soit un système robotique initialisée en (q0, v0) ∈ TM , on veut réguler la configuration
vers q∗. En prenant pour fonction de Lyapunov L(q, v) = 1

2
d2
g(q, q

∗) + 1
2
|v|2, on montre que

la commande u = exp−1
q (q∗) − k.v stabilise la configuration de Dq′

Dt
= u vers q∗ dès que

L(q0, v0) < 1
2
injq∗(M)2.

Remarquons que le régulateur précèdent a une forme d’un PD-Riemannien, l’inverse de
l’exponentielle mesure l’éloignement des deux configurations en tenant compte de l’inertie
du robot.

Figure 4.1 – Inverse de l’exponentielle [60]

On expose les résultats de [1] [31], où on régule par cette méthode, la configuration du
bras manipulateur.
La position de référence est (θ1, θ2) = (π, π). La figure suivante montre l’évolution du bras
dans le tore, ainsi qu’une animation.
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Figure 4.2 – Régulation de la configuration du bras [31]

4.2 Régulation de l’outil

Figure 4.3 – Régulation de l’outil [20]
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La problématique est l’asservissement globale la position de l’outil du robot.
L’idée principale [1] [31] [18] est d’invoquer à l’aide de la commande un potentiel V

V (q) =
1

2
||x(q)− xd||2, (4.1)

qui crée des trous autour des configurations pour lesquels l’outil est dans la position dési-
rée.
S’il n’y a pas de points singuliers [1] [31], l’ensemble des points d’équilibres se réduit à
x−1(xd), le principe d’invariance de LaSalle affirme que ce régulateur répond au cahier des
charges.

Théorème 4.2.1. Supposons que la fonction de l’outil ne possède aucun point singulier,
alors pour xd ∈ ET , la loi de commande

u = −∇V − k.v (4.2)

stabilise l’outil vers xd avec une vitesse nulle de la dynamique Dq′

Dt
= u.

Preuve :
Les point d’équilibres de la dynamique bouclée sont les points critiques de V , or on a
dVq(v) =< x(q) − xd, dxq(v) >. Ceci permet de voir que les points critiques de V sont
exactement x−1(xd). Comme la fonction V (q) + 1

2
|v|2 est propre sur TM , et que

d

dt
[V (q(t)) +

1

2
|v(t)|2] = −k|v(t)|2 ≤ 0, (4.3)

le plus grand sous ensemble invariant de M × 0 est Ω = x−1(xd)× 0.

Par exemple, les simulations dans [31] [1] montrent que la condition d’absence des singu-
larités peut être affaiblie, et ce en appliquant ces lois de commande au bras manipulateur
qui contient possède configurations singulières.
Le cahier des charges est de réguler la position de l’outil vers (-2,0).
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Figure 4.4 – Régulation de l’outil du bras [31]

4.3 Régulation de l’outil sous contrainte

Figure 4.5 – Régulation sous contrainte [19]

La problématique principale est d’aboutir à une loi de commande qui permette de
maintenir l’outil dans une surface de l’espace de travail.
Le même calcul des variations que celui qui donne l’équation du mouvement permet de
voir que si N ⊂M est une sous variété, alors les trajectoires qui minimisent le Lagrangien
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contraintes à rester dans N vérifient l’équation suivante

Dq′

Dt
+∇U(q) = R ∈ TqN⊥. (4.4)

Ceci est une force de contacte R qui permet de maintenir la configuration dans N .

Figure 4.6 – Force de contact [8]

Grâce a un calcul inverse [1] [31], on montre le résultat suivant

Théorème 4.3.1. Soit S ⊂ ET une surface fortement orientable, supposons que la fonction
de l’outil ne possède aucun point singulier, alors si la position initiale de l’outil est dans
S avec une vitesse tangente, il existe une unique composante normale qui maintient l’outil
dans S pour la dynamique Dq′

Dt
= u, explicitement

u⊥(q, v) =
− < Dv∇Ψ(q), v >

|∇Ψ(q)|2g
.∇Ψ(q), (4.5)

avec Ψ = Φ ◦ x et Φ vérifie Φ−1(0) = S.
Preuve :
soit q : I → M la configuration du robot, on pose f(t) = Ψ(q(t)), alors les conditions
initiales donnent f(0) = f ′(0) = 0, calculons f ′′(t)

f ′(t) =< ∇Ψ(q(t)), q′(t) >,

f ′′(t) =<
∇Ψ(q(t))

Dt
, q′(t) > + < ∇Ψ(q(t)), u > .

Ainsi, en remplaçant u par la loi de commande de énoncé. On trouve f ′′ = 0, et donc f = 0.

Avec ce résultat, on peut sous certaines conditions réguler (par les mêmes méthodes pré-
cédentes) la configuration ou l’outil tout en respectant la contrainte, comme l’énonce le
résultat suivant [31] [1], et ce en utilisant la commande orthogonale pour maintenir l’outil
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contraint, et une commande tangentiel pour le ramener à la position désirée.

Théorème 4.3.2. Soit S ⊂ ET une surface fortement orientable, alors si la fonction de
l’outil est sans points singuliers et vérifie la condition suivante :

si q ∈ N tel que x(q)− xd ∈ Tx(q)S
⊥ alors x(q) = xd.

Alors la loi de commande u = u⊥ + u// avec :

u//(q, v) = P(∇Ψ(q))⊥(−∇V (q)− k.v), (4.6)

permet de stabiliser l’outil vers xd ∈ S tout en restant dans S.

Preuve :
Le théorème 4.3.1 permet de voir que la configuration de Dq′

Dt
= u⊥ + u// initialisée dans

TN reste dans N . Ainsi q : I → N et donc (∇Ψ(q(t)))⊥ = Tq(t)N et donc en projetant
l’équation sur Tq(t)N on trouve

DNq′

Dt
= PTq(t)N(−∇V (q(t)))− k.q′(t).

D’autres parts, l’hypothèse supplémentaire sur la surface S est équivalent a l’assertion sui-
vante " pour q ∈ N tel que pour tout v ∈ TqN < x(q) − xd, dxq(v) >= 0 vérifie
x(q) = xd." Ainsi, on voit que l’ensemble des points d’équilibres est x−1(xd), ceci conclut.

A titre d’exemple, voici une simulation tirée de [31] qui montre que la loi de commande
développée permet de réguler la position de l’outil du bras manipulateur vers la position
(0,1), tout en restant dans l’ellipse d’équation (x

2
)2 + y2 = 1.

Figure 4.7 – Régulation du bras sous contrainte de rester dans l’ellipse [31]
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4.4 Poursuite de référence

Les travaux dans [21] [30] énoncent un régulateur de poursuite qui se base sur la géo-
métrie de l’espace des configurations.
Les auteurs considèrent une fonction V qui mesure l’éloignement entre l’état réel et l’état
de référence, et appliquent une action feed-forward pour compenser un terme qui empêche
d’agir sur la variation de l’erreur en vitesse. Suivi du rajout d’un régulateur PD pour
assurer la décroissance de V .

Théorème 4.4.1. Soit la dynamique Dq′

Dt
= u, et soit une trajectoire lisse de référence sur

M , alors le régulateur u = uFF + uPD fait décroître la fonction

t ∈ R→ 1

2
d2
g(qref (t), q(t)) +

1

2
|v(t)− P (q(t), qref (t))vref (t)|2 (4.7)

uFF (q, v) =
d

dt
P (q, qref (t))vref (t) +DvP (q, qref )vref , (4.8)

uPD = exp−1
q (qref (t))− k.(v − P (q, qref )vref ). (4.9)

Dans l’article [30], les auteurs proposent une formulation du régulateur de poursuite
pour le cas d’un groupe de Lie munit d’une métrique invariante a gauche, on énonce ce
théorème en expliquant la définition suivante.

Définition 4.4.1. la fonction de transport est P : G× TG→ TG×G définie par :

P (g, h)(vh) = d(Rh−1.g)h(vh) (4.10)

Lorsque la métrique est invariante a droite, cette fonction de transport coïncide avec le
transport parallèle pour certains vecteurs, ceci constitue la motivation principale de cette
approximation.

Théorème 4.4.2. soit (G, I) un groupe de Lie munie d’une métrique invariante a gauche,
soit la trajectoire lisse de référence t ∈ I → gref (t), alors si on prend τ = τFF + τPD avec

τFF = Dg
η(Adg−1gref (t)(vref (t))) + [Adg−1gref (t)(vref (t)), η] + Adg−1gref (t)(v

′
ref (t))) (4.11)

τPD = − log(g−1
ref (t).g)− k.(η − Adg−1gref (t)(vref (t)))) (4.12)

rend l’énergie

E(t, g, η) =
1

2
d2
g(gref (t), g) +

1

2
|η − Adg−1gref (t)(vref (t)))|2, (4.13)

décroissante le long des trajectoires du système.
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La synthèse de l’observateur de Luenberger est très efficace pour les systèmes linéaires
observables, mais pour les systèmes non linéaires elle ne marche que localement.
L’idée qu’on expose ici est publiée dans [25] [26], mais on le fera ici avec un calcul intrin-
sèque.

5.1 Théorie de contraction

La théorie de contraction d’origine énergétique [22] [23] [27] a pour but de comparer
l’évolution de la distance sous l’effet d’un champ de vecteur, moyennant une hypothèse sur
le tenseur de déformation.
On commence par définir la dérivée de Lie d’une métrique par rapport a un champ de
vecteurs,

soit (M, g) une variété riemannienne et X : I ×M → TM lisse, on note

LXg(t,φt(x))(dφt(x)(v), dφt(x)(w)) =
d

ds
[gφs(x)(dφs(x)(v), dφs(x)(w))]|s=t (5.1)

avec x ∈M , v, w ∈ TxM et t ∈ I, la dérivée de Lie de g dans la direction X.

La dérivée de Lie de g dans la direction X quantifie la tendance qu’a le champ de
vecteurs à faire varier la métrique, si elle est uniformément négative alors elle contracte les
distances.

Figure 5.1 – Contraction [25]
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Théorème 5.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe, complète, et soit X un
champ de vecteurs non stationnaire lisse et complet, si

LXg(t,x)(v, v) ≤ −α.gx(v, v), (5.2)

pour α > 0 et t ∈ I et (x, v) ∈ TM , alors pour tout x, y ∈M et t ≥ 0

dg(φt(x), φt(y)) ≤ e−
α
2
t.dg(x, y). (5.3)

Preuve :
On établir une inégalité différentielle sur la longueur L(t) entre les deux images par le flot
de x et y au temps t, soit γ : [0, 1]→M une géodésique minimisante reliant x a y, et soit
γt(s) := φt(γ(s)) l’image de la géodésique par le flot. Pour tout t, γ.(t) : [0, 1]→M est une
courbe lisse régulière reliant φt(x) a φt(y), soit

L(t) :=

∫ 1

0

√
gγt(s)(

∂γt(s)

∂s
,
∂γt(s)

∂s
)ds. (5.4)

Clairement L ∈ C1(I,R+) et on a

L′(t) =

∫ 1

0

d
dt

[gγt(s)(
∂γt(s)
∂s

, ∂γt(s)
∂s

)]

2
√
gγt(s)(

∂γt(s)
∂s

, ∂γt(s)
∂s

)
ds, (5.5)

intéressons nous au terme du dessus, ce dernier vaut

1

2

d

dt
[gγt(s)(

∂γt(s)

∂s
,
∂γt(s)

∂s
)] =

1

2
LXg(t,γt(s))(

∂γt(s)

∂s
,
∂γt(s)

∂s
) ≤ −α

2
gγt(s)(

∂γt(s)

∂s
,
∂γt(s)

∂s
),

(5.6)
et donc ceci donne L′(t) ≤ −α

2
L(t). Ainsi L(t) ≤ e−

α
2
tdg(x, y), on conclut trivialement

puisque dg(φt(x), φt(y)) ≤ L(t).

5.2 Équation de Jacobi pour l’observateur de Luenber-
ger

L’observateur de Luenberger pour la dynamique Dq′

Dt
= S(q) est le suivant.

dq̂

dt
= v̂ + k1 exp−1

q̂ (q(t)), (5.7)

Dv̂

Dt
= P (q̂, q(t))(S(q(t))) + k2 exp−1

q̂ (q(t)). (5.8)
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On choisit alors une perturbation h : I×] − ε, ε[→ TM définie par h(t, s) = (q̂s(t), v̂s(t))

telle que pour tout s les trajectoires vérifient les équations de l’observateur. Par le même
calcul que celui qui donne l’équation de Jacobi [4] [5] [7], En notant les déplacements
virtuels en configuration et en vitesse respectivement par J et V , où J(t, s) = ∂q̂s

∂s
(t) et

V (t, s) = Dv̂s
Ds

(t) et J(t) = J(t, 0), V (t) = V (t, 0). En appliquant D
Ds

et en évaluant en s = 0

sur les deux équations on trouve

DJ

Dt
= V + k1.DJ exp−1

q̂ (q(t)), (5.9)

DV

Dt
= R(q̂′, J)v̂ +DJP (q̂, q(t))(S(q(t)) + k2DJ exp−1

q̂ (q(t)). (5.10)

5.3 Observateur riemannien

L’équation précédente est l’équation de Jacobi avec des seconds membres. Ainsi, la où
la courbure est négative, cet observateur risque de diverger pour les raisons expliquées dans
le premier chapitre.
L’idée est de rajouter dans l’équation de l’observateur un terme, qui permet de compenser
le tenseur de courbure qui apparaît dans l’équation de Jacobi. En rajoutant

R(v̂, exp−1
q̂ (q(t)))v̂, (5.11)

dans la seconde équation de l’observateur, on élimine la courbure. En effet en appliquant
D
Ds

dans

Dv̂

Dt
= P (q̂, q(t))(S(q(t))) + k2 exp−1

q̂ (q(t)) +R(v̂, exp−1
q̂ (q(t)))v̂, (5.12)

et en utilisant l’égalité

D

Ds
R(ω̂s(t), exp−1

ˆqs(t)
(q(t)))ω̂s(t) = (DJ(s,t)R)(ω̂s(t), exp−1

ˆqs(t)
(q(t)))ω̂s(t)

+R(V (t, s), exp−1
ˆqs(t)

(q(t)))ω̂s(t) +R(ω̂s(t), exp−1
ˆqs(t)

(q(t))V (t, s)

+R(q̂s(t), DJ(t,s) exp−1
ˆqs(t)

(q(t)))v̂s(t). (5.13)

On trouve

DV

Dt
= R(q̂′, J)v̂ +DJP (q̂, q(t))(S(q(t)) + k2DJ exp−1

ˆq(t)
(q(t)) + (DJR)(q̂, exp−1

q̂ (q(t)))v̂

+R(V, exp−1
q̂ (q(t)))v̂ +R(v̂, exp−1

q̂ (q(t)))V +R(v̂, DJ exp−1
q̂ (q(t)))v̂ (5.14)
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l’équation de Jacobi lorsque q̂ = q devient

DJ

Dt
= V − k1J, (5.15)

DV

Dt
= −k2J, (5.16)

car DJ exp−1
q̂ (q)|q=q̂ = −J , DJP (q̂, q)S(q)|q=q̂ = 0 (obtenue par calcul en coordonnées lo-

cales), et à partir de là on synthétise une métrique pour laquelle la dynamique est contrac-
tante [24] [25].
Ainsi, l’observateur suivant converge une fois les configurations réelle et observée initiales
sont suffisamment proches :

Observateur Riemannien

dq̂

dt
= v̂ + k1 exp−1

q̂ (q(t)), (5.17)

Dv̂

Dt
= P (q̂, q(t))(S(q(t))) + k2 exp−1

q̂ (q(t)) +R(v̂, exp−1
q̂ (q(t)))v̂. (5.18)

Pour les groupes de Lie munit d’une métrique invariante a gauche (G, I), la dynamique
prend la forme [32]

g′ = vL, (5.19)

v′ = I#ad∗vI
[v + s(g). (5.20)

L’observateur riemannien est

ĝ′ = (v̂ − k1ζ)L, (5.21)

v̂′ = I#(ad∗v̂I
[v̂+−k1

2
(ad∗ζI

[v̂+ad∗v̂I
[ζ)) +

k1

2
[ζ, v̂] +Adĝ−1g(s(g))− k2ζ +R(v̂, ζ)v̂, (5.22)

avec ζ = log(g−1.ĝ).

En effet, pour une métrique invariante a gauche, les translations a gauche transforment
des géodésiques en géodésiques.
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Ainsi, on a expĝ(ĝ.v) = ĝ expe(v), si on a expĝ(ĝ.v) = g, alors on trouve logĝ(g) = ĝ.v, où
v = loge(ĝ

−1.g), de là on déduit que exp−1
ĝ (g) = ĝ log(ĝ−1.g).

Comme en pratique on peut pas calculer loge, on applique le logarithme de la structure de
groupe de Lie qui est plus simple à calculer car il ne dépend que de la structure différentielle
et non pas de la métrique.

5.4 Application

On se propose d’appliquer l’observateur riemannien a l’observation de la vitesse d’un
corps rigide, et du bras manipulateur en se plaçant exactement dans la même situation que
celle du premier chapitre.
Pour le corps rigide, en bénéficiant de la structure algébrique (de groupe) et géométrique
(structure riemannienne invariante à gauche) de l’espace des configurations.
à présent, on considère la base canonique de R3, ceci permet de donner une base de so3,
on calcule les coefficients de la structure d’algèbre de Lie C3

1,2 = 1, C2
1,3 = −1, C1

2,3 = 1,
par les formules (équation 2.29, 2.31) on déduit le tenseur de courbure.

˙̂
R = R̂.(Ω̂− 2[I−1[log(RT .R̂)]×]×), (5.23)

˙̂
Ω = I−1.[(I.Ω̂)× Ω̂− (IΩ̂× ζ + Iζ × Ω̂)] + ζ × Ω̂− 2ζ − 2.R̂T .R.I−1[skew(R)]×+R(Ω̂, ζ)Ω̂,

(5.24)
avec ζ = I−1.[log(RT .R̂)]×, et skew(R) = R−RT

2
. On trouve les résultats suivants

Figure 5.2 – Convergence de l’observateur riemannien- corps rigide
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Les courbes dans la figure 5.2 en rouge et bleu et orange sont les vitesses de rotation
instantanées réelles, et celles en vert et mauve et bleu ciel sont les vitesses observées.
On voit qu’il y’a convergence de l’observateur en 10 secondes.

Figure 5.3 – Erreur d’observation riemannienne - corps rigide

La figure 5.3 montre que l’observateur riemannien est performant même en présence de
région sensible aux conditions initiales (courbure négative).

Remarque : On voit que skew n’est qu’une approximation du log (formule 7.1) qu’on
utilise dans la formulation riemannienne, ceci laisse à penser que l’approche classique est
une approximation de l’approche géométrique.

Pour le bras manipulateur, les équations (après approximations) sont les suivantes

[q̂i]′ = ω̂i − k1(q̂i − qi), (5.25)

[v̂i]′ = −
n∑

j,k=1

(Γij,k(q̂)v̂
j[q̂k]′) + Si(q)−

n∑
j,k=1

(Γij,k(q)S
j(q)(q̂k − qk))

−k2(q̂i − qi) +
n∑

k,j,l=1

Ri
k,j,l(q)v̂

k(qj − q̂j)v̂l. (5.26)
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Justification de l’approximation du transport parallèle :
Si DX

Dt
= 0 et X(0) = X0 et on cherche une expression de X(1). Il suffit d’écrire la formule

dXk

dt
(t) = −

n∑
i,j=1

Γki,j(q(t))X
i(t)[qj(t)]′. (5.27)

En intégrant et en approximant on trouve

X(1)k = Xk
0 −

n∑
i,j=1

Γki,j(q(0))X i
0(qj(1)− qj(0)), (5.28)

[P (q̂, q)S(q)]k = Sk(q)−
n∑

i,j=1

Γki,j(q)S
i(q)(q̂j − qj). (5.29)

Les simulations donnent

Figure 5.4 – Convergence de l’observateur riemannien- bras manipulateur

Dans la figure 5.4, les courbes en jaune et bleue sont celles des vitesses réelles, et
celles en rouge et vert sont celles observées, l’axe des abscisses étant celui du temps en
secondes, et l’axe des ordonnées étant celui des vitesses angulaires en rad/s. On voit qu’il y’a
convergence au bout de 3 secondes, ceci s’explique par le fait que l’observateur riemannien
tue la sensibilité par rapport aux conditions initiales grâce au terme de courbure rajouté.
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Dans ce chapitre, on reformule les théorèmes d’existence de commande optimale, on
géométrise le PMP en robotique et l’appliquons à des critères particuliers pour redécouvrir
sur des résultats récents. On termine par établir une théorie LQR géométrique et un aspect
d’optimisation du régulateur de poursuite.

6.1 Ensemble accessible

L’objet de cette section réside en l’étude de la possibilité d’amener un robot d’un état
initial à un état ciblé. On montre ainsi que pour les systèmes totalement actionnée, le
système robotique est complètement contrôlable.

6.1.1 Application entrée sortie :

Soit T > 0, soit U ⊂ L2([0, T ],Rm) l’ensemble des commandes admissibles (pour les-
quelles la solution de l’équation des robots est définie sur [0, T ]), alors pour (q0, v0) ∈ TM
on pose

E
(q0,v0)
T : U → TM, (6.1)

définie par E(u) = (qu, q
′
u)(T ) telle que qu est la solution de l’équation du robot.

Clairement U est ouvert et E est lisse par les théorèmes de dépendance en condition initiales
[39].
Avant de répondre à la question de pouvoir conduire le robot d’un état initial à une cible,
on commence par définir l’ensemble accessible.

Définition 6.1.1. Ensemble accessible
L’ensemble accessible du robot depuis un état initial (q0, v0) ∈ TM en temps T est AccT (q0, v0) =

ET (U).

A présent, on construit un opérateur intégrale qui est inverse de la dérivée covariante, cet
opérateur sera essentiel dans la preuve des théorèmes d’existences de commande optimale.

Lemme 6.1.1. Soit q : [0, T ] → M AD, alors il existe un unique opérateur linéaire I :

Γ1(q)→ AC(q) qui vérifie I(DV
Dt

)(t) = V (t)−P t
0(V (0)) pour tout V ∈ AC(q), et DI(V )

Dt
(t) =

V (t) presque partout pour tout V ∈ Γ1(q).

Preuve :
On construit l’opérateur localement et on l’étend par unicité, il s’agit de résoudre l’équation

Ẇ k +
∑
i,j

Γki,j q̇
iW j = V k,
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avec condition initiale W (0) = 0. On applique le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire
pour construire cette unique solution qui vérifie DI(V )

Dt
= V . D’autres parts le champ de

vecteurs W = V − P t
0(V (0)) vérifie DW

Dt
= DV

Dt
et W (0) = 0, ainsi W = I(DV

Dt
) par unicité.

Le théorème suivant décrit la topologie de l’ensemble accessible.

Théorème 6.1.1. Soit le système robotique (M, g) de dynamique

Dq′

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj, (6.2)

avec u ∈ UΩ = U ∩ L2([0, T ],Ω) où Ω ⊂ Rm est un convexe compact.
On suppose qu’il existe un K ⊂ TM compact tel que pour tout u ∈ UΩ et t ∈ [0, T ] la
solution (q, q′)(t) ∈ K, alors Acct(q0, v0) est compact et varie continûment pour la topologie
de Hausdorf sur [0, T ].

Preuve : Soit la dynamique
q′ = v

Dv

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj.

On montre la compacité de Acct, soient (qn(t), vn(t)) une suite de Acct, comme un ∈
L2([0, t],Ω) et que Ω est borné. ||un||L2 est bornée, il existe donc u ∈ L2([0, t],Ω) tel
que uφ(n) converge faiblement vers u (car L2([0, t],Ω) est fermé fort par la réciproque du
théorème de convergence dominée et le fait que Ω est fermé, et que c’est un convexe puisque
Ω est convexe, ainsi le théorème de Mazur [35] conclut que c’est un fermé faible).
D’autres parts, (qφ(n), vφ(n)) est bornée dans H1, et admet donc une sous suite qui converge
faiblement vers (q, v) : [0, t] → TM , comme H1([0, t]) s’injecte de manière compacte dans
C0([0, t]), on conclut qu’il y’a convergence uniforme.
On a donc

q(t) = q0 +

∫ t

0

v(s)ds, (6.3)

v(t) = P t
0(v0) + Iq(−∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj)(t). (6.4)

Ceci conclut que u est le contrôle qui engendre la trajectoire (q, v).
Soit t, s ∈ [0, T ], soit ε > 0. Il suffit de prouver qu’il existe δ > 0 tel que si |t− s| ≤ δ pour
tout y ∈ Accs il existe x ∈ Acct tel que ||x − y|| ≤ ε on fixe t < s, pour le y ∈ Accs, on
choisit x = (qu(t), vu(t))

y − x = (

∫ s

t

v(τ)dτ, [P0(v0) + Iq(−∇W + fjuj)]|st).
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Le fait que ce qu’il y’a a l’intérieur de l’intégrale soit localement intégrable conclut.
Remarque : L’hypothèse de bornitude des trajectoires semble naturelle et est essentielle
dans la preuve, de même pour la convexité de Ω.

6.1.2 Condition suffisante de contrôlabilité

Ici on énonce un résultat qui permet de conclure quant a la contrôlabilité des systèmes
robotiques, soit donc T > 0, on s’intéresse a la dynamique Dq′

Dt
= u.

Théorème 6.1.2. Contrôlabilité des systèmes robotiques
Soit un système robotique totalement actionne et T > 0, alors

ET (U) = TM.

Preuve :
Il s’agit de prouver qu’il existe une courbe lisse telle que q : [0, T ] → M qui vérifie
(q(0), q′(0)) = (q0, v0) et (q(T ), q′(T )) = (q1, v1). Il suffit de faire évoluer la dynamique
Dv
Dt

= −∇W (q) avec W un potentiel n’admettant pas de point critique en q0, ceci permet
de se ramener au cas ou v0 6= 0.
Ensuite, on relie par une ligne géodésique brisée les deux points expq0(εv0) et expq1(−εv1)

pour ε > 0 suffisamment petit. Ensuite, dans chaque point où la géodésique se brise, on se
ramène à une boule (euclidienne), et on fait une approximation par une courbe lisse, on ap-
plique ensuite le régulateur de poursuite (action feedforward+ proportionnel dérivée), alors
puisque E(x, vx, y, vy) = 0 implique que (x, vx) = (y, vy) (qui découle des propriétés de V
et de P ), et du fait que l’énergie est décroissante et positive, on déduit que (qu, q

′
u) = (q, q′).

6.2 Résultats d’existence

Cette partie est dédiée aux résultats d’existences de commande optimale en temps et
en critère.

6.2.1 Commande optimale en temps

On énonce ici un résultat d’existence d’une commande optimale qui permet de piloter
le robot d’un état initial à une cible, et ce en temps optimal.
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Théorème 6.2.1. Soit (M, g) un système robotique de dynamique

Dq′

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj.

Supposons que les trajectoires sont uniformément bornées, alors s’il existe T > 0 (q1, v1) ∈
AccT (q0, v0), il existe une commande optimale en temps t∗ qui pilote le robot depuis son
état initial a la cible, de plus (q1, v1) ∈ ∂Acct∗.

Preuve :
Soit t∗ = inf {t > 0, (q1, v1) ∈ Acct(q0, v0)}, supposons que (q1, v1) /∈ Acct∗(q0, v0), soit
ε = 1

2
d(x1, x

′
1) (où x′1 vérifie la distance minimale, ce point existe en vertu de la com-

pacité des ensembles accessibles). Ainsi il existe δ > 0 tel que si t ∈ [t∗, t∗ + δ] alors pour
tout x ∈ Acct, il existe y ∈ Acct∗ tel que ||x− y|| ≤ ε. Par définition de l’infimum, il existe
un t∗ < t < t∗ + δ qui vérifie x1 ∈ Acct, prenons x = x1 et le y correspondant sera un
élément de Acct plus proche de x1 que x′1, c’est la contradiction recherchée.

si x1 /∈ ∂Acct∗ , alors x1 ∈ ˚Acct∗ et ainsi par continuité il existe un t < t∗ tel que x1 ∈ Acct,
ceci contredit l’optimalité en temps.

Figure 6.1 – Temps optimalité

6.2.2 Commande optimale en critère

On énonce ici un résultat d’existence de commande optimale en critère qui permet de
piloter le robot d’un état initial à une cible, on suppose que les contrôles sont à valeurs
dans un convexe fermé Ω, on note UT l’ensemble des contrôles dans L2([0, T ],Ω) joignant
(q0, v0) à (q1, v1).
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Théorème 6.2.2. Soit (M, g) un système robotique de dynamique :

Dq′

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj

on suppose que les trajectoires sont uniformément bornées, alors si (q1, v1) ∈ AccT (q0, v0) il
existe une commande optimale pour le critère quadratique qui pilote le robot de la position
initiale a la cible :

J(u) =

∫ T

0

[||u(t)||2R + |vu(t)− P (qu(t), q1)v1|2g +
1

2
d2
g(q1, qu(t))]dt (6.5)

avec R ∈ S++
n (R).

Preuve :
Soit α, β > 0 tels que β ≤ R ≤ α, alors β.||u||2 ≤ J(u), soit un ∈ UT une suite minimisante,
c’est a dire tel que J(un) → infu∈U Ju, cette suite est bornée par l’inégalité précédente,
et ainsi possède une sous suite qui converge faiblement vers u. Nous allons montrer que
u ∈ UT , on rappelle que L2([0, T ],Ω) est un fermée faible en raison de sa convexité et de
sa fermeture forte (réciproque de convergence dominée).
Soient (qn, vn) les trajectoires associées à un initialisées à (q0, v0),

qn(t) = q0 +

∫ t

0

vn(s)ds

vn(t) = P t
0(v0) + Iqn(−∇W (qn) + fj(qn)uj,n)(t)

de sorte que (qn, vn)(T ) = (q1, v1), comme (qn, vn) ∈ H1([0, T ]) est bornée, on peut en
extraire une sous suite qui converge faiblement vers (q, v) ∈ H1([0, T ]), comme cet espace
de Sobolev s’injecte de manière compacte dans C([0, T ]), cette suite converge uniformément
vers (q, v), et donc :

q(t) = q0 +

∫ t

0

v(s)ds

v(t) = P t
0(v0) + Iq(−∇W (q) + fj(q)uj)(t)

ceci affirme que u ∈ U puisque q, v sont définie sur [0, T ], et que q(T ) = q1, v(T ) = v1, par
ailleurs on a ||u||R,L2 ≤ lim inf ||un||R,L2 (car la norme ||.||R,L2 est une fonction convexe sur
L2 et continue, ainsi semi-continue inférieurement pour la topologie faible) et ainsi on a
donc par convergence uniforme de (qn, vn)

inf
u∈U

J(u) ≥ J(u).
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Les résultats précèdent sont des résultats d’existences de commande optimale à condi-
tions terminales sur l’état. En pratique, il est plus simple d’imposer dans le critère un poids
qui pénalise l’éloignement de l’état terminale de la consigne, comme on le retrouve dans
les énoncés suivants.

Théorème 6.2.3. Soit (M, g) un système robotique comme précédemment, alors
si les trajectoires sont uniformément bornées il existe une commande optimale
pour le critère

J(u) =

∫ T

0

1

2
[||u(t)||2R + |vu(t)|2g + d2

g(q1, qu(t))]dt. (6.6)

L’importance de ce résultat est qu’il est plus facile de calculer la commande optimale
fournie par ce théorème que le précèdent, et d’autres parts, il est très difficile en pratique
de savoir si la cible est accessible depuis l’état initial.
On a le résultat suivant concernant le problème de poursuite.

Théorème 6.2.4. Soit t ∈ [0, T ]→ qref (t) ∈M une trajectoire de référence, alors
si les trajectoires sont uniformément bornées, il existe une commande optimale
pour le critère

J(u) =

∫ T

0

1

2
[||u||2R + |vu(t)− P (qu, qref )vref |2g + d2

g(qref (t), qu(t))]dt. (6.7)
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6.3 PMP en robotique

La contribution dans cette partie consiste à reformuler le PMP dans ce cadre, en ap-
pliquant la formulation au problèmes d’évitement d’obstacles, on redécouvre des résultats
très récents.

On s’intéresse comme d’habitude au contrôle optimal de la dynamique robotique

Dq′

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj.

On initialise le robot en (q, v0) et on le laisse évoluer sous l’influence d’un contrôle u ∈
L2([0, T ],Ω), de sorte que la solution soit définie sur [0, T ]. On s’intéresse à des critères de
la forme (semblable aux formules 6.6 6.7)

J(u) =

∫ T

0

L(qu(t), vu(t), u(t))dt+ g(qu(T ), vu(T )), (6.8)

avec L : TM × Rm → R et g : TM → R sont lisses, et pour le problème de poursuite
optimale L est une fonction qui dépend explicitement du temps.
L’idée est de prendre une trajectoire optimale (q∗, v∗, u∗) et d’en faire des perturbations
sur le contrôle uε, et on étudie la solution de la dynamique robotique pour ce contrôle pour
les mêmes conditions initiales.
On note exp(q0,v0)(v

′
0, v
′
1) avec (v′0, v

′
1) ∈ T(q0,v0)TM désigne l’application exponentielle as-

sociée a la métrique de Sasaki G.
Soit s > 0 et a ∈ Ω et ε > 0 suffisamment petit tel que s − ε > 0 et soit le contrôle de
L2([0, T ],Ω) définie par uε(t) = a si t ∈]s− ε, s[ et u∗(t) sinon.
La première étape consiste à avoir la dynamique robotique lorsque la condition initiale est
suffisamment proche de (q0, v0) à savoir exp(q0,v0)(ε(v

′
0, v
′
1)).

Lemme 6.3.1. Soit la dynamique :

Dq′ε
Dt

= −∇W (qε) +
m∑
j=1

fj(qε)uj,

avec (qε(0), vε(0)) = exp(q0,v0)(ε(v
′
0, v
′
1) + o(ε)), alors qε(t) = expq(t)(εY (t) + o(ε)), avec

Y ∈ Γ(q), définie par la solution de l’équation différentielle linéaire

D2Y

Dt2
= −DY∇W (q) +R(q′, Y )q′ +

m∑
j=1

DY fj(q)u
∗
j , (6.9)

Y (0) = v′0,
DY
Dt

(0) = v′1.
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maintenant on peut énoncer le résultat qui nous est utile.

Lemme 6.3.2. La dynamique

Dq′ε
Dt

= −∇W (qε) + fj(qε)uε,j,

avec (qε, vε)(0) = (q0, v0) peut être approximée par qε(t) = expq(t)(εY (t)+o(ε)), avec Y (t) =

0 sur [0, s], et solution de

D2Y

Dt2
= −DY∇W (q) +R(q′, Y )q′ +

m∑
j=1

DY fj(q)u
∗
j , (6.10)

avec Y (s) = 0, DY
Dt

(s) =
∑m

j=1 fj(q(s)).(aj − u∗j(s)).

On suppose dans un premier temps que L = 0, ainsi on est confronté à un problème
de coût terminale, J(u) = g(qu(T ), vu(T )), la prochaine étape consiste à estimer d

dε
J(uε)|ε=0

en utilisant le lemme précèdent, on a d
dε
J(uε) = dg(q,v)(T )(Y (T ), DY

Dt
(T )), définissons (p1, p2) ∈

AC(q) solution de
Dp1

Dt
= −A∗(p2), (6.11)

Dp2

Dt
= −p1, (6.12)

avec (p1, p2)(T ) = ∇g(q(T ), v(T )). Ainsi, la grandeur < p1, Y > + < p2,
DY
Dt

> est
constante. En effet, sa dérivée vaut

<
Dp1

Dt
, Y > + < p1,

DY

Dt
> + <

Dp2

Dt
,
DY

Dt
> + < p2,

D2Y

Dt2
>= − < A∗(p2), Y > + < p2,

D2Y

Dt2
> .

En notant A l’opérateur tel que
D2Y

Dt2
= A(Y ), (6.13)

on conclut en prenant A∗ l’opérateur adjoint.
On a d

dε
J(uε)|ε=0 =

∑m
j=1(aj − u∗j) < p2(s), fj(q(s)) >, comme u∗ est optimale et que s et

a sont arbitraire, on conclut que

m∑
j=1

u∗j < p2(s), fj(q(s)) >= min
a∈Ω

m∑
j=1

aj < p2(s), fj(q(s)) > .
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Théorème 6.3.1. PMP pour les systèmes robotiques

Soit la dynamique Dq′

Dt
= −∇W (q) + fj(q)uj, avec u ∈ L2([0, T ],Ω), alors si

la trajectoire u∗ est optimale pour le critère

J(u) =

∫ T

0

L(qu, vu, u)dt+ g(qu(T ), vu(T )),

ils existent p1, p2 ∈ AC(q) tels que

Dp1

Dt
= −A∗(p2)−∇qL, (6.14)

Dp2

Dt
= −p1 −∇vL, (6.15)

avec (p1, p2)(T ) = ∇g(q(T ), v(T )), et vérifie le principe de minimisation

H(q(t), v(t), p1(t), p2(t), u∗(t)) = min
a∈Ω

H(q(t), v(t), p1(t), p2(t), a), (6.16)

presque partout sur [0, T ], avec H(q, v, p, u) =< p1, v > + < p2,−∇W (q) + fj(q)uj >

+L.

6.3.1 Application en régulation optimale

Donnons un exemple d’application, on choisit L = α
2
|u|2 et g(q, v) = U(q∗, q) + 1

2
|v|2. Il

s’agit d’un problème de régulation en temps fini vers la position (q∗, 0), pour la dynamique
Dq′

Dt
= u. On obtient le résultat suivant déjà obtenu dans [34] par les mêmes méthodes

variationnelles que la dérivation de l’équation des géodésiques.

Proposition 6.3.1. Soit la dynamique Dq′

Dt
= u et le critère

J(u) =

∫ T

0

α

2
|u|2dt+ U(q∗, qu(T )) +

1

2
|vu(T )|2, (6.17)

alors la commande optimale est la solution absolument différentiable de l’équation de Jacobi

D2u

Dt2
= R(vu, u)vu, (6.18)

avec u(T ) = − 1
α
vu(T ) et Du

Dt
(T ) = −∇U(q∗, qu(T )).

Preuve : Puisque H(u) =< p1, v > + < p2, u > +α/2 < u, u > est convexe en u, le
minimum est atteint pour u = − 1

α
p2. Le fait que < R(X, Y )Z,W >=< R(Z,W )X, Y >
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les équations deviennent
Dp1

Dt
= −R(vu, p2)vu,

Dp2

Dt
= −p1.

Puisque u = − 1
α
p2 on conclut.

6.3.2 Application au problème d’évitement d’obstacles

On donne une autre application au problème d’évitement d’obstacles [51] [52] [53],
l’application du PMP permet de retrouver le résultat suivant

Figure 6.2 – Problème de l’évitement d’obstacles [52]

Théorème 6.3.2. Avoidance Problem on Riemannian Manifolds
Soit la dynamique robotique Dq′

Dt
= u on désire optimiser le critère

J(u) =

∫ T

0

[U(q∗, qu(t)) +
1

2
|vu(t)|2 +

α

2
|u|2 + V (qu(t))]dt, (6.19)

avec V : M → R est une fonction potentielle qui mesure l’éloignement du robot des obs-
tacles. La commande optimale vérifie l’équation suivante

D2u

Dt2
= R(vu, u)vu +

1

α
∇(U + V )(qu) +

1

α
u, (6.20)

avec u(T ) = Du
Dt

(T ) = 0.

En générale V (q) =
∑o

i=1
1

Oi(q)
avec les Oi sont des fonctions lisses et propres sur M ,

et les obstacles sont les Oi = {q ∈M,Oi(q) ≤ 0}.
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6.4 Régulation et poursuite optimale

Il s’agit de plonger la question dans un problème plus grand à paramètre et de résoudre
une EDP, on commence par donner un aperçu de la théorie d’Hamilton-Jacobi, et on
discutera de la notion de solution de viscosité.

6.4.1 Théorie HJB en Robotique

Grâce à un calcul [37] [39] on montre que l’action (si elle est C1) d’un système méca-
nique vérifie l’équation d’Hamilton-Jacobi. L’action nous fait penser à la fonction valeur
en commande optimale, c’est la principale motivation de l’approche de Bellman. Soit donc
la dynamique robotique

Dq′

Dt
= −∇W (q) +

m∑
j=1

fj(q)uj,

avec u ∈ L2([0, T ],Ω). Soit (q, v) ∈ TM et soit t ∈ [0, T ], on note V : [0, T ] × TM → R
par

V (t, q, v) = inf
u∈UΩ

[

∫ T

t

L(s, qu(s), vu(s), u(s))ds+ g(qu(T ), vu(T ))], (6.21)

ou (qu, vu) sont solutions de la dynamique robotique, et que (qu(t), vu(t)) = (q, v).
Pour t ≤ s ≤ t+ h on pose u(s) = a ∈ Ω, et pour s > t+ h on choisit un contrôle optimal,
le coût de ce contrôle vaut∫ t+h

t

L(s, q(s), v(s), u(s))ds+ V (t+ h, q(t+ h), v(t+ h)) ≥ V (t, q(t), v(t),

ainsi on a
V (t+ h, q(t+ h), v(t+ h)− V (t, q(t), v(t))

h
+

1

h

∫ t+h

t

L(s, q(s), v(s), a)ds ≥ 0.

En faisant tendre h vers 0 on trouve
∂V

∂t
+ < ∇qV, q

′ > + < ∇vV,
Dv

Dt
> +L ≥ 0,

ceci veut dire que
∂V

∂t
(t, q, v)+inf

a∈Ω
[< ∇qV (t, q, v), v > + < ∇vV (t, q, v),−∇W (q)+fj(q)aj > +L(t, q, v, a)] ≥ 0.

En utilisant un contrôle optimal, on montre en fait que

∂V

∂t
(t, q, v) + min

a∈Ω
[< ∇qV (t, q, v), v > + < ∇vV (t, q, v),−∇W (q) + fj(q)aj > +L(t, q, v, a)] = 0.

(6.22)

C’est l’équation d’Hamilton-Jacobi-Belmann.
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6.4.2 Stratégie de commande optimale

La stratégie pour résoudre un problème d’optimisation via la théorie HJB est la sui-
vante, on calcule la valeur minimale du Hamiltonien

H(t, q, v, p, u) =< p1, v > + < p2,−∇W (q) + fj(q)uj > +L(t, q, v, u)

et on trouve le u∗ optimal, on résout l’équation HJB et on exprime le contrôle optimal en
boucle fermée.

On vérifie a présent que le contrôle ainsi construit est optimal∫ T

0

L(s, q(s), v(s), u(s)) + g(q(T ), v(T )) = −
∫ T

0

[
∂V

∂t
+ < ∇qV, v >

+ < ∇vV,−∇W (q) + fj(q)uj >]ds+ g(q(T ), v(T ))

= −
∫ T

0

d

ds
V (s, q(s), v(s))ds+ g(q(T ), v(T )) = V (0, q, v), (6.23)

ceci confirme l’optimalité.

Ainsi, le contrôle optimal vérifie

d

d
V (t, q(t), v(t)) = −L(t, q(t), v(t), u(t)),

presque partout. En particulier lorsque L ≥ 0, la fonction valeur est décroissante le long
de la trajectoire optimale.

6.4.3 Solutions de viscosité

on peut montrer sous des hypothèses [36] qu’en fait l’équation HJB possède une unique
solution en un certain sens. La motivation principale est qu’en fait l’équation d’Hamilton
Jacobi ne possède pas en générale une solution globale.

La méthode de caractéristique pose problème lorsqu’on cherche une solution globale, on
introduit alors la notion de solution de viscosité qui permet de prouver l’existence.

Il y’a une technique des analystes qui consiste à rajouter un terme de viscosité qui rend
l’équation elliptique et donc on dispose de résultats d’existences et même d’estimations
uniforme sur les compacts.

L’autre technique consiste à montrer que la fonction valeur est en fait l’unique solution de
viscosité de l’équation d’Hamilton Jacobi.
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6.4.4 Théorie LQR

Pour ce problème, soit U = 1
2
d2
g : M ×M → R l’énergie cinétique minimale transférant

le robot entre les deux configurations, et soit γ > 0. On s’intéresse aux systèmes robotiques
complètement actionnés

Dq′

Dt
= u. (6.24)

On cherche à réguler le système vers une position (q∗, 0) en minimisant le critère

J(u) =

∫ ∞
0

[
1

2
d2
g(q
∗, qu) +

1

2
|vu|2 +

α

2
|u|2]e−γtdt, (6.25)

pris sur l’ensemble des contrôles tels que les trajectoires soient uniformément bornées.
Nous allons montrer grâce aux travaux de [41] [42] [43] [44] [45] [56] qu’en fait la commande
optimale (si elle existe) est unique et est un retour proportionnel dérivée riemannien (6.26)
dont les coefficients sont détermines via une équation de Riccati algébrique (6.27).

Théorème 6.4.1. La commande qui optimise le critère

J(u) =

∫ ∞
0

[
1

2
d2
g(q
∗, qu) +

1

2
|vu|2 +

α

2
|u|2]e−γtdt,

pour la dynamique robotique Dq′

Dt
= u initialisée en (q0, v0) avec d2

g(q0, q
∗)+ α

k3
|v0|2 <

injq∗(M)2 est

u =
k3

α
. exp−1

q (q∗)− k2

α
v, (6.26)

avec (k3/α, k2/α) = R−1BTK et K est l’unique solution définie positive de l’équa-
tion algébrique

ATK +K.A−K.B.R−1.BT .K = −Q. (6.27)

Preuve :
Notons (q, v) ∈ TM la condition initiale du système, alors la fonction V (q, v) = infu J(u)

est solution de viscosité de l’équation HJB H(q, v,∇V ) = γV avec

H(q, v, p1, p2) = inf
u∈TqM

< p1, v > + < p2, u > +U(q∗, q) +
1

2
|v|2 +

α

2
|u|2, (6.28)

comme cette fonction est convexe de u pour tout (q, v) ∈ TM et (p1, p2) ∈ TqM2 sur TqM ,
elle atteint son minimum pour u = − 1

α
p2, comme p2 = ∇vV , le calcul de la fonction valeur

conclut.
Ainsi H(q, v,∇V ) = γV équivaut a l’EDP

< ∇qV, v > −
1

2α
|∇vV |2 +

1

2
d2
g +

1

2
|v|2 = γV, (6.29)
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une fonction candidate pour être solution de l’équation HJB est

V (q, v) = k1
1

2
d2
g(q
∗, q) +

k2

2
|v|2 − k3 < exp−1

q (q∗), v > . (6.30)

On a
d

dt
V (q, v) = − < k1 exp−1

q (q∗), v > + < k2v,
Dv

Dt
>

− < k3Dv exp−1
q (q∗), v > − < k3 exp−1

q (q∗),
Dv

Dt
>, (6.31)

ainsi ∇V = (−k1 exp−1
q (q∗)− k3Dv exp−1

q (q∗), k2v − k3 exp−1
q (q∗)). En utilisant

1

2
| exp−1

q (q∗)|2 =
1

2
d2
g(q
∗, q)

Dv exp−1
q (q∗) = −v,

On obtient ∇V = (−k1 exp−1
q (q∗)+k3v,−k3 exp−1

q (q∗)+k2v) et en remplaçant dans l’équa-
tion on trouve

−k1 < exp−1
q (q∗), v > +k3|v|2 −

1

2α
[k2

3| exp−1
q (q∗)|2 + k2

2|v|2

−2k3k2 < exp−1
q (q∗), v >] +

1

2
d2
g +

1

2
|v|2 = γV (6.32)

(1− 1

α
k2

3)
1

2
d2
g +

1

2
[1 + 2k3 −

k2
2

α
]|v|2 − [k1 −

k3k2

α
] < exp−1

q (q∗), v >= γ.V (6.33)

ainsi les équations de Riccati à résoudre sont :

1− k2
3

α
= γk1, (6.34)

1 + 2k3 −
k2

2

α
= γk2, (6.35)

k1 −
k3k2

α
= γk3. (6.36)

Pour écrire cette équation sous forme de l’équation de Riccati de la théorie LQR, on pose

K =

(
k1 k3

k3 k2

)
, R = α, Q = I2, et B =

(
0

1

)
A =

(
−γ 2

0 −γ

)
. L’équation de Riccati prend

alors la forme comme pour les systèmes linéaires

AT .K +K.A−K.B.R−1.BT .K = −W,
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comme K est définie positive, alors k1, k2 > 0 et par l’égalité (6.36) on a k3 > 0 il est

clair que C(A,B) =

(
0 2

1 −γ

)
et donc la paire A,B est complètement commandable, et

Q,R > 0, alors par le lemme dans [37] dans la partie LQR. On conclut qu’il existe une
unique solution définie positive de l’équation ci dessus, et même on retrouve la formule(

k3

α
k2

α

)
= R−1BTK, (6.37)

qui donne les gains du retour d’état en fonction de K. La fonction

L(q, v) =
k3

2α
d2
g(q
∗, q) +

1

2
|v|2, (6.38)

est une fonction de Lyapunov de la dynamique bouclée.

6.4.5 Poursuite optimale

Le but de cette partie est de comprendre le régulateur de poursuite [30] sous un aspect
d’optimisation, Pour simplifier on note U = 1

2
d2
g et on se donne la dynamique Dq′

Dt
= u et

le critère

J(u) =

∫ T

0

[
1

2
d2
g(qref , qu) +

1

2
|vu − P (qu, qref )vref |2 +

α

2
|u− uFF |2]dt.

Une fonction candidate pour résoudre l’équation HJB est

V (t, q, v) = k1(t).U(qref (t), q)+
k2(t)

2
|v−P (q, qref )vref |2+k3(t) < gradqU(qref , q), v−P (q, qref )vref > .

Le Hamiltonien est

H(t, q, v, p) = inf
u∈TqM

(< p, (v, u) > +U(qref (t), q)+
1

2
|v−P (q, qref (t))vref (t)|2+

α

2
|u−uFF (t, q, v)|2),

ainsi u = uFF − 1
α
p2 et on a la formule

H(t, q, v, p) =< p1, v > + < p2, uFF > −
1

2α
|p2|2 + U(qref (t), q) +

1

2
|v − P (q, qref )vref |2.

Un calcul donne

∂V

∂t
= k′1U + k′2|v − P |2 + k′3 < ∇U, v − P > +k1 < ∇1U, vref > −k2 <

d

dt
P, v − P >

+k3 <
d

dt
∇2U, v − P > +k3 < ∇2U,−

d

dt
P > .
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Figure 6.3 – Compatibilité de la paire (1
2
d2
g, P ) [25]

La compatibilité de la paire (1
2
d2
g, P ) implique que < ∇1U, vref >= − < ∇2U, P >, à

présent calculons ∇V , pour cela

d

ds
V (t, qs, vs) = k1∇2U, v > +k2 < Dsv −DsP, v − P >

+k3 < Ds∇2U, v − P > +k3 < ∇2U,Dsv −DsP >,

en utilisant le fait que < P,P > est constant on conclut que < DsP, P >= 0, on trouve
que

∇qV = k1∇2U − k2DsP + k3(v − P )− I,

∇vV = k2(v − P ) + k3∇2U,

telle que < I, v >=< ∇U,DvP >. Le terme Hamiltonien devient

H =< k1∇U − k2DsP + k3(v − P )− I, v > + < k2(v − P ) + k3∇U, uFF > −
1

2α
k2

2|v − P |2

− 1

2α
k2

3|U |2 −
k2k3

α
< ∇U, v − P > +U +

1

2
|v − P |2.
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En réarrangent les termes on trouve que l’équation HJB est

k′1U +
k′2
2
|v − P |2 + k′3 < ∇U, v − P > +k1 < ∇U, v − P >

−k2 <
d

d
P +DvP, v − P > +k3 < v − P, v > +k2 < uFF , v − P > +k3 < ∇U, uFF >

−k3 < ∇U,
d

dt
P +DvP > +k3 <

d

dt
gradqU, v − P > − 1

2α
k2

2|v − P |2 −
1

2α
k2

3|∇U |2

−k2k3

α
< ∇U, v − P >

+U +
1

2
|v − P |2 = 0.

On conclut qu’en prenant

uFF (t, q, v) =
d

dt
P (q, qref (t))vref (t) +DvP (q, qref (t))vref (t), (6.39)

et en remarquant que d
dt
gradq(U) = −P l’équation se ramène à

k′1U +
k′2
2
|v − P |2 + k′3 < ∇U, v − P >,

+k1 < ∇U, v − P > +k3|v − P |2 −
1

2α
k2

2|v − P |2 −
1

2α
k2

3|∇U |2 −
k2k3

α
< ∇U, v − P >,

+U +
1

2
|v − P |2 = 0.

Ceci se réécrit
k′1 −

k2
3

α
+ 1 = 0,

k′2 + 2k3 −
k2

2

α
+ 1 = 0,

k′3 + k1 −
k2k3

α
= 0,

ou encore
K ′(t) + AT .K(t) +K(t).A−K(t).B.R−1.BT .K(t) = −Q, (6.40)

K(T ) = 0.

Le feedback instationnaire qui optimise le critère est

u = uFF + uPD,

uPD(t, q, v) =
k3(t)

α
exp−1

q (qref (t))−
k2(t)

α
[v − P (q, qref (t))vref (t)],



74 Chapitre 6. Commande optimale des robots

avec (k3/α, k2/α) = R−1BTK(t).
On obtient le théorème suivant

Théorème 6.4.2. soit la dynamique robotique Dq′

Dt
= u, une trajectoire de réfé-

rence lisse est donnée qref : [0, T ]→M , le régulateur qui optimise le coup

J(u) =

∫ T

0

[
1

2
d2
g(qref (t), qu(t)) +

1

2
|vu(t)−P (qu(t), qref (t))vref (t)|2 +

α

2
|u−uFF (t, q, v)|2]dt,

est un régulateur PD+feedforward u = uFF + uPD

uFF (t, q, v) =
d

dt
P (q, qref (t))vref (t) +DvP (q, qref (t))vref )(t), (6.41)

uPD(t, q, v) =
k3(t)

α
exp−1

q (qref (t))− k2(t)

α
[v − P (q, qref )vref (t)], (6.42)

avec (k3/α, k2/α) = R−1BTK(t) avec

K ′(t) + ATK(t) +K(t).A−K.B.R−1.BT .K = −Q, (6.43)

et K(T ) = 0.

Remarque : Le régulateur de poursuite optimale (équation 6.41 6.42) a exactement la
même structure que celui de F. Bullo et R.M. Murray qu’on a vu dans le chapitre 4 (équa-
tion 4.7 4.8), sauf que les gains sont déterminés par une équation de Riccati différentielle
(équation 6.43).



CHAPITRE 7

Applications
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7.1 Régulation et Poursuite optimale du corps rigide

Ici on applique le régulateur de poursuite optimale pour le corps rigide, on choisit la
fonction distance carrée qui est lisse localement sur SO(3), ceci suffit car on initialise la
configuration suffisamment proche de la configuration de référence.
Pour pouvoir appliquer la théorie LQR, on introduit les matrices suivantes R = α, Q = I2,

et B =

(
0

1

)
A =

(
−γ 2

0 −γ

)
.

Nous utiliserons la formule de Rodrigues (équation 7.1) [55] [21] qui donne une expression
simple du logarithme matriciel log : {R ∈ SO(3), tr(R) 6= −1} → {η ∈ A3(R), ||[η]×|| < π}.

log(R) =
φ(R)

sin(φ(R))
skew(R), (7.1)

avec φ(R) = arccos( tr(R)−1
2

).

La représentation adjointe est AdR(h) = R.h.R−1, et adη(ζ) = [η, ζ] = η.ζ − ζ.η.
On a les formules suivantes [21] [55]

AdR(Ω)× = R.[Ω]×, (7.2)

[η, ζ]× = ([η]× × [ζ]×). (7.3)

La métrique est invariante a gauche, les translations à gauche sont des isométries et donc
on a pour tout R,Rref ,∈ SO(3),

d(R,Rref ) = d(I, RT
refR), (7.4)

en fixant
U(R) =

1

2
d2(I, R), (7.5)

on a déjà vu que d(I, R) = | log(R)|, alors

∇U(R) = R. log(R). (7.6)

Comme il est difficile de calculer le logarithme associée à la métrique, on calcule le loga-
rithme matriciel.
Le terme proportionnel vaut log(RT

ref .R), et donc l’expression du régulateur PD est :

τPD = −kP [log(RT
refR)]× − kD.([Ω]× −RTRref .[Ωref ]×), (7.7)

avec (kP , kD) = lqr(A,B,Q,R).
Le régulateur feedforward est

τFF =
1

2
([Ω]××RTRref .[Ωref ]×− I−1.(I.RTRref [Ωref ]

×× [Ω]× + I.[Ω]××RTRref [Ωref ]×))
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+RTRref [Ωref ]
× × [Ω]× +RTRref .[Ω

′
ref ]×, (7.8)

à implémenter sur l’équation

R′ = RΩ,

Ω′ = I−1.(IΩ× Ω) + τ. (7.9)

Régulation Optimale :

il s’agit d’un cas particulier du précèdent, pour une référence constante (Rd, 0) le régu-
lateur est donc

τPD = −kP [log(RT
d .R)]× − kD[Ω]×, (7.10)

pour (kP , kD) = lqr(A,B,Q,R).

7.2 Simulations

Les simulations sont effectués par le logiciel MATLAB, on programme l’équation via
un schéma d’Euler plus géométrique.

Ri+1 = Ri. exp(dt.Ωi), (7.11)

Ωi+1 = Ωi + dt.(I−1(I.Ωi × Ωi) + τi), (7.12)

qu’on tire de [55].
On fixe γ = −2 et α = 1, ceci donne (kP , kD) = (8.7852, 8.3357), on choisit Ωref (t) =

[0.5t, 0.3t, 0.4t]×, et Rref est l’unique trajectoire de SO3 vérifiant R′ref = RrefΩref , les
résultats sont donnés dans les figures 7.1, 7.2, 7.3.
On simule dans les figures les vecteurs R.ei pour ei la base canonique de R3, ceci permet
d’étudier le comportement complet de R, Voici les résultats
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Figure 7.1 – Poursuite optimale de Rref .[1, 0, 0]

Figure 7.2 – Erreur de poursuite de Rref .[1, 0, 0]
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Figure 7.3 – Poursuite optimale de Rref .[0, 1, 0]

Figure 7.4 – Erreur de poursuite de Rref .[1, 0, 0]
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Figure 7.5 – Poursuite optimale de Rref .[0, 0, 1]

Figure 7.6 – Erreur de poursuite de Rref .[1, 0, 0]

Les figures 7.1 7.3 7.5 illustrent les composantes de l’orientation réelle et de référence du
corps rigide. Les figures 7.2 7.4 7.6 illustrent les erreurs de poursuites de chaque colonne des
orientations, on voit bien qu’il y’a bonne poursuite malgré la haute fréquence de variation
de la référence.
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Régulation Optimale

On applique le régulateur LQR au corps rigide afin de le stabiliser vers la position d’équi-
libre (I, 0), cette fois ci on pose γ = −1 et α = 0.5, ceci donne (kP , kD) = (1.4142, 2.7671).

Figure 7.7 – Régulation optimale de l’orientation vers I, première colonne de R

Figure 7.8 – Régulation optimale de l’orientation vers I, deuxième colonne de R
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Figure 7.9 – Régulation optimale de l’orientation vers I, troisième colonne de R

Les graphes illustrées dans les figures 7.7 7.8 7.9 sont ceux des composantes de l’orien-
tation du corps rigide, on voit bien que les composantes de la diagonale convergent vers 1,
et les autres vers 0, ainsi la configuration converge vers l’identité.



Conclusion

La robotique classique et ses limites

La robotique classique assure la régulation de la configuration des robots et la régula-
tion optimale de la cinématique d’un corps rigide.

Cependant, quelques remarques montrent qu’elle se comporte mal vis à vis des problèmes
de régulation sous contrainte, et de régulation optimale de la dynamique des robots.

Elle ne permet pas non plus d’expliquer une sensibilité par rapport aux conditions ini-
tiales qui est présente dans beaucoup de systèmes robotiques et qui empêche la conception
d’observateur performant.

Les avantages et inconvénients de la robotique géomé-
trique

L’approche géométrique assure une modélisation plus proche de la réalité. On peut as-
surer une régulation sous contrainte de l’outil sous condition d’absence de singularités.

On explique l’origine de la sensibilité par rapport aux conditions initiales par la notion
de courbure, et qu’on peut contourner via l’observateur riemannien.

On peut également assurer une régulation ainsi qu’une poursuite optimale par des mé-
thodes algorithmiques.

Cependant, malgré tous ses succès, cette approche nécessite des calculs fastidieux et parfois

83



84 Conclusion

difficiles. On a souvent recours à des approximations, en faisant ceci on voit qu’on retombe
sur les régulateurs proposées par l’approche Euclidienne. Ainsi, on peut voir la robotique
classique comme étant une approximation de la robotique géométrique, un peu comme la
mécanique céleste Newtonienne est l’approximation de la relativité générale.

Recherches à suivre

La robotique géométrique est un domaine actif en recherche, La formulation du PMP
donnée ici peut être exploitée pour approfondir l’influence de la courbure sur les trajec-
toires optimales. Le régulateur de poursuite proposée pourra donner naissance à une théorie
LQG en robotique.

On pourra également étudier l’influence de la courbure moyenne de N dansM pour aboutir
à des résultats de régulation de l’outil sous contrainte.
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