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Résumeé

L’objectif du présent travail est la synthése de filtres numériques récursifs {filtres RII) par la

méthode des moindres carrés vrais (MCV).

Dans ce cadre, nous avons développé la méthode (MCV), en nous basant sur une 1dée de
Steiglitz et McBride propsée initiallement pour I'identification des systéme en automatique.
Nous avons appliqué la méthode MCV pour la synthése de filtres pumériques RIT et aussi
pour la réduction de modéles.

L'efficacité de la méthode est observée A travers de nombreuses simulations et aussi par com-
paraison avec les méthodes de Padé et des moindres carrés modifiés (MCM).

Mots clés : Filtres numériques récursifs (filtres RI1), Synthese des filtres, Méthode des Moin-
dres Carrés Modifiés (MCM), Méthode des Moindres Carrés Vrais (MCV).

Abstract

The aim of this work is the siudy of the True Least Squares method (TLS) and its apphication

to the synthesis of recursive digital filters (I1IR).
In this context, we have developed the TLS method, based on an original idea proposed by

Steiglitz et McBride for system identification in control.
We have applied the TLS method to the synthesis of recursive digital filters and model re-

duction.
The efficiency of the TLS method is clearly shown by the simulation results on several exam-

ples and comparisons with Padé and modified least squares (MLS) methods.

Key words : Recursive digital filters (IIR filters), Filter synthesis, Modified Least Squares
(MLS) Method, True Least Squares { TL5) Method.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

De par sa nature, 'homme a toujours besoin d’étre en contact avec son environ-
nement, pour cela il utilisa trés t6t son génie créateur pour inventer différentes
méthodes (la parole, 'écriture, ... etc) qui lui permirent de communiqier avec ses
semblables et assouvir sa soif de savoir et de connaissances sans cesse grandissante
sur Je monde dans lequel il évolue.

Par la suite, la notion de filtrage c’est tout naturellement imposée, car souvent
il fallait séparer, trier et recueillir au milieu d’une multitude d ‘informations, celle
recherchée, qui présentait un intérét 4 ce moment donné.

Cette notion de filtrage au sens large a été particuliérement adoptée en électicité
et en électronique afin de séparer des signaux ayant des spectres de fréquences
différents.

Ainsi, les premiers filtres analogiques passifs sont apparus dans le domaine de
Ia radio-électricité et depuis, leur utilisation a pris un essor considérable, du princi-
palement au développement trés rapide de la technologie en genéral et plus particu-
lierement de I'électronique.

Actuellement, le filtrage est présent dans un grand nombre de domaines tels que :
La médecine, I'astrophysique, la géophysique . .. etc.
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1.2 Introduction au filtrage numérique

C’est certainement I’énorme développement des calculateurs et de I'informatique au
cours de la décennie 1960-1970, qui a été a 'origine du développement des techniques
numériques et a permis la mise en ceuvre pratique de théories et concepts établis
bien auparavant.

Le filtrage, fiit 'un des premiers domaines & bénéficier de I'outil informatique, on
I'utilisa d’abord pour simuler des filtres analogiques afin d’en étudier le comporte-
ment, améliorer les performances avant une éventuelle réalisation pratique.

Le progrés immense réalisé dans le domaine de la technologie des composants
électroniques, I'avénement des techniques d’intégration & grande échelle (LSI, VLSI),
des circuits intégrés & applications spécifiques (ASICs), la disponibilité et le faible
colit des convertisseurs analogique-numérique (CAN) et numérique-analogique (CNA )
ont constitués le point de départ effectif du filtrage numérique.

Le filtrage numérique est devenu dés lors un axe de recherche & part entiére, en-
richi au fur et & mesure par le travail de nombreux scientifiques qui développérent di-
verses théories de synthése des filtres numériques ainsi que des méthodes et schémas
pour leurs réalisations matérielle.

1.3 But et présentation du travail

Le traitement numérique du signal en général, le filtrage numérique en particulier,
sont & I'heure actuelle largement utilisés dans plusieurs domaines de la science et de
la technologie modernes, on peut citer & titre d’exemple :

Panalyse des signaux biomédicaux;

le traitement d’image;

la synthése de la parole;

P'analyse des signaux sismiques;

la prospection pétroliére .. . etc.

Cet intérét s’explique par les nombreux avantages que présentent les filtres numériques
par rapport a leurs homologues analogiques et qui sont :

¢ [L’absence de dérives diies & 'échauffement ou au vieillissernent des composants.

2
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e Une plus grande fiabilité.

Un encombrement de plus en plus réduit.

La possibilité de travailler sur des filtres avec des bandes passantes trés étroites.

La possibilité de travailler dans les bandes des trés basses fréquences.

e Une mise en ceuvre pratique plus simple.

¢ Une plus grande souplesse d’utilisation, car on peut changer les caractéristiques
du filtres simplement en modifiant ses coefficients sans modifier sa structure
matérielle.

e Un prix de revient de plus en plus faible.

e La possibilité de synthése de filtres adaptatifs d’une maniére trés simple.

Cependant I'inconvénient des filtres numériques reste certainement leur vitesse
de traitemnent toujours inférieure a celle des filtres analogiques. :

En effet, le temps de transit du signal 4 travers un filtre analogique n’est condi-
tionnée que par le déplacement des électrons dans les conducteurs et ses composants,
par contre, pour un filtre numérique s’ajoutent & cela les temps nécessaires pour ef-
fectuer les différentes opérations arithmeétiques qui allongent de ce fait Ie temps de
transit des signaux et réduisent par conséquent la vitesse de traitement.

Sachant en outre que le nombre d’opérations est directement lié a l'ordre du
filtre donc au nombre de coefficients qui le caractérisent, nous permet d’expliquer
en partie, le fait qu'une grande partie des travaux consacrés au filtrage numérique
soient orientés vers le développement de méthodes de synthése de filtres numériques
définis par un nombre minimum de coefficients afin de réduire le nombre de ces
opérations et en augmenter la vitesse de traitement.

L’objectif et le but de notre travail s’inscrivent dans cette optique. A cet
effet, trois méthodes de synthése de filtres numériques R.II seront étudides et
implémentées.

1. La méthode de Padé.

2. La méthode des moindres carrés modifiés (MCM).

3. La méthode des moindres carrés vrais (MCV).

Une attention toute particuliére sera réservée a la méthode des moindres carrés
vrais qui a été utilisée initialement par STEIGLITZ et McBRIDE pour 'identification
des systémes en automatique [42].
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On examinera aussi les possibilités d’application de cette méthode pour la réduction
de modéles et I'amélioration des résultats de synthése des filtres obtenus par les deux
premiéres méthodes.

1.4 Organisation de la these

L’objectif principal de la présente thése est I'étude de la méthode des moindres carrés
vrais et son application & la synthése de filtres numériques 4 réponse impulsionnelle
infinie (R.LI) et & la réduction de modéles.

Pour mieux cerner cet objectif, il nous a semblé intéressant d’organiser notre
travail comme suit :

Aprés ce premier chapitre destiné essentiellement 3 introduire, présenter et situer
le but visé par notre travail, vient un deuxiéme chapitre consacré 4 la présentation
de quelques outils et connaissances de base essentielles pour Pétude du filtrage
numérique ainsi qu'un bref apergu sur les différentes méthodes dites classiques, de
synthése des filtres numériques.

Deux méthodes particuliéres de synthése des filtres R.I1L, la méthode de Padé et
la méthode des moindres carrés modifiés (M.C.M) seront présentées et développées
tout au long du troisiéme chapitre.

Le chapitre 4, sera entiérement consacré 4 I'étude de la méthode des moindres
carrés vrals et son application & la synthése des filtres numériques R.I1

Les différents résultats obtenus, donnés par les programmes développés pour la
synthese de filtres par les trois les méthodes étudiées seront présentés et dans le
cinguieme chapitre.

Enfin, nous terminerons cette thése par une conclusion générale.



Chapitre 2

Le Filtrage Numérique

2.1 Introduction

Un filtre numérique est un systéme numérique linéaire, invariant dans le temps [23],
utilisé pour réaliser le filtrage de signaux numériques représentés par des séquences
de valeurs discrétes correspondant & des échantillons du signal analogique & des
instants déterminés. -

Le filtrage numérique est défini comme étant I'opération qui consiste & modifier,
en utilisant des opérations arithmétiques (addition, multiplication, ... ), la distri-
bution des composantes fréquentielles du signal selon des spécifications données,
pouvant étre par exemple : I'amplification, l'atténuation ou aussi la rejection d’une
bande de fréquences. ‘

En pratique, la réalisation d’un filtre numérique s’effectue soit en utilisant les
capacités de calcul d'un ordinateur (ou d’une carte DSP) par le développement de
programmes (réalisation software) ou aussi en utilisant directement les composants
de I’électronique digitale (réalisation hardware) [1, 22, 30, 44]. Cependant, ce dernier
type de réalisation semble étre abandonné, I'implémentation hardware se fait directe-
ment sur des ASICs (Application Specific Integrated Circuits) tels que les FPGA
(Field Programmable Gate Array).

Dans tous ces cas de réalisation, le systéme pourra toujours étre utilisé soit en
temps réel pour le filtrage direct de signaux continus (figure 2.1) ot en temps différé
dans le cas de signaux préalablement enregistrés.
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Filtre Y U

C. AN C.N.A
Numérique

Figure 2.1: Filtre numérique utilisé en temps réel
2.2 Représentation des filtres numériques

Un systéme numérique en général et un filtre numérique en particulier est caractérisé
par la relation R(uy) reliant les deux signaux discrets d’entrée u;, et de sortie Yk,
représentés aussi par les séquences {u;} et {y;} (figure 2.2), oi R est un opérateur
linéaire, invariant représentant le filtre.

(3 Yk

{us} . {wet

Figure 2.2: Représentation d'un filtre numérique

2.3 Analyse des filtres numériques

L’analyse des filtres numérigues peut se faire dans le domaine temporel ot le domaine
fréquentiel [7]. Dans les deux cas, la connaissance du modéle mathématique [16]

décrivant le systéme est nécessaire.

Pour le cas de 'analyse temporelle, selon le modéle mathématique adopté, trois
méthodes sont généralement utilisées :

1. Les équations aux différences.
2. La réponse impulsionnelle.

3. Les variables d’état [23].
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Chacune des trois méthodes nous renseigne sur certains aspects du comportement
du filtre, elles sont de ce fait complémentaires et constituent ensemble un moyen
complet d’analyse.

L’analyse fréquentielle du filtre s’effectue au moyen de transformations qui per-
mettent le passage du domaine temporel au domaine fréquentiel. (transformée de
Laplace, transformée en Z, voir [39, 28, 32, 40]

2.3.1 Analyse temporelle

Les équations aux différences

Un filtre numérique est entiérement défini par la connaissance d’une relation de
récurrence du type :

m T
Y= bt — Y ajyp (2.1)
j=1

i=0
dite équation aux différences oti les (1,04, ..., an) et les (bo, by, ..., bn) sont des

coeflicients de pondération qui caractérisent le filtre.

La résolution de cette équation aux différences permet de déterminer la séquence
de sortie {yr} & partir de la connaissance des coefficients du filtre et des éléments
de la séquence d’entrée {u;}.

La réponse impulsionnelle

En utilisant Jes hypothéses de linéarité et d’invariance d’un filtre numeérique (23], on
- peut écrire :

+o0
Yb = D haugo; = hy *uy (2.2)

t=—00

qui représente la convolution discréte [3, 39, 38] de Ia séquence d’entrée {ur} et
de la séquence {h;} constitude par les coefficients (hg, ks, .. ., h,) représentant la
réponse impulsionnelle du filtre.

On peut citer deux propriétés importantes de la réponse Impulsionnelle :
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Cette propriété exprime la condition de causalité du filtre numérique [3, 23].

lim hy =0 (2.4)
k—o0

Cette propriété exprime la condition de stabilité du filtre numérique 13, 23].

2.3.2 Analyse fréquentielle
L’étude du comportement fréquentiel d'un filtre numérique se fait grice & I'utilisation

de la transformée en Z (18, 39, 28], qui permet dans le cas des systémes discrets, le
passage du domaine temporel au domaine fréquentiel.

v Z{yt Y(2)

ol z représente une variable complexe appartenant 4 la région de convergence de
la fonction considérée.

Fonction de transfert

La fonction de transfert H(z) d’un filtre numérique représente la transformée en 7
de sa réponse impulsionnelle hy

H(z) = Z{hs} (2.5)

En utilisant la correspondance entre convolution dans le domaine temporel et
fréquentiel, on aura :

Yn = hy * uy (2.6)
Y(z) = H(2).U(z) ' (2.7)

la fonction de transfert d’un filtre numérique peut donc s’écrire:

H{z) = (2.8)
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oti Y (2) et U(z) représentent les transformées en 7 des séquences de sortie yy, et
d’entrée uy, respectivement.

La fonction de transfert H(z) se présente généralement sous la forme d’un rapport
de deux polynémes en z, A(z) et B(z) d’ordres n et m, respectivement.

-1 - —m
_ B(Z) _ bo+b12 + +bm2 (29)

H(z)_ A(Z) - a0+alz_1+-°-+an2’_"

généralement, ag = 1, d’ou :

Z‘:{] bz'z—i
= i - 2.10
H(z) = ; S agr (2.10)

Spectre d’amplitude

Un aspect important de I’étude du comportement fréquentiel d’un filtre numérigue
est I'étude de sa réponse fréquentielle donnée par évaluation du module de sa
fonction de transfert H(z) sur le cercle unité.

H(f) = H(z)lzzejﬂ'rr(-}%) (2'11)

ot f, représente la fréquence d’échantillonnage du signal d’entrée.

Pour un filtre numérique, H(f) sera une fonction périodique de période T = i
Le tracé des variations de cette fonction représentant la réponse fréquentielle du
filtre se fera généralement sur une seule période (période principale) et toujours par
rapport a des fréquences normalisées f, {figures 2.3 et 2.4)

avec !

ﬁzé (2.12)

On notera que le spectre d’amplitude d’un filtre sur une période est caractérisé
par trois types de bandes de fréquences :

e Les bandes passantes

o Les bandes de transition

e les bandes atténuées
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T Bande Passante : Bande de transition
t
1 (i
'
)
o ( I
i
E Ho
E' : | bande atténuée
< Py
R
i |
' {
! {
§ |
|
0 fe -
Fréquence normalisée Fn
Figure 2.3: Réponse en fréquence d’un filire numérique passe-bas
4
0 -_._\,_\/\
~ ’
3 I
8 |
% I
£ !
4. |
5 |
[
| {
!
| A
' J
fFe | .
Fréquence normalisée Fa

Figure 2.4: Réponse fréquentielle en dB (Spectre d’amplitude) d’un filtre numérique passe-
bas

10
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Spectre de phase

Un autre aspect important du comportement fréquentiel d’un filtre numérique est
Pobservation de sa réponse en phase. Celle-ci est obtenue par 'observation et le
tracé de I'argument ¢(f) de sa fonction de transfert évaluéde sur le cercle unité.

#(f) = Arg(H()_pneg = Arg(H(1)) (213)

Une propriété importante recherchée lors de la synthése de filtres numériques est
la linéarité de la phase [8, 10, 14, 29]

$(w) = aw + wy ' (2.14)

ou w=2nf

Cette propriété est particuliérement souhaitée, surtout dans les applications ou
les distorsions de phases sont critiques comme dans le cas des transmissions de
données.

2.4 Stabilité des filtres numériques

Un systeme physiquement réalisable doit obligatoirement satisfaire a la double con-
dition de causalité et de stabilité.

® La causalité impose que la réponse & une excitation ne peut précéder cette
excitation.

e La stabilité impose qu’une séquence d’entrée bornée (finie) générera une séquence
de sortie également bornée.

En particulier, lorsque le signal d’entrée est une impulsion, le signal de sortie
sera représenté par la réponse impulsionnelle hy, du filtre.

L’expression de la condition de stabilité du filtre numeérique dans le domaine
temporel s’exprimera par :

lim hy =0 (2.15)

k—+4o00

11
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Dans l'espace complexe Z, la fonction de transfert pourra toujours s’écrire sous
Ia forme :

n (1= Z2mt
T - (219)

H(z)=A
ou:
A représente un Gain

Z; les "Zéros” de H(z)
P; les "Poles” de H(z)

le critére de stabilité dans le domaine Z s’exprimera alors par :

[P <1 (2.17)

Un filtre numérique sera donc stable si et seulement si tous ses poles sont situés
a I'intérieur du cercle unité.

2.5 Classification des filtres numériques

On peut classer les filtres numériques en plusieurs familles selon le choix parmi de
nombreux critéres [10, 17].

Pour notre part, on s'intéressera principalement 4 la famille des filtres numeériques
causals, qu’on classera suivant deux critéres, I’un temporel (réponse impulsionnelle),
Pautre fréquentiel (réponse fréquentielle).

On distinguera alors, d’une part, pour le premier critére les deux classes de filtres
suivantes :

* Les filtres non-récursifs ot 4 réponse impulsionnelle finie (RIF ).

 Les filtres récursifs ot 4 réponse impulsionnelle infinie (RII).
et d’autre part, pour le deuxiéme critére :

o Les filtres passe-bas.

12
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o Les filtres passe-haut.
o Les filtres passe-bandes.

 Les filtres rejecteurs de bandes, . .. etc.

251 lLes ﬁlt;es RIF

Ils sont caractérisés par une réponse impulsionnelle hy présentant un nombre fini n
d’éléments non nuls (ho, hy, ..., hy) et ot n représente l'ordre du filtre.

Les éléments des séquences de sortie {Yi} et d’entrée {u;} sont reliés par une
relation simple :

n
Ye = ) baug_; (2.18)
=0
ot (bo, by,...,b,) sont les coefficients du filtre.

Leur fonction du transfert H(z) est représentée par un polynéme d’ordre n.

H(z) = ho+ bz 4o b hpe™ = [[ (2 — Z2) (2.19)

=1

ott Z; sont les "zéros” de H(z). A noter aussi que les coefficients du filtre RIF
(bo,by,...,bn) ne sont en fait que les éléments (ho, ha, ..., hy,) de sa réponse impul-
sionnelle.

b="h;  pour i=0...n {2.20)

Les filtres RIF présentent n " poles” nuls (situés donc a Iintérieur du cercle unité),
leur stabilité est donc toujours garantie.

2.5.2 Les filtres R.1.1.

lls sont caractérisés par I’équation aux différences définie en (2.1) :

Contrairement aux filtres non-récursifs, 'élément de la séquence de sortie du filtre
RII & un instant donné dépend de 'élément de Ia séquence d’entrée lui correspondant
et aussi des éléments de la séquence de sortie précédents.

13
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Leur fonction de transfert est donnée par :

B(z) _ Ty (2—Z) (2.21)

He) =35 = e =Py

olt Z; sont les "zéros” et P; les "poles” de H (z).

La stabilité des filtres récursifs RII est conditionnée par la position de ses ” poles”
par rapport au cercle unité.

2.5.3 Comparaison entre filtres RIF et RII

Les deux types de filtres sont complémentaires, ils ont chacun leurs avantages et
leurs inconvénients, c’est toujours Papplication qui détermine le choix de l'un par
rapport & lautre.

Pour les filtres RII, une grande sélectivité peut étre atteinte avec un nombre
réduit de coefficients, par contre Ia méme sélectivité ne peut étre atteinte par un
filtre de type RIF qu’avec Iutilisation d’un nombre beaucoup plus important de
coefficients.

Ceci constitue un avantage certain pour les filtres RII sachant que le codit du
filtre s’éléve et sa vitesse de traitement diminue lorsque son ordre augmente.

Les filtres non-récursifs sont utilisés naturellement pour effectuer des intégrations
numériques, simuler les équations différentielles, néanmoins leur avantage réside
principalement dans leur stabilité quasi-absolue, leur simplicité, leur phase linéaire
et la possibilité de réalisation en utilisant la Transformée de Fourrier Rapide (TFR
ou FFT) [6, 31].

2.6 Synthése des filtres numériques

La synthése d’un filtre numérique, c’'est la détermination d’un nombre fini n de
coefficients qui le caractérisent totalement. II doit généralement, satisfaire & un
certain nombre de contraintes exprimées souvent dans le domaine fréquentiel, exem-
ple: ordre du filtre, fréquence de coupure, largeur de la bande de transition, ... etc.
L’ensemble de toutes ces spécifications forment ce qu’on appelle le gabarit du filtre
(figure 2.5).

Les méthodes de synthése des filtres numériques sont nombreuses et trés di-
versifiées, elle vont souvent de la simple résolution d’un systéme d’équations &

14
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Putilisation d’algorithmes et de procédés de plus en plus compliqués.
Selon I'approche utilisée lors de la synthése, on peut grouper ces méthodes en
deux classes :
1. Classe des méthodes utilisant I'arsenal des filtres analogiques prototypes {4].
2. Classe des méthodes utilisant directement le domaine 7.
Pour notre part, le travail effectué a été la synthése de filtres récursifs (R.LI),

directement dans le domaine Z, par des méthodes d’optimisation basées sur le critére
des moindres carrés.

Les méthodes propres & la synthése des filtres non-récursifs (R.LF) seront cepen-
dant briévement présentées, car ce type de filtres nous a servi lors des étapes
d'initialisation de nos programmes et aussi afin de comparer les différentes per-
formances.

2.7 Synthése des filtres non-récursifs (R.I.F)

2.7.1 Meéthode d’échantillonnage fréquentiel

Le principe de cette méthode est de déduire la fonction de transfert H(z) d’un
filtre numérique & partir d’'un nombre N d’échantillons H (k) réguliérement espacés,
prélevés sur la réponse en fréquence Hy(w) du filtre désiré [30)].

La fonction de transfert H(z) du filtre cherché sera donnée par :

1—zN

1N—1 .
Hz) == S Ak i 2.22
05 3 A— 0 (222

on :

H(k) = Hy(€")lg_3ee,  k=0,1,... N

2.7.2 Méthode de fenétrage

Cette méthode consiste & prélever, au moyen d’une fenétre temporelle w; un nom-
bre fini N d'éléments (ho,hy,...,hy) de la réponse impulsionnelle hy d’un fi-
tre numérique constituant le modéle de base et répondant aux caractéristiques
fréquentielles voulues [1, 47].
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Figure 2.5: Echantillonnage de la réponse fréquencielle d'un filtre passe-bas

La réponse impulsionnelle h;. du filire (RIF) & synthétiser sera :

hi = hgwy (2.23)
et sa réponse fréquentielle est donné par le produit de convolution :
Hw) = -237? H(w) * W(w) (2.24)
ou bien :
Hw) = % / :’r H(Q)W (W~ Q)d0 (2.25)

La fenétre la plus simple est certainement la fenétre rectangulaire qui correspond
en fait 4 une troncature simple de h(k). Son inconvénient majeur est de présenter
dans le domaine fréquentiel des perturbations, avec des niveaux relativement impor-
tants, connues sous le nom d’'oscillations de GIBBS {39].

Dans le but de réduire ce phénoméne, plusieurs autres fenétres ont été développées

et utilisées, comme par exemple, la fenétre triangulaire ou aussi celles de Hanning,

Hamming, Blackman, Kaiser, ... etc. [1, 4, 47].

16
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2.8 Syntheése des filtres récursifs (R.LI)

2.8.1 Méthode d’invariance de la réponse impulsionnelle

Cette méthode permet la synthése d'un filtre numérique RII & partir d’un filtre
analogique répondant aux exigences de la conservation de la réponse impulsionnelle
en passant du domaine continu au domaine discret [1, 29, 44, 45].

Donc, ayant un filtre analogique connu, on peut déduire la fonction de transfert
H(z) du filtre numérique lui correspondant en suivant la procédure ci-aprés :

1. Trouver la réponse impulsionnelle h(t) du filtre analogique.

2. Remplacer dans 'expression de hs(t), la variable t par nT, oit T est la période
d’échantillonnage.

3. Déduire la fonction de transfert H(z) du filtre numérique cherché en déterminant
la transformée en Z de h(nT).

2.8.2 Méthode de la transformation bilinéaire
Cette méthode offre un autre moyen de synthése de filtres numériques & partir de
filtres analogiques connus [29, 44, 45].

Son principe repose sur 'approximation d’une équation différentielle du premier
ordre par une équation aux différences [1].

La relation entre les réponses fréquentielles du filtre analogique original et celle
du filtre numérique équivalent est déterminée par les correspondances entre les plans
S et Z établies par cette transformation [1].

La procédure de synthése d’un filtre numérique par cette méthode se résume en :

1. Trouver la fonction de transfert H(s) du filtre analogique ayant les caractéristiques
voulues. ‘

2. Remplacer dans I'expression de H(s) trouvée

2 1—2z271
T 142!

ou T représente la période d’échantillonnage.

17
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3. Déduire alors la fonction de transfert H(z) du filire numérique cherché en
faisant; :

~z1=2l
T 14z~

f(z) = H(s)|,

2.8.3 Méthode d’optimisation

Lorsque les méthodes directes de synthése des filtres numériques ne fournissent
pas une solution satisfaisante, on s’oriente alors vers des méthodes plus complexes
nécessitant des moyens de calculs plus performants.

Le principe des méthodes d’optimisation est la minimisation d’un critére exprimé
sur la distance entre les paramétres du filtre cherché et ceux d’un filtre modéle.

Selon le critére adopté, de nombreuses méthodes de synthése de filtres numériques
sont disponibles [13, 21, 29].

Pour notre part et dans le cadre de ce travail, nous avons examiné et comparé les
performances de deux méthodes basées sur le critére d’optimisation par les moindres
carres.

1. La méthode des moindres carrés modifiés (MCM).

2. La méthode des moindres carrés vrais (MCV).

18



Chapitre 3

Synthese par les Méthodes de
Padé et MCM

3.1 Introduction

Les méthodes de synthése des filtres RII directement dans le domaine numérique
sont nombreuses, on peut les classer selon plusieurs critéres suivant 'utilisation ou
non d’un critére d’optimisation, le type de données utilisées (réponse impulsionnelle
ot fonction d’autocorrélation) ou aussi, le type d’équations 4 résoudre (linéaires ou
non linéaires) [21, 46].

Les deux méthodes objet du présent chapitre sont :

e La méthode de Padé.
* La méthode des Moindres Carrés Modifiés (MCM).

La premiére appartient au groupe de méthodes qui n’utilisent aucun critére
d’optimisation, la synthése de filires numériques par cette méthode s’effectue par
la résolution directe de systémes d’équations linéaires formés par les éléments des
réponses Impulsionnelles.

La seconde, appartient au groupe de méthodes dites d ‘optimisation linéaire. Elle
utilise le critére des moindres carrés et nécessite des données telles que Ia réponse
impulsionnelle et la fonction d’autocorrélation.

Dans la cas général, le probléme de la synthése d’un filtre RII par ces deux
méthodes se pose comme suit :

19
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Ayant un filtre prototype de départ, caractérisé par sa fonction de transfert H (2)
de la forme :

H(z) = i hiz™ (3.1)

Trouver la fonction de transfert H(z) du filtre RII de la forme rationnelle suiv-
ante :

) bo+bizl 4 b
) Capt oz it tanz

. B
Az = 2¢ (3.2)
. A(z
dont les caractéristiques s’approchent le plus de celles du filtre désiré de départ
choisi comme prototype.

Pour le cas des méthodes d’optimisation, le probléme revient donc & la minimi-
sation d’une fonction de I’écart ¢, entre les sorties yy, et §i des deux filtres lorsqu’on
applique & leurs entrées le méme signal u;, (figure 3.1).

En particulier, pour le cas d’une minimisation par les moindres carrés, cette
fonction est quadratique et sa formulation dépend de la méthode utilisée.

Filtre
prototype
H({z)
Y
Uy, P €k
= H—2e
Filtre RIT & Y
synthétiser
H(z)

Figure 3.1: Modéle représentant Uerreur vraie

20
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3.2 La méthode de Padé

3.2.1 Principe

Cette méthode utilise les éléments des réponses impulsionnelles hy. et izk du filtre
prototype et du filtre RII 4 synthétiser, respectivement.

Le principe de cette méthode consiste a supposer que les N = n+m 41 premiers
éléments des réponses impulsionnelles hy, et hy, sont égaux [12], i.e.

hp=hy k=0,....n+m (3.3)
L’équation (3.2) donne :
B(z) = A(2)H(z) (3.4)

et dans le domaine temporel, celle-ci est équivalente au produit de convolution :

be=ap*xhy k=0,...,+00 (3.5)

en considérant seulement les n.+m + 1 premiéres équations et en tenant compte
de l’équation 3.3, on a :

bk=2a,-hk_i k=0,,n+m (36)
i=0

qui conduit aprés décomposition, au systéme d’équations linéaires suivant :

Zaihk_,; = bk k=0,...,m (37)
=0
Zaihk_,- = 0 k=m+1,,m+n (38)
i=(}

avec
hg_; =0 pour k<1

qui peut aussi s'écrire sous forme matricielle :

21
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3.2 La méthode de Padé

3.2.1 Principe

Cette méthode utilise les éléments des réponses impulsionnelles hy, et h;, du filtre
prototype et du filtre RII 4 synthétiser, respectivement.

Le principe de cette méthode consiste a supposer que les N = n+m+1 premiers
éléments des réponses impulsionnelles hy, et hy sont égaux [12], i.e.

hw=hy k=0,....n+m (3.3)

L’équation (3.2) donne :
B(z) = A(2)H(z) _ (3.4)
et dans le domaine temporel, celle-ci est équivalente au produit de convolution :

be=apxhy k=0,... +oo (3.5)

en considérant seulement les n+m + 1 premiéres équations et en tenant compte
de I'équation 3.3, on a :

bk:Zaih’kui k=0,...,n+m (36)

i=0

qui conduit aprés décomposition, au systéme d’équations linéaires suivant :

Za,‘hk_,‘ = bk k= 0, N 1] (37)
=0
Za,;hk_i = 0 k=m+1,....m+4n (3.8)
t=0

avec
hi_; =0 pour k<i

qui peut aussi s’écrire sous forme matricielle :
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et

H,

ho 0 0
_ h, ho 0
S T

iz Amyr ... Wy

Pangn hman-1 ... hna

ce systéme peut étre finalement décomposé en :

ou

Hga =b
fllé: *h
a=(1,a)" = (ap,...,an)"

h = (Ami1, hni2s - - Pmn)*

22
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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et

T N
i, = h":“ T ? (3.18)
Fein~1 oo Bnoa oo By

Le nombre d’équations du systéme est n+m+1 qui est égal au nombre d’inconnues
constituant les vecteurs a et b. La résolution du systéme se fait directement sans
aucune procédure d’optimisation.

Remarques

Concernant les performances de cette méthode, dont 1 ‘avantage principal est la sim-
plicité, les remarques suivantes s'imposent :

e Les résultats obtenus ne sont pas toujours satisfaisants du fait principalement
que seuls n + m + 1 éléments de la réponse impulsionnélle sont pris en con-
sidération. :

¢ La stabilité des filtres synthétisés n'est pas garantie.

o Les performances de la méthode dépendent étroitement du nombre d’éléments
de la réponse impulsionnelle utilisés, celle-ci est meilleure lorsque m +n + 1
augmente, c’est a dire lorsque I'ordre du filtre H(z) est élevé.

On notera par ailleurs, 'existance d’une variante de cette méthode dite Méthode
de Padé Etendue [26] qui utilise un nombre d’équations supérieur au nombres
d’inconnues. Dans ce cas, la détermination des coefficients du filire H(z) se fait
en minimisant un critére des moindres carrés.

3.2.2 Procédure de synthése

Pour synthétiser un filtre numérique RII par la méthode de Padé, on suit généralement
la procédure donnée ci-aprés :

Ayant pour données de départ la réponse fréquentielle du filtre désiré donnée
généralement sous forme idéale ou aussi sous la forme d’un gabarit, on doit trouver
les coefficients (a1, ..., 0s) et (bo, ..., bm) caractérisant le filire H(z). Pour ce faire,

on procéde comme suit :
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1. Trouver la réponse impulsionnelle du filtre désireé.

2. Sélectionner, au moyen d’une fenétre temporelle (rectangulaire, triangulaire,
de Hamming, de Ham, de Kaiser, ...etc), les N = n 4+ m 4 1 éléments de la
réponse impulsionnelle[4].

3. Effectuer un décalage vers la droite de ces éléments de la réponse impulsionnelle
afin de satisfaire la condition de causalité du filtre désiré.

4. Former le systéme d’équations donné par (3.14) et (3.15).

5. Résoudre le systéme en calculant les éléments du vecteur a 4 partir de I'équation
(3.15) puis utiliser ces résultats afin de trouver les éléments du vecteur b en
reésolvant I'équation (3.14).

3.3 Meéthode des Moindres Carrés Modifiés

3.3.1 Principe

Le principe de synthése des filtres numériques par la méthode des moindres carrés
modifiés (MCM) est le méme que celui de la méthode de Padé décrite précédemment.
Toutefois, la méthode des moindres carrés modifiés utilise, en plus de la réponse
impulsionnelle la densité spectrale ou bien la fonction d’autocorrélation [36, 41].

Par contre, les différences apparaissent essentiellement au niveau de la nature et
du nombre d’équations utilisées lors de la synthése.

En effet, la détermination des coefficients du filtre (by, ..., by) et (ag,...,a,)
par la méthode MCM se fait en considérant la totalité des éléments de la réponse
mmpulsionnelle h a laquelle s’ajoute I'information du second ordre. Ceci étant, le
nombre d’équations sera infini et la résolution de ces systémes d’équations ou les
inconnues sont les coefficients a; et b; nécessitera I'emploi d’un critére d’optimisation,
celui des Moindres Carrés {24] pour le cas qui nous intéresse.

3.3.2 Procédure de synhése

Lorsqu’on applique & I'entrée d’un filtre numérique un bruit blanc de moyenne nulle
et de variance unité (02 = 1), la densité spectrale de la sortie correspondante est
égale au carré du module de la réponse fréquentielle du filtre.

Donc, si on considére un filtre numérique stable caractérisé par sa réponse impul-
sionnelle hy, et sa fonction de transfert H(z) et si u;, est une séquence décorrélée, de
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moyenne nulle et de variance 0® = 1 appliquée a I'entrée du filtre alors, la séquence
de sortie y, correspondante est donnée par :

Y = ity (3.19)

i=0

et les éléments de la fonction d’autocorrélation ry, représentant I'information du
second ordre du filtre est donnée par :

o= By, Goss) - (320)

+7 _ .
= %V/‘ |H (7)) |2 dw

o
= > hh
=0

il est important de noter que

1. Ty =T_k

2. Les séquences hy, et ry, sont, respectivement, les coefficients de Fourier de I ()
et de |H(e’)|?> d’ott 'appellation d’information du premier ordre pour hy et
d’information de second ordre pour ry.

Enfin, le probléme de synthése d’un filtre numérique par la méthode des moindres
carrés modifiés MCM s’énonce de la maniére suivante :

Connaissant les éléments de la réponse impulsionnelle d’un filtre désiré donné,
trouver les cqeﬂi'ciengs a; et b; du filtre RII caractérisé par sa fonction de transfert
de la forme H(z) = B(z)/A(z) qui minimisent le critére suivant :

= HP = (ks h? (3.21)
- % /_ :“|H(ef“) ~ H{(e™)|2dw (3.22)

By, — gx)* (3.23)

E(e)? (3.24)
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ol yx et §x sont respectivement, les sorties des filtres H(z) et H(z) lorsqu’on
applique a leurs entrées le méme bruit blanc u, de moyenne nulle et de variance
unité (figure 3.1).

Malheureusement, le probléme de minimisation de la fonction (3.24) conduit
a un systéme d’équations non linéaires dont la résolution nécessite le recours aux
méthodes de programmation non linéaires.

Afin d’éviter cela, une modification de la fonction (3.24) s’impose et permet
de linéariser le probléme. Cette modification consiste & considérer la minimisation
d’une version modifiée de l'erreur €} (figure 3.2).

H(z) A(2)

Uy : +C+: Y A

B(z)

Figure 3.2: Modéle de Uerreur pour la méthode des moindres carrés modifiés (MCM)

Dans ce cas, Ierreur vraie E(z) est :

E(z) = H(z)—ﬁ:(z) (3.25)
= H(z)— i((;) (3.26)

et sa version modifiée E'(z) s’écrira

B(z)A(z) = H(2)A(2) - B(z) (3.27)
E'(z) = H(2)A(z) — B(z) (3.28)

Donc, pour la synthése de filtres numérique par la méthode de moindres carrés
modifiés, la fonction & minimiser est une version pondérée de I'erreur vraie.
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B@)? = o [T IHE)AE) - B (3.29)
- % f_* |A(e) (H(e) - H(e)) Pdw (3.30)

En passant au domaine temporel et d’aprés l'équation (3.28) I’erreur modifiée
s’écrit :

& = — i (3.31)

et son énergie dans le domaine temporel est :

BE(e)? = i (€)= i (iﬂ ajhy_; — bk) (3.32)

k=0

€ = hy % ag — by (3.33)

En considérant que hy =0  pour k-< 0 alors :

E(e,)? = Zb 2 2Zbk2a Py + Z ;03T | - (3.34)

i,7=0

ol Ty, représentent les éléments de la fonction d’autocorrélation définis par 'équation
(3.20).
La minimisation de ce critére par rapport & (b, by, ..., bm) donne :

by =) aihs; 0<k<m (3.35)

“en remplagant dans I’équation (3.34), on obtient :

E(e)? = Z Za hy—j)? — QZ Za_.,hk_])(z a;he_;) + Z a;a;mg  (3.36)

k=0 j=0 k=0 j= i,5=0
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ce qui donne finalement
E(6) = > aagmig — Y (3 ashe )’ (3.37)
i,7=0 k=0 j=0

cette dernieére équation s’écrit sous la forme matricielle :

n
n—1

E(E,k)z = (a'n: Qn—1,---, a{))K . (338)

ag

oit K est une matrice de dimensions (n+1) x (n+ 1) dont les éléments sont
définis par I'expression suivante [36] :

kij = ’n"‘li_jl - Z hk—ihk—j Z,j = 0, NN (339)
k=0

sachant que hy =0  pour k < 0, la matrice K s'écrit :

K =R - H.H, (3.40)
ot
hg 0 ... 0 0
h ! ... O 0
Ho—| 0 . (3.41)

b By ... ho ... 0

et R, une matrice de dimensions (n+ 1) x (n+ 1) de forme Toeplitz définie par :

To ™ v n
1 To cee T

R = . . i _ (3.42)
n Thp—1 -.. Ta

Péquation (3.38) peut étre aussi écrite sous la forme :
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(7]
ay
oy = (ag, ay,- . .,a,)JKJ : (3.43)

Qn

ot J est une matrice de permutation de la forme

0 0 1
0 1 0
J= .
1 0 0
en considérant aussi que :
Qo
aq
a= : = (ag, a1,...,a,)"
aﬂ
on aura alors
a, = a'JKJa (3.44)

En remplagant K par son expression donnée par (3.40) et en tenant compte de
sa structure l'équation précédente devient :

E(e,)* = a'(R — HiHp)a (3.45)

La solution du probléme de minimisation de E(€,)? sous la contrainte ag = 1 est
obtenue en résolvant le systéme d’équations suivant :

(R — H;Hg)a = ( Py ) (3.46)

pour a et (u, ot &y, représente I'énergie minimale de Perreur (variance) E(€,).

Connaissant les éléments du vecteur a,les coefficients (bp, by, . . . +bm) éléments du
vecteur b sont déduits a partir de :
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H(;a =b (3.47)

finalement, les équations (3.46) et (3.47) peuvent étre regroupées pour former un
seul systéme d’équations

(5 2)6)-(5) e

A noter que du fait que ce systéme est bien structuré, sa résolution peut se faire
de maniére rapide et efficace & laide de I'algorithme de Mullis-Roberts donné en
{36] et en Annexe C.

Algorithme de synthése

Pour synthétiser un filtre numérique RII par la méthode des moindres carrés modifiés
(MCM), la procédure a suivre est résumée en ces points :

1. Calculer les éléments (ho, hy, ... , h,) de la réponse impulsionnele du filtre désiré
olt n représente 'ordre du filtre RIT A synthétiser.

2. Cealculer les éléments (rg,7y, . .., 1,,) de la fonction d’autocorrélation en utilisant
I'équation (3.20).

3. Former le systéme d’équations (3.48).

4. Utiliser 'algorithme de Mullis-Roberts donné en Annexe C pour résoudre ce
systeme et déterminer les coefficients (ai,...,a,) et (by, by,-..,by) qui car-
actérisent le filtre RII 4 synthétiser.

Remarques

e Le résultat de la minimisation de I'équation 3.34 donné par I’équation 3.35,
exprime 1'égalité des m premier éléments des réponses impulsionnelles du filtre
désiré et du filtre & synthétiser.

hk=ibk pour 0<k<m

* Les filtres synthétisés par la méthode MCM sont toujours stables [36].

e L’algorithme de Mullis-Roberts considére le cas particulier ott m = n.
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Chapitre 4

La Méthode des Moindres Carrés
Vrais (MCV)

4.1 Introduction |

La méthode des moindres carrés vrais (MCV), objet de notre étude, est en fait
un cas particulier d’'une méthode plus générale, celle des moindres carrés pondérés

(MCP) [21, 29].

Cette technique a été introduite initialement par Steiglitz et McBride pour
I'identification des systémes en automatique [42].

Dans ce qui suivra, nous considérerons d’abord la solution du probléme de
synthese des filtres numériques RII par la méthode MCP et & partir de cela, nous
déduirons la solution particuliére propre au cas des moindres carrés vrais.

4.2 Développement théorique du cas général MCP

4.2.1 Etude et résolution du probléme
Considérons le probléme de minimisation de la fonction suivante:

V(a,b) = - / :" (W e[ |F(e?)Ae?) - B[ o (4.1)

2 J-

qui représente 1'énergie de I'erreur entre un filtre désiré conmz H (2) et son ap-
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proximation caractérisée par sa fonction de transfert H (2} telle que:

fi(z) = BG) (4.2)
A(2)
olt B(z) et A(z) sont des polynémes en z d’ordre n avec -
a=(1,a1,...,a,)" (4.3)
b = (bﬂ, bl, ey bn)t (44)

qui représentent les vecteurs dont les éléments sont les coefficients de fl(z) et

B(z) respectivement et W (z) une fonction de pondération quelconque, qu’on pourra
supposer de la forme :

_C(2)  cterz 4 dep 2™
Di(z) do+diz'+- - +dy,27™

(4.5)

avec dy = 1 et n, < ny afin de satisfaire la condition de causalité.

W(z) peut étre considérée soit comme une fonction de pondération qui donne
plus ou moins de poids 4 certaines composantes de lerreur ou bien aussi comme la
fonction de transfert d’un préfiltre tel que présenté sur la figure 4.1.

H(z)

A(z2)

Figure 4.1: Modéle de Uerreur pondérée

A noter ici les deux expressions de V(a, b) relatives aux deux cas particuliers de
la fonction W {(z)
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1. pour W(z) =
V(a,b) = f |H(e#)A(e) — B(e”)| db

qui correspond au critére de la méthode des Moindres Carrés Modifiés (MCM).
2. pour W(z) =

A(z)

1 g+
V(a,b) - 57? ./—-n 39)

qui correspond au critére de la méthode des Moindres Carrés Vrais (MCV).

|H(e3“’ Ae®) - B(e*)| b

en conséquence, l'erreur générale E, pour la méthodes MCP s’écrira :

Ey(e”) = W(c?) E(e”) (46)

ot F(e’?) représente Perreur modifiée vue au chapitre 3 (MCM).

E(e") = H(”)A(c") — B(e”) BN

donc, la fonction V(a, b) s’écrira :

V(a,b) = — f By a0 (48)

et le probléme a résoudre sera donc :

Trouver pour une fonction W(z) donnée et ag = 1, les vecteurs a et b définis
en (4.3) et (4.4) qui minimisent la fonction V(a, b) donnée en (4.8) et représentant
I'erreur quadratique pondérée.

D’apres I'égalité de Parseval, ce probléme de minimisation exprimé dans le do-
maine fréquentiel, peut étre considéré et résolu dans le domaine temporel [40].

vamméﬁﬁ&MWw=§@ﬁ (4.9)

i

ott (eg )y, est 'erreur MCP dont I'expression est donnée dans le domaine temporel
par :
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Cg = Wp ¥ € = (‘U}k * (h.k * Qp — bk)) (410)

ou w et h représentent, respectivement, les réponses impulsionnelles causales de
W(z) et H(z) et ey, 'erreur MCM donnée par :

€ = hk * Qg — bk (411)

Le développement de ce produit de convolution conduit & la forme matricielle

suivante :
(@) (e 00 "
€1 h1 ho ... 0 1 '1
€2 : Dot o b:
= h, . ho e 6, (4.12)
en) By B hl) Ay :
VAL \ 0/

ou sous forme condensée :

e=Ha—b (4.13)

On peut également représenter I'erreur MCP sous forme matricielle en développant
le produit de convolution

€y = Wy * € (4.14)
ce qui donne :
€90 Wo 0 0 €p
€91 un Wo . 0 P €
P2 | (4.15)
Egn Wy Wn_y ... Wy -.. €y

qu’on écrira aussi sous forme condensée
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e, = W'e (4.16)
ou
Wy wp ... Wy
0 Wy --. Wp_
W= :
0 O Wo

La solution du probléeme de la minimisation de la fonction dans le domaine tem-
porel est donnée par :

V(a,b) = fj(eg)ﬁ =el.e, (4.17)

k=0

En remplagant e, par son expression donnée par la combinaison de (4.13) et
(4.16), on a :

V(a,b) = [W'(Ha - b)|' [W'(Ha - b)] (4.18)
qui donne aprés développement :
V(a,b) = (W'Ha — W'b)}(W'Ha — W'b) (4.19)

en posant W'D = S'b ont S* est une matrice de dimensions co X (n+1) dela
forme :

( wo 0 0
un we 0
o un o 0
St = : (4.20)
W, Wp—1 ... ... Up
Wy 41 Wy e ... UR
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P'équation (4.19) devient alors :

V(a,b) = (W'Ha — S'b)(W'Ha — S'b) (4.21)

on peut écrire également

(W'Ha~8'b)" = (a* b') ( Pﬁv ) (4.22)
(WHa-S'b) = (WH -89 ( l"”; ) (4.23)

et en remplacant dans I'équation (4.21), celle-ci devient :

V(a,b) = (a' b ( }I:‘SN ) (WH -8 ( b ) (4.24)

d’oii I'écriture finale, sous forme matricielle, de la fonction V(a,b) 4 minimiser

"H'WW'H —H!'WS! »
V(a,b) = (a* b")(  SWH ) )(;‘) (4.25)

les vecteurs a et b, solutions du probléme de minimisation de la fonction V' (a, b)

]
sous la contrainte ag == 1, sont donnés par la résolution du systéme :

Oy,
H'WW!'H —H'WS! a 0 o,
( —SW'H Sst )(b): : *( 0 ) (4.26)
0

olt oy, est la variance minimale de lerreur, c’est & dire :
an = [V(a,b)],_.. (4.27)

Les vecteurs solutions a et b sont alors obtenus en découplant le systéme d’équations
précédent, ce qui donne :
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H'WW'Ha - HWS’b = ( P ) (4.28)
~SW'Ha+SS'b = 0 (4.29)
a partir de (4.29) nous aurons :
b = (S§%)~1SW'Ha © (4.30)
et en remplacant (4.30) dans (4.29), celle-ci donnera:
H' [WW* - WS'(SS")'SW*| Ha = ( 06" ) (4.31)

donc, la résolution du probléme se fait en calculant d’abord les éléments du
vecteur a de I'équation (4.31) puis, déduire le vecteur b & partir de (4.30).

Cependant, on peut déterminer simultanément les deux vecteurs solution a et
b en résolvant le systéme d’équations donné par (4.26) pour lequel les éléments
H'WW'H, H'WS’ et SS* sont des blocs matrices de dimensions (n + 1) x {n + 1)
composés par les éléments des fonctions d’autocorrélation et d’intercorrélation de

W (z) et F(z) avec:

F(z) = H(z2)W(z) (4.32)
Po P e Pn )

mwwH=| 7t o e (4.33)
Pn Pn-1 --- Fo /
Mo M e T )

mwst=| "t e T (4.34)
Nn f—ta-1) --- No /
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[ 0 12 -
swig=| ™ P T=m-1) (4.35)
\ 7n Tt .- Mo
[0 @ ... @
sgt—| U P e na (4.36)
\ dn 9n—1 .- do
ou les éléments py, My, 71 et g sont donnés par :
L jo —70 ,ik6
= o /_ F(F)F () dg (4.37)
1 +m . . .
o= o f W (&) F(e=9)e? dg (4.38)
mJ—n
1 +7 . ] .
R f_ R W (e )eMdp (4.39)
1 pem .
& = f W ()W (e=7°)e*dg (4.40)

21 Jn

et I'équation (4.26) s’écrit donc :

( po P ... Pn —7o —M —TIn
4 Po cen Pn—1 —1-1 —T ~Tn—1
Pr Prn—1 . Po —N_n "'n—(n— 1) — 7o
—Te —7- —N—n do K e Gn
—Th o —N_(n-1) q1 o -1
\ “=Tn - —To dn Gn—1 cae o

/

\ 0
(4.41)

Ce systéme est résolu en utilisant I'algorithme de Levinson & deux canaux (bi-
canal) {40] donné en Annexe D, pour lequel on notera :

1. Pour former les matrices Ry,

k =0,...,n utilisées par 'algorithme, on doit

an préalable, calculer les éléments py, 1, m.1 et qp définis par les équations

(4.38 - 4.40).
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2. Le calcul des éléments (a1, s, ... ,a,) €t (by,bs,...,b,) se fera en utilisant Ia
relation suivante :

(1 b() bl R bﬂ.) = (1 71)(12 Al (n) Ag(n) v A.n(n)) (4.42)
ol 7y, est un scalaire calculé & partir de
(I m)én={(an 0)

et les A;(k) i=1,...,n sont des matrices de dimension (2 x 2) qu’il faudra
stocker au fur et & mesure de leur calcul.

4.2.2 Calcul des matrices

La formation des matrices Ry k = 0,1, ...,n de la forme :

Rk — ( Pr — )
M-k gk

utilisées par I'algorithme de Levinson & deux canaux nécessite la détermination
des éléments pi, Ny, -k et g des fonctions d’autocorrélation et d’intercorrélation de

W(z) et F(2).

Ceci est fait par ]a résolution d’un certain nombre de systémes d’équations par-
ticullers avec un nombre fini d’opérations en utilisant les algorithmes de Sylvester et
de Jury, basés sur le théoréme d’Euclide [19, 20] présentés en Annexe E et Annexe F.

a- Calcul des éléments des fonctions d’autocorrélation g, et py

En supposant toujours que la fonction de pondération W({z) est telle que donnée
en (4.5), le passage au domaine temporel nous permet d’écrire la relation liant les
coefficients ¢; et d;

od Jea 0<i<n,
jg(:]dj’wi_.j = { 0 i> N, (443)

qui s’écrit sous forme matricielle :
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[ w0 ...'0\((11\ [ 0\

un wg ... 0O :
—f %me
W, Wp,—1 ... Wp dﬂc o 0 (444)

Wngtl Wny «-- W

\

ol sous forme compacte

J\a,) Lo

sa- () 1

On multiplie les deux membres de I'égalité par la matrice de Toeplitz triangulaire
supérieure W

WSd =W ( o ) (4.46)

ce qui donne aprés développement :

( do 1 ... Gny \ ( Wo W1 ... Wy,
4z do cee Ong—1 1 0 wy ... Wh -1 Co
: : .. : d oo : c1
QTLd Qnd—l L do . - 0 0 Wo :
Gng+1 Gng . 1 dﬂd 0 0 ... 0 : Cn,
\ S \ ¢ et
(4.47)

qu’on écrit sous la forme compacte

( g‘l’ ) d= ( we ) (4.48)

ot Qq et Ql sont des blocs de dimensions (ng 4 1) X (ng+ 1) et 0o X (ng+1) de
la matrice Q = W8
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On constate que le systéme (4.47) présente un nombre infini d’équations parmi
lesquelles on préléve (n+1) suffisantes pour calculer les (n+1) valeurs de q;, utilisées
par l'algorithme de Levinson.

Pour le cas ng > n, le systéme & résoudre sera donc constitué par les ng + 1
premiéres équations de (4.47)

Q0 T Y 1 Wo Un o W, Co
q q cer Qpa_ d 0 wo ... Wy a1
S ! S I e P (4a9)
Qnd Qnd-—l . do dﬂ.d 0 0 ves wnc—nd C'n.c
4 noter que si ng < n, les éléments g, 11, .., ¢, seront calculés en considérant
les n — ny — 1 équations suivantes qui donnent directement :
Ne ng
Q=) cwig— Y digh;  k=ng+1,...n (4.50)
=0 =1
Le systéme (4.49) peut étre réorganisé et réécrit comme suit :
Jq =1z (4.51)
ot Jy est une matrice dite de Jury telle que :
1 dl can dnd—l dnd 0 0 0 0
dy dy ... d,, 0 ¢ 1 ... 0 0
e I (4.52)
dn, 0 ... 0 0 0 dn,—s 0 1

a=(g0,q1,--,qn,)"

et
2= (2,21, 2. )"

qui représente le second terme de I'équation (4.49) dont les éléments z;, sont donnés
par:
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ne )
ZE = E CiWy_k k= 0, <, N, (4.53)
i=K

Finalement, le calcul des éléments de la fonction d’autocorrélation gy se fait en
résolvant le systéme d’équations donné par (4.51) en utilisant I'algorithme de Jury
présenté en Annexe F.

Le calcul des éléments de la fonction d’autocorrélation p, se fera de maniére
identique en suivant la méme procédure.

b- Calcul des éléments des fonctions d’intercorrélation 7y, et n_x

. Le calcul des éléments des fonctions d'intercorrélation entre W{z) et F(z) se fera
aussi par la résolution au moyen de 'algorithme de Sylvester, basé sur le théoréme
d’Euclide {19, 20] d’un systéme d’équations particulier connu sous le nom de Systeme
de Sylvester.

Considérons donc les fonctions W (z) définie en (4.5) et F(z) définie par (4.32),
qui peut aussi étre écrite sous la forme d’un rapport de deux polynémes

 B(z)C()
&) = A0 D)
d’ou
F(z) = %’3 (4.54)

T'(2) un polynéme de degré n, = n + n,

S(z) un polynéme de degré n, = n + nq

tels que

iy )

T(Z) = Zt,;z_’
=0
Ng .

S(z) = > sz avec 39 = 1
i—0

et 1y < Ny

les coeflicients t; et s; sont donnés par :
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t; = zbJC‘—J imO,...,nt
j=0

)
8 = Zajd,-_j i=0,...,n3
=0

Considérons I'équation (4.45) et multiplions les deux membres de 1’égalité par la
matrice F constituée par les éléments f; de la réponse impulsionnelle de F(z)

fﬂ fl f2 f3
0 fo i fa
F=l0 0 fo

I'équation (4.45) devient :

FSd=F ( : )  (455)

ce qui donne le systéme d’'équations infini suivant :

ng n
o) Tiskcifie B <n.
z‘g{ldﬁww‘75 a { 0 k>mn,. (4'56)

d’autre part, en écrivant la relation liant les coefficients t; et s; de F (2)

g $ifro—i = { f)k ﬁ § Zi (4.57)
on obtient :
fO 0 ... 0 \ So to \
( fl f() e 0 ( St \ /
PSR I I Y (4.58)
fﬂa+1 fﬂa e fl
: SN s/ N\ O/

\



Chapitre 4. La Méthode des Moindres Carrés Vrais (MCV) 44

ol sous forme compacte

s = ( ¢ ) (4.59)

On multiplie les deux cétés de 1'égalité par la matrice de Toeplitz triangulaire
supérieure W

Wis =W ( G ) (4.60)

qui donne aprés développement, le systéme d’équations suivant :

e E?ik t,‘_'w,;_k k< Ty
8;Mk—i = — - (461)
; : { 0 k>mn, _
Pour calculer les éléments (n_n,...,Mo,...,N,) nécessaires a la formation des

matrices Ry, on a besoin de 2n + 1 équations qu’on prendra des systémes {4.56) et
(4.61).

Un bon choix du nombre suffisant d’équations conduit au systéme

My = ( 21 ) | (4.62)

Zy

ot M est la matrice (ng + n, + 1) x (ng +n, + 1) de la forme:

[0 .. 0 1 di ... dn, 0
1 d; dy, 0
. 1 dy dy ... d,, 0 0
M = Spy  Sna—1 ... 8 1 0 ... 0 (4.63)
0 Sn,  Snge1l ... 81 1 ... 0
\ 0 ... 0 S5 Sn-y -.. & 1)
M= (Mener- 5705+, Tny)" (4.64)

et z,,2y deux vecteurs dont les éléments (2;); et (23); sont donnés par :

4
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Tig

()i = D efiee i=1,...,m (4.65)
j=1
Nt

()i = Y tywie  i=0,...,n4 (4.66)

j=i

un réarrangement des n, premiéres équations de (4.62) nous permet de le réécrire

sous la forme :

ol sous forme compacte :

avec
2} = Jzy

ott J est une matrice de permutation définie par :

0 . 0 1
0 1 0
J= ) .
1 0 0

( (21)n,

(21 ns—1

(21
(zz)o
(22)1

(1 & dy ... d,, O 0N [ 7-n,
0 1 d, dy dny 0 Mgt
0 ‘e 0 1 d] . dnd 0 -1
Sn,  Sn,-1 . 51 1 0 o 0 Mo
0 Sn, Sna-1 51 1 0 h
\ 0 0 Sn, Sng-1 s 1 } \ Mng

\ (22)ns

)

J
(4.67)

(4.68)

4.3 Etude de la méthode des moindres carrés vrais (MCV)

Comme il a été déja précisé, la méthode MCV n’est qu'un cas particulier de la
méthode des moindres carrés pondérés (MCP) pour laquelle Ia fonction de pondération

W (z) est de la forme :

45



Chapitre 4. La Méthode des Moindres Carrés Vrais (MCV) 46

C(z) 1

w = -~ 469
O=50-15 (469)

et la fonction V(a,b) & minimiser est :

1 | 1 P TN YN
= — = - .70
V(ab)= - f_ . 7 |H () A(e?) ~ B(e)| do (4.70)
d’autre part, on a aussi :

Fz) = &) Bl (471)

82 A(z)D(2)

et en conséquence de (4.69) et (4.71) on a les égalités simplificatrices suivantes :

Cz) =1
D(z) = Az)
T(z) = f?(z)
S(z) = A(z)D(z)
n. = 0
g = n
n = n
n, = 2n
co = 1
d; = a; i=1,....n
t; b; i=1,...,n

La résolution du probléme de minimisation de la fonction V(a,b) au sens des
moindres carrés vrais se fera en suivant la méme démarche que celle utilisée pour le
cas général MCP, en tenant compte des simplifications mentionnées auparavant.

La procédure & suivre peut étre résumée en ces quelques points :

1. Calculer les éléments du polynéme S(z) en effectuant le produit A(z)D(z).
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2. Calculer les éléments necessaires des réponses impulsionnelles wy, et f;, de W{z)
et F'(2) en utilisant les relations suivantes:

_ ) -Thidaw; k=1,...,
W = { Co E—0 (4.72)
_ - sifiei k=1,...,n
fe= { bo b —0 (4.73)
3. Calculer les éléments de la fonction d’autocorrélation ¢ i = 1,...,n en

résolvant le systéme d’équations suivant en utilisant ! ’algonthme de J ury donne
en [20] et en Annexe F.

G @ .. Gn 1 Cowo \ 1
SO e I B ? = ? (4.74)
gn Gn-1 .- Qo dy, 0 0

4. Calculer les éléments de la fonction d’autocorrélation p; i = 1,...,2n en

résolvant le systéme d’équations suivant en utilisant I'algorithme de Jury donné
en [20] et en Annexe F.

2 I £ I 1 Jo 1 -oo fa bo
/1 o ... Pl 81 _ 0 fo ... faar by
P Pm-1 .. Po San 0 0 ... fO bn
(4.75)
5. Calculer les éléments de la fonction d’intercorrélation 1_,... .10, .. ,0n €n

résolvant le systéme d’équations suivant en utilisant l'algorithme de Sylvester
donné en [20] et en Annexe E.
Z
e 1

onl la matrice M’ est de la forme :
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(1 & dy d, 0 0\
0 1 d, dy d,
' 0 0 1 dq d, 0
M = Son  Sop—1 . S 1 0 0 (476)
0 san  Son-1 51 1 0
\ 0 e 0 S92, Sop—1 ... & 1 )

et les éléments (2}); et (z3); des vecteurs z, et z, sont déterminés & partir des
relations stivantes :

(1) = 0 i=1,...,2n (4.77)
(22),' = Z bjwj—i 7= 0, PN 1 (478)
J=i
6. Former les matrices Ry, k=0,...,n et résoudre le probléme en calculant les

vecteurs solutions a et b en utilisant algorithme de Levinson & deux canaux
donné en Annexe D.

4.4 Synthése des filtres numériques RII par la méthode
des moindre carrés vrais (MCV)

L'application de la méthode des moindres carrés vrais 4 la synthése des filtres
numériques RII, repose sur le principe décrit par Steiglitz et McBride en [42]. La
procédure de synthése consiste & résoudre de fagon itérative le probléme MCV vu
précédemment en considérant que la fonction de pondération Wy, (z) 4 étape k+1
est donnée par :

Wi (2) = ﬁ(z) (4.79)

oit Ax(z) est la solution du pobléme MCV i la k'™ itération.

Cette procédure peut étre résumée en ces quelques points :

Ayant un filtre prototype AR, MA oit ARMA d’ordre N caractérisé par sa fonc-
tion de transfert H(z)
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1. Effectuer I'étape d’initialisation en résolvant le probléme au sens des moindres
carrés modifiés (MCM) pour trouver les n coefficients de A(z) et de B(z)

2. Initialiser la procédure en faisant: (premiére itération, k& = 0).
oe) = AGz)
Bo(z) = B(2)

3. Pour chaque étape faire : (étape k)

1
Ak(Z)

Wii(2) =

4. Résoudre, en suivant la procédure donnée aupar&wmt, le probleme MCV en
trouvant les coeflicients (a;,...,a,) et (bg,...,b,) des polynémes Ay, (z) et
Bys1(z) qui minimisent Ia foncmon

1 ftw
V(a, b) = -2—7]_]’

o. Vérifier la stabilité du filtre obtenu en utilisant I'algorithme de Jury (inverse
Levinson) donné en annexe F ou bien 'algorithme de Bistritz [5]. '

|H JArr () = By ()] do

Ak (6’-7 0

6. Calculer Pécart entre les coefficients de Ayy(2) et Ay(2) si cet écart est suff-
isamment faible, la convergence est obtenue, sinon aller & I'étape 3 pour ef
fectuer itération k + 1.

cette procédure est représentée sous forme graphique par I'organigramme de la
figure 4.2.
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Figure 4.2: Procédure de synthése d’un filtre numérique par lo méthode des moindres tafrés

vrats (MCV)
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Chapitre 5

Exemples de Synthese

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter, sous forme graphique, les différents résultats
obtenus par la mise en ceuvre des programmes pour les trois méthodes étudiées.

e La méthode de Padé
e La méthode MCM
e La methode MCV

Afin de comparer les performances des filtres synthétisés par ces trois méthodes
et d’examiner particuliérement I'efficacité de la méthode des moindres carrés vrais
(MCV), un certain nombre d’exemples, qui constituent un échantillon illustrant les
différents cas de synthése de filtres passe-bas, passe-haut et passe-bande ont été
choisis, les spectres d’amplitude et de phase, calculés en utilisant Palgorithme de
Horner donné en Annexe A sont tracés, pour chaque exemple et présentés sur la
méme figure (figures 5.x-a et 5.x-b).

Le groupe de figures (5.x-c) representent; les réponses impulsionnelles des différents
filtres synthétisés.

L’évolution de I'erreur suivant le nombre d’itérations est représentée par les fig-
ures (5.x-d), elle permet de suivre la convergence de la méthode MCV.

Enfin, la possibilité d’application de la méthode MCV pour la réduction de
modéles est aussi illustrée (figure 5.11).
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5.2 Application a la synthése des filtres

L’application de la méthode des moindres carrés vrais 4 la synthése de filtres numéri ques
RII, consiste & déterminer leur coefficients (a;,b; i=0,..., n).

Le type (passe-bas, passe-haut ou passe-bande) et le gabarit (fréquence de coupure,
atténuation) du filtre & synthétiser sont spécifiés par le filtre modéle de type AR ou
MA d’ordre élevé.

L’initialisation de la procédure MCV se fait par un filtre intermédiaire ARMA,
donné par la méthode des moindres carrés modifiés (MCM) ou de Padé.

5.2.1 Synthese de filtres passe-bas
Exemple 1 (figure 5.1)

Filtre ARMA(10,10), de fréquence de coupure normalisée f. = 0.15, d’atténuation
50 dB, synthétisé & partir d’'un filtre AR(100).

Exemple 2 (figure 5.2)

Filtre ARMA(10,10), de fréquence de coupure normalisée f. = 0.05, d’atténuation
30 dB, synthétisé a partir d’un filtre AR(150).

Exemple 3 (figure 5.3)

Filtre ARMA(10,10), de fréguence de coupure normalisée f, = 0.01, d’atténuation
30 dB, synthétisé & partir d’un filtre AR(150).

Exemple 4 (figure 5.4)

Filtre ARMA(8,8), de fréquence de coupure normalisée f, = 0.10, d’atténuation
40 dB, synthétisé a partir d’un filtre MA(51).
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Exemple 5 (figure 5.5)

Filtre ARMA(8,8), de fréquence de coupure normalisée f, = 0.05, d’atténuation
40 dB, synthétisé & partir d’'un filtre MA(101).

5.2.2 Syntheése de filtres passe-haut
Exemple 6 (figure 5.6)

Filtre ARMA(10,10), de fréquence de coupure normalisée f. = 0.15, d’atténuation
30 dB, synthétisé a partir d’un filtre AR(180).

Exemple 7 (figure 5.7)

Filtre ARMA(12 12) de fréquence de coupure normalisée f. = 0.05, d’atténuation
40 dB, synthétisé & partir d’un filtre AR(180).

Exemple 8 (figure 5.8)

Filtre ARMA(12 12) de fréquence de coupure normalisée f, = 0.01, ~d’atténuation
30 dB, synthétisé & partir d’un filtre AR(180).

5.2.3 Synthése de filtres passe-bande

Exemple 9 (figure 5.9)

Filtre ARMA(10,10), de fréquences de coupures normalisées (f; = 0.05, f» = 0.10)
(bande 1), d’atténuation 40 dB, synthétisé & partir d’un filtre AR( 150)

Exemple 10 (figure 5.10)

Filtre ARMA(10,10), de fréquences de coupures normalisées (fin = 0.00, [y =
0.05) (bande 1) et (fa = 010, fa = 0.15) (bande 2) d’atténuation 40 dB,
synthétisé & partir d’un filtre AR( 150).
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5.3 Application a la réduction de modéles

Concernant les performances de la méthode MCV appliquée & la réduction de
modéles, celles-ci ont été testées en considérant des filtres ARMA synthétisés par
les méthodes de transformations classiques & partir de filtres prototypes de But-
terworth, Chebyshev, Cauer, .. .etc, [4] que nous avons approximés par des filtres
ARMA d’ordres inférieurs. Un exemple illustrant cette application est donné par la
figure 5.11.

Exemple 11 (figure 5.11)

Filtre ARMA(6,6), obtenu par réduction d’un filtre ARMA(10,10) (modéle), passe-
bas de Butterworth, de fréquence de coupure normalisée f, = 0.25.

5.4 Commentaires

La comparaison des spectres d’amplitude des filtres synthétisés par les méthodes de
PADE, MCM et MCYV fait apparaitre les performances de cette derniére. Le spectre
du filtre MCV s’approche sensiblement du filtre désiré dans la bande passante et dans
la bande atténuée. A noter aussi que les résultats obtenus sont meilleurs lorsqu’on
travaille avec des bandes passantes trés étroites.

Les spectres de phases montrent que les filtres synthétisés par la méthode MCV
conservent la propriété de linéarité de la phase i lintérieur des bandes passantes
lorsque celle-ci est verifiée par le filtre modéle (AR ou MA).

La convergence de la méthode est rapide, moins de dix itérations sont généralement
suffisantes.
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Figure 5.1-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bas AR(100) et ses approxi-
mations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.1-b: Spectres de phase des filtres passe-bas AR{100) et ses approximations
ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.1-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bas AR(100) et ses ap-
proximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.1-d: Evolution de 'erreur MCV.
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Figure 5.2-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bas AR(150) et ses approxi-
mations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.2-b: Spectres de phase des filtres passe-bas AR(150) et ses approximations
ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.2-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bas AR(150) et ses ap-
proximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.2-d: Evolution de 'erreur MCV.
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Figure 5.3-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bas AR{150) et ses approxi-
mations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.3-b: Spectres de phase des filtres passe-bas AR{150) et ses approximations
ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.3-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bas AR(150) et ses ap-
proximations ARMA(10,10) synihétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.3-d: Evolution de P'erreur MCV.
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Figure 5.4-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bas MA(51) et ses approxi- .
mations ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MCV. :
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Figure 5.4-b: Spectres de phase des filtres passe-bas MA(51) et ses approximations
ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MCV.
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Figure 5.4-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bas MA(51) et ses ap-

proximations ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MC
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Figure 5.4-d: Evolution de Verreur MCV.
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Figure 5.5-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bas MA(101) et ses approxi-
mations ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MCV.
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Figure 5.5-b: Spectres de phase des filtres passe-bas MA(101) et ses approximations
ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MCV.
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Figure 5.5-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bas MA(101) et ses ap-
proximations ARMA(8,8) synthétisés par les méthodes Padé et MCV.
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Figure 5.5-d: Evolution de 'erreur MCV.
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Figure 5.6-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-haut AR(180) et ses approx-
imations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.6-b: Spectres de phase des filires passe-haut AR(180) et ses approximations
ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.6-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-haut AR(180) et ses
approximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.6-d: Evolution de I'erreur MCV.
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Figure 5.7-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-haut AR(180) et ses approx-
imations ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.7-b: Spectres de phase des filtres passe-haut AR(180) et ses approximations
ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.7-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-haut AR(180) et ses
approximations ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.7-d: Evolution de I'erreur MCV.
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Figure 5.8-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-haut AR(180) et ses approx-
imations ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.8-b: Spectres de phase des filtres passe-haut AR(180) et ses approximations
ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.8-c: Répanses impulsionnelles des filtres passe-haut AR(180) et ses
approximations ARMA(12,12) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.8-d: Evolution de 'erreur MCV.
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Figure 5.9-a: Spectres d'amplitude des filtres passe-bande AR(150) et ses ap-
proximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.9-b: Spectres de phase des filtres passe-bande AR(150) et ses approxima-
ttons ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.9-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bande AR{150) et ses
approximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.9-d: Evolution de I'erreur MCV.
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Figure 5.10-a: Spectres d’amplitude des filtres passe-bandes AR(190) et ses ap-
proximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.10-b: Spectres de phase des filtres passe-bandes AR(190) et ses approxi-
mations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.10-c: Réponses impulsionnelles des filtres passe-bandes AR(190) et ses
approximations ARMA(10,10) synthétisés par les méthodes MCM et MCV.
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Figure 5.10-d: Evolution de erreur MCV.
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Figure 5.11-a: Spectres d’amplitude du filtre prototype passe-bas de Butterworth
et son approximation ARMA(6,6) synthétisé par la méthode MCV.
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Figure 5.11-b: Spectres de phase du filtre prototype passe-bas de Butterworth et
son approximation ARMA(6,6) synthétisé par [a méthode MCV.
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Figure 5.11-c: Réponses impulsionnelles du filtre prototype passe-bas de Butter-
worth et son approximation ARMA(6,6) synthéiisé par la méthode MCV.
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Conclusion Générale

Le filtrage numeérique occupe actuellement une place importante dans la technologie
et son emploi se généralise au fur et & mesure que les techniques numériques se
développent et remplacent progressivement leurs homologues analogiques.

De ce fait, les filtres numériques bénéficient d’une attention particuliere, et la
recherche, Pamélioration ou I'étude des méthodes de leur synthése reste toujours
d’actualité.

Dans le cadre de ce travail, nous avons étudié trois méthodes de synthése de
filtres numériques RII.

e La méthode de Padé.
* La méthode de moindres carrées modifiées (MCM).

¢ La méthode de moindres carrées vrais (MCV).

ou les deux derniéres sont basées sur le principe d’optimisation par le critére des
moindres carrés.

La méthode MCV, objet de cette étude utilise également un processus itératif qui
engendre un coiit supplémentaire en temps de calcul lors des opérations de synthése.
Cependant, cet inconvénient est largement compensé par I'économie réalisée pour
leur implementation et ce en raison du nombre réduit de coefficients les caractérisant.

D’apres les résultats obtenus, nous pouvons conclure que la méthode M.C.V nous
permet la synthése de filtres, stables avec un nombre minimum de coefficients dont
les performances égalent celles de filtres d’ordre plus élevé (jusqu’au double) obtenus
par les methodes de Padé et des moindres carrés modifiés (MCM).

L’insuffisance de 'espace mémoire disponible sur micro-ordinateur est le probleme
majeur rencontré lors de la mise en ceuvre des programmes de synthése des fil-
tres. En effet le calcul des fonctions d’auto-corrélation et d’inter-corrélation exige
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la résolution de systémes d’équations de taille (N +n+ 1) x (N +n +1) od N
représente 'ordre du filtre désiré et n celui du filtre & synthétiser.

La caractéristique du filtre RII synthétisé par la méthode des moindres carrés
vrais est étroitement liée & celle du filtre désiré utilisé au départ qui elle, dépend
directement de N.

Donc poutr avoir un filtre avec de bonnes performances, I'ordre N de H (2) doit
étre élevé car cette fonction est prise comme référence, mais ceci va aussi augmenter
la taille des systémes d’équations et par conséquent, l'espace mémoire occupé sera
d’autant plus important.

Afin d’augmenter les performances des programmes, des solutions basées sur
Pemploi d'algorithmes efficaces pour la résolution des systemes d'équations ont été
employées, particuliérement pour le calcul des fonctions d’auto-corrélation et d’inter-
corrélation (Algorithmes de Jury et de Sylvester).

Les résultats obtenus sont satisfaisants et nous permettent de penser que le re-
cours & des méthodes de programmation permettant une meilleure gestion de l'espace
mémoire sont 4 envisager.
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Annexe A

Algorithme de Horner

Cet algorithme permet I'évaluation rapide d’un polynéme P(z) d’ordre n de la forme
n . .
Pz} =) a;a"" z=¢"
=0

ayant : ag,a1,...,4a, et 0
on cherche : aet § tels que :

P(e’® = o + i3

Initialisation : C = cos @
S =sind
D =2C
Vi=0
Vo=0
Iterations : Dek =0 an faire
Vea=ax— Vi + DV,
ViV,
Vae— Vs

(fin de la boucle en k)

&=V, — CV
g =5V
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Annexe B

Algorithme de Levinson-Durbin

Initialisation : 3 = R,(1)/R.(0) = y(0)
h0) = Ry (0)/112(0)
Y = h(0) = R,,(0)/R.(0)

Bo = R;(0)
g = Ry (1)/R.(0) = y(0)
faire : Dek=1aN —1 faire :

B =(1- a%_]()gk-l(k)
_ Rpz(D)—r %t ph
h(k) = —

&) = ple) _ Jky(k)h(;g)

(k)
6+ = [ ¥
h ( h{k) )

Sik<N—1alors:

y(k) = ap = Bl D-r®y®
A
Z) = B _ g 1)

yFHD) z®)
y(k)

(fin de la boucle en k)
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Annexe C

Algorithme de Mullis-Roberts

Initialisation : ay =rg— h2

020(0) =1

bo(O) = 1/010

co(0) = ho/cxo

60 =1+ h.g/a(]
recursion : Brn = roax(n)rni1—s

To = — 2ohm @ (M) 1k

Op = 5nbo(n) + 7ncﬂ(n)
¢n = ﬁncﬂ(n) + ’Yn‘sn
Ot = Qp — Bnbn — Ynn
Ont1 = 6n + 2 [Ony1

Dek=0an+1 faire :

ag(n+ 1) = ap(n) — Bubpi1-k(n) — Mmcay1_s(n)
be(n +1) = bi(n) — (On/ns1)-Gns1-p(n +1)
ce(n+1) = cp(n) — ($n/n11)-Onpa—k(n + 1)

(fin de la boucle en k)
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Annexe D

Algorithme de Levinson a deux
canaux (bicanal)

Données :

sz( Pr _nk) k=0,1,...,n
-k

Initialisation : &y + Bo = Ry
A(0) = Bo(0) =1, , Xo=h

faire : - Dekann—lfaire:
Cry1 = — X 3}
Dy = —Xia;"

Gpiy = Gy + Cp X
Brs1 = B + D1 Xy
Dei=1 a k41 faire:
Ak +1) = Ai_1(k) + Cyya Biy (K)

Bi(k +1) = Dy Ay (k) + Bi_1(k)
(fin de la boucle en i)

X1 = 20233 Ak + 1) Reqoes

(fin de la boucle en k)
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Annexe E

Algorithme de Sylvester

Cet algorithme permet la résolution d’un systéme d’équations de Sylvester.
Donnees : al0,n1], ¢[0, o], [0, ny + ny) avec ny > ny et d[O] =cl0] =1

Initialisation : a™[0,...,m5] = a[0,...,n4], ¢™[0,... ny] =¢[0,...,ny,
Factorisation : Dei =n; — 1 a n, faire
Dej=0at+1 faire
a'lj] = a™'[j] — a5 + 1].cli — 5 + 1]
(fin de la boucle en j)
(fin de la boucle en 1)

De i =nq al faire
o— 1~ Gi[i]-ci[i]
De j =0 ai faire o
a5l = (@'[j] - @'fil.¢fi - 5]/
1] = (1] - i - 7)o
(fin de la boucle en J)
(fin de la boucle en i)

Solution : De i ==ny any 4+ 1 faire
De j =n)+1 any +n,y faire
yli] — yli] — a’le] ylj — 4]
(fin de la boucle en j)
(fin de la boucle en 1)

De i =mny al faire
a «— 1 —a*fi).c']i]
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Anneze E. Algorithme de Sylvester

88

De j=n)—i+1 an, faire
temp —ylj]
oli] — Wl - Bl + /e
7 + 1]« (ylj + ] — &'[i].temp)
(fin de la boucle en j)
(fin de la boucle en i)
Dei=n1 +2 an;H ny faire
yli] - gl = XiTn, 41 @™ — glyl]
(fin de la boucle en 1)

Det=mn;—1 al faire
k — mzn(nl - 'i, ’ng)

yldl — yli} - 5L 7 — dlyl]

(fin de la boucle en 1)
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Annexe F

Algorithme de Jury

Cet algorithme permet la résolution d’un systéme d’équations de Jury.
Donnees : a[0,n], [0, y[0, n] avec af0] = 1
Initialisation : *[0,...,n] = a0,...,n]

Factorisation : Dei=n—1 a1l faire
@ — 1—a™[i+1].0" i + 1]
Dej=1 ai faire
a'[f] = (a™'[5] — a™*'[i + 1].ali — 5 + 1)) /ax
(fin de la boucle en j)
(fin de la boucle en 1)

Solution : Dei=mn al faire
a - 1—a'fil.a'fi]
De j =0 a1/2 faire
temp — ylj]
yli] — (] - @'l ol - j))/a
(fin de la boucle enj)
(fin de la boucle en i)

Dei=ny al faire
a — 1 —a'fi].c'[1]
Dej=mny—i+1 an, faire
temp «-y[j]
ylal — (wlil = ¢'ld.yls + 1)/
yli + il — (ylj +1] — a[i]-temp)/a _
51 #1— j alors yli — 5] — (yfi - ] - a'li]tomp) /o
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Annexe F. Algorithme de Jury

90

(fin de la boucle en j)
(fin de la boucle en 1)

De i =2 an faire
yli] « yli] — T2k a1 5]yl — g

(fin de la boucle en i)
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